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RESUMO

Freqlientemente, as técnicas de aquecimento disponiveis para o tratamento terapéuti-
co de determinadas doencas, sdo capazes de queimar tecidos adjacentes e necessitam de
sistemas sofisticados de controle. A distribuicdo de temperatura dentro do tecido tratado
deve ser cuidadosamente controlada para evitar danos nos tecidos adjacentes ao tumor ou
para propiciar a adequacao do calor depositado. A simulacdo numérica é uma alternativa
para se ter um conhecimento do campo de temperaturas no corpo humano em algumas si-
tuacOes. A analise da transferéncia de calor sera feita através de uma formulacdo do Méto-
do dos Volumes Finitos (MVF) da Equacéo da Biotransferéncia de Calor (BHTE- Bioheat
Transfer Equation) em malhas triangulares ndo-estruturadas. Uma vez que nao existem
dados precisoa disponiveis na literatura para os diversos parametros envolvidos na simula-
cao numérica, analises de sensibilidades sdo necessarias para identificar a real influéncia
de cada parametro nos resultados. Os custos destas analises para esta diversidade de para-
metros justificam o uso de métodos perturbativos, que sdo usados principalmente quando
ndo ha solucdo analitica para o problema ou quando a solu¢do numérica é muito onerosa. O
objetivo deste trabalho consiste em efetuar analises de sensibilidade via formalismos de
perturbacdo, em problemas de hipertermia causada por fontes de laser usadas no tratamen-
to de tumores. O presente trabalho parte de uma andlise térmica pré-existente, na qual se
estudou um procedimento, onde um tumor de duodeno é aquecido por uma sonda, com

uma fonte de laser Nd:YAG. Para isto, os calculos das analises de sensibilidade, utilizando



os formalismos diferenciais de primeira e segunda ordem, serdo realizados numericamente.
A condutividade térmica for o parametro que apresentou maior sensibilidade ao problema,
seguida da massa especifica e calor especifico. Os métodos perturbativos se mostraram
eficientes no célculo das temperaturas. O método de 22 ordem apresentou erros relativos
menores do que os de 12 ordem, porém seu custo computacional ndo justifica o seu uso

para este tipo de problema.

Palavras-chave: métodos perturbativos, formalismo diferencial, hipertermia, laser, proprie-

dades termofisicas
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ABSTRACT

The hyperthermic procedures available for therapeutic treatments of tumors can
cause thermal damage in the adjacent living tissues and it is necessary to have an effective
control systems. The temperature distribution inside the tissue must be controlled in order
to avoid thermal damages to the healthy tissues in the neighborhood of the tumor. Numeri-
cal simulation is an alternative way to know the temperature profile in the human body at
some situations. The heat transfer analysis will be done by the Finite Volume Method
(FVM) using unstructured meshes. Since there are no accurate data in the literature for the
several parameters involved in the numerical simulation, a sensitivity analysis is required
in order to identify the real influence of each parameter in the results. The computational
costs of the sensitivity analysis of several parameters justify the use of the perturbative
methods that are adopted mainly when there is no analytical solution for the problem or
when the numerical solution is very expensive. The objective of this work is to evaluate the
sensitivity analysis using the perturbative methods in hyperthermic problems originated by
laser sources used in tumor treatments. The present work uses a previous thermal analysis
that have analyzed the use of the laser probe Nd: YAG for the treatment of a duodenum
tumor. For this purpose, the sensitivity calculations using the differential formalism of 1%

and 2" order will be done numerically. The thermal conductivity presented the major sen-



sibility in the analyzed problem, followed by the specific mass and specific heat. Both per-
turbative methods calculated the temperatures with accuracy. The 2™ order method pre-
sented relative errors smaller than the 1% one, but its computational costs do not justify its
use for this kind of application.

Keywords: perturbative methods, differential approach, hyperthermia, laser, thermophysi-
cal properties
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1. INTRODUCAO

1.1. MOTIVACAO

Simulag¢des computacionais na area de biotransferéncia de calor vém sendo usadas
com freqliéncia para dar apoio e mais seguranca a diversos procedimentos médicos, especi-
ficamente aqueles que envolvem radiagdes ionizantes ou hipertermia. Uma modelagem
precisa de tais problemas envolve dificuldades, principalmente devido a falta de informa-
cOes e confiabilidade acerca dos parametros termofisicos dos tecidos envolvidos e acerca
das taxas volumétricas de perfusdo sanglinea em tecidos, especialmente os neoplasicos.
Alem disso, o crescimento de tumores se d& de forma totalmente desordenada e os valores
encontrados na literatura para a taxa volumétrica de perfusdo sanguinea ndo podem ser
considerados exatos, levando a imprecisdo das temperaturas simuladas. Como a maior par-
te dos dominios a serem simulados envolve geometrias complexas, malhas néo-
estruturadas sdo utilizadas e a equacéo diferencial que rege o problema é discretizada atra-
ves do método dos volumes finitos, para a obtencdo das temperaturas nos tecidos alvos e
circunvizinhos. A técnica utilizada permite a simulacdo de tumores de qualquer forma e
local, desde que se disponha de uma imagem real.

Procedimentos médicos, inclusive cirargicos, que utilizam laser, tém como principal
fator limitante, o aumento de temperatura no tecido vivo. Tal aumento pode causar danos
irreversiveis ao tecido, chegando até a sua evaporacdo. A hipertermia pode ser o proprio
processo terapéutico em si ou uma decorréncia de outro processo, tal como ablagéo ou ci-
rurgia envolvendo laser. O objetivo de qualquer tratamento por hipertermia € elevar a tem-
peratura no local desejado acima de um valor terapéutico (Rivolta et al., 1999). Procedi-
mentos medicos que utilizem a hipertermia necessitam de conhecimento preciso sobre o
campo de temperaturas produzido. Para os usuarios do equipamento responsavel pelo a-
quecimento é essencial saber predizer, medir e interpretar corretamente as respostas térmi-
cas e vasculares ao aquecimento.

Existem diversas técnicas de aquecimento disponiveis para combater tecidos tumo-

rais, tais como: sementes ferromagnéticas, radiacdo eletromagnética incluindo radiofre-
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qliéncia, microondas e ultrassom. Freqiientemente estas técnicas sdo capazes de queimar
tecidos adjacentes e necessitam de sistemas sofisticados de controle (Rivolta,1999). Além
disto, diversos fatores, como a presenca de grandes vasos nas vizinhangas do tumor, podem
desviar o calor de seu alvo primario, pois podem produzir gradientes elevados de tempera-
tura em tecidos aquecidos, levando a temperaturas inadequadas durante a hipertermia. Ou-
tro exemplo é que, devido a vascularizacdo complexa do tumor, o efeito convectivo do
sangue pode desperdigar uma quantidade significativa de calor, limitando os beneficios do
tratamento. Pelos motivos expostos, a distribuicdo de temperatura dentro de tecido tratado
deve ser cuidadosamente controlada para evitar danos nos tecidos adjacentes ao tumor ou
para propiciar a adequacédo do calor depositado.

Experimentos in vivo podem ser realizados em animais, mas ndo dao boa margem de
seguranca nem garantem que os mesmos resultados sejam obtidos em seres humanos. As
dificuldades encontradas e riscos experimentais sao muito grandes. Por outro lado, experi-
mentos in vitro deixam de considerar muitos elementos importantes, tais como a circulacéo
sanglinea. A simulacdo numérica é entdo uma alternativa para se ter um conhecimento do
campo de temperaturas no corpo humano em diversas situagdes. Hoje em dia, diversas
ferramentas numéricas e computacionais, utilizadas na engenharia, vém sendo largamente
utilizadas na simulacédo de tais procedimentos com o intuito de calcular o campo de tempe-
raturas, a fim de guiar o médico mais precisamente antes de uma intervencao.

A Equagdo da Biotransferéncia de Calor (“Bioheat Transfer Equation — BHTE”) é
uma equacdo de conducdo de calor, com termo especifico de geracdo de calor devida a
perfusdo sanguinea. Ela pode ser utilizada para analisar o campo de temperaturas durante
qualquer procedimento hipertérmico (Dilller,1982; Shitzer, 1992; Charny, 1982).

A fim de otimizar e agilizar a obtencdo de resultados computacionais confiaveis, a-
nalises de sensibilidade se fazem necessarias (Gandini, 1987; Andrade Lima et al., 1995;
Albuquergue et al., 2000) na andlise dos procedimentos descritos anteriormente. Os custos
de andlise de sensibilidade para esta diversidade de parametros justificam o uso de méto-
dos perturbativos, que sdo usados principalmente quando ndo ha solucdo analitica para o
problema ou quando a solu¢do numérica € muito onerosa, 0 que corresponde a maioria dos

casos reais.
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1.2. OBJETIVOS

O presente trabalho tem como objetivo principal efetuar analises de sensibilidade de
2% ordem em problemas de hipertermia causada por fontes de laser usadas no tratamento de
tumores. Esta analise sera feita através de formalismos de perturbacdo onde sera desenvol-
vida uma ferramenta numérica computacional para calcular os coeficientes de sensibilidade

de interesse.

1.3. ORGANIZACAO DO PRESENTE TRABALHO

O presente trabalho de tese esta dividido em capitulos para seu melhor entendimento.
No Capitulo 2 é feita uma breve revisdo bibliografica sobre os temas estudados para a ela-
boracdo deste trabalho: a hipertermia em tumores malignos e os métodos perturbativos.

No Capitulo 3 é feita a descricdo do modelo fisico-matematico utilizado, apresentan-
do a Equacédo da Biotransferéncia de Calor e suas caracteristicas de aplicacdo. Neste capi-
tulo também € descrita a Teoria da Perturbagdo para o formalismo diferencial aplicado a
sistemas lineares (de 12 ordem) e ndo-lineares (de 22 ordem).

No Capitulo 4, é apresentada a modelagem do problema, ou seja, a teoria da pertur-
bacdo ¢ aplicada a Equacdo da Biotransferéncia de Calor, utilizando-se o formalismo dife-
rencial para sistemas de 12 e 22 ordens. Em seguida, € apresentada a deducéo dos coeficien-
tes de sensibilidade para dois funcionais resposta analisados: temperatura média e tempera-
tura local. Além disto, a modelagem numérica € apresentada juntamente com uma descri-
cao da implementacdo computacional.

No Capitulo 5, apresenta-se a validacdo da ferramenta desenvolvida no Capitulo 4,
através de problemas de transferéncia de calor obtidos na literatura, para o0s quais sdo co-
nhecidas suas soluc¢des analiticas ou numéricas.

No Capitulo 6, é apresentada a analise de sensibilidade do problema analisado com a
descricdo do problema e as discussdes sobre os resultados obtidos.

O Capitulo 7 traz as conclus6es obtidas e em seguida sdo apresentadas as referéncias

bibliogréaficas.
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Por fim, os anexos A, B e C apresentam a deducdo detalhada das equacdes apresen-
tadas nos Capitulos 3 e 4.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. INTRODUCAO

Conforme citado no capitulo anterior, este trabalho tem como objetivo efetuar anali-
ses de sensibilidade em problemas de hipertermia causada por fontes de laser usadas no
tratamento de tumores. Guimaraes (2003) e Lima et al. (2005) fizeram um extenso levan-
tamento bibliografico sobre a hipertermia para tratamento de tumores malignos com fontes
de laser. Neste capitulo sera apresentada uma breve revisao bibliogréafica sobre os métodos

perturbativos e algumas de suas principais aplicagoes.

2.2. ANALISE DE SENSIBILIDADE

Os métodos de analise de sensibilidade podem ser classificados como:
e matematicos;
e estatisticos;

e gréficos.

Os métodos matematicos calculam a sensibilidade de uma resposta em fungéo da va-
riacdo de um parametro de entrada. Esses métodos determinam o impacto de um intervalo
de variacdo nos valores da entrada causa nos valores da saida. Eles podem ser usados para
verificacdo e validacdo, além de identificar parametros de entrada que requerem maior a-
quisicdo de dados ou pesquisa.

Os métodos estatisticos envolvem simulacdes nos quais os dados de entrada séo dis-
tribuicbes de probabilidade. Calculam o efeito das variacdes nos parametros de entrada na
distribuicdo de saida e permitem identificar o efeito das interacdes entre mualtiplas entradas.
A variacdo e a probabilidade relativa das entradas podem ser propagadas através de técni-
cas como simulacBes de Monte Carlo, por amostragem hipercubica de Latin, entre outras.

Os meétodos estatisticos incluem analises de regressao, analises de variacdo, métodos de
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superficies de resposta, teste de sensibilidade de amplitude de Fourier e indice de informa-
¢Bes matuas.

Os métodos graficos geralmente sdo usados para dar a indicacdo visual do quanto a
saida é afetada por uma variacdo na entrada e podem ser usados como complementos dos
meétodos matematicos e estatisticos.

Frey & Patil (2002) fizeram uma revisdo dos tipos de métodos de analise de sensibi-
lidade disponiveis. Dentre os métodos matematicos é possivel destacar dois métodos muito
utilizados:

e sensibilidade do range nominal (“Nominal range sensitivity”);

e técnica de autodiferenciagéo (AD).

O método de sensibilidade do range nominal também é conhecido como anélise local
de sensibilidade ou analise de limites e é aplicavel a modelos deterministicos. O método
avalia o efeito nos parametros de saida decorrentes de varia¢des individuais em apenas um
parametro de entrada de cada vez. A variacdo do parametro de saida em funcédo da variacdo
do par@metro de entrada € a sensibilidade do modelo em relacao a este parametro de entra-
da. A sensibilidade pode ser expressa como uma variacdo percentual, positiva ou negativa,
da solugcdo nominal. Apresenta como vantagens sua simplicidade e melhor comportamento
para modelos lineares. Porém, apresenta dificuldades em detectar as relacGes entre os di-
versos parametros de entrada e a menor preciséo ao tratar de modelos ndo lineares.

A técnica de auto-diferenciacdo (AD) consiste em um procedimento automatizado
para o calculo da sensibilidade local de diversos modelos. Neste caso, um cddigo computa-
cional calcula as derivadas parciais de primeira ordem dos parametros de saida com rela-
¢ao a pequenas variacdes nos parametros de entrada. Os valores das derivadas parciais sdo
uma medida da sensibilidade local.

As técnicas de diferenciacdo encontram aplicacdo em modelos que envolvem calcu-
los diferenciais numéricos complexos tais como derivadas parciais, equacdes integrais e
séries matematicas.

A maioria dos métodos baseados na diferenciacdo, tais como métodos diferenciais

numéricos, possuem algumas limitagdes: baixa precisdo nos resultados; alto custo com
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esforgco humano e tempo; dificuldade na formulacdo matematica e na implementacéo de
programas computacionais. Para superar esses inconvenientes, varias técnicas de AD fo-
ram desenvolvidas. Dentre as mais populares estdo a abordagem da variavel adjunta e as
técnicas de diferenciacédo direta.

A abordagem da variavel adjunta utiliza pequenas perturbagdes do contorno enquan-
to que a diferenciacdo direta é baseada na solucao das equacdes de sensibilidade para obter
os coeficientes de sensibilidade. Os métodos diferenciais dos coeficientes de sensibilidade
mais populares sdo as técnicas de diferenciacdo direta e da variavel adjunta. Esses métodos
sdo classificados como métodos analiticos (Gao & He, 2005). Dentre os métodos que utili-
zam a variavel adjunta e a diferenciacdo direta se encontram os métodos perturbativos, que

serdo descritos mais detalhadamente a seguir.

2.3. METODOS PERTURBATIVOS

Uma das metodologias utilizadas atualmente em calculos de sensibilidade consiste na
execucdo dos codigos computacionais repetidas vezes para definir o comportamento da
resposta em funcdo de um parametro de entrada, ou seja, para construir a superficie de res-
posta. Porém, devido ao grande nimero de parametros que possam influenciar a resposta
de interesse e a complexidade dos modelos requeridos nos calculos, o estudo de sensibili-
dade se torna lento, oneroso e muitas vezes inviavel.

A utilizacdo dos métodos perturbativos permite a reducdo de custos computacionais
relativos aos calculos de sensibilidade e, com isto, aumenta a eficiéncia da analise. Eles
calculam a sensibilidade de uma resposta em relagdo aos parametros sem a necessidade de
estabelecer um deles previamente para analise. Estes métodos sdo rapidos e eficientes de-
vido a maior facilidade com que se apresenta o sistema de equacGes a ser resolvido para
cada resposta analisada. Porém, sdo restritos a analises das respostas de comportamento
linear nas vizinhancas de um ponto especifico calculado. Este problema pode ser contorna-
do utilizando esquemas de altas ordens. Contudo, a teoria da perturbacdo pode ser aplicada
satisfatoriamente a diversos problemas de engenharia e fisica para analises de sensibilida-
de.
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O método foi proposto inicialmente por Wigner em 1945 (apud GANDINI, 1987) pa-
ra estudar a reatividade de diversos materiais. Esta primeira formulagdo, chamada CPT
(Conventional Perturbation Theory), era baseada nos conceitos da mecanica quantica.

A metodologia CPT faz uso do conceito de funcdo adjunta. Durante muito tempo

esta fungdo foi considerada e usada meramente como um artificio matematico. Em 1950,

Lewins (apud GANDINI, 1987; GONCALVES et al., 2002) identificou explicitamente a

funcédo adjunta como a funcdo importancia associada a uma resposta ou funcional dado.

Kadomtzero (apud GANDINI, 1987; GONCALVES et al., 2002) fez importantes
contribui¢des introduzindo o conceito da funcdo importancia para particulas radioativas e
relacionando a funcéo importancia com a funcé@o de Green. Ele obteve relagdes semelhan-
tes as obtidas por Morse e Fishbach (apud GANDINI, 1987) que relacionaram a funcao
adjunta e a funcdo de Green em um sistema mecanico dissipativo; e também as obtidas por
Pontryagin et al., que introduziram as equac6es adjuntas lineares para as equacgdes gover-
nantes de um sistema (apud TITO, 2001).

A partir da decada de 60, juntamente com a introducdo do conceito de importancia e
0 desenvolvimento dos métodos matematicos de analise, houve o desenvolvimento dos
métodos perturbativos para a analise dos nucleos de reatores, blindagem, evolucdo dos
nuclideos e termoidraulica. Inicialmente, o desenvolvimento ocorreu no dominio linear (de
ordem 12 ou maiores) e em seguida no campo ndo-linear. Adotando técnicas variacionais,
Lewins estendeu o formalismo perturbativo incluindo problemas ndo-lineares (GONCAL-
VES et al., 2002).

As formulacbes perturbativas propostas pelos diversos autores podem ser divididas
em trés categorias de acordo com a aproximacdo adotada em sua deducdo. Greenspan de-
monstrou que todos estes formalismos resultam em expressées semelhantes para os coefi-
cientes de sensibilidade (apud GANDINI, 1997; GONCALVES et al., 2002). Estas catego-
rias sao:

e Meétodo GPT (Generalized Perturbation Theory): trata-se de uma aproximacao heuris-
tica que faz uso exclusivo do principio de conservacgdo da funcdo importancia. Adotado
inicialmente por Usachev e extensamente desenvolvido por Gandini (GANDINI, 1987;
1997).
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e Método variacional: adotado por Lewins, em 1965, Pomraning, em 1967, e Stacey, no
inicio da década de 70. O método interpreta fisicamente o fluxo adjunto como uma
funcéo importancia e tem como caracteristica a minimizacdo do funcional de interesse
(TITO, 2001; GONCALVES et al., 2002).

e Método diferencial: baseado no uso de funcBes adjuntas e numa diferenciagcdo formal
do funcional resposta considerado. Proposto por Oblow, em 1978, e extensamente de-
senvolvido por Cacuci, em 1980 (apud GANDINI, 1987; 1997).

2.4. APLICACOES DOS METODOS PERTURBATIVOS

A teoria da perturbacdo tem exercido um importante papel desde o inicio dos estudos
da fisica de reatores nucleares. Nessa area se encontram as principais aplicagcdes dos méto-
dos perturbativos.

Em 1975, Gandini desenvolveu uma metodologia perturbativa (HGPT — Heuristic
Generalized Perturbation Theory) para determinar a evolucdo da densidade de nuclideos
pesados (GANDINI, 1997). Kallfeltz (apud GANDINI, 1997) utilizou a metodologia
HGPT para calculos do campo de néutrons. Em 1982, Gandini desenvolveu uma metodo-
logia baseada no formalismo GPT para tratar problemas nao lineares. As primeiras aplica-
coes do formalismo GPT em anélises de sensibilidade em problemas termoidraulicos de
reatores nucleares foram feitas por Andrade Lima et al., em 1984 e 1985 (apud ANDRA-
DE LIMA et al., 1998). Baudron et al. (1998) fez uso do método heuristico HGPT,
desenvolvido por Gandini (1987; 1997), no estudo da difusdo tri dimensional em um reator
do tipo PWR (Pressurized Water Reactor).

A aplicacdo dos métodos diferenciais no campo da termoidraulica foi inicialmente
proposta por Oblow em 1978 (apud BALINO et al., 2001). Ele considerou um exemplo
simples que consistia em um canal com um elemento de combustivel e realizou os célculos
de sensibilidade das respostas de interesse para o projeto e seguranca do projeto, tais como,
temperatura maxima do elemento combustivel e do seu revestimento. O formalismo
diferencial foi comparado com a técnica da superficie de resposta e 0s resultados

confirmaram a eficiéncia e a economia computacional do método. Em 1979, Weber (apud
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TITO, 2001) aplicou o formalismo diferencial a problemas relevantes ndo-lineares em um
canal de reator nuclear. Em 1980, Cacuci (apud TITO, 2001) estabeleceu um formalismo
diferencial mais rigoroso para sistemas de equagdes ndo lineares. Neste trabalho, os autores
mostraram a equivaléncia entre os formalismos variacional e diferencial (apud ANDRADE
LIMA et al., 1998).

O formalismo matricial € uma variante do formalismo diferencial aplicado a sistemas
discretos, e foi utilizado por Oliveira, em 1988, para fazer a analise de sensibilidade de
dois canais acoplados em paralelo de uma instalacdo alimentada por um reator nuclear
PWR operando em condi¢es nominais (apud ANDRADE LIMA, 1998). Belém, em 1993
(apud TITO, 2001), aplicou o formalismo matricial para analise do comportamento ter-
moidraulico do canal quente de um reator PWR.

Ainda na area de reatores nucleares, Guido et al. (1991) analisaram as oscilagdes de
densidade em sistemas de canais paralelos utilizando métodos perturbativos. E, recente-
mente, Gongalves et al. (2002) utilizaram o método variacional para calculos do transporte
de néutrons para uma fonte arbitraria. Kobayashi (2005) determinou os coeficientes de
sensibilidade, através do metodo GPT, para a taxa de multiplicacdo de néutrons em um
reator de fissdo nuclear referente a mudancas na seccao transversal e nas fontes externas de
calor.

Pelloni & Coddington (2006) fizeram uma comparacgéo entre a teoria da perturbacéo
e 0 método HGPT na analise de reatores subcriticos para processos baseados em
aceleradores de ions pesados (ADS — Accelerator Driven Systems). Feghhi et al.(2007)
propuseram um novo método como uma alternativa para os métodos perturbativos em
problemas de geometria complexa. Eles utilizaram o cenceito de funcdo importancia no
transporte de neutréns em reatores de fissdo e aplicaram o método de Monte Carlo para
calcular a funcdo adjunta.

Os formalismos da teoria da perturbacdo possuem poucas aplicacdes em outras areas.
Na area de mecanica dos fluidos, Balifio et al. (2001) aplicaram o método perturbativo
diferencial na andlise de sensibilidade de problemas de golpe de ariete em trabalhos

hidraulicos.
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Tito (2001) fez uso do método diferencial na analise de sensibilidade na difusdo de
calor em uma aleta de um elemento combustivel nuclear. O autor relata algumas aplicacdes
dos métodos perturbativos no estudo de fisica dos solos, destacando trabalhos de Lira,
entre 1994 e 1998, onde o mesmo fez analises de sensibilidade em um modelo de
transferéncia de soluto através dos solos e um estudo da dindmica da agua nos solos.

Ainda segundo Tito (2001), o formalismo GPT também possui aplicagdes na area de
controle de processos, tais como, em problemas de otimizacdo de sistemas ndo-lineares e
processo de neutralizacdo acido forte/base forte, sujeito a controladores do tipo PI
(proporcional-integral) ndo linear.

Uma aplicacdo interessante dos métodos perturbativos foi feita por Campisi & La
Bella (1985), na qual realizaram um estudo através da teoria da perturbagdo, onde foi
possivel desenvolver uma ferramenta computacional de grande utilidade para analisar
como a distribuicdo da populacédo e a taxa de crescimento da mesma podem influenciar nas
mudancas de parametros demograficos fundamentais.

Em aplicacbes recentes, Gimenez et al. (2003) utilizaram o método diferencial na
analise de sensibilidade das equacOes de transporte de aerosdis, ou seja, quando finas
particulas estdo dispersas em um meio gasoso. Veronis et al. (2004) apresentaram uma
analise de sensibilidade de um dispositivo de cristal fotonico. Utilizando o conceito de fun-
cao adjunta e técnicas da teoria da perturbacéo, eles calcularam a sensibilidade dos para-
metros de transmissdo de dispositivos nanofotonicos ressonantes.

Farias (2007) também utilizou o método diferencial para a analise de sensibilidade
do modelo fluidodindmico de um riser, tubulacdo utilizada na industria do petréleo para
transporte de gas, 6leo e gasOleo resultante de craqueamento catalitico. Foi analisada a
concentracdo média do catalisador sélido ao longo do riser em funcéo das velocidades dos
fluidos e fragbes volumétricas do gas e do sélido ao longo do riser. Uchikawa (2008), por
sua vez, aplicou os métodos diferenciais de 12 e 22 ordem na analise de uma célula combus-
tivel, que sdo dispositivos capazes de converter a energia quimica proveniente do hidrogé-
nio diretamente em energia elétrica.

A utilizacdo dos métodos perturbativos em aplicacdes biomédicas ainda € pouco

usual. Apesar da grande importancia e da necessidade de analises de sensibilidade em
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diversos ramos das ciéncias biomédicas, estes célculos ainda sdo feitos, em sua grande
maioria, através do método direto. Porém, foi possivel encontrar estudos que fizessem uso
dos métodos pertubativos. Nestorov et al. (1997) utilizaram o formalismo matricial para
estudar a distribuicdo cinética de nove tipos de &cidos barbituricos no sangue arterial e em
quatorze tecidos diferentes apds a administracdo intravenosa e como eles afetavam a
fisiologia do corpo. Através do uso da teoria da perturbacdo, Yao et al. (2004) fizeram um
estudo relacionando a distribuicdo da velocidade axial e de temperatura na artéria, e como
estes parametros afetam na pulsacdo cardiaca.

Porém ndo foram encontrados trabalhos que fizessem uso dos métodos perturbativos
em problemas de hipertermia. A hipertermia é um método muito utilizado no tratamento de
diversas enfermidades, tais como, tratamento de tumores malignos e cirurgias refrativas
oculares. Devido a importancia deste tipo de tratamento para a medicina atualmente, torna-
se importante o desenvolvimento de técnicas que controlem adequadamente os efeitos de
hipertermia a fim de se obter melhores resultados sem contudo danificar os tecidos
vizinhos & area tratada.

Guimardes (2003) e Silva (2004) desenvolveram ferramentas computacionais
capazes de estimar as temperaturas alcancadas pelos tecidos tratados devido a fontes
externas de calor. Porém, ainda existem grandes incertezas nos parametros termofisicos
dos tecidos utilizados nas simulacdes. Analises de sensibilidades sdo importantes, portanto,

para determinar a influéncia de cada parametro no resultado final da simulacéo.
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3. DESCRICAO DO MODELO MATEMATICO

3.1. EQUACAO DA BIOTRANSFERENCIA DE CALOR

O processo fisico a ser aqui analisado é governado pela Equacdo da Biotransferéncia
de calor (BHTE - “Bioheat Transfer Equation”), que ¢ uma equagdo de condugao de calor,
com um termo especifico de geracdo de calor devida a perfusdo sangtiinea, Qp, € outro, Qnm,
devido ao calor metabdlico. Tal equacdo, para um meio homogéneo e isotrépico, € mostra-

da abaixo,
pC%:ktVZT +Q, +Q, +Q (3.1)
onde:
Kt = Condutividade térmica do tecido [W/m°C];
Yo, = Massa especifica do tecido [kg/m3];
c = Calor especifico do tecido [J/kg°C];
T =  Temperatura [°C];
t =  Tempo [s];
Qp =  Taxa volumetrica de geracdo de calor devido a perfusdo sangtiinea [W/m?3];
Qm =  Taxa volumétrica de geracdo de calor metabolico [W/m?3];
Q =  Taxa volumétrica de geracdo de calor sobre o dominio [W/m?3].

O termo de geracdo de calor metabolico é desprezado, pois, geralmente, este é muito
menor que o calor externo depositado (Sturesson & Andersson-Engels, 1995).

A fonte de calor devido a perfuséo é dada por Qp, e representa um sumidouro de
calor devido a remocdo por adveccdo de calor efetuada pelo sangue através da
vascularizacdo capilar presente nos tecidos vivos. O termo é representado por (Diller,
1992):
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Q, =ap,c,(T,-T) (3.2)
onde:
@ =  Taxa volumétrica de perfusdo sangiinea [m? de sangue/m3 de tecido.s];
s = Massa especifica do sangue [kg/m3];
Cs = Calor especifico do sangue [J/kg°C];
Ta =  Temperatura do sangue arterial entrando no tecido [°C];
T =  Temperatura local do tecido [°C].

A taxa volumeétrica de perfusdo sangiiinea, , é especifica para cada tipo de tecido,
sendo que nos tumores as taxas de perfusdo média sdo menores do que nos tecidos
normais. Além disso, a taxa de perfusdo em um tumor animal diminui com o seu
crescimento (Jain, 1985). A obtencédo do valor da perfusdo em pequenos volumes de tecido
tem sido estudada por muitos anos, pois este € um parametro fundamental para melhorar o
conhecimento das fisiologias patologica e normal, assim como de diagnosticos e da
conduta de muitos problemas médicos (Bowman, 1985).

O termo de fonte Q pode ser devido a qualquer meio de aquecimento, como sementes
ferromagnéticas e radiacao eletromagnética, incluindo radiofreqiiéncia, microondas, ultras-
som e laser. Quando fontes de laser sdo usadas, supde-se como uma primeira aproximacao,
que a luz penetre no tecido sem sofrer espalhamento e que a taxa local de absorcao de e-
nergia radiante é proporcional a intensidade incidente (lei da absorcdo de Beer). Devido a
este fato, um feixe de laser cilindrico, homogéneo e de raio r, esta sujeito a um decaimento
exponencial, tanto da intensidade quanto da taxa de absorcdo ao longo de uma direcdo de
propagacao (z), a medida que a luz passa através de um meio homogéneo. Entéo a intensi-

dade do feixe é dada por:

I(r,z)=1,(r) e /* (3.3)



35

onde:

r = Posigdo radial dentro do feixe cilindrico;

z = Distancia medida a partir da superficie irradiada;

B = Coeficiente de absorcdo (funcio do tipo de laser e do tecido considerado) [m™];
l, = Intensidade do feixe de laser na superficie [W/m2].

A taxa volumétrica de geracdo de calor devida a fonte de laser, Q(r, z), €, portanto,
dada por (Welch, 1985):

Q(r,z)=pI(r,z) = Al (r)e #? (3.4)

Quanto a intensidade incidente, sera utilizado neste trabalho o padrdo “spot” ou
disco, no qual a intensidade 1, € constante e independente de r.

Partindo-se da lei da conservacdo da energia, pode-se derivar de forma mais generi-
ca, a equacdo diferencial parcial que governa a biotransferéncia de calor em regime transi-

tério num meio continuo estaciondrio:

oT _8q_,-+

em QXT 3.5
onde, p € a massa especifica, ¢ € o calor especifico, T é a temperatura, g; € o fluxo de calor
na direcéo x; e dado pela Lei de Fourier e Q representa os termos de fonte ou sumidouro de

calor volumétrico. O dominio espacial do problema é representado por (2, com X; sendo a

varidvel espacial independente e j variando de um ao numero de dimensdes espaciais.

T= [ti tf ] representa o intervalo de tempo de integracéo.

A equacdo governante do problema é a equacdo da biotransferéncia de calor de Pen-
nes (BHTE), descrita no item anterior. Para a analise bidimensional, serdo utilizadas coor-
denadas cartesianas e a equacdo a seguir pode ser obtida a partir da Eq. (3.5) com a utiliza-

¢éo da Lei de Fourier para o fluxo de calor condutivo: q=-k oT/ox.
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o _af, aT) o, ot
c—=—|ki— [+—| ki — [+ 3.6
ot 8x(taxJ ay(tayJ ° (3.6)

A forma mais adequada, porém, para a descri¢do da formulacdo do Método dos Vo-
lumes Finitos é a Eq. (3.5) escrita em termos dos fluxos.

Por simplicidade, o meio é considerado ortotrépico com p,c,k. constantes e a Eq.
(3.5) representa uma equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem, parabdlica e
ndo-homogénea.

A Eq. (3.5) representa um problema que esta sujeito a condicdes iniciais e de contor-

no. As condicBes de contorno de interesse podem ser de diferentes tipos:
a) Condicédo de contorno de Dirichlet:
T=T em Ip XT (3.7)
onde /p representa uma porcdo do contorno submetida a condigcdo de contorno de Diric-
hlet.

b) Condicdo de contorno de Neumann:

—anj:qn em [/ XT (3.8)
onde n; sdo os cossenos diretores da normal externa ao dominio e 7y representa uma por-
cao do contorno submetida a condicdo de contorno de Neumann.

c¢) Condicéo de contorno de Cauchy, ou de Robin, ou mista:

_anj :qn +h(T _Tamb) em 1—‘C XT (39)

onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T,mp € a temperatura média do ambiente e

I¢ representa uma porcdo do contorno submetida a condicdo de contorno de Cauchy.
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Finalmente, uma distribuicdo inicial da temperatura T'é conhecida para um estagio

de tempo inicial t', e a condicdo inicial é expressa por:

T=T" em Q e t=t (3.10)

As Equacdes (3.5) a (3.10) descrevem completamente 0 modelo mateméatico propos-
to, 0 qual governa a conducdo de calor em um meio homogéneo. A modelagem matematica
do problema e a respectiva formulagcdo numérica através do Método dos Volumes Finitos
em malhas ndo-estruturadas foram descritas em detalhes por Guimarées (2003), Lyra et al.
(2004; 2005) e Silva (2004).

3.2. TEORIA DA PERTURBACAO - FORMALISMO DIFERENCIAL PARA SIS-
TEMAS LINEARES (12 ORDEM)

A teoria da perturbacdo pode ser aplicada a fim de realizar analises de sensibilidades
a um determinado problema. Este problema analisado descreve um sistema de K equacdes
em geral ndo lineares acopladas, que pode ser escrita formalmente como (Andrade Lima &
Blanco, 1994):

m(f(r),p)=0 (3.11)
onde:
m = Vetor que inclui as operagdes entre as variaveis do espaco de fases;
f = Vetor das variaveis de estado do sistema;
=  Vetor das variaveis do espaco de fases (variaveis de espaco e tempo);
P = Vetor dos pardmetros de entrada;

0 = Vetor nulo.
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As condicdes de contorno do sistema dadas pela Eq. (3.11) podem ser escritas for-

malmente como:
c(f(rs).p)=0 (3.12)

onde r°define um ponto da superficie de contorno do espaco de fases.

Para a analise de sensibilidade, um funcional resposta R(f(r), p) € definido por:
R(F(r).p)=¢s"(r) - f(r. p) (313)

onde a integragdo () € calculada em todo o espaco de fases e S é uma funcdo que pode
ser identificada a partir da expressdo conhecida do funcional resposta analisado, como por
exemplo, temperatura média, temperatura local, etc.

Em uma analise de sensibilidade, a questdo consiste em avaliar a variacdo da respos-

ta OR resultantes das perturbacdes o p; (i =1,2,..., I) nos parametros de entrada do sis-

tema. Estes valores podem ser usados ndo apenas para estimar as variacdes de R devido a
variacdes em p;, mas também para classificar por ordem de importancia os dados de entra-
da e calcular as incertezas de R devido as incertezas dos parametros (Cacuci et al., 1980).
Para determinar as derivadas dR/dp; é necessario expandir a equacdo da perturbacdo dada
por m'(f',p’)=0

A variacdo de R, obtida a partir da Eq. (3.13), é dada por:

|
SR=5p[iSi D+ (s )] (3.14)
i=1
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onde,

.
ﬁ:%%e fﬁ:%& (3.15)
i i

Para obter SR é necessario avaliar f;;. A equagio perturbada (m’'(f',p’)=0) é ex-

pandida até primeira ordem em torno de uma solucéo de referéncia f :

|
om of
5m:m’(f',p’)—m(f,p):25p{—+H—}zo (3.16)
i=1 api api
onde,
of, of, oy
dm | Omz omp - omy
S R A 447
dmg  amg  amy
of,  of, oty |

no qual, o operador 0 denota uma derivada de Frechet (Gandini, 1987) (ver Anexo C).
i

Para que a equacdo perturbada (m’(f’, p’):O) seja valida e dado que as perturba-

¢Oes o p;, consideradas independentes, sdo arbitrarias, € necessario que se satisfaga a se-

guinte condicdo:

HT/i =S (3.18)
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onde,
Siy=—7_- (3.19)

A condicdo de contorno para a Eq. (3.18) pode ser derivada, de forma analoga, a par-
tir da Eq. (3.12), obtendo-se:

oC oC of (
B i Y r
op; of op

= rs) (3.20)

O termo f,; pode ser obtido através das Egs. (3.18) e (3.20). Este termo, por sua vez,
é substituido na Eq. (3.14) para a obtencéo da variacdo procurada SR . Porém, este proce-

dimento ndo é utilizado, pois, apesar de a Eq. (3.18) ser linear (H depende de f, e ndo de

f,;), ela apresenta o inconveniente de depender do parametro p;, devendo ser resolvida I

vezes. Para superar tais inconvenientes, recorre-se ao uso dos formalismos da teoria da
perturbacdo. No presente trabalho, sera utilizado o formalismo diferencial, descrito a se-

guir:

» Formalismo diferencial

O formalismo diferencial faz uso do sistema adjunto, o qual permanece linear e apre-

senta a vantagem de ndo depender de p; . Este formalismo sera descrito a seguir.

Define-se o operador H™, adjunto de H, pela expressao:

(i H Ty =" HE )+ P F)) (3.21)
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onde f* € o vetor adjunto de f,; e P(f*,f,i) é o concomitante bilinear de f* e f;; avali-

ado no contorno do espaco de fases.
E possivel escrever o sistema adjunto ao sistema dado pelas Egs. (3.18) e (3.20) co-

mo:

H*f*=8" (3.22)

c*(F*)=0 (3.23)

onde a escolha conveniente das condi¢Ges de contorno, dadas pela Eq. (3.23), permite cal-
cular o concomitante P(f*,f,i) a partir dos valores conhecidos de f,; avaliados no con-

torno do espaco de fases.

Entdo, usando a Eq. (3.18), é possivel reescrever a Eg. (3.21) como:
(Fi STY=(E" Sy +PlF*. ;) (3.24)

Substituindo a Eq. (3.24) na Eq. (3.14), tem-se que:

5R=|25pi[<s,+i-f>+<f*s(i)>+P(f*,f,i)] (3.25)
i=1

O procedimento para calcular a variacdo da resposta 6R de 12 ordem pode ser resu-

mido no seguinte algoritmo:
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1 — Identificar o sistema de equacdes que caracterizam o problema (Egs. (3.11) e
(3.12));

2 — Determinar a solucgéo do sistema de equac6es do problema analisado;

3 — Determinar as condic¢des de contorno e inicial da equacao derivada do sistema a-
través de derivacdo das condicOes da equacéo principal;

4 — ldentificar os pardmetros de entrada do sistema relevantes para a analise de sen-
sibilidade;

5 — Determinar o operador H através da Eq. (3.17);

6 — Determinar a fungao S;) dada pela Eq. (3.19);

7 — Determinar o operador adjunto H™ e o concomitante bilinear P (f T ) pela Eq.
(3.21), através de operacgdes de integracdo por partes;

8 — Determinar as condi¢6es de contorno e final da equagédo adjunta de modo a sim-
plificar o célculo do concomitante bilinear;

9 — Definir o funcional resposta desejado para analise;

10 — Determinar a funcdo S*, através da Eq. (3.13), e sua derivada de 12 ordem;
11 — Determinar a solugdo do sistema adjunto dado pelas Eqg. (3.22) e (3.23) no

mesmo intervalo de tempo do problema analisado;
12 — Calcular o valor do concomitante P (f T ) através da expressdo encontrada no

item (7) e das condic¢des de contorno e inicial da equacéo derivada e condigdes de contorno
e final da equacéo adjunta;

13 — Calcular os valores de oR para cada variacdo o p; pela Eq. (3.25).

3.3. TEORIA DA PERTURBACAO - FORMALISMO DIFERENCIAL PARA SIS-
TEMAS NAO-LINEARES (22 ORDEM)

Os formalismos da teoria da sensibilidade para sistemas ndo-lineares sdo bem descri-
tos por Gandini (1987) e Cacuci et al. (1980). Oblow (1978) descreve a teoria da sensibili-

dade para problemas em reatores termoidraulicos.
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Considerando o sistema de equagOes ndo-lineares dado pela Eq. (3.11) e um funcio-
nal resposta definido pela Eq. (3.13), para se obter a variacdo do funcional resposta em
razao de uma variacdo nos parametros de entrada é necessario expandir a equacgdo pertur-
bada de forma semelhante a Eq. (3.16), porém desta vez expandindo-se até segunda ordem

em torno de uma solucgéo de referéncia f , obtém-se:

1 ‘m _ of _ of ¥ _[of® of
+ 2> 5pap, 2o 4D O @)
253 oP;op; op; op; = |\ 9p; op;
2
H o°f _
ap;op;

Para que a equagdo perturbada seja valida e considerando que as perturbacdes o p;

sdo arbitrarias, é necessario que se satisfacam as seguintes condigdes:
Hf, =S, e Hf,;, =S (3.27)

onde o termo S € dado pela Eq. (3.19) e S;;; é dado por:

2 K (k)
S =— _om g T of =, Z LR PN (3.28)
Sp.op; ﬁp, ﬁp. =T op,

O sistema de primeira ordem ja foi definido anteriormente (Egs. (3.18) a (3.20)). As
condicdes de contorno para o sistema de segunda ordem podem ser obtidas a partir de de-

rivacdo do sistema de 1% ordem.

0°C__9°C of oc o%f

=0 (3.29)
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Os operadores E; e () s30 dados por:

o%m, o%my a2m, |
k k k
af_l( Jot, af_1< Jot, aff )ofy
“© o°m, a2m, o%m,
Q' = k k k
offot atfVaf,  af{Faty (330)
0%my 2%my 0%my
ot Moty af{at, of oty |
e
[ 3%m,  %my %my |
opiofy opof, op;idfx
2’m,  9%m, o%m,
=i =|opof, opof, opiofy (3:31)
o%me  9%my 2%my
_Gpiafl 8p,6f2 8pi8fK_
onde,
K = total de variaveis de estado do sistema;
k = indice sobrescrito (k) se refere as posicdes do vetor variaveis de estado do siste-
ma.

f ()
A expressdo D 3

J representa a matriz diagonal:
i

.| ofD  of @ of <)
D(w)= dlag{ (3.32)
op; Jp; op;
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Considerando os seguintes funcionais resposta:

R =(S'f,) e R; =(S7f,;) (3.33)
A variacdo da resposta SR resultante das perturbagdes o p; (i =1,2,..., I) nos pa-

rametros de entrada do sistema, expandida até segunda ordem, de acordo com a Eq. (3.26),
é dada entéo por:

| |
8R=28pi[<8ﬁ fy+(S* -f,i>]+% D 3p;idp; [<S7Lij )+ 2(STi - f) +(ST 'f/ij>] (3.34)
i=1 “i,j=1

onde, por definicdo, tem-se que:

R, =(S7f,;) € Rij = <S+f/ij> (3.39)

+ 2o+
g _ 08 . 9°S

fi

= e S, =—
op, g op;op; (3.36)
» Formalismo diferencial

Define-se o operador H™, adjunto de H, pelas expressdes:

<f/iH*f*>:<f*Hf/i)"'Pl(f*vf/i)
(FyyH ) =(f Hf/ij>+Pz(f ’f/ij>
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onde f* é o vetor adjunto de f,; e de fij, PL (f* ,f,i) e P, (f* ,f,ij) sd0 0s concomitantes
bilinear avaliados no contorno do espaco de fases. O sistema adjunto é dado pelas Eq.
(3.22) e (3.23).

Usando-se a Eq. (3.22), as Egs. (3.38) podem ser reescritas como:

FiSTy={"Sip+hR (f*'f/i)
S ) (3.38)
<f/|JS >:<f S(”)>+P2 (f ,f/”)

Substituindo-se as Eqgs. (3.38) na Eqg. (3.34), tem-se a variacdo do funcional resposta

devido as varia¢Oes dos parametros de entrada para sistemas nédo lineares de 22 ordem:

SR :IZSpi [(Sﬁ Y+ (F Sy + Pl(f* £ )]+
i=1

1< x x
b Y 8PP ST P 2T Ty + (7 Sy + Pl )
TP

(3.39)

O procedimento para calcular a variacdo da resposta 6R de 22 ordem pode ser resu-

mido no seguinte algoritmo:

1 — Identificar o sistema de equacBes que caracterizam o problema (Egs. (3.11) e
(3.12));

2 — Determinar a solucéo do sistema de equac@es do problema analisado;

3 — Determinar o sistema de equacdes derivadas de 12 ordem e as suas condi¢des de
contorno e inicial através de derivacdo do sistema de equagdes principal;

4 — Determinar as condicdes de contorno e inicial do sistema de equacdes derivadas
de 22 ordem através de derivacdo do sistema de equacdes principal;

5 — Determinar a solucéo do sistema de equacoes derivadas;

6 — Identificar os parametros de entrada do sistema relevantes para a analise de sen-
sibilidade;
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7 — Determinar o operador H através da Eq. (3.17);

8 — Determinar as funcbes S;) e Sgj) dadas, respectivamente, pelas Egs. (3.19) e
(3.28);

9 — Determinar os operadores E; e Q%) dados, respectivamente, pelas Eq. (3.30) e
(3.31);

10 — Definir o funcional resposta desejado para analise;

11 — Determinar a funcdo S*, através da Eq. (3.13), e suas derivadas de 12 e 22 or-

dens;

12 — Determinar o operador adjunto H™ e os concomitantes bilineares P, (f*, f,i) e

P, (f * f i ) pela Eq. (3.38), através de operacdes de integracao por partes;
13 — Determinar as condigdes de contorno e final da equacdo adjunta de modo a sim-
plificar o célculo do concomitante bilinear;

14 — Determinar a solugdo do sistema adjunto dado pelas Eqg. (3.22) e (3.32) no

mesmo intervalo de tempo do problema analisado;
15 — Calcular o valor dos concomitantes P l(f o f ) e P, (f *f ij) através da expres-

sdo encontrada no item (10) e das condicdes de contorno e inicial das equacdes derivadas,
de 12 e 22 ordens, e condicdes de contorno e final da equacéo adjunta;

16 — Calcular os valores de oR para cada variacdo o p; pela Eq.(3.39).
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4. MODELAGEM DO PROBLEMA

6.1. APLICACAO DA TEORIA DA PERTURBACAO A EQUACAO DA BIO-
TRANSFERENCIA DE CALOR (12 E 228 ORDEM)

A fim de aplicar o formalismo descrito no Capitulo 3 (itens 3.2 e 3.3), pode-se rees-

crever a Eq. (3.6) explicitando o termo de geracéo de calor:

oT of(oT o (0T
c—=k—| — |+k=—| — |+ @pCs(T, —-T)+
P ot 5 (8XJ ay(ayj @ Pg s( a ) Q (4.2)

E possivel ainda reescrever a Eq. (3.1), de forma a mais adequada para a aplicacdo

do formalismo de perturbacéo, como:

oT o (oT
c—=k—|— |-wpCT+ 4.2
Pe axn{ax j P 9 (4.2)

n

onde X, é a coordenada independente espacial (x,y) e o termo g é dado por:

g=Q+wpsCsT, :ﬂloe_ﬂz +wpsCsTy (4.3)

A Equacdo (4.2) esta sujeita a condic6es de contorno e inicial. As condi¢des de con-

torno de interesse, ja apresentadas no Capitulo 3, podem ser:

a) Condicédo de contorno de Dirichlet:

T=T em I'p XT (3.7)
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b) Condicdo de contorno de Neumann:

—-q;n; =0, em [ XT (3.8)

onde n; sdo os cossenos diretores da normal externa ao dominio.

c¢) Condicédo de contorno de Cauchy, ou de Robin, ou mista:

_anj :qn +h(T _Tamb) em 1_‘C XT (39)

A condicdo inicial é dada por:

T=T' em Q e t=t (3.10)

Em primeiro lugar, é necessario identificar as variaveis usadas na deducgéo do forma-

lismo. O vetor das variaveis de estado é composto pela temperatura, ou seja,

f=[T] (4.4)

O vetor do espaco de fases e o0 vetor dos parametros de entrada séo dados por:

r=[Qt] e p=[ckowh (4.5)

onde, V = A-tyya, NO qual tor € 0 tempo total analisado. Todos os parametros foram

previamente descritos no Capitulo 3 e representa as maiores incertezas do problema.
O vetor m, definido pela Eq. (3.11), inclui as operagdes entre as varaveis do espaco

de fases e é dado por:
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m(T,p):pCa—T—ki(ﬂj+a)pscsT -g=0

4,
ot ox \ 0X, (4.6)

O operador H, dado pela Eq. (3.17), para o problema analisado é:

om om 0 oT o (T
H=—=""=—|pc—-k—| — |[+wp,cT —g
of ot ar|" Tt ox | ox

5 , 4.7)
H= pcg— kiTg)+ a)pscs(-)

O simbolo de posicéo (.) indica que a derivada obtida é um operador e ndo um valor

escalar (ver Anexo C). Como o vetor de variaveis f (f = [T]) do sistema possui apenas uma
posicéo, o termo k é igual & unidade, entdo: f¥ = [T].

O operador Q™ (Eq. (3.30)) é dado por:

QO _ o*m, | _o°m, _9°m, _ o (om)_oH
ofof, | of2  oT? oTloT ) oT

T ZE[pc@—ki(')mpscs(.)} (48)

oT ot ox?

n

E o operador Z; (Eq. (3.31)), dado por:

| @'m | d*m 0 (om)_oH
' | opof, | opoT op \oT ) ap, “s)
4 [pc@_ka 9 (.)}

i :a_p ot X2 +wpC

n

[1]

[

Entdo, é possivel determinar a fungdo S (Eg. (3.19)) como:
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S, . =——— =
o op; op;

2
opc)ar | ok [a Tj_@(a}pscs)_l_ , 09
op; op;

om 0 oT o [ ar
—| pc—-k—| — |+ wp,cT —9g
ot oX, 8X

O op, ot op,

Como, para este trabalho, o interesse é determinar a sensibilidade devido a variagdo
= p;. Portanto, a fungdo Sg;) (Eq. (3.28))

de apenas um parametro por vez, assume-se que p;

é dada por:
o*m of K, _[of® of
i = +E =j +ZD Q) ——
5piapj ap] ap| k=1 ] apl
S, = o’m = o - g oT® qo T
Y spop; op;  op ap; op, (4.11)

2 2 2 2
0 (pc)a_T+ 0 k[@ T]_a (wp;cs)”a g 36(,0C)8T
6pi ap| apl at

S,..=—
W7 opr A op?
2
ak aT/i _3a(wpscs)-|-
op; op;

/i

+3

O operador adjunto H" pode ser obtido da Eq. (3.37) e a sua deducéo detalhada est&

apresentada no Anexo A. Realizando operacGes de integracao por partes, € possivel deter-

minar o operador adjunto e os concomitantes P, (f* AT ) e P, (f * f ij) (vide Anexo A)

. o) , o%(
H :_pcg_kaT(ﬁ)—'—a)pscs(') (412)
o, . or
P(T".T,)= iT pcT, N dQ+ I[T Kk o -7,k ox dedt (4.13)
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BT, )= _I(T*ch,ij ); dQ + j[T*k%—T,ijk%jdrdt (4.14)
o It

n n

Os concomitantes sdo calculados no contorno do espago de fases. Desta forma, para
determinar seus valores s&o necessarias as condi¢fes de contorno e inicial da equagéo deri-
vada e as condicdes de contorno e final da equagéo adjunta.

A equacdo adjunta (vide Eq. (3.22)) € dada por:

H'T =§*

T’ o°T’ .
- =k —wp, T +S°
R IR

(4.15)

A fim de simplificar o calculo dos concomitantes lineares, admite-se que as condi-

cOes finais e de contorno da equacdo adjunta sao:
T (@t )=0 (4.16)
T(It)=0 (4.17)

As equac0es derivadas (vide Eq. (3.27)) sdo dadas por:

T, o°T),
HT/i :S(|) = pc 61:/ :k[ aXZ/ j_a)psCST/i +S(I)

n

e (4.18)

6T/ij 82T/ij
HT,ij=S(ij) = pC p =k v —a)pSCST,ijJrS(ij»

n

As condicbes das equacdes derivadas sdo obtidas derivando-se as condi¢cdes dadas
pelas Egs. (3.7) a (3.9).
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a) Condicédo de contorno de Dirichlet:

T,=T, em Iy XT
- (4.19)
T/ij =T/ij
b) Condicdo de contorno de Neumann:
_i(anj):qn/i em I XT
dp;
" (4.20)
- a.n. 1=0.,.
dpidpj (qj J) qn/lj
onde n;j sdo os cossenos diretores da normal externa ao dominio.
c¢) Condicéo de contorno de Cauchy, ou de Robin, ou mista:
d _ d
_d_p(anj):qn/i+d_p[h(T_Tamb)] em 1_‘C>(T
'd ' g (4.21)
——g:n)=q,, +——h(T-T
dpidpj (qj J) qn/u dp|dpj[ ( amb)]
As condicdes iniciais sao:
/i(Q’O): _/:
_ (4.22)
T/ij (Q:O): /:'

Substituindo as condicdes dadas pelas Eq. (4.19) e (4.22), nas Eq. (4.13) e (4.14), é
possivel obter as seguintes expressdes para 0s concomitantes bilineares:



54

Pl(T*’T/i ): _[(T*pCT/i)O dQ + J.(_T/ikﬂ*]drdt (4.23)
Q It X,
* « oT”
P, (T ’T/ij): _[(T pCT; )0 dQ+ J‘(_T/ijk_Jdrdt (4.24)
) It 2

6.2. DEDUCAO DOS COEFICIENTES DE SENSIBILIDADE DE 12 E 226 ORDEM

Neste trabalho, serdo avaliados dois funcionais respostas: a temperatura media e a

temperatura local. O funcional resposta correspondente a temperatura media € dado por.

R=Toa(@1)=[] Attta. TdQdt = [ \%T dv = (\%T) —(S'T) (4.25)

onde, V = A-t;ya, N0 qual tra € 0 tempo total analisado. Para avaliar a variacdo da res-
posta OR, dada pela Eq. (3.25) de 12 ordem e a Eq. (3.39) de 22 ordem, € necessario de-
terminar as derivadas de 12 e 22 ordens do termo S* em funcdo dos parametros de entrada

Pi:

1 0 se p; =V
ST== = S/i= ' 4.26
v /i {_]/Vz se p; =V ( )
e,
. 0 se p=p;=V
i —{2/\/3 se p=p =V (4.27)
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O funcional resposta correspondente a temperatura local num ponto de coordenadas

(X0, Yo) € em um determinado instante t = t;:

— "media o’'%o

R=Toa(@0.1,) = [[[ T@ 1) 5@-9,) 5(t—t,)dQdt =(S*T) (4.28)
logo,

1 se Q=Q,,t=t,

S*=0(Q-Q ) S(t-t )= )
( 0) Ot-1) {0 se Q=0 t=t, (4.29)

onde as funcdes o2 - £) e At - t,) representam as funcdes delta de Dirac em torno do
pontos (2, e t,, respectivamente.
Por se tratar de uma constante, as derivadas de 12 e 22 ordens sdo nulas para qualquer

parametro analisado.
S;i=S/;=0 (4.30)

A variacdo da resposta oR resultantes das perturbacdes o p, (i =12,..., I) nos pa-

rametros de entrada do sistema para o formalismo de 12 ordem é dado pela Eq. (3.25) rees-

crita em funcédo da variavel temperatura:
|
sR=Y6ps; T+ sy +R(T7,T,)] (4.31)
i=1

Onde todos os termos da equacao sdo conhecidos:

—
1

Campo de temperaturas (Eg. (4.2) a (3.10));

op, Variacdo do parametro de entrada analisado;
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Dado pela Eq. (4.26) para o funcional temperatura média;

> ) Dado pela Eq. (4.30) para o funcional temperatura local,
T = Campo de temperaturas adjuntas;
Tii = Temperatura derivada de 12 ordem;
Sa) = Dado pela Eq. (4.10);
R (T*, T,i) = Concomitante bilinear de 12 ordem dado pela Eq. (4.13);

A variacdo da resposta R para o formalismo de 22 ordem € dado pela Eq. (3.40) re-

escrita em fungéo da variavel temperatura:

5R=30p, s TH (T 5, + R, )]+
] (4.32)

1 I * *
v > 5p.5p,[S Ty+2S) T, +T Sy +R(T7.T, )]
Sij=l

Onde todos os termos da equacao sdo conhecidos:

T = Campo de temperaturas (Eq. (4.2) a (3.10));
op;,op; = Variacdo do parametro de entrada analisado;
S _ Dado pela Eq. (4.26) para o funcional temperatura média;
Dado pela Eqg. (4.30) para o funcional temperatura local;
5: _ Dado pela Eq. (4.27) para o funcional temperatura média;
Dado pela Eqg. (4.30) para o funcional temperatura local;
T = Campo de temperaturas adjuntas;
Ti = Campo de temperaturas derivadas de 12 ordem;
Tiij = Temperatura derivada de 22 ordem;
S = Dado pela Eq. (4.10);
Siij) = Dado pela Eq. (4.11);
P, (T*,T,i) = Concomitante bilinear de 12 ordem dado pela Eq. (4.13);

P, (T*,T,i,-) = Concomitante bilinear de 22 ordem dado pela Eq.(4.14);
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Para este trabalho foram escolhidos os seguintes parametros para realizacdo das analises
de sensibilidade: massa especifica, calor especifico, condutividade térmica, coeficiente de
transferéncia de calor e taxa de perfusdo sanglinea. As deducdes dos coeficientes de sensi-

bilidade de 12 e 22 ordens para estes parametros estdo descritas no Anexo B.
6.3. MODELAGEM NUMERICA

A formulacdo numérica adotada para discretizacdo da Equacdo da Biotransferéncia
de Calor foi apresentada por Lyra et al. (2002), Guimardes (2003) e Lyra et al. (2004) que
utilizaram o Método dos Volumes Finitos com volume de controle do tipo “median dual”
em malhas nédo-estruturadas. A equacéo é escrita em termos do fluxo (3.5) e integrada em

torno de um volume de controle arbitrario:

Ipc%dﬂ —j%inQdQ

2 5 OX; (4.33)
Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro termo do lado direito da equacdo,

tem-se que:

jpc dQ = IandF+J'QdQ (430

Para obter a formulacdo numérica, via MVF, a partir da Eq. (4.34), procede-se inici-
almente a discretizacdo do dominio. As integrais sobre o volume na Eg. (4.34) sdo calcula-

das para cada volume de controle associado ao n6 | da malha como:

8T
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IQdQ =QA

Q

onde A, ¢ a area do volume de controle ao redor do n6 I, T, e Q, representam, respectiva-

mente, a temperatura calculada numericamente e o termo fonte, para o nd I.
A integral sobre o contorno presente na mesma equacao € calculada sobre o contorno
do volume de controle associado ao né 1, usando uma representacdo da malha por arestas,

j 2
Jandr=3ch,al? + X D4 ol + 3 clMay
k=1 L

r (4.36)
i j(r ji\rC .
Os termos q,‘J(LQ), q.JJ(L) e q.ﬂ(L') representam, respectivamente, os fluxos nas arestas
1J. do dominio e contorno externo, no contorno externo e nas interfaces entre materiais. Os

coeficientes peso CIJJ , DIJJ e C,ﬂ‘fk) representam as componentes do vetor area normais
L L

a superficie do volume de controle e que devem multiplicar o fluxo associado a aresta 1J.

para obter a contribui¢do do fluxo de calor desta aresta para 0 no I. Os coeficientes CljJL

sdo calculados para todas as arestas da malha; os coeficientes DIJJ sdo calculados apenas
L

para as arestas do contorno; enquanto que os coeficientes C,ﬂ(LR*)séo calculados para as a-

restas de interface.

A discretizacdo no tempo ¢ feita através de uma formulagdo explicita (“Euler for-
ward”), onde as temperaturas dos nds vizinhos a | sdo avaliadas no instante anterior, ou
seja, ja sdo conhecidas. A formulagéo discreta da Eq.

(4.33) fica:
n+1 n 437
m% (ZC qL]L +ZDULq|JL +ZZCJ(RK) i) ]_i_QI ( )
k=1 L

O primeiro termo do lado direito da equacdo quantifica o fluxo que atravessa as in-

terfaces do volume de controle associado ao n6 | . O segundo termo quantifica o fluxo a-
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través das arestas do contorno, e o terceiro termo, quantifica o fluxo através das interfaces
entre materiais diferentes.

O célculo dos termos de fluxos constantes na Eq. (4.37), bem como a discretizacdo
do termo de fonte térmica, estdo descritos detalhadamente em Lyra et al, (2002) e Guima-
raes, (2003).

As equacOes, derivada de 12 ordem e adjunta, sdo discretizadas através da mesma
metodologia. As formas discretas das equagdes sdo dadas, respectivamente, por:

i =T of! D} CJ(Rk) i) (4.38)
pCT Z q/lIJ,_ +Z CI/ll.]L +ZZ 1i13,
+(—a)pSCT +S(.))
e
T T i i i) N i(R) *i(T) (4:39)
_pCA—t ZCJ QUL +ZD|JLQ| +ZZCIJL QUL +
k=1 L

+<—a)pSCST +5* )I A

Vale ressaltar que o termo de acimulo na equacdo adjunta (Eg. (4.39)) é negativo, o
que implica que, neste caso, a resolucdo temporal do problema ¢ feita a partir do instante

final até o instante inicial.
4.3.1 Discretizagdo dos concomitantes lineares

Os concomitantes sdo avaliados no contorno do espaco de fases. A integral sobre o
contorno, presente nas Eq. (4.23) e (4.24), é calculada sobre o contorno do volume de con-
trole associado ao nd I, usando uma representacdo da malha por arestas.

) . aT* .
Pl(T ’T/i):Z(TIpCT/iI) A +Z( 113, IJL]DljJLAH' (4.40)

| n
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) ) ol )
R(T".T, )= (T pcT,,, )t:0 A + Z[—T,ij o k—ax'"“ JD,{]LAH (4.41)
|

L n

onde n; séo os cossenos diretores da normal externa ao dominio, a temperatura na aresta e
dada pela média das temperaturas nodais, ou seja, TIJL = (TI +TJL )/2 Do mesmo modo, 0

gradiente na aresta é dada pela média dos gradientes nodais. O somatério em | compreende

todos os nos da malha, enquanto que o somatorio em L compreende todas as arestas do

contorno externo e da interface e o coeficiente DIJJL representa o vetor area normal a super-

ficie analisada.
4.3.2 Discretizacao das funcdes S e Sgj)

As funcdes Sgy e Sgj dependem do parametro analisado e a deducéo destas fungdes
para cada parametro se encontra no Anexo B.
Para a massa especifica, as funcGes discretizadas para cada n6 | podem ser escritas

como.

TII’Hl _Tln
Sion = —CT wi
S -_3 T/np+|l _T/npl .
oy =TT
Para o calor especifico, tem-se que:
T n+1 _T n
S - _ | |
(©)! p—At w3
S - _3 T/Tfll _T/r;l .
(cc)) = PP

At
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Para a condutividade térmica, tem-se que:

2
(k)I [ZCHJ ql.] +ZD|{| qIJ,_ +Z‘,Z:C|JJ(LRk)Q|JJ(LrI j
k=1 L
(kk)l = (ZCU q/lIJ,_ +ZDIJ Q/uwL chjJ(LRk)quu(lrJlLJ
k=1 L

Neste caso os fluxos devem ser calculados considerando k = 1.

(4.44)

Considerando o coeficiente de transferéncia de calor, estas fungdes sdo nulas. Para a

taxa de perfusdo sanglinea, tem-se que:

S(a;)l = PsCs (Ta _TI )

(4.45)
S(a)a))l = _BPSCST/(UI

4.3.3 Discretizagdo dos coeficientes de sensibilidade

Os coeficientes de sensibilidade sdo avaliados em todo o dominio, portanto, devem-
se discretizar as integracGes de dominio representadas pelos colchetes nas Eq. (4.31) e
(3.39).

As equac0es discretizadas podem ser escritas como:

g; [IZ(SL T, )AIA'[+ZI:(TI* S, )AIA'[-I-P(T*,T“)} (4.46)
§D. {Z(S’T' 'T')AIAt+Z,:(T|*S(i)|)A|At+P<T*,T/i)}+

(4.47)

+%§p [Z( fTOA At+22( Si T A At+Z( (”),)AIAtJrPZ(T*,T,ij)}
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E importante observar que para o caso da condutividade térmica, a discretizagio dos
termos Sg) e S;j) ja considera a integracéo no dominio espacial, portanto a discretizagéo dos
coeficientes de sensibilidade é escrita como:

5p Z{Z(s;l. )AIAt+ZI:(TI*S(i)I)At+P(T*,T,i)} (4.48)

5p Z{Z(Sﬁ. : )A.At+|2(T.* Sy AL+ P(T*,T,i)}r

i t

_5p{lz(s;j,. A SRl T A S S T, )}}

(4.49)

6.4. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Para o calculo da solucdo numérica do problema analisado foi utilizada a ferramenta
computacional desenvolvida por Guimarées (2003). Para o célculo da solu¢do numérica da
equacdo derivada e adjunta foi adotada a mesma modelagem numeérica e o algoritmo cor-
respondente esta descrito em Guimarées (2003) e Silva (2004).

Foi desenvolvida uma ferramenta computacional para o calculo dos coeficientes de
sensibilidade de 12 e 22 ordens. A etapa de analise de sensibilidade propriamente dita pode

ser descrita pelo algoritmo a seguir:

1 — Célculo da solucdo numerica da equacdo principal (Eq. (3.1));
2 — Calculo da funcéo Sg (Eq. (4.10));
— Impresséo das temperaturas de todos os n6s da malha em todos os passos de tem-
po;
— Impresséo dos valores da fungdo S;
5 — Calculo da solucdo numérica da equacdo derivada de 12 ordem (Eqg. (4.18));
6 — Calculo da funcéo Sgj (Eq. (4.11));
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7 — Impressdo das temperaturas derivadas de todos os nds da malha em todos os pas-
sos de tempo;

8 — Impresséo dos valores da funcéo Sg;);

9 — Célculo da solugdo numérica da equacdo adjunta (Eq. (4.15));

10 — Impressdo das temperaturas adjuntas de todos 0s nés da malha em todos os pas-
sos de tempo;

11 — Leitura dos dados calculados de temperatura e fungéo S,

12 — Leitura dos dados calculados de temperatura adjunta e fungéo S,

13 — Leitura dos dados calculados de temperatura derivada de 12 ordem;

14 — Célculo dos concomitantes bilineares de 12 e 22 ordens (Eq. (4.23) e (4.24));

15 — Calculo dos coeficientes de sensibilidade de 12 e 22 ordens (Eq. (4.31) e (3.39));

16 — Impresséo dos resultados.
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5. VERIFICACAO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

Este capitulo é destinado a apresentar alguns exemplos que demonstrem as habilida-
des do esquema numérico proposto descrito no Capitulo 4 e validem o sistema computa-
cional desenvolvido. O primeiro exemplo apresenta um problema simples, sem geragéo de
calor, que permite verificar a implementacdo das condi¢cdes de contorno de Dirichlet e
Neumann. O segundo, também sem geracdo de calor, avalia as condi¢cdes de contorno de
Dirichlet, Neumann e Cauchy. O terceiro exemplo avalia uma placa composta por dois
materiais submetida a geracdo de calor. Para todos estes exemplos séo feitas analises de
sensibilidade para temperatura média e temperatura local. Por ultimo, é feita uma aplicagéo
em um exemplo biomecénico que considera um implante retiniano no olho humano, consi-

derando a temperatura média como funcional analisado.

5.1. PLACA DELGADA COM GERACAO DE ENERGIA

O primeiro exemplo analisa o perfil de temperatura em uma placa delgada com 5,0 m
de altura e 5,0 m de largura com geracéo de calor e inicialmente a To = 0,0°C. O calor é
gerado na placa a uma taxa volumétrica constante de g = 2,4 W/m3. A condutividade tér-
mica do material é k = 15,1 W/m°C, sua massa especifica é p = 8055,0 kg/m* e seu calor
especifico, ¢ = 480,0 J/kg K (Incropera & DeWitt, 1998). As superficies em x = 0,0, y =
0,0 e y = 5,0 m sdo mantidas isoladas, e a superficie em x = 5,0 m € mantida a temperatura
constante T = 0°C.

A Figura 5.1 apresenta as condi¢@es de contorno do problema e na Figura 5.2 esta
representada a malha ndo-estruturada utilizada na analise numérica e as isofaixas de tempe-
ratura indicando a distribuicdo de temperatura da placa. Para a solugdo numérica, foi utili-
zada uma malha triangular isotropica ndo estruturada com 194 nds e 334 elementos com
base no estudo de convergéncia realizado por Silva (2004). Considerando o critério de es-

tabilidade, o intervalo de tempo (At) adotado para o problema foi de 3 x 10° s.
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Figura 5.1 — CondicGes de contorno para o 1° exemplo
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Figura 5.2 — (a) Malha triangular néo-estruturada com 194 nds e 334 elementos com o no 160

em destaque; (b) Isofaixas de temperatura com escala em (°C) para o instante 1000 At

A Tabela 5.1 e a Tabela 5.2 mostram a analise de sensibilidade para a temperatura
média da placa em regime transiente no instante t = 1000 At. O instante de tempo escolhido
para a analise foi escolhido aleatoriamente. Os valores em negrito indicam os valores de
referéncia. As temperaturas para 0 método direto sdo obtidas executando o programa com-

putacional para cada valor de interesse dos parametros analisados.
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Considerando as expressoes das variagdes da resposta oR dadas pelas Egs. (4.31) e

(4.32) e que as analises serdo realizadas variando apenas um parametro de cada vez (p; =
p;j), temos que os coeficientes de sensibilidades séo dados por:

55—5 =_ZI_12[<S; TH+T S +R (T, T,)] 5.0)
55_; = Z[(SZ THy+(T7 S+ F’l(T*,T/i )]+

| (5.2)
YIRS TS, Ty T8 ) +R(TT)

Para comparar os resultados, é calculada a sensibilidade para cada parametro, que

corresponde ao coeficiente de sensibilidade adimensional:

dQ pref
X —_—

S= x100%
op; i 63)

ref

onde S é a sensibilidade; prer € 0 valor do parametro de referéncia; Ry € 0 valor do funcio-
nal resposta (temperatura média ou local) de referéncia; e o termo JR/S p; pode ser calcu-
lado com os valores obtidos pelo método direto ou pelas Eqg. (5.1) ou (5.2) para 0os méto-

dos perturbativos de 12 e 22 ordem, respectivamente. As temperaturas obtidas através dos

métodos perturbativos de 12 e 22 ordens sdo calculadas atraves da seguinte expressao:

(R - Rref ) _ S % Rref
(p - pref ) 100% pref

(5.4)

S Rref
R=R,+——x—=x(p-
" 100% P et (p Pre )

onde R € o valor da temperatura calculada para o novo valor analisado do parametro p.
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Foi realizada uma comparagdo entre os valores obtidos através do método direto e
dos métodos perturbativos de 12 e 22 ordem (Figura 5.3).

Comparando os resultados do método direto e do método perturbativo de 12 ordem, o
maior erro relativo encontrado foi de 0,43% para uma diferenga maxima de 10% no valor
da massa especifica. Para 0 método perturbativo de 22 ordem, o erro maximo foi de 0,18%.
Neste caso, 0 método perturbativo de 22 ordem apresentou melhores resultados para as es-
timativas de temperatura média. Para a condutividade térmica, os erros relativos para am-
bos os métodos perturbativos foram muito semelhantes (maximos de 2,92% e 2,95% para
12 e 22 ordem, respectivamente). Neste caso, 0 método de 22 ordem ndo apresentou vanta-
gens em relacdo ao de 12 ordem.

Com relacdo a massa especifica, a sensibilidade foi de 68,71%. Para a condutividade
a sensibilidade foi de 33,83% respectivamente. A massa especifica, portanto, apresenta

maior sensibilidade no problema do que a condutividade.

Tabela 5.1 — Andlise de Sensibilidade para a massa especifica (1° exemplo - temperatura me-

dia)

Massa especifica A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(kg/m?) (C) (C) (%) (’C) (%)
7249,50 -10 4,8951 4,8740 0,43 4,9040 0,18
7652,25 -5 4,7273 4,7222 0,11 4,7296 0,05
8055,00 - 4,5703 4,5703 - 4,5703 -
8457,75 +5 4,4232 4,4184 0,11 4,4259 0,06
8860,50 +10 4,2851 4,2665 0,44 4,2964 0,26

MD = método direto
MP = método perturbativo
A (%) = Variagdo percentual do parametro
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Tabela 5.2 — Analise de sensibilidade para a condutividade (1° exemplo — temperatura média)

Condutividade A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(W/m.*C) (C) (C) (%) (’C) (%)
13,59 -10 4,7284 4,7198 0,18 4,7242 0,09
14,35 -5 4,6476 4,6450 0,05 4,6472 0,01
15,10 - 4,5703 4,5703 - 4,5703 -
15,86 +5 4,4943 4,4955 0,03 4,4933 0,02
16,61 +10 4,4216 4,4207 0,02 4,4163 0,12

5,0
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Figura 5.3 — Comparacdo entre os Métodos Direto e Perturbativos para a temperatura média do 1°

exemplo em relacdo a: (a) massa especifica; (b) condutividade térmica

5.2. PLACA DELGADA SEM GERACAO DE CALOR E CONDICAO DE CON-

TORNO DE ROBIN (OU CAUCHY)

O segundo exemplo apresenta o perfil de temperatura em uma placa delgada similar

a placa do 1° exemplo, porém sem a geracdo de calor. As novas condi¢bes de contorno

estdo descritas na Figura 5.4. A superficie em x = 0,0 é mantida isolada; a superficie em x

= 5,0 m esta sujeita a troca de calor por conveccdo com o meio ambiente; as superficies em

y =0,0 e 5,0 msdo mantidas a T = 50°C e T = 0°C, respectivamente. Para a solu¢cdo numé-

rica, foi utilizada uma malha triangular isotropica ndo-estruturada com 403 nds e 730 ele-
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mentos com base no estudo de convergéncia realizado por Silva (2004). Esta malha e as
isofaixas de temperatura indicando a distribuicdo de temperatura da placa estéo representa-
das na Figura 5.5. Considerando o critério de estabilidade, o intervalo de tempo (At) adota-

do para o problema foi de 1,5x10°%s.

yA
T=0°C
oT
- —k=—=h(T-T
q=0 or (T-T.)
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Figura 5.4 - CondicGes de contorno para o 2° exemplo
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Figura 5.5 — (a) Malha triangular néo-estruturada com 403 nés e 730 elementos; (b) Isofaixas

de temperatura com escala em (°C) para o instante n = 1200 At

A Tabela 5.3, a Tabela 5.4 e a Tabela 5.5 mostram as analises de sensibilidade para a
temperatura média da placa em regime transiente no instante t = 1200 At (instante de tem-
po escolhido aleatoriamente). Foram realizadas comparacdes entre os resultados obtidos

através do método direto e os métodos perturbativos de 12 e 22 ordem para a massa especi-
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fica, condutividade térmica e coeficiente de transferéncia de calor. As sensibilidades fo-
ram: 13,91% para a massa especifica; 19,91% para a condutividade; e 5,54% para o coefi-
ciente de transferéncia de calor. Logo, a condutividade apresentou maior sensibilidade em
relacdo aos demais, o que se confirma por apresentar 0s maiores erros relativos.

Com relagdo a massa especifica, os erros relativos maximos encontrados foram de
0,18% para a 12 ordem e de 0,17% para 22 ordem. Os erros para a condutividade foram de
2,00% e 1,99% para 12 e 22 ordens, respectivamente. Para o coeficiente de transferéncia de
calor, os erros maximos para 12 e 22 ordens séo de 0,56% para ambos.

Tabela 5.3 - Analise de Sensibilidade para a massa especifica (2° exemplo — temp. média)

Massa especifica MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(kg/m’) 400 (’C) (C) (%) (’C) (%)
7249,50 -10 19,7285 19,7585 0,15 19,7577 0,15
7652,25 -5 19,5928 19,6080 0,08 19,6076 0,08
8055,00 - 19,4575 19,4575 - 19,4575 -
8457,75 +5 19,3227 19,3070 0,08 19,3074 0,08
8860,50 +10 19,1884 19,1566 0,17 19,1574 0,16

Tabela 5.4 - Andlise de sensibilidade para a condutividade (2° exemplo — temperatura média)

Condutividade A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(W/m.°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
13,59 -10 19,0514 19,1566 0,55 19,1239 0,38
14,35 -5 19,2638 19,3070 0,22 19,3028 0,20
15,10 - 19,4575 19,4575 - 19,4575 -
15,86 +5 19,6395 19,6080 0,16 19,6243 0,08

16,61 + 10 19,8067 19,7585 0,24 19,7911 0,08
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Tabela 5.5 - Anélise de sensibilidade para o coeficiente de transferéncia de calor (2° exemplo

— temperatura média)

Coef. de transfe-

MD MP — 12 or- Erro MP — 22 ordem Erro
réncia de calor A (%) €c) dem (°C) %) cc) %)
(W/m?.°C)
9,00 -10 19,5679 19,5374 0,16 19,5393 0,15
9,50 -5 19,5114 19,4975 0,07 19,4984 0,07
10,00 - 19,4575 19,4575 - 19,4575 -
10,50 +5 19,4061 19,4176 0,06 19,4166 0,05
11,00 +10 19,3570 19,3776 0,11 19,3757 0,10
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Figura 5.6 - Comparacéo entre os Métodos Direto e Perturbativos para a temperatura média do 2°

exemplo em relagdo a: (a) massa especifica; (b) condutividade térmica; (c) coef. de transf. de calor
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5.3. PLACA DELGADA COMPOSTA COM GERACAO INTERNA DE CALOR

Este exemplo foi adaptado de Incropera & DeWitt (1998) e analisa o perfil de tempe-
ratura em uma placa infinita delgada composta por dois materiais de 6,0 mm de altura. A
primeira placa é feita de didxido de uranio (UO,) com 6,0 mm de largura com geragdo de
calor a uma taxa volumétrica constante de g = 2x10® W/m3. A segunda placa é feita de um

material isolante com 3,0 mm de largura e esta exposto a um ambiente de temperatura T, =
27°C. O coeficiente de transferéncia de calor com o ambiente é de h = 2000 W/m?2°C. A
condutividade térmica do UO; é k; = 2 W/m°C, sua massa especifica é 1, = 10500 kg/m®
e seu calor especifico, ¢; = 1033 J/kg°C . A condutividade térmica do isolante é k, = 25
W/m°C, sua massa especifica é [1,,[1= 6504 kg/m® e seu calor especifico, c, = 1422 J/kg
°C. A Figura 5.7 apresenta as condi¢6es de contorno do problema e na Figura 5.8 esta re-
presentada a malha ndo estruturada utilizada na analise numérica e as isofaixas de tempera-
tura indicando a distribuicdo de temperatura da placa. Para a solu¢cdo numérica, foi utiliza-
da uma malha triangular isotrépica ndo-estruturada com 183 nés e 314 elementos. Consi-
derando o critério de estabilidade, o intervalo de tempo (At) adotado para o problema foi de
2x107 s e 0 tempo total analisado de 100s (t = 5000 At) para a temperatura, escolhido alea-

toriamente.
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Figura 5.7 — CondicGes de contorno para o 3° exemplo
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Figura 5.8 — (a) Malha triangular ndo-estruturada com 183 nds e 314 elementos com 0s nos 82

173 /\

e 173 em destaque; (b) Isofaixas de temperatura com escala em (°C) para t = 2000 At

A Tabela 5.5, a Tabela 5.7, a Tabela 5.8 e a Tabela 5.9 mostram a analise de sensibi-
lidade para a temperatura media da primeira. Foi realizada uma comparacao entre os valo-
res obtidos atraves do método direto e dos métodos perturbativos de 12 e 22 ordem (Figura
5.9).

Comparando os resultados obtidos para a massa especifica, considerando variagdes
méaximas de 1% no seu valor, os erros maximos foram de 0,08% para a 1% ordem e de
0,25% para a 22 ordem. Para o calor especifico, considerando variagdes maximas de 10%
no seu valor, os erros maximos foram de 1,33% para a 12 ordem e de 1,13% para a 22 or-
dem.

Para uma diferenca maxima de 10% no valor da condutividade térmica, os resultados
dos métodos perturbativos de 12 e 22 ordem foram muito semelhantes, com erro maximo de
1,58% para ambos os métodos. Em relacdo ao coeficiente de transferéncia de calor, dife-
renca maxima de 10% no valor do parametro, o erro maximo para 0 método perturbativo
de 12 ordem foi de 1,04%. Para o método perturbativo de 2% ordem, o erro maximo foi de
0,08%. Neste caso, 0 método de 22 ordem reduziu o erro relativo numa propor¢do muito
maior que nos demais casos apresentados. Néo foi possivel explicar esta diferenca.

Para este exemplo, as sensibilidades sdo: 33,70% para a massa especifica; 38,35%

para o calor especifico; 15,79% para a condutividade; e 9,71% para o coeficiente de trans-
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feréncia de calor. Os parametros de maior sensibilidade para o problema séo o calor espe-

cifico e a massa especifica.

Tabela 5.6 - Analise de Sensibilidade para a massa especifica (3° exemplo — temp. média)

Massa especifica MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(kg/m’) 400 (*C) (C) (%) (’C) (%)
9450,00 -10 1022,4424 1023,3047 0,08 1023,3089 0,08
9975,00 -5 1002,1466 1003,2983 0,11 1003,2994 0,12
10500,00 - 983,2920 983,2920 - 983,2920 -
11025,00 +5 965,7355 963,2856 0,25 963,2867 0,25
11550,00 +10 949,3517 943,2793 0,64 943,2835 0,64

Tabela 5.7 - Analise de Sensibilidade para o calor especifico (3° exemplo — temp. média)
Calor especifico A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(J/kg .°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
929,70 -10 1022,4424 1023,3047 0,08 1023,3051 0,08
981,35 -5 1002,1466 1003,2983 0,11 1003,2984 0,11
1033,00 - 983,2920 983,2920 - 983,2920 -
1084,65 +5 965,7355 963,2856 0,25 963,2857 0,25
1136,30 +10 949,3517 943,2793 0,64 943,2797 0,64

Tabela 5.8 - Andlise de sensibilidade para a condutividade (3° exemplo — temperatura média)

Condutividade A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(W/m.°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
1,80 -10 999,1899 993,4920 0,57 995,0644 0,41
1,90 -5 991,0553 988,3920 0,27 989,1782 0,19

2,00 - 983,2920 983,2920 - 983,2920 -
2,10 +5 975,8734 978,1920 0,24 977,4058 0,16
2,20 +10 968,7756 973,0920 0,45 971,5196 0,28
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Tabela 5.9 - Anélise de sensibilidade para o coeficiente de transferéncia de calor (3° exemplo

— temperatura média)

Coef. de transfe-

o MD MP — 12 or- Erro MP —22ordem  Erro
réncia de calor A (%) cC) dem (°C) %) cc) %)
em (0] (0]
(W/mZ. °C)
1800,00 -10 993,7775 983,4403 1,04 994,5426 0,08
1900,00 -5 988,3684 983,3662 0,51 988,9173 0,06
2000,00 - 983,2920 983,2920 - 983,2920 -
2100,00 +5 978,5196 983,2178 0,48 977,6667 0,09
2200,00 +10 974,0254 983,1436 0,94 972,0414 0,20
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Figura 5.9 — Comparac&o entre os Métodos Direto e Perturbativos para a temperatura média do 3°
exemplo em relagdo a: (a) massa especifica; (b) calor especifico; (c) condutividade térmica; (d)
coeficiente de transferéncia de calor
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Quando a temperatura local foi o funcional considerado, consideraram-se dois pon-
tos: 0 nd 82 pertencente a primeira placa e o n6 173 localizado na segunda placa (Figura
5.8). As andlises foram realizadas no instante t = 2000At, escolhido de forma aleatoria.

A Tabela 5.10 mostra a analise de sensibilidade para a temperatura local no né 82,
considerando variacdes de + 10% na massa especifica da primeira placa. Os resultados do
método perturbativo de 12 ordem para a massa especifica apresentaram erro relativo maxi-
mo de 3,97%. Para 0 método de 22 ordem, o maior erro foi de 0,66%. Quando o pardmetro
variado é o calor especifico (Tabela 5.11), os erros maximos foram de 3,96% e 3,92% para
a 1% e 22 ordem, respectivamente.

Com relacdo a condutividade (Tabela 5.12), ambos os métodos apresentaram resulta-
dos semelhantes com erros maximos de 1,56%. Para a analise variando o coeficiente de
transferéncia de calor (Tabela 5.13), 0 método de 12 ordem apresentou bons resultados com
erro relativo maximo de 0,70%, enquanto que o de 22 ordem apresentou erro maximo de
0,58%. A Figura 5.10 apresenta os graficos comparativos para as analises de sensibilidade
da massa especifica, do calor especifico, da condutividade e do coeficiente de transferéncia
de calor.

As sensibilidades do problema sdo: 40,19% para a massa especifica e o calor especi-
fico; 15,64% para a condutividade; e 6,91% para o coeficiente de transferéncia de calor.
Foi possivel observar que a massa especifica e o calor especifico sdo os parametros que

apresentaram maior sensibilidade.

Tabela 5.10 — Analise de sensibilidade para a massa especifica (3° exemplo - temp local né 82)

Massa especifica A (%) MD MP — 1% ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(kg/m?) (C) (C) (%) (’C) (%)
9450,00 -10 1046,9800 1005,4011 3,97 1031,5449 1,47
9975,00 -5 1025,0200 1005,1156 1,94 1018,1874 0,67

10500,00 - 1004,8300 1004,8300 - 1004,8300 -
11025,00 +5 986,2120 1004,5444 1,86 991,4726 0,53
11550,00 +10 968,9880 1004,2589 3,64 978,1151 0,94




77

Tabela 5.11 — Analise de sensibilidade para o calor especifico (3° exemplo — temp. local n6 82)

Calor especifico A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(J/kg .°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
929,70 -10  1046,9800 1005,5586 3,96 1005,9399 3,92
981,35 -5 1025,0200 1005,1943 1,93 1005,3850 1,92
1033,00 - 1004,8300 1004,8300 - 1004,8300 -
1084,65 +5 986,2120 1004,4657 1,85 1004,2750 1,83
1136,30 +10 968,9880 1004,1014 3,62 1003,7201 3,58

Tabela 5.12 — Anélise de sensibilidade para a condutividade (3° exemplo — temp. local n6 82)

Condutividade A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(W/m.*C) (C) (C) (%) (’C) (%)
1,80 -10 1020,9500 1005,3610 1,53 1005,3278 1,53
1,90 -5 1012,6900 1005,0955 0,75 1005,0872 0,75

2,00 - 1004,8300 1004,8300 - 1004,8300 -
2,10 +5 997,3450 1004,5645 0,72 1004,5562 0,72
2,20 +10 990,1970 1004,2990 1,42 1004,2658 1,42

Tabela 5.13 — Analise de sensibilidade para o coeficiente de transferéncia de calor (3° exemplo

- temperatura local n6 82)

Coef. de transfe-

MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
rénciade calor A (%) cC) cc) %) cC) %)
(W/m?.°C)
1800,00 -10 1011,9400 1020,8152 0,88 1006,0713 0,58
1900,00 -5 1008,3000 1012,8226 0,45 1005,4506 0,28
2000,00 - 1004,8300 1004,8300 - 1004,8300 -
2100,00 +5 1001,5400 996,8374 0,47 1004,2094 0,27

2200,00 + 10 998,4040 988,8448 0,96 1003,5887 0,52
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Figura 5.10 — Comparacao entre os Métodos Direto e Perturbativos para a temperatura do né 82 do
3° exemplo em relacdo a: (a) massa especifica; (b) calor especifico; (¢) condutividade térmica; (d)
coeficiente de transferéncia de calor

Considerando como funcional resposta a temperatura do né 173 que esta localizado
na segunda placa, as analises foram feitas variando as propriedades fisicas da primeira pla-
ca.

Variando as propriedades da primeira placa, obtém-se as analises descritas na Tabela
5.14, Tabela 5.15, Tabela 5.16 e Tabela 5.17, respectivamente, para a massa especifica,
calor especifico, condutividade térmica e coeficiente de transferéncia de calor. Para a mas-
sa especifica (variacdo de 1,0%), o erro maximo do método de 12 ordem foi de 0,23% e
para o método de 22 ordem foi de 0,02%. Para o calor especifico, o0 erro maximo do método

de 12 ordem foi de 2,35%. Os resultados de 22 ordem apresentaram erro maximo de 2,14%.
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Para a variacdo da condutividade térmica, o erro maximo foi de 3,16% para os dois méto-
dos.

Com relacdo ao coeficiente de transferéncia de calor, o erro maximo para 0 método
de 12 ordem foi de 5,74%. O método de 22 ordem apresentou erro maximo de 5,01. A Figu-
ra 5.11 apresenta os graficos comparativos para as analises de sensibilidade do né 173 con-
siderando variagdes nas propriedades da primeira placa.

Para 0 n6 173, as sensibilidades sdo: 22,24% para a massa especifica; 23,24% para o
calor especifico; 29,97% para a condutividade; e 58,79% para o coeficiente de transferén-
cia de calor. Logo, o parametro que tem maior sensibilidade é o coeficiente de transferén-

cia de calor.

Tabela 5.14 — Anélise de sensibilidade a massa especifica da primeira placa (3° exemplo -

temperatura local n6 173)

Massa especifica A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(kg/m’) (C) (C) (%) (’C) (%)
10395,00 -10 356,9580 356,1398 0,23 356,9004 0,02
10447,50 -5 356,5580 356,1509 0,11 356,5312 0,01
10500,00 - 356,1620 356,1620 - 356,1620 -
10552,50 +5 355,7700 356,1731 0,11 355,7928 0,01
10605,00 +10 355,3810 356,1842 0,23 355,4236 0,01

Tabela 5.15 — Analise de sensibilidade para o calor especifico da primeira placa (3° exemplo -

temperatura local n6 173)

Calor especifico A (%) MD MP — 1% ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(J/kg .°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
929,70 -10 364,8690 356,3122 2,35 357,0723 2,14
981,35 -5 360,3000 356,2371 1,13 356,6172 1,02
1033,00 - 356,1620 356,1620 - 356,1620 -
1084,65 +5 352,4010 356,0869 1,05 355,7068 0,94

1136,30 + 10 348,9720 356,0118 2,02 355,2517 1,80
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Tabela 5.16 — Anélise de sensibilidade para a condutividade da primeira placa (3° exemplo -
temperatura local n6 173)

Condutividade A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
(W/m.*C) (*C) (C) (%) (’C) (%)
1,80 -10 345,2570 356,1826 3,16 356,1828 3,16
1,90 -5 350,8250 356,1723 1,52 356,1724 1,52

2,00 - 356,1620 356,1620 - 356,1620 -
2,10 +5 361,2840 356,1517 1,42 356,1517 1,42
2,20 +10 366,2070 356,1414 2,75 356,1415 2,75

Tabela 5.17 — Analise de sensibilidade o coeficiente de transferéncia de calor (3° exemplo -

temperatura local n6 173)

Coef. de transfe-

MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem Erro
rénciade calor A (%) cC) cC) %) cC) %)
(W/m?.°C)
1800,00 -10 377,8110 356,1235 5,74 358,8824 5,01
1900,00 -5 366,6310 356,1428 2,86 357,5222 2,48
2000,00 - 356,1620 356,1620 - 356,1620 -
2100,00 +5 346,3440 356,1812 2,84 354,8018 2,44

2200,00 +10 337,1230 356,2005 5,66 353,4416 4,84
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Figura 5.11 — Comparacéo entre 0os Métodos Direto e Perturbativos para a temperatura do n6
173 do 3° exemplo variando os parametros da primeira placa: (a) massa especifica; (b) calor espe-
cifico; (c) condutividade térmica; (d) coeficiente de transferéncia de calor

5.4. ANALISE TERMICA NO OLHO HUMANO COM A PRESENCA DE IM-
PLANTE RETINIANO DO TIPO EPIRRETINAL

Este exemplo analisa a temperatura média na retina em funcdo de um aquecimento
provocado pela presenca de um implante na retina. Silva (2004) fez analises numéricas dos
perfis de temperatura no olho humano com e sem a presenca de implantes na retina do tipo

subretinal e epirretinal.
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Estes implantes sdo pequenos chips, dotados de eletrodos capazes de estimular eletri-
camente areas em torno do implante e, assim, ativar o sistema visual. Estes meios foram
recentemente desenvolvidos com o objetivo de restaurar o sistema visual de pessoas que
sofrem de doencas degenerativas da retina, tais como a retinose pigmentar (RP) e a dege-
neracdo macular (AMD). Ambas provocam a degeneracao das células fotorreceptoras tor-
nando, assim, o sistema visual insensivel a luz (Peachey & Chow, 1999).

O olho seré representado por cinco regides de propriedades termofisicas diferentes: a

cornea, 0 humor aquoso, a lente, o humor vitreo e a retina (Figura 5.12).
As condicdes de contorno e condigdes iniciais sdo:

I. Transferéncia de calor por conveccdo entre superficie da cornea e 0 ambiente ex-
terno;
I1. Transferéncia de calor por convecgéo entre a retina e o cordide para simular a per-
fusdo sanglinea;
I11. Temperatura inicial do olho sera considerada igual a 36,5°C.

Os valores das propriedades termofisicas dos tecidos envolvidos no problema estéo
descritos na Tabela 5.18. Os valores dos coeficientes de transferéncia de calor adotados
foram de 20 W/m?2.°C entre a crnea e 0 meio ambiente; e de 65 W/m?2.°C entre a retina e 0
corpo humano (Guimarées, 2003).

Para esta analise serd considerado que a retina possui um dispositivo, do tipo epirre-
tinal, cujo material € o silicio e que libera impulsos elétricos continuamente. A poténcia
méaxima dissipada na retina € de 46 mW (Silva, 2004).

Para a analise numérica, foi adotada uma malha triangular ndo-estruturada com 2760
nos e 5308 elementos que esta apresentada pela Figura 5.13 com a localizacdo do implante
em destaque e as isofaixas de temperatura obtidas pelo célculo direto para o instante t = 50
000 At, escolhido de forma aleatoria. Esta malha foi adotada baseada no estudo de conver-

géncia realizado por Silva (2004). O intervalo de tempo adotado foi de 1,7 x 10 s.
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Figura 5.12 — Dominio analisado

Tabela 5.18 — Propriedades termofisicas do olho e do implante
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Tecido k (W/m°C) @ o (kgim?) @ ¢ (J/kg°C) @ ()
Cérnea 0,580 1050 4178
Humor aquoso 0,580 1000 3997
Cristalino 0,400 1050 3000
Humor vitreo 0,603 1000 4178
Retina 0,628 1000 4190 0,012
Silicio 148,0 2330 712

@Silva (2004)

As sensibilidades dos parametros para a temperatura média da retina sdo muito pe-

quenas: 0,0066% para a massa especifica; 0,0005% para a condutividade; 0,0003% para a

perfusdo; e de 0,0051% para o coeficiente de transferéncia de calor. As analises de sensibi-

lidade devidas as variacGes de parametros da retina: massa especifica, condutividade tér-

mica, taxa de perfusdo sanguinea e coeficiente de transferéncia de calor sdo apresentadas

pela Tabela 5.19, pela Tabela 5.20 e pela Tabela 5.21, respectivamente.

Os resultados mostram que ambos os métodos perturbativos de 1% e 22 ordens apre-

sentam erros relativos pequenos quando comparados com o método direto. Os pequenos

valores dos coeficientes demonstram a pequena influéncia destes parametros na solucao

final do problema, fato esperado através da observacdo dos resultados do método direto.
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Figura 5.13 — (a) Malha triangular ndo-estruturada com 2760 nds e 5308 elementos; (b) Iso-
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faixas de temperatura com escala em (°C) para o instante n = 50000 At

Tabela 5.19 - Analise de sensibilidade para a condutividade (retina)
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Condutividade A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP —22ordem  Erro
(W/m.°C) (C) (C) (%) (C) (%)
0,565 -10 36,7276 36,7274 0,0004 36,7275 0,0004
0,597 -5 36,7276 36,7275 0,0002 36,7275 0,0002
0,628 - 36,7276 36,7276 - 36,7276 -
0,659 +5 36,7276 36,7277 0,0002 36,7277 0,0002
0,691 +10 36,7276 36,7278 0,0004 36,7278 0,0005
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Tabela 5.20 - Analise de sensibilidade para taxa de perfusdo sanguinea (retina)

Taxa de perfusdo A MD MP — 12 ordem Erro MP-22%ordem Erro
&) (%) €9) (©) (%) (C) (%)
0,0108 -10 36,7276 36,7270 0,0017 36,7270 0,0017
0,0114 -5 36,7276 36,7273 0,0008 36,7273 0,0008
0,0120 - 36,7276 36,7276 - 36,7276 -
0,0126 +5 36,7276 36,7279 0,0008 36,7279 0,0008
0,0132 +10 36,7276 36,7282 0,0017 36,7282 0,0017

Tabela 5.21 - Analise de sensibilidade para o coef. de transferéncia de calor (retina)

Coef. de transf.

De calor A (%) I\O/ID MP — %a ordem Erro MP- %a ordem  Erro
(WIne.°C) (C) (C) (%) (C) (%)
63,70 -2 36,7276 36,7277 0,0003 36,7277 0,0003
64,35 -1 36,7276 36,7276 0,0002 36,7276 0,0001
65,00 - 36,7276 36,7276 - 36,7276 -
65,65 +1 36,7276 36,7276 0,0002 36,7276 0,0001
66,30 +2 36,7276 36,7275 0,0003 36,7275 0,0003

De acordo com os resultados obtidos, 0 método perturbativo de 12 ordem se mostrou
satisfatorio na determinacéo das temperaturas dos exemplos mostrados em funcéo de vari-
acOes nos diversos parametros. Os resultados se mostraram coerentes e com pequenos er-
ros relativos. Foi possivel observar que o método apresenta erros maiores para as analises
de temperatura local do que para as de temperatura média. Este fato esta de acordo com o
esperado uma vez que demonstra a maior instabilidade das respostas quando se analisa a
temperatura local. Comparando os erros relativos entre os diferentes parametros analisa-
dos, é possivel estimar quais parametros tem maior influéncia nos resultados da resposta do
problema.

Para o método perturbativo de 22 ordem, foi possivel observar que este apresenta
maior sensibilidade a grandes variacbes nos parametros, porém os erros relativos foram
menores que os de 1% ordem na maioria dos casos analisados. Para determinados parame-

tros como a condutividade, os erros para os dois métodos foram semelhantes.
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6. PROBLEMA ANALISADO

Este capitulo é destinado a apresentar analises de sensibilidade em um problema de
hipertermia causada por uma fonte de laser no tratamento de um tumor de duodeno. Este
problema foi analisado por Guimaraes (2003), onde foram feitas as simulagdes numéricas
dos perfis de temperatura resultantes desta fonte de laser. Para isto foi utilizada uma ferra-
menta computacional desenvolvida com base em uma formulagdo numérica via método

dos volumes finitos em malhas ndo estruturadas.

6.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

O problema consiste de um corte transversal do abdémen na regido do duodeno onde
esta localizado um tumor ndo-operavel de aproximadamente 2 cm de didmetro. Este tumor
sera aquecido por uma sonda de laser Nd:YAG.

A Figura 6.14 mostra o corte transversal do abdémen e os tecidos que compdem a
regido de interesse: o tumor, um par de grandes vasos sangiineos (a veia cava inferior, a

aorta abdominal) e alguns tecidos e érgdos (pancreas, estbmago, rins, etc.).

Thaphragm ST

Right kidne Left kidney

ritoneum

hnsverse colon

Figura 6.14 - Corte transversal abdominal (Netter & Dalley 11, 1997).
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Para simular a aplicacdo de laser no tumor localizado no duodeno e para considerar a
presenca de dois grandes vasos sanglineos na proximidade, algumas hipbteses
simplificadoras foram feitas. As principais hip6teses consideradas foram:

I. A regido proxima ao tumor é constituida de um unico tecido, ou seja, as
propriedades térmicas consideradas sdo de um Unico 6rgéo;

I1. O maior 6rgdo proximo ao tumor € o pancreas. Considerou-se por simplicidade que
0 mesmo ocupe toda a regido marcada como tecido, na Figura 6.15 a seguir;

[1l. Para os pardmetros termofisicos, como p, ¢ e do termo de perfusdo sangliinea
(exceto a condutividade), do pancreas, foram tomados os valores correspondentes
ao figado;

IV. Para o tumor, foram consideradas as propriedades como sendo de um tumor
hepatico;

V. Foi considerado que o paciente foi submetido a dieta zero (estomago vazio) e que 0
fluxo de ar que passa pelo estdmago é laminar;

VI. Nos vasos sanglineos, o escoamento do sangue € considerado laminar com ndmero
de Nusselt (Nu) igual a 3,66 (Incropera & Witt, 1996).

As condicdes de contorno e condigdes iniciais sdo:
I. Nos vasos sanguineos serd considerada troca de calor por conveccdo. A
temperatura do sangue € considerada igual a 37°C;
I1. No estdmago e nas bordas do tumor sera considerada troca de calor por conveccéo
como ar, a 37°C;
I11. Nos demais contornos a temperatura sera considerada fixa e igual a 37°C;

IV. Como condicéo inicial, sera considerada que toda a regido analisada estara a 37°C.

O tecido e o tumor apresentam fonte térmica distribuida sobre todo o dominio devido
a perfusdo sangiiinea (fluxo sangiiineo). As propriedades adotadas sdo descritas na Tabela
6.22.

Os coeficientes de transferéncia de calor da wveia cava e da aorta sdo,

respectivamente, h, =59,716 W/m* K e h_ =73,996 W/m?* K, calculados pelo uso do
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niimero de Nusselt, considerando escoamento laminar. Os diametros da veia cava e aorta

séo, respectivamente, 2,85cm e 2,3cm (Milnor, 1990). De modo semelhante, foi calculado
o coeficiente de transferéncia de calor para o estdbmago como h, :9,415W/ m? K

(Guimaraes, 2003).

Tabela 6.22 - Propriedades térmicas para o tumor, tecido e sangue.

Tumor Tecido Sangue
Tecido| (Rivoltaet al., 1999) (Duck, 1997; (Rivolta et al., 1999)
Proprieda Skinner et al., 1998)

Condutividade Kiumor =07 W/m K k =0,588 W/mK ks =0465W/mK
Térmica

Densidade Massica | , —~ —1040kg/m®  p=1050kg/m®  p, =1060 kg/m®
Calor Especifico | ciymor =3900 J/kgK ¢ =3600 J/kgK Cs =3643J/kg K

Perfusdo Sanguinea | 4, =399x10°%s™ (4 =177x102 s}

O laser utilizado durante a hipertermia foi 0 Nd:YAG, cujo comprimento de onda é
de 1=1064nm com um feixe de didmetro 2mm (Welch, 1985). De acordo com as

simplificacbes feitas, o coeficiente de absorcdo do laser utilizado foi o correspondente ao

figado, ou seja, S =1250 m1 (Welch, 1985). Com base nos dados disponiveis na
literatura (Fanta et al., 1989; Sultan et al., 1989; Ghilain et al., 1994), a poténcia do laser

utilizada foi de 100W. A intensidade resultante do feixe é obtida atraves da razé&o entre a
poténcia e a 4rea do feixe sendo, portanto, lo = 3,18x10” W/m®. O termo de geracéo de
calor devido a fonte de laser é descrito na préxima secc¢ao.

O dominio escolhido para ser analisado foi obtido a partir da Figura 6.14 através de
um programa de CAD. A Figura 6.15 mostra o dominio de interesse ap0s a adoc¢do das
hipdteses simplificadoras detalhadas anteriormente. Os pontos 1, 2 e 3 representam 0S

pontos de aplicacdo do laser.
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Figura 6.15 - Dominio extraido da Figura 6.14 através de um programa de CAD.

Para a analise numérica, foi uma malha triangular ndo-estruturada com 4304 nés e
8273 elementos, que esta apresentada pela Figura 6.16. A malha adotada foi baseada no
estudo de convergéncia realizado por Guimardes (2003). O intervalo de tempo adotado foi
de 0,05 s.

O exemplo analisado é puramente académico, mas os critérios utilizados foram reti-
rados de casos clinicos apresentados na literatura (Daikuzono et al., 1988; Ishikawa et
al.,2002). Desta forma a aplicacdo do laser Nd:YAG feita sobre a superficie do tumor na
regido do duodeno, seguiu o procedimento conforme apresentado a seguir:

I. A sessdo de aplicacao do laser é composta por dois ciclos;
Il. Em cada ciclo, cada ponto passa 18 segundos recebendo o feixe de laser;
I11. H& um intervalo de 2 segundos ao se passar de um ponto de aplicacdo do laser para
0 ponto seguinte;
IV. Entre os ciclos hd também, um intervalo de 2 segundos.
A Figura 6.4 mostra as isofaixas de temperatura nos instantes t =60s e t = 120s, que

correspondem ao término do primeiro e segundo ciclo de aplicacédo, respectivamente.
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Figura 6.17 — Isofaixas de temperaturas para os instantes: (a) t = 60s; (b) t = 120s.
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6.2. RESULTADOS E DISCUSSOES

As andlises de sensibilidade foram feitas para um ponto sem aplicacéo de laser (pro-
ximo ao 1° ponto de aplicacdo do laser) e para o 3° ponto de aplicacdo, que serdo denomi-
nados Ponto 1 e Ponto 2, respectivamente. Os instantes escolhidos para as analises corres-
pondem ao final de cada aplicacdo do laser para cada ponto, ou seja, nos instantes t = 18s e
78s para 0 ponto 1, e nos instantes t = 58s e 118s para 0 ponto 2. Estes instantes foram es-
colhidos por serem os instantes de maior temperatura nos pontos durante cada aplicacao.

O objetivo desta analise de sensibilidade é determinar a influéncia de cada parametro
termofisico na resposta final do problema, uma vez que existe uma grande incerteza nos
valores destes parametros. Em alguns casos, ndo existe disponivel na literatura as proprie-
dades de alguns tecidos, como foi o caso do presente problema, em que foi necessario uti-
lizar as propriedades do pancreas para a maior parte dos tecidos analisados. Portanto as
analises aqui apresentadas foram realizadas em relacdo aos parametros de maiores incerte-
zas: massa especifica, calor especifico, condutividade térmica, perfusdo sanguinea e coefi-
ciente de transferéncia de calor (entre o tumor e 0 estdbmago).

As sensibilidades para o Ponto 1 no instante t = 18s (primeiro ciclo de aplicagéo) séo:
15,80% para a massa especifica e o calor especifico; 11,15% para a condutividade; 0,85%
para a perfusdo; e 0,54% para o coeficiente de transferéncia de calor. As respectivas anali-
ses de sensibilidade séo apresentadas pela Tabela 6.2, Tabela 6.3, Tabela 6.4, Tabela 6.5 e
Tabela 6.6.

Tabela 6.23 - Analise de Sensibilidade para a massa especifica (ponto 1, t = 18s)

Massa especifica A (%) MD MP-1%ordem Erro MP-22ordem Erro
(kg/m?) (C) (C) (%) (’C) (%)
1029,60 -1,0 52,8677 52,7857 0,16 52,7927 0,14
1034,80 -0,5 52,8258 52,7849 0,08 52,7884 0,07
1040,00 - 52,7841 52,7841 - 52,7841 -
1045,20 +0,5 52,7426 52,7833 0,08 52,7798 0,07
1050,40 +1,0 52,7014 52,7825 0,15 52,7755 0,14

MD = método direto; MP = método perturbativo; A (%) = Variagdo percentual do parametro



Tabela 6.24 - Andlise de sensibilidade para calor especifico (ponto 1, t = 18s)
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Calor especifico A (%) MD MP-1%ordem Erro MP-22ordem Erro
(J/kg.°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
3861,00 -1,0 52,8677 52,7783 0,17 52,8758 0,02
3880,50 -0,5 52,8258 52,7812 0,08 52,8299 0,01
3900,00 - 52,7841 52,7841 - 52,7841 -
3919,50 +0,5 52,7426 52,7870 0,08 52,7383 0,01
3939,00 +1,0 52,7014 52,7899 0,17 52,6924 0,02

Tabela 6.25 - Andlise de sensibilidade para a condutividade térmica (ponto 1, t = 18s)

Condutividade A (%) MD MP-1%ordem Erro MP-22ordem Erro
(W/m.*C) (C) (C) (%) (’C) (%)
0,63 -10 53,4887 52,8261 1,24 52,8311 1,23
0,67 -5 53,0784 52,8051 0,51 52,8076 0,51
0,70 - 52,7841 52,7841 - 52,7841 -
0,74 +5 52,4089 52,7631 0,68 52,7606 0,67
0,77 +10 52,1397 52,7421 1,16 52,7371 1,15
Tabela 6.26 - Analise de sensibilidade para a perfusdo sangiiinea (ponto 1, t = 18s)
Perfuséo A (%) MD MP —-12ordem Erro MP-22ordem Erro
(s™) (C) (C) (%) (’C) (%)
0,00359 -10 52,8290 52,7864 0,08 52,7864 0,08
0,00379 -5 52,8065 52,7853 0,04 52,7853 0,04
0,00399 - 52,7841 52,7841 - 52,7841 -
0,00419 +5 52,7617 52,7829 0,04 52,7829 0,04
0,00439 +10 52,7393 52,7818 0,08 52,7818 0,08
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Tabela 6.27 - Andlise de sensibilidade para o coef. de transferéncia de calor (ponto 1, t = 18s)

Coef. de trans-

MD MP-1%ordem Erro MP-2%ordem Erro
feréncia de calor A (%) cC) €C) %) cc) %)
(W/m?.°C)

8,4740 -10 52,8125 52,7944 0,03 52,7943 0,03

8,9447 -5 52,7983 52,7892 0,02 52,7892 0,02
9,4155 - 52,7841 52,7841 - 52,7841 -

9,8863 +5 52,7699 52,7790 0,02 52,7790 0,02

10,3571 +10 52,7558 52,7738 0,03 52,7739 0,03

As sensibilidades considerando a temperatura do ponto 1 no instante t = 78s (segun-
do ciclo de aplicacdo) sdo: 15,26% para a massa especifica e o calor especifico; 13,02%
para a condutividade; 1,81% para a perfusdo; 0,82% para o coeficiente de transferéncia de
calor. As respectivas analises de sensibilidade sdo apresentadas pelas Tabela 6.7, Tabela
6.8, Tabela 6.9, Tabela 6.10 e Tabela 6.11.

Tabela 6.28 - Analise de Sensibilidade para a massa especifica (ponto 1, t = 78s)

Massa especifica A (%) MD MP-1%ordem Erro MP-2%ordem Erro
(kg/m?) (C) (C) (%) (’C) (%)
1029,60 -1,0 54,9961 54,9118 0,15 54,9238 0,13
1034,80 -0,5 54,9540 54,9119 0,08 54,9180 0,07
1040,00 - 54,9121 54,9121 - 54,9121 -
1045,20 +0,5 54,8705 54,9123 0,08 54,9062 0,07
1050,40 +1,0 54,8292 54,9124 0,15 54,9004 0,13

Tabela 6.29 - Analise de sensibilidade para calor especifico (ponto 1, t = 785s)

Calor especifico A (%) MD MP —1%ordem Erro MP-22ordem  Erro
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(J/kg."C) () () (%0) (°C) (%0)
3861,00 -1,0 54,9961 54,8990 0,18 55,0683 013
3880,50 -05 54,9540 54,9055 0,09 54,9902 0,07
3900,00 - 54,9121 54,9121 - 54,9121 -
3919,50 +0,5 54,8705 54,9187 0,09 54,8340 0,07
3939,00 +1,0 54,8292 54,9252 0,18 54,7559 013

Tabela 6.30 - Andlise de sensibilidade para a condutividade térmica (ponto 1, t = 78s)

Condutividade A (%) MD MP —-12ordem Erro MP-2%ordem Erro
(W/m.°C) (C) (C) (%) (’C) (%)
0,63 -10 55,7760 54,9533 1,48 54,9597 1,46
0,67 -5 55,2695 54,9327 0,61 54,9359 0,60
0,70 - 54,9121 54,9121 - 54,9121 -
0,74 +5 54,4634 54,8915 0,79 54,8883 0,78
0,77 + 10 54,1462 54,8709 1,34 54,8645 1,33
Tabela 6.31 - Analise de sensibilidade para a perfusdo sangiinea (ponto 1, t = 78s)
Perfuséo A (%) MD MP —1%ordem Erro MP-2%ordem Erro
(™) (’C) (’C) (%) (’C) (%)
0,00359 -10 55,0128 54,9173 0,17 54,9173 0,17
0,00379 -5 54,9623 54,9147 0,09 54,9147 0,09
0,00399 - 54,9121 54,9121 - 54,9121 -
0,00419 +5 54,8624 54,9095 0,09 54,9095 0,09
0,00439 +10 54,8131 54,9069 0,17 54,9069 0,17

Tabela 6.32 - Analise de sensibilidade para o coef. de transferéncia de calor (ponto 1, t = 78s)

Coef. de trans-

A (%)

MD

MP —12ordem Erro

MP — 22 ordem

Erro
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feréncia de calor (°C) (°C) (%) (°C) (%0)
(W/m2.°C)
8,47395 -10 54,9572 54,9201 0,07 54,9203 0,07
8,94473 -5 54,9346 54,9161 0,03 54,9162 0,03
9,41550 - 54,9121 54,9121 - 54,9121 -
9,88628 +5 54,8897 54,9081 0,03 54,9081 0,03
10,35705 +10 54,8673 54,9041 0,07 54,9043 0,07

As sensibilidades considerando a temperatura do ponto 2 no instante t = 58s (primei-
ro ciclo de aplicacéo) sdo: 5,90% para a massa especifica e o calor especifico; 72,14% para
a condutividade; 0,83% para a perfusédo; 0,97% para o coeficiente de transferéncia de calor.
As respectivas analises de sensibilidade sdo apresentadas pela Tabela 6.12, pela Tabela
6.13, pela Tabela 6.14, pela Tabela 6.15 e pela Tabela 6.16.

Tabela 6.33 - Analise de Sensibilidade para a massa especifica (ponto 2, t = 58s)

Massa especifica A (%) MD MP -1%ordem Erro MP-22o0rdem Erro
(kg/m’) (C) (C) (%) (’C) (%)
1029,60 -1,0 142,3630 142,2941 0,05 142,3194 0,03
1034,80 -0,5 142,3210 142,2870 0,02 142,2997 0,01
1040,00 - 142,2800 142,2800 - 142,2800 -
1045,20 +0,5 142,2380 142,2730 0,02 142,2603 0,02
1050,40 +1,0 142,1970 142,2659 0,05 142,2406 0,03

Tabela 6.34 - Analise de sensibilidade para calor especifico (ponto 2, t = 585)
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Calor especifico A (%) MD MP -1%ordem Erro MP -22ordem Erro
(J/kg.°C) (’C) (C) (%) (’C) (%)
3861,00 -1,0 142,3630 142,3208 0,03 141,6094 0,53
3880,50 -0,5 142,3210 142,3004 0,01 142,1226 0,14
3900,00 - 142,2800 142,2800 - 142,2800 -
3919,50 +0,5 142,2380 142,2596 0,02 142,0817 0,11
3939,00 +1,0 142,1970 142,2392 0,03 141,5278 0,47
Tabela 6.35 - Andlise de sensibilidade para a condutividade térmica (ponto 2, t = 58s)
Condutividade A (%) MD MP—12ordem Erro  MP-22o0rdem Erro
(W/m.°C) (’C) (C) (%) (’C) (%)
0,63 - 10 152,6680 146,0388 4,34 146,3101 4,16
0,67 -5 146,4910 144,1594 1,59 144,2950 1,50
0,70 - 142,2800 142,2800 - 142,2800 -
0,74 +5 137,1480 140,4006 2,37 140,2650 2,27
0,77 +10 133,6180 138,5212 3,67 138,2499 3,47
Tabela 6.36 - Analise de sensibilidade para a perfusdo sangiiinea (ponto 2, t = 58s)
Perfuséo A (%) MD MP —12ordem Erro  MP - 22 ordem Erro
(™) (’C) (’C) (%) (’C) (%)
0,00359 - 10 142,3970 142,2860 0,08 142,2860 0,08
0,00379 -5 142,3380 142,2830 0,04 142,2830 0,04
0,00399 - 142,2800 142,2800 - 142,2800 -
0,00419 +5 142,2210 142,2770 0,04 142,2770 0,04
0,00439 +10 142,1630 142,2740 0,08 142,2741 0,08

Tabela 6.37 - Analise de sensibilidade para o coef. de transferéncia de calor (ponto 2, t = 58s)
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Coef. de trans-

MD MP -1%ordem Erro MP -22ordem Erro
feréncia de calor A (%) €C) €C) %) cc) %)
(W/m?.°C)

8,47395 -10 142,4170 142,1190 0,21 142,1183 0,21

8,94473 -5 142,3490 142,1995 0,11 142,1993 0,11
9,41550 - 142,2800 142,2800 - 142,2800 -

9,88628 +5 142,2110 142,3605 0,11 142,3603 0,11

10,35705 +10 142,1430 142,4410 0,21 142,4403 0,21

As sensibilidades considerando a temperatura do ponto 3 no instante t = 118s (se-

gundo ciclo de aplicacéo) sdo; 5,88% para a massa especifica e o calor especifico; 71,85%

para a condutividade; 1,53% para a perfusdo; 1,19% para o coeficiente de transferéncia de

calor. As respectivas analises de sensibilidade sdo apresentadas pelas Tabela 6.17, Tabela
6.18, Tabela 6.19, Tabela 6.20 e Tabela 6.21.

Tabela 6.38 - Analise de Sensibilidade para a massa especifica (ponto 2, t = 118s)

Massa especifica MD MP -1%ordem Erro MP -22%ordem Erro
(kg/m’) 400 (’C) (’C) (%) (’C) (%)
936,00 -1,0 146,3130 146,2414 0,05 146,2644 0,03
988,00 -05 146,2710 146,2347 0,02 146,2462 0,02
1040,00 - 146,2280 146,2280 - 146,2280 -
1092,00 +0,5 146,1850 146,2213 0,02 146,2098 0,02
1144,00 +1,0 146,1420 146,2146 0,05 146,1916 0,03

Tabela 6.39 - Analise de sensibilidade para calor especifico (ponto 2, t = 118s)
Calor especifico A (%) MD MP —1%ordem Erro  MP — 22 ordem Erro
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(J/kg.°C) (*C) (C) (%) (’C) (%)
3861,00 -1,0 146,3130 146,2657 0,03 145,6189 0,47
3705,00 -0,5 146,2710 146,2468 0,10 146,0851 0,13
3900,00 - 146,2280 146,2280 - 146,2280 -
4095,00 +0,5 146,1850 146,0395 0,10 129,8692 11,16
4290,00 +1,0 146,1420 145,8511 0,20 81,1699 44,46

Tabela 6.40 - Andlise de sensibilidade para a condutividade térmica (ponto 2, t = 118s)

Condutividade A (%) MD MP-1%ordem Erro MP-22ordem Erro
(W/m.*C) (C) (C) (%) (’C) (%)
0,63 -10 156,8700 150,0175 4,37 150,2907 4,19
0,67 -5 150,5410 148,1227 1,61 148,2594 1,52
0,70 - 146,2280 146,2280 - 146,2280 -
0,74 +5 140,9750 144,3333 2,38 144,1966 2,29
0,77 +10 137,2900 142,4385 3,75 142,1653 3,55
Tabela 6.41 - Analise de sensibilidade para a perfusdo sangiiinea (ponto 2, t = 118s)
Perfuséo A (%) MD MP — 12 ordem Erro MP — 22 ordem  Erro
(s™) (C) (C) (%) (’C) (%)
0,00359 -10 146,4540 146,2395 0,15 146,2397 0,15
0,00379 -5 146,3400 146,2338 0,07 146,2338 0,07
0,00399 - 146,2280 146,2280 - 146,2280 -
0,00419 +5 146,1160 146,2222 0,07 146,2223 0,07
0,00439 +10 146,0050 146,2165 0,14 146,2166 0,15

Tabela 6.42 - Analise de sensibilidade para o coef. de transferéncia de calor (ponto 2, t = 1185s)

Coef. de trans-

A (%)

MD

MP — 12 ordem

Erro

MP — 22 ordem

Erro
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feréncia de calor (°C) (°C) (%) (°C) (%0)
(W/m2.°C)
8,4740 -10 146,4020 146,0560 0,24 146,0553 0,24
8,9447 -5 146,3150 146,1420 0,12 146,1418 0,12
9,4155 - 146,2280 146,2280 - 146,2280 -
9,8863 +5 146,1410 146,3140 0,12 146,3138 0,12
10,3571 +10 146,0550 146,4000 0,24 146,3992 0,24

As analises mostram que o problema apresenta maior sensibilidade para a variagédo
da condutividade, principalmente para o ponto com incidéncia direta da fonte de calor. Por
outro lado, a perfuséo e o coeficiente de transferéncia de calor sédo os parametros que apre-
sentam menor sensibilidade para o problema.

Como mencionado anteriormente, 0 objetivo deste trabalho era determinar a influén-
cia de cada parametro na resposta final do problema. No problema especifico aqui analisa-
do, foram utilizadas as propriedades do pancreas para a maior parte dos tecidos analisados
por falta desses dados. Para os parametros de perfusdo e coeficiente de transferéncia de
calor na regido do tumor esta aproximacdo é perfeitamente aceitavel, uma vez que estes
parametros apresentam pouca influéncia na resposta final. Para a massa especifica e o calor
especifico, apesar das sensibilidades serem um pouco maiores ainda ¢é aceitavel fazer esta
aproximacao, uma vez que as sensibilidades s&o menores para 0s pontos mais criticos de
maiores temperaturas (aplicacdo da fonte de laser). A condutividade, porém, é o parametro
que apresenta maior sensibilidade na resposta, portanto, sua aproximacao por outros valo-
res deve ser bem avaliada, principalmente nos pontos de maior temperatura onde a sensibi-
lidade é muito maior.

Em todos os casos, 0 método de 22 ordem diminuiu os erros relativos quando compa-
rado com o método de 12 ordem, exceto para a perfusdo e o coeficiente de transferéncia de
calor onde os erros de ambos 0os métodos foram muito pequenos.

Do ponto de vista computacional, as analises via método perturbativo apresentam al-
guns inconvenientes. Considerando o método de 12 ordem, é necessario executar o progra-

ma computacional para resolver a equacdo do problema e a equacdo adjunta. Porém, para



101

calcular os coeficientes de sensibilidade é necessario armazenar as temperaturas de todos
o0s nés da malha em todos os intervalos de tempo da andlise. Este custo de armazenamento
é temporario, uma vez que os arquivos podem ser excluidos ao final da analise, porém o
tempo de resolucdo do problema torna-se bem maior em fungdo do tamanho destes arqui-
VOS.

Com relacdo a 22 ordem, além destes inconvenientes ja citados é necessario que o
programa execute a solugédo das equacdes derivadas para cada parametro analisado. Seme-
Ihante a 12 ordem, também € necessario o armazenamento das temperaturas nodais em to-
dos os passos de tempo: para a equagéo principal, para a equagdo adjunta e para as equa-
cOes derivadas.

A maquina utilizada para executar o programa possui um processador AMD Turion
(tm) 64 x2 Mobile Technology TL-56 1.80 GHz, com memoria RAM de 1,00 GB. Para o
problema analisado, o programa calcula o perfil de temperaturas em aproximadamente 5
minutos. Porém, para fazer as analises de sensibilidade é necessario executa-lo para todas
as variacdes dos parametros desejadas. Com o método perturbativo de 12 ordem, o tempo
de execucdo é de aproximadamente 20 minutos, porém a analise é feita uma Unica vez.
Com o meétodo de 22 ordem, o tempo € de aproximadamente 30 minutos para cada parame-
tro analisado.

De acordo com os resultados obtidos e os inconvenientes citados anteriormente, nao
se justifica o uso do método de 22 ordem para o tipo de andlise tratada neste trabalho que
utiliza malhas com grande quantidade de nds. Para 0 método de 12 ordem, estes inconveni-
entes podem ser justificados, uma vez que a analise é feita uma Unica vez e a resolucédo das

equacOes independe do numero de parametros que se queira avaliar.
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7. CONCLUSOES

A grande incerteza na medida dos parametros termofisicos utilizados na equacdo da
biotransferéncia de calor motivou a realizacdo das analises de sensibilidade, objetos de
estudo deste trabalho. O principal objetivo era determinar a influéncia de cada parametro
no fenbmeno de transferéncia de calor em tecidos vivos, devido a grande dificuldade em
encontrar os valores confidveis para os parametros termofisicos dos tecidos analisados.
Muitas vezes, a falta destes valores na literatura fizeram com que fossem utilizados valores
correspondentes a outros tecidos.

Apesar de a teoria da perturbacdo ser normalmente empregada para estudos da fisica
de reatores nucleares, esta teoria pode ser uma importante ferramenta para a analise termi-
ca de sistemas biomecanicos.

Neste texto foram apresentadas as equacdes da teoria da perturbacdo aplicada a e-
quacdo da biotransferéncia de calor. A metodologia descrita utilizou um formalismo dife-
rencial de 12 e de 22 ordens, sendo os coeficientes de sensibilidade calculados para a tempe-
ratura media e para a temperatura local. A ferramenta computacional desenvolvida lingua-
gem FORTRAN usa o Método dos Volumes Finitos em malhas ndo-estruturadas, e foi ve-
rificada com exemplos simples cujas solu¢des eram conhecidas.

Foi possivel determinar os parametros cuja variagdo provoca maior sensibilidade a
resposta analisada. No caso do problema apresentado neste trabalho, a condutividade tér-
mica foi o pardmetro que apresentou maior sensibilidade, enquanto que a perfusdo sangui-
nea e o coeficiente de transferéncia de calor foram os que apresentaram menor sensibilida-
de. A massa especifica e o calor especifico apresentaram sensibilidades intermediarias en-
tre esses parametros. Portanto, é possivel concluir que o uso dos valores da perfusdo, coe-
ficiente de transferéncia de calor, massa especifica e calor especifico referentes a outros
tecidos € uma aproximacdo aceitavel para o problema. Com relacdo a condutividade, esta
aproximacao pode levar a grandes diferencas relativas nos valores das temperaturas e o
impacto destas diferencas deve ser bem avaliado. Esta avaliacdo pode ser feita através do
estudo do impacto destas variacdes de temperatura na funcédo dano, que permite quantificar

o dano sofrido pelo tecido devido a exposicao a essas temperaturas.
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Com esses resultados é possivel se ter maior controle sobre a precisdo da simulagéo
computacional do campo de temperaturas e do dano térmico que podem estar presentes em
procedimentos médicos que utilizam a hipertermia como procedimento terapéutico.

Com relacdo ao uso dos métodos perturbativos, eles se mostraram eficientes no cal-
culo das temperaturas apresentando pequenos erros relativos quando comparados aos resul-
tados obtidos diretamente através da execucdo do programa computacional. O método
mostrou-se eficiente uma vez que os célculos de sensibilidade para um determinado para-
metro sdo realizados uma Unica vez, independente da variagdo do parametro a ser avaliada.

Como observado nos capitulos anteriores, 0 método de 22 ordem diminuiu ou mante-
ve 0s erros relativos quando comparado com o método de 12 ordem, para todos 0s casos.
Porém, o uso do método de 2% ordem se mostrou bastante oneroso do ponto de vista com-
putacional e como o método de 12 ordem é capaz de fornecer respostas com erros relativos
aceitaveis, o uso do método de 22 ordem ndo apresentou vantagens para o tipo de problema
analisado neste trabalho.

Como sugestdes para a continuidade do presente estudo, apresentam-se 0s seguintes
topicos:

e Avaliacdo da influéncia dos demais parametros termofisicos dos tecidos vivos
citados no texto e que ndo foram avaliados no presente trabalho;

e Anadlise das propriedades termofisicas em funcdo do dano térmico;

e Uso de imagens termograficas para possivel validacdo do método;

e Incluir o modelo de fronteira movel para avaliar a destruicdo do tumor;

e Anadlise de propagacéo de incertezas dos parametros;

e Problema inverso para determinar qual parametro entre os de interesse que
apresenta maior coeficiente de sensibilidade na determinacao de temperaturas
em processo hipertérmicos;

e Utilizar computacéo distribuida para a obtencédo da solucdo numérica.
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ANEXO A

A.l OBTENCAO DO OPERADOR ADJUNTO (H*) E DO CONCOMITANTE BI-
LINEAR DE 12 ORDEM [Py(T*,T)]

O operador adjunto (Eq. (3.21)) é dado pela expresséo:
T HT =T H T =R T);) (A1)

O termo do lado esquerdo da equacdo acima pode ser obtido da seguinte forma:

2

(THT ) =[[T" { c——k;(2 +prCS}T,idet

([ pe det—j T k Ui doadt + (A2)

+ J.J‘T wp,CT,,dQdt

onde X, representa a variavel espacial independente e Q2 € o dominio espacial.

Integrando por partes cada termo do lado direito da equacéo anterior em separado:

[[T7pc T det—j(T pcT,, ) dQ - _UT,lpCaT dQdt (A3)



jT k 0T, det_I(T*kaT Jdrdt—ﬂ alt k—det

Xn
- I(T i jdrdt - j(m KT, jdl"dt +
OX,

n

+jjT,ika(;TT;det

n

onde T" é o contorno espacial.

[T op.c.T,d0dt = [T, mp,c.T dOt

Substituindo os termos da Eg. (A.3) a Eq. (A.5) na Eq. (A.2), obtemos:

(T HT,)=[(T"pcT, ). d - HT,IpCa dQdt -

el
_I( 8x axn

+ .U T,;0p,c.T dQdt

kT,,]dth HT,,kaT dQdt +

Agrupando os termos semelhantes, temos:

. oT” oT” .
(T HT/i>:II[_T/ipC?_T/ikW+T/iwpsCsT }detJr
. . 0T, o1
+ (T pcT,. ).dQ— || T'k— — =——KT,, | dl'dt
J( p /|)t J‘[ 8Xn ﬁxn /|JX
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(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (A.7) ainda pode ser reescrito com os termos

de temperatura em evidéncia:
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2

. 0 0 *
T HT,)=||T,|-pc——k +wpC, [T dQdt +
( i J-_[ /{ P ox2 P S}

ot (A.8)

.
ol —ikT,, drdt
OX, OX

n

+j(T*ch,i)tdQ—j{T*k

Comparando as Eq. (A.8) e Eqg. (A.1), podemos determinar o operador adjunto e 0
concomitante bilinear de 12 ordem, dados, respectivamente, por:

. () . o
aT, aT
P(T".T, )= iT pcT, ) dQ+ I(T k ax/n ~T,k o dedt (A.10)

A.2 OBTENCAO DO OPERADOR ADJUNTO (H*) E DO CONCOMITANTE BI-
LINEAR DE 22 ORDEM [P(T*,T)]

O procedimento adotado € idéntico ao adotado no item anterior. O operador adjunto

(Eq. (3.21)) é dado pela expresséo:
(T HT, i) = (T H*T*>—P2(T*,T/ij) (A.11)

O termo do lado esquerdo da equacdo acima pode ser obtido da seguinte forma:

* * 0 0?
(T HT/ij>:_UT [ ot ax2 c }T,“det

n

(A.12)

_HT ’” dQdt — jjT k(3 W dQadt +

+ H T wp,c,T,;dQdt



Integrando por partes cada termo do lado direito da Eq. (A.12) em separado:

[T pca:;” doddt = [ (T pcT,; ), d2 - HTupca;- dQdt

. 07T, . T, aT;
[[ T k—3-dadt = [| T'k— |drdt - [[ LI
OX; OX, OX, OX

n

T, -
- j (T*k & ]drdt - j (i KT, jdl“dt +
OX OX,

n

j j T,”kaasz dQdt

IjT*prCST dQdt = ” T,;00,CT “dQdt

/ij

Substituindo os termos Eg. (A.13) a Eqg. (A.15) na Eq. (A.12), obtemos:

<T |_IT/IJ> j U pCT/u dQ - IJ'T/IJ pCaa dQdt —
oT 2 *
_I(T il _ﬂkT,U )dl‘dt ﬂT/.,ka T ot

Xn oX n 8Xn

+ .[U T,j0p,C,T dxdydt

Agrupando os termos semelhantes, temos:
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(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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. oT” o°T” .
(T HT,”>=H{—T,ijpc7—T,ijkaTH,ija)pscsT }det+
a”T ) (A.17)
* * 1ij orT
+ (T peTy ) do- | (T . —EKT,”Jdth

O primeiro termo do lado direito da Eqg. (A.17) ainda pode ser reescrito com os ter-

mos de temperatura em evidéncia:

* a 82 *
(T HT,ij)=HT,i{—pca—kaX§ +a)pscs}T dQdt +
. L 0T ot (A.18)
+[(Tpety )da - [| T k@xnj _TnkT“j]Xdth

Comparando as Eq. (A.18) e Eq. (A.11), podemos determinar o operador adjunto e o

concomitante bilinear de 22 ordem, dados, respectivamente, por:

. o)  2*()
H =—pc—2 -k —/
Pe ot ox?

n

+wp,c,() (A.19)

aT/ij oT”
T, k—— |d["dt
OX g oX, j (A.20)

n

F>2(T*,T,U.):-j(T*ch,ij X dQ+j(T*k
Q
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ANEXO B

B.1 DEDUCAO DO COEFICIENTE DE SENSIBILIDADE PARA A MASSA ES-
PECIFICA (pi = p)

» Condicdes de contorno da equacéo derivada

Os trés tipos possiveis de condi¢des de contorno devem ser derivados em fungédo da
massa especifica.

a) Condicdo de contorno de Dirichlet:

(B.50)
li = -F/;p =0

onde a notacdo T indica a derivada da funcdo T em relacdo ao parametro p; analisado,
neste caso, a massa especifica.

b) Condicédo de contorno de Neumann:

a7
ke —g
dx, a
a1,
- dT/ q, =0 (B.51)
K dx/ =Wy =0

n

onde X, representa a variavel independente de espago (x ou y).
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¢) Condicao de contorno de Cauchy ou Robin

—kd—T:qn +h(T-T,)
dx,
dT,

—kﬁ:0+h(T,p) (B.52)
dT/ii

_de=O+h(|-/W)

n
onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T, é a temperatura ambiente.

d) A condigéo inicial é expressa por:

T=T, em t=t,
T :-FO//J = (B.53)
T/II _-ITo/ga :O

> FUI’]QGGS S(i) € S(ii)
As fungdes S e S relacionadas ao parametro massa especifica podem ser escritas,

respectivamente, como:

__6(pC)6_T+% o' T _é(wpscs)T+8_9
) op ot oplox? op dp
oT

= —C—
(p) at

(B.54)
S
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2 2 2 2 2 aT
S, | _ 0 (,OZC)G_T+ o k2 8'I2' 0 (a)pzsCS)TJr P gz_sa(pc) »
op” ot 0p” X, op op op ot
07T
L32[ Ly _35(isCS)T/ (B.55)
op| OX, op p
oT,
S(ppy = —3C atp

> Concomitantes bilineares P1(T*, T,,) e Po(T*, T,)
A condicdo inicial e de contorno das derivadas de primeira e segunda ordens e a con-
dicdo final e de contorno da equacdo adjunta s@o necessarias para determinar 0s concomi-

tantes.

o, )=[fren, Lo [ 1T o ®s

Q It n

P T, )= (T pcT,, ) do+ I[—T/mkzl—*Jdrdt (857)
Q It n

Com a condicéo final da equacédo adjunta (Eg. (4.16)) e a condicdo inicial da equacéo
derivada de primeira ordem (Eqg. (4.22)), o primeiro termo das Eq. (B.56) e (B.57) podem
ser anulados. A expressdo do concomitante depende do tipo de condicdo de contorno do

problema.
a) Condicdo de contorno de Dirichlet:

Substituindo a Eq.(B.50) nas expresses dos concomitantes (Eqgs. (B.56) e (B.57)), o

segundo e o terceiro termo das Eqgs. (B.56) e (B.57) também se anulam. Portanto,

R(r".T,)=0 (B.58)



R(T".T, )=0
b) Condicdo de contorno de Neumann:
Substituindo a Eg. (B.51), tem-se que:

R(T".T,,)=0

R(r".T, )=0

¢) Condicdo de contorno de Cauchy ou Robin:
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(B.59)

A partir da Eq. (B.52), é possivel obter uma expresséo para as derivadas de primeira

e segunda ordens da temperatura (T, € T;;) no contorno:

dT,,
—kFZO'Fh(T/p)

&:—de
k n

Ip

h
T/p :exp(_Ean

h
T,m = exp(—Ean

Substituindo as Egs. (B.60) e (B.61) nas Eq. (B.56) e (B.57):

X

n

Pl(T*,T,p):J.[—exp[—Ean-k -gl*jdl“dt

(B.60)

(B.61)

(B.62)
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PZ(T*,T,W)=I[—e><p(—£xn)-k-%*Jdth (B.63)

n

» Coeficientes de Sensibilidade
Os coeficientes de sensibilidade para primeira e segunda ordem (vide Eq. (4.31) e

(4.32)) relacionados a massa especifica, sdo dados, respectivamente, por:
oR . «
%z [<T 'S(p)>+P1(T ’T/p)] (B.64)

oR « « 1 . «
5p [<T S+ Pl(T ’T/p)]+§5/~’[<-r Sty TR (T ’T/pp)] (B.65)
» Multiplos materiais
Para o caso de problemas com multiplos materiais, as funcdes Sg e Sg;j) sdo nulas pa-
ra os dominios cujas propriedades sejam diferentes dos parametros escolhidos para serem

analisados. Nas interfaces dos materiais, a condi¢do de contorno é dada por:

T1 = Tz
Kk dT1 K dT2 (B.66)
1 2
dx dx

onde os indices 1 e 2 representam materiais diferentes.
Nas interfaces, os concomitantes bilineares apresentam a seguinte expressdo (Eq.
(4.13) e (4.14)):

. el T’

R (T ,T,p):I(T 2T, K jdl“dt (B.67)
. el T’

P, (T ,T,m):j(T k#—T,mkaTJdth (B.68)
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Neste caso, vale ressaltar que as condi¢cdes de contorno da adjunta ndo sdo validas,
porém seus valores sdo conhecidos da solucéo da equacgdo. As temperaturas e gradientes

das equacdes derivadas sdo obtidos derivando a Eq. (B.66):

T,=Ty, = Ty,=T,
R T (8:69)
—k, dT;;W =k, dT;)’(W %:o = T,, =0
Logo, na interface:
Pl(Ti’T’p)ZO (B.70)
(17,7, )=0

Estas equacdes sdo validas para todos os demais parametros analisados a seguir, ex-

ceto para a condutividade térmica, cuja deducéo esta detalhada na secdo correspondente.

B.2 DEDUCAO DO COEFICIENTE DE SENSIBILIDADE PARA O CALOR ES-
PECIFICO (pi=¢)

» Condicdes de contorno da equacéo derivada
Os trés tipos possiveis de condicdes de contorno devem ser derivados em funcéo do

calor especifico.

a) Condicao de contorno de Dirichlet:

T
T,=T,.=0 (B.71)
T
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Onde a notagédo T indica a derivada da funcdo T em relagcdo ao parametro p; analisado,

neste caso, o calor especifico.

b) Condicdo de contorno de Neumann:

dT
—-k—=0Q

dx, a

dT,.
k= _—qg 0

an q/c

dT,;
—k—L=g =0

dX q/cc

onde x, representa a variavel independente de espago (x ou y).
¢) Condicao de contorno de Cauchy ou Robin

_kd_T:qn_'_h(T_Ta)
dx,
dT,.
—k—L=0+h(T
an (/c)

dT,.
—k—1L =0+h
dX (I-/cc)

n

onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T, € a temperatura ambiente.

d) A condicdo inicial é expressa por:

T=T, em t=t,
T/i :-Fo/c =0
T,=T,.=0

(B.72)

(B.73)

(B.74)
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> Funcoes Sg) e Sy
As fungdes Sg) e Sgj relacionadas ao pardmetro calor especifico podem ser escritas,

respectivamente, como:

2
a(pC)ﬂ+%(0 Tj_a(wpscs)ﬂﬁ_g

©7" "¢ ot acl ox ac ac
(B.75)
_
© =%
2 2 2 2 2
S(cc) :__8 (pzc)£+8 l: 8'I; _8 (wp;CS)T+a g_ga(pc)ﬁT,c +
oc® ot oc”\ ox; oc oc oc ot
2
+3% aTgc _Ba(wpscs)-r/c (876)
oc\ Ox, oc
oT,.
S(cc) :_3p a{

» Concomitantes bilineares P1(T*, Ty) € Pa(T*, Tr)
A condicdo inicial e de contorno das derivadas de primeira e segunda ordens e a con-

dicdo final e de contorno da equacdo adjunta sdo necessarias para determinar 0s concomi-

tantes.

* * * Bl

R (T ,T,C):E[(T ch,c)OdQ+Jt(—T,ck%Jdth ;7)

* * * Bl
P(T" T, )= jjy (T"pcT,, ), dxdy + th(—T,cck%jdrdt ;8)

Com a condicdo final da equacao adjunta (Eg. (4.16)) e a condicdo inicial da equacéo

derivada de primeira ordem (Eq. (4.22)), o primeiro termo das Eq. (B.77) e (B.78) podem
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ser anulados. A expressdo do concomitante depende do tipo de condigcdo de contorno do
problema.

a) Condicdo de contorno de Dirichlet:
Substituindo a Eq.(B.71) nas expresses dos concomitantes (Eqs.(B.77) e (B.78)), o

segundo e o terceiro termo das Eqgs. (B.77) e (B.78) também se anulam.
Portanto,

P(T",T,.)=0
X (B.79)
P,(T".T,.)=0
b) Condicdo de contorno de Neumann:
Substituindo a Eq.(B.72), tem-se que:
P(T",T,.)=0
N (B.80)
P,(T".T,.)=0

c) Condicao de contorno de Cauchy ou Robin:

A partir da Eq.(B.73), é possivel obter uma expressao para as derivadas de primeira e

segunda ordem da temperatura (T; e T;i) no contorno:
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Se - Mgy (B.81)

h
L =e><|0(—§xnj (B.82)

Substituindo as Egs. (B.81) e (B.82) nas Eq.(B.77) e (B.78):

Pl(T*,T/C)=I(—e><p[—Ean~k -%*Jdl“dt (B.83)
PZ(T*,T,CC)zI(—exp(—gxnj-k-gl;Jdth (B.84)

» Coeficientes de Sensibilidade
Os coeficientes de sensibilidade para primeira e segunda ordem (vide Eq. (4.31) e

(4.32)) relacionados a massa especifica, sdo dados, respectivamente, por:

OoR . N
=l +rrT] (B.85)
% = [<T* Sy + F)l(T*’T/C)]+%5C[<T* “Steey) + P2 (T*’T/cc )] (B.86)
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B.3 DEDUCAO DO COEFICIENTE DE SENSIBILIDADE PARA A CONDUTI-

VIDADE (p; = k)

» Condicdes de contorno da equacéo derivada
Os trés tipos possiveis de condi¢fes de contorno devem ser derivados em fungdo da

condutividade térmica.

a) Condicdo de contorno de Dirichlet:

(B.87)

onde a notacdo T indica a derivada da funcdo T em relacdo ao parametro pi analisado,

neste caso, a condutividade.

b) Condicédo de contorno de Neumann:

—k——=0g
dx, q

(AT e L 9T T T dT

dk{ dx, ) dx, dx, dx, dx,

_d [, 9T, dT g - (e OT AT o 4T 4T,
dk{ dx, dx, ) ¢ dx, dx, dx, dx, dx,

onde X, representa a variavel independente de espago (x ou y).

(B.88)
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¢) Condicao de contorno de Cauchy ou Robin

—kj—T=qn+h(T—Ta)

_a kd—T =0+h(T,) = —deA—d—T:hT,k = —de"‘ :hT,k+d—-r
dk | dx, dx, dx, dx, dx,
d( dT, dT d dT dT

SR LIS A SOLLITTRS S LT
dk( dx, dan g ) = g =M 2

onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T, é a temperatura ambiente.

d) A condicdo inicial é expressa por:

T
T/i :To/k =0 (B.90)
T

ni = Vorkk =0

> Fungﬁes S(i) € S(ij)
As funcgdes S e Sgiy relacionadas ao parametro condutividade térmica podem ser es-

critas, respectivamente, como:

_olpe)aT | ok( o) dlwpc,): , 29
) ok ot ok ox? ok ok
o
OX?

(B.91)
S(k) =

(B.89)
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d*(pc)oT  o%k (0T ) d*(wp.c,),. o°g ., d(pc)aT,
Sty == 2 A T a2 2 |~ s 1+ -3
ok? ot k2| ox? ok ok ok ot

ak 2T/k _36(a)pscs )T
ak ox?

o°T
S, =3 1k
*9 [ ox? j

(B.92)

» Concomitantes bilineares P1(T*, Tx) € P2(T*, Tik)
De forma semelhante ao célculo dos concomitantes para a massa especifica, tem-se

que:

Pl(T*,T,k):J'(T*pCT/k)OdQ+ j(_T,kkﬂx*Jdrdt (B.93)
o It n

T T/kk J.T pCT/kk dQ+ I[ Ik gx*jdrdt (B.94)
o n

Assim como para a massa especifica, as expressdes dos concomitantes dependem da

condicao de contorno do problema.
a) Condicédo de contorno de Dirichlet:

Substituindo a Eg. (B.87), 0 segundo e o terceiro termo das Egs. (B.93) e (B.94)

também se anulam.

Pl(T*’T/k):O (B.95)
P,(T" T, )=0 '
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b) Condicdo de contorno de Neumann:

Substituindo a Eq. (B.88), é possivel obter uma expressao para as derivadas de pri-

meira e segunda ordens da temperatura (T, e Tj;) no contorno:

SPLUTERLLE Ty =—=T
dx, dx, (B.96)
dT dT 2 '
—k d)i:k =2 dX/nk = T/kk ___T/k
Substituindo as Egs. (B.96), (B.93) e (B.94):
. oT’
p(T ,T,k)zj(T aJdrdt (B.97)
. oT’
P(T" T )= I(ZT’k 67)drdt (B.98)

¢) Condicéo de contorno de Cauchy ou Robin:

A partir da Eq. (B.89), é possivel obter uma expressao para as derivadas de primeira

e segunda ordens da temperatura (T, € T;;) no contorno:

T, dT 1 ho ) dT
L P | I L
ax, Tax, h[Xp( k ) de

dT dT 1 h dT
—k— =hT, +2—1% T =—|xp| ——x |-2—L
dx 1Kk dx = Ik h|: Xp( K nj dx j|

(B.99)

n n n

Substituindo a Eq. (B.99) nas Egs. (B.93) e (B.94):
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Pl(T*,T,k):I—{exp(—gxnj—ld—-r}kﬂ*}drdt (B.10

hdx, | ox 0)

n

Pz(T*,T/kk):J‘_{{exp(_nan_ngA}ki*}drdt )

h dx, | ox, 1)
» Coeficientes de Sensibilidade

Os coeficientes de sensibilidade para primeira e segunda ordem (vide Eq. (4.31) e
(4.32)) relacionados a condutividade térmica:

%:[ﬁ* Sy +PTT)] (B.102)
S su+ R Tl 2ok ) + R (B.103)

» Multiplos materiais

Para o calculo das fungdes S e S¢j) sdo validos os comentarios feitos para a massa
especifica.

Neste caso, a derivada da condicao de contorno da interface (Eq. (B.66)) é dada por:

T =Tauu = Thaa = Tuka

dT. dT. dT dT. -1 dT -1
_ kl dTl/klkl _ 2 dTl/kl — k2 dT2/klkl = dTl/klkl — B 2 dTl/kl = 10
dx dx dx dx k, +k, dx
5 4)
= Tiaa = mTllkl

Logo, na interface:
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R T, )= I(T*k LT ) aT*Jdth

B.105
™ (B.105)

n n

—Tuk
n Xn

PZ(T*,T,kk)=j(T*k% or jdl‘dt

(B.106)

Onde as temperaturas e gradientes das equacdes derivadas sdo obtidas da Eq. (B.104).

B.4 DEDUCAO DO COEFICIENTE DE SENSIBILIDADE PARA O COEFICI-
ENTE DE TRANSFRENCIA DE CALOR (p; = h)

» Condicdes de contorno da equacéo derivada

Os trés tipos possiveis de condicdes de contorno devem ser derivados em funcéo do
coeficiente de transferéncia de calor.

a) Condicdo de contorno de Dirichlet:

T=T
T, =T,=0 (B.107)
T/ii =-F/hh =0

onde a notacdo T indica a derivada da funcdo T em relacdo ao parametro p; analisado,
neste caso, o coeficiente de transferéncia de calor.

b) Condicédo de contorno de Neumann:

A g

X

" B.
at,, _ (
_de: m=0 10
de/ii

8)
dx =)y = 0
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onde X, representa a variavel independente de espago (X ou y).

c) Condicao de contorno de Cauchy ou Robin

—kd—T=qn+h(r—Ta)
dx,
d dT d dT
—|-k—|=—A(qQ, +h(T-T —k—""=hT, +T-T
dh( an] dh(qn+ (T a)) : an /h+ a :>
dT 1
k=" =h T, -=(T,-T
an [ /h h( a ):l
d dT d 1 dT
—|-k—" | =—n T, —-=(T,-T —k—" =hT,, +2T
dh[ anJ dh{ [ Ih h( a )}} = dx, /hh Ih
onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T, € a temperatura ambiente.
d) A condicdo inicial é expressa por:
T=T, em t=t,
T :-ro/h =0 (B.110)
T/Ih _Tolhh =0

> FUI’]QGGS S(i) € S(ii)
As fungdes S e Sgi) relacionadas ao parametro coeficiente de transferéncia de calor

podem ser escritas, respectivamente, como:

__dlpe)aT  ok(oT) dlepc,), , 09
™= oh ot oh| ox? oh oh (B.111)
S =0

St =0 (B.112)

(B.
10
9)
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» Concomitantes bilineares P1(T*, Tjn) € P2(T*, T/n)
De forma semelhante ao célculo dos concomitantes para a massa especifica, tem-se

que:

. . (B.
P (T ,T,h):i(T ch,h)OdQ+Jt£—T, ‘j;n ]dl“dt "
3)
P\ Tum) _[T T dQ+j[ o gX*Jdth (B.114)
Q n

Assim como para a massa especifica, as expressdes dos concomitantes dependem da

condigéo de contorno do problema.
a) Condicédo de contorno de Dirichlet:

Substituindo a Eq.(B.107), o segundo e o terceiro termo das Egs. (B.113) e (B.114)

também se anulam.

,T,,)=0
") (B.115)
7T/hh)=0

b) Condicdo de contorno de Neumann:

Substituindo a Eg.(B.108), tem-se que:

(B.116)
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c¢) Condicédo de contorno de Cauchy ou Robin:

A partir da Eq.(B.109), € possivel obter uma expressdo para as derivadas de primeira

e segunda ordens da temperatura (T, € T;;) no contorno:

w8 ifr, 2, 7] = 7= oo )|

X
dT" . ) (B.117)
-k d>/<:h =hT,,,+2T,, = T,, =E{exp[—ixnj—2T,h}
Substituindo a Eq. (B.117) nas Egs. (B.113) e (B.114):
. h 1 oT” (B.
P(T T, )=[-<lexp| ——x, |-=(T -T,) |k — {dI'dt
1( /h) _[ { Xp( " j h( )} 8Xn} 11
8)
. h 2 oT” (B.
PZ(T ,T,hh):j—{[exp(—gxnj—HT,h}ka}dth 1
9)

» Coeficientes de Sensibilidade
Os coeficientes de sensibilidade para primeira e segunda ordem (vide Eq. (4.31) e

(4.32)) relacionados ao coeficiente de transferéncia de calor:

S -[prm,)] (B.120)
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oR_

Sh [Pl(T*’T/h)]+%5h[P2(T*’T/hh)] (B.121)

B.5 DEDUCAO DO COEFICIENTE DE SENSIBILIDADE PARA A TAXA DE
PERFUSAO SANGUINEA (p;i = o)

» Condicdes de contorno da equacéo derivada
Os trés tipos possiveis de condicfes de contorno devem ser derivados em funcdo da

taxa de perfuséo.
a) Condicdo de contorno de Dirichlet:

T
T,=T,=0 (B.122)
T o_T

onde a notacdo T indica a derivada da funcdo T em relacdo ao parametro p; analisado,

neste caso, a taxa de perfusdo.

b) Condicdo de contorno de Neumann:

—k—=0
dx, a
aT,
_kli_g§ =0
ax, e (B.123)
dT,;
—k li _§ =0
dx q/ww

n

onde X, representa a variavel independente de espago (x ou y).



¢) Condicao de contorno de Cauchy ou Robin

_kd_T:qn+h(T_Ta)
dx

a1,
Sl _ogh(T
dX ( /a))

n

-k
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(B.124)
dT

~k—L=0+h
dX (I-/a)w)

n

onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T, é a temperatura ambiente.

d) A condicdo inicial é expressa por:

T=T, em t=t,
T/i :-ro/w =0 (B-125)
T/ii = -ro/a)a) =0

> FUI’]QGGS S(i) € S(ij)

As funcdes S e Sgj) relacionadas ao parametro taxa de perfusdo podem ser escritas,
respectivamente, como:

o(pc)oT ok (02T
S(w):_( )_+_[ J

_0lwp,c,)L , o9

dw ot Ow| ox2 ow 0w
dwpc,). Q+wpcT,) (B.126)
Sy =— T+
ow ow

S((u) = pscs (Ta _T)
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_ d*(pc) o1 o, o’k (0°T ) &*(wp.c,),  0°g ,0(pc)aT,
S(ww) 2 2 T+ 2 -3
o’ ot Ga) 6 ow 0w ow Ot
2 B.127
+3= ak 0 T/w 38(Cl)ps Cs)le ( )
ow\ ox2 ow
S(ww) = _Bps CST/w

onde g=Q+wp.CT,

» Concomitantes bilineares P1(T*, T/p) € P2(T*, T/on)
A condicdo inicial e de contorno das derivadas de primeira e segunda ordens e a con-
dicdo final e de contorno da equacdo adjunta s@o necessarias para determinar 0s concomi-

tantes.

. . (B.

p(T ,T,(U):SJ;(T ch,w)on+j( T, k%}dl‘dt o

8)

R T.)= [(TocT,,. ), dQ+j£ oo gx*jdl“dt (|132'
Q n

9)

Com a condicéo final da equacdo adjunta (Eg. (4.18)) e a condicdo inicial da equacéo
derivada de primeira ordem (Eqg. (4.22)), o primeiro termo das Eq. (B.128) e (B.129) po-
dem ser anulados. A expressdo do concomitante depende do tipo de condicdo de contorno

do problema.

a) Condicédo de contorno de Dirichlet:

Substituindo a Eq.(B.122) nas expresses dos concomitantes (Egs. (B.128) e (B.129)),

0 segundo e o terceiro termo das Egs. (B.128) e (B.129) também se anulam.
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Portanto,
P].(T*’T/(o): 0
X (B.130)
PZ(T ’T/(o(o):O
b) Condicdo de contorno de Neumann:
Substituindo a Eq.(B.123), tem-se que:
R(T".T,)=0
X (B.131)
PZ(T ’T/a)(o)zo

¢) Condicéo de contorno de Cauchy ou Robin:

A partir da Eq.(B.124), é possivel obter uma expresséo para as derivadas de primeira

e segunda ordens da temperatura (T, € T;;) no contorno:

—l = ——dx, (B.132)

h
T/w=e><p(—Ean (B.133)

Substituindo as Egs. (B.132) e (B.133) nas Eq. (B.128) e (B.129):
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Pl(T*,T,w)z I(— exp(—Exnjk ZLX*]dth

n

(B.134)

PZ(T*'T/W)=I(—em(—gxn)k%jdrdt

n

(B.135)

» Coeficientes de Sensibilidade

Os coeficientes de sensibilidade para primeira e segunda ordem (vide Eq. (4.31) e
(4.32)) relacionados a taxa de perfusdo, sdo dados, respectivamente, por:

SR \ \
%=[<T -S(w>>+P1(T ,T/w)] (B.136)

)

52 =[50+ Pl(T*,T,w)]+%5a)[<T* S+ P (T T )] (B.137)
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ANEXO C

C.1 DERIVADAS DE FRECHET

Dada uma expressao m(f) e um incremento d em relacéo a f, podemos escrever que:

m(f +d)—m(f)=F(d,f)+w(d,f) (C.138)
onde F(d, f) € linear e:
- wd )
a0 [ET— 0 (C.139)

F(d, f) é chamada diferencial de Frechet e o operador linear F[(.), f] é a derivada de
Frechet. Ao longo do texto, ela foi indicada com a simbologia ém/df . A seguir séo apre-

sentados alguns exemplos.

> 1°exemplo

Seja um operador linear L, e um produto dado pela expressao a seguir:
g=Lf (C.140)

A derivada de Frechet (8/6f ) da Eq. (C.140) é:

M _1()

C.141
pr (C.141)
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O simbolo (.) é usado para indicar que a derivada do tipo Frechet é um operador e

ndo apenas uma quantidade escalar.

»> 2°exemplo
A expressdo mais simples para um operador linear € um escalar (um pardmetro p).

Neste caso, tem-se que:

APY) _ b() (C.142)

No caso de as operacdes lineares usadas serem representadas por derivadas e inte-

grais, podemos ter que:

;[%j _ %(.) (C.143)
g [[K() £x) ] = [(x) ax () (C.144)

onde k(x) € uma funcao de x.

> 3°%exemplo
Considerando um exemplo de operador ndo linear g(f). Neste caso a derivada de Fre-

chet sera:

0 ()¢ O _[coa, )
o)==+ —[f pe +qJ() (C.145)

Tomando exemplos mais complexos, temos a seguinte expressao:
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a (q a (X)j (C.146)

& OX

A derivada de Frechet da Eq. (C.146) é dada por:

Al S g) Al F o
R

(C.147)

» 5°%exemplo
O exemplo a seguir mostra um caso onde uma diferenciacdo dupla de Frechet é reali-

zada. Considerando uma variavel f dada por:

z
f= C.148
7y ( )

Governado pela equacéo néo linear:

m(f 1p)=| 2]+ <0 C.149

Onde L é um operador linear e dependente de p; k e p sdo dependentes de y e h; e hy termos

fonte dependentes de p. O operador H definido pela Eq. (3.17) é dado por:

_ ok
H :‘Zf_m: k() 52( (C.150)
(Ly  zL()

onde o simbolo (.) se refere a uma derivada de Frechet.



