UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE FILOSOFIA E CIENCIAS HUMANAS
POS-GRADUACAO EM PSICOLOGIA COGNITIVA

MESTRADO

34
«

’

]
VIRTUS IMPAVIDA

v ¥ Vv

O Desenvolvimento das Metaforas do Conceito de

Infinito na Educacao Matematica

Lucia Cristina Silveira Monteiro

RECIFE - 2003



UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE FILOSOFIA E CIENCIAS HUMANAS
POS-GRADUACAO EM PSICOLOGIA COGNITIVA

MESTRADO

O Desenvolvimento das Metaforas do Conceito de

Infinito na Educacao Matematica

LUCIA CRISTINA SILVEIRA MONTEIRO

Orientador:

Prof. Dr. Luciano Rogério de Lemos Meira

Banca Examinadora
Prof. Dr. Jorge Tarcisio da Rocha Falcao
Prof. Dr. Paulo Figueiredo
Suplentes
Prof? Dr? Alina Spinillo

Prof. Dr. Marcelo Camara
Dissertacao apresentada a defesa publica como requisito a obtenc¢ao do titulo

de mestra em psicologia — Curso de mestrado em psicologia cognitiva — Area de

concentracdo em Educacao Matematica, em 18 de junho de 2003.

RECIFE - PERNAMBUCO



Esse trabalho foi realizado no intuito de
sistematizar saberes produzidos com a finalidade
de firmar o meu compromisso com a educagao
matematica, acreditando que a democratizacdo do
conhecimento podera efetivar projetos de
desenvolvimento cognitivo através da educagao

escolar.



Meus agradecimentos a todos que direta ou indiretamente participaram

dessa pesquisa, e em particular:

Sujeitos da pesquisa, professores de matematica, pelo
envolvimento com a causa e pela atengcdo e cordialidade
durante o processo de realizagao.

Proff. Marcia Dantas, pelas consultorias e reflexbes
compartilhadas.

Prof. Luciano Meira, meu orientador, por todo acompanhamento
e consideracoes.

Prof. Wilbert Lima, por ser um referencial nas minhas trajetérias.
A minha familia, principalmente meus pais, Delmary e M2 Lucia,
que sao meus principais estimulos.

A Romario Mendes, pela presenca e companheirismo.

A Sandrinha, por estar ao meu lado.



Resumo

Este trabalho aborda o conceito de infinito a partir da perspectiva de seu
desenvolvimento histérico, dos aspectos cognitivos relacionados a sua compreenséao e
de suas implicagdes para a educacdo matematica. Encontra-se, pois, o conceito de
infinito no seio do desenvolvimento das ciéncias, e por ser um conceito com o qual nao
se tem experiéncia empirica direta, sua compreensao e descri¢gdo ficam diretamente
relacionadas a niveis de abstragbes, que sdo os desenvolvimentos conceituais
expressos pelas linguagens. Imprime-se, entdo, uma relagdo dinamica entre esse
conceito e o desenvolvimento do pensamento matematico, através de suas
representacdes que descrevem o infinito.

O foco de interesse, nesta pesquisa, & tentar entender como o conceito de
infinito contribui para o desenvolvimento do pensamento abstrato. As conclusdes
apoiam-se em uma abordagem cognitiva, baseada na relagdo entre o desenvolvimento
da linguagem e do pensamento, destacando a importdncia dos signos e,
principalmente, da andlise cognitiva das idéias matematicas, que procura estabelecer
como a mente incorpora, representa e atribui existéncia a matematica.

A pesquisa e as analises s&do frutos de uma concep¢ado dialética sobre o
desenvolvimento da linguagem e do pensamento. A pesquisa foi realizada, aplicando-
se um problema historico, o paradoxo de Zenao (450 a. C.) e foi construida a partir de
didlogos com: alunos da ultima série do ensino fundamental, professores licenciados
em matematica e matematicos pds-graduados que atuam em cursos de licenciatura e
bacharelado em matematica. O paradoxo escolhido apresenta aspectos polémicos
desde aquela época, até os dias atuais e, evidentemente, envolve os conceitos de
infinitamente grande e infinitamente pequeno, objetos dessa pesquisa. Nas analises,
surge um destaque para a diferenca que ha entre a linguagem matematica que tratou
o paradoxo de Zendo, com uma visao estatica, como na antiguidade, e com uma visao
dindmica, presente na linguagem matematica atual, que também esta voltada para a
interpretagcdo de fendbmenos e, por conseguinte, para uma interpretagdo do problema
citado.

A principal categoria dialética encontrada nessa andlise foi a categoria

realidade-possibilidade.

Palavras-chave: Infinitamente grande; infinitamente pequeno; linguagem e

pensamento; linguagem matematica; desenvolvimento histérico.



Abstract

This work approaches the infinite concept starting from the perspective of its
historical development, of the cognitive aspects related to its understanding and of its
implications for the mathematical education. Then, the infinite concept it meet in the
crux of the development of the sciences, and for being a concept with which it is not had
direct empiric experience, its understanding and description they are directly related the
levels of abstractions, that are the conceptual developments expressed by the
languages. It is printed, then, a dynamic relationship between that concept and the
development of the mathematical thought, through its representations that describe the
infinite.

The focus of interest, in this research, is to try to understand as the infinite
concept it contributes to the development of the abstract thought. The conclusions lean
on approach to cognitive, based on the relationship among the development of the
language and of the thought, highlighting the importance of the signs and, mainly, of the
cognitive analysis of the mathematical ideas, that tries to establish as the mind it
incorporates, it represents and it attributes existence to the mathematics.

The research and the analyses are fruits of a conception dialetic on the
development of the language and of the thought. The research was accomplished,
being applied a historical problem, the Zeno’s paradox (450 a.C.) and it was built
starting from dialogues with: students of the last series of the fundamental teaching,
graduate teachers in mathematics and postgraduate mathematicians that act in
graduation courses in mathematics. The chosen paradox presents polemic aspects
from that time, until the current days and, evidently, it involves the concept of infinitely
big and infinitely small, objects of that research. In the analyses, a prominence appears
for the difference that there is among the mathematical language that treated the Zeno'’s
paradox, with a static vision, as in the antiquity, or with a dynamic vision, present in the
current mathematical language, that is also gone back to the interpretation of
phenomenons and, consequently, for an interpretation of the mentioned problem.

The main dialetic category found in this analysis it was the reality-possibility

category.

Words: Infinitely big; infinitely small; language and thought; mathematical language;

historical development.



Realidade € uma possibilidade que se
realizou, e as tantas possibilidades

sdo realidades em potencial.
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Introducdao

O conceito de infinito estad no seio do desenvolvimento das ciéncias e vem
fazendo a diferenga nos principais momentos de construgdo e mudancgas de paradigmas,
principalmente na tradicdo da cultura ocidental, no seio da histéria da filosofia e das
ciéncias. Uma mudancga de paradigmas implica a mudanc¢a da forma de se descrever e
perceber fendmenos e a busca de construgdo de modelos conceituais abrangentes.

O interesse em estudar o conceito de infinito, nessa pesquisa, além de sua
importancia para as ciéncias € um conceito peculiar, pois, trata-se de um conceito com o
qual ndo se tem experiéncia empirica direta. Diante desta constatagdo sua compreensao
fica diretamente associada a niveis de abstragcbes que sdo manifestadas pelos
desenvolvimentos conceituais e consequientemente, pelas linguagens. Essas linguagens
se desenvolvem em muitas formas de representagdes que visam proporcionar uma
definicdo, ou uma descrigado de infinito.

Um problema diretamente relacionado ao interesse dessa pesquisa, entdo, esta
na questao de como o conceito de infinito se desenvolve nas mentes humanas ou, mais
especificamente, como o conceito de infinito contribui para o desenvolvimento do
pensamento abstrato.

Esse trabalho, na sua primeira parte, aborda o desenvolvimento do conceito de
infinito, a partir de uma visao histérico-critica, mapeando a tradicdo da civilizagao
ocidental desde a Grécia antiga até os dias de hoje. Os relatos escolhidos visam mostrar
a relacdo do desenvolvimento dos conceitos matematicos com o desenvolvimento
humano. Mais especificamente e sob um referencial mais amplo, a pesquisa e as
propostas que surgem nesse trabalho se apdiam em uma concepgao dialética do
desenvolvimento do conhecimento cientifico e do pensamento humano.

Na historia do conceito de infinito encontram-se, na matematica, ja na
antiguidade, os primeiros conflitos tedricos de que se tem registro sobre esse conceito
(Becker, 1965, p. 84). Estes se referem aos problemas propostos por Zendo de Eléa
(séc. V a.C, apud Eves 1997). Esses problemas surgem em forma de paradoxos da
matematica e mostram uma contradicdo na compreensao fisica da idéia matematica
sobre a divisibilidade infinita do espaco.

Para as reflexdes sobre o desenvolvimento da matematica, o referencial tedrico
que se destaca neste trabalho, por admitir uma compreensao dialética da matematica e
especificamente do conceito de infinito, é o trabalho de Bento Caraga (2002) que, em sua
revisdo dos conceitos matematicos, permite uma compreensdo da relacdo do
desenvolvimento dos conceitos matematicos com o desenvolvimento de uma linguagem

matematica, que teve inicio a partir da revolucdo cientifica do século XVII,



acompanhando as necessidades de desenvolvimento cientifico nessa sociedade, até os
dias atuais. Destaca-se, ndao uma mudan¢a dos fundamentos loégicos da matematica,
mas, de uma linguagem que pode ser usada para analisar e explicar fendbmenos.

Na segunda parte desse texto, busca-se efetuar uma abordagem cognitiva sobre
o desenvolvimento dos conceitos matematicos e mais claramente sobre o conceito de
infinito, e, com essa finalidade, o presente trabalho apdia-se nas questbes colocadas por
Vygotsky (1998) quando destaca a relagdo intrinseca entre o desenvolvimento da
linguagem e do pensamento e, complementando este aspecto, estdo as conclusdes de
Leontiev (1978), com seus argumentos sobre a importancia dos signos para o
desenvolvimento do pensamento humano, e a concepg¢ao sobre o desenvolvimento
dialético dos conceitos de Eleanor Rosch (1980), propondo uma concepgao tedrica para
a construgao dos conceitos.

Nesse rol das teorias cognitivas para o desenvolvimento do pensamento
matematico, as mais recentes sao retiradas do trabalho do psicélogo Nufiez(1994) e do
linglista Lakoff (2000), que abrem novas perspectivas para a Educagdo Matematica. A
proposta desses pesquisadores € uma analise as origens das idéias matematicas. Esses
autores acreditam que, através das analises cognitivas feitas as idéias matematicas,
pode-se pensar em uma revirada nas tendéncias filoséficas sobre os fundamentos da
matematica (Lakoff & Nufiez, 2000).

Um trabalho muito amplo € apresentado por eles, a partir de analises cognitivas
da linguagem matematica. Uma das questdes centrais de Lakoff & Nufiez é a conclusao
de que a matematica é constituida a partir de metaforas conceituais. Dessa forma
propdéem que o conceito de infinito, embora seja um conceito peculiar, por nao se ter
experiéncia direta com ele, também tem sua percepcao iniciada em metaforas
conceituais, que seriam os protétipos, denominados por eles, metafora basica do infinito.

O trabalho de Lakoff e NufAez (2000), além de ter a preocupacao em tentar
compreender como se da o desenvolvimento desse conceito, contribui também com
idéias para a elaboragao de propostas possiveis para o desenvolvimento da educacao
matematica e para o desenvolvimento de conceitos matematicos, especialmente, o
conceito de infinito.

Dessa forma, fica claro inclusive pelos trabalhos de Lakoff & Nufiez, que a
linguagem matematica descreve o infinito com suas representagdes simbdlicas, a partir
das idéias mais simples, os numeros, até outras mais rebuscadas como as que definem
o infinitamente pequeno, na literatura matematica atual, sinénimo de infinitésimo. Essas
formas de representacdo do infinito matematico constituem as metaforas basicas do
infinito. Lakoff concorda entdo, que as metaforas do infinito estdo representadas em

praticamente todo o pensamento matematico atual. Essas metaforas também estao



presentes nas formas com que a linguagem matematica mais recente interpreta,
descreve e propoe idéias de somas infinitas ao velho paradoxo de Zen3ao.

Em uma terceira parte do trabalho ha uma exposicdo dos conteudos dos
curriculos, desde o ensino fundamental, que contém formas implicitas de paradoxos do
infinito. Nesse destaque aos conteudos e suas velhas formas de abordagem, evidencia-
se a sonegacgao de informagbes aos alunos, na construgdo do conceito de infinito, que
podem acarretar velhas compreensdes equivocadas. Nessa passagem explicita-se a
diferenca que ha entre a linguagem matematica que tratou o paradoxo de Zendo na
antiguidade e a linguagem matematica que trata esse paradoxo nos dias de hoje.

As analises da pesquisa efetuada encontram-se na quarta parte do texto e séo
baseadas em dialogos com trés grupos em diferentes niveis de formagdo académica:
alunos da oitava série do ensino fundamental, professores de matematica do ensino
fundamental e, matematicos pds-graduados, professores de licenciatura e bacharelado
em matematica. Nos didlogos sdo colocadas questdes sobre o conceito de infinito,
destacando-se a posi¢cado de cada sujeito de pesquisa acerca do paradoxo de Zendo.
Nesse processo tentou-se identificar quais os elementos conceituais que compdem o
discurso desses sujeitos, possiveis de serem detectados através das metaforas usadas.

As metéaforas conceituais se apresentaram descrevendo processos, ou seja, uma
percepcao de movimento, que € um dos principios do pensamento dialético. O outro
principio da dialética, a relacdo entre todas as coisas, também esta presente em toda
analise, e aparece na relagdo entre uma linguagem matematica desenvolvida
historicamente, e as formas de descrever o conceito de infinito na atualidade.

A anadlise é dialética, visando estabelecer uma compreensdo do processo
cognitivo dos sujeitos da pesquisa, através de dialogos, utilizando-se de argumentos
histéricos como o paradoxo de Zendo e o0s contra-argumentos baseados nos
conhecimentos atuais. A principal categoria encontrada na analise é a categoria dialética
realidade-possibilidade (Chepttulin, 1982), procurando no préprio desenvolvimento da
matematica e das ciéncias, a justificativa para analisar o que acontece, e sugerir o que
poderia acontecer, diante das possibilidades da linguagem matematica moderna.

No final, surge uma proposta de intervencao diante das questbes observadas
que se apodia na importancia da linguagem matematica para a descri¢ao do infinitamente
grande e do infinitamente pequeno, com base nas teorias cognitivas e no
desenvolvimento da linguagem matematica. Mais uma vez confirma-se o imprescindivel
papel da educagdo escolar para que os individuos atinjam estagios cognitivos mais

avancados e assim possam alcangar autonomia intelectual.



1 - Hist6ria do conceito de infinito.

A histéria do conceito de infinito € uma histéria da evolugao do pensamento
cientifico. O conceito de infinito sempre pairou nas ciéncias, como ponto de
contradicdes como no passado na filosofia, na fisica e na matematica, ou,
principalmente como na linguagem matematica atual, em que a nogado de infinito
parece onipresente, traduzida em representagdes que determinam formas de se pensar
no infinito.

Observa-se uma dinamica entre teoria e pratica, na evolugdo do
conhecimento que tem contribuido para o desenvolvimento do pensamento
matematico, desde a antiguidade. Na historia da matematica encontra-se uma relacao
do desenvolvimento da matematica com as necessidades das sociedades humanas.
Na matematica pré-helénica detecta-se a presenga do aspecto empirico e a marca do
utilitarismo, ou seja, a matematica € uma ciéncia ligada ao fazer humano. Os sistemas
de numeragdes iniciais tinham origem na contagem simples e direta de objetos. “A
numeragéo escrita nasceu, nas epocas mais primitivas, do desejo de manter registro
de gado ou outros bens... é pelo menos tao antiga quanto a escrita, e talvez anterior”
(Milies & Coelho, 2001, p. 54) Nao houve, durante muitos séculos, necessidade de uma

idéia de numeros muito grandes, ou muito pequenos.

Os registros de sistemas de escrita numérica mais antigos que se conhecem
sao os dos egipcios e os dos sumérios na Mesopotamia, datando aproximadamente do
ano 3.500 a.C. Nessa época usavam-se desenhos para representar quantidades, como
por exemplo, um lago para representar o numero 100 e uma flor de Iétus para
representagdo do numero 1000. Nao havia necessidade de representagdo de grandes

ndmeros.

Um novo estagio na histéria da numeracéo corresponde aos sistemas hebraico
e grego. Ambos os povos atribuiam valores numéricos as letras. Porém, em esséncia,
baseava-se nos mesmos principios que a numeracgao egipcia ou suméria. O sistema de
registro numeérico evolui a medida que as sociedades tornam-se mais complexas

implicando necessidades como controle da produgao agricola e o comércio.

A idéia dos inteiros positivos e de uma relacdo entre eles surge na Grécia
antiga, com Pitagoras (séc VI a.C.) e com a irmandade pitagdrica, escola que surge a
partir de Pitagoras e que pregava que na natureza tudo era numero. Inaugura-se o
inicio de uma época dedicada a estudos e desenvolvimentos matematicos, mais
particularmente, estudos geométricos. Esse gebmetra também era um grande viajante,

e teria observado em suas viagens, por exemplo, no Egito, um tridngulo retangulo de



lados trés, quatro e cinco unidades, sendo utilizado na construcdo civil, para a

determinagéo do angulo reto, o que gerou a formulacédo do teorema de Pitagoras.

A observacao leva a muitas descobertas nessa irmandade. Mas ha também
um codigo de sigilo. Conta-se que um certo membro da escola que nao teria guardado
segredo sobre a concepcgdo de dodecaedro regular’ teria amanhecido enforcado
(Singh, 1999). Nessa Escola ha um grande desenvolvimento no estudo das relagbes
aritméticas existentes nos poligonos e nos poliedros, e surge a generalizagdo da
relagdo entre os lados de um tridngulo retangulo - o teorema de Pitagoras. Porém, o
que se tornaria uma grande descoberta conduziu a outras ndo esperadas, a percepgao
de entidades estranhas para aquela época, a existéncia de quantidades geradas pela
relagao pitagorica aplicada a lados de tridngulos retangulos isdsceles explicita nimeros
que tém infinitas casas decimais sem repeticdes periddicas o que, séculos mais tarde,

seriam denominados de numeros irracionais.

Naquela época essas quantidades ndo eram reconhecidas como numeros ou
como coisa alguma. Esse problema gera uma crise na irmandade e sua conseqiente
extingédo, depois de quase dois séculos de desenvolvimentos matematicos. Estes fatos
redirecionam os focos no desenvolvimento da matematica, tendo como maior
consequéncia, a separacao dos estudos de geometria e da aritmética.

Arquimedes (287-212 a.C.), matematico e fisico grego, que fora educado no
Egito e escreveu sobre os fundamentos da geometria, aritmética e mecanica, tinha
como grande problema na época a inexisténcia da notagdo para representagdo dos
grandes numeros. A representacido usada na Grécia de sua época era constituida das
letras do alfabeto e s6 era possivel distinguir os nimeros até a miriade de miriade, em
que a miriade era representada pela letra M, que em notagdo atual representava a
quantidade igual a 10.000. E a miriade de miriade representava o produto 10.000 x
10.000 ou 100.000.000. Essa limitagdo representava um empecilho para o
desenvolvimento da ciéncia. Apolénio de Perga, contemporaneo de Arquimedes,
astrénomo que teve importante contribuigdo no estudo do movimento dos planetas,

propds um sistema que mais tarde foi adotado por muitos astrébnomos.

Porém, em um texto escrito por Arquimedes, entrara em foco o sistema
proposto pelo proprio Arquimedes. O interesse de Arquimedes na representacdo dos
grandes numeros origina-se de problemas propostos na corte do rei de Siracusa, a
respeito da quantidade dos graos de areia de uma praia. No sistema de numeracao de

Arquimedes consideram-se as letras gregas para a representacdo escrita, e utiliza-se

! Sélido também classificado como Poliedro regular formado por doze pentdgonos regulares, que é o
prototipo da bola de couro utilizada em muitos esportes da atualidade.



uma progressdo geométrica de razao igual a dez, denominada de progressao décupla,
em que cada numero é expresso em uma unidade que correspondera a um numero
expresso em miriades. Esse sistema estava separado em séries e o ultimo numero, da
primeira série a menor, era da ordem de 108, elevado a 108, ou efetuando a poténcia,

100.000.000'%°0099% ' Essas séries podiam ser entendidas como ilimitadas.

Arquimedes vai além e coloca algumas questdes instigantes para aquela
eépoca e, em um trabalho chamado Arenario, ele declara que n&o s6 existem numeros
que expressam a quantidade de areia que ha nas praias, como existem numeros de
ordem de magnitude dos graos de areia do mundo. O mundo concebido na época de
Arquimedes era o platénico, que admitia um sistema geocéntrico, finito. A idéia era a da
existéncia de uma esfera cujo centro seria coincidente com o centro da Terra e cujo
raio seria igual a distancia Terra-Sol.

Nesse contexto, as discussbdes sobre o infinito ndo eram bem aceitas porque
traduziam oposi¢ao as idéias de permanéncia dos seres e do mundo concebido até

entdo, a idéia que predominava era o mundo das esferas finitas de Platao.

Em oposicdo a idéia dominante do sistema geocéntrico, havia o mundo de
Aristarco de Samos, primeiro cientista que afirmou que a terra girava ao redor do sol,
quase dois mil anos antes de Nicolau Copérnico (1473-1543). Um sistema com centro
no Sol e com raio igual a distédncia Sol-Estrelas. Esse sistema carregava entre outras,
uma semente das discussdes sobre o finito, e principalmente, tirava o planeta Terra de
sua importancia e soberania associada a importancia e soberania dos reis da época,
colocados como representantes dos deuses no planeta, que era o centro do mundo.

Esses paradigmas, idéias consideradas bases para o desenvolvimento cientifico
daquele momento, levaram ao ostracismo muitos conceitos cientificos, principalmente
aqueles relacionados a fisica e a matematica. O conceito de infinito, inserido no
pensamento da ciéncia moderna e considerado conceito fundamental da matematica
(Caraga, 2002), foi perseguido e excluido do pensamento cientifico dominante, por

muito tempo.

Mesmo antes da extingdo da irmandade pitagérica, a perspectiva das divisdes
sucessivas sobre um segmento, proposta por esta escola, gerou oposi¢cao manifestada
principalmente por discipulos da escola de Parménides. Este, primeiramente ligado
aquela escola, logo se separou dela fazendo exame critico de todas as nocdes e
concepgoes que até ali tinham sido emitidas.

Uma das primeiras idéias que mostra uma contradicdo na possibilidade das
subdivisdes infinitas em um segmento deveu-se a Zendo de Eléia (meados do séc V

a.C.). Discipulo de Parménides, Zendo propde um problema que ficaria conhecido



como o paradoxo de Zenao e teria sido em primeira versdo formulado mais ou menos
assim: “Suponha que o veloz guerreiro Aquiles deve disputar uma corrida com uma
tartaruga. Sendo de longe a mais lenta dos dois, a tartaruga é autorizada a comecgar
num ponto, certa distdncia a frente. Mas, nesse caso, diz Zenao, Aquiles jamais
conseguira alcancar seu adversario. Para isso, ele precisa primeiro chegar ao ponto de
onde a tartaruga partiu. A essa altura, a tartaruga tera avancado até algum outro
ponto”. E obvio, afirma Zendo, que a série é interminavel. Havera sempre alguma
distancia, por menor que seja, entre os dois competidores.

Sabe-se que Aquiles iria alcancar a tartaruga com muita facilidade, mas
assinalar isso nao invalida o raciocinio de Zenao. O que ele esta dizendo é que Aquiles
deve efetuar uma série infinita de atos, algo que nao pode ser feito num periodo de
tempo finito.

Infelizmente, os escritos do préprio Zenao desapareceram e a Unica versao que
se tem de seus paradoxos € a de Aristételes, que os formulou no intuito de refuta-los.
Aristoteles diz que Zendo propbs o paradoxo de Aquiles e a Tartaruga e um outro
chamado “a dicotomia” no intuito de mostrar que o movimento era impossivel. Alguns
fildsofos concordam que Zenao estava rebatendo a idéia de que o espaco e o tempo
eram infinitamente divisiveis. O objetivo, ao descrever uma situacdo absurda em que
Aquiles tem de transpor uma série de distancias que ficam progressivamente mais
curtas, era mostrar que o espacgo nao podia ser dividido dessa maneira. Esse ponto de
vista € 0 mais aceitavel em relacdo ao que se conhecia sobre as idéias de Zenao.

Aristoteles atribui a Zendo a invencao da dialética, técnica freqliientemente
usada nos dialogos platonicos. Nesses escritos, vé-se muitas vezes Soécrates pedir a
uma outra pessoa que emita uma opinido. Em seguida ele demonstra que essa idéia
leva a uma contradicdo ou a uma conclusdo absurda. Aparentemente Zen&o estava
usando a técnica da dialética em “Aquiles e a Tartaruga” porque todos sabiam que
Aquiles logo alcancaria o lerdo animal. Consequientemente, tinha de haver algo errado
com os pressupostos iniciais. (Morris, Pag.25)

Naquela época nao se concebia uma teoria matematica que ndo fosse
fisicamente compreensivel, pois a matematica e a fisica eram disciplinas que
caminhavam juntas e emprestavam os conceitos uma para a outra. Na verdade, nao
havia uma distingdo explicitada entre elas.

A concepcédo de ciéncia continuou baseada em Platdo e Aristételes durante a

maior parte da histéria dos Uultimos vinte e cinco séculos tendo em vista o

% £ uma outra versdo para o mesmo paradoxo, que determina que antes de se cobrir o espago entre dois
pontos ter-se & que cobrir a metade desse espaco, e antes a metade da metade e assim sucessivamente,
criando-se a idéia de que ndo seria possivel sair do ponto, ou seja, que ndo seria possivel o movimento.



desenvolvimento histérico e cultural da atual civilizagao ocidental. A Matematica Grega,
a partir de Euclides de Alexandria (365 a.C.-275 a.C.) que propde em Os Elementos a
questdo da demonstrabilidade como critério basico, foi assumindo preocupacdes
estilisticas, voltando-se para a beleza do raciocinio e a exatidao da forma e
desvinculando-se parcialmente da raiz empirica. A matematica entdo, pretendia ter
existéncia independente da realidade sensorial, isto €, como ato de pura abstracéo,

remotamente reflexiva em relagao a realidade.

“Tao grande foi a impressdo causada pelo aspecto formal dos Elementos
de Euclides nas geragbes seguintes que a obra se tornou um paradigma de
demonstragdo matematica rigorosa(...) o método postulacional inspirado em
Euclides penetrou quase todos os campos da matematica...” (Eves, 1997,
p.179)

Com Euclides ocorre um salto qualitativo para a Geometria, registrando e
desenvolvendo conhecimentos geométricos anteriores. O conceito de infinito implicito
na concepg¢ao de numeros, motivo da separacao da Geometria e da Aritmética, e que
gerou no seio do pensamento geométrico a exclusdo de tudo que lembrasse o
movimento, ficou adormecido. Renunciando a abordar um estudo quantitativo do infinito
passou-se a elimina-lo sistematicamente dos raciocinios matematicos (Caraga, 2002,
p.177)

Entretanto, com o desenvolvimento, principalmente do comércio nas
sociedades, a necessidade dos numeros ndo fica s6 nas representagdes, mas,

principalmente nas operagdes.

Do século IV ao século XV d.C. a matematica ficou predominantemente ligada
ao mundo islamico, destacando-se a importancia de Al-Khowarizmi e de sua obra
apontada como difusora do sistema de numeracgao hindu e, responsavel por um texto
sobre Ciéncia das Equacgbes. O desenvolvimento matematico continua baseado nas
relagdes sociais, principalmente nas relagdes propostas pelo comércio de mercadorias
desses povos.

A numeracéo posicional de base 10, que se adota até hoje, teve sua origem na
india, aproximadamente no fim do séc.V d.C. mas, s6 foi divulgada na Europa em torno

do ano 825 d.C. pelo matematico arabe Al-Khawarizmi.

No século XV, com o Renascimento Italiano inicia-se a superacdo dos métodos
cientificos até entdo vigentes. O despertar cientifico italiano comegava com a estética

do artista que voltava a contemplar a natureza sob a forma como esta se apresenta.



Considerados os pos-platbnicos do Renascimento, empiristas fisicos e
matematicos desenvolvem novos paradigmas para a ciéncia moderna (Abrantes,1998),
cientistas como Copérnico (1473-1543), Kepler (1571-1630), Galileu (1564-1643),
Leibniz (1646-1716), Newton (1642-1727), entre outros, desenvolvem o calculo
diferencial, base para o pensamento cientifico predominante utilizado até os dias de

hoje; é a revolugao cientifica em sua primeira fase.

Entretanto, também nesse contexto explicita-se uma separagdo entre as
ciéncias fisicas e matematicas, com o argumento de que modelos matematicos para
existirem nao precisam ter um modelo fisico que o acompanhem, é a supremacia da
formalizagdo matematica, da axiomatizacdo submetida as normas da légica dedutiva. A
partir desse periodo ocorre um desenvolvimento tanto na matematica aplicada quanto
na matematica pura e até os dias atuais propde-se uma aparente dicotomia, uma
tentativa de diferenciacdo entre o que seria matematica pura e matematica aplicada.
Embora ndo exista significado epistemoldgico nessa dicotomia, ha uma insisténcia de

alguns em considerar a matematica dessa forma.

Na histéria da matematica percebe-se que o pensamento matematico é
desenvolvido em constantes interagdes de teoremas e praticas e de praticas e
teoremas, como exemplo, tem-se o ja citado processo de utilizacdo do teorema de
Pitagoras, pelos egipcios, para obter um &ngulo reto, muito antes do teorema de
Pitagoras ter sido generalizado e demonstrado. E por outro lado, tem-se o conhecido
problema das agulhas de Buffom, que gerou uma equagao que parecia sem significado
para a época e depois se revelou uma idéia muito importante que tornou possivel a
utilizacdo comercial dos aparelhos de tomografia computadorizada com notaveis

aplicacdes na medicina®.

As razdes basicas do progresso da ciéncia no Renascimento também se
devem a causas sociais, econdmicas e politicas e a nova concepgao de universo
fundamentada nas observacgdes de Kepler, Galileu sobre heliocentrismo, matematizada
por Newton, origina e fundamenta os ideais da época, gerando uma nova concepgao

de mundo.

..."nova atitude dos homens em relacdo com a idéia de infinito; os grandes
criadores da Europa pdés-medieval séo infinitistas; o subito alargamento do
mundo, tanto do ponto de vista geografico, por efeito das viagens maritimas,

como do ponto de vista astronébmico, por virtude da obra magistral de

3 Vide apéndice 1.



Copérnico, Kepler, e de Galileu, entra decerto por muito no engrossamento

dessa corrente infinitista’(Caraga, 2000, p.p. 280-281).

Nesse novo palco de discussdes criam-se as possibilidades para dar evasao as
idéias vindas de muitos séculos, sobre os conceitos de infinito e infinitésimo, debatidas
e criticadas, finalmente emergem reconhecidas pela comunidade cientifica especifica
associada a aplicagcéo nas novas formas de desenvolvimento da sociedade.

Observa-se nas necessidades da sociedade o impulso para desenvolvimentos
matematicos que, a procura do quantitativo e dos melhores métodos de calculo, faz
com que no principio do séc.XVIl surja uma invengao, associada as necessidades da
navegacao: a idéia dos logaritmos, onde as séries numéricas infinitas surgem como
instrumento basico para o seu calculo.

Sao momentos de muitos desenvolvimentos cientificos. HA um impulso na
necessidade de se descrever os fenbmenos com a linguagem das ciéncias. Surgem
novos conceitos a cada tentativa de se compreender as relagbes implicitas nos

fendbmenos observaveis.

As observacbes de Galileu a respeito do problema do movimento abriram
muitas portas para o conhecimento. Quando um enigma cientifico é resolvido, surgem
muitas vezes questées novas, mais profundas. Depois que conseguiu encontrar uma
descricao correta para o comportamento dos corpos em queda, Galileu se viu em face
de um novo problema: ao definir velocidades médias, como, por exemplo,
considerando um objeto que cai 5 metros em um segundo, sua velocidade média é de
cinco metros por segundo ou 5m/1s, ele percebe que o objeto também tem uma

velocidade instantanea, definida em cada momento da queda.

Observando um objeto em queda, apdés um décimo de segundo estara se
movendo com alguma velocidade especifica. Apds quatro décimos de segundo, estara
se movendo com outra velocidade. Mas nao estava 6bvio para Galileu como a
velocidade instantanea deveria ser definida. Necessitava-se conceber um conceito que
definisse a velocidade instantdnea de um modvel, uma linguagem que o descrevesse,
isto € um conceito inspirado na observacao do fendbmeno.

Esse novo conceito ndo poderia ser um numero, mas haveria de poder
representar qualquer nimero de um conjunto de numeros conveniente — o novo
conceito que servira de instrumento matematico sera, portanto, uma variavel.

Uma variavel se caracterizava, entdo, como um ente matematico sobre o qual
tem-se a liberdade de escolher arbitrariamente a partir de todo um conjunto de entes,

ou seja, esse ente, a variavel, é idealizado dentro de um campo de variagdo. Esse



campo de variagdo também é conhecido como dominio. Essa variavel é representada
normalmente por qualquer letra do alfabeto, por exemplo, a letra v. O dominio de
variabilidade de uma variavel pode ser prolongado até o infinito, assim o dominio pode
ser o conjunto de todos os numeros Naturais, Reais etc.

E possivel que a cada valor de uma variavel v esteja associado um valor bem
definido de uma outra variavel, por exemplo u . Entdo u é chamado de funcao de v.

O primeiro a utilizar a palavra “fungao” foi Leibniz (Courant, 2000) e para os
matematicos do século XVIII, a idéia de uma relacao funcional estava mais ou menos
identificada com a existéncia de uma férmula matematica simples que expressasse a
natureza da relacdo. E importante ressaltar que uma fungdo matematica é uma lei que
rege a interdependéncia entre quantidades que variam.

Esse novo instrumento matematico sera aplicado ao estudo do que se passa
num ponto em interdependéncia com pontos arbitrariamente proximos, entdo a variavel
deve ter, matematicamente, uma compreensdo numérica.

O conceito de fungao é da maior importancia, ndo apenas na matematica, mas
também em aplicacbes praticas. Leis fisicas nada mais sdo do que proposi¢cdes
relativas a maneira como certas quantidades dependem de outras quando se permite
que algumas destas variem. Por exemplo, o tom da nota emitida por uma corda
distendida de um instrumento musical depende do comprimento, peso e tensdo da

corda; a pressao atmosférica depende da altitude, etc.

Nesse periodo fundamenta-se uma nova concepcao de procedimento empirico
que, sem desprezar as conquistas do conhecimento cientifico, anterior a
“fundamentacao na demonstrabilidade” e, portanto o carater dedutivo, enfatiza a
observagao e a experimentagdo, acrescentando a essas o conhecimento matematico,
que tenta explicar e justificar o fendmeno observado.

Para entender o problema que Galileu colocou, considere-se o experimento:
uma bola caindo de cima de um edificio. Pretende-se determinar exatamente em que
velocidade ela esta caindo depois de transcorrido exatamente um segundo. Assim,
fotografando a bola em um instante e novamente um décimo de segundo depois, as
fotografias mostram a extensdo da queda durante esse periodo de tempo que, com as
devidas operagdes, dividindo a extensdo em metros pelo tempo transcorrido da
somente a velocidade média. Mesmo fotografando a bola entre instantes separados por
um bilionésimo de segundo, se fosse possivel, o resultado com os procedimentos
citados seriam sempre a velocidade média, e ndo seria precisamente igual a

velocidade instantanea da bola.



Um objeto em queda tem de ter uma velocidade definida em todos os pontos
de sua queda. Velocidades médias podem ser especificadas para periodos de tempo
cada vez menores. Mas para saber o que estd acontecendo em algum instante em

particular, o método falha. Esse raciocinio conduz a uma possibilidade, ou seja, uma
- . 0 . .
bola caira zero metro em zero segundo. Mas o numero 6 nao tem qualquer sentido,

fisico ou matematico. Tem-se uma situagdo que lembra o paradoxo de Zenao, a
dicotomia, quando se afirmava que o movimento era impossivel porque em qualquer

instante dado uma particula estaria imével.

O objetivo nessa nova visdo de ciéncia é a formagédo de um quadro ordenado
e explicativo dos fendmenos naturais, fendbmenos do mundo fisico e do seres humanos,
individual e social. Nesse contexto as caracteristicas fundamentais da realidade sao a
interdependéncia, concepcdo em que tudo se relaciona, e a fluéncia, nocdo de que o

mundo esta em permanente evolucao.

Desponta uma nova concepc¢ao a respeito do problema do movimento. Nesta
nova atitude, imagina-se que, quando se quer fixar a posicdo de um mobvel, em
determinado instante num ponto da trajetéria, ja ele ali ndo se encontra — entre dois
instantes, por mais aproximados que sejam um do outro, o modvel percorreu um
segmento, com uma infinidade de pontos; a cada instante o mével esta e ndo esta em

determinado ponto.

O que esta implicito € novamente o conceito de infinitamente pequeno. A
motivacao esta na tentativa de descrever o movimento através da velocidade em um
determinado instante. E a linguagem das funcbes que visa juntar o geométrico e o
analitico se revela um importante exemplo de como representar a ligacdo entre a
qualidade e a quantidade.

Entdo o conceito de funcdo € a linguagem que melhor definira o infinitamente
pequeno, utilizando-se dessa idéia de variagdo. O rigor matematico a respeito dessa
linguagem durou séculos para se desenvolver, mas essa forma de compreender o
infinitésimo associado ao deslocamento € uma linguagem classificada como a mais
definitiva no pensamento matematico atual, utilizada em todas as ciéncias.

Recordando-se os desenvolvimentos que deram origem a solugdo encontrada,
chega-se aos argumentos de Zenao de Eléa ( Caraca, 2000, p.202) tradicionalmente
designados por argumentos contra o movimento, mas que melhor sera designa-los por
argumentos contra a compreensao do movimento. Qualquer que tenha sido o objetivo
efetivo e inicial de Zendo, pois nao se possui mais que o breve testemunho de

Aristoteles que é de quase dois séculos posteriores, sua argumentacao ficou na histéria



da ciéncia com um valor inestimavel, e mostra que o movimento ndo pode ser
compreendido como uma sucessao de estados particulares; considera-lo assim
equivale a abordar o seu estudo por um método estatico.

Analisar o movimento em cada instante é pensar em acréscimos infinitamente
pequenos. Dessa forma descreve-se uma quantidade infinitesimal ou infinitamente
pequena, através da nogao de acréscimo infinitesimal atribuido a uma variavel muito

1
importante, o infinitésimo X = —.
n

. 1 - . s )
A variavel —vem de uma relagdo com o conceito de infinito dos numeros
n
Naturais, pois, dado uma variavel inteira n, cujo dominio € a quantidade infinita de
numeros naturais representados por 1, 2, 3, 4, ..., entdo, € possivel pensar nessa outra
y 1 1111 , . ,
variavel X= X = — representada por I,E,E,Z... Pois se é possivel pensar sempre em
n

um nuamero maior que n, pelo menos por acréscimo da unidade, ou seja, n+1, sera

. : 1 . .
possivel pensar sempre em um nimero menor que —, ou seja, o0 quociente 1
n n+

, que
podera ser muito préximo de zero, sem nunca poder ser igual a zero.
Entdo surge na linguagem matematica uma relagdo muito particular, que afirma,
1. . . . 1
com outras palavras, que fazer —ir para zero equivale a dizer que n, do quociente —
n n
esta indo para o infinito.
O que esta descrito acima € uma nova definigdo, a definicdo de infinitésimo:
vale a pena destacar a esséncia desse conceito dizendo que para 7/n ser infinitésimo é

L . 1 . e
necessario que haja valores de — na vizinhanga de zero, mas essa condi¢cdo néo é
n

suficiente, pois — sé sera infinitésimo quando se consideram sucessivamente valores
n

seus tdo proximos de zero quanto se queira. Assumindo-se os valores de n, cada vez

z

. . , 1 -
maiores esta se dizendo que — esta ficando cada vez menor ou tendendo para zero. E

n
, - ~ 1 <
interessante ressaltar que pode existir um outro caso, em que uma funcdo —, se n nao
n
P S - R S ,
tende para o infinito, —nao tende para zero, entéo, neste caso especifico, — ndo seria
n n

infinitésimo.



Uma vizinhanga ndo é um segmento, mas sim uma variavel, cujo dominio é
constituido por uma infinidade de segmentos onde ha sempre segmentos de amplitude
inferior a qualquer numero positivo.

“ 0 conceito geométrico de vizinhanca corresponde portanto ao
conceito analitico de infinitésimo e, por meio deste, podemos estudar o que se
passa na vizinhanca de pontos, isto é, ver como joga, no fenébmeno a estudar,
a interdependéncia dum ponto com o0s seus vizinhos; entdo ndo se pode
esquecer que um infinitésimo ndo é um numero, é uma variavel (Caraga,
2000, p.207).

A variavel 1/n foi designada por infinitésimo principal, quando n tende para
infinito, porém se existir uma outra fungado de n que tenha o mesmo comportamento do
1
27'

Essa ultima fungao citada € muito importante nessa apresentagcao porque se trata da

infinitésimo principal, esta também é um infinitésimo, como por exemplo, f(n)z

representacdo matematica que permitira uma analise do movimento que acontece no
paradoxo de Zené&o utilizando-se dessa nova linguagem.
Essas fungbes infinitesimais que transformam um ndmero natural em um

numero Real sdo analisadas como sucessdes que podem ser enumeradas. Tendo-se,

1 ) , 1
por exemplo, f(n)z o ao numero Natural 1, quer dizer para n=1, tem-se f(n): 5
que corresponde ao primeiro termo desta sucessao designado por q,, para n=2, tem-se

1 , ~ . ~
f(n)=z que representara o segundo termo dessa sucessdo, ou seja, a,. E serdo

e . ~ o 1
gerados infinitos termos a partir desta relagao entre as variaveisne —.
n

Ao conjunto dos valores da fungéo a,,a,,as,...,a,,... da-se o0 nome de sucessdo

numeravel, em que a, € chamado o termo geral da sucessdo, e corresponde

riro1
e

Da-se, entdo, o nome de infinitésimo a toda a variavel representativa de um

. 1
sucessivamente aos termos, 5 s

conjunto de pontos pertencentes a vizinhangca da origem, quando nessa variavel

considerarmos sucessivamente valores que possam tornar-se cada vez menores.



Usa-se com freqiéncia para exprimir que uma sucesséo numeravel a, = f(n) e
infinitésima, a afirmagéo de que a fungdo a, = f(n) € vizinha de zero quando n é
vizinho de infinito.

Depois da criacdo desse conceito de infinitésimo que, tenta responder a
caracteristica do fenbmeno do movimento, fica explicitado que, o que passa em um
ponto s6 pode ser compreendido em interdependéncia com o que se passa em pontos
vizinhos. Baseado diretamente nesse conceito, estabelece-se agora o conceito de
limite. Diz-se que a, tem por limite L se a, é vizinho de L quando n é vizinho de infinito.
No caso da sucessdo numeravel ser infinitésimo, o limite é zero.

Esta nova via aberta pelo conceito de limite permite analisar dificuldades
antigas, recordando-se a argumentacédo de Zen&o de Eléa a respeito da compreenséao
do movimento, exposta anteriormente. Que faz Zen&o, no seu argumento Aquiles e a
Tartaruga, senao construir duas sucessdes de posicdes sucessivas de A4 e T (figura 1)

e contemplando-as em atitude estatica, nota que a distancia 4,7, nunca é nula, entéo,

fica incompreensivel compreender como Aquiles pode alcangar a Tartaruga.



figura 1

I 2 Km

O matematico moderno de posse da operagdo de passagem ao limite, no
estudo do deslocamento — sabe que o fendmeno sé pode ser compreendido em

interdependéncia com os estados vizinhos. Determinando, portanto, o resultado dessa
interdependéncia: chamando-se d a distancia entre 47, que representa o avango

inicial de 7 sobre A, as distancias dos dois modveis nessas sucessdes sao

n

d d d d - ~ . .
d’E’Z’g’ ...—... € como limite dessa sucessao numeravel tem-se que o limite de

d . P ~ fe ~
2—n com n indo para o infinito é zero. Entdo o pensamento estatico, de uma concepgao

dominada pela imobilidade, sobre o problema, nao fora capaz de integrar o movimento
em seu modelo de mundo.

O pensamento matematico moderno, adotando uma relagdo dinamica com
relagdo ao conceito de infinito, torna-o elemento de construgao, obtém o resultado que
a experiéncia confirma e constréi o instrumento matematico que permite integrar o
movimento no mundo da continuidade. (Caraca, 2000, p.236).

O método das primeiras e ultimas razbées, como Newton chamou o método dos
limites, nasceu, também, em um ambiente de controvérsia a respeito de um método
anterior, o método dos indivisiveis. Essa tempestade durou todo o século XVIII até
quase o final do século XIX.

A operagdo de passagem ao limite permite interpretar matematicamente o
encontro dos dois méveis postos no argumento de Zendo. Mas para obter o ponto em
que o encontro se realizaria, tem se desenvolvido o estudo das séries infinitas, esse
instrumento matematico que abre as portas para um estudo mais detalhado do infinito
em matematica e se caracteriza por ser uma soma de espécie nova. Pode-se citar
como um de seus mais relevantes aspectos, o fato de ndo ser uma estrutura que acata

as propriedades associativas e comutativas, como nas entidades finitas.



Uma fungéo pode ser analisada matematicamente em seus infinitos valores e

sera caracterizada pelo fato de ter uma soma ou ndo em seu limite no infinito.

Chama-se série a entidade analitica, a, +a, +a; +...+a, +..., em que figura

uma infinidade de termos ligados pelo sinal de adigdo “+”; ao termo a, chama-se

termo geral da série. A analise da soma de espécie nova é feita sobre o conceito de
convergéncia, que em sua completude foge ao objetivo do presente trabalho.

Mas, considerando-se uma sucessdo numeravel, chamada sucessé&o definidora
da série, se a sucesséo tiver um limite finito, a série diz-se convergente. Em outras
palavras, a soma converge para um limite.

Voltando ao exemplo de Aquiles quando ocupa a posicdo A, a soma dos

espagos € S =1+l+i2+1( +2L ou seja, por se tratar da soma dos termos de uma

progressao geométrica de razéo 2,

1—yn,
S, =1_%1=2(1—%n1)=2—%n1 =2

Entdo a soma dos espacos andados por A até o ponto de encontro com T obter-

se-a agora pela operagao de passagem ao limite a partir de S,, e ter-se-a:

S=1limS, =lim2- 12,,_2 =2-0

n—© n—©

Esse resultado é possivel utilizando-se a definigdo do infinitésimo % que

tende para zero, quando n tende para o infinito. Assim os dois méveis se encontrariam
na distancia 2, a partir do ponto de onde partiu A. Resultado que a experiéncia

confirma.

E importante também, considerar a entidade analitica: 1+%+%+K +2i, que ao

exercer a passagem ao limite, como indicada anteriormente, tem-se a nogdo de que
essa entidade se trata de uma soma, por uma recorréncia a linguagem, pois, € uma
soma, porém, uma soma de uma infinidade de parcelas, estabelece-se aqui, um outro

tipo de igualdade, uma igualdade no infinito.

“A importancia desse método é tal que todas as vezes que, no estudo de um

fenébmeno de qualquer natureza — fisico, biolégico, econbmico, geométrico,- para a



determinagdo quantitativa dum seu estado nos aparegca como indispensavel o
considerar a interdependéncia  desse estado com o0s estados vizinhos, essa
determinacgdo far-se—a por meio de um limite — limite que é a resultante da infinidade de

possibilidades dos estados vizinhos.”(Caraga ,2002, p.251)

Essa forma de analisar o movimento conduziu ao conceito de derivada,
inaugurando uma nova fase na descricao dos fenbmenos de maneira geral, e em
particular da velocidade instantanea pretendida por Galileu* . Esse novo conceito que
traz na esséncia o conceito de infinitésimo é a base fundamental para analise de
fungdes, e por consequéncia para todo calculo diferencial e integral.

Diante dessa nova linguagem matematica, muitos antigos e novos problemas
sdo superados. Porém, a nova teoria do célculo também gera novos problemas® para a
matematica, apontando para essa visdo dinamica implicita ao desenvolvimento da
matematica e de toda ciéncia, construindo solugdes assim como também, novos
desafios.

A evolugao conceitual no ocidente proporcionou, durante o século XIX, um
grande salto no desenvolvimento cientifico, como por exemplo, o aperfeicoamento no
campo da filosofia, e do pensamento dialético: a dialética idealista, desenvolvida por
Hegel, e a dialética materialista desenvolvida por Marx.

Marx estava sintonizado com todo o debate cientifico do periodo e, também,
com toda a luta da sociedade. Buscou generalizar as categorias e leis do método
dialético para que pudesse ser aplicado tanto as ciéncias da natureza, quanto as
ciéncias humanas e sociais.

Marx e Engels resgatam a formagao da categoria movimento da filosofia grega
pré-socratica. O desenvolvimento da teoria do movimento e correlagao de Aristoteles; o
materialismo mecanicista dos séculos XVII e XVIIl, como em Descartes. Também
resgata a categoria de Kant e Hegel, este ultimo que aprofundou o estudo das leis do
movimento na perspectiva idealista.

A perspectiva marxista coloca o movimento como um atributo da matéria, sua
propriedade fundamental, e concebe que “a matéria sem o movimento é tdo
inconcebivel quanto o movimento sem matéria” (Engels,p.92 in Cheptulin, 1982, p.163)

Entre outros principios fundamentais, a relagdo é central no método dialético,
(Hegel, 1843, p.267, in Cheptulin, 1982, p.179). O materialismo dialético reafirma essa
concepgao, e deduz a correlagédo da realidade objetiva, ou seja, a relacdo é uma forma

universal do ser, prépria a todos os fendmenos da natureza (Cheptulin, p.180)

* Vide apéndice 2.
> Eves,H. 1997. “os paradoxos do calculo”p.643.



retornando a tradicdo de Aristételes, afirma que tudo o que existe encontra-se em
relagao, e essa relacao é a verdade de toda existéncia.

Para essa corrente filosofica a matéria € infinita, embora ela s6 exista mediante
formagdes materiais limitadas no espaco e no tempo. Estes sao atributos intrinsecos da
matéria, e estdo organicamente ligados ao movimento, que é propriedade fundamental
da matéria, tornando-se depois, principio fundamental do método dialético. Portanto,
tempo e espaco, também, sao infinitos, e assim definidos.“A extensdo das formacées
materiais particulares e a relagcdo entre cada uma delas com as outras formacgbes
materiais que a rodeiam é o espaco. (...) a duragcdo da existéncia das formacbes
materiais e a relagdo de cada uma delas com as formagbes anteriores e posteriores é o
tempo “(Cheptulim, 1982, p.181)



2 - Processos Cognitivos e Educacéo

O desenvolvimento da cultura ocidental tracado desde a historia antiga, tradigao
greco-romana, € um processo de transformagao visivel que ndo perdeu o impulso, ao
contrario, parece cada vez mais acelerado, especialmente nos ultimos cinco séculos.

Nessas sociedades percebe-se a adogcdao de um cientificismo que serve de
referencial ao desenvolvimento, seja como foi no mundo estatico de Platdo, seja como
na atualidade que adota paradigmas dos cientistas renascentistas, com a consciéncia
de um mundo em movimento. Porém, nas sociedades atuais ha um volume de
conhecimento cientifico muito vasto e ao mesmo tempo compartimentado em suas

respectivas areas de estudo, e por isso mesmo estao sub-utilizados.

2.1 — As metaforas conceituais

A linguagem matematica tem sido criada e usada por seres humanos durante
todo o processo de desenvolvimento da humanidade. A matematica torna-se, entéo,
assunto de interesse para as ciéncias cognitivas que pretendem mapear como idéias
matematicas sao analisadas sob uma perspectiva cognitiva.

Inicialmente, o maior interesse estd em saber como mecanismos cognitivos
humanos sdo empregados na criagcdo e compreensao de idéias matematicas. Em
analise das idéias matematicas, Lakoff e Ninez (2000) propdéem que a matematica na
mente humana baseia-se no uso de metaforas conceituais, e que estas sao parte da
propria matematica.

Avancos na Psicologia Cognitiva levam a compreensdo de que muitos
pensamentos sao inconscientes, e atribui-se, entdo, existéncia a um inconsciente
cognitivo(Lakoff & Nufez, 2000). A maioria dos estudos nessa ciéncia concorda que
seres humanos conceituam abstratamente a partir de termos concretos. E, para isso,
as idéias e os modelos usados inicialmente, e que dao origem ao raciocinio, sao
manifestados a partir do sistema sensorial conduzindo as metaforas conceituais,
mecanismos pelos quais o abstrato é formulado, e entao, ha a formulacdo do abstrato
em termos do concreto.

Dessa forma, diz-se que o pensamento matematico faz uso de metaforas
conceituais. Inicialmente, quando conceitualiza quantidade de objeto como numeros e
de uma forma mais complexa, por exemplo, quando conceitua numeros como
conjuntos. Nao é necessario conceituar nimeros como conjuntos, ja que a aritmética
existiu dois mil e quinhentos anos sem essa metafora. Porém, conceituar nimeros

como conjunto tem mostrado ser uma metafora conceitual bem compreendida para



tratar algumas idéias matematicas. Observa-se, entdo, que metaforas sdo uma parte
essencial no desenvolvimento do pensamento matematico.

O reconhecimento das metaforas em matematica € muito importante para o
desenvolvimento do pensamento. Para a psicologia cognitiva, porque abre caminhos
que indicam como se desenvolve o pensamento matematico, e, para a educagéao
matematica, ratificando a importancia da linguagem. Mas, principalmente para a
matematica por que muitos problemas da matematica, que sdo metaforas conceituais,
sao tomados como paradoxos quando sdo compreendidos literalmente. Mas, quando o
verdadeiro carater metaférico da matematica se revela, muitas confusdes e paradoxos
desaparecem.

As metaforas sdo partes essenciais do pensamento matematico, e ndo sao
simplesmente um fendémeno linglistico ou mecanismo cognitivo da fala, sao
mecanismos cognitivos pertencentes ao dominio do pensamento; um mecanismo
neural que permite que uma estrutura de um dominio conceitual, por exemplo, a
geometria, oferega os elementos para que se possa passar a raciocinar sobre um outro
dominio conceitual, por exemplo, a aritmética.

Nesse panorama surge o interesse da psicologia cognitiva por um conceito
peculiar, proveniente da atividade mental humana, o conceito de infinito. Esse interesse
esta justificado, segundo Ninez (1994), pelo menos por duas razdes: por fazer um
importante papel em diferentes disciplinas do conhecimento humano, como a
matematica, a filosofia, a economia, ciéncias sociais etc, e porque é uma rica e
representativa concepg¢ao da dimensao da atividade mental humana nao baseada em
experiéncia direta.

O interesse das ciéncias cognitivas também estd em compreender o que
caracteriza esse conceito, implicito em varias no¢gdes como: conjunto infinito, pontos no
infinito, coisas infinitas.

Lakoff & Nifiez (2000) fazem uma analise do que gera uma idéia de infinito, do
que gera uma idéia matematica de infinito, e o que as varias formas de representar o
infinito tém a ver com a outra. Essa preocupagao leva esses autores a tentar elucidar
como coisas infinitamente grandes sdo conceituadas em relagdo as coisas
infinitamente pequenas, e vive-versa. Eles propéem, entdo, que idéias matematicas
s&o incorporagdes trazidas da mente através de uma linguagem que lhes atribui
existéncia, e tentam entender como se incorpora a idéia de infinito e quais metaforas as
descrevem inicialmente.

Nessa busca, algumas descrigdes tornam-se relevantes como, por exemplo,
quando se observa que algumas agdes sao inerentemente iterativas, como batidas do

coragao e respiracao, e outras, inerentemente continuas, como movimentos. Esses



autores percebem que, fora da matematica, um processo é visto como infinito se é
continuo e iterativo, ou melhor, “processos continuos sdo conceituados como se
fossem processos iterativos “ (Lakoff & Nufiez, 2000, p.156), isto é, sdo processos que
se repetem continuamente.

As agbes que descrevem processos continuos e que s&o representadas por
sentengas do tipo “a aguia voou, voou, voou” podem ser caracterizadas, em termos
cognitivos, por uma metafora de um processo continuo, indefinido. Essa metafora é
importante para a conceituagdo do infinito. Ela é usada na conceituagdo em
matematica, para descrever processos continuos que apresentam uma iteracao
(quadro2). Essa iteragdo € um passo a passo, no qual cada passo é discreto € minimo.
Comumente essa idéia é aplicada em processos infinitamente continuos.

Lakoff & Niinez (2000) concluem, concebendo o conceito de infinito como sendo
constituido por metaforas que descrevem processos iterativos continuos com uma
quantidade indefinida de iteracbes, e denomina a descricdo desses processos como
sendo a Metéfora Basica do Infinito, ou MBI.

A histéria da matematica e estudos sobre desenvolvimento do pensamento
matematico e desenvolvimento cognitivo mostra que a compreensao sobre o infinito no
pequeno tem sido muito mais controversa do que o infinito no grande.

Algumas primeiras concepgodes sobre o infinitamente pequeno, também surgem
em Aristoteles, que o classificou de “infinito potencial’, e foram exemplificadas na
possibilidade de existéncia de um poligono regular, sempre com um nimero maior de
lados, ou ainda, na possibilidade de escrever mais e mais casas decimais para
representar “raiz quadrada de dois”.

A idéia de poligonos com infinitos lados, e a idéia de escrever um numero que
representasse V2 com infinitas casas decimais, porém representavel geometricamente,
também, assim como o paradoxo de Zené&o, provocaram embarago nessas primeiras
tentativas de compreensao, e continuaria assim, sem as teorias matematicas mais
recentes, como a teoria dos limites. Sabe-se, hoje, que aquele poligono idealizado,
com uma quantidade de lados que tende ao infinito, tende a um circulo; e que V2
sempre € menor que 1,43, ou seja, esse seria um limite superior. Porém, também
essas questdes antigas podem ser vistas como portadoras da idéia atual do infinito no
pequeno. Pode-se perceber que a diferenga entre as abordagens esta na elaboragao
de uma linguagem que descreve essas situagdes, mais apropriadamente.

O infinito atual descrito em Lakoff e Nifiez(2000) como sendo o infinito da
matematica moderna esta exemplificado nas idéias de conjunto infinito, e pontos no

infinito e pode ser percebido como, respectivamente, construtivo de processos como



soma de seqiéncias infinitas, indu¢ao matematica e limites no infinito. Essas idéias sao
citadas por esses mesmos autores como exemplos de metaforas basicas do infinito.

Identifica-se nas entidades, expressbes, percepcdes que iniciam a idéia de
infinito, aspectos que caracterizam instancias para uma MBI ou uma MBI claramente.
Esses aspectos, que devem estar presentes sdo observados nas instancias e nas
metaforas basicas do infinito. As descricdes de metafora basica do infinito feita por
Lakoff & Nunes, de uma forma simplificada, sdo atribuidas a processos que possuem:
um estado inicial, um processo iterativo com um numero nio especificado de iteragoes,
e um estado resultante depois de cada iteracdo. As metaforas matematicas que
descrevem o infinito podem ser uma instancia de Metafora Basica do infinito ou, uma
MBI com todos os estagios, dependendo da forma como sado abordadas.

A percepcéo e descricdo de um processo iterativo continuo que apresenta um
estado resultante final, ndo infinito, caracteriza uma instadncia de metafora basica de
infinito. E aquelas em que os estados finais fossem um estado de infinito, ou seja, a
percepg¢ao de um processo iterativo continuo sem um estado final, seria uma Metafora
Basica do Infinito. Essa diferenga esta, principalmente, na concepcdo que se adota

para o conceito de infinito ser de uma forma estatica ou dinamica.

“Acredita-se que todas as nogbes de infinito em matematica
podem ser vistas como casos especiais da metafora basica do infinito” (Lakoff &
Nunez, 2000, p.161)

Entdo, as concepgdes de infinito matematico podem ser caracterizadas como
casos especiais de um mecanismo geral que é a Metafora Basica do Infinito: por
exemplo, a metafora da construgdo dos numeros naturais como seqiéncia, as
metaforas presentes nos processos de demonstragdo por indugdo matematica, a
metafora de constru¢ao do limite de uma seqiiéncia infinita, entre outras, presentes em
todo pensamento matematico moderno.

E facil observar que atualmente encontram-se na linguagem matematica os
signos e as idéias, que melhor expressam ou representam a percepgao de processos
iterativos continuos, ou seja, as Metaforas Basicas do Infinito. Essa percepgédo de
processos iterativos é fundamental para a construcdo de uma visao dindmica de
mundo. Através da observagao dos processos, dos simples aos complexos, pode-se
perceber as relagdes, e assim as possibilidades dos estados de infinito, de movimento.

Na tentativa de esquematizar, Lakoff e Nlfiez apresentam quadros descritivos
que estabelecem estagios na percepcao desses processos iterativos com quantidade

indefinida de iteragdes, que caracterizam a metafora basica do infinito. (Quadro 1)



A Metéfora Basica do Infinito (Quadro 1)

Dominio de origem

Processos lterativos

Dominio Alvo

Processo lterativo que vai sem parar

O inicio de um estado

Um estado resultante do estagio

inicial do processo

O processo: de um dado estado

intermediario produz-se o proximo

estado

O resultado intermediario depois deste

processo de iteragcdo

O estado resultante final

Implicagéo final: o estado resultante

O inicio de um estado

O estado resultante do estagio

inicial do processo

O processo: de um dado estado
intermediario produz-se o préximo
estado

O resultado intermediario depois
deste

processo de iteragdo

O infinito atual

O estado resultante final é tinico e

Final é unico e segue todo estado sem fim
(Lafoff & Nlinez, 2000, p.159)

segue todo estado sem fim

Essa metafora basica do infinito esta em toda a matematica. As semelhancas
sao como protoétipos. Esses prototipos caracterizam-se por apresentarem praticamente
0s mesmos estagios, com alteragdes, apenas nas metaforas que as representam.
Esses estagios sdo percebidos a partir de situagbes mais gerais, como acima, descritos
como processos, que nao sao exatamente uma definicho matematica formalizada.
Porém, sdo encontradas nas definicbes matematicas mais avangadas em linguagem
atual, que descrevem esses processos iterativos continuos sem fim. Vale a pena

observar a Metéfora Basica do Infinito para enumeragéo. (Quadro 2).



Quadro 2

Metafora Basica da Enumeragao

Dominio Alvo
Processos lterativos que vao

sem parar

Caso Especial
As seqiiéncias sem fim de inteiros

usados para enumeragéao

O inicio de um estado

Um estado resultante do estagio

inicial do processo
O processo: de um dado estado
intermediario anterior produz-se

0 proximo estado

O resultado intermediario depois deste

processo de iteragcdo

O estado resultante final

o infinito atual

Implicagéo final: o estado resultante

final é unico e segue todo estado sem fim

(Lakoff & Niinez, 2000, p.165-166 )

Nenhum inteiro

o inteiro 1

O processo: dado o inteiron — 1

forma-se o préximo, o inteiro maior n

n>n-1

o “inteiro” 0 (Ié-se “infinito)

o “inteiro” °° é unico e maior do

que todo outro inteiro.



As metaforas basicas do infinito, evidentemente, manifestam-se na construcao

das metaforas que descrevem os processos de indugdo matematica (Quadro 3). Essa

idéia se diferencia da metafora da enumeracgao por construir uma idéia de infinito com

um numero n, finito de passos.

Quadro 3

Metafora Basica da Indugdo Matematica

Dominio Alvo
Processo lterativos que vdo

sem parar

Caso especial

indugdo matematica

O inicio de um estado (0)

Estado (1) resultado do estagio inicial

do processo

O processo: de um estado
intermediario anterior (n-1) produz-se o

proximo estado (n)

O resultado intermediario depois deste
processo de iteragdo (a relagdo entre n

e n-1)

“O estado resultante final”

( o infinito atual “~”)

Implicacéo final: o estado resultante

2

final ( “~”) é unico e segue todo estado
sem fim

(LaKoff & Niifiez, 2000, p.176)

A declaracéo s(x), aonde x varia
sobre o conjunto dos numeros

naturais

S é verdade para os membros de (1)

- 0 conjunto contendo o numero 1

Dada a verdade de S para os
membros do conjunto { 1,.., n-1}
estabelece-se a verdade de S para

0s membros de {1,...,n}

S é verdade para os membros do

conjunto { 1,...,n}

S é verdade para todos os membros

do conjunto de numero natural

0 conjunto dos numeros naturais
para o qual S é verdadeiro é tnico e
inclui todos os numeros naturais

finitos.



Lakoff & Nunez (2000) esclarecem que a indugdo matematica pode ser vista
como um caso especial de metafora basica de infinito. Essa construgdo ira se
caracterizar infinita ou finita a depender de qual processo iterativo continuo esta se
construindo. Operagdes que geram conjuntos infinitos, fazem uso implicito de metafora
basica do infinito. Por exemplo, comegando com o conjunto contendo o inteiro 7,
estado inicial, e a operacdo de adigdo. Entdo, adicionando 7 a si proprio, que € o
processo iterativo, no primeiro estagio, gera-se o 2, que ndo esta no conjunto original.
Isto significa que o conjunto original ndo estava fechado sob a operacao de adicao.
Estende-se esse conjunto para incluir o 2 no estagio intermediario.

No préximo estagio pode-se executar duas operacdes de adigdo, do 71 no 2, e
do 2 no 2, gerando novos elementos, 0 3 e 0 4. Entdo estende-se o conjunto anterior
para incluir o 3 e 0 4, e assim por diante, até a compreensao de um estagio final, sem
fim. Essa forma de construgao pode estar definindo um conjunto de extensao infinita.

Encontrar-se-do metaforas basicas do infinito, em todo pensamento matematico,
embora, como sera visto em secao posterior, estas ndo recebam o devido destaque.
Nos casos acima, verificou-se a presenca de MBI em processos de infinito no grande,
mas, na linguagem matematica atual, essa descricdo de infinito, com esse processo de
movimento, como aquele que levou a construgao do infinitésimo 1/n, conduz também a
nogdes do infinito no pequeno, como apresentado anteriormente na linguagem
matematica que se desenvolveu para descricdo de fenbmenos similares ao paradoxo
de Zenao.

Essa linguagem que descreve o paradoxo, inclui a nogao de limites, e por isso
vale a pena observar com um interesse especifico, a versdo da Metafora Basica do

Infinito para soma de sequéncias infinitas com limite L, (Quadro 4).



Quadro 4

Metafora Basica Para Seqliéncias Infinitas com Limite

Dominio Alvo
Processo lterativos que vdo

sem parar

Caso especial

Seqliéncia infinita com limite L

O inicio de um estado (0)

Estado resultante do estagio

inicial do processo

O processo: de um estado

intermediario anterior (n-1) produz-se

o proximo estado (n)

O resultado intermediario depois deste

processo de iteragéo.

“O estado resultante final”

Implicagéo final: o estado resultante

final ( “~”) é unico e segue todo estado

sem fim
(Lakoff & Nunez, 2000, p.190)

A estrutura e limite da seqliéncia

S, = 0 conjunto contendo o

primeiro termo da seqiiéncia.

de §,_, contendo os n-1 primeiros

termos da seqtiéncia, forma S, con-

tendo os primeiros n termos da se-

qléncia.

O conjunto S, e o conjunto
R, contendo todo numero real

positivo r talque 0<r< X,-L

Nao ha numero real positivo r tal que

0<r< X,-L paratodo x; em

S, . L é o limite da seqiiéncia.

L € o unico limite da seqliéncia

E interessante observar a declaragdo do quadro 4: “Ndo ha nimero real positivo

rtal que 0< r< X, —L “afirmando que n&o existe numero real menor do que a

diferenca entre o valor do infinitésimo e o limite. Por exemplo, se o infinitésimo é a



1
funcdo que descreve o paradoxo de Zenao, f(n) = 2—n com n indo para o infinito, e o

limite é zero, essa variavel ? sera tao préoxima de 0 quanto se queira, sem puder ser
igual a 0. Ou seja, dado um numero real », 0 menor que se queira imaginar, a variavel

1
2—n, podera ser ainda menor, por que o n esta indo para o infinito.

2.2 Uma teoria dialética sobre os conceitos

A compreensdo da natureza dos conceitos pode ser ampliada se for analisada
sob a ética da teoria dialética dos conceitos. A “tradicao roschiana”, como é conhecida
essa teoria, investigou a histéria da compreensdo dos conceitos nas ciéncias
cognitivas, e concluiu que esta se compde de trés grandes periodos: a concepgao
classica, desde Aristoteles até principios da década de 1970 do séc. XX; depois, o
periodo da concepcgao prototipica até 1985; e atualmente a concepgao tedrica, que
predomina até os dias de hoje (Rosch apud Abrantes, 1994).

As concepcbes classicas e prototipicas atribuem a condicdo de que uma
entidade deve ter certas propriedades para ser classificada como determinado
conceito. A diferenca entre as concepgodes classicas e prototipicas consiste em que, na
concepcgéo classica as propriedades que constituem um conceito s&do individualmente
necessarias e conjuntamente suficientes, quer dizer, que uma entidade deve possuir
cada uma das propriedades, e que a posse de todas essas propriedades € o suficiente
para que o objeto se enquadre no conceito.

Na concepcéo prototipica, as propriedades que caracterizam um conceito
constituem seu protétipo. Trata-se de uma concepcdo mais complexa, pois avalia a
semelhanga entre uma representacao mental e o seu protétipo. Admite, entéo, varias
versdes, a maneira pela qual é avaliado o grau de semelhangca em questdo. A forma
mais simples de pensar € a atribuicdo de um grau de semelhangca, em funcédo do
numero de propriedades que a entidade compartilha com o protétipo do conceito.

Uma outra versdao da compreensdo da concepgao prototipica € que a
semelhanca nao depende apenas do numero de propriedades, mas do peso que &
atribuido a cada uma delas.

A transicao da concepcéao classica para a concepcgao prototipica ocorreu a partir
da constatagdo de que, para uma grande parte dos conceitos ndo existem definicdes

satisfatorias em termos de propriedades necessarias e suficientes.



No periodo mais recente a concepgao tedrica Roscheana (Rosch apud Abrantes
1994) afirma que um conceito € constituido ndo apenas de propriedades, mas,
também, de relagbes com outros conceitos.

Essas tendéncias podem ser compreendidas no contexto da légica que as
fundamenta. A concepgao classica resultava de um ponto de vista normativo, uma
Iégica normativa, uma concepgao sobre como os conceitos devem ser, ndo como de
fato séo.

Muitos psicologos pré-roscheanos transplantaram de maneira acritica, a
concepgao normativa de conceitos, formada na logica e na filosofia. E para esses, a
visdo normativa constituiu-se, entdo, um obstaculo epistemolégico que os impediu de
formar uma idéia mais objetiva de como sao os conceitos.

Atualmente, a natureza normativa da légica e da filosofia ndo pode ser atribuida
a psicologia, pois essa se coloca como uma ciéncia, devendo ter um carater descritivo,
uma logica descritiva. A abordagem Roscheana instaurou uma maneira descritiva de

ver os conceitos. Entretanto, analisando-a de forma mais abrangente, ela

“é considerada ndo como excluindo, mas como incorporando a prototipica, ou
seja, 0s conceitos apresentariam tanto aspectos tedricos quanto prototipicos,

sendo todos contemplados no modelo completo” (Abrantes, 1994, P.50)

Essa maneira descritiva de ver os conceitos € uma ponte que faltava para
restabelecer o didlogo entre as formas tradicionais de se olhar para os conceitos
matematicos com uma concepgdo classica, em que algumas propriedades sao
suficientes. O conceito de infinito, presente em todo pensamento matematico vem
mostrar em sua propria construcdo histérica que ndo é suficiente que lhe sejam
atribuidas propriedades para estar descrito. Apropriando-se da linguagem matematica
atual fica evidente que o conceito de infinito e mais especificamente o do infinitamente
pequeno é constituido de relagbes construidas passo a passo, nao lhes cabendo, pois,

apenas um tratamento classico.

2.3 A importéncia dos signos

Buscando compreender como potencializar formas de construgdo de conceitos,
deve-se estar atento as construcdes tedricas que podem servir de referencial. Vygotsky
distingue dois elementos basicos de mediagdo na relagdo do sujeito com a realidade
social: o instrumento e o signo. Porém, entre o nivel inicial e os niveis superiores das

formas mediadas de comportamento, existem muitos sistemas psicolégicos de



transicdo, esses sistemas estdo entre o biologicamente dado e o culturalmente
adquirido.

O biolégico anuncia a maturagédo, enquanto o instrumento e o signo, ambos
produtos historicos e culturais do ser humano, regulam as ag¢des sobre os objetos, e

sobre o psiquismo.

“A aplicagcdo de meios auxiliares e a passagem a atividade mediadora
reconstroi pela raiz toda a operagcdo psiquica, a semelhanca de como a
aplicacdo das ferramentas modifica a atividade das fungbes

psiquicas”.(Vygotsky, 1995, pp. 93-94)

Esse aspecto das operagdes psicolégicas constitui-se fundamental, mas seria
um erro acreditar que as operagdes mentais superiores surgem como resultado de uma
I6égica pura, elas ndo séo inventadas ou descobertas de forma subita. As operagdes
com signos aparecem como o resultado de um processo prolongado e complexo,
resultado de transformacgdes qualitativas de natureza histérica. Dentro desse processo
geral de desenvolvimento, evidenciam-se as duas linhas, qualitativamente diferentes de

desenvolvimento;

“Diferindo quanto a origem: de um lado, os processos elementares, que
sdo de origem bioldgica; de outro, as fungbes psicoldégicas superiores de origem
sacio cultural [...] A potencialidade para as operagbes complexas com signos ja
existe nos estagios mais precoces do desenvolvimento infantil’(Vygotsky, 1998,
p.61).

Vygotsky propde entdo, que a linguagem pode ser um paradigma para o
desenvolvimento. Entende a linguagem como um sistema simbdlico, elaborado
historicamente em todas as sociedades e grupos sociais, que organiza 0s signos em
estruturas complexas, e determina papel imprescindivel na formagdo das
caracteristicas psicologicas humanas. Esse sistema simbdlico complexo imprime,
também, mudangas nos processos psiquicos dos sujeitos, como nos processos de
abstragdo e generalizagao possibilitados pela linguagem.

E de fundamental importancia o destaque desse aspecto do desenvolvimento
mediado por signos, pois, sdo os instrumentos necessarios na implementacdo de uma
linguagem que permite elaboragées mais avangadas. Isto descreve um panorama de

possibilidades pensando-se na implementacéo dos signos mediada por uma estrutura.



“‘Na histéria da linguagem e na histéria da légica formaram-se meios
objetivos que automaticamente transmitem ao individuo a experiéncia das
geracgoées, livrando-o da necessidade de obter informagédo da prética individual
imediata e permitindo-lhe obter o juizo correspondente por via teérica, I6gica”
(Luria, 1979, p.105).

Para se compreender o desenvolvimento do pensamento cientifico remete-se a
questdes tratadas por Vygotsky, que se preocupou em elaborar uma teoria que trata da
construcao dos conceitos. Ele observou como os conceitos espontaneos podem ter um

importante papel na constru¢do dos conceitos cientificos.

“[...] o desenvolvimento dos conceitos cientificos segue um caminho
particular em comparagcdo com o desenvolvimento dos conceitos cotidianos.
Este caminho esta condicionado pelo fato de que a definicdo verbal primaria
constitui o aspecto principal de seu desenvolvimento, que nas condi¢cbes de um
sistema desce em dire¢cao ao concreto, ao fenbmeno, enquanto que a tendéncia
de desenvolvimento dos conceitos cotidianos se produz fora de um sistema
determinado e ascende até as generalizagées. [...] Dentro de um mesmo nivel
de desenvolvimento em uma mesma crianga, tropegamos com distintos
elementos fortes e débeis nos conceitos cotidianos e cientificos [...]'(Vygotsky,
1993, p.183).

Vygotsky preocupou-se com uma teoria sobre o desenvolvimento cognitivo e em
suas analises encontra-se a relagédo entre pensamento e linguagem na ontogénese que
propde que a palavra nem produz, nem expressa o pensamento, ela o media, e isto
quer dizer que o ser humano pensa com a palavra.

A palavra ndo se relaciona a um unico objeto, mas a um grupo inteiro ou classe
de objetos. Logo, cada palavra € uma generalizagdo encoberta. Do ponto de vista
psicolégico, o significado da palavra é, antes e sobretudo, uma generalizacdo. Nao é
dificil verificar que a generalizacdo € um ato verbal de pensamento; sua reflexdo da

realidade difere radicalmente na percepgao ou sensacgao imediata, pois,

[...]1 a realidade é refletida na consciéncia de um modo qualitativamente
diferente do pensamento do que o é na sensacdo imediata. Essa diferenca
qualitativa é, principalmente, fungcdo de uma reflexdo generalizada da realidade
(Vygotsky, 1987, p.47)



Uma ilustragao dessa diferenca esta explicitada em uma situacdo experimental
conhecida, quando Pavlov condicionou caes a salivar diante de um estimulo formado
pela figura de uma elipse e a nao fazé-lo diante da figura de um circulo. Os animais
distinguiam as figuras até certo ponto, pois a8 medida que fora diminuida a diferenca
entre os dois eixos que definem matematicamente a elipse, os animais nao
conseguiram distingui-las. No caso de seres humanos se for utilizada apenas a
inspecao visual cometem-se 0s mesmos erros encontrados nas experiéncias com caes.
Porém, se a atencéao for voltada para o fato de que todos os pontos dos circulos sédo
equidistantes de um unico ponto, que € o centro do circulo, sera evitado o erro.

Circulos e elipses confundem-se quando no plano exclusivo dos dados
sensoriais imediatos, e podem ser nitidamente discriminados quando representados
através de uma linguagem, no caso, logica, racional, isto é, quando mediados pelos
dados sensiveis e a linguagem. Circulos e elipses, entdo, no caso especifico, sao
diferenciados pela linguagem, ou seja, a linguagem matematica.

Esse processo de construgdo no ser humano acontece na interacdo do
individuo com o meio ambiente, uma interacdo em torno da percepgao do contexto
cultural que vai sendo elaborada em uma relagao de “fora para dentro”, e, também, na
ideacdo prévia, na fala interior, no sentido de “dentro para fora”, esta € uma relagdo de
“‘mao dupla” que favorece a constantes elaboragdes e reelaboragdes dos
conhecimentos adquiridos. Essa interacdo dinamica desenvolve caracteristicas que
nao estao presentes desde o nascimento do individuo, mas que se desenvolvem e
aprimoram por meio de agdes explicitas de intervengao do sujeito na realidade social,
em um movimento continuo, pois, “Quanto mais progride a humanidade, mais rica é a
pratica sécio-histérica acumulada por ela, [...]" (Leontiev, 1978, p.273).

Piaget, por sua vez, também participou com estudos a respeito do
desenvolvimento social do individuo, tratando-o como questdo fundamental para suas
analises. Para isso, elaborou seu conceito de totalidade em uma sociedade. Piaget
sugere um conceito também atribuido a Marx (Freitag, 1985) e define totalidade como
um sistema de interdependéncia entre os individuos, modificando-os através de uma
dinAmica, em suas estruturas profundas, na medida em que a propria estrutura do
sistema vai se modificando. Sob esse aspecto, a totalidade seria um todo composto de
uma estrutura de relagdes, analogamente as estruturas psiquicas ou fisicas, em que as
partes componentes se relacionam, constituindo uma estrutura.

Piaget compreende que o todo social ndo € nem uma reunido de elementos
anteriores, nem uma entidade nova, mas um sistema de rela¢cdes onde cada um gera,
produz, enquanto relacdo mesma, uma transformacgédo dos termos que une (Freitag,

1985). Esse pesquisador propde que nado pode haver conflitos entre a explicagédo



sociologica e a explicagdo psicolégica, pois, elas contribuem, uma e outra, para
esclarecer dois aspectos complementares: individual e interindividual, de cada conduta
do ser humano em sociedade.

Nessa perspectiva releva-se a dimensao social do desenvolvimento, em que o
pressuposto basico é a idéia de que o ser humano constitui-se, enquanto tal, na sua
relacido com o outro social.

Essas abordagens, piagetiana e vigotskyana, levam a compreensao de que,
fundamentalmente, as fung¢des psicolégicas superiores sdo construidas ao longo da
historia social do ser humano. Nesse processo consideram-se dois aspectos que se
complementam: o processo de representacdo mental, e o fato de que os sistemas
simbdlicos que se interpdem entre sujeito e objeto do conhecimento, tém origem social,
pois, € na cultura que o individuo encontrara os sistemas simbdlicos de representagao
da realidade e, através deles, um conjunto de significados que fornecem subsidios para
construgdes ordenadas para interpretacdo do mundo real.

Os métodos de estudo dos conceitos, tradicionalmente, dividem-se em dois
grupos: o chamado método de definigdo, que investiga os conceitos ja formados na
crianga por definicdo verbal de seus conteudos, e o segundo grupo abrange os
métodos utilizados no estudo da abstracdo. Esses métodos dizem respeito aos
processos psiquicos que levam a formagao de conceitos. Para Vygotsky a formagao de
conceitos € um processo orientado para um objetivo, ou seja, uma série de operagdes
que servem de passos em direcdo a um objeto final, e entende que ” A formag¢do do
conceito € um processo criativo e ndo um processo mecénico, passivo [ ...’ (Vygotsky,
1998, p.67).

Um dos papéis da educagao escolar basica € promover esse desenvolvimento
intelectual, alcangcando uma sintese que supere tanto a dificuldade de abstracdo do
pensamento cotidiano, quanto o carater inicialmente verbalista presente nos conceitos
cientificos. Propde-se, finalmente, um papel mais amplo para a educacgao, acreditando
que a aprendizagem pode preceder o desenvolvimento cognitivo e estimula-lo a criar
novas estruturas.

“... cresce o papel especifico da educagdo, e mais complexa é sua tarefa.
Razdo por que toda a etapa nova no desenvolvimento da humanidade, bem
como no dos diferentes povos, apela forcosamente para uma nova etapa no
desenvolvimento da educacgéo: [...] Esta relagao entre o progresso histérico e o
progresso da educagdo ¢ tao estreita que se pode, sem risco de errar, julgar o
nivel geral do desenvolvimento historico da sociedade pelo nivel de

desenvolvimento de seu sistema educacional’ (Leontiev, 1978, p.273)



A visdo historico-cultural de Vygotsky entende a cultura como um processo
dindmico, e ndo como algo pronto e estatico ao qual o individuo se submete. A cultura
€ vista como um lugar em que os sujeitos estdo em constante movimento de recriagao
e reinterpretagao de informacgdes, conceitos e significados.

Estudos recentes tratam da complementaridade entre a lingua materna e a
matematica, abordando a especificidade dos dois sistemas, bem como suas
similaridades buscando estabelecer suas relagbes. Machado(1998) afirma que o
significado das categorias gramaticais, por exemplo, € o de uma classificacdo em
sentido analogo ao das operagdes de classificagdo em matematica.

Uma evidéncia disso se apresenta no estudo da légica aristotélica, que se
baseava na gramatica grega e, em particular, na estrutura de suas frases, bem como a
interpretagdo e tradugdo pessoal dos que a reproduziram simbolicamente. Isso faz
parte de um processo histérico-cultural, construido num conjunto de relagbes sociais
representativas de um dado modo de produgao.

Sob uma ética Roscheana observa-se que os prototipos a se considerar para o
conceito de infinito sdo bastante peculiares, por iniciarem ndo com o estabelecimento
de propriedades, mas com a percepcao de processos ou, mais especificamente, de
processos iterativos continuos.

Esse conceito, embora fundamental, ndo recebe a devida énfase durante o
tempo que deveria ser dedicado a sua construgao, seja em matematica ou em qualquer
outra disciplina na educagéo basica. No caso da matematica existe uma linguagem
construida, ao longo de muitas etapas, oferecendo seus signos e significados para que
sejam compartilhados em todas as disciplinas e através das relacbes sejam

melhoradas as possibilidades de constru¢ado do conceito.

2.4 — A matematica como linguagem

Nesse intuito, deve-se apropriar da matematica como linguagem e como
sistema de signos para construgdo de significados. E preciso assumir modelos
matematicos modernos, que permitem construgdes através de anadlises a suas
representagdes simbdlicas, que permitem comunicar acbes a partir das relacbes
aprendidas culturalmente. A matematica deve se constituir linguagem fundamental,

considerada dentro dessas relacdes que definirdo a formacao de conceitos.



..“é preciso que o aluno perceba a Matematica como um sistema de cédigos e
regras que a tornam uma linguagem de comunicagdo de idéias e permite

modelar a realidade e interpreta-la.” (PCN’s,1999, p. 82)

Tem-se nas formas de representacdo do pensamento matematico atual, uma
linguagem de muitas possibilidades, principalmente se ha a compreensdo da visao
dialética do desenvolvimento cognitivo nas sociedades humanas.

Para Vygotsky, a linguagem ¢é fundamental na constituicdo da cognicao
humana; ele afirma que o processo psicolégico tem a ver com a semantica, tem a ver
com o significado, tem a ver com a linguagem. Afirma, também, que a percepg¢ao do
mundo é mediada pela linguagem.

Tem-se na constru¢do de numeros naturais, a mais simples representagao
matematica de uma metafora basica do infinito, mesmo observando-se a sua exposig¢ao
em sua linguagem mais formal, como os axiomas de Peano®. Encontra-se em uma
construc¢ao por indugdo matematica, os estagios de metafora basica do infinito.

Outras instancias para a incorporagcao da metafora basica do infinito podem ser
encontradas em muitas nogdes em outras ciéncias. Por exemplo, em relacdo ao
universo, existe uma grande probabilidade de ser infinito, conclusdo possivel
principalmente com as descobertas que surgem a cada momento, a partir das novas
tecnologias, mas, por ndo ser evento certo, pois existe uma margem da probabilidade
de nao sé-lo, pode ser concebido, também, como muito grande, indefinidamente,
mesmo assim constituindo-se instancia para a metafora do infinito.

Argumentos utilizando-se da linguagem matematica aplicada a outros
conhecimentos cientificos atuais devem ser criados, pois, se modificam a cada dia, e
podem constituir significados para a construgdo de metafora basica do infinito.

No desenvolvimento da linguagem matematica, mais especificamente na
construgcao dos numeros racionais, surge uma outra forma de visualizar o infinito e
outra pergunta: qual € o menor racional positivo diferente de zero? Para essa
compreenséao do infinitamente pequeno deve-se iniciar com as medidas dos objetos do
conhecimento cientifico como nanocomputadores, células, atomos, mions, quarks, etc

Nesses exemplos anteriores, o desenvolvimento do conceito de infinito esta
associado principalmente a relacdo deste com outros conceitos. Conceitos
matematicos fundamentais devem ser vetores na producdo de conhecimento, pois

precisa-se das linguagens construidas a partir de uma realidade histérica e social, e da

% vide apéndice 3.



consciéncia das fungdes que desempenham as linguagens no processo de

desenvolvimento humano.

..."em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisicdo de atitudes, cuja utilidade e alcance

transcendem o ambito da propria Matematica.” (PCN'’s, 1999, p.82)

As linguagens garantem mudangas essenciais nos processos cognitivos,
principalmente a funcdo de comunicagao entre individuos, o que implica preservacao,
transmissao e assimilacdo de informacbes e experiéncias acumuladas culturalmente
pelas sociedades. Entdo, imprime-se aqui, na intima relacdo entre linguagem e
pensamento, a perspectiva de ampliacdo das percepgdes, concepgdes das relagdes
nas coisas do mundo. Os seres humanos ao incorporarem linguagens, fruto do
desenvolvimento histérico e cientifico, transformam novos instrumentos do
pensamento, que podem resultar em outras novas percepgoes.

Face as tantas possibilidades, ha de existir um permanente estado de tentativas
de elaboracdes e reelaboracbes. E, diante dessa consciéncia, ha uma necessidade da
interferéncia nos processos constituintes do desenvolvimento humano, através,
principalmente da Educacdo, onde se podem caracterizar como essenciais, 0s
conceitos fundamentais do pensamento matematico.

Ha que se considerar, inclusive, que os elementos do signo linglistico ndo sao
fixos. A significagdo sécio-histérica e linglistica da palavra revela que os significados
nao sdo meras “etiquetas coladas” aos significantes.

Ao destacar as peculiaridades semanticas dos conceitos na fala interior,
Vygotsky (1989) coloca um predominio do sentido sobre o significado. Para ele, o
sentido é soma dos eventos psicolégicos que a palavra evoca na consciéncia. E um
todo fluido e dindmico, com zonas de estabilidade variavel, uma das quais, a mais
estavel e precisa, é o significado. Segundo Vygotsky, as palavras adquirem seu sentido
no contexto do discurso.

Embora a idéia de contexto tenha sido pouco desenvolvida por Vygotsky,
Bakhtin (1988) aprofundou-a bem, e afirma que a palavra esta sempre carregada de
um conteudo ou de um sentido ideolégico ou vivencial. A significagdo real, ou o sentido
de um enunciado estd determinado pela interagcdo de perspectivas ideoldgicas

multiplas.



3 - O Conceito de Infinito na Mateméatica da Educacao Basica:

A investigagdo da presenga do conceito do infinito e de infinitésimo, nos
curriculos de matematica, € um trabalho que ainda requerera bastante empenho e
podera apresentar muitas questdbes que possam favorecer ao desenvolvimento

cognitivo de uma forma geral e mais especificamente ao pensamento matematico.

Depois da organizagdo do curriculo pela matematica moderna observa-se uma
tentativa de apresentar exaustivamente todos os fundamentos da matematica. Entéo,
como o conceito de infinito esta em toda construcdo do pensamento matematico, ele

esta presente em todo curriculo da educagao basica.

Nos proximos paragrafos serdo rapidamente expostos alguns recortes sobre a
presenga do conceito de infinito no curriculo da educacao basica, e conseqlientemente
seus componentes paradoxais. Por exemplo, partindo das formas mais elementares,
observa-se que desde as primeiras séries do ensino fundamental, logo na idéia da
adicdo, existe em esséncia a nocdo de que sempre se pode somar, outros e sempre
outros numeros. Essa mesma nogao esta presente em varios outros tépicos do
curriculo como: nas multiplicacées e divisdes mais simples como as por dez, cem, mil,
dez mil, etc; ou na propriedade do fechamento nos Numeros Naturais quando se
estabelece que dados dois Numeros Naturais, o resultado da adicdo desses dois

numeros, quaisquer que sejam, também é um namero Natural.

A iniciacdo a essa nocao de infinito pode estar na representacdo desses
numeros grandes e pequenos representados nas poténcias, nos Niumeros Reais, com
seus infinitos numeros irracionais, e suas infinitas casas decimais; na proposicao de
sequéncias de numeros como conjuntos infinitos; nas contradicbes com o principio da

enumeracao, junto a idéia de que conjuntos infinitos podem conter um ao outro.

Consequientemente, por essas quantidades de numeros serem o campo de
variacdo ou dominio das fungdes, encontra-se o infinito em todo tipo de funcdo. Os
subsidios para essas abordagens ao conceito de infinito estdo nas representacoes
algébricas e geométricas de fungdes lineares, quadraticas e notadamente em funcbes

periédicas ou circulares; assim entdo, nas sequéncias numéricas.

Embora os maiores destaques sobre o conceito de infinito na educagao se
prendam, em sua maioria, as questdes paradoxais, precisa-se atentar também para as
possibilidades de compreensao desse conceito nos processos de formacdo, a partir

das instancias mais simples de metaforas do infinito até as mais complexas. O objetivo



€ para que se estabeleca um clima favoravel para a construcdo de Metafora Basica do

Infinito.

Evidentemente, as investigacbes mostram que é inevitavel um tratamento
especial as situagdes paradoxais, por destacarem as esséncias das duvidas historicas,
relativas a compreensdo desse conceito. Entdo, essas situagbes mostram-se um
terreno fértil para investigagdo e podem conduzir a idéias que possam proporcionar a

construgao do conceito.

Em rapida remexida nos curriculos de matematica, encontram-se muitas
questdes que despertam o interesse para outras abordagens mais esclarecedoras.
Como exemplo das situagbes paradoxais, que podem ser exploradas, encontra-se a
sequéncia de inteiros positivos 1,2,3,..., 0 primeiro e 0 mais importante exemplo de uma
grandeza infinita. O objetivo no ensino fundamental é a incorporacdo, também das
formas matematicas de representar essa metafora basica do infinito, utilizando-se da

linguagem matematica.

“A seqliéncia de inteiros representa o exemplo mais simples e natural do
infinito matematico, que desempenha um papel dominante na Matematical...] O
procedimento de passar de n para n+1, etapa por etapa, que gera a seqliéncia
infinita de inteiros, também constitui a base de um dos padrbes mais
fundamentais do raciocinio matematico: o principio da indugéo

matematica.”(Courant, 2000, p.12)

Por que todos terminam concordando que nao existe fim para a sequéncia de
inteiros 1,2,3,4,...7 Por que apos qualquer inteiro n ter sido alcangado, pode-se
escrever o inteiro seguinte, n +1. Entdo expressa-se esta sucessdo de inteiros

afirmando-se que existem infinitos inteiros.

Na teoria dos conjuntos de George Cantor (1845-1918), considera-se conjunto
toda a sequéncia de inteiros positivos, todas as dizimas periddicas, a sequéncia dos
numeros reais, todas as retas do espaco tridimensional, etc. E para comparar a
magnitude de dois conjuntos diferentes, a nocdo basica é a de equivaléncia. Se os
elementos em dois conjuntos A e B podem ser emparelhados um com o outro de tal
forma que a cada elemento de A, corresponda um e somente um elemento de B, e a
cada elemento de B corresponda um e somente um elemento de A, entado, diz-se que a

correspondéncia é bijetora e diz-se que A e B sado equivalentes.



A nocao de equivaléncia, para conjuntos finitos coincide com a nogdo comum de
igualdade de quantidade de numeros. Dois conjuntos finitos tém o mesmo numero de
elementos se, e somente se, os elementos dos dois conjuntos puderem ser postos em

correspondéncia bijetora. Isto é de fato a prépria idéia de contagem.

Em se tratando de conjuntos finitos, nem sempre é necessario contar os objetos
em dois conjuntos para mostrar sua equivaléncia. Por exemplo, pode-se afirmar, sem
contagem, que qualquer conjunto finito de pessoas é equivalente ao conjunto de suas

cabecas.

A idéia de Cantor era estender o conceito de equivaléncia para os conjuntos
infinitos para definir uma aritmética do infinito. Porém essa idéia conduziu a outras
questdes nao tdo simples de serem compreendidas. Por exemplo: os inteiros pares
formam um subconjunto préprio’ do conjunto de todos os inteiros, e os inteiros formam
um subconjunto préprio do conjunto de todos os numeros racionais. Se um conjunto é
finito, isto é, se ele contém algum numero n de elementos e nenhum mais, entéo ele
nao pode ser equivalente a nenhum de seus subconjuntos préprios, uma vez que
qualquer subconjunto préprio poderia conter no maximo n —1 elementos. Porém, se um

conjunto contém infinitos objetos, entdo, de forma bastante paradoxal,

[...] ele pode ser equivalente a um subconjunto préprio de si mesmo.[...] O
emparelhamento entre o conjunto dos inteiros positivos e o subconjunto proprio
dos inteiros pares, determina que sdo equivalentes. Essa contradi¢cdo a verdade
intuitiva, mostra as surpresas com que se vai deparar no dominio do infinito.”
(Courant, 2000, p.95).

Embora a intuicdo aponte para o fato de que ha duas vezes mais inteiros
positivos do que inteiros pares porque sabe-se da definicdo que os inteiros sao
constituidos pelos nimeros pares e impares, conclui-se que as duas infinidades sao
iguais.

Outro exemplo, que acompanha o0 mesmo raciocinio anterior, é a
correspondéncia entre os numeros inteiros positivos e o conjunto de todas as fragdes

préprias e improprias, que determinam que essas infinidades sdo equivalentes.

7 Subconjunto proprio de um conjunto S, significa um conjunto S’ formado por alguns, mas néo todos, dos
objetos em S.
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Ou ainda o numero de inteiros positivos e sua equivaléncia com o numero de

nameros quadrados perfeitos.

1 2 3 4 5 6 7
17111111
1 49 16 25 36 49...

Essas contradicbes representam uma caracteristica bastante notavel encontrada
na relagdo entre dois conjuntos, quando eles s&o, todos os dois, infinitos. Essas
informagdes matematicas sdo extremamente sofisticadas e, em se tratando dos niveis
de compreensdo dos alunos da educacdo basica, e principalmente dos objetivos
dessas etapas de aprendizagem, deve-se ter bastante cuidado na organizagdo das
informacdes. Algumas contradi¢cdes, para serem explicitadas, estabelecem diferengas

entre os conceitos de magnitudes finitas ou infinitas.

Pode-se observar que nessa fase de desenvolvimento, pois esse € um conteudo
do ensino fundamental, a aquisicdo gradativa desse conceito fica bastante complexa,
principalmente se traz implicita uma passagem do conceito de infinito, significando

simplesmente sem fim, para o conceito infinidade, em que se imprime a formulagéo da
hipotese de que infinidade, usualmente expressa pelo simbolo <« 8 , pode ser tratada

como se fosse um ndmero.

A concepgao matematica formalizada propde que dai surge a necessidade de
contar os infinitos e compara-los, pois, matematicamente, pelas propostas de Cantor e
da aritmética do infinito, deve-se comparar esses diferentes tipos de infinito e conta-los.
Na verdade é a operagdo da contagem que vai fornecer o modelo para essa
comparacgao, determinando que se for possivel estabelecer uma relagéo, ou seja, uma
correspondéncia biunivoca entre esses conjuntos, entdo os dois conjuntos sao

equivalentes.

8 Esse simbolo de infinito, oo, reproduz o desenho de uma lemniscata, curva estudada por muitos
matematicos a partir de Kepler, mas designada como sendo a lemniscata de Bernoulli(1654-1705) a quem
se atribui o seu desenvolvimento.



Evidentemente essa aritmética do infinito reflete-se no estudo das fungdes
deparando-se com problemas semelhantes, no que se refere as correspondéncias
entre conjuntos de numeros explicitando situagées semelhantes envolvendo nimeros
infinitamente pequenos. Toma-se, agora, como exemplo duas grandezas abstratas
quaisquer, por exemplo, 5 e 12. Considerando-se o campo de variagdo como sendo os
numeros racionais, é evidente que o conjunto das grandezas compreendidas entre um
segmento que vai de 0 a 5, que sao inferiores a cinco € infinito; da mesma forma, o
conjunto das grandezas inferiores a 12, também ¢ infinito. E verdade que o segundo
conjunto deve ser dito maior que o primeiro, ja que este é incontestavelmente somente

uma parte daquele.

Agora, observe-se uma verdade matematica no estudo das equagoes: seja x
uma grandeza dada, compreendida entre 0 e 5; e seja y determinado pela equagao
5y=12x ; y representa uma grandeza compreendida entre 0 e 712. Reciprocamente,
todas as vezes que y representa uma grandeza compreendida entre 0 e 712, x
representara uma grandeza compreendida entre 0 e 5. Segue-se igualmente dessa
equacao que a cada valor de x corresponde um unico valor de y e vice-versa. Ou seja,
a cada valor de x no intervalo entre 0 e 5 corresponde um valor de y no conjunto das
grandezas compostas entre 0 e 12, de tal forma que nenhum numero pertencente aos

dos dois conjuntos fica s6, nem se encontra em mais de um par ao mesmo tempo.

Essas questdes citadas anteriormente que, envolvendo os conceitos de infinito e
infinitamente pequeno merecem uma revisdo bem detalhada para que surjam
proposi¢cdes como abordagens complementares, mais detalhadas, que possam

conduzir ao objetivo da constru¢cdo dos conceitos envolvidos.

Esses paradoxos mencionados fazem parte de um rol de conteiudos dos
curriculos da educagéo basica e quando sdo expostos tém como preocupagio unica,
uma exposicao formal que ndo apresente contradicées. Em se tratando do conceito de
infinito, como na maioria das vezes isso nao é possivel, esse conceito ndo é destacado
nas formas tradicionais de exposi¢cdo. Culmina, entdo, em abordagens sem nenhum
compromisso com o desenvolvimento do pensamento, e, por conseguinte, sem

nenhum compromisso com a construgao da metafora basica do infinito.

3.1 - As Dizimas Perioédicas e o Paradoxo de Zenéo



Tomando-se como exemplo a soma infinita 0,9+0,09+0,009+... é uma
representacao através do sistema de numeracao decimal do numero 0,999... que por

sua vez se apresenta nos curriculos basicos logo no terceiro ciclo do ensino
fundamental inserido no modelo das dizimas periddicas. Uma dizima periédica é a
representacdo de uma fracdo ndo decimal® pelo resultado da divisdo do numerador
pelo denominador. Dada uma dizima periddica qualquer existe uma operacao inversa
que indica a fragdo nao decimal que a gerou. Utilizando-se o modelo formal proposto
na educacgdo basica, cria-se um sistema de equagbes, a partir de uma simples
operacao usada para numeros com quantidades finitas de algarismos.
Nesta forma de apresentar, considera-se, por exemplo:

Se x éiguala 0,999... , entéo,
10x é igual a 0,999... , e, apds operagdes comuns a sistemas de equagdes, no

caso subtrai-se a primeira expressdo acima da segunda, opera-se 0s termos
semelhantes e conclui-se que x é igual a um. Ou seja, tem-se na linguagem formal das

dizimas, que o numero um gera por uma operagao multiplicativa o nidmero 0,999...,

porém nesse caso especial, ndo se consegue nenhuma divisdo euclidiana que gere
essa dizima.

Na educacao basica oculta-se a especificidade desse resultado. As propostas
que surgem, apelam exclusivamente para os modelos formais, voltados para a idéia de
uma operagao onde deve haver uma igualdade absoluta, entdo constroem-se outros
modelos formais, como uma divisdo heterodoxa apresentada no livro Meu Professor de
Matematica (Lages, 1991, p.162), para solucionar o problema da geratriz da dizima
periodica 0,999... O problema estd exatamente na insisténcia por um modelo formal
que convenga que O numero um gera o numero 0,999..., por uma operagéo ftrivial,
envolvendo igualdades absolutas.

Enquanto isso, no desenvolvimento do préprio pensamento matematico existem
conceitos que poderiam esclarecer o que realmente essa igualdade representa. Por
exemplo, olhando para a representacdo desse numero como uma série de soma
infinita, o niumero decimal 0,999... ¢ igual a série infinita 0,9+ 0,09 +0,009+... ou ainda
€ igual a i+i+—

10 100 1000

representacao dessa série infinita fica:

+.... que é visivelmente uma serie geométrica infinita. E a

? Fragdo decimal ¢ aquela cujo denominador é um multiplo de 2 e/ou 5, que pode ser representad por um
produto de poténcias de 2 e/ou 5, e a divisdo do numerador por esse denominador gera um niimero decimal
exato.
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Que pode ser representado por um somatorio:

= 9(1Y)"
Zﬁ(ﬁj

n=1

Pois se trata de uma série geométrica de razao r igual a 1/10 e coeficiente a
igual a 9/10.

No caso das séries geométricas com razdo menor que um, o limite é dito
diferente do somatério, e o0 modelo matematico utilizado para verificar a soma vem do

modelo para séries geométricas finitas afirmando-se que

n
a—dar
g=4"4

1-r

A partir dai aplica-se 0 modelo do limite para as séries geométricas infinitas de

razao |r| menor que um. Entdo, considerando-se o limite para ar”, o termo geral da
sucessao, com n indo para o infinito como sendo igual a zero, representa-se agora, o
modelo matematico para se analisar séries geométricas infinitas de razdo menor do

que um e maior que zero como:

Nesse caso, esta-se diante de uma situagcdo que aponta um modelo

9
matematico para questdes desse tipo, por exemplo, tendo-se aigual a B e r igual a

1 - ~ .
E’ substituindo-se esses valores na expressao acima tem-se S = 1.

E interessante observar que a expresséo

= 9(1Y)"
Zﬁ(ﬁj

n=1

€ um caso especial do somatério abaixo:



i p(g-p)""

n+l q

Fazendo as constantes p e g serem iguais a um e dois, respectivamente, tem-

se o somatorio

que representa a série infinita para uma situacao igual a proposta pelo paradoxo de

9
Zendo. E para p = 10 e g e d iguais a 1, tem-se a representagdo do somatorio

que representa a série 0,9+ 0,09+ 0,009+... em questdo. Reconhecendo essa

forma de representacdo de decimais infinitas, e explicitando a dindmica implicita ao
conceito de infinito, via constru¢cdo de metafora basica do infinito, € ndo uma igualdade
absoluta como nos moldes tradicionais, caracteriza-se outro aspecto da linguagem
matematica para analisar essas situag¢des, e muitas outras analogas, que conduzem a
metéafora basica do infinito.

E interessante explicitar que se trata de situagdes semelhantes ou
matematicamente classificadas como sendo da mesma natureza de um paradoxo,
semelhante ao paradoxo de Zenao.

Deve-se efetuar maiores empenhos para que, através dos conhecimentos
desenvolvidos no préprio pensamento matematico, se possa proporcionar caminhos
para o desenvolvimento do conceito do infinito. A linguagem matematica na
apresentacdo acima faz parte de uma linguagem elaborada mais recentemente na
histéria da matematica, que embora com suas representagdes formais, esta carregada
de instancias que podem ser traduzidas em significados. Nesse caso o direcionamento

€ para priorizar a construgdo do conceito de infinito no grande e de infinito no pequeno.

Deve-se inserir nessa discussdo uma antiga polémica considerada como
sendo, da geometria. Admitindo-se a existéncia de dois pontos A e B quaisquer sobre

uma reta qualquer que determina um segmento AB, e se sobre essa reta se aplica uma



operacao trivial de divisdo sobre o segmento, dividindo-se, por exemplo, esse
segmento ao meio obtém-se o ponto A;; dividindo-se A; B ao meio, obtém-se A;
dividindo-se A, B ao meio, obtém-se A;; e pergunta-se até onde vai a possibilidade de

prosseguir na divisdo ao meio?

Pode-se dizer que do ponto de vista pratico, a divisdo para quando se obtém
segmentos tdo pequenos que ja nao ha instrumentos com precisao suficiente para
continuar a dividi-los. Do ponto de vista tedrico, existem duas possibilidades: ou o
ponto geométrico € um pequeno corpusculo com dimensdes muito pequenas, e a
operacgao de divisdo termina quando se obtiver um segmento de comprimento igual ao
comprimento desse corpusculo; ou o ponto geométrico tem comprimento zero e por
menor que seja o segmento A, B obtido, sera sempre possivel “pensar” uma nova
divisdo ao meio. Neste caso, o ato mental de divisdo ao meio pode se repetir
ilimitadamente, e tem-se sobre o conjunto AB uma infinidade de pontos Ay, A, As, ...,
A,, ... tem-se um novo conjunto infinito. A linguagem matematica moderna oferece a
linguagem para tratar esses problemas, analitico e geométrico, conjuntamente.

Referenciais pedagdgicos mais recentes no Brasil estabelecem para o ensino
da matematica, alguns objetivos como: desenvolver (...) “formas de raciocinio e
processos, como intuigdo, indugdo, analogia, estimativa, utilizando conceitos e
procedimentos matematicos(...)” (PCN’s, 1998, p.48). Nessa perspectiva, o ensino da
matematica e das ciéncias deve contribuir para esse desenvolvimento geral na
educacao basica.

O que se observa nas formas tradicionais de se expor o pensamento
matematico mesmo na atualidade é uma visdo estatica em que se admite, apenas,
igualdades absolutas, uma visdo platénica, enquanto que situagdes matematicas mais
voltadas para andlise da realidade admitem aproximagdes como sendo muito
importante para o desenvolvimento do pensamento matematico, até porque no dia-a-
dia, as aproximagdes sdo muito mais freqlientes que as exatidoes.

E fundamental, principalmente, que a matematica como linguagem cientifica
exponha seu carater descritivo dos fendmenos. Comecando pelas caracteristicas do
pensamento metaforico presente na matematica, até as generalidades de suas

representacoes.



4 - 0O Paradoxo de Zenao e o0 Conceito de Infinito na Educacéao

4.1 — Pesquisa e analise

A pesquisa apresentada neste documento visa estudar as no¢des de infinito, em
torno de uma realidade objetiva, ou seja, a relacdo do conceito de infinito com a
percepg¢ao de processos iterativos e com a utilizagdo de uma linguagem matematica
para descricdo, compreensao e representacdo desse conceito.

O instrumento de averiguacao sobre como se da o desenvolvimento desse
conceito, é a exposigao de um problema conhecido através da histéria da matematica,
que envolve o conceito de infinito e infinitésimo, trata-se do ja citado que ficou
conhecido como paradoxo de Zen&o.

A relevancia dada a esse paradoxo €& porque se trata de um problema da
antiguidade bem difundido até a atualidade, inclusive em areas fora da matematica, e
que tem caracteristicas adequadas para essa pesquisa, pois, apresenta uma natureza
contraditéria quando relaciona experiéncia fisica com numeros, e principalmente, por
ser um problema da mesma natureza das dizimas periédicas, enquadrando-se, entao,
ao método e ao objetivo dessa pesquisa.

O objetivo principal é observar em que aspecto o atual conhecimento da
linguagem matematica esta presente nas respostas dadas ao problema e, também,
tentar detectar a construcdo de metaforas conceituais nos discursos dos sujeitos
pesquisados. Essa expectativa deve-se ao préprio desenvolvimento da linguagem
matematica e das teorias cognitivas apontadas por Lakoff & Niifiez sobre a construgcéo
das metaforas conceituais. Essas sdo duas categorias de analise na presente
pesquisa. A terceira é a categoria dialética realidade — possibilidade (Cheptulin, 1982)
usada para conclusdo das analises. O método dialético se faz presente desde a
construgdo dos didlogos com os sujeitos da pesquisa, em que sao utilizados contra-
argumentos para construgdo desses dialogos entre sujeito e pesquisadora, visando
observar as sinteses, as idéias debatidas.

Os sujeitos escolhidos foram individuos que se encontram em trés diferentes
niveis de formacao académica. O primeiro grupo foi composto por alunos da ultima
série do ensino fundamental de uma escola publica e de uma escola particular da
cidade de Macei6. Esses alunos foram escolhidos aleatoriamente, ou simplesmente os
primeiros que mostraram disposicdo para participar da pesquisa. A quantidade de
sujeitos nesse grupo foi de sete alunos com idades entre treze e quinze anos de idade,
todos da oitava série do ensino fundamental. Esses sujeitos serdo designados no
decorrer da pesquisa, por S1, S2, S3, S4, S5, S6e S7.



O segundo grupo de sujeitos constou de professores licenciados em Matematica
com experiéncia de no minimo trés anos no exercicio da profissao na educagao basica,
tendo sido selecionados trés sujeitos das redes publica e particular da cidade de
Macei6. Estes serdo designados por S8, S9 e S710.

Um terceiro e ultimo grupo foi composto de matematicos pods-graduados,
professores da Universidade Federal de Alagoas, do Centro de Ciéncias Exatas e
Naturais, atuantes nos cursos de licenciatura e bacharelado em matematica, em trés
areas de ensino e pesquisa distintas: algebra geométrica, analise numérica e
matematica aplicada. Este grupo foi composto de trés sujeitos que aparecerdao neste
documento, respectivamente como os sujeitos S11, S12e S13.

A coleta dos dados com os trés grupos citados efetuou-se por registro audio e
video na presenca apenas da pesquisadora e de cada sujeito. Estes foram solicitados a
se posicionarem diante das questdes abordadas. Uma maior relevancia foi dada ao
paradoxo de Zendo, mas outros paradoxos do infinito foram mencionados para os
alunos do ensino fundamental no intuito de manter um dialogo que tornasse possivel
captar suas descricdes e metaforas conceituais, relativas ao conceito de infinito e
infinitésimo.

Ao grupo de alunos do ensino fundamental foram colocadas situa¢des similares
as descritas por Nufes (1994), no que se refere ao paradoxo de Zenao, propondo esse
problema da seguinte forma: o sujeito deve deslocar-se entre dois pontos, partindo de
um ponto conhecido dado, até um outro ponto também conhecido, e a condicdo do
problema é que os espagos devem ser percorridos cobrindo-se primeiramente a
metade do percurso e depois sempre a metade do restante.

Utilizando-se a linguagem matematica poderia ser dito da seguinte maneira:
dada uma distancia total “d”, percorre-se primeiramente a metade, ou seja, a distancia
AN

2 | 4

d
que corresponde a 5 depois a metade da metade, , depois a metade da

d
1
metade da metade, é :%, e assim progressivamente, a razao de 5 sempre

cobrindo a metade do restante da distancia. Estas representacbes matematicas,
naturalmente, foram omitidas na exposicdo do problema para esses alunos,
explicitando-se apenas que seria a metade, depois a metade da metade, depois a
metade da metade da metade, e assim sucessivamente.

Depois de exposto o problema, efetuou-se a pergunta: o individuo nesta

situagcao chegara ao ponto desejado? Foi proposto que os individuos poderiam pensar



na distancia que quisessem entre esses dois pontos, por exemplo, a distancia entre as
duas laterais opostas de uma mesa, ou entre o lugar em que eles se encontravam
naquele momento e um outro lugar qualquer que ele quisesse imaginar.

Para obter mais subsidios para a anadlise, foi solicitado a cada sujeito da
pesquisa, nesse grupo de alunos do ensino fundamental, que propusesse uma

resposta ao somatério da série infinita alternada representada por:

S 1y
n=0

Esse somatorio foi apresentado como uma soma com infinitos termos, em uma
notacéo simplificada, dotipo+1-1+1-1+1 -1 .., em que a quantidade infinita de
termos da soma estava caracterizada pelas reticéncias. A pesquisadora ressaltou esse
detalhe ja conhecido, pois € uma notagido utilizada no ensino fundamental para
descrever conjuntos que sao representados por seqiiéncias infinitas de nimeros.

Aos sujeitos professores do ensino fundamental, com licenciatura em
matematica, a proposta foi para que organizassem uma opinido a respeito do paradoxo
de Zenao, em uma abordagem que pudesse ser utilizada em situagdes de sala de aula.
Esses professores deveriam ter em mente pelo menos as duas opinides mais provaveis
que poderiam ser dadas por seus alunos: a de que se chegaria ao ponto desejado ou a
de que nao se chegaria. A proposicao foi no sentido de tentar entender os argumentos
que cada um compreende que poderia ser utilizado para seus alunos, a respeito desse
problema.

Ao terceiro grupo, dos sujeitos pos-graduados em Matematica, foi proposto que
emitissem parecer sobre as possibilidades de discursos em torno da utilizagdo do
paradoxo de Zenao como instrumento didatico para se abordar o conceito de infinito e
de infinitésimo na educagao basica, e entdo a possibilidade de explorar esses
conceitos atribuindo uma relevancia na utilizacido das dizimas periddicas, com seus

componentes paradoxais, da mesma natureza que o paradoxo citado.

Os alunos do Ensino Fundamental

As declaragbes que o0s sujeitos do primeiro grupo, alunos do ensino
fundamental, emitem, diante da questdo sobre o que seria infinito, evidenciam a
existéncia de nocdes sobre esse conceito, expostas de certa forma com naturalidade.

Essas nogdes foram observadas em uma primeira categoria de respostas onde surgem



exemplos de infinito presentes em uma relagdo desse conceito com algum tipo de
linguagem cientifica utilizada para descrever o infinito. E entdo, o conceito de infinito é
expresso em termos de universo infinito, e principalmente de nimeros, como nas

colocacbes abaixo:

S1: Os numeros, o universo.

S2: assim... que ndo tem fim, assim... tipo os nimeros da matematica, o numero
de estrelas, o universo... uma coisa que num pode ter fim assim... num pode se

encontrar nenhum fim.

S4:  Ahn! Ahn! Ahn! ...(siléncio de aproximadamente trinfa sequndos) pode ser

numero, né? Acho que ndo tem fim, pra mim ngo tem.

S6: tipo assim, nunca acaba, como o universo, ninguém nunca viu um fim dele.

Nessa categoria de respostas dadas pelos sujeitos S71, S2, S4 e S6, observa-se
a utilizacédo da implicacao final de uma metafora basica de infinito, para descrever suas
idéias sobre infinito. Esses sujeitos apresentam uma compreensao de infinito sem a
explicitacdo do passo a passo, como nos processos descritos por Lakoff &
NURez(2000) nos protodtipos de metafora basica do infinito. A linguagem utilizada na
descricao esta voltada para as idéias matematicas, mas nao ha evidéncia do dominio
de uma representacdo em linguagem matematica formal. A idéia matematica mais
usada é a dos infinitos numeros naturais.

Em uma outra categoria de resposta detectada n&o se observa, inicialmente,
nenhuma referéncia ao universo ou a idéia matematica sobre o infinito. E as primeiras

impressodes sobre infinito, deixadas por esses sujeitos foram:

S3: que ndo tem fim

S5: infinito é uma coisa que ndo tem fim, né? Que nao tem fim, infinito.

S7: omar, oamor...

Percebe-se nessas respostas de S3, S5 e S7, uma construgédo diretamente
relacionada com o desenvolvimento da linguagem natural. Uma logica primaria, que se
percebe nesse caso, com bastante obviedade, o que eles colocam é que o infinito é o

que nao é finito. O sujeito S7 atribui a caracteristica nao finita a entidades particulares,



no caso, o amor. Pode-se inferir que o conceito provoca-lhe uma abstracédo imediata, e
uma outra declaragdo voltada para sua percepgao visual imediata, atribuindo a
propriedade de infinito, ao mar. Esse sujeito passa de uma entidade totalmente
abstrata para uma totalmente concreta. Porém, essas primeiras declaragdes desses
sujeitos vao se modificando com a continuidade dos dialogos.

Por exemplo, o sujeito S3 declara uma outra forma de expressar o infinito,

completando a expressao que iniciara sob uma pergunta da pesquisadora:

P: vocé conhece alguma coisa que nao tem fim?

S3: o0s numeros da matematica.

E entdo, mais uma vez, a idéia matematica de niumeros aparece para descrever
o infinito, também para esse sujeito S3.

Os sujeitos S5 e S7, ao continuar emitindo suas outras formas de perceber o
infinito constroem interessantes descricées sobre o infinito. Esses sujeitos conseguem
descrever as idéias que sdo muito importantes para essa analise, no caso, a descrigao
de processos continuos. Esses processos sédo descritos por esses sujeitos, sob forma
de movimento iterativo continuo ou uma forma prépria de descrever iteragdes como

ciclos de criacao e recriagao percebidos na natureza.

P: [ ...] vocé encontraria coisas infinitas na natureza?

S5: ndo, porque a medida que o tempo passa as pessoas vao destruindo a natureza.
Ai nunca que vai ter jeito. [...] nGo é sempre infinita né? Sempre muda, pro... pra...
como é que se diz? Pra... a natureza a... floresta assim, entende? Pras

pessoas... destroi elas, pra colher pedras, coisas... ai ela tem fim.

Esse sujeito S5 demonstra uma compreensao indutiva do conceito de infinito
relacionado a uma percepcdo de processos finitos, mas que, segundo as suas
declaragdes, compreende que poderiam ser infinitos. Ele acredita que se a relagédo dos
seres humanos com a natureza fosse diferente do que é, entao ela seria infinita. Esse
sujeito compreende uma possibilidade de infinito na percepcao de ciclos, construido
sob a idéia de processos iterativos, que sao interrompidos.

O sujeito S7 foi conduzido, durante o didlogo, a uma possivel descri¢cao utilizando

idéias matematicas do conceito de infinito que acata sem problemas:

P: [...]JVocé estuda matematica e vocé esta na oitava série ndo é?

S7:  E.



P: entdo, os numeros, por exemplo, os numeros naturais, tem alguma coisa de
infinito  nos numeros naturais?

S7.  tem.

P: essa idéia que vocé tem de infinito dos numeros naturais, ajuda vocé a pensar
em outras coisas infinitas?

S7: ajuda.

Na descricdo do infinito dos numeros, esse sujeito mostra uma compreensao
traduzida em forma de movimento, percebido e narrado como um processo continuo e

iterativo.

P:  como é que é o infinito dos nimeros?
S7: bom, é uma coisa que vai sendo, vai sendo, vai sendo... e nunca acaba... ele vai,

vai, vai, vai até...

Nos dois sujeitos acima, S5 e S7, observa-se uma descri¢do de infinito como
percepgao de movimento em processos continuos. Esses processos sdo reproduzidos
por esses sujeitos através de uma linguagem prépria. Em S7, a idéia de numeros,
também é a abstragao que contribui para a descricdo dos processos continuos.

Essa percepgao de processo iterativo continuo também foi observada nas
colocagdes do sujeito S7 a respeito de um possivel resultado para a soma da série

infinita alternada: 1—-1+1-1+1-1 ..

S1: Eh! Acho que zero, porque... assim, tem... sempre vocé tem mais um
vocé diminui um, sempre vai dar zero, mais um menos um, zero, vai ser sempre

assim sendo zero.

Em um préximo passo, para averiguar nocbes de infinito presente nos
processos de constru¢ao do conceito do infinitamente pequeno, foi proposto para esses
alunos do ensino fundamental, que tirassem uma conclusao a respeito do problema de
Zenao.

Nas respostas sobre o que aconteceria ao se tentar chegar a um ponto
desejado, caminhando por metades, foram observadas trés tipos de conclusdes
expostas por esses sujeitos. Essas respostas também detectadas por Nunez (1994),
sdo: os que afirmaram que chegariam ao ponto desejado; outros, que afirmaram que
nao chegariam; e os que consideraram as duas respostas possiveis, oscilando entre as

duas possibilidades diante dos contra-argumentos.



Durante a construgcdo do diadlogo, quando percebe a postura do sujeito
afirmando que chegaria ou que nao chegaria ao ponto desejado, a pesquisadora usa o
contra-argumento, ou seja: se o aluno afirma que chegaria ao ponto desejado, a
pesquisadora usa o contra argumento baseado na possibilidade de se dividir
infinitamente; de outro modo, ou, para aqueles sujeitos que afirmam que jamais
chegarao, o contra-argumento usado € a proposta da realizagdo de uma experiéncia
fisica com uma distancia minima usada entre os dois pontos, e propondo que ele, o
sujeito pesquisado, € quem esta caminhando do ponto A até o ponto B, dividindo o
percurso em metades.

Os argumentos utilizados para dizer que chega ou que nao chega, tem uma
construcao semelhante sob alguns aspectos. Analisando abaixo as colocagdes de S2,

que representa um sujeito do tipo que afirma que chega, tem-se:

P: [...]JPor que chega?

S2:  Vai sendo... dividindo e vai e chega...vai diminuindo menos a distancia.

Nessa resposta de S2 observa-se sua compreensdo da chegada, por um
movimento continuo de diminui¢cdo da distancia. Para ele, parece 6bvio que chegara ao
local desejado. Ele parece perceber a impossibilidade de continuar dividindo, ao chegar
em algum ponto, embora nao consiga argumentar o porqué dessa sua certeza. Esse
sujeito percebe o movimento continuo, por metades, porém subentende uma
compreensao da impossibilidade de dividir infinitamente nessa situagao vivenciada.
Entdo, ele determina um estado final finito de divisbes, e a distancia que diminui
gradativamente, em algum momento passa a nao ter correspondéncia com nenhum
numero real. A distdncia deixa de ser um numero real, em algum determinado
momento da caminhada. Nesse instante ele sai do sistema matematico das divisdes,
quebra a condigcido do problema, e considera apenas a possibilidade fisica. Porém, nao
consegue descrever com palavras o que acontece e por que ele quebra as condigdes
propostas do problema, e chega.

Essa conclusado é consideravel para a analise. Porém, nao fica claro nem para
esse proprio sujeito, como justificar essa sua resposta. Para ele parece 6bvia do ponto
de vista da experiéncia, mas cria uma lacuna entre seus conhecimentos basicos sobre
divisbes, e uma explicacdo do fenébmeno vivenciado.

Ja S1, convicto das verdades matematicas ndo consegue se transportar para
uma realidade fisica e limita-se a possibilidade matematica de efetuar infinitas divisées.

Embora esse sujeito construa uma metafora do limite de uma seqiéncia infinita,



mostrando compreensao sobre a nogao de infinitésimo, ndo consegue ver o problema

como uma situacao realizavel.

S1: Ah! E impossivel eu chegar do ponto A, he! ao ponto B andando metade do
caminho, porque cada vez que vocé vai andando a metade, metade da metade,
ai a metade da metade da metade, vocé nunca vai conseguir chegar a um ponto
B, porque nunca vocé vai conseguir andar o caminho inteiro, vai sempre,

sempre assim|...]

A semelhancga entre esse sujeito S7 e o sujeito S2, é que os dois iniciam a
observagao ao problema associando a distancia que vai diminuindo a um processo de
divisdo representado pelos numeros, e a diferenga crucial € que S7 em nenhum
momento deixou de associar essa distdncia a uma representacdo numeérica, nao
conseguindo refletir sobre as condigbes fisicas do problema. S2 deixa de refletir
numericamente e passa a analisar apenas sob uma condi¢do fisica de realizacdo do
problema.

O que se observa nas duas posturas € uma prioridade dada a uma ou outra
linguagem: a linguagem apenas do que se vé através dos sentidos, a experiéncia
fisica, ou a linguagem puramente abstrata das divisdes, sem nenhuma possibilidade de
aplicacdo. Observa-se a necessidade de uma mediagcdo entre essas percepgdes
unilaterais, uma linguagem que possa explicar o fenémeno.

O sujeito S7 esta entre os que oscilam diante dos contra-argumentos depois de
ter afirmado que chegaria, entra em conflito apés a introdugcéo do contra-argumento
das divisdes infinitas ao dialogo e reconsidera a resposta anterior, mas também nao

consegue expressar suas duvidas.

P: [...JQuando tem um pedacinho, a gente pode dividir. Pegar o que sobra e pode
dividir. Sempre pode dividir. E isso pode ndo acabar nunca. Ai, no caso, eu
nunca
chegaria?

S7: ¢, tem essa possibilidade.

P: tem essa possibilidade?

S7: ¢, tem.

P: como assim?

S7: ) vai até chegar num local determinado, ai sempre vai ter, sempre

vai ter as dificuldades.



P: no caso (essa dificuldade) vai ser as divisbes infinitas?Por menorzinho que seja,
a gente pode dividir?

S7:  Anhan.(expresséo afirmativa com a cabecga).

P: vocé acha que pode?

S7:  acho que sim, porque sempre tem uma brechinha com alguma coisa.

P: vocé ndo chegaria?

S7: depende, talvez.

P: talvez?

S7: é talvez.

Os conflitos sao introduzidos com certa facilidade no sujeito S7, provavelmente
porque a linguagem matematica esta presente, com relevancia, no referencial tedrico
nesse nivel de ensino. Esse sujeito concorda durante o dialogo que o conceito de
numero ajuda a organizar uma descri¢do de infinito, narrado depois da lembrancga da

pesquisadora, como um processo iterativo continuo.

Consideracoes:

Os sujeitos pesquisados nesse primeiro grupo utilizam metaforas matematicas
para descrever o infinito. A abstracdo mais evidente é a construgado infinita dos
numeros. Nas respostas observadas sobre o que seria infinito ha evidéncia da
construgcao da metafora basica do infinito, no infinitamente grande e no infinitamente
pequeno; os sujeitos pesquisados demonstram entender o conceito de infinito de uma
forma dinamica, ou seja, através da percepcdo de coisas em movimento, alguns
chegam a um refinamento descrevendo, de uma maneira propria, como seriam esses
processos iterativos continuos.

Ha uma auséncia de utilizagcao de linguagem matematica formal para descri¢cao
desses processos infinitos, além das demonstragdes de estar nos niumeros a idéia que
melhor descreve o infinito.

Observa-se a presenga de uma outra metafora, associada aos numeros. Essa
outra, é a metafora das distancias que variam, associadas a numeros nas descrigcbes
do paradoxo de Zenao. Essa é uma metafora importante, pois, se encontra também na
construgdo matematica do conceito de infinitésimo. E um indicio de como sujeitos
nessa faixa de escolaridade constroem o pensamento matematico e apontam uma
direcdo sobre quais metaforas conceituais podem ser aproveitadas para uma
transposicdo até uma representagdo matematica do infinito e infinitésimo, que sao

defini¢cdes iniciadas com a problematica de Zenao.



Um ponto relevante para reflexdo nessa pesquisa ocorreu na relacido normativa
que individuos do tipo S71 tém com os conteudos matematicos, ja nesse nivel de
ensino. Este tipo de sujeito ndo consegue sair do sistema formal numérico e
reconsiderar sua analise baseando-se na prépria experiéncia. A distancia que falta,

para ele, € sempre um numero Real que pode ser dividido.

S1:  Nao, porque é assim: tem um bir, e a porta, vocé andando a metade. Depois a
metade da metade, depois a metade da metade da metade, vai ficar uma
distancia muito pequena, mas mesmo assim vocé néo vai conseguir chegar ao
seu ponto certo. Porque vocé vai dar uma distancia muito pequena e vocé ndo
vai conseguir chegar ao ponto certo, porque nunca vai, che... assim, um ponto
total, porque, assim se.. vocé tem uma distédncia de 1cm, vocé sempre vai ter
que andar zero virgula cinco, ... vocé nunca vai poder andar o zero virgula
cinco, ai depois o zero virgula vinte e cinco, depois o zero do...virgula cento e
vinte e cinco, ai nunca vai conseguir chegar ao ponto certo. (S1 continua

riscando, riscos que nao representam mais a metade do que falta, figura 2 )

Nessa resposta, evidencia-se que a limitagao da linguagem matematica utilizada
nas explicagcdes no ensino fundamental impede o avanco conceitual em individuos que
chegaram nesse estagio de compreensao numeérica.

Figura 2

Professores do Ensino Fundamental

Aos sujeitos do segundo grupo, professores da educacado basica, o didlogo
discorreu no sentido de tentar perceber que tipo de discurso articulado eles seriam
capazes de produzir para alunos desse nivel de ensino, sobre o problema de Zenao, ja
que esse tipo de questdo ndo é tratado nos cursos para formacéo de professores de
matematica.

Entre os trés sujeitos que participaram desse grupo, observaram-se tanto
semelhancas quanto diferencas, nos discursos que eles articularam. Por exemplo, no

rol das diferengas esta o aspecto das elaboracbes de S8, totalmente voltada para os



aspectos tedricos da matematica formal. E o argumento formulado sobre o que ele diria

aos alunos a respeito de chegar ou ndo chegar ao ponto desejado foi o seguinte:

S8: teoricamente ele nunca chegaria, ou... Chegaria cada vez mais proximo.

A pesquisadora, ao perceber que S8 permanece no sistema numérico, sem
considerar qualquer experimento concreto, introduz no didlogo o contra argumento,
construindo-o como se fora do ponto de vista dos alunos investigados, e o faz com a

seguinte colocacgéo:

P: [...] e eles (os alunos) me garantiram que chegariam, o que vocé diria para
eles?

S8:  diria que... 0 seguinte: o ... problema da matematica é o seguinte: é que é o

ideal,

Num ta num ambiente do dia-a-dia...

O sujeito S8 permanece no argumento matematico, mesmo diante do contra-
argumento. Esse sujeito considera o problema um paradoxo, compreendendo-o
literalmente. Também nao considera os referencias pedagogicos (PCN’s, 1998 - 1999),
que propdem que a matematica seja a linguagem das ciéncias, ou referenciais
psicopedagdgicos, que propdem a construgdo de significados através da educacgao
matematica.

A pesquisadora insiste entdo no argumento matematico, sobre a nogédo de
aproximacdo que ele deixa transparecer no inicio do dialogo, e propde tratar o
paradoxo como uma soma infinita, da mesma natureza de dizimas periddicas. Entao, o
sujeito reconhece o problema de Zendo como sendo a soma de uma série infinita e

propde que essa questao deveria ser tratada utilizando-se a teoria dos limites.

S8: [...Jele vai chegar no limite.

P: vocé falaria no limite?

S8:  certo, seria... vocé nunca vai chegar la. Vocé vai caminhar daqui até ali, ai
precisa novamente caminhar a metade de novol...] por menor que seja e vocé

vai caminhar a metade dele

Ao tratar o problema como uma soma com infinitos termos, esse sujeito admite
a convergéncia da soma para o limite. E afirma que chegara ao limite. Ao mesmo

tempo em que usa a impossibilidade matematica de chegar ao ponto desejado, S8



parece ter visualizado a experiéncia fisica quando utiliza o verbo caminhar para ilustrar
a idéia mas, volta a interpretar o problema sob uma visdo normativa da matematica,

nao concebendo outra possivel analise para o fenémeno.

P: mas € isso que eu quero saber...

S8:  pronto esse obstaculo que vocé quer chegar é o limite.

S8 conclui admitindo que ndo chegara, valendo-se de nogdes de limites, de
aproximacao. Esse sujeito usa argumentos voltados totalmente para a justificativa

matematica. Continuando firme na sua convicgéo, até o final.

S8:  se o pessoal prestar atencdo vai entender ... sempre vai ter um epsilonzinho
bem pequenininho que vocé vai dividir por dois, e vocé nunca vai chegar, é
como 1/n quando n tende pro infinito. (vai se levantando do local da filmagem e

mudando de assunto)

Percebe-se uma inquietacdo de S8 nessas suas ultimas palavras e gesto, é
como se concordasse que deveria propor uma explanacdo enaltecendo a teoria dos
limites, porém, como sua visdo de ensino é de uma matematica normativa, puramente
formal, reproduz uma postura tradicional. Esse sujeito conclui, afirmando que nao
chegaria, e a justificativa é voltada para a construcdo do conceito matematico de
infinitésimo, porém, utilizando o termo epsilonzinho que é o diminutivo de épsilon, letra
grega usada como variavel, na definicado formal de limite em matematica.

O discurso de S8 é totalmente voltado para o conhecimento matematico formal.
A diferenca dos argumentos desse sujeito para aqueles da época de Zenao esta no
ambito do desenvolvimento dos argumentos matematicos atuais, que permite uma
reflexdo sobre o problema de forma diferenciada daqueles da antiguidade. Essa
diferenca evidencia-se em sua disposicao ao fazer referéncia ao conceito de limite.

O sujeito S9 demonstra uma maior preocupacdo em tentar esquematizar e
inserir-se no contexto do problema, assume um comportamento como se estivesse
vivenciando, construindo uma idéia, passo a passo. Essa postura o conduz a

conclusdes coerentes, diante das condigdes fisicas que atribuiu ao problema:

S9: como é? O cara vai... como? A metade né? Vamos trabalhar com 10 metros
(falando e fazendo um segmento de reta com uma caneta em um quadro
branco, escrevendo A e B nas extremidades desse segmento) uma medida

certa né? Dez metros. Ai com dez metros ele vai sempre pular a metade né?



Agora entgo... tem o ponto C ( determinando no quadro o que corresponde a
mais ou menos a metade do segmento riscado) entdo o ponto C seria a metade,
seria agora o cinco, uma média ndo é isso? Ele pulou cinco, depois a metade de
cinco... ele ta aqui agora (seguindo em frente e fazendo uma marca no que
seria a metade da metade) , chegou ai, pulou a metade de novo, dois e meio...
um virgula cento e vinte e cinco... (representando com marcas no segmento
riscado) Mas se depender do tamanho do pé do cara né? Acho que ele chega
né?[..]

A pesquisadora tenta quebrar o argumento pratico desse sujeito, como se

pretendesse reconduzi-lo a uma postura tradicional, propondo que ele traduza isso

matematicamente. Isso faz com que esse sujeito busque em sua bagagem tedrica de

literatura matematica, algum argumento convincente.

S9:

se vocé trabalhar com esse intervalo aberto... por mais que se aproxime ele nao
chega, mas essa é uma idéia, um raciocinio bem analogo, bem proxima
da...infinitas... divisées por dois né? Que é a metade do percurso que o cara
devia fazer né? Nao é facil pro aluno entender, perceber...Claro que ele vai
consegquir...A conclusao aqui, [...] Eu acho que fazendo a experiéncia o cara vai
chegar né? Porque... hdo tem condigées, (sorriso) o cara com... o tamanho do

pé... o cara vai chegatr.

S9 mergulha na idéia da experiéncia e percebe-se diante de uma

impossibilidade de continuar dividindo. A linguagem da analise matematica que detém

enquanto conhecimento formal s6 se manifesta com a interferéncia da pesquisadora.

Nesse processo em que expde um esquema (figura 3) e narra o problema, entre as

idas ao conhecimento formal e vindas a experiéncia predomina a reflexdo sobre a

experiéncia vivenciada. Embora tenha feito apenas um desenho, um segmento de reta

e supondo dividi-la continuamente, o sujeito transporta-se para o problema, sentindo-o

como na pratica.



Figura 3
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Inicialmente, S9 a cada distancia faz corresponder um numero, mas, ao chegar
na distancia ao qual faz corresponder o numero um virgula vinte e cinco, ele quebra a
condicao inicial do problema, fazendo uma referéncia a uma parte do corpo, o pé, que
para ele, naquele momento, é um instrumento de medida. E o que o faz antecipar a
impossibilidade de continuar dividindo e, entdo, ele abandona a associacdo que vem
fazendo entre a distancia que falta e os numeros Reais.

Quando S9 abandona o sistema de representagao numérico, naquele ponto,
1,25, fazendo uma referéncia, agora, ao tamanho do pé do cara, demonstra estar
voltado para a construgdo de significado na experiéncia. Porém, esse sujeito nao
constréi uma justificativa elaborada em uma linguagem mais adequada para o
problema. Porém, mostra uma evidéncia do que o fez quebrar a regra do problema, ele
nao consegue explicitar claramente, mas, fica implicito que, quando a distancia que
falta for menor ou igual ao tamanho do pé do cara, ele quebrara a regra do problema, e
chegara ao ponto desejado. S9 oscila, passando do argumento tedrico, puramente
matematico, quando se refere ao intervalo aberto, ao muito informal, relacionado a
experiéncia, referindo-se ao tamanho do pé do cara.

A diferenca desse sujeito S9, para os sujeitos alunos do ensino fundamental,
que também quebram a regra do problema e afirmam que chegam, é basicamente
uma: ele percebe e apresenta uma escala de medida , ou seja, o instrumento de que
dispde para medir - no caso - o pé. No inicio da caminhada ele divide em metros, e, ao
final, ele percebe que precisa dividir em pés.

As questbes acima apontam para uma evidéncia, mais especificamente a
necessidade de uma linguagem que faca a transposicdo entre a percep¢do de um

conceito através de uma experiéncia e uma definicdo matematica.



O sujeito S10 também demonstra uma preocupagdo com a compreensao do
aluno e tenta, através de elaboragdes pessoais, explicar a importancia do conceito de
infinito, mantendo uma postura de quem quer construir idéias com significados. Inicia a

abordagem do problema da seguinte maneira:

S10: [..Ja primeira coisa que a gente tem que fazer pra que o0 nosso aluno consiga
imaginar o qudo significa infinito, por que o infinito ndo é um namero, infinito é
um significado... ele precisaria ter nogdo de distancia, ter uma idéia de que
distdncia nés estamos falando... por que é intrinseco do ser humano, ele sé
constroéi seu conhecimento quando aquele conhecimento faz sentido pra ele,
néo adianta... vocé querer que o aluno aprenda um conceito que ele nao vé...
nenhuma relagdo com a vida dele.

A primeira coisa de distancia... uma distancia que se conhece...
[...Joercorrer essa distdncia uma quantidade determinada de vezes, pra

equivaler a distancia...

S10 apropria-se de uma metafora conceitual de distancia que acredita que pode
ser um elemento constituinte do conceito de infinito. E como se estivesse em busca de
uma medida padrao conhecida, que faga sentido, e afirma que o conceito podera ser
construido iterativamente, a partir desse referencial conhecido. S70 acredita que esse
referencial € um ponto de partida, e o infinito seria um multiplo indefinido dele.

E relevante observar que nesse breve exemplo de construcdo que S70,
professor do ensino fundamental, propde-se fazer para introduzir o conceito de infinito
para seus alunos, ele utiliza raciocinios elementares, no caso, a operagédo de adigao
aplicada a uma distancia. Isso pode ser visto como uma tentativa plausivel de
construcao de metafora basica de infinito, na qual se percebe um estado inicial, uma
iteracao, um numero muito grande dessa iteracao, e uma implicagao final que poderia
ser um estado de infinito. (Lakoff & Nunez, 2000, p.187) Esse processo propde
implicitamente instancias para a metafora do infinito, detectado quando S70 prop&e que

a distancia gerada pode ser tdo grande quanto se queira.

S10: [..] a partir dessa situagdo vocé comega a construir... a aumentar essa distancia
[...] uma quantidade sem fim de vezes... vocé vai aumentando, tornando cada
vez maior, e como dizem, na... quando vocé estuda limite, é uma quantidade tdo

grande quanto se queiral...]



Essa ultima frase do paragrafo anterior merece mais um destaque, porque
evidencia uma caracteristica peculiar do conceito de infinito, que é a possibilidade de
se trabalhar esse conceito atribuindo uma certa autonomia intelectual aqueles que
participam de sua construcido. Na concepc¢ao tedrica da construgcao dos conceitos, sao
atribuidas relagdes as entidades conceituais, e néo propriedades necessarias e
suficientes, como na concepgao classica. A frase “uma quantidade tao grande quanto
se queira” foi lembrada durante esse dialogo, exatamente por fazer parte de um
discurso dos professores de calculo, no ensino superior, quando tentam explicitar essa
natureza peculiar na construgdo do conceito de infinito e de infinitésimo.

Seguindo uma perspectiva de construgdo do conceito de infinito S70, embora
nao conheca os trabalhos de Lakoff e NiUfAes(2000), conclui, afirmando que a mesma
idéia que esta presente na descricao do infinito esta na descricdo de infinitésimo, ou

como diriam os autores citados, faz-se uso de uma mesma metafora.

S10: [..] essa idéia de infini... de infinitésimo também seria indicagdo, para uma coisa
infinitamente grande.
[...]Jse matematicamente vocé construiu uma distancia, uma idéia de coisa muito
grande... Ah! Ja que conseguiu imaginar coisas grandes, aproveitar essa idéia e
relacionar com coisas muito pequenas também € ai que o paradoxo de Zen&o

serve de link, pra idéia de limite, tanto limites infinitos quanto limites infimos]...]

S10 mostra evidéncias de uma pratica voltada para a construcao do
conhecimento e consegue perceber uma relagdo entre os conceitos do infinito e do
infinitésimo. Conclui concordando com a utilizacdo do paradoxo de Zendo para se
trabalhar esses conceitos, na educagéao basica.

As maiores evidéncias de mudangas de comportamentos, em professores de
matematica, encontra-se na concordancia da pertinéncia do uso de problemas do tipo
proposto por Zenao, ja no ensino fundamental. Assim como também detecta-se uma
aparente preocupacdo com a construgdo de conceitos como os de limite, infinito e
infinitésimo. Esses sujeitos reconhecem que, nas teorias e curriculos atuais, ha uma
linguagem a ser explorada, mas também lhes faltam argumentos que justifiquem as
formas de conduzir abordagens a esses conceitos, nesse nivel de ensino.

Nessas praticas observadas, evidenciam-se também, diferengas que se revelam
de formas muito amplas, como por exemplo: encontra-se uma pratica mais arraigada
nas posturas tradicionais, uma pratica que aparenta um meio termo, detectavel na
tentativa de se manter uma coeréncia entre teoria e pratica, e uma outra, que se

apresenta como uma tendéncia voltada para idéias construtivistas. Nessa ultima,



chega-se a construir uma instancia de metafora basica do infinito sem a utilizacao de
modelos formais. Qual seria a diferenca entre essas praticas? Provavelmente uma
maior ou menor apropriagdo das teorias cognitivas, para construgdo do significado em

matematica.

Os matematicos

Aos sujeitos do grupo trés, os matematicos, a principal proposta foi para que
explanassem sobre o0 que significa o paradoxo de Zenao para eles, para a matematica,
e para a construcao do conceito de infinito em alunos da educacéao basica.

O sujeito S771 tem uma postura voltada para os fundamentos da moderna
matematica, e o ponto de vista exposto por ele é nessa diregdo. Esse sujeito mostra
uma convicgdo da separagao entre fisica e matematica, e entdo, divide em duas, as
formas que propde para se analisar o problema: uma fisica, outra matematica.

Ao analisar o problema sob uma concepc¢ao fisica admite que caminhando por
metades, chegara ao local desejado. No entanto, explicita que estara quebrando a
regra do problema. Esse sujeito propde que fisicamente ndo € uma experiéncia

realizavel.

S11: [..] aidéia do paradoxo de Zenao, e eu vou dizer logo de anteméo, que ele ndo
é um paradoxo, e... essa palavra ndo é apropriada. O que ocorre é o seguinte:
[...]Se vocé pega um caminho qualquer de... vamos supor 10 metros e vocé é
obrigado a caminhar cada ... (fala lentamente) metade do que vocé caminhou
antes. Vamos dizer 10 metros, vocé caminha 5, depois vocé vai caminhar 2,5,
depois vocé vai caminhar..., dois e meio vocé vai dividir por dois e
subseqlientemente sempre dividindo por dois, a pergunta é que se vocé
caminha desse jeito vocé vai chegar no fim do caminho? Esse é o Problema de
Zendo. Esse é o problema que ele pds, a resposta, ah! depende de como vocé
se posiciona. Se vocé olha do ponto de vista fisico, primeiro vocé néo vai
conseguir dar passos que divida sempre em dois, porque vai chegar um
momento quando seu pé é maior do que a possibilidade de dividir entdo vocé
nao vai conseguir fisicamente dividir eh! Dividir por dois. Ou seja, vocé nao vai
consequir realizar a proposta do Zen&o, entdo naturalmente vocé vai chegar 14,
vocé vai chegar la, mas vocé vai chegar, €, ndo obedecendo as regras do
problema que era sempre sair subdividindo em dois entéo, ( ) [...]Jvocé vai

quebrar essa regra, porque seu pé vai ficar maior e vocé vai pular, e por



conseguinte vocé chega. Bom, mas isso é um problema fisico. Esse é um

problema fisico.

S711 usa o mesmo argumento de S9, professor de matematica do ensino
fundamental, tem consciéncia de que esta caminhando, e entao, esclarece que esta
diante de um problema fisico, e tem plena convicg¢do de que chegara ao ponto desejado,
olhando para o problema, dessa forma. Porque o parametro, o instrumento de medida
tem um tamanho fisico, pois, trata-se do pé. Entdo, admite que chegara, porém
rompendo com as condigdes matematicas do problema.

Continuando sua analise do problema, S7171 se posiciona do ponto de vista
matematico. Seu discurso € iniciado, descrevendo o problema matematico que envolve o
paradoxo de Zendo, pegando uma caneta nas maos, tratando-a como a representacao
de uma reta, ou um modelo de reta. Conclui dizendo que em determinado momento,
diante da impossibilidade fisica de dividir a caneta, a operacdo de divisdo continua

apenas mentalmente.

O problema matematico é de outra ordem, o problema matematico é... se vocé
tem um comprimento, um comprimento qualquer — o comprimento dessa caneta
— (pega uma caneta com as duas maos, cada mao em uma extremidade da
caneta) eu posso dividir ela pela metade? Posso. E depois essa metade eu
posso dividir ela novamente na metade? Posso. Depois 0 que sobrou eu posso
dividir novamente a metade? Posso. E vou podendo dividir sempre. Do ponto de
vista matematico, isso é verdade, porque eu néo estou trabalhando com a
Caneta, eu estou usando a caneta como modelo, ndo é? Um modelo. O que
seria um pedaco de reta. Mas, a reta é uma outra ... é uma constru¢cdo mental,
certo?]...]

Nesse instante observa-se que, mesmo sem se dar conta, S771 sugeriu a
caneta, um objeto fisico, inicialmente, para representar a reta, que é um objeto
matematico. Ele acredita que a abstracdo necessaria a compreensao da divisibilidade
infinita, aconteceria apds essa percepcao da divisdo da caneta, que € uma operagao
concreta. Entdo, depois da percepcao das divisdes realizadas concretamente, a
abstragcdo, imaginando-se ndo mais uma divisdo fisica, mas, a partir de um certo

momento seria possivel apenas realizar divisbes matematicas. E conclui dizendo:

S11: [..] o paradoxo de Zendo ndo é um paradoxo do ponto de vista matematico,

certo? E ndo é um paradoxo do ponto de vista fisico porque fisicamente vocé



ndo pode realiza-lo, vocé n&o pode realiza-lo por experiéncia, existem

experiéncias em fisica que vocé.. que vocé realiza neh? {(...)

O sujeito S11 lembra que o paradoxo tem esse nome por ter se originado em
um momento histérico em que nao havia distingao entre a fisica e a matematica. Esse
tempo ao qual ele se refere ocorreu durante a maior parte da histéria, desde a Grécia
antiga até por volta do século XVIII. Mas, com a revolucao cientifica, no renascimento,
matematicos e fisicos tentaram distinguir a fisica da matematica. A partir dessa época,
a maioria dos matematicos rende gldérias ao rigor matematico, através do método
axiomatico na analise matematica. Esses matematicos sentem-se apoiados nas obras
que foram desenvolvidas, inicialmente, por Lagrange (1736-1813), Cauchy (1789-
1857), Weierstrass (1815-1897), essa é a vitoria formalista na pretendida aritmetizacao
da anélise (Eves, 1997, p.609) e na fisica, ha a incorporagdo da experimentacao
sistematica ao elenco dos métodos cientificos empregados na investigacao cientifica
(Abrantes, 1998).

S11: [..] havia uma simbiose muito grande e por causa disso usava-se conceito um
dos
outros, mas chegou-se ao momento, na época de Cauchy e Weierstrass efc,
que se comegou a separar claramente os conceitos fisicos dos conceitos
matematicos neh? a fisica é uma modelagem do mundo no qual nés
vivemos, a matematica ndo é uma modelagem de um mundo no qual ndés
vivemos, a matematica é fruto de construgbes, de elaboragbes puramente

intelectuais certo? Através da axiomatica ou através de outras construcgées]...]

Observa-se que, deixando de lado a historia, corre-se o risco de cometer
equivocos, pode-se, por exemplo, construir uma idéia de que a matematica é uma
linguagem independente de qualquer raiz empirica e apenas voltada para seus proprios
desenvolvimentos, idealizados a partir de um corpo de axiomas, fiéis aos principios da
l6gica formal, e que isso Ihe basta. Ou por outro lado acreditar que a Fisica € uma
ciéncia experimental em todo seu desenvolvimento.

Sabe-se que essa independéncia ndo é verdadeira. Por isso, depois dos
argumentos aparentemente convictos de S711, a pesquisadora relata um pouco da
histéria da matematica, lembrando que a matematica se desenvolveu na intencédo de

descrever ou representar problemas fisicos, e entdo S717 argumenta:



S11: [..Ja mateméatica ainda hoje...  ela tira inspiracdo no fisico, obviamente... é
uma construgdo humana... a matematica ndo deixa de ser uma construgéo

humana ok?

S11 reconsidera parte do que havia afirmado anteriormente, diante de uma
breve argumentagao sobre o processo histérico de desenvolvimento da matematica.

Na continuidade do dialogo, S77 declara sua crenga na possibilidade de traduzir
estruturas matematicas a partir de experiéncias sensoriais, e propde que esse seria 0
papel da educacgao, fazer essa transposi¢do, do sensorial as estruturas matematicas.
S11 destaca sua preocupagdo em relacdo ao tempo para essa transposicdo, pois
admite que deve haver um tempo necessario para que representacbes matematicas

sejam incorporadas pelos individuos, apés o refinamento, a partir de uma percepcgao.

S11: [..]Vocé vai ter sempre esse problema, vocé vai ter que conciliar o elemento
empirico, a experiéncia sensorial que uma crianga tem do mundo e mostrar que
dentro da experiéncia sensorial dela, existem estruturas ou formas matematicas,
mas que vocé tem que sair gradativamente, refinando a idéia, até vocé chegar
no conceito. Nos... é claro que isso ndo tem que ser feito em um ano, em
dois anos em trés anos, mas é esse o seu movimento final. Certo? Vocé vai sair
de uma situagcdo empirica ou de dados sensoriais, vai gradativamente refinando
até chegar ao conceito matematico, que né&o tem nada a ver com realidade

fisica.

S711 mostra, posteriormente, uma preocupacdo com o refinamento dos
conhecimentos, do sensorial ao formal, porque acredita que aquele que pretender
alcancga-la tera que se apropriar de conhecimentos bem avangados. Nessa proposicao
ele acredita que ha muitos caminhos a percorrer até alcangcar a pretendida
formalizagdo. A preocupacao maior em S7171 é que acredita que o individuo que fara a
transposicdo nao podera cometer desvios que possam vir a prejudicar uma possivel
formalizagdo do problema. O conhecimento matematico avangado muitas vezes deve
ser usado apenas para transpor o problema, da experiéncia para uma compreensao
matematica.

Essa preocupacao de S77 com as transposi¢des, partindo de uma percepcéao
através de uma experiéncia, até uma idéia matematica, fica mais clara quando a
pesquisadora propde tratar objetos matematicos da mesma natureza do paradoxo de
Zenao e das dizimas periddicas através das somas infinitas, culminando no conceito de

limite, em que as colocag¢des de S77 sdo as seguintes:



S11: O conceito de limite ndo é um conceito trivial, ndo é um conceito simples, ndo
é. Primeiro o conceito de limite no seu aspecto gerall...] alguns limites sé&o
simples de entender e de perceber, mas o esforgo intelectual exigido para
vocé entender o processo de limite, é um esforgo intelectual consideravel,
certo? Vou te dar um exemplo, na Franga, no curriculo tradicional de
medicina, vocé é obrigado a fazer o nosso equivalente ao calculo | e Il,
[...Jentende-se que se vocé percebe a nocdo de limite, vocé tem... vocé
chegou num nivel intelectual tal que vocé pode perceber outras abstragées,

certo?[...]

S11 demonstra estar consciente da importancia do desenvolvimento do
conceito de limite, que deve estar explicitado nas construgdes do conceito do
infinitamente pequeno, e diante da possibilidade de explicitar o conceito de limite, no

ensino fundamental, expde suas preocupacgoes.

S11:  Creio que sim, é, tem que ter muito cuidado, porque... sair refinando as coisas.
Por exemplo, o “paradoxo” de Zenao e a divisibilidade da reta envolvem os
conceitos de limite, e que vocé pode apresentar na sala de aula, mas se néo
fizer isso com muita clareza, com muito cuidado, pra vocé sair de uma situagdo
empirica vocé chegar numa situagdo de um conceito matematico de

divisibilidade, se vocé nao fizer isso vocé vai confundir as pessoas, [...]

Mesmo mantendo as preocupacgdes, acreditando que exposi¢cdes equivocadas
podem conduzir a nogbes matematicas nao pretendidas, S771 propde possiveis
abordagens que visem introduzir esse conceito, considerado da matematica avangada,
ja em niveis educacionais bem elementares. Ele expressa essa idéia, quando concorda
com a pertinéncia da introdugdo ao conceito de limite, que considera necessaria a
compreensao matematica do paradoxo de Zendo. Mas, principalmente, porque acredita
que a iniciagao a esse conceito, quanto mais cedo, melhor. E prop6ée uma abordagem

adequada, que conduziria a um nivel de desenvolvimento mental mais elaborado.

S11: Eu acho que é possivel e deve ser feito...um conceito que quanto mais cedo
vocé aprender, quanto mais cedo voceé tiver... experiéncia com ele, melhor para

o seu desenvolvimento intelectuall...]



S11 hesita diante de sua proépria proposta, pois, tem consciéncia das condicdes
precarias na formagao de professores de matematica, contingente necessario para essa
tarefa. Acredita que é mais uma questao de qualidade do profissional que se forma, e

que isso pode ser um empecilho para a transposi¢cao desejada.

S11: So6 que é necessario que o instrutor tenha bem claro na cabecga dele o que é
que significa numeros reais, o que é construgao dos reais, tudinho, ndo que ele
va passar isso pros alunos, mas para ele fazer a transicdo correta entre dado

empirico e o conceito matematico.

As questdes colocadas por S7171 apontam para questdes mais gerais: a de que
mesmo matematicos formalistas convictos compreendem necessidades de
mudangas, mesmo que isso implique a introdugcdo de novos discursos, construidos
para esses fins especificos, e acreditam na importancia da educacdo para as
transformacoées pretendidas; e ainda mais, mostram clareza sobre a importancia de
conceitos como o de limite, para o desenvolvimento do pensamento abstrato.

O sujeito S72, ao ser interpelado a pronunciar-se sobre o paradoxo de Zenéo,
comporta-se com hesitagédo. Esse sujeito vai lentamente refletindo sobre o problema,
nao como problema matematico, mas, reconhecendo-o como possivel objeto para
ser usado na construgdo do conceito de infinito na educacao basica. Acostumado a
ver os conhecimentos de forma compartimentada, ndo se considera capaz de emitir
um parecer sobre um problema que considera ser do ensino da matematica. Acredita
que o problema de Zendo transcende a sua potencialidade, mesmo tendo uma
pratica docente de mais de quinze anos dedicados a formacdo de professores de

matematica.

S12: [...] eu ndo sou uma pessoa muito indicada pra isso, porque eu creio que...
esse tipo de assunto, esse tipo de problema transcende a minha
potencialidade [...] isso é mais um problema que seria discutido assim... no
ambito da area de ensino da matematica para pessoas de pouca idade... e

nao tenho muita experiéncia nesse ramo,/...]

Esse sujeito, S712, foi escolhido para essa pesquisa por sua experiéncia com
ensino de matematica na educagcao superior, € também na educagao basica, no
inicio de sua carreira. Porém, para dar continuidade ao didlogo, a pesquisadora teve

que propor o problema de Zenao, de outra forma. Ela introduziu no dialogo a versao



do problema como proposto em a dicotomia, citado na primeira secido, que propunha
que se o espaco pudesse ser dividido infinitamente, entdo n&o existiria movimento.

S12 interessa-se por essa versido do problema e se envolve com o problema,
e depois de refletir um pouco, encontra uma ligacdo dos conceitos envolvidos no
problema com algumas deficiéncias que percebe em seus alunos. Nessa reflexao
sobre o paradoxo de Zenao, S712 toma consciéncia de que os conceitos envolvidos
nessa questdo tém uma natureza diferente daqueles que, tradicionalmente, sao
cobrados na educacédo basica. E acredita que a natureza dos conceitos envolvidos no
paradoxo tem as caracteristicas dos conceitos que seriam necessarios a educagao
basica, para ensinar a pensar.

S12 propbe que, de alguma forma, o conceito matematico de limite pode
explicitar o que acontece no paradoxo de Zen&o. Esse sujeito deixa claro que, para
esse nivel de ensino, é importante que se priorizem procedimentos envolvendo
conceitos que ensinem a pensar. E afirma que esses procedimentos nada tém a ver
com as calculeiras priorizadas tradicionalmente.

S12 acredita na necessidade de mudanga e que é necessario dedicar mais
atencado as mudancas na educacgao basica. E acredita que essas mudancas devem
surgir em outras instancias, por aqueles que se dedicam ao ensino de matematica

para alunos de pouca idade.

S12: entendo que no tocante a isso que vocé falou dos paradoxos, eu acho que
eles vdo em cima da ferida... da idéia de limite[...] a matematica no curso
secundario ndo é a formagdo de matematicos, de... de fisicos, de
astrénomos... a... matematica nas classes elementares é exatamente... a que
desenvolve o pensamento ldgico... criativo... € ndo de criar nas pessoas
mecanismos que uma calculadora faz melhor do que ele, ndo e? [...] é uma
oportunidade que a gente tem de desenvolver o pensamento critico da
pessoa... a percepgdo de coisas que na vida comum ele passa e nédo
pressente. [...] eu acho que no curso secundario, pelo que percebo, a
matematica tem sido extremamente desprezada... a matematica como
instrumento de desenvolvimento do raciocinio é privilégio do... de uma parte

que ndo é importante, que é a parte da calculeira.

S12 evidencia que o que seria o principal objetivo da matematica, vem sendo
desprestigiado por praticas pedagdgicas que cometem erros historicos, privilegiando
o calculo, que acredita, ndo sdo as formas ideais de estimular o raciocinio. S712

propde que atitudes devem ser tomadas para solucionar problemas no ensino



secundario™. Ele considera que ha uma defasagem nos processos de ensino de
matematica e que muitos dos procedimentos tradicionais sado inadequados. Segundo
ele, as praticas tradicionais ndo ensinam a pensar. Esse sujeito acredita que o ensino
de matematica na educagao basica deve mudar porque nao esta cumprindo o seu

principal papel, que é o de ensinar a pensar.

S12: [..] eu agora me lembrei de um fato do tempo em que eu ensinava no colégio
Marista, tinha um professor de histéria, e uma vez ele disse: olha ( ), nés
professores de histéria, exploramos muito mais o raciocinio dos alunos do que
os de matematica... e eu me revoltei naquela hora assim... eu ndo achei bom,
néo é? Apesar de eu nao ensinar na oitava série que era onde ele ensinava...
ai ele disse: "por exemplo a gente coloca questbes nas provas que levam os
alunos a raciocinar sobre os fatos... sobre as conseqiiéncias histéricas...
vocés da matematica....Resolva essa equacdo do segundo grau. Ache o
vértice dessa parabola. Procure as raizes dessa equacdo. Nao é? Ache a
intersecgdo no eixo dos y. Uma prova dessa que mede apenas a capacidade

de vocé fazer conta”, nesse caso eu me curvei a proposicao dele.[...]

Embora com toda essa experiéncia didatica e consciéncia adquiridas ao longo
dos anos na pratica pedagdgica S712, que é responsavel pelas disciplinas de calculo,
segue os moldes tradicionais na formacao de professores de matematica. Porém, em
suas declaragdes denuncia que ha algo errado nas condigcbes em que 0s jovens
chegam a universidade. Manifesta sua preocupagcdo com o baixo nivel de
desenvolvimento intelectual que fica diagnosticado, através das avaliagdes, nas
disciplinas que leciona.

Nessa reflexdo de S12 sobre a condigdo em que os alunos chegam a
universidade, que ele qualifica como sem saber pensar, ele considera que a solugao
do problema esta na base do desenvolvimento do pensamento. E, entdo, estaria na

forma como os conceitos matematicos sao trabalhados na educacao basica.

S12: [..] aqui na universidade, por exemplo, a dificuldade quando se pbée na prova
uma questao tedrica... uma questao que exija pensar, hdo é? Essa questao
que eu estou corrigindo aqui na prova de calculo (aponta para uma pilha de
papéis em sua mesa) é uma questdo em que vocé ndo tem que usar

z

raciocinio nenhum... calcular uma integral imediata... entdo é uma questdo

19512 se refere ao ensino fundamental de 5°. a 8% séries, usando uma terminologia antiga.



onde a maioria das pessoas acertou. Mas as questbes que carecem da
pessoa pensar... pelo habito que tém de ndo pensar... gera dificuldades... é
assim... ele ndo foi ensinado a pensar. O aluno em geral, tem muita

dificuldade de pensar.

S12 demonstra uma preocupacdo muito grande com a construgdo do
pensamento nas séries iniciais, pois tem consciéncia de que isso se reflete nos niveis
posteriores. Acredita no potencial da matematica com seus desenvolvimentos
conceituais atuais, para estimular determinados comportamentos cognitivos, que ele
classifica como ensinar a pensar.

S12 coloca o conceito do infinitamente pequeno no rol dos que considera
conceitos que ensinam a pensar. E também o conceito de limite, ao qual faz
referéncia no inicio do discurso e conclui dizendo que ensinar matematica sem
ensinar a pensar é edificio sem alicerce. O alicerce da matematica, entdo, seriam
esses conceitos que ensinam a pensar, nos quais as calculeiras e as formulas nao

estdo incluidas.

S12: [..] e..eu acho que é um momento de reflexdo nessa histéria da
divisibilidade, ndo é? |[...] o infinitamente pequeno que a gente despreza,
porque da trabalho ensinar a pensar...ensinar a pensar, da trabalho, € muito
mais facil vocé ensinar a usar formula. Mas ensinar a pensar, ndo é facil. [...]
tudo é baseado em conceitos né? Iniciais das coisas. Sendo vocé comeca a
montar um edificio sem alicerce, sem os conceitos, sem as idéias... porque

tudo depende.. tudo depende do conceito né?

A experiéncia de S712 o conduz a identificar os aspectos bem gerais sobre as
questdes do tipo do paradoxo de Zendo. Depois de uma primeira declaragdo, em que
nao se sentia capaz de explanar sobre o problema colocado, ele consegue perceber
uma importante relacdo, dos conceitos envolvidos com a qualidade do
desenvolvimento do pensamento. Na reflexdo, chega a criar uma expectativa sobre
a interferéncia didatica envolvendo o conceito de infinito e infinitésimo na educacéao
basica, acreditando que pode gerar uma outra realidade.

Nas declaragbes de S713, também surgem propostas para introdugdo de
conceitos matematicos que possam resolver algumas insuficiéncias dessa
linguagem, para abordagens atuais, na educacéo basica. Esse sujeito sugere que
para tratar problemas do tipo do paradoxo de Zendo, de alguma forma, deve ser

introduzida a idéia dos limites matematicos.



S13 destaca que essa questdao também tem a ver com a necessidade de se
explicitar as diferengas entre os tipos de igualdades em matematica. Para isso,
salienta formas de como fazer compreender as declaragcbes matematicas do tipo
0,999...= 1, lembra que ndo pode deixar de ficar claro que ndo se trata de uma
igualdade do tipo comum, mas que esta implicito um processo de algo que esta indo,

uma idéia de movimento, uma idéia de limite, uma idéia de infinito.

S13: Sobre essa questdo do paradoxo de Zendo eu acho que ... todo esse
processo... passaria pela introdugdo, de alguma forma, da...da... desse
conceito né? De limite, né? A questao do limite. Porque quando vocé tem, por
exemplo, essa questao da dizima né? Essa questdo da dizima... essa igualdade
representa, representa, um limite de uma seqiiéncia... entdo... essa nocéo, ta?
De limite, parece-me que é extremamente necessaria para tornar isso claro, né?
Na hora que vocé escreve a igualdade ai, vocé... vocé ta abrindo mao de uma
verdade, vocé nédo tem uma igualdade, vocé tem... vocé tem num limite, quer
dizer, num limite no infinito vocé tem a igualdade, isso néo significa dizer que...
do ponto de vista pratico, essa igualdade seja uma igualdade... absoluta né?
Vocé tem a igualdade no limite. Que é uma coisa que vocé ta indo pro infinito,

aquele processo de movimento que vocé tem. [...]

Lakoff & Nufez(2000) também da uma relevancia a esse aspecto da diferenga
entre as igualdades em matematica, lembrando que até o século XVI ndo havia um
unico simbolo matematico para estabelecer diferentes tipos de igualdades, usavam-se
varias linguagens com significados bem especificos como: “dado”, “produgao”, “pode
ser decomposto em”, “pode ser fatorado em”, “resultando em”, e assim por diante.

[T

Esse autor acrescenta, entdo, que uma compreensao do que representa, requer
uma analise cognitiva das idéias matematicas envolvidas.

As diferencas entre as igualdades matematicas, traduzidas no discurso de S713
esta associada, nesse caso, a sua percepgao do conceito de infinito como a percepgao
de processos, de movimento. Esse sujeito ressalta um outro conceito, a idéia de limites
matematicos. Destaca a importancia em se estabelecer a diferenca que ha entre a

igualdade em um limite, e um outro tipo de igualdade, que ele chama de absoluta.

S13: [..] a gente tava falando sobre a questdo das dizimas periddicas, que na minha
concepgao é uma problema do mesmo tipo do, do... paradoxo de Zendo e...
acho que so fica claro também, essa..., essa coisa com relacdo a essas

igualdades certo? Se a gente trabalhar, novamente o conceito de limite, com a



criancada té certo? Porque de fato, nés ndo temos uma igualdade ndo é? E um
processo, novamente volto aquela histéria, € um processo de movimento ¢ um
processo que vocé, que vocé ta caminhando, caminhando, é um processo
infinito. Entdo na verdade... quando vocé escreve uma igualdade ndo é uma
igualdade de forma absoluta ndo é? E igualdade relacionando o limite. O limite

que é igual aquilo ali, ta certo?

Parece estar claro nas colocagdes de S713 que, deixando de abordar questbes
como as dizimas periodicas, com essa linguagem apropriada, dos limites, esta-se
perdendo a oportunidade de desenvolver nogdes sobre diferentes tipos de igualdades.
Outro ponto importante nas declaragdes de S713 foi o destaque sobre o fato do conceito
de infinito implicar uma nog¢ao de movimento, na percepgao de processos.

S13 deixa claro que, ndo seria priorizando apresentacdes formais de limite
matematico, que se encontraria a forma mais adequada para iniciar uma abordagem a
esse conceito. Esse sujeito propde que se haveria de pensar em outras formas, para
se iniciar esse conceito em alunos no ensino fundamental. Ele expde sua compreensao
sobre a necessidade de se tratar de conceitos como o de limites, e de aproximacao.
Porém se considera sem nenhuma proposta didatica para iniciar essas abordagens aos

conceitos em niveis basicos, declarando que:

S13: Entdo eu acho que tudo isso ai passa pela introdug¢ao, de alguma forma, ndo
sei como, ta certo? Desse conceito né? O conceito de limite. Conceito de

aproximacdgo./[..]

Mais uma vez, observa-se nas declaragbes desse sujeito, questdes apontadas
por Lakoff & Ninez (2000, p.187) no caso dessa ultima frase de S13, a percepgao de
uma metafora basica do infinito que se pode caracterizar em processo de aproximagao.

E entdo ai estaria a proposta de S73, o conceito de aproximacao.
4.2 - Conclusées :

Essa pesquisa indica que o conceito de infinito € responsavel por varios niveis
de abstracdo, mas, prioritariamente, uma abstragcdo fundamental, a percepgdo de
processos, percepgao de movimento nos fenbmenos.

Nocdes de movimento se apresentam nas varias formas de descrever e

representar o conceito de infinito. Ha as descricbes mais simples, que utilizam nocdes



de numeros Naturais, como sequéncia infinita, até nocdes de infinitésimos, através dos
numeros Reais.

De uma maneira geral, sdo nog¢bGes que descrevem processos iterativos
continuos, que sao protétipos de metafora basica de infinito. Objetivamente, percebe-
se que essas descricbes, com um menor ou maior aprofundamento, encontram seu
estimulo na linguagem matematica, linguagem de ciéncias.

Porém, também se observa que, para a descri¢ao de fendbmenos aparentemente
simples, como o paradoxo de Zen&o, a linguagem matematica esta precaria, na
verdade esta sub utilizada. Dada a riqueza dos desenvolvimentos conceituais atuais
para descrever fendbmenos desse tipo, e as formas de abordagens tradicionais
utilizadas, por exemplo, para descrever as dizimas periddicas, estas, que sdao modelos
matematicos adequados para compreensao de fenémenos do tipo citado, deveriam ter
um tratamento conceitual dentro de uma linguagem da moderna matematica,
necessaria a compreensao do problema.

Nas descrigbes de processos como o paradoxo de Zendo, dadas por sujeitos,
alunos do ensino fundamental, ha uma associag¢ao da distancia que estdo cobrindo,
que diminui gradativamente, com um numero Real. Os sujeitos que abandonaram essa
associacao, afirmaram que chegariam ao ponto desejado, mas, ndo explicitam qual a
idéia que os faz quebrar a regra do problema. E os que continuaram a pensar na
distdncia como um numero Real, afirmaram que n&o chegariam, jamais, ao ponto
pretendido. Esses ultimos ndo conseguiram associar o conhecimento matematico as
possibilidades fisicas de existéncia do problema. O terceiro grupo de respostas, ou
seja, os sujeitos que hesitaram entre uma possibilidade e outra, também n&o tinham
linguagem para argumentar sobre o porqué de suas duvidas.

Essas questbes evidenciaram a necessidade de introducdo de outros
conceitos que surgem a partir dos proprios argumentos dos sujeitos, até uma
linguagem mais elaborada. Ou seja, evidencia-se que se deve acrescentar algum
componente, uma linguagem que melhor descreva o problema. Essa linguagem deve
contemplar o desenvolvimento de conceitos envolvidos no problema observado, a partir
da experiéncia vivenciada.

Os sujeitos S8, S9 e S710 , professores do ensino fundamental sao,
aparentemente portadores de uma mesma formacéao, pois todos obtiveram licenciatura
em matematica na Universidade Federal de Alagoas e tém aproximadamente o mesmo
tempo de experiéncia docente na educacgdo basica. No entanto, observam-se posturas
diferentes e praticas desiguais. Isso evidencia uma evolugdo na pratica docente da
disciplina matematica, porque ha algum tempo, tragcava-se um perfil Unico dos

professores de matematica, caracterizado por comportamentos equivalentes. Essa



flexibilidade, observada na pratica atual do professor de matematica, aponta uma
perspectiva de mudancga ja iniciada, percebida no discurso e na pratica. Pode-se
observar que esses sujeitos pesquisados, por mais tradicionais que aparentem suas
posturas ou declaragbes, apresentam diferentes graus de evolugdo no sentido da
articulacdo de um discurso comprometido com o pensamento matematico moderno, e
com as teorias cognitivas.

Nos dialogos da pesquisa, ocorreram em varios aspectos, construgdes de idéias
que apontaram para uma dire¢gdo: uma necessidade de mudanga. Uma mudanga,
através de uma apropriagdo do conhecimento atual, e claramente da apropriagdo de
uma outra postura para o ensino de matematica. Essa postura aparece em forma de
proposta para que exista uma educagao matematica voltada para a construgdo de
conceitos fundamentais. No caso especifico, conceitos que possam explicar um
fendbmeno do tipo do paradoxo de Zendo, que envolve o conceito de infinito e
infinitésimo, entre outros que estido atrelados a estes, como os conceitos: de limite, de
aproximacao, de diferenca entre igualdades matematicas.

Essas propostas de mudancga, para inclusao de conceitos matematicos, tém um
aspecto novo em relacdo as posturas tradicionais, porque trazem em seu formato uma
questdo fundamental para a educacdo matematica: a apropriagdo da linguagem
matematica através da introdugcdo de conceitos que expliquem fendmenos, com
abordagens, para a educagao basica, que ndo devem ser formalizadas, a principio.

Outro ponto relevante identificado na pesquisa € que os docentes acreditam que
a introducdo de conceitos como o de limite, de infinitésimo, tem caracteristicas que
podem ser fundamentais para o desenvolvimento do pensamento matematico, e por
isso importantes para o desenvolvimento do pensamento abstrato.

E importante reafirmar que esse pensamento abstrato inicia-se nas metaforas
conceituais que traduzem a percepcédo de processos iterativos continuos, ou seja, o
conceito de infinito esta associado a uma visdo dindmica de se perceber fenébmenos,
utilizando-se, principalmente, a linguagem matematica, como apontada por Lakoff &
Nufez(2000).

As representacdes matematicas do infinito, como se procurou deixar claro nesse
trabalho, sdo protétipos para construcao de Metafora Basica de Infinito (Lakoff e
Nunez, 2000), evidenciando-se nessa linguagem matematica atual expressdes que
traduzem movimento.

Existe uma preocupacéo, por parte dos professores formadores de professores,
com relacdo a construcido do pensamento matematico nas séries iniciais, pois tém
consciéncia de que isso tem desdobramentos nos niveis posteriores. Esses sujeitos

também concordam com a insuficiéncia de conceitos matematicos, destinados ao



ensino fundamental para tratar problemas do tipo do paradoxo de Zenao, e, por
conseguinte, do infinito no pequeno.

Ha uma concordancia entre os professores do ensino fundamental e os
matematicos, formadores desses professores, para que haja uma introducao de idéias
matematicas consideradas avangadas, nos niveis basicos de escolaridade, por via
conceitual sem privilegiar a formalizagdo nas abordagens iniciais. Existe uma idéia
entre os matematicos, a respeito de problemas do tipo do paradoxo de Zenao, de que
estes s6 podem ser tratados através do conceito dos limites matematicos, e que se
trata de um outro tipo de igualdade. Esses sujeitos concordam que a linguagem
matematica utilizada na educacdo basica é insuficiente, mas, insistem que as
abordagens desses conceitos, para niveis basicos, ndo podem ser nos moldes
puramente formais, como na educagao superior.

Enfim, percebe-se que as idéias matematicas estdo presentes na construgao
do conceito de infinito e que o conceito de infinito & constituido por metaforas
conceituais e metaforas matematicas. Ou seja, o conceito de infinito através da
linguagem matematica contribui para niveis mais elaborados de pensamento

abstrato.



5 - Intervencéo no Desenvolvimento das Metaforas Basicas do Infinito

O fato do paradoxo de Zenao ser um foco central nessa pesquisa é por ser um
problema dos mais antigos sobre uma representacao do infinito, desde os primérdios
do desenvolvimento do pensamento, pois ao que consta “o infinito surgiu foi sob a
forma de processos convergentes ilimitados, em que o primeiro testemunho literario
disto temos em Zendo de Eléa” (Becker,1965, p.84), mas, principalmente, por ter
continuado a estimular questdes, inclusive na prépria teoria matematica, que propde
em linguagem matematica atual, uma nova descricdo desse problema, depois de ter
superado conflitos tedricos.

Recentemente, também, através de Lakoff & Nifez(2000), surgem as analises
do ponto de vista cognitivo sobre essas idéias matematicas e nessa confluéncia de
idéias, a eminéncia de um novo olhar sobre questdes como a de Zen&o. As novas
abordagens possiveis ao problema delineiam-se como proposta para uma interferéncia
principalmente, através da educacdo matematica.

Na obra desses autores, as andlises feitas ao conceito de infinito estdo
presentes em toda estrutura do trabalho, naturalmente, pois esse conceito esta na
maioria dos conflitos da matematica antiga e em todo pensamento matematico atual.
As conclusbes a que chegaram esses pesquisadores sao de maxima importancia para
as analises nessa pesquisa, as idéias desenvolvidas por Lakoff & Nlfiez podem ser
consideradas um ponto de maximo contemporaneo para a educagao matematica. A
interferéncia pretendida parte do principio da analise cognitiva das analises
matematicas que considera a matematica como uma linguagem constituida a partir de
metaforas conceituais.

Segundo a visdao de Kuhn (2001) ha necessidade de se agucar os olhares
diante de novos paradigmas para que se possa rastrear por varios campos do
conhecimento suas formas de desenvolvimento e que diante desses novos
referenciais, muitas outras abordagens podem ser explicitadas.

Em se tratando do conceito de infinito tém-se na histéria, nas ciéncias
cognitivas, no desenvolvimento do pensamento matematico, no curriculo na educagao
basica, nos paradoxos do infinito, em praticamente toda area de desenvolvimento
cientifico atual, campos de conhecimentos que se articulam em um todo mais
consistente, no sentido de poder serem traduzidos em praticas, processos que possam

interferir positivamente no desenvolvimento do pensamento matematico.

A proposta de Lakoff & Nufez € de uma mudanca radical, € de uma nova

consciéncia sobre os fundamentos da matematica que se inicia com a compreensao de



que a linguagem matematica se constroi através das metaforas conceituais, originadas
nas relagdées do mundo com as formas de expressar e representar essa percepgao. A
linguagem matematica, entdo, constitui-se de metaforas, e metaforas de metaforas. Por
isso, as estruturas metaféricas do pensamento matematico tornam-se cada vez mais
ricas, mais completas. Essas metaforas matematicas aperfeicoam-se ao longo da
histéria, e retornam como novo instrumento do pensamento, em um movimento

constante.

Nesse momento historico, a linguagem matematica é imprescindivel por sua
rigueza metaférica, e por ser a mais dialética das ciéncias, como propde Caraca
(2002), pois, encontra impulsos nos pontos mais contraditérios como, no caso das
atuais representacgdes do conceito de infinito. Dessa forma pode-se afirmar que é a
mais humana de todas as linguagens, tornando-se cada vez mais indispensavel para a

compreensao e expressao de pensamentos e fendmenos.

E, de uma maneira mais geral, o conceito de infinito, inerente ao pensamento
matematico atual, pode modificar o eixo de conduc¢ao nas abordagens dos fenémenos,
e por consequéncia, na forma de construir o pensamento matematico, a partir da

educacao basica.

A visao de Lakoff e Nlfiez provoca uma tendéncia em educagao matematica: é
entender a idéia matematica, fazer analise das idéias matematicas e, através de
investigagdes apropriadas, chegar a uma compreensdo sobre que metaforas
conceituais geram metaforas matematicas e podem servir para a construcédo de

conceitos.

A importancia dada a essa forma de conduzir a construgdo do pensamento
matematico € principalmente, por se tratar de uma direcdo para construgdo de

significado em matematica.

Os contelidos matematicos que carregam nog¢des do infinitamente grande e do
infinitamente pequeno e que fazem parte do curriculo atual da educagao basica, séo
obscurecidos nas etapas iniciais de escolaridade, praticamente nao recebe nenhum
tratamento didatico. Provavelmente, isso acontega porque nas tradicionais formas de
expor os conteudos matematicos, ha pouca chance de se conseguir uma introdugao
que nao seja traduzida em paradoxos, e ndo ha requisito na formacao de professores

de matematica que os prepare para enfrentar questdes desse tipo.

A supervalorizacdo dos desenvolvimentos formais, se por um lado proporcionou
um volume muito grande de desenvolvimento matematico, por outro lado, tentou

separar o conhecimento matematico de sua origem empirica, distanciando-se muito de



novas perspectivas como a construcao de significado em matematica. Isso obscureceu

idéias sobre uma linguagem matematica voltada para descrever fendbmenos.

Nesse momento, portanto, é imprescindivel se tomar novas atitudes como, por
exemplo, construir um corpo de nogcdes matematicas apoiadas nas analises das idéias
matematicas. E nesse processo, a observagao das construcbes metaféricas, diante de

exposicdes a paradoxos, por exemplo, pode ser uma experiéncia bastante fecunda.

Para se ter uma idéia do que pode ser feito, a partir da observagao dos registros
dos dialogos construidos nas declaragdes a esse problema de Zendo, com 0s sujeitos
da pesquisa, o conceito de infinito aparece construido sob uma metafora de distancia,
uma distancia variavel, que diminui gradativamente.

Lakoff & Nufiez propdem que, iniciado algum processo semelhante ao da
percepcado de uma metafora basica de infinito, esse processo estara representado nos
infinitos matematicos. Na verdade, ha elementos comuns nas metaforas da linguagem
do dia-a-dia e na linguagem matematica, como aquelas das distancias, detectadas na
pesquisa.

Na construcdo do conceito de infinitésimo, depara-se com um outro conceito,
relacionado ao conceito de infinito, presente no paradoxo de Zenao, ou em quaisquer
processos infinitos convergentes; trata-se, pois, do conceito de limite. Na verdade,
trata-se da constru¢ao de um novo tipo de igualdade, ou o conceito de “tender a”.

As observagdes mostram que para esclarecer um conceito, precisa-se analisa-
lo, e, muitas vezes, adiantar outras nogdes relacionadas a ele, mesmo se o objetivo é a
construgcao de um determinado conceito, pode ser necessario uma grande quantidade
de relagbes metaforicas, nessas etapas da construgcdo, que precisam ser expostas
claramente.

A intervencgao didatica especifica pretendida com esse trabalho esta delineada
na valorizagcdo da proposta de uma analise cognitiva das idéias matematicas, citadas
anteriormente, propondo-se, entdo, o desenvolvimento de outras formas de
abordagens, que possam interferir na construcdo dos conceitos matematicos,
especificamente, o conceito de infinito e de infinitésimo.

Trata-se de uma reflexao sobre os instrumentos que se tem hoje, que podem
ser utilizados como ferramenta na educacido para construgdo do conceito. Pode-se
abrir um leque de possibilidades, e entdo, perceber quais sao as situacées que podem
se caracterizar propicias a uma constru¢ado mais elaborada. O objetivo nessa reflexao é
detectar situagdes favoraveis, & maneira como propde Brousseau (1996), situagdes
didaticas favoraveis, com uma visdo ampla, na dire¢gdo da constru¢gdo de um campo

conceitual de infinito.



A exploragao do uso de paradoxos parece ser uma situacdo didatica bastante
favoravel, dentro de uma compreenséao dialética. Deve-se compreender que o debate
na presenca da contradicdo, é ponto que favorece o desenvolvimento. E este momento
histérico determina uma situacido favoravel para muitos debates, visando ao
desenvolvimento da educagédo matematica.

Um exemplo do que pode ser feito, como se observou durante a pesquisa, para
uma abordagem atual do problema de Zendo, parece ser imprescindivel o
desenvolvimento de nog¢des que envolvam conceitos como limites, infinitésimos,
distancias variaveis, aproximagdes matematicas, metaforas conceituais etc. Essas
nogdes conceituais aparecem, ndo s6 nas definicbes matematicas, mas, nas metaforas
conceituais nos discursos dos sujeitos de pesquisa; e nas analises cognitivas de Lakoff
& Nifez.

Uma primeira preocupacédo poderia ser com as questdes que envolvem a
construgao do conceito de infinitésimo, na metafora da aproximagcdo, na metafora
basica das somas infinitas com limite, etc. pois, deve-se respeitar os niveis de
desenvolvimento cognitivo daqueles que se pensa em favorecer, e ao mesmo tempo
manter a preocupagdo em ndao comprometer futuras idéias matematicas que poderao
ser desenvolvidas a partir das primeiras nocoes, até uma representacao formal.

Iniciando com uma analise dos relatos dos alunos do ensino fundamental, como
referencial, fica claro, que é necessario que se desenvolva algum tipo de abordagem,
uma explicacédo a respeito do que acontece em uma situagao similar ao paradoxo de
Zenao. Nesses relatos observou-se, através das descricdes usadas por esses sujeitos,
um infinito representado por processos iterativos continuos, em que as quantidades
que variavam, se relacionavam com uma distancia que diminuia, iterativamente. Essas
representagdes sao instancias para metafora basica do infinito que, por sua vez, é
fundamental para a construgcdo de uma proposta didatica que possa favorecer uma
introducédo a esses conceitos.

Nesse processo de observacdes, ha uma constatacdo muito importante: do
ponto de vista de uma analise matematica, ou da interpretacdo dada por Weierstrass
(Lakoff & Nufez, 2000) ao descrever analiticamente o limite matematico, encontra-se
por tras da representacdo formal matematica do conceito de limite, uma metafora
conceitual de distancia variavel.

A metafora matematica utilizada para representar a distancia variavel é a
metafora do “mdédulo”, essa metafora dos modulos € usada na geometria analitica para
atribuir um valor numérico positivo a uma distancia qualquer, entre dois pontos, em
uma reta numérica. A metafora da distancia aparece também na idéia matematica da

definicao de limite.



No caso do paradoxo de Zenéo, e de muitos outros problemas similares, a idéia
de como se deve avancar até o limite, € a de uma distancia que é diminuida por um
processo iterativo, ou seja, a variagdo da distancia é definida por uma idéia, que
determina como essa iteracdo deve acontecer. Como ja visto anteriormente, no

problema de Zendo, é de metades em metades, matematicamente definida como:

f(n) = yn , @ compreensao de limite nesse caso tem uma relagdo com a construgéo

do conceito de infinitésimo, que corresponde a metafora basica das sequéncias de

somas infinitas com limite, em que se afirma que “Nao ha namero real positivo r tal que

O<r< f,—L “emaque f, éafuncédo que representa o paradoxo, e L nesse caso é

zero, pois se trata da nocao vista anteriormente, que mostra que essa fungao é um

infinitésimo, e tende para zero, quando n tende para o infinito.

A desigualdade acima, O<r< f, —L , junto a afirmativa de que ndo ha niamero

Real r, nessas condicoes, esta querendo dizer, com outras palavras, que, por menor

que seja r (um numero Real) a distancia que falta, para o limite, f, — L, pode ser ainda

menor, do que qualquer » imaginado.

Na perspectiva de se construir conceitos através do problema de Zendo, e
tentando utilizar todos esses conhecimentos disponiveis, pode-se pensar, entdo, em
expor o problema para alunos do ensino fundamental, de uma outra forma, como por
exemplo, depois de colocar o mesmo problema de Zendo, como tradicionalmente, em
vez de perguntar, simplesmente, se o sujeito chega ou ndo ao ponto desejado, pode-se
propor uma outra questao, perguntando-se:

“‘Depois de caminhar todas as metades possiveis, qual € a menor distancia, em
relacdo ao ponto onde se quer chegar, onde a partir dai o sujeito ndo conseguira mais
dividir, e o sujeito podera, ou quebrar a regra do problema e chegara, ou entao, ficara
parado por ndo conseguir mais dividir, e assume que ndo chegara ao ponto desejado”.

Para dar essa resposta, o aluno devera ter utilizado, inicialmente, qualquer
objeto fisico que possa servir como padrao de medida para dividir e que, a partir de um
certo ponto, diante das condi¢des individuais, instrumentais, de cada um, que se possa
pensar nas condi¢cdes de divisbes propostas no problema.

Expondo o problema de Zendo como nos paragrafos acima, o que estaria
proposto seria o inicio de uma discussdo em torno do problema. A partir das
possibilidades vivenciadas e das respostas que fossem dadas, entdo, seriam criados
novos argumentos, para continuar o processo de construgdo. Entdo, poderiam ser
consideradas outras possibilidades fisicas, como instrumentos mais precisos. E,

esgotando-se as possibilidades instrumentais atuais, consequentemente, se partiria



rumo as possibilidades matematicas e a construgdo da idéia de numeros Reais, e
infinitésimo, em que se poderia trabalhar o fenbmeno das divisibilidades como um
processo de aproximacao.

Propondo o problema dessa forma, seria possivel criar um campo de
discussdes para esclarecer as trés categorias de respostas encontradas naqueles
alunos do ensino fundamental. O objetivo, para todos esses sujeitos, seria ampliar as
condicbes de observacdo do fendmeno, através das nogbes dos numeros reais,
construindo significado. Essa perspectiva de compreensao do problema seria ampliada,
através da construcao de nogdes de infinitésimo, ndo necessariamente nessa ordem.

Aproveitando-se da metafora da distancia que vai diminuindo, associando a
cada distdncia que € gerada, um numero Real, seria introduzida a nogado desses
numeros, que nesse processo infinito de divisdo vao ficando cada vez menores, mas
que sdo sempre maiores que zero, estaria destacando-se a idéia de movimento,
implicita, também no conceito de infinitésimo.

O objetivo final seria a nogao de infinitésimo, mas se poderia propor que estes
numeros reais poderiam ser tdo pequenos quanto se quisessem. Essa é uma
constru¢cdo de um processo iterativo sem um fim determinado, até a compreensao de
que a distancia que falta ndo € um numero real, mas, uma variavel, que fica menor do

que qualquer numero Real que se possa “pensar”. E eis entdo uma MBI, definida como

na declaragéo anterior, “Ndo ha numero real positivo rtal que O<r< f, —L “, que

pode ser lida da seguinte forma: para qualquer niumero real imaginado, a distancia que
falta, pode ser ainda menor do que ele, mas sempre é maior que zero.

Usando a metafora da distancia variavel misturada com a metafora dos nimeros
Reais, pode-se propor que os individuos analisem, perguntando-se, até que ponto essa
distancia deve ser dividida, interessa ser dividida, ou pode ser dividida, considerando-
se recursos instrumentais. E, entdo, apds a extrapolacdo do possivel dentro de uma
realidade fisica, caminha-se rumo a possibilidade matematica de ser infinitésimo.

E fundamental se considerar o carater metaférico da linguagem matematica
nesse processo e atentar para as novas questdes que vao surgindo, como outros tipos
de igualdades. Nesse processo da andlise cognitiva percebe-se que as diferentes
igualdades matematicas (Lakoff & Nifez, 2000, p. 376 ), como ja dito anteriormente,
estao totalmente associadas a construcdo dos conceitos envolvidos. Entdo, precisa-se
refinar também, o tratamento dado as igualdades do tipo “tender a”, presentes em
problemas como o de Zenao.

Esse enfoque visa conduzir, principalmente, a percepc¢ao de que a linguagem

matematica esta muito mais préoxima das formas de expressodes, de descricdes dos



fendbmenos, do que as abordagens tradicionais deixam transparecer. Matematicos
eminentes como Weiertrass que, embora n&o tenha deixado explicito, em linguagem
natural, construiu metaforas conceituais, pois deixou registrado em linguagem
matematica. Nessa dindmica da construcdo e reconstrucdo de conceitos, simbolos
matematicos também sao criados historicamente, por exemplo, o simbolo “=" também
nao existia antes do século XVI. A linguagem matematica redefine historicamente uma
situagcdo como a do paradoxo de Zenédo, e também por esse motivo, deve estar cada
vez mais presente, enquanto linguagem, e deve ser explorada através de seus
simbolos e significados.

Os argumentos fisicos fazem parte do argumento matematico, ndo se pode
afirmar necessariamente quando ha a confluéncia entre os dois argumentos. A
percepgao de processos iterativos continuos faz parte da compreensao de fendémenos
desse tipo analisado, é importante para a construgdo do conceito, representar o infinito
matematicamente, para uma possivel passagem a metafora basica do infinito, que
aperfeicoara a analise dos fendbmenos. Essa é, pois, a perspectiva dialética do
desenvolvimento do pensamento.

Essa perspectiva conduz a uma necessidade de se redescobrir a linguagem
matematica, sob os referencias de andlises cognitivas, porque pelo que se evidencia,
uma compreensao endossa a outra e as duas juntas podem evoluir a largos passos.

Continuando com essa exposigcdo encontra-se na linguagem de analise
matematica dos numeros Reais, também um outro tratamento interessante para essa
distdncia que vai diminuindo gradativamente. A essa distancia chama-se de erro
(Lages, 1976), esse erro é variavel, e fica tdo menor, quanto mais se avanga nas

metades, ou, num processo mental, quanto mais se queira dividir. Essa relagédo é

“ ”

representada analiticamente pela expressao f,—L < &, emque, oerro, & “¢”,

chamado de épsilon (quinta letra grega minuscula, freqiientemente usada em notagao
matematica). Analisando o porqué do uso dessa letra grega, pode-se encontrar
justificativa, a principio, argumentado que se trata de uma matematica vinculada a sua
linguagem de origem, com suas letras do vocabulario de origem, dos escritos
matematicos de longa tradigcao.

Quanto ao significado do erro, e esse pode ser muito importante para uma
proposta de construcio, pois, se em analise matematica trata-se da distancia que
sempre faltara para se percorrer, nunca sera nula, tendendo ao limite, como se diria,
nao se podendo alcanca-lo. Pode-se aproveitar a conotacdo desse termo, “o erro”,
poder-se-ia também aproveitar essa idéia para fazer uma abordagem ao problema de

Zendo. E, quando estivesse em condi¢gdes experimentais, com distancias verdadeiras,



que pudessem ser vencidas, sob aquelas condi¢gdes conhecidas, entdo, poder-se-ia
associar o sentido matematico ao sentido fisico e debater questbes diante de um
problema concreto, indagando: com determinados instrumentos disponiveis, qual seria
o valor numérico do “erro” em que se deveria quebrar as condi¢cbes do problema, diante
da impossibilidade instrumental de se continuar dividindo? E depois, até que ponto,
com instrumentos, esse “erro” poderia ficar menor?

A construgao dos conceitos carregados de significados em estado constante de
elaboragédo e reelaboragdo, € um dos principios do que se pretende, o principio do
movimento. Os desenvolvimentos pretendidos, os serao, principalmente nos processos
educacionais, onde a “correlagcdo entre o estagio do pensamento logico atingido e a
escolaridade... é altissima...” (Freitag, 1984, p.191) na busca do racional, destacando-
se a natureza légica do pensamento humano descrita por Piaget (1993), e sua natureza
sécio-historica descrita por Vygotsky (2000).

Sobre o desenvolvimento do pensamento matematico, especificamente do
conceito de infinito, encontram-se pesquisas que apontam para uma compreensao de
desenvolvimento como um processo ciclico na aquisicdo dos conceitos. Passando
pelas percepgdes nas experiéncias do mundo empirico, em sua relagdo com as
linguagens, especificamente as metaforas matematicas, utilizada até as operacoes e
generalizagoes.

Os dados construidos apontam para um modelo em que o conceito de infinito é
o resultado de mutuas relagbes interdependentes, entre as abordagens possiveis a
respeito da construgcdo desse conceito de infinito, que estdo presentes em diferentes

partes do conhecimento humano.



Ciclo de desenvolvimento

Andlise cognitiva das analises
matematicas
Experiéncias fisicas

T Conceito de Percepcao de
eta oras infinitésimo- processos
conceituais iterativos
Linguagem
matematica

Convém lembrar que nessa proposta “a figura do ciclo ndo significa ser

normativa, exceto por uma ligacdo das partes do processo”.(Valsiner, 2000, p. 64)

Objetivamente, as trés categorias de respostas encontradas nos alunos, sujeitos
da pesquisa, conduziram para essa abordagem que analisa o problema da distancia
que falta como o erro. Essa reunido de argumentos matematicos, associados as
condicdes materiais de observacao do problema, e principalmente das propostas de
analises de Lakoff e NUfez, ndo oferece impedimento para outras futuras abordagens
formais de representar o problema. Entdo pode constituir-se uma linguagem cientifica
que justificaria e apresentaria uma resposta para cada sujeito, aluno do ensino
fundamental. E, principalmente, poderia conduzir ao conceito de infinitésimo,
pretendido pelo problema. Construir-se-ia significado, adaptando-se as impressoes

iniciais que cada individuo tem do problema.



6- Comentarios Finais

A sociedade ocidental tem o desenvolvimento baseado no conhecimento
cientifico. Esta tradigdo, que se caracteriza hegemdnica, esta presente em todas as
areas do conhecimento. Os conceitos cientificos, na sociedade atual devem estar
expostos para fazer parte do cotidiano, em um ideal democratico. A producdo de
argumentacao cientifica dos fendmenos fisicos € um caminho para producao de
significados através da educacéo.

A humanidade tem evoluido a medida que compreende os problemas, acumula
conhecimentos, supera contradicbes, envolve-se com novos problemas. Essa
compreensao dialética do desenvolvimento pode ser percebida na historia do
desenvolvimento do conhecimento na humanidade.

Na sociedade contemporanea, ha uma busca constante de praticas que possam
potencializar a aquisicado e a evolugdo dos conhecimentos. Nas ultimas décadas tém-se
destacado muitas pesquisas nas ciéncias cognitivas evidenciando os processos
educacionais como exceléncia no campo de atuagao e interferéncia. A Educacao
Matematica se desenvolve com as ciéncias cognitivas elaborando propostas e
apontando para muitos caminhos em que o objeto € a construgdo do conhecimento.

O conceito de infinito é a incorporagao pela mente, da percepcdo do movimento,
da percepcgao de processos. Partindo da categoria da dialética, realidade-possibilidade,
e tomando consciéncia de que qualquer possibilidade s6 se transforma em realidade
quando existem condicbes determinadas, e, conhecendo essas ou aquelas
possibilidades, deve-se interferir no curso objetivo dos acontecimentos e criar

artificialmente as condigbes requeridas para sua transformacao em realidade.

O que se pretende com essa exposicdo € chamar a atengéo para a importancia
da educagao nos processos de interferéncia na realidade, para que cumpra seu papel
de apontar formas de se perceber e descrever a natureza, os fendmenos, agucando a
capacidade de abstragao, aperfeicoando nogbes conceituais.

O conceito de infinito, de alguma maneira ja estd presente em muitas
percepgbes atuais, como por exemplo, para muitos, a abdbada celeste que era o
simbolo da permanéncia, hoje representa um lugar das maiores transformagdes que se
pode imaginar. O céu é entendido como uma espécie de laboratério natural. E é
interessante notar que no espago encontra-se a jungdo das varias correntes da ciéncia
contemporénea. As dimensdes colossais, os tempos mais longinquos estdo todos

nesse espago, do qual a ciéncia humana conhece apenas uma fracao.



Esta € uma realidade que se apresenta aos sentidos, experiéncias que sao
referenciais para as construgbes metaféricas. Mas o momento é de didlogo com os
diferentes referenciais dentro de um mesmo corpo cientifico que se desenvolve,
ampliando a possibilidade de outras realidades.

Entdo, deve-se sair ao encalgo de formas para abordar esse conceito,
aproveitando-se da linguagem matematica mais primaria, como a da existéncia de
quantidades muito grandes como, por exemplo, o tempo de existéncia do universo, sua
extensao, quantidades muito pequenas como o tamanho de corpos unicelulares. O
objetivo é a construgao de significado, apropriando-se de todo conhecimento cientifico
que permita explorar as possibilidades de constru¢gado dos conceitos.

O que se pretende também é traduzir em referenciais, as relagdes desse mundo
fisico, com as formas de visualizar o infinito a partir do finito, como propde Russel
(1978). Pode-se encontrar objetos para essas relagcbes em muitos campos de
desenvolvimentos como, por exemplo: as observagdes e catalogacao, utilizando-se
grandes telescépios, de aglomerados de estrelas cada vez mais distantes, abrindo-se
precedentes para se imaginar outras mais longe; o desenvolvimento da nanociéncia
com a construgdo de nanocomputadores, ou seja, objetos com dimensbes da ordem de
nandbmetros (um bilionésimo do metro), pressupondo a possibilidade de constru¢ao de
objetos cada vez menores; A deteccdo da existéncia de particulas cada vez menores,
como o proton, o quark, o mions, etc, ou o universo cada vez maior, sdo perspectivas
para se poder pensar em quantidades cada vez maiores, ou cada vez menores. Essas
relagdes com a realidade cientifica atual podem ser base para a construgdo dos
conceitos de infinito e de infinitésimo, aliada as representagdes matematicas, rumo a
construcao da Metafora Basica de Infinito.

O infinitésimo esta associado a muitos conceitos como o conceito de nimeros
Reais, de aproximacao, de limite. Mas em sua construcao inicial, pode ser associado,
em suas instancias, a compreensdes atraves de relagdes com pequenos numeros, que
podem ser associados também a objetos do conhecimento cientifico. Uma situacdo que
conduza a uma metafora conceitual até metaforas matematicas mais elaboradas, pode
ser caminho para a construcao de significado desse conceito.

O desenvolvimento do ser humano civilizado atual eleva sua condi¢cdo para
muitas percepgdes, através da linguagem matematica, linguagem de ciéncia,
linguagem da natureza(PCN’s, 1999).

A tentativas de se trabalhar as disciplinas como objetos distintos, se por um lado
proporciona alguns desenvolvimentos puramente matematicos, por outro lado, muitas
vezes leva a prejuizos para a ciéncia como um todo, mais especificamente, para a

Educacdo Matematica. A distincao e separagao entre disciplinas no desenvolvimento



das ciéncias sao tentativas muito recentes, e bastante complexas, porque mesmo com
uma separagao, sob alguns aspectos, quando sao analisados sob outros, constata-se
que a complementaridade entre essas disciplinas continua inevitavel, e necessaria.

Pensar em melhorar as condicdes das possibilidades, na articulacao desse
campo de significado do conceito de infinito, € acreditar em sua relagdo com a
percep¢do do movimento nas ciéncias, com a percepgdo dos processos nos
fendbmenos fisicos, sociais etc € a consciéncia de que o devir e a fluéncia sdo conceitos
que ao contrario do pensamento platdnico, sdo determinantes na compreensao e
desenvolvimento do pensamento do ser humano atual.

O que se percebe é que, mesmo sob paradigmas mais recentes, ainda existem
muitos campos em que a ciéncia deve-se mostrar amadurecida, desenvolver limpezas
€ promover acréscimos necessarios para o momento.

“‘as manipulacdes de teorias tém por objetivo apresentar uma nova aplicagdo do
paradigma ou aumentar a precisdo de uma aplicagéo ja feita”.(Kuhn, 2001, p.51)

No discurso das ciéncias matematicas, nos conflitos teéricos provocados pela
presenga dos paradoxos do infinito, por exemplo, na teoria dos numeros, superacoes
sao apontadas dentro de um desenvolvimento dialético dos conceitos. Aproveitando-se
da sugestdo de Laclau (2000), que entende que problemas tedricos nunca sao
solucionados, mas que podem ser superados, € nessa perspectiva que se deve
compreender este momento, e perceber que muitos “paradoxos” estdo superados.
Entdo, sonegar a aquisicao efetiva da linguagem matematica em suas consideragoes
contemporéneas, é sonegar o conhecimento, pois esta é a linguagem que descreve
fendbmenos cientificos na atualidade.

O que se pode afirmar é que as possibilidades se ampliaram, e ndo ha sé uma
expectativa de mudanga para os processos educacionais, mas condi¢gdes concretas
para se estimular o desenvolvimento. Muitas questdes apontam para eminentes
transformacoes, principalmente acreditando-se que a humanidade se transforma diante
dos novos instrumentos do pensamento proporcionado por novas percepgdoes

cientificas, pois, segundo Kuhn

“Um paradigma é um pré-requisito para a propria percepgdo. O que um homem
vé depende tanto daquilo que ele olha como daquilo que sua experiéncia visual-

conceitual prévia o ensinou a ver’ ( Kuhn, 2001, p.128)

Essa é uma perspectiva dialética de desenvolvimento também do ser humano,

pois, ha que se ter prioridade em proporcionar, principalmente através da educacao,



novos instrumentos para o desenvolvimento do pensamento através das linguagens

das ciéncias em plena consciéncia de que

‘assim como novos instrumentos de trabalho ddo origem a novas estruturas

sociais, novos instrumentos do pensamento ddo origem a novas estruturas mentais
( Edvard E.B. por Vygotsky, p.177).

Essa perspectiva é descrita por Shoenfeld (Apud Meira, no prelo), apontando
que as fases, nos processos de raciocinios, dependem de uma passagem de uma
situacado para um sistema formal e vice-versa. Propbde-se um olhar diferente para as
idéias matematicas, suas metaforas, seus significados, porque é o objetivo principal,
especificamente, das ciéncias cognitivas, saber que o conceito construido tem a ver
com significantes, com o sentido. No caso, o conceito de infinito deve ser tratado com
sua linguagem contemporanea, direcionada para a descri¢ao de fendmenos.

Um conhecimento matematico, sem o compromisso com a construgdo de
significado, como nas praticas tradicionais, leva as ultimas conseqiéncias o formalismo
para justificar o formalismo. Como, por exemplo, voltando as dizimas periddicas, existe
uma proposta apresentada por Lages (1998) para que diante da igualdade 0,999...= 1,
se faga uso de divisbes “heterodoxas” para gerar 0,999..., a partir da unidade. Essa
divisdo heterodoxa é o resultado de um esforgo formalista que culmina em um calculo,
no minimo, “estranho”. E um bom exemplo até onde pode chegar a crenga nos
argumentos puramente formais, sem nenhum vinculo com qualquer significado, em um
sistema do mundo real.

Pelo bem da propria matematica, entdo, é importante desenvolver argumentos
que ndo precisem contradizer outros argumentos, em instancias basicas do
desenvolvimento, e em outros campos de desenvolvimento da prépria matematica.
Nesse caso 0 mais importante seria mesmo desenvolver a compreenséo da igualdade
0,999... = 1 por intermédio das somas infinitas e algumas nog¢des de aproximacoes,
com todas as suas metaforas associadas, pois essas seriam aplicaveis numa
matematica superior como, por exemplo, na definigdo dos infinitésimos.

Deve-se, entdo, ressaltar a importancia e autonomia da escola para promover o
desenvolvimento cognitivo e deve-se atentar para as formas de abordagens que
privilegiam a construgédo de conceitos com significados.

O desenvolvimento dos conceitos, a partir de uma perspectiva psicolégica,
como descrito por Falcdo e Meira (1996) enfatiza o papel da atribuicdo de significados
na formacdo de conceitos matematicos, e integra competéncias operatérias no

contexto das estruturas gerais do pensamento.



Esse compromisso com a constru¢ao de significado merece outras reflexdes,
até mesmo passando pelas consideragcoes aos momentos de interagao verbal, a que se
refere Bakhtin, (1992):

“a verdadeira substancia da lingua nao é constituida por um sistema abstrato de
formas linglisticas nem pela enunciagdo monolégica isolada, nem pelo ato
psicofisiolégico de sua produgdo, mas pelo fenbmeno social da interagdo verbal,
realizada através da enunciagcdo ou das enunciagbes. A interagdo verbal constitui a
realidade fundamental da lingua .(Bakhtin, 1992, p.122)

Essas idéias apontam que muitas solugdes para o desenvolvimento encontram-
se na mudanca das ordens do discurso, caracterizando-se também uma possibilidade
para o desenvolvimento do conceito de infinito, e as relagbes possiveis em matematica
€ nas ciéncias devem ser realidades apresentadas para a interferéncia nas formas de
expor e conduzir o problema.

Segundo Fairclough(2001), produzindo cumulativamente mudangas estruturais
nas ordens de discurso esta-se articulando novas hegemonias discursivas. E “fais
mudancgas estruturais podem afetar apenas a ordem de discurso ‘local’ de uma
instituicdo, ou podem transcender as instituicbes e afetar a ordem de discurso
Societaria”

Esse discurso poderia estar apoiado inicialmente em algumas proposi¢coes para
0 desenvolvimento de conceitos formais como o esquema proposto por Weil Barais
(Apud Da Rocha Falcao, 1996, p.163) que parte da idéia da constru¢ao de campos
conceituais, e um nivel representacional-simbdlico na linguagem natural,
representacdes graficas, formalismo matematico. Esse esquema, também, nao sugere
nenhuma ordem de percurso.

Uma formacgao discursiva nao define um conjunto unitario de conceitos estaveis
com relagbes bem definidas entre si. Ao contrario, o quadro & de configuragbes
mutaveis de conceitos em transformagao. Foulcault propbe abordar formacdo de
conceitos dentro de uma formacao discursiva por meio de uma descricdo de como é
organizado o campo de enunciados a ela associado, dentro do qual seus conceitos
surgiram e circularam.

A forca transformadora esta na apropriagao do discurso cientifico, o qual deve
ser visto no foco de suas principais idéias, como forma hegeménica de manifestacao
do pensamento moderno para descricido e relagao entre os fendbmenos.

As estratégias discursivas basicas, para o conceito de infinito, devem conter

pontos de vista gerais, que unificam a producao intelectual basica de cada momento,



em uma busca constante do que pode ser formulado e reformulado, em torno de
nogdes basicas, que auxiliem na compreensao légica e analitica.

A mudanca nas ordens de discurso, a medida que ocorrem novas combinacoes
nas convengdes discursivas, propondo codigos e elementos de maneira nova em
eventos discursivos inovadores, produz cumulativamente mudangas nas ordens de
discurso, e segundo Fairclough (2001) desarticula ordens de discurso existentes e
rearticula novas ordens de discurso, novas hegemonias discursivas.

Ndo se deve estabelecer uma luta entre paradigmas, porque se necessita,
principalmente da histoéria do conhecimento para preencher lacunas na compreensao
das criagbes matematicas e assim atribuir-lhes significados. Tem-se a favor desse
processo pretendido, o acumulo dos conhecimentos, a singularidade contextual,
temporal, dessa sociedade atual e entdo muitas possibilidades.

Uma via nova, aberta por novos conceitos, como o de limite, permite resolver
dificuldades antigas. Recordando a argumentacdo de Zenado de Eléia, a respeito da
compreensdao do movimento, em que se constroem duas sucessdes de posicdes
sucessivas de Aquiles e da Tartaruga e sugere contemplando-as em atitude estatica,
finitista, que a distancia de Aqulies até a tartaruga matematicamente nunca € nula. E
fisicamente trabalhando conceitos como o de velocidade vera como Aquiles pode
alcangar a Tartaruga. Diante da idéia dos paradoxos de Zendo aparecem sugestdes
que explicitam a fluéncia, o movimento nos fendbmenos das ciéncias naturais e sociais.
A narrativa dos possiveis posicionamentos diante do problema de Zenao, na verdade
explicita, hoje, uma visdo de uma outra sociedade diferente daquela de Platdo, mas
que continua apavorando-se diante da mesma idéia paradoxal, por n&o tratar o

problema com a coeréncia cientifica atual.

“um paradigma é um pré-requisito para a propria percep¢do. O que um homem
vé depende tanto daquilo que ele olha como daquilo que sua experiéncia visual-

conceitual prévia o ensinou a ver” ( Kuhn, 2001, p.148).

As abordagens dos ultimos trezentos anos revelam novamente que a idéia dos
numeros é a substancia de conceitos fundamentais, como o de variavel, de funcao e,
portanto de infinito, de movimento.

A humanidade atual pode vangloriar-se de alguns avangos no estudo sobre
linguagem e desenvolvimento. Novos referenciais modificam as condigbes de evolugao,
porém ha muito a se fazer, e muito a se perceber. A presenca de paradoxos em
questdes tao fundamentais é paradigmatica. E por isso devem ter tratamento especial

em todas as possiveis formas discursivas, com suas varias representacbes e



expressodes cientificas. Principalmente ter consciéncia de que:

‘o mundo néo deve ser visto como um complexo de objetos completamente
acabados, mas sim como um complexo de processos no qual objetos
aparentemente estaveis, nada menos do que suas imagens em nossas cabecgas
(nossos conceitos), estdo em incessante processo de transformacgao...”

( Engels, in Feuerbach, apud Vygotsky, 2000)

Na sociedade contemporénea deve-se utilizar as duvidas propostas na
antiguidade, pois aparentam contradicbes, mas precisa-se apresentar as velhas

contradi¢des, as novas formas de ver o problema, pois, implicam outras possibilidades.

Esta pesquisa demonstra que a linguagem matematica ja faz parte dos artefatos
culturais contemporéneos e transita, traduzindo significado na construgdo dos
conceitos. Nos estudos apresentados observou-se a presenca da linguagem
matematica esclarecendo e incrementando o conceito de infinito.

A exploracdo ao paradoxo de Zendo esta longe de se esgotar. Em recente
trabalho de Hofstadter (2001), esse paradoxo aparece em uma longa discusséo sobre
pensamentos recorrentes, que esse autor exemplifica, grosso modo, como
pensamentos que produzem histdrias dentro de histérias, pinturas dentro de pinturas,
particulas dentro de particulas, de interesse para o desenvolvimento de Inteligéncia
Artificial. Esses desenvolvimentos sdo compostos de programas, com procedimentos
que podem recorrentemente chamar a si proprios, € a grande pretenséo € a invencao
de programas que possam modificar a si proprios. Programas que possam agir sobre
programas, ampliando-os, aperfeicoando-os, reparando-os e assim por diante.
Hofstader afirma que sistemas recorrentes devidamente complicados poderiam ter
forga suficiente para romper com quaisquer padroes predeterminados.

“O conhecimento matematico em um contexto amplo de experiéncia real, é o
aspecto crucial da Inteligéncia Atrtificial” (Hofstadter, 2001, 673). Os resultados dessa
pesquisa propdem que se deve sair de um sistema e entrar em outro, para resolver um
problema especifico. Escolher qual o momento de sair de um sistema, depende do
sistema, e em quais condi¢des esta se trabalhando. Em se tratando dessa pesquisa, a
pergunta seria, em qual instante que uma distancia deixa de ser um numero real, e
passa a ser outra coisa, como por exemplo, uma distancia ultrapassada? Onde estao

as igualdades nas possiveis diferentes respostas?
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Apéndice 1

A agulha de Buffom

O problema da agulha de Buffom: suponha que se trace, num plano horizontal,

um numero grande de retas paralelas e equidistantes entre si. Sendo a a distancia
entre duas retas vizinhas, Buffom mostrou que a probabilidade de que uma agulha de
comprimento /< a, langada ao acaso sobre o plano, caia cortando uma das retas é

21 1
dada por p = —. Em particular, quando 2/ = a, tem-se p=—.
a /4

. , 21
Parece natural, mesmo para um aluno da escola basica, que a formula p = —.
ma

pode fornecer o valor de /, desde que sejam conhecidos os valoresde 7, pe a, e
tem-se o valor de /. Ou, se for determinado empiricamente o valor de p e conhecendo
o valorde 7 e a , pode-se estimar o comprimento / da agulha.

Que significado pratico parecia ter um conhecimento de tal natureza no século
XVIII? Quem poderia vislumbrar uma aplicabilidade? Séculos depois, uma outra face
do problema se revelou. Esse procedimento pode ser especialmente Util em caso onde
a agulha transfigura-se em um bastonete, ou uma formagao linear qualquer, de
natureza bioldgica, inacessivel a uma medigdo direta de seu comprimento. Em
situagcdes como essas, as retas paralelas sobre uma folha de papel podem ser
interpretadas com um feixe plano de radiagbes paralelas (raio X, laser ou outro)
disparadas sucessivamente em um grande numero de diferentes direcbes sobre o
objeto linear, cujo comprimento se deseja determinar. Em outras palavras: na
impossibilidade de jogar a agulha sobre as linhas, jogam-se as linhas sobre a agulha.
Os feixes que atravessam a agulha sdo identificados por meio das medidas da

intensidade dos raios na emissdo e na recepc¢ao. O valor da probabilidade p é

calculado contando-se os feixes que cruzam a agulha e dividindo-se o seu nimero pelo
total de feixes emitidos. Assim o comprimento / pode ser determinado.

..'na exploracdo desta outra face da questdo, proposta por Buffom,

foram conduzidos os trabalhos de muitos pesquisadores, culminando com a

atribuicdo em 1979, do prémio Nobel de Medicina, conjuntamente a um fisico e

um engenheiro — M. Cormack e G.N. Hounsfield. Apoiados em resultados

obtidos por um matematico que os precedeu em cerca de 20 anos ( J. Random,



1887 — 1956) eles tornaram possivel a utilizagcdo comercial dos aparelhos de
tomografia computadorizada, com notaveis aplicagbes na Medicina, na Biologia

Molecular e com extensées importantes no campo da Radio-astronomia.”

(Machado, 1998, p.70)



Apéndice 2

A Derivada

As definigdes de infinitésimo: a proposta de Leibniz foi a mais difundida e aceita
em sua época, este considerou uma quantidade a qual deu o nome de Ax "’ que é
definida como uma variagdo, uma diferenca entre duas variaveis de um campo de
variagéo ao qual pode-se denominar de um certo, x, e um certo, x;,

Essa diferenca, ou seja, quando no campo de variagdo dos xis, varia-se de ,

X,-Xx;, ou seja de Ax, implica uma outra variagdo, em um outro campo de variagéo,

digamos dos ypslons, de y, —y;, ou seja, de Ay . Diante da variagdo em uma primeira

quantidade acontece uma variagdo em uma outra quantidade com a qual a primeira
esta se relacionando.
Leibniz traduz da seguinte forma: dada uma fungéo f, ou seja uma lei que rege

uma relacdo, entdo ao variar Ax descreve-se a variagdo Ay, por essa lei. Entdo Ay,
representara a pequena variacao sofrida por y, quando houver uma pequena variagao
em x. Em notagdo de funcgao sera definida como sendo o resultado da diferenca entre,
a funcgao f(x) acrescida da variacdo Ax e a funcao f(x) simplesmente sem
acréscimos. Ou seja:

Ay = fla+Ax)- f(x)

Essas definicdes conduzem a muitas possibilidades matematicas, por exemplo,

o fato de Ax ser uma diferenga entre numeros distintos implicava ser Ax, diferente de

zero, na verdade isto se caracterizava como condigéo de existéncia do problema, x; é
diferente de x, , motivado pelo estudo do movimento que pairava sobre as pesquisas,

e nesse caso especifico em que x; e x, se tratavam de dois numeros associados a
dois instantes distintos da trajetéria de um movel.

A condicdo de Ax ser diferente de zero estabelecia a possibilidade de algumas
operacoes logicas, como por exemplo, a possibilidade de se dividir por Ax. O que

implicaria na igualdade:

" Lé-se “delta xis”, em que delta, (A) é a quarta letra grega, maiiiscula.



E esta descrita uma razao entre pequenas variagdes representadas pelo delta

ypslon e pelo delta xis. Uma grande idéia. Mas quando utilizada em relagédo a fungao
f(x)z x? que descreve o fendbmeno da queda dos corpos, a relagao entre dois

instantes em que o corpo cai € a posicdo em que se encontra, acarreta a seguinte

igualdade:

Desenvolvendo o quadrado entre os parénteses implica a igualdade:

&_ X2+ 2xAx + Ax? — x*
Ax Ax

Simplificando essa igualdade cancelando os simétricos, equivale matematicamente a:

Ay 2xAx+Ax’
Ax Ax

No lado direito da igualdade acima, uma operagdo légica legitima, que nao
altera essa igualdade, € o cancelamento de um delta xis em cada um dos termos deste

quociente, o que resulta em:

A

— =2x+Ax
Ax

Considera-se que essa igualdade define a velocidade instantdnea também

denominada de derivada da fung&o definida como f(x) = x’

Matematicamente, essa relacdo determinara muitas definigdes, como por
exemplo, a velocidade instantanea do mével em qualquer ponto. Mas havia um
problema, considerando-se a ultima igualdade como uma igualdade absoluta, esta-se
assumindo um Ax igual a zero, o que € inaceitavel matematicamente, pois se estaria

admitindo em todo processo uma divisdo por zero, o que é logicamente impossivel.



Praticamente concomitante as elaboragbes de Leibnitz, na organizagcdo do
calculo como proposta por Isaac Newton, € uma outra forma de interpretar essa
igualdade matematica. O problema é solucionado a partir da introdugdo de uma
linguagem que torna essa igualdade menos absoluta, essa linguagem trata de um

conceito fundamental para a matematica atual, o conceito de limite. Diz-se entdo que o

- . A : . .
limite do quociente Ey com Ax indo para zero é entdo igual a 2x e escreve-se:

lim Q = lim 2x + Ax
A—>0 Ax Ax—0

Observa-se que a diferenga entre aquela igualdade, proposta por Leibnitz, e
essa, que introduz uma nocéao de limite, esta na introdugdo de movimento no conceito
associado a linguagem matematica. Cria-se a possibilidade de uma variavel como Ax
ir para zero sem precisar chegar a ser zero de fato. Depurando a compreensio dessa
linguagem, associada a percepc¢ado de fendmenos, o que se faz é introduzir uma
linguagem que produz um outro tipo de igualdade. E uma construgdo compartilhada
com a linguagem, e aborda-se o conceito de infinitésimo, utilizando-se o conceito de
limite na linguagem matematica. Algo semelhante a indugdo sobre n nos numeros
naturais que utiliza uma idéia de movimento continuado, entendendo-se que os

numeros estdo indo.



Apéndice 3

Os axiomas de Peano

Peano em 1879, na linguagem da época admite trés conceitos primitivos:
numero natural, zero e sucessor. Estes conceitos estao relacionados entre si por cinco
axiomas. Sera indicado por s(n) o “sucessor” do numero n e, como € usual o simbolo 0
para indicar o zero.

Com essas notagdes, os axiomas s&o 0s seguintes:

(1) 0 é um numero natural.

(2) Todo numero natural n tem um “sucessor” s(n).

(3)0 nao é “sucessor “ de nenhum numero.

(4) Se s(n) = s(m), entdo n = m.

(5) Principio da Indugdo completa: Seja N um conjunto de niumeros naturais tal
que:

(a) O pertence a N

(b) Se n pertence a N, entao s(n) pertence N

Ent&o, N é o conjunto de todos os numeros naturais.
(Milies, 2001, p.178)

Que pode ser visto como:
(1) (o inicio de um estado, nenhum inteiro)
(2)(O resultado intermediario, processo de iteragao, n > n-1)

(5) O inteiro = & unico e maior que todo outro inteiro.

“Quadro 2, as sequiéncias sem fim, de inteiros”(Lakoff & Nunez, 2000, p.p 165-
166)
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