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RESUMO

Os resultados obtidos pelo SAEB (Sistema de Avaliacao da Educacao Basica
— MEC - INEP) apontam um baixo rendimento dos estudantes brasileiros em
matematica, e especialmente nas habilidades relativas a algebra. Tais dificuldades
transformam-se em obstaculo na aprendizagem no Ensino Superior em disciplinas
como o calculo, e também podem comprometer o desenvolvimento da capacidade
de abstracao e generalizacao, objetos primordiais do saber algébrico. Baseando-se
na Teoria dos Campos Conceituais, proposta por Gérard Vergnaud, a pesquisa em
questao tem como objetivos aprofundar a analise dos elementos algébricos a serem
aprendidos e das dificuldades apresentadas por alunos da rede privada de ensino ao
final do ensino fundamental (9°. ano). Para tanto, um instrumento de avaliacdo foi
sistematizado com base em reflexdo a priori acerca dos elementos constituintes do
Campo Conceitual Algébrico. Tal instrumento tentou recobrir um conjunto relevante
de atividades matematicas algébricas consideradas representativas de
competéncias e habilidades cognitivas relacionadas a construcdo dos conceitos
algébricos essenciais a serem aprendidos pelos estudantes ao final do Ensino
Fundamental. Os dados referentes as respostas dadas pela amostra de 70 alunos
de ambos os sexos foram analisados de forma quantitativa unidimensional e
multidimensional. Os resultados da pesquisa indicaram que as maiores dificuldades
apresentadas pelos estudantes referem-se aos conceitos e situacdes abordados no
8° ano do Ensino Fundamental, em especial nas situagdes envolvendo conceitos
como generalizacbes de padrdes aritméticos, fatoracdo e inequacdes. Tais
resultados sugerem que sejam realizadas novas pesquisas no sentido de

compreender os obstaculos (didaticos e ou epistemoldgicos) que possam explicar a



origem de tais dificuldades e também estratégias didaticas que auxiliem na

superagdo dos mesmos.

Palavras-chave: Campo Conceitual Algébrico, dificuldades de aprendizagem em

algebra; formacéao de conceitos algébricos.



ABSTRACT

The results of the Brazilian Basic Education System Evaluation (SAEB -
MEC/INEP) indicate poor levels of math performance by Brazilian students,
especially regarding algebra skills. Such difficulties become learning obstacles in
higher education courses such as Calculus, and may also compromise the
development of the ability to abstract and generalize, the primordial objects of
algebraic knowledge. Based on the Conceptual Fields Theory proposed by Gerard
Vergnaud, the present research aims to analyze the algebra contents to be learned
by the end of the 9th year by students in private schools, as well as the difficulties
experienced by them. For that purpose, an instrument was created based on a priori
reflexions about the algebraic conceptual field. Such instrument attempted to cover a
relevant set of math activities that may be considered representative of the cognitive
skills and abilities linked to the construction of the essential concepts of algebra to be
learned by the students. Data obtained from the application of the instrument to a
sample of 70 students of both sexes was analyzed using unidimensional and
multidimensional techniques, the results indicating that the greatest difficulties
experienced by the students refer to 8th year concepts and situations, particularly
those involving the generalization of arithmetic patterns, factorization, and
inequations. Such findings suggest that new studies should be done in order to
promote a better understanding of the didactic and epistemological obstacles that
might explain the origins of such difficulties and help produce strategies that might

help overcome them.

Key words: Algebraic Conceptual Field, Learning difficulties in Algebra; formation of

algebraic concepts.
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1 INTRODUGAO E JUSTIFICATIVA

O ensino e a aprendizagem da algebra no Ensino Fundamental € um dos
momentos de particular dificuldade por parte dos professores e estudantes de
matematica, tanto no Brasil (cf. BRITO MENEZES, 2006; DA ROCHA FALCAO,
1996) quanto no exterior (cf. KIERAN, 1985; LINS E GIMENEZ, 1997). Segundo Da
Rocha Falcdo (2003b) tal dificuldade estd associada a complexidade do fazer
algébrico, que possui etapas interligadas com dificuldades especificas, que sao
caracterizadas pelo mapeamento do problema, a escrita algébrica em si, 0
procedimento de resolucédo e a retomada de sentido. Ou seja, além de transformar
uma determinada situacao em linguagem algébrica (0 que por si ja € uma tarefa
cognitiva complexa), € preciso lidar com os aspectos sintaticos da mesma,
dominando determinados procedimentos que sédo especificos e por fim voltar ao
aspecto seméntico de construcdo de sentido para aquela resposta. Para alguns
pesquisadores (CARRAHER, 2000; DA ROCHA FALCAO, 2003c) é possivel que as
dificuldades em algebra sejam um reflexo da introducdo tardia ao pensamento
algébrico. A énfase em uma educacédo aritmética anterior a insercao de elementos
algébricos e de forma totalmente separada pode ser um dos fatores que justificam
dificuldades e prolongamento das mesmas, enfatizando a ma reputacao da algebra
(CARRAHER, SCHLIEMANN e BRIZUELA, 2000).

A partir do 8° ano (72 série) do ensino fundamental os conceitos algébricos
que foram inicialmente inseridos na série anterior sdo formalizados e aprofundados,
representando o &pice do pensamento algébrico-abstrato neste ciclo de ensino. E
neste momento que conceitos como mondmios, polinbmios, produtos notaveis,
fatoracao e fracdes algébricas sdo aprendidos, e exigem além de todo potencial de

abstracdo, a capacidade de compreendé-los como elementos que estao
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completamente interligados. Nesta etapa do ensino fundamental a algebra nao é
somente um “meio” (processo, ferramenta de resolucdo de determinada classe de
problemas), mas também um “fim” (estrutura, corpo matematico com regras
sintaticas proprias), isto €, passa a ser essencial ndo sé6 como uma ferramenta para
auxiliar na resolucdo de problemas matematicos, mas também, por si s6, € uma
atividade que demanda consideravel poder de abstracdo e generalizagdo (SFARD;
LINCHEVSKY, 1994 apud CARRAER; SCHLIEMANN; BRIZUELA, 2001, p.1). Da
Rocha Falcdao (1994) define essa caracteristica como uma dupla
caracterizacao epistemolégica do saber algébrico, o qual € um objeto de estudo em
si mesmo (enquanto objeto matematico descontextualizado) e uma ferramenta a
servico de outros dominios do saber. Tal perspectiva é também utilizada na
construcdo dos Parametros Curriculares Nacionais, no capitulo referente a

matematica no quarto ciclo, e especificamente a algebra:

O estudo da algebra constitui um espago bastante significativo para que o
aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstracdo e generalizacéo,
além de lhe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para
resolver problemas. (BRASIL, 1998, p. 115)

Embora alguns conceitos tdo enfatizados nesta etapa acabem por serem
pouco utilizados nas séries seguintes, 0s mesmos serdo essenciais para a
aprendizagem de elementos algébricos no Ensino Médio (funcbes, geometria
analitica,...) e Superior (Calculo). Desta maneira, as dificuldades em fragdes
algébricas, fatoracdo e simplificacdo algébrica que nao sao superadas neste
momento acabam por tornarem-se obstaculos no final do Ensino Médio (SAMORA e
TANCREDI, 2004) e no Ensino Superior (CURY, 1990; CURY, 2003; CURY e
KONZEN, 2006).

Tendo em vista a preocupacdo com a algebra no ensino fundamental, em
especial nas primeiras séries deste, inUmeras pesquisas fazem a descricao e analise
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das dificuldades em algebra. Conforme Schliemann et al (2003), as pesquisas sobre
raciocinio algébrico destacaram dificuldades como:

(1) Limitacoes sobre a interpretacao do simbolo de igual;

(2) Dificuldades de compreensao da utilizagcao de letras como variaveis;

(3) Recusa da aceitacdo de sentencas abertas tais como “3a + 77 como
resposta de um problema;

(4) Dificuldades em resolver equagdes com variaveis nos dois lados do sinal
de igual;

Mas de que forma essas dificuldades se relacionam? Sera que os alunos
cometem erros de simplificacdo porque possuem dificuldades em conceitos
algébricos ou por que ndao compreendem o que € um inverso multiplicativo ou um
elemento simétrico?

Ou ainda, os alunos tém dificuldade em fatoragdo por que nao sabem fatorar
ou por que ndao compreendem conceitos fundamentais como incdgnitas, variaveis e
operacdes aritméticas?

E importante ressaltar que estas dificuldades, podem ser reflexos dos
obstaculos que emergem na transformacédo do saber matematico em saber a ser
ensinado (cf. CHEVALLARD, 1985), visto que as concepc¢oes histéricas e filosoficas
da matematica marcaram nao sé o desenvolvimento como o préprio ensino deste
dominio do conhecimento. O platonismo (determinando objetos matematicos que
seriam frutos de idéias puras, acabadas e independentes da humanidade) e o
formalismo (construindo uma matematica baseada em axiomas, definicbes e
teoremas) determinaram um saber matematico constituido de nocdes
pretensamente objetivas, claras e gerais (PAIS, 2002). Essa concepc¢ao levada para

o0 ensino da matematica acabou por abrir caminho para uma hegemonia sobre o
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estudo do saber a ser ensinado (po6lo epistemolégico), deixando de lado o pdlo
pedagdgico (professor) e o pdélo psicolégico (aluno), elementos constituintes do
tridangulo das situacdes didaticas (cf. BROUSSEAU, 1986). Concebendo uma
situacao didatica partindo desses trés polos, e construida através de uma viséo
psicolégica da construcdo do saber, a pesquisa em questao visa refletir sobre os
conceitos essenciais a serem aprendidos ao final do ensino fundamental no dominio
da algebra e suas respectivas dificuldades. Assim, ao longo deste projeto seréao
realizadas discussdes acerca dos conceitos essenciais a serem aprendidos ao longo
do ensino fundamental, isto €, os elementos integrantes de um Campo Conceitual
Algébrico e uma alternativa para avaliar o dominio, por parte dos estudantes, de tal
campo. No momento em que é feita a proposta de andlise de elementos
constituintes do Campo Conceitual Algébrico, ha também a preocupacdo de
analisar, além de indices de acerto ou erro nos procedimentos matematicos
sugeridos, as diversas situacdes e representacées que podem ter influenciado a
utilizacdo de determinada estratégia pelo aluno, e mais, a forma como eles se
relacionam construindo novos obstaculos.

Inimeras sdo as pesquisas que apontam dificuldades na aprendizagem
escolar da algebra, o que poderia vir a questionar a importancia e ou originalidade
deste projeto. Todavia, o projeto em questdo vai além da determinacdo de
dificuldades. Ele propée a compreensao destas partindo de um Campo Conceitual
razoavelmente detalhado, viabilizando assim reflexdes no sentido de analisar as
inter-relagbes entre estas dificuldades, mas também entre os conceitos a serem
aprendidos. Nesse sentido, o esfor¢co de pesquisa acima aludido pode servir de base
a construcdo de sequéncias didaticas que ensejem pesquisas voltadas para

proposicao e avaliacdo de contextos de ensino, levando em consideragdo que a
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aprendizagem dos conceitos matematicos precisa ser compreendida através da
complexidade inerente a ela, e nao através da reprodugdo de procedimentos e
algoritmos. Nesse sentido a presente pesquisa justifica-se como um ampliador das
discussdes acerca dos conteudos a serem ensinados e aprendidos pelos alunos,
assim como propde elementos de analise e reflexdao dos mesmos ao final do Ensino
Fundamental através do instrumento construido.

Tendo em vista as idéias acima apresentadas, consideramos pertinente
apresentar, na proxima secdo (secao 2) uma reflexdo acerca do conceito em
psicologia, seguida de uma breve revisdo acerca dos processos de aprendizagem
(secao 3) e aprendizagem de conceitos matematicos (secao 4). Tal discussao se
foca entdo na atividade algébrica (secao 5) e nas reflexdes sobre as dificuldades
para a aprendizagem da algebra em contexto escolar (secao 6). Uma vez balizado o
terreno em termos de tdpicos cruciais acerca do ensino e aprendizagem de
conceitos matematico-algébricos, serdo delimitados os elementos propostos para o
Campo Conceitual Algébrico (se¢édo 7), segue-se com a proposta de construcdo de
um instrumento para avaliagdo dos mesmos (secéo 8). Por fim sao apresentados os
objetivos de pesquisa (sec¢ado 9), os resultados obtidos (secdo 10) e consideracdes

finais (secéao 11).
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2 O CONCEITO EM PSICOLOGIA

[...] matematicos normalmente tendem a ser precisos, completos e
parcimoniosos quando escrevem definicdes escritas, enquanto psicélogos
tentam entender como conceitos sao progressivamente formados, por
diferentes tipos de situacbes e competéncias e por diferentes tipos de
representagdes e simbolos linguisticos. (VERGNAUD, 1997, p.5).

Afinal, o que é um conceito matematico? E o mesmo que sua definicao?
Talvez essa distincdo nao figue muito evidente ao observar algumas aulas de
matematica, isto porque em matemaética, do ponto de vista candnico,’ um conceito
parece se confundir com sua definicdo. Definicdo esta que tem a pretensdo de
circunscrever tal conceito, de forma completa, rigorosa, e sem “deslizes” de
interpretacdo. Esta concepcdo, ou melhor, esta nao-diferenciagdo entre definicdo
formal e conceito pode ser uma das causas para a conhecida repulsa por parte dos
estudantes em relagdo a esse dominio do conhecimento (ver, a esse respeito,
BACQUET, 2001). Parece dificil, para muitos professores de matematica ou mesmo
matematicos, compreender que haja dificuldade no entendimento de objetos que séo
definidos de forma “precisa” e “clara” (pelo menos para eles).? A definicdo de
incégnita pode ser tomada como exemplo nesta situagdo. Enquanto definicdo, uma
incognita € um objeto simbdlico que representa um valor numeérico desconhecido,

geralmente representado por letras. Todavia, as mesmas letras utilizadas para

A expressao “candnico” é usada aqui na acepgao que usualmente Ihe é dada por autores como
Yves Chevallard (CHEVALLARD, 1985), para o qual haveria um dominio de conhecimento formal, de
referéncia ou canbnico, também denominado “saber sabio” (savoir-savant), em oposicdo ao
conhecimento veiculado nos livros didaticos, com a mediacdo do professor, o “saber ensinado”
(savoir-enseigné). O saber candnico em matemética, dessa forma, seria aquele saber de referéncia,
institucionalizado e referendado pelas instancias histérico-sociais de producao deste conhecimento.
2 Terezinha Nunes comenta que, no percurso de formagdo do professor de matematica, muitos
conceitos tornam-se parte de um campo conceitual mais amplo, ou seja, determinados conceitos
tornam-se partes em um todo maior, o que pode vir a acontecer com este todo em momento
posterior, e assim por diante. Cada conceito que é colocado em rede conceitual mais ampla é, por
este processo, “comprimido”, e ndo se gasta mais energia com ele, pois ele agora é ferramenta para
a compreensdo de conceitos mais amplos. Esta autora chama a atengdo para o fato de que cada
professor de matematica deve ser capaz de “descomprimir’ seus conceitos, ou seja, olhar tais
conceitos a partir do ponto de vista de seus alunos, que ainda n&o atingiram o ponto de integracao
conceitual (e compressao) dele, professor (cf. NUNES, 1997).
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determinar um valor desconhecido, surgem posteriormente nas expressdes e entao
ja ndo sdao mais valores desconhecidos, mas sim, variaveis. Essa mudanca de
situacdo evidencia que ndo podemos admitir que uma definicdo seja suficiente para
a construgdo do conhecimento. Existem outros conceitos que permeiam as
situacdes nas quais aparecem “letras” em matematica. Ha, no caso da formacao dos
conceitos matematicos, elementos muito mais complexos que definicdes, como sera
discutido a seguir.

Outro aspecto que nao deve ser tomado como sin6bnimo a formacdo de
conceitos é o “saber fazer”, ou seja, o dominio de algoritmos procedurais para a
resolucdo de problemas; o dominio pratico destes procedimentos. Para poder
compreender os procedimentos € preciso que 0s conceitos subjacentes aos mesmos
facam parte do dominio dos saberes dos estudantes. Ou seja, é possivel utilizar um
procedimento/algoritmo de duas formas distintas: levando em consideragédo a gama
de conceitos envolvidos nestes procedimentos (mesmo que estes ndo sejam
explicitados verbalmente) ou de forma automatizada, reprodutiva, onde nao ha
possibilidade de uma retomada de significado para os elementos envolvidos neste
processo. Ha que se considerar ainda que a primeira utilizacdo citada seja de
notavel importancia para o ensino da matematica, visto que pode ser considerada
como um alicerce para a aprendizagem de novos conceitos ou de conceitos mais
complexos; em outras palavras, ao lidar com procedimentos compreendendo 0s
conceitos que estdo sendo utilizados é possivel que o aluno esteja melhor preparado
para enfrentar situacdes novas, o0 que pode ser um obstaculo quando ele esta
acostumado com situagdes padrdes e exercicios similares aos exemplos dados pelo

professor.
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Mas de que forma esses procedimentos sdo ensinados e aprendidos nas
salas de aula? Circunscrevendo estas reflexbes as aulas de professores
influenciados pela concepcao formalista para a matematica e seu ensino, € bem
comum ver aulas que sdo baseadas em definicbes que geram exemplos e estes, por
sua vez, encaminham para uma série de repeticoes em “exercicios de aplicacao” (ou
de “fixacao”). Tais aulas tém como pressuposto uma perspectiva reducionista ou
ingénua do que é um conceito matematico, pois admitem que a construcao deste
esteja limitada a sua definicdo formal e ao adestramento procedural do aluno.
Quando se concebe um conceito composto de diversas propriedades, que por sua
vez demandam experiéncia prévia de construcdo cognitiva fica evidente que o
mesmo nao pode ser explicado unicamente pela sua definicdo, a ser devidamente
memorizada e aplicada a situacdes prototipicas.®

Para Vergnaud (1997), os matematicos tendem a achar que a definicao por si
s6 deve conter todas as propriedades de cada conceito, 0 que pode estar correto,
mas apenas do ponto de vista matematico formal (candnico), e nao do ponto de vista
de um conceito enquanto construto cognitivo. Para este autor, a idéia de nao poder
reduzir um conceito matematico a sua definicdo matematica formal esta vinculada ao
fato de que existe um caminho psicolégico de construcdo de significado para o

conceito, o que remete a necessidade de compreensdao de como estes conceitos

% Aligs, tais “situagdes prototipicas” levam a outras situacdes interessantissimas, narradas na
literatura de pesquisa em didatica da matematica, como é o caso bastante comentado na Francga, e
conhecido como “o erro da idade do capitdo”. Numa questdo de exame anual de rendimento dos
alunos franceses ao final do ensino fundamental (“cours élémentaire”), propds-se problema criado
originalmente pelo escritor francés Gustave Flaubert (1821-1880) como brincadeira numa carta que
escreveu a sua irma Caroline: neste problema, um capitdo de navio percorria a costa francesa,
recolhendo cargas de diferentes medidas de peso em cada porto, e ao final perguntava-se qual a
idade do capitdo, numa situagdo onde claramente ndo havia nexo entre os dados do problema
(cargas) e a pergunta (idade do capitdo). Para surpresa geral dos examinadores, uma parte
percentualmente importante dos estudantes examinados ndo hesitou em somar as cargas recolhidas,
chegando assim a um total que foi apresentado tranquilamente como resposta ao problema, ou seja,
a idade do capitdo... (para mais detalhes, ver http://www.recreomath.qc.ca/dict_capitaine_age.htm).
17



sao formados, através dos diferentes tipos de situacbes e competéncias e pelos
diferentes tipos de representacées simbdlicas. Assim, a formacado de conceitos
matematicos do ponto de vista psicolégico esta intrinsecamente relacionada a
construcdo do conhecimento de cada individuo. Do ponto de vista matematico,
pressupor que um conceito é determinado por sua definicao pode até fazer sentido,
mas tal perspectiva é bastante simpléria no admbito da psicologia da educacao
matematica (cf. DA ROCHA FALCAO, 2003c). Ou seja, pensar em conceitos
matematicos como mera definicao formal implica em supor a possibilidade de limita-
los a uma classificacdo ou uma descricdo, 0 que por sua vez remete a um tipo de
concepgao para a formacdo dos conceitos baseado na assimilacdo de
caracteristicas, como veremos a seguir.

Conforme Cassirer (1977, apud DA ROCHA FALCAO, 2005), existem duas
perspectivas para a abordagem de um conceito: a perspectiva taxonémica (ou
classica), que remonta a Aristételes, e a perspectiva funcional. A perspectiva
taxonémica baseia-se em uma ordenacgédo do real, isto é, partindo de critérios (ou
tracos comuns a fenbmenos) seria possivel ordenar o real em classes de
fenbmenos. Assim, partindo-se do mundo empirico e extraindo tracos comuns a um
determinado conjunto de coisas seria possivel construir uma forma conceitual
condensada de tais coisas. Tal perspectiva encontrou forte apoio na abordagem
psicolégica dos conceitos, notadamente no processo desenvolvimental de formacao
de conceitos, conforme ilustrado por tarefas classicas de exploracdao de
desenvolvimento conceitual em criangas, propostas inicialmente por Edna

Heidbreder (cf. HENLE, 1991):
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Figura 1: llustragcdo representativa de proposta de atividade de pesquisa
acerca do desenvolvimento da conceptualizacdo segundo E. Heidbreder (tarefa de
deteccdo de atributo comum). Instrucdo da tarefa aos sujeitos: “Vamos juntar as
figurinhas fazendo montinhos. Nesses montinhos a gente coloca figurinhas que
tenham alguma coisa parecida. Assim: o relégio podia ficar junto com o qué? Por

qué? (cf. HENLE, 1991).
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Figura 2: llustracdo representativa de proposta de atividade de pesquisa
acerca do desenvolvimento da conceptualizacdo segundo E. Heidbreder (tarefa de
inferéncia de palavras-conceito sem sentido em linguagem corrente). Instrucdo da
tarefa aos sujeitos: “Um menino fez uma brincadeira assim: ele disse que a laranja e
a bola azul eram LING! O que seria um LING? E o que seria um RELK? [...] E como
a gente poderia chamar as figuras que nao tém nome, seguindo a brincadeira do
menino?” (cf. HENLE, 1991).

E possivel concluir que tal ordenagdo baseia-se em um conhecimento que
pretende ser construido a partir de uma classificacdo baseada em hierarquias, uma
piramide taxonémica (DA ROCHA FALCAO, 2005). Tal concepgdo pode ser
exemplificada através da classificagdo taxondmica dos seres vivos em espécie,
género, familia, ordem, classe, filo e reino. Assim, baseia-se em uma ordem de
generalidade, fundamentada em uma posicao inerente a cada um dos seres vivos
em funcdo de seus atributos. Por sua vez, o ensino da matematica ao vincular-se a
esta perspectiva para a conceptualizagdo pode viabilizar diversos obstaculos para a

aprendizagem. Por exemplo, quando se apresentam os conjuntos numéricos, é
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comum fazer a seguinte associacao:

N (naturais) = {0,1,2,3,4,5,6...}

Z (inteiros) = {...-2,-1,0,1,2,3,...}

Q (racionais) = {a/b: a pertence a Z, b pertence a Z, b0 }

I=R-Q

R=NUZUQUI

Partindo dessa caracterizacdo, no ambito escolar o ensino dos conjuntos
numeéricos inicia-se com a apresentagdo do conjunto dos naturais, que estdo
presentes no processo empirico da contagem. Apds, segue-se para as situacdes de
falta, que seriam representadas pelos inteiros, para entao trabalhar com o conceito
de divisdo de segmentos e por fim para os numeros infinitos nao periédicos. Ao
seqguir a ordenacao de naturais, inteiros, racionais, irracionais, ha uma classificacao
na qual os conceitos subsequientes sdo “superiores”. Notemos que tal classificagao
prejudica o conceito das relacdées entre os conjuntos ou a falta de relagao. Isto é, tal
classificacao dos numeros ja teria sua limitacdo no conceito de numeros irracionais.
A idéia de complementaridade dos conjuntos néo fica evidente, o que leva o aluno a
concluir que os numeros naturais sdo os positivos e os inteiros sdo os negativos, por
exemplo. Ou pior, que 0s numeros inteiros ndo podem ser racionais. Fica evidente
gue neste caso a perspectiva taxonémica € inviavel. Novamente surge um obstaculo
a aprendizagem destes conceitos.

A segunda abordagem para a constituicdo de conceitos € chamada funcional.
Embora tenha como base, assim como na perspectiva taxonédmica, o mundo
empirico, fundamenta-se na construcdo de uma atividade intelectual a partir das
coisas para o estabelecimento de um sistema de relagées, ou seja, um modelo. E

considerando o papel destas relacées que ela diferencia-se da perspectiva anterior,
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afinal, o conceito passa a ser mais que um resumo de caracteristicas comuns (como
no caso da construcdo do conceito taxonémico de “gato” — cf. discutido por Da
ROCHA FALCAO, 2003a), atingindo o patamar de modelo funcional, que por sua
vez guarda relagdo com outros modelos, no contexto de um campo conceitual (cf.
DA ROCHA FALCAO, 2005; VERGNAUD, 1990). Ao refletirmos sobre o exemplo
dos conjuntos numéricos, do ponto de vista desta perspectiva, o conceito de nimero
em cada um destes conjuntos é construido através das propriedades postuladas
para o numero em cada conjunto, bem como das relacdes entre eles. Ou seja, 0s
inteiros ndo passam a ser apenas 0S numeros positivos e negativos, mas sim, um
conjunto formado pelos elementos do conjunto dos numeros naturais e seus

respectivos elementos simétricos.

1.346246...

2 3

0.101001000...

Figura 3: Conjunto dos numeros reais e seus subconjuntos.
Quando o conceito matematico € concebido como uma defini¢cdo, que € o que
comumente acontece no ensino da matematica, ha uma forte aproximagdo com as

perspectivas acima aludidas. Nestas perspectivas seria possivel aceitar que a
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matematica realizada pelos feirantes, marceneiros e meninos de rua é uma atividade
matematica? Ela envolve conceitos que sao previamente definidos? Sera que os
conceitos matematicos nestas perspectivas nao ficam aquém da riqueza e
complexidade que possuem? Onde fica o papel das situacdes, das diversas

representagdes de um mesmo conceito?
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3 APRENDIZAGEM EM PSICOLOGIA

As explanagbes acima tiveram como objetivo evidenciar a importancia de
pensar em um processo de construcdo de conceitos que dé conta da complexidade
dos saberes matematicos. Todavia, ha que se considerar que o processo de
formacao de conceitos € parte integrante da aprendizagem da matematica. Assim, a
forma como os conceitos em algebra sdo abordados reflete as concepcdes que a
escola reproduz sobre aprendizagem matematica, a qual esta vinculada a uma
compreensao de como os conceitos sdo formados. Infelizmente, conforme comenta
Wertheimer (1959) esta concepcao € comumente associada a uma visao logicista da
construgao do conhecimento (com caracteristicas operacionais bem definidas, como
definicbes, analises, construcdo de proposicdes,...) ou associacionistas, o que
corrobora uma visdo taxonémica para a formacao dos conceitos. Estas concepcoes
vinculam-se a construcdo de conceitos com uma abordagem modeladora-
behaviorista, para a qual a modelagem do comportamento é a chave da
aprendizagem, ou do “saber-fazer”. Pode-se exemplificar essa visdo ao observar a
énfase nos procedimentos e repeticoes e a precaria reflexdo sobre 0s conceitos
envolvidos nos algoritmos matematicos que sédo produzidos pelos livros didaticos e
reproduzidos pelos professores. Esta tendéncia do ensino da matematica repercute
nas formas de ensinar matematica e, consegiientemente nos obstaculos que surgem
ao longo da aprendizagem da matematica, visto que deixa de lado a complexidade
do saber matematico e, em especial, dos saberes algébricos.

Wertheimer (1959) traz uma importante reflexdo sobre o tipo de
aprendizagem que a escola proporciona e a forma como ela deveria ser. Ele introduz
o0 conceito de aprendizagem produtiva, a qual depende de um pensamento

produtivo, que nao se baseia na repeticdo, podendo ser encontrado em qualquer
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momento de nossas vidas: “[...] o nascimento de uma idéia genuina, de um
desenvolvimento produtivo, a transicdo de uma atitude cega para a compreensao,
em um processo produtivo.” (p. 1, traducdo nossa). Dentro desta concepcédo, as
repeticdes ou justificativas do tipo “é assim porque o professor disse” que sao
comumente ouvidas em sala, podem ser um reflexo da falta da aprendizagem de um
conceito, que por sua vez implica na impossibilidade de se ajustar a novas
situacoes.

Historicamente, esta concepcado de aprendizagem esteve no centro das
premissas tedricas enfatizadas pelo projeto “Aprender Pensando”, desenvolvido pelo
grupo de pesquisadores vinculados ao entdo mestrado de psicologia cognitiva da
UFPE, nas décadas de setenta e oitenta do século passado (cf. CARRAHER, 1989).
Tal programa de extensdo e pesquisa propunha a abordagem do processo de
ensino e aprendizagem baseada no entendimento do ponto de vista da crianga, € na
valorizacdo da mesma para a construcdo de sua prépria aprendizagem. Esta
compreensao possibilitava propor questdes que levassem as criancas a novas
descobertas e solucdes. Assim, esse projeto sugeria a necessidade do professor
repensar sua tarefa de mediacao a todo instante, criando situacdes para os alunos
que Ihes possibilitassem rever e ampliar conceitos.

A visdo de aprendizagem produtiva proposta por Wertheimer pode ser
comparada ao que Piaget chama de “aprendizagem no sentido amplo”. Isto é, para
Piaget e Gréco (1974) podem-se distinguir dois tipos de aprendizagem, sendo a
primeira vinculada a experiéncia tanto do tipo fisico ou légico-matematico ou de
ambos, denominada “aprendizagem no sentido estrito”. Esta aprendizagem esta
presente nos primeiros estagios de desenvolvimento propostos por Piaget. Ja a

aprendizagem denominada “aprendizagem no sentido amplo”, esta mais ligada ao
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desenvolvimento e pode ser definida como o conjunto de aprendizagens e dos
processos de equilibracdo. Nesse sentido, uma aprendizagem produtiva esta
fortemente associada a uma aprendizagem que viabiliza os processos de
equilibracdo que permitem a construcdo de novos conhecimentos. Quando se
concebe um ensino baseado na repeticdo de procedimentos matematicos, sem
significado, aproxima-se da aprendizagem no sentido estrito, 0 que a distancia da
producédo do conhecimento. Em especial em algebra, € comum encontrar alunos que
sao excelentes na reproducao de algoritmos, o que pode até produzir um sucesso
no desempenho escolar, mas n&do um sucesso em termos de desenvolvimento de
novos esquemas, 0s quais viabilizam o desenvolvimento do conhecimento
matematico. Ou seja, por tras dos algoritmos muitas vezes reproduzidos
mecanicamente, ha que se considerarem elementos conceituais importantes, 0s
quais podem passar despercebidos.

Além dos elementos conceituais inerentes ao processo de aprendizagem, do
ponto de vista de vista sdcio-histérico, uma aprendizagem néo pode desconsiderar o
papel dos artefatos culturais. Eles atuam como mediadores culturais e estao
presentes na aprendizagem da matematica, exercendo o papel de modificar as
préprias funcdes psiquicas superiores (VYGOTSKY, 1981 apud MOYSES, 1997). Na
matematica, a aprendizagem produtiva pode demandar recursos além do lapis,
caderno e livro didatico. A importancia de elementos como calculadoras e softwares
passam a serem fundamentais como “[...] amplificadores das aptidées do homem e
implementadores da sua atividade” (BRUNNER, 1976, p. 84). No caso da algebra,
0S proprios conceitos matematicos aritméticos sdo amplificadores do raciocinio.

Além destes, ha que se considerar ainda, ferramentas tecnolégicas como o Calcule!
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(MEIRA, 2000) e ainda como o Aplusix,* este Gltimo bastante utilizado em pesquisas
na aprendizagem da éalgebra (BITTAR e CHAACHOUA, 2004; BURIGATO; 2007).
Tais ferramentas tecnoldgicas permitem amplificar as potencialidades cognitivas dos
estudantes, diversificando representacées conceituais e propondo situacoes-
problema e atividades de dificil implementagdo fora de ambientes informatizados.
Desta forma, quando se trata de uma aprendizagem produtiva, artefatos culturais
nao podem ser desconsiderados.

As discussdes acima tinham como objetivo fazer uma breve reflexdo sobre
aspectos mais gerais relacionados a aprendizagem da matematica. Na secao
seguinte tal reflexdo continua, agora com foco sobre aspectos relacionados a

aprendizagem de conteludos matematicos em contexto escolar.

4 Programa desenvolvido por Tec-Quest (ver: http://www.tec-quest.com/aplusix.htm).
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4 APRENDIZAGEM DE CONCEITOS MATEMATICOS DO PONTO DE VISTA DA
PSICOLOGIA DA EDUCACAO MATEMATICA: A TEORIA DOS CAMPOS
CONCEITUAIS COMO PROPOSTA DE ORGANIZACAO PSICOLOGICA E

CANONICA DOS CONHECIMENTOS MATEMATICOS

Quando foram discutidas as perspectivas taxonémica e funcional para a
construcdo dos conceitos, evidenciou-se que elas deixam lacunas para a
aprendizagem dos conceitos matematicos, o que pode, inclusive, corroborar o
surgimento dos obstaculos encontrados pelos estudantes ao longo do ensino da
matematica. Obstaculos que por vezes sao facilmente observados quando os
procedimentos e definicbes sédo evidenciados, deixando-se de lado o processo de
aprendizagem e formacdo de conceitos que precisam ser analisados de forma
cautelosa. A psicologia da educagao matematica encontra na Teoria dos Campos
Conceituais uma alternativa de suporte teérico para a andlise da atividade
psicolégica de construgdo de significados em matematica. Tal atividade é
considerada por esta perspectiva como atividade mental de um sujeito que é
inserido em um contexto histoérico-cultural, o qual estd envolvido em diversas
situacdes de aprendizagem (DA ROCHA FALCAOQ, 2003b). No momento em que se
volta para a agdao de um sujeito com as caracteristicas descritas, o carater
psicoldgico desta teoria encontra-se fortemente vinculado as nog¢des de esquema,
teoremas-em-acéo (cf. VERGNAUD, 1990) e da noc¢ao de desenvolvimento
(SPINILLO e LAUTERT, 2006).

O conceito de esquema, conforme dito anteriormente, € um dos alicerces da

Teoria dos Campos Conceituais de Gerard Vergnaud (1990). Sendo discipulo de
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Piaget, Vergnaud ira se apropriar deste e de outros conceitos propostos previamente

por ele. Para Vergnaud (1996, p.206, traducédo nossa):

Piaget colocou varias pedras angulares na investigacdo didatica: as idéias
de adaptacao, desequilibracao e reequilibracdo, um grande nimero de fatos
relativos a conservagdo das quantidades, a representacdo do espacgo e a
formacao dos conceitos matematicos e fisicos, etc.

Além disto, para ele, dentre toda a contribuicdo de Piaget, o conceito de

esquema € essencial na construcao da Teoria dos Campos Conceituais:

Um esquema ¢é definido como uma organizacao invariante da ag¢ado para
uma certa classe de situagdes. Esta totalidade dinamica, introduzida por
Piaget (depois de Kant), considerada tanto para as habilidades sensério
motoras e habilidade intelectuais requer uma analise cautelosa e profunda
se deseja compreender as relagbes entre competéncias e concepgoes. [...]
Um esquema estd finalizado; objetivos implicam em expectativas. Um
esquema generaliza a acao; ele deve conter regras. Um esquema nao é um
estereodtipo, como uma seqiiéncia de acdes depende dos parametros de
uma situacao [...] (VERGNAUD, 1994, p.53)

Além deste elemento, Vergnaud traz como herancga de Piaget conceitos como

invariantes, assimilacido e acomodacao:

Minha visdo é de que 0 processo de aquisicdo consiste em construir
invariantes relacionais, analisando suas propriedades, e construindo novos
invariantes relacionais. Alguns invariantes quantitativos foram estudados por
Piaget no contexto dos experimentos de conservagao. (VERGNAUD, 1982,
p. 57)

E uma idéia trivial considerar que as criancas (e estudantes) desenvolvem
cada vez mais conceitos e competéncias complexos pela utilizacdo de seu
conhecimento anterior para fazer sentido as novas situagdes e tentar
aprendé-las. Este processo pode ser visto como um processo geral de um
comportamento de adaptacdo: assimilagcdo e acomodacdo, como Piaget
destacou. (VERGNAUD, 1994, p. 41)

Todavia, em alguns momentos Vergnaud discorda de Piaget, como no caso
em que, segundo Vergnaud, Piaget propde reduzir a complexidade da construcdo do

conhecimento nas criangas a algum tipo de complexidade légica:

Piaget demonstrou que conhecimento e inteligéncia sao desenvolvidos num
longo periodo de tempo, mas ele fez isso através da andlise do
desenvolvimento das criancas em termos de capacidades gerais da
inteligéncia, principalmente l6gicas, sem prestar atengdo suficiente a
conteudos especificos do conhecimento. Esta é a necessidade de entender
melhor a aquisicdo e desenvolvimento de conhecimentos e habilidades
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especificas, em relacdo as situagbes e problemas, o que me levou a
introduzir a estrutura dos campos conceituais. (VERGNAUD, 1983, p.127)

Apés esse breve paréntese sobre as semelhancgas entre Vergnaud e Piaget,
voltemos para o conceito central de Esquema. Embora deva ser considerado como
uma totalidade, ele € composto de diversos elementos: objetivos e expectativas,
regras para lidar com as situacgées, invariantes operacionais e possibilidades de
inferéncia. Dessa forma, concebe-se que “[...] um esquema nao € um esteredtipo,
mas uma organizacdo universal; é relevante para uma classe de situacdes e nao
para apenas uma situacdo” (VERGNAUD, p. 13, traducdo nossa). Esquemas
utilizados na resolucédo de equagdes, como a concepcao de equilibrio determinada
pelo sinal de igual e a necessidade de “separar” incognitas dos valores numéricos
precisam ser adaptados quando utilizados nas expressdes algébricas, por exemplo.
Ao utilizar um mesmo esquema em diferentes situacdes € preciso que este venha a
sofrer adequacbes. Se tal modificacdo ndo ocorre, é provavel que, no exemplo
citado, o aluno passe a conceber uma expressdo como uma equacao e até
determine os valores das variaveis envolvidas.

A teoria dos campos conceituais concebe o processo cognitivo ndo como
aquele que somente organiza as atividades e seu funcionamento em situagdo, mas
considera o desenvolvimento de uma pessoa durante sua experiéncia e as formas
inteligentes de organizacdo da sua atividade. Estas atividades podem ser
representadas, por exemplo, por gestos e competéncias cientificas e técnicas
(VERGNAUD, 2003). As atividades técnicas podem estar associadas a falta de
formalizacdo de um conceito, e neste sentido, relacionam-se as competéncias
presentes na resolucdo de problemas (na escola e fora dela) que ndo sao
explicitdveis pelo sujeito e que parecem surgir de forma espontanea. Vergnaud

(1987) chama este tipo de competéncias de teoremas-em-acao, que sao formas de
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aprendizagem que nao sao explicitadas formalmente, mas que estdo presentes no
fazer matematica, o que é diferente de um conceito-em-acdo. De acordo com
Vergnaud (1996) um teorema-em-acao € uma proposicao considerada verdadeira
sobre o real enquanto um conceito-em-acdo é considerado uma categoria de
pensamento considerada pertinente. Por exemplo, na simplificacdo de uma fracao
algébrica (conforme exemplo erréneo abaixo), o procedimento de simplificar ou “sair
cortando” elementos algébricos similares sem respeitar as operagdes entre os
termos é um teorema-em-acdo, que s6 pode acontecer se o estudante utilizar o
conceito-em-agao que indica que os termos iguais se cancelam:

x2-9 x2>9 -9

x(x+3) " x(x£3) " +3

Desta forma, percebe-se que ha elementos que vao além de uma definicao
formal, o que permite concluir que uma definicao matematica ndo possibilitara,
sozinha, a construgcdo de conceitos matematicos, retomando-se aqui a discussao
iniciada na secao anterior. E mais, reduzir a aprendizagem da matematica ao
treinamento ou condicionamento, utilizando-se de regras de agdo como “corta o de
cima com o de baixo” (o que pode até ser correto para fragdes numéricas) gera um
distanciamento do processo de conceptualizacdo, visto que produz uma
aprendizagem reprodutiva. Desta forma, segundo Vergnaud (1998), um conceito s6
€ conceito quando € operatdrio, ou seja, tem condigdes de enfrentar o novo, todavia,
h& que se considerar que a capacidade de enfrentar o novo depende dos aparatos
cognitivos que o sujeito ja possui, 0 que impde certos limites ao grau de novidade

das situagdes que determinado aparato conceitual pode enfrentar’ E essa

° Essa é uma postura tedrica ja presente na proposta piagetiana, quando se propde que qualquer
processo de acomodacdo (mudanga das estruturas cognitivas diante de situacdes novas) implica
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habilidade de enfrentar novas situacbes, partindo da adaptacdo das “velhas
situacdes”, que permitira o desenvolvimento e aprendizagem. Ainda segundo
Vergnaud (2003) um campo conceitual é vasto e organizado a partir de um conjunto
de situagdes, as quais dependem de um conjunto de esquemas com suas
representacoes simbdlicas. Para ele é também possivel tomar campo conceitual
como 0 conjunto de conceitos que permitem dar conta de uma situacdo ou de um
conjunto de situacoes.

Assim, na construcdo do conceito de fungédo, por exemplo, ndo basta que
apenas esteja claro para os alunos, em termos de enunciado, que “uma fungao é
uma relacado entre variaveis”. As situacdes didaticas que possibilitam situacoes
diferenciadas para a construcdo deste conceito sdo de suma importancia por serem
essenciais para que os alunos consigam compreender 0s elementos principais do
campo conceitual em questdo. Estas situacbes nem sempre estdo representadas
apenas no cotidiano escolar, visto que o conceito de funcado pode surgir em seu
cotidiano extra-escolar através de telejornais e revistas. Existem caracteristicas que
podem, inclusive, serem expressas através de gestos. A idéia de continuidade de
uma funcdo pode ser expressa oralmente e através da escrita, mas também com o
simples gesto de uma sinuosidade com o dedo indicador.

Outro exemplo que retoma a importancia das situacoes e dos suportes de
representacdo tem relacdo com o conceito de numero. Para Vergnaud (2003) o
conceito de numero nao pode se circunscrever ao cérebro, pois esta fortemente
associado a atividade corporal como um todo. Por exemplo, ao fazer uma adicao é

muito comum utilizarmos os dedos (e mesmo outras partes do corpo), o que vincula

necessariamente em algum grau de assimilagdo (utilizagcao de estruturas cognitivas pré-existentes
para a abordagem de situagdes-problema), do que resulta a conclusdo piagetiana segundo a qual a
abordagem de situag6es radicalmente novas ou inéditas ndo seria possivel (cf. PIAGET, 1974).
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o conceito de numero a uma atividade corporal que ndo se circunscreve a esfera da
cerebralidade, apesar de nao se pretender negar aqui a importancia da integridade
desse aparato para a abordagem conceitual do nimero.

Assim, segundo a teoria dos campos conceituais, proposta por Vergnaud
(2003), um conceito como uma entidade psicologica pode ser representado da
seguinte forma:

C = (S, |, R), onde:

S: conjunto de situagdes que torna o conceito culturalmente significativo (a
referéncia).

I: conjunto de invariantes operatérios (esquemas mentais basicos que dao
sustentacdo ao conceito, como por exemplo, transitividade, inclusdo de classes,
etc.).

R: conjunto de representacées simbdlicas (linguagem natural, simbolos,
graficos ou gestos que ao mesmo tempo constituem e representam o conceito).

Fundamentando-se nesse tripé conceitual, um campo conceitual torna
possivel estudar a forma como as idéias sdo organizadas e interconectadas, a
conceptualizacao e as representacées (VERGNAUD, 1983). Dessa forma, a teoria
proposta acima traz contribuicbes especificas para a construgcdo dos conceitos
matematicos e conseqlientemente para o ensino da matematica. Ao conceber um
conceito dependendo de um conjunto de situacdes, representagdes e invariantes, as
dificuldades na construgdo dos conceitos matematicos nao ficam restritas apenas ao
campo do saber matematico. Neste sentido, a Teoria dos Campos Conceituais vai
além dos fatores exdgenos e da atividade construtiva do sujeito sobre os objetos do
mundo real para explicar a formagdo dos conceitos. Ela engloba o processo
cognitivo da organizacado da atividade (percepcéao, representacdo e competéncias),
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mas vai além, busca o processo cognitivo baseado no desenvolvimento de formas
inteligentes que organizam a atividade durante a experiéncia (VERGNAUD, 2003).

No sentido do que foi proposto acima:

[...] psicologos e pesquisadores em educagdo matematica devem fazer um
esforgo para classificar o maior niumero de situagdes para as quais [0 qual]
0s conceitos e as operagdes podem ser Uteis para os estudantes. Isto
também significa que eles devem tentar identificar os diferentes invariantes
envolvidos nos esquemas usados pelos individuos para dominar os
diferentes aspectos dessas situagbes, mesmo que a maioria desses
invariantes possa estar totalmente implicita. Finalmente uma definicao
compreensiva de um conceito ndo pode ignorar o papel crucial das palavras
e simbolos no reconhecimento e selecdo dos objetos matematicos
relevantes, de suas propriedades e relagdes, e na elaboragédo progressiva
de concepgdes explicitas diferenciadas. (VERGNAUD, 1997, p.6, traducao
nossa).

Conforme discutido acima, a didatica da matematica encontra na Teoria dos
Campos Conceituais uma forma de pensar os conceitos para além dos limites
canbnicos. Desta forma Vergnaud (1997; 2003) traz inimeras consideracdes sobre
0s campos conceituais da aritmética (estruturas aditivas e multiplicativas), da
geometria plana e topologia (simetria) e até mesmo de conceitos que ndo sédo
matematicos. Ha, ainda, exemplos da aplicacdo da teoria dos campos conceituas
em diversas areas do conhecimento, como na reproducdo vegetal e no contexto de
conceitos morais (VERGNAUD, 2003). Em todos os casos e dominios do
conhecimento um conceito pode ser desenvolvido, do ponto de vista da teoria de
Vergnaud (1988), através das relagdes com outros conceitos, através de inUmeros
tipos de problemas e formas representacionais diversas.

No dominio da matematica, Vergnaud propds um estudo aprofundado dos
campos conceituais das estruturas aditivas e multiplicativas, os quais foram
analisados a partir de problemas envolvendo operacgdes aritméticas do tipo aditivo e
multiplicativo. Além disso, tendo em vista que as estruturas multiplicativas podem ser
analisadas através das fragdes, razées e numeros racionais, este autor enfatiza que

0S numeros racionais ndo sao numeros apenas, mas abarcam nog¢des de medidas e
34



relacdes (VERGNAUD, 1983). Fica evidente que ha uma énfase no processo de
aprendizagem de conceitos de forma continua e anterior aos momentos de sala de
aula, isto porque, segundo Vergnaud (1998), a construgdo das estruturas aditivas e
multiplicativas da aritmética ocorre num periodo mais longo que os programas
escolares formais estabelecem. Tal construgédo, naturalmente, ndo € independente
da vida quotidiana, se apoiando de modo indissociavel nesta e favorecendo o
desenvolvimento conceitual de no¢des oriundas desta.

Assim, em relagdo ao conceito de numero, desde muito cedo as criangas
aprendem a repetir uma série numérica, mas isso ndao garante que saibam contar
objetos, pois para isto é necessario mais que repetir nimeros numa sequéncia
padronizada, fazendo-se necessario basear tal atividade de nomeacao em principios
conceituais como base numérica e sistema de valor de lugar. Assim, quando as
criangas no ensino infantil ou inicio do fundamental verbalizam um ndmero, no
contexto de uma atividade de contagem de objetos discretos, € muito comum que
utilizem gestos manuais e movimentos com os olhos, que evidenciam a associagcao
da série numérica ao conjunto de objetos e a determinadas regras: cada objeto sé
deve ser contado uma vez (é preciso separar os objetos contados daqueles a
contar), e ao ultimo objeto contado corresponde um numero da série numérica que
sera o cardinal do conjunto de objetos contados (essa ultima regra pode ser inferida
do comportamento de criangas do inicio do ensino fundamental que, ao chegarem
ao ultimo objeto contado, enunciam o numero que lhe corresponde, verificam que
nao ha mais objetos a contar, e entdo repetem esse numero, enfaticamente e agora
olhando para o interlocutor: “um, dois, trés, quatro, cinco... CINCO!”). Estas acbes s6
passam a ser consideradas uma construgdo conceitual quando a nocado de

cardinalidade passa a ser compreendida. (VERGNAUD, 1991).
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Outro Campo Conceitual discutido por Vergnaud (1997) é o da geometria
plana, no contexto da qual assume especial importancia a nogao de simetria, a qual
desde muito cedo esta presente no quotidiano escolar. Ao completarem padrbes de
figuras (geométricas ou nao), propriedades importantes da simetria sao utilizadas,
como o fato de que algumas figuras simétricas sao similares enquanto outras séo
invertidas, assim como o fato dos pontos constituintes de figuras simétricas serem
equidistantes do eixo de simetria. Mas além dessas propriedades existem diversas
outras competéncias relacionas aos gestos e percepgdo para completar os
desenhos. Nesse sentido, o conceito de simetria ndo pode ser construido
isoladamente, sem o concurso de diversos outros conceitos que devem ser
explorados pelo professor, como angulos, eixos, translacao, rotacdo. A simetria &,
portanto, uma noc¢ao conceitual operacional e complexa, pois 0s conceitos néo
podem ser derivados apenas de regularidades empiricas diretamente “visiveis”,
apesar das representacdes pictéricas da simetria terem inegavel interesse para sua
conceptualizagdo. Estas reflexdes levam a necessidade de compreender o conceito
de simetria de forma ampla, onde diversas situacées e representacdes estdo
envolvidas, as quais demandam de uma série de outros conceitos (VERGNAUD,
1997).

Em relacdo ao foco desta pesquisa, € preciso refletir sobre o Campo
Conceitual Algébrico, igualmente pesquisado por Vergnaud (cf. CORTES,
VERGNAUD e KAVAFIAN, 1990; VERGNAUD, 1991; DA ROCHA FALCAO, 1994;
2001; 2003b; 2003c) e sobre a atividade cognitiva deste campo. Segundo Da Rocha
Falcdo (1994) esta tarefa cognitiva abrange quatro aspectos:

1. Reconhecer determinadas funcbes da algebra como modelizar, resolver

problemas exclusivos da algebra, demonstrar;
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2. Transformar um problema em equacgao, isto é, formalizar um problema
através da extracdo de parametros, variaveis e relacoes pertinentes do problema,
além de dispor dos significantes necessarios a tal recodificacao;

3. Conhecer os objetos algébricos como fungdes, féormulas, equacoes,
variaveis e incognitas;

4. Mobilizar determinado algoritmo respeitando determinada sintaxe, ou seja,
conhecer a acao a ser realizada a partir de uma equacéao dada.

Partindo desses quatro aspectos, Da Rocha Falcdo (1994; 2003b; 2003c)
propde que o saber algébrico e a atividade algébrica possuem quatro etapas
interligadas, as quais possuem dificuldades diferenciadas: mapeamento do
problema, escrita algébrica, procedimento de resolugcdo e retomada do sentido.
Apesar da importancia de cada uma dessas etapas, a perspectiva pedagdgica
dominante em termos de ensino-aprendizagem da algebra preconiza énfase na
etapa procedural. Antes de refletir sobre os elementos do CCA, que serdo expostos

na secao 7, serao feitas algumas consideragdes sobre a atividade algébrica.
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5 ATIVIDADE ALGEBRICA

Até o presente momento foi realizado um esforgo no sentido de sistematizar
brevemente perspectivas tedricas que permitam compreender a forma como os
conceitos matematicos sdo construidos, do ponto de vista matematico e também
psicolégico. Tendo em vista os objetivos desta pesquisa, focados na atividade
algébrica, ndo se pode deixar de refletir sobre a natureza deste conteudo
matematico. Do ponto de vista sdcio-histérico, quando se fala em atividade algébrica
€ indissociavel o papel do sujeito que realiza esta atividade e do saber matematico.
Desta forma, a concepgao de atividade algébrica nao é unificada no ambito da
pesquisa e teorizacdo em educacdo matematica, visto que traz consigo as
discussdes sobre 0 que seja a algebra, bem como sobre a origem do pensamento
algébrico (LINS e GIMENEZ, 2006). No cotidiano escolar é comum associar
atividade algébrica e algebra a operacdo matematica envolvendo letras e nimeros,
ou ainda a resolucao de problemas aritméticos complexos. Recorrendo ao dicionario
encontra-se que a algebra é “parte da matematica que estuda as leis e processos
formais de operagdes com entidades abstratas” (HOUAISS,2009). De certa forma tal
definicdo corrobora a vinculagao da algebra a utilizacao de letras que representam
as incognitas e variaveis (entidades abstratas) de forma que a idéia central € mostrar
que é possivel através do desenvolvimento de notagdes algébricas tracar o
desenvolvimento histérico da algebra (LINS e GIMENEZ, 2006).

De acordo com Eves (2004), a algebra é a chave mestra da matematica,
reflexo de um espirito de generalizagdo e abstragdo. E o principal elemento de
trabalho do matematico, pois € o poder de generalizacbes e das operacoes
simbdlicas que permite a transformagdo de um saber particular em generalizavel,

que é o interesse do matematico. Todavia, quando se restringe a algebra as
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operacdes com variaveis, reduzindo a complexidade desse saber, evidenciando
relacbes meramente procedurais, elimina-se o poder do pensamento algébrico.
Afinal, a algebra nao lida apenas com letras (variaveis e incégnitas), mas sim com
elementos simbdlicos que constituem uma atividade cognitiva complexa. Esta
diferenciacao reflete principalmente em um posicionamento sobre o que é
pensamento algébrico ou pensamento aritmético e quando comeca um e acaba o
outro.

Quando a atividade algébrica restringe-se a manipulagcdo de letras
(incognitas), é possivel que nao haja discordancia de que ao resolver a equacao
abaixo esta sendo realizada uma atividade algébrica:

3X+4=x-2

Mas, nas séries iniciais, ao resolverem problemas com termo desconhecido,
como na situacao abaixo, os alunos estdo desenvolvendo uma atividade algébrica?

2+ =15

No caso acima, a resolug¢ao do problema pode estar restrita a uma operacao
aritmética, a qual ndo é uma atividade algébrica. Tal situagcdo pode também ser
representada de forma diferenciada: Somando duas unidades a um numero
desconhecido obtemos 15 unidades. Quem é esse numero? Este tipo de
representacdo € bastante utilizado na iniciacdo do estudo da 4&lgebra, mais
comumente no 7° ano (62 série), onde os alunos podem entédo resolver tal problema
utilizando uma equacao. Tendo em vista que uma equagao € um elemento algébrico,
entdo, o que ndo era uma atividade algébrica passa a ser assim considerada.

Para Linchevski (2001) muitas pessoas tendem a ver a algebra em todo lugar

e acreditam que “fazer algebra” estd associado ao uso das letras. Para outros, o

pensamento algébrico € determinado pela estratégia de modelizacédo e resolugéo de
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um problema. Neste Ultimo caso o pensamento algébrico estaria relacionado a
habilidade de perceber e utilizar as letras como se fossem numeros. Tal concepcgao
de pensamento algébrico é util para diferenciar as situacdes onde existe atividade
algébrica, como em x+2=3, e onde tal atividade ndao pode ser caracterizada: 1+2=x.
Ou seja, no segundo exemplo uma operagao aritmética é utilizada para chegar a um
valor desconhecido, o qual ndo é utilizado para realizar as operagdes. O primeiro
exemplo, entretanto, pode ser pensando de duas formas: utilizando a operacéo
inversa da adicao para resolvé-lo, teriamos um problema aritmético; caso haja uma
operacao com elementos simbolicos, isto é, com o valor desconhecido (seja
pensando em um numero que somado a dois seja trés, ou somando (-2) nos dois
lados da equacao, ou ainda simplesmente “passando para o outro lado”) teriamos
entdo uma atividade algébrica.

Outra possibilidade para determinar o inicio do pensamento algébrico ou o
momento dessa ruptura entre aritmética e algebra foi sugerida por Filloy e Rojano
(1989), que defendem que esta ocorre quando o aluno passa a obter sucesso na
resolucdo de problemas que sao representados por equacdes do tipo ax+b=cx ou
ax+b=cx+d. Segundo estes autores, para resolver equacdes deste tipo € preciso
mais do que utilizar as operagdes inversas da adicdo ou mesmo operagdes entre 0s
coeficientes dos termos algébricos. Ou seja, equacgdes do tipo x+a=b ou ax+b ou
ainda ax+b=c podem ser facilmente resolvidas com métodos aritméticos, o que é
invidvel nas equacdes propostas por eles.

Acreditando que a ruptura da aritmética para a algebra ocorra anteriormente
ao que foi proposto por Filloy e Rojano (1989), Usiskin (1995) defende que a
atividade matematica tem como principais objetos as incdgnitas e variaveis, os quais

sdo a base para a generalizagdo e representacdo de fenbmenos através das
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sentengcas e equacbes. Desta forma, € através delas que a generalizagdo de
padrbes aritméticos, as relacées entre grandezas e a modelizacao e resolugcédo de
problemas algébricos dificeis torna-se possivel, o que permite que seja possivel
caracterizar a algebra de acordo com a utilizacdo deste elemento, segundo quatro
concepgdes diferentes:

- Algebra como aritmética generalizada: baseia-se na tradugdo e
generalizacao da algebra, onde a variavel passa a generalizar modelos.

- Algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de
problemas: neste caso nao existem variaveis, apenas incégnitas as quais
necessitam de processos de simplificacdo e resolucdo de equacdes para tornarem-
se elementos conhecidos.

- Algebra como estudo de relagdes entre grandezas: Neste caso as variaveis
admitem diversos valores e relacionam-se entre si, sendo representadas pelas
férmulas e por ndo buscarem valores especificos, isto €, nao existem incdgnitas.

- Algebra como estudo das estruturas: envolve os procedimentos com
variaveis, manipulagcées “cegas”, onde estas apresentam um carater de simbolo
arbitrario, envolvendo operagdes como fatoragdo e produtos notaveis.

A classificacdo determinada por Usiskin (1995) contempla a maioria, ou até
mesmo todas as atividades algébricas do ponto de vista canénico, mas admite que a
atividade algébrica € determinada pela utilizagdo, ou nao, de simbolos matematicos.
Tal classificacao teve forte influéncia na determinacdo dos parametros curriculares
nacionais brasileiros em relacdo ao conteudo algébrico no ensino fundamental.

Outra forma de compreender a atividade algébrica foi proposta por Da Rocha
Falcdo (2003c), para quem a atividade algébrica como ferramenta representacional

pode ter a finalidade de modelizacao (capturar e descrever fendmenos do real), e no
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contexto de tal modelizacao, utilizacao de fungdo matematica (explicitacao simbdlica
de relagdes matematicas) e de generalizacao (descricoes especificas transformadas
em leis gerais, como em v=d/t).® Dentro destas perspectivas este pesquisador
propde que os elementos basicos do campo conceitual algébrico para a algebra

inicial sqo:

Elementos béasicos do campo conceitual algébrico
Numeros, medidas, incognitas e variaveis, Operadores, sintaxe, prioridade de
regras de atribuicdo de simbolos, gama de peragdes, principio da equivaléncia,
acepcgdes do sinal de igual, transito entre conhecimentos-em-agao vinculados a
formas de linguagem. experiéncias extra-escolares de
compensagao e equilibrio, fatos aritméticos
instrumentais (ex: elemento neutro da
adicao).
Quadro 1: elementos basicos de caracterizagao do campo conceitual da Algebra (a partir
das contribuicdes de F.G. Bodanskii , G. Vergnaud e Da Rocha Falcao e colaboradores).
Fonte: Da Rocha Falcao (2003c)

Como pode ser observado no quadro acima, ha elementos que nao sao
unicamente algébricos, visto que é imprescindivel a utilizacdo de elementos
aritméticos, por exemplo. A prépria idéia de Campo Conceitual, trazida por Vergnaud
(1990), permite compreender que um conceito ndo se forma através de uma
situacdo, assim como uma situacao ndao pode ser analisada através de um unico
conceito, 0 que gera a necessidade de compreender um conceito através de uma
rede complexa de outros conceitos, desta forma, forma-se entdo um Campo
Conceitual. No estudo da algebra existem elementos que ndo sao exclusivamente
aritméticos ou algébricos, isto €, as experiéncias sécio-culturais e escolares sdo
elementos presentes na atividade matematica em geral e algébrica em patrticular,
experiéncias essas presentes através da linguagem.

O problema abaixo auxiliara na exemplificacdo destes fatores, em especial

com relagdo as experiéncias do cotidiano e também das relagbes semanticas e

® A fungdo matematica que relaciona diretamente a velocidade de um corpo a distancia percorrida na
unidade de tempo, ou inversamente ao tempo despedido para percorrer determinada distancia.
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sintaticas da linguagem matematica:

“No dia das criangas a professora distribuiu bombons para os alunos da 72 e
82 série. Ao todo foram distribuidos 96 bombons para a 72 série e 87 bombons para
a 82 série. Sabendo que na 72 série existem 3 alunos a mais que na 82 série e que
todos os alunos receberam a mesma quantidade de bombons, determine a
quantidade de alunos em cada uma das séries.”

Nao é o6bvio para os estudantes, ao resolverem a questdo acima, que a
sentenca destacada, para sua modelizacdo matematica, demanda o sinal de
igualdade, o que esta fortemente associado a sintaxe matematica. Isto &, na
passagem da linguagem natural para a linguagem matematica existem regras que
viabilizam esse processo: o triplo de um numero pode ser representado por 3Xx,
sendo incorreto representar por 3+x. Este € um aspecto que diz respeitos as
questdes sintaticas do saber matematico. Ao contrario, compreender que o nimero
de bombons que cada aluno recebe é determinado pelo total de bombons dividido
pelo numero de alunos nao é trivial, pois envolve uma compreensao semantica do
problema, aliada aos aspectos sintaticos do conhecimento matematico. Nesse
sentido € imprescindivel considerar as diferentes situacbes na qual um conceito €
utilizado, assim como as diferentes formas de representacbes utilizadas pelos
estudantes, as quais podem distanciar-se, ou ndo, dos saberes mais intuitivos e
extra-escolares.

Fica evidente que existem elementos cognitivos que viabilizam a construcéo
dos conceitos e estratégias para a resolugdo dos problemas algébricos, os quais
estdo presentes durante toda a atividade algébrica. No problema acima, geralmente
estudado no 8° ano, o aluno pode ter dificuldade em escolher a estratégia de

resolugdo do mesmo, ficando em duvida sobre a utilizagdo de uma equagéo, um
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sistema de equacbes, ou mesmo nao conseguir compreender quais conceitos
matematicos estdo envolvidos. Para entender estas situagdes € preciso relacionar o
problema dado aos conteddos ou conceitos necessarios para a resolucdo do
mesmo.

Os elementos até agora discutidos evidenciaram que para compreender a
atividade algébrica é preciso ir além dos elementos puramente algébricos ou
aritméticos, isto €, dos conceitos matematicos candnicos. Tais reflexdes nao tém
como objetivo diminuir a importancia dos saberes puramente matematicos, mas sim,
destacar a importancia da proposicao de elementos que venham a constituir um
Campo Conceitual Algébrico, que permita a compreensao das atividades algébricas
do ponto de vista matematico e psicolégico.

Baseando-se nas reflexbes acima e na teoria dos Campos Conceituais
(VERGNAUD, 1990), o Campo Conceitual Algébrico (CCA) pode ser concebido
como o conjunto de situagbes, representacdes, e invariantes que envolvem
elementos essenciais para a construcdo dos conceitos e atividades algébricas. Isto
€, a determinacao de elementos pertinentes a este campo é de suma importancia
para que seja possivel compreender as dificuldades encontradas pelos estudantes
na atividade algébrica. Seria muita pretensdo acreditar que esta pesquisa podera
definir todas as situaces e representacées que fazem parte deste campo, mas
considera-se relevante, como esforco preliminar, discutir algumas dificuldades na
aprendizagem dos conceitos algébricos de forma a ampliar as situacoes e possiveis

atividades a serem propostas para avaliagdo dos elementos que serao sugeridos.
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6 AS DIFICULDADES E OBSTACULOS PARA A APRENDIZAGEM DA ALGEBRA

Como ja foi observado anteriormente ha o interesse de refletir sobre os
conceitos algébricos a serem aprendidos ao longo do ensino fundamental e os
respectivos obstaculos encontrados pelos estudantes em atividades que envolvem
conceitos fundamentais do campo conceitual algébrico e suas eventuais
correlacoes.

Antes de iniciar tais reflexbes, é imprescindivel discutir brevemente a
diferenciacao entre o conceito de obstaculo e dificuldades. Para Brousseau (1997),
um obstaculo é composto por erros, porém nao se modificam, sao persistentes,
resistentes. Ele possui a mesma natureza de aprendizagem, é constituido de um
saber que ndo pode ser adaptado a uma diferente situacdo. De acordo com este
autor, em uma situacao didatica, podemos ter obstaculos de diferentes origens:
ontogenética (limitacdes neurofisiolégicas), didatica (escolhas de sistemas
educacionais) ou epistemolégica (referente ao processo de formacdo do
conhecimento). A analise de tais obstaculos demanda um processo que envolva
didlogo e acompanhamento dos estudantes ao longo de diferentes situagdes
didaticas, no caso deste projeto, algébricas. Além disso, a emergéncia destes esta
vinculada a uma situacado didatica. Segundo Brousseau (1986, apud FREITAS,
2008) esta é estabelecida pelas relagdes (implicitas e explicitas) entre o aluno, um
sistema educativo (livro didatico, programa a ser cumprido, professor) e o saber
(neste caso o saber matematico de referéncia). O caminho que se busca ao longo
desta pesquisa é enfatizar as relacdes entre o aluno e o saber, embora ndo se
descarte que as dificuldades que emergem nestas relagbes estdo também
vinculadas as relagbes com o terceiro pélo da situacédo didatica, que € o professor.

Pretendemos ao longo da mesma sugerir caminhos para futuras reflexdes no sentido
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de compreender os obstaculos a aprendizagem da algebra, partindo de reflexdes
sobre as principais dificuldades apontadas pelos estudantes em diferentes situacdes
algébricas.

No momento em que o foco é analise da relacao entre aluno e saber existe a
necessidade de compreender como o saber matematico evolui ao longo das
diversas etapas de sua construcdo e sua integracdo no ambiente escolar. Isto
porque ha que se considerar todo o processo de transformacao desse saber, que
historicamente foi construido e adaptado para o ensino escolar. Para Brousseau
(2001) o saber matematico ao longo de seu desenvolvimento sofreu um processo de
descontextualizardo e contextualizacdo. Podemos representar este processo da

seguinte forma:

Saber Matemaético
Descontextualizado,
atemporal

| Matematico >
< Professor |

Saber Matemético com
carater universal,
conhecimento cultural

Saber
Matematico

Aluno +
Professor

Figura 4: As diversas transformagdes do saber matematico

Enquanto o matematico tem como objetivo dar ao saber uma forma
comunicavel e chancelada pela comunidade de matematicos,” em um contexto
académico especifico que devera posteriormente ser transposto (cf. CHEVALLARD,

1985) para a escola, o professor faz o caminho inverso, isto é, busca através de

” Para uma excelente discussdo histérica deste ponto, ver a narrativa de S. Singh acerca das
peripécies que marcaram a busca da comunidade internacional de matematicos, por mais de
duzentos anos, pela solugao do ultimo teorema de Fermat, em Singh, 1997.
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situagcbes contextualizadas na sala-de-aula auxiliar o aluno a ter acesso aos
conhecimentos matematicos formais. Desta forma, pode-se concluir que o aluno é
apresentado em primeira instancia a um saber que é restrito, que diz respeito as
situacées propostas em sala de aula. Apdés este momento, com a ajuda do
professor, 0 aluno precisa recontextualizar o saber que foi produzido, de forma a
construir um conhecimento cultural que va além dos contextos especificos de
exemplificacdo usados em sala-de-aula, e, portanto, utilizadvel em outras situacgdes
além da sala-de-aula.

Todo esse processo de contextualizagdo e recontextualizacdo pode ocultar
diversos obstaculos na construgao do conhecimento matematico. O processo inicial
de “descontextualizacdo” do saber, realizado pelo matematico, € um exemplo disto.
Para Pais (2001) este processo nao pode ser encarado linearmente, pois pode
ocultar diversas etapas da construcdo do conhecimento. Segundo este autor,
quando se observa o saber produzido pela comunidade cientifica nos textos
matematicos, acaba por se reduzir as etapas na construcao desse saber, as quais
apresentam inumeros obstaculos epistemolégicos durante sua criacdo. Isto é, de
acordo com ele os erros cometidos nas etapas de conjecturas, as duvidas, avancgos
e retrocessos desaparecem no texto cientifico. Tendo em vista que estes textos séo
a base para a construcao dos textos de saberes a serem ensinados na escola, fica
evidente que embora haja muito cuidado na construgdo de tais objetos de ensino,
eles levarao consigo obstaculos provenientes da etapa de sintese de sua criacéo.

Em relacdo ao saber algébrico, esta situacado sera exemplificada através da
construgcdo da notacédo algébrica. Segundo Eves (2004) a notacdo algébrica
desenvolveu-se em trés estagios: algebra retérica, sincopada e simbdlica. No

estagio da algebra retdrica, ao resolver problemas, ndo eram utilizadas abreviagdes,
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mas sim a prosa pura. Isto é, os objetos envolvidos nos problemas eram
representados por seu nome escrito de forma completa. J& no segundo estagio,
marcado pelas contribuicbes de Diofanto, surge a chamada éalgebra sincopada e
iniciam-se as primeiras abreviacdes para as operacoes e objetos algébricos mais
utilizadas. No ultimo estagio a notagédo algébrica ganha um carater essencialmente
simbdlico, onde os simbolos utilizados passam a nao ter relagdo com o que
representam, conforme utiliza-se até os dias atuais.

Esse breve resumo histérico evidencia a existéncia de trés estagios para a
construgdo da nomenclatura algébrica. Todavia, o ensino da algebra é apresentado,
desde seu inicio, por uma escrita simbdlica. Isto é, os estagios anteriores,
relacionados ao processo histérico de construcdo do conhecimento algébrico sédo
omitidos. O que nao elimina a utilizacdo de outra nomenclatura por parte dos
estudantes, pois é bastante comum a associacdo dos elementos presentes nos
problemas matematicos as letras inicias de seus respectivos nomes (STACEY &
MCGREGOR, 1998), o que representa uma escrita sincopada. Conforme evoluem
na aprendizagem da algebra, os estudantes tendem a se distanciarem destas
formas, optando por elementos simbdlicos como “x” e “y”. Notemos que ao utilizar
uma notacdo com carater sincopado, o aluno acaba por se distanciar da finalidade
de generalizacdo e simbolizagdo dos elementos algébricos e mais, acaba por
distanciar-se dos conhecimentos numéricos. Isto €, elementos que podem ser
facilmente adicionados ou subtraidos de forma intuitiva, ja ndo o podem ser quando
os elementos sdo puramente algébricos. Isto é, embora possa adicionar diferentes
tipos de objeto resultando em um Unico valor, em &lgebra, quando o ndmero de

carros passa a ser representados por “x” e 0 numero de caminhdes por “y” a adicao

nao pode ser representada pela juncao dos simbolos acima, isto €, xy. Ou ainda,
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mesmo a representacao x+y passa a nao representar o fechamento (BOOTH, 1995)
do problema, afinal, a adicao de objetos tende a ser associada a um valor numérico.
Este obstaculo rompe as regras aritméticas utilizadas por ele ao longo de sua vida

escolar, e com estes novos conceitos, surgem novos obstaculos:

Durante a aprendizagem, ao iniciar o contato com um conceito inovador,
pode ocorrer uma revolugao interna entre o equilibrio aparente do velho
conhecimento e o saber que se encontra em fase de elaboracdo. Isso faz
com que a nocdo seja de interesse para a didatica, pois, para a
aprendizagem escolar, por vezes, é preciso que haja fortes rupturas com o
saber cotidiano, caracterizando a ocorréncia de uma revolucdo interna, o
que leva o sujeito vivenciar a passagem do seu mundo particular a um
quadro mais vasto de idéias, as vezes, incomensuraveis através do antigo
conhecimento. (PAIS, 2002, p.43)

A transposicdo didatica (cf. nomenclatura proposta originalmente por Y.
Chevallard, 1985) tem como principal objetivo adaptar esses saberes matematicos
formais (“saber sabio”) em saberes a serem ensinados no ambiente escolar (“saber
ensinado” ou “ensinavel”’). Ora, estando o0s obstaculos epistemoldgicos néao
evidenciados no produto final que € o texto cientifico, isso gera conseqiéncias para
0 ensino escolar de tais textos, a serem devidamente gerenciadas pelo professor em
sala de aula.

O exemplo anterior, sobre notacdo algébrica, demonstra um obstaculo que
pode ser concebido tanto de forma epistemoldgica quanto didatica. Quando tal erro
vincula-se as concepgdes individuais do estudante, as quais sao inerentes ao seu
conhecimento matematico, este obstaculo pode ser encarado como epistemolégico.
Todavia, as dificuldades em notagéo algébrica podem estar associadas a escolha na
ordem dos conteudos abordados em sala, ou ainda, a uma forte tendéncia de
enfatizar a utilizagdo de elementos aritméticos e inserir os elementos algébricos mais
tardiamente. Nesse sentido, considera-se que o obstaculo € proveniente de escolhas

didaticas. Tal reflexdo leva a uma forte inter-relacéo entre aspectos epistemologicos
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e didaticos (além de psicologicos, apenas mencionados aqui), visto que estes se
desenvolvem em um plano pedagdgico.

A idéia de obstaculo epistemoldgico, segundo Igliori (2008), foi inicialmente
introduzida por Gaston Bachelard (1938) no estudo do conhecimento cientifico. Para
este autor, os obstaculos epistemolégicos sado constituintes do pensamento
cientifico, sendo caracterizados pelas perturbacdes e lentidées, causados por sua
vez pela estagnacgéo e inércia do pensamento. Para ele, esses obstaculos estao
incrustados nos conhecimentos que ndo sao questionados. Ainda segundo Igliori
(2008) a utilizacao deste termo no campo da Educacao Matematica deve-se a Guy
Brousseau (1976), para o qual ele € um obstaculo para a aprendizagem matematica,
caracteristico de um saber mal adaptado, saber este que proveniente de um
conhecimento anterior, mas que se mostra inadequado para a nova situacdo. Para
este autor o obstaculo epistemolégico é constitutivo do conhecimento e esta
associado aos erros nao aleatérios produzidos pelos estudantes.

O conjunto dos numeros naturais € um exemplo de obstaculo epistemoldgico
para o ensino dos nimeros decimais. E bastante comum que os alunos determinem
que uma divisdo resulte em um numero sempre menor. No dominio dos numeros
decimais, isto nem sempre é verdade, pois ao dividir qualquer nimero por um valor
entre 0 e 1 obtém-se um valor maior ainda. Por exemplo, na divisdo de 2 por 0,1
obtém-se 20. Em relacdo a algebra as operagbes aritméticas podem ser um
obstaculo as operacdes algébricas. Isto €, em aritmética sempre € possivel fazer a
adicdo de dois numeros reais e obter um uUnico valor, o que nao é valido para
quantidades representadas de forma abstrata. Por exemplo, a adicdo de x e y nao

pode ser representada por xy.
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Estas consideragdes levam a uma reinterpretacao dos erros matematicos. No
momento em que se admite que um erro seja fruto de um saber mal adaptado, ele
se torna um elemento essencial na busca da compreensdo das dificuldades
encontradas pelos estudantes e mais, foge da concepcao de que alguns erros séo
cometidos por esquecimento ou falta de conhecimento. Conforme Brousseau (1983,
apud LOURO, 2007), o erro passa a ser considerado uma manifestacao explicita de
concepcgoes reconstruidas ou espontaneas que estao vinculadas a um conjunto de
representacdes cognitivas e que se tornam obstaculo para a aquisicdo de novos
conceitos.

Fundamentando-se nas concepg¢des propostas acima, parte-se para a
préxima etapa, que é a discussao sobre os erros algébricos encontrados no final do
ensino fundamental, focando-se o0s aspectos relacionados ao procedimento de
fatoracdo e produtos notaveis e 0s possiveis obstaculos inerentes a estas

dificuldades.
6.1 Dificuldades apontadas pela literatura

O desempenho dos estudantes brasileiros nas avaliacbes nacionais reflete as
dificuldades encontradas na aprendizagem da algebra. Conforme indicam os
Parametros Curriculares Nacionais, “nos resultados do SAEB, por exemplo, os itens
referentes & Algebra raramente atingem o indice de 40% de acerto em muitas
regides do pais” (BRASIL, 1998, p.115-116). Com base nesta afirmacao, antes de
iniciar as discussoes acerca da literatura sobre as dificuldades em algebra, sera feito
um breve parénteses sobre o Sistema de Avaliacdo da Educacao Basica — SAEB, de
forma que seja possivel compreender melhor o que representam esses 60% de

erros.
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Atualmente o SAEB é o sistema utilizado para avaliar a aprendizagem escolar
dos estudantes brasileiros das escolas publicas. Para tal sdo realizadas provas com
base em habilidades previamente determinadas. Em relagdo as habilidades em
algebra, que alunos até a 82 série (9% ano) devem possuir constam:

— Calcular o valor numérico de uma expressao algébrica.

— Resolver problema que envolva equacao do 2° grau.

— Identificar a expresséao algébrica que expressa uma regularidade observada
em sequéncias de numeros ou figuras (padrdes).

— Identificar uma equacdo ou inequacdao do 1° grau que expressa um
problema.

— Identificar um sistema de equagdes do 1° grau que expressa um problema.

— ldentificar a relacao entre as representagdes algébrica e geométrica de um
sistema de equacdes do 1° grau.

Tais habilidades viabilizam a construcdo de avaliagcbes onde cada uma
dessas habilidades pode ser representada em intervalos das médias de notas dos
estudantes. Determina-se que os estudantes que obtém médias entre 300 a 325
nesta avaliacdo conseguem resolver problemas identificando uma equacdo do
primeiro grau adequada para a solugdo de um problema. Alunos que atingem
médias entre 325 e 350 devem ser capazes de calcular o valor numérico de uma
expressao algébrica em sua forma fracionaria, assim como problemas que envolvem
adicdo e multiplicagéo envolvendo a identificagdo de um sistema de equagdes, além
de identificar inequacéao do primeiro grau de forma adequada para a solugcao de um
problema. Por fim, para médias superiores a 350 os alunos ao final do ensino
fundamental devem resolver problemas utilizando propriedades dos poligonos

(numero de diagonais, soma de angulos internos, valor de cada angulo interno ou
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externo), inclusive por meio de equacao do 1¢ grau e que podem recair em equacao
do 2° grau e sistema de equacdes do 12 grau.
O gréfico abaixo representa as médias dos alunos no periodo de 1995 até

2005, considerando os dados do SAEB e da Prova Brasil (sistema de avaliacao

anterior ao SAEB):
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Grafico 1: Médias de Proficiéncia em Matematica — Brasil — 1995 — 2005.
Fonte: Brasil, 2007.

No grafico fica evidente que para a 82 série (92 ano), nestes 10 anos, a média
nunca atingiu 300. Estando as habilidades algébricas nas médias superiores a 300,
€ possivel inferir que os conhecimentos algébricos representam uma das
deficiéncias dos estudantes brasileiros, de forma que, tdo importante como
determinar essas dificuldades, € preciso verificar quais as consequéncias desses
resultados. Conforme discutido anteriormente estas dificuldades podem constituir-se
de obstaculos para o restante da vida escolar desses alunos. Nesse sentido, tendo
em vista que a aprendizagem da algebra no Ensino Fundamental é de suma
importancia como um “meio” e como um “fim”, conforme discutido anteriormente.
Desta forma, serve tanto como um dominio do saber matematico, dotado de suas
préprias regras e utilizagcdes quanto de uma ferramenta para os demais dominios da
matematica, em especial para os dominios mais avancados encontrados no Ensino
Médio e Superior.
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Tendo em vista a existéncia dessas dificuldades algébricas no ensino da
matematica, inUmeras pesquisas foram realizadas no ambito internacional e
nacional. De forma mais geral, em relacdo as dificuldades encontradas pelos
estudantes das séries iniciais do ensino da algebra, Schliemann et al (2003) fazem
uma revisao na literatura sobre pesquisas que refletem os obstaculos que emergem
na aprendizagem da algebra, as quais indicam que os estudantes:

a) baseiam-se na memorizacao para a resolugcdao de problemas algébricos
(KIERAN, 1992; BROWN et al., 1988);

b) Interpretam o signo de igual como um operador unidirecional (BEHR,
ERLWANGER & NICHOLS, 1976; BOOTH, 1984; BYERS and HERSCOVICS, 1977;
KIERAN, 1981, 1985, 1992; KNUTH et al., 2006; MEVARECH and YITSCHAK,
1983; VERGNAUD, 1985; VERGNAUD, CORTES, & FAVRE-ARTIGUE, 1988;

c) focam-se em resolver o ‘X’ ao invés de descrever relacoes gerais (focus on
solving for x rather than describing general relationships) (BOOTH, 1984, 1988);

d) nao utilizam simbolos matematicos para expressar relagdes entre
quantidades (BEDNARZ, 2001; BEDNARZ & JANVIER, 1996; VERGNAUD, 1985;
WAGNER, 1981)

e) ndo compreendem as letras como numeros generalizados ou variaveis
(BOOTH, 1984; KUCHEMANN, 1981; VERGNAUD, 1985);

f) tém dificuldades em operar com incognitas e efetuar operacdes nos dois
lados de uma igualdade (BEDNARZ, 2001; BEDNARZ & JANVIER, 1996; Functions
and Equations in Elementary School 4, FILLOY & ROJANO, 1989; KIERAN, 1985,

1989; STEINBERG, SLEEMAN, & KTORZA, 1990);
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g) ndo compreendem que quando sao utilizados valores incorretos para as
variaveis em uma equacao, os lados nao permanecem iguais (GREENO, 1982;
KIERAN, 1984);

h) ndao usam algebra para resolver equacdes onde variaveis aparecem nos
dois lados do sinal de igual (FILLOY & ROJANO,1989).

As dificuldades acima citadas refletem nas etapas posteriores do ensino da
algebra. Cury (1995) e Cury e Konzen (2006) afirmam que as dificuldades
encontradas pelos estudantes de graduacao, em Calculo Diferencial e Integral estao
fortemente relacionadas aos conceitos algébricos desenvolvidos ao longo do Ensino

Fundamental e médio:

Efetivamente, a maioria dos problemas € decorrente da falta de pré-
requisitos, especialmente quanto aos assuntos relacionados a Algebra do
ensino fundamental e médio, como propriedade distributiva da multiplicacéo
em relacdo a adigdo, simplificagdo de expressdes algébricas, fatoragéo,
produtos notaveis e resolugdo de equacdes polinomiais. (CURY e KONSEN,
2006, p.1, tradugdo nossa)

De forma mais especifica, em se tratando dos conhecimentos algébricos
relacionados ao ensino fundamental, as autoras argumentam que os erros dos
alunos na disciplina de Calculo Diferencial e integral estdo vinculados as dificuldades
no reconhecimento de padroes nas expressdes algébricas, o que & essencial no
processo de fatoragao.

Analogamente, focando a analise dos conhecimentos algébricos no Ensino
Superior, Gray, Loud, e Sokolowski (2005) em sua pesquisa aplicaram um
instrumento com conhecimentos algébricos para alunos universitarios que cursavam
as disciplinas de Basic Algebra, College Algebra e Calculus. Conforme os autores,
os 364 estudantes que participaram da pesquisa foram avaliados segundo o teste
algébrico de Kiichemann para analisar a compreensao de variavel de acordo com

seu uso segundo o critério de Kichemann, o qual determina 4 niveis de uso da
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variavel. No nivel 1 e 2 os alunos ignoram as variaveis ou as utilizam como rétulo
(algebra sincopada). No nivel 3 as variaveis sao utilizadas como valores
desconhecidos especificos e numeros generalizados enquanto no nivel 4 sao
interpretadas como relacées funcionais. Conforme pode ser observado na tabela
seqguinte, cerca de 40% dos estudantes de calculo ndo atingiram o nivel 4, o qual
esta associado a compreensao das variaveis do ponto de vista de uma perspectiva

funcional, o que é essencial para o curso.

Level Basic Algebra n=75 College Algebra n=94 Calculus n=177
1 25.3% 22.3% 2.3%
2 38.7% 29.8% 7.3%
3 32.0% 35.1% 31.1%
4 4.0% 12.9% 59.3%

Tabela 1: Porcentagens de estudantes em cada nivel por curso. Fonte: Gray, Loud, e Sokolowski
(2005)

Em relacdo aos aspectos mais especificos, esta pesquisa mostra que a
dificuldade encontrada na auséncia de fechamento (cf. BOOTH, 1995) ndo é uma
dificuldade apenas dos estudantes da escola priméaria e secundaria, pelo contrario,
alunos da disciplina de célculo apresentam também a mesma. Em um teste aplicado
durante a pesquisa, uma das questées € uma situacdo de compra de macas e
peras. A questdo informa que as magas custam 8 centavos e as peras 6 centavos,
sendo a o numero de macas compradas e p o numero de peras compradas, €
solicita que seja determinado o total de frutas compradas. O numero de erros nesta
questao é surpreendente: 64% dos 177 alunos que cursavam a disciplina de Calculo
erraram ao responder qual era o total de frutas compradas. Tal dado, unido a outras

observacdes realizadas na pesquisa, leva as pesquisadoras a concluirem que 0s
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erros encontrados estao associados a utilizacdo de variaveis como rétulos e também
na passagem da linguagem verbal para expressoes e equacdes. Além disto, indicam
que ha pouca habilidade para dar significado a uma expressao algébrica ou para
utiliza-las como respostas generalizadas.

Em um estudo realizado com alunos de um curso pré-vestibular Samora e
Tancredi (2004) analisaram a compreensao que estes alunos tém de conceitos
algébricos presentes no curriculo de 52 a 82 série do Ensino Fundamental. Além da
aplicacdo de questdes relacionadas aos conceitos algébricos, era solicitado que os
alunos classificassem os elementos algébricos. As autoras afirmam que mesmo
quando acertam as classificagbes os alunos tém dificuldade de argumentar
corretamente sua escolha, o que segunda elas, indica falta de compreensao e
aquisicao incompleta do conceito. Dentre as dificuldades encontradas pelos alunos,
destacam aquelas nos conceitos de expressado, equacao e inequacao, no grau da
equacao e da inequacao e inexisténcia do conceito de equacdo fracionaria, e
indicam que:

Para os alunos, expressao é tudo o que tem letra e assim nao € necessario
usar termos mais especificos como mondmios, binémios, trinémios, que nao
apareceram nas classificagdes e raras vezes nas justificativas. Com relagédo
as equacdes, inequacgdes e sistemas, observa-se, por exemplo, a confuséo
graus e numero de variaveis. (SAMORA; TANCREDI, 2004, p.8)

Com base nas pesquisas acima referidas, pode-se sugerir que as dificuldades
em algebra no ensino superior, tanto no Brasil quanto em outros paises, possuem
origem em conceitos que sao ensinados ao longo do ensino fundamental. Seria
possivel supor que o distanciamento entre estas duas etapas do ensino da algebra
pode influenciar o surgimento destes erros? Infelizmente ndo € o que a literatura

sobre dificuldades em algebra indicam. Notari (2002) desenvolveu uma pesquisa

que tinha como objetivo analisar as dificuldades apresentadas por alunos da 82 série
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e 12 ano do ensino médio na simplificacao de fracdes algébricas e aritméticas. Nas
fracOes algébricas, para os alunos da 82 série, quatro erros foram apresentados
pelos estudantes: transformacao da fracao algébrica em equacao, transposicao de
uma variavel do numerador para denominador (e vice-versa), utilizar expoente da
variavel nos coeficientes e erros relacionados a uma simplificacao parcial. Dentre
estes erros, os mais freqlientes foram a transposicao de variavel e a simplificacao
parcial. Este autor observa ainda que ao longo da pesquisa verificou-se que o0s
alunos nao faziam analogias entre as expressoes algébricas e aritméticas, de forma
a ignorar as leis da aritmética que sao o alicerce para as leis da algebra. Neste
momento ha uma forte tendéncia de uma supervalorizagcdo da dimensao sintatica
dos procedimentos algébricos. Posto isto, pode-se concluir que a énfase na
dimensao sintatica traz como consequiiéncia a mera repeticdo de justificativas na
simplificacéo de fracdes, as quais sao destituidas de uma analise das condi¢des que

viabilizam suas utilizacées. Esta situacdo pode ser facilmente visualizada na

3
simplificagdo da fragéao 2Z/Z:2Z2 que leva a erros na simplificacdo de uma
expressao do tipo x2 + 2x + x2 erroneamente simplificada para 2x. Note-se que néo
ha uma reflexao na diferenciacao destas simplificacées. Enquanto a primeira esta
associada ao elemento inverso da multiplicacdo, a segunda estda associada ao
elemento simétrico ou oposto.

No dominio da fatoragéo Burigato (2007) explicita as dificuldades encontradas
pelos estudantes em cada um dos tipos de fatoracdo. Na fatoracédo por fator comum
em evidéncia os alunos demonstram dificuldades em: identificar do fator comum
maximo para se colocar em evidéncia, dividir os termos da expressao pelo fator
comum, divisdo do segundo termo ao fatorar e ainda nas operacées com monémios

e propriedade distributiva. J& na fatoracdo dos trinbmios quadrados perfeitos, ha
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uma tendéncia a tentarem utilizar as regras sem analisar procedimentos que
precisam ser realizados anteriormente ou ainda na extracao de raiz quadrada. Isto &,
continua-se a verificar que ha uma forte tendéncia dos erros em algebra serem
provenientes de conceitos mal aprendidos anteriormente ou mesmo nos conceitos
essenciais, como o proprio conceito de fatoracao.

Conforme pode ser observado, inUmeras sdo as dificuldades apresentadas
pelos estudantes em algebra. Fundamentando-se nos aspectos tedricos
apresentados até o momento partiremos entao para a discussao da delimitacdo de
elementos para o campo conceitual algébrico ao final do ensino fundamental e

respectivas situacdes que possam servir de base para a avaliacdo dos mesmos.
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7 DELIMITANDO COMPETENCIAS, EM BUSCA DE ELEMENTOS DO CAMPO

CONCEITUAL ALGEBRICO

No momento em que ha o interesse de avaliar competéncias algébricas é
importante discutir quais elementos algébricos e ndo-algébricos sao importantes
para os estudantes ao final do Ensino Fundamental, e mais, como um dos objetivos
da pesquisa € a construcdo de um instrumento de avaliacdo destas competéncias e
habilidades, é preciso responder a seguinte pergunta: Quais sdao as competéncias
algébricas que se deseja avaliar? Partindo da Teoria dos Campos Conceituais
(VERGNAUD, 1997) nao é possivel pensar na construcao dos conceitos de forma
isolada ou linear. Ou seja, a competéncia para operar termos algébricos s6 é
possivel mediante a utilizacdo de diversos conceitos aritméticos fundamentais que
permitirdo o sucesso nesta tarefa. Ou seja, a compreensao dos conceitos algébricos
e a avaliagdo dos mesmos nao pode ser realizada sem levar em consideracao
elementos aritméticos e simbolos matematicos utilizados em todos os dominios da
matematica, por exemplo. Dessa forma, serdo descritos e justificados os conceitos e
propriedades que sao considerados essenciais ao final do Ensino fundamental,

sendo utilizados ao longo do 3° e 49 ciclo.
7.1.1 Aspectos Gerais da Matematica

Considerando que todas as atividades algébricas sdo permeadas de
elementos aritméticos, os quais sdo fundamentais para a construcao de conceitos
algébricos, € preciso determinar os elementos que s&o provenientes da aritmética e
aparecem como pré-requisitos para a construcao dos conceitos algébricos, mesmo
que implicitamente. E mais, considerar que existem elementos matematicos que
permeiam tanto a atividade algébrica quando a atividade aritmética, como os sinais

de igualdade e desigualdade.
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O sinal de igual possui diversas aplicacées. Na passagem da aritmética para
a algebra o sinal de igualdade passa a ter um novo significado, que nao esta
associado a uma operacdo, mas expressa alguma funcao que deve ter seu valor
determinado (VERGNAUD, 1998). Conforme Cavalcanti (2007) a igualdade possui
diversos significados que estdo relacionados ao contexto utilizado. Para este autor,
nas operacdes aritméticas o sinal de igual possui uma concepg¢ao operacional, isto
€, 0s estudantes interpretam como “fazer algo”. Exemplo: 5 + 4 = . Ja nas
igualdades aritméticas a concepgao deste sinal é de Igualdade relacional, isto é, o
que esta de um lado deve ser idéntico ao que esta do outro (1+2 =3-1). Na algebra o
sinal de igualdade pode ter a concepcao de equivaléncia em igualdade condicional
(equacoes), concepcgao funcional (funcdes) e uma concepgao que nao € restrita a
algebra: relacional nome-simbolo. Embora seja um elemento comum as duas areas
do conhecimento matematico, quais destas concepcdes sdao fundamentais para o
ensino da algebra? Se houver a restricdo da compreensdo do simbolo de igual a
concepcao de equivaléncia, é possivel que os estudantes tenham dificuldade para
lidar com equacdes com duas varidveis, por exemplo, as quais permitirdo a
construcdo do conceito de fungdo. Ao que parece, a concepg¢ao de equivaléncia é
suficiente para o ensino da algebra no terceiro ciclo, sendo necesséria a inclusdo da
concepcao funcional no quarto ciclo do ensino fundamental ou ensino médio.

Analogamente, outro simbolo utilizado na atividade matematica em geral € o
simbolo de desigualdade, representado pelos sinais de maior, maior ou igual a,
menor € menor ou igual a, essenciais para a compreensao do conceito de
inequacdes, por exemplo. Segundo Boero e Bassini (2001) na maioria dos paises
inequacdes sao ensinadas de uma forma puramente algoritmica o que pode implicar

numa “trivializagdo” do assunto, resultando numa seqiéncia de rotinas de
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procedimentos, dificultando que alunos da escola secundaria possam lidar com
inequacdes ou situacdes que nao se enquadram nos esquemas aprendidos que nao
sao aquelas conhecidas como padrées. Embora a utilizagdo de graficos seja uma
das alternativas para o ensino das inequacdes, Sackur (2004) alerta para as novas
dificuldades que o uso de graficos pode trazer para o ensino das inequacgodes, e
mais, que nao se pode pensar que € ao resolver graficamente e algebricamente uma
inequacao os estudantes usam “a mesma matematica”, mas que o que importa é o
que eles aprendem matematicamente quando lidam com estes dois tipos de
estratégias. Dessa forma, era interessante observar como os alunos lidam com o
sinal, se compreendem 0 mesmo e conseguem manejar o mesmo utilizando
representacbes fora como a balanca de dois pratos, sem a necessidade de
operacdes entre termos algébricos.

Por fim, Verikios e Farmaki (2006) desenvolveram uma pesquisa utilizando
sistemas de inequagbdes e concluem que as dificuldades dos estudantes em
inequacdes tendem a entender a solugdo de uma inequagdo de modo analogo a
uma equacao, além disso, apontaram as seguintes dificuldades:

a) Mudar o sinal da desigualdade ao multiplica-la por um namero negativo
sem compreender 0 motivo;

b) Compreenderem que a inequacao 14>x é igual a x<14;

c) Nocéao incorreta de que inequacao tem apenas uma solucdo, assim como
nas equagdes, e ndo como um intervalo de valores;

d) Dificuldade em aceitar 0 zero como um numero

Dessa forma, os simbolos < e > e seus variantes, assim como o conceito de
inequacao sao importantes como uma ferramenta para conceitos que serao

aprendidos futuramente no ensino médio ou superior.
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7.1.2 Nogoes conceituais compartilhadas com a aritmética

Conforme Vergnaud (1998) quando os alunos ouvem falar pela primeira vez
em algebra, precisam imaginar um significado concreto atras dos numeros e letras
utilizados. Este significado, estando associado ao concreto, remete a utilizacdo de
elementos aritméticos, como numeros naturais ou racionais decimais. Mas, existem
elementos aritméticos que nao estdo presentes nas atividades concretas e que sédo
necessarios para o ensino da algebra. Em relacao a forte ligagdo entre aritmética e
algebra Booth (1995) enfatiza a diferenciacdo entre as respostas dadas aos
problemas que remetem a cada um dessas sub-areas da matematica. Segundo ele,
enquanto em aritmética busca-se respostas particulares, em algebra o foco é a
generalizagdo, o que pode implicar em obstaculos associados a necessidade de
buscar respostas numéricas para expressdes algébricas (auséncia do fechamento).

Partindo da concepcao que estas areas estao fortemente interligadas, existem
conceitos aritméticos que serdo essenciais para a aprendizagem da algebra e as
dificuldades nestes conceitos contribuem para o surgimento de obstaculos
(NORTON; IRVIN, 2007). A compreensao dos conjuntos numéricos (N, Z, Q) é
inegavel para o ensino da algebra, assim como seus elementos e operacdes
(adicao, subtracado, multiplicacdo e divisdo). Por exemplo, o elemento inverso da
multiplicacéo e o simétrico da adicdo sdo conceitos essenciais para 0s processos de
simplificacdo. Além desses elementos, as operacgdes (+, -, X:) carregam consigo uma
ordem de prioridade, a qual determinara, por exemplo, se na expressao 2a + 4a x 3a
deve-se realizar primeiro a adicdo ou a multiplicacdo e também determinadas
propriedades matematicas (comutativa, associativa, distributiva, elemento neutro,
etc.). Embora estes elementos sejam essencialmente aritméticos, sdo importantes

para a compreensdo dos conceitos algébricos, tendo em vista que cada termo
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algébrico possui um coeficiente numérico. Ou seja, para que se possa resolver uma
equacao, resolver produtos notaveis e outras tarefas algébricas, é preciso que as
operacdes e propriedades aritméticas sejam um dominio do conhecimento

matematico ja construido pelo estudante.
7.1.3 Nocgdes conceituais especificas da algebra

Conforme discutido previamente, a atividade algébrica € um elemento de
grande simbolizagdo, desta forma, um dos elementos fundamentais para tal
atividade é o significado atribuido aos simbolos utilizados, como as incégnitas e
variaveis. Ao iniciar os estudos em algebra, é possivel que seja inviavel fazer
discussdes acerca de todos os tipos de variaveis (cf. USISKIN, 1995). Todavia, é
importante que os simbolos utilizados pelos estudantes sejam compreendidos como
elementos matematicos que podem representar um Unico valor numérico ou
diversos valores. Tal distingdo permitird que futuramente, ao estudar funcoes, eles
fagcam distincdo entre uma letra utilizada como variavel independente ou como
incégnita. Um exemplo que enriquece tal discussao € o momento em que se buscam
as raizes de uma funcgao para a construcao do grafico. Neste momento é atribuido a
variavel dependente um valor (ou mais, dependendo do grau da fung¢ao polinomial)
especifico, e assim a variavel passa a ser uma incognita.

A nomenclatura algébrica é extremamente peculiar a esta area do
conhecimento, e de acordo com Booth (1995) é uma das origens das dificuldades
encontradas pelos estudantes, o que ele denomina “dilema nome-processo”. Tal
dilema surge através de uma indiferenciacao dos simbolos que sao utilizados tanto
em algebra quanto em aritmética. Enquanto em aritmética os simbolos (+,-,=,...)
indicam acdes a serem executadas, em algebra a unido fisica de dois conjuntos

pode nao ser possivel: x+y ndo é o mesmo que xy. Além disso, tal autor evidencia as
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dificuldades que emergem de uma associacdo equivocada de letras e variaveis.
Novamente, tal aspecto esta fortemente associado as concepg¢des que os alunos
trazem da aprendizagem da aritmética: a letra L pode representar litros em aritmética
ou pode ser um valor arbitrario em algebra. Quando a letra L é utilizada em algebra
para representar laranjas, como se fosse um rétulo, pode trazer diversos obstaculos
como acreditar que L é uma laranja e ndo uma determinada quantidade de laranjas,
que remete as dificuldades na compreensdao de variavel: “Mesmo quando as
criangas interpretam as letras como representagcdes de numeros, ha uma forte
tendéncia a considerar que as letras representam valores especificos Unicos”
(BOOTH, p.31) ou ainda “as criangas muitas vezes assumem que letras diferentes
devem necessariamente representar valores numéricos diferentes” (p.32).

Ainda em relacdo a nomenclatura algébrica, as operacdes de adicao e
subtracdo trazem consigo mais um aspecto a ser considerado: o conceito de termo
semelhante. Se em aritmética todos os elementos podem ser adicionados,
subtraidos, multiplicados e divididos, em algebra as regras para tais operacdes sao
diferenciadas. Na adicdo e subtragdo o conceito de termo semelhante é
fundamental, o que ndo ocorre para as operagdes de multiplicacao e divisao.

Tao importante quanto compreender os aspectos sintaticos citados acima é
compreender e diferenciar elementos simbdlicos da algebra que possuem a mesma
representacdo. Isto é, a compreensao dos conceitos de variavel e incégnita. Tal
conceito esta fortemente conectado a concepcao do sinal de igual. Enquanto o sinal
de igualdade, ao ser utilizado em aritmética, encontra-se relacionado a idéia de
fechamento (BOOTH, 1995), em algebra ele tera a concepcao de equivaléncia e
funcional. A compreensdo desses dois conceitos permitira que o aluno nao

transforme uma expressao em equacgao ou ainda que tente encontrar o valor de uma
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variavel em dada expressao numérica, o que implicaria a falta de diferenciacao entre
0s conceitos de expressao, equacao e, posteriormente, de fungao.

Ha ainda que se considerar um elemento que é pouco valorizado nos livros
didaticos: o conceito de grau de uma equacao polinomial. Embora seja utilizado
formalmente apenas no 8° ano (72 série), € necessario para a analise das
possibilidades e do nimero de solucées de uma equacgado. Nos livros didaticos, o
conceito de grau é abordado de forma meramente procedural, ndo trazendo
discussdes sobre as implicacbes na resolucdo de equacdes e nos graficos das
funcdes. Novamente temos um conceito que, ao ser mal compreendido restringira o
potencial de analise do niumero de solucées de uma equacao. Em muitos casos, o
aluno nao entende porque em algumas equacdes é encontrado apenas um valor
para a incégnita (equagdes do primeiro grau), quando em outros momentos,
encontram-se dois valores (equag¢des do segundo grau). E mais, os alunos tendem a
resolver equagdes incompletas do segundo grau indicando como resposta apenas
um valor, em especial quando a resposta é obtida através da extracao da raiz
quadrada.

Existem ainda outros dois elementos que precisam ser considerados dentro
do campo conceitual algébrico: produtos notaveis e fatoracao. Estes elementos
estdo permeados de conceitos tanto aritméticos como algébricos. Os produtos
notaveis utilizam as propriedades das operagdes aritméticas e também algébricas,
em especial as propriedades das poténcias. Ja a fatoracdo abarca além dos
elementos essenciais na construcdo do conceito de produto notavel, elementos
como multiplos e divisores, binémios e trinbmios, podemos ainda citar como
elementos deste campo: divisdo e multiplicacdo numérica e algébrica, fatoracéo

numérica, fatos comum de uma expressdo, reducao de termos semelhantes,
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quadrado perfeito, fator comum de uma expressao, reducao de termos semelhantes,
quadrado perfeito, raiz quadrada, dentre outros (BURIGATO, 2007).

Pesquisas realizadas por Cury (2003) e Cury e Konzen (2006) indicam que
esses dois ultimos elementos (produtos notaveis e fatoracao) sao fundamentais para
a aprendizagem da algebra no ensino superior. Embora sejam importantes no
Ensino Superior, ja nas séries finais do Ensino Fundamental sdo elementos cruciais
para a simplificacdo de fracdes algébricas e expressbes fracionarias e,
posteriormente, no ensino médio nas equacbes biquadradas, equacdes e
inequacdes-quociente e na geometria analitica.

Desta forma, com base nas reflexdes acima e ampliando o Campo conceitual
Algébrico proposto por Da Rocha Falcao et al (2003) foram sugeridos, como parte
integrante do Campo Conceitual Algébrico, os elementos descritos na tabela a
seguir. Lembramos que, a representacdo abaixo, no formato de tabela, visa permitir
uma organizagdo e exposicdo mais simplificada dessas habilidades. Dessa forma

foram propostos os seguintes elementos:®

Aritmética Elementos Cognitivos Algébrica
A1 - Propriedagjes do G1- IncOgnita, variavel (dependente e
conjunto dos numeros independente) e argumento
Naturais, Inteiros e
Racionais G2 — Expressao algébrica (polindbmio),

PC1- Transito entre formas

(representacdes decimal de linguagem

e fracionaria)

equagao e inequacao

G3- Grau de um polindbmio, de uma

PC2- Aspectos sintaticos e ~
equagao

A2- Operagoes com semidticos da linguagem

expressdes numéricas:
propriedades e ordem de | p3 _ Heuristica e Q4 - Termos a]gébricos (§ignificad0,
prioridade das mesmas Gestores Metacognitivos diferenca do sistema posicional, )

' semelhanga entre termos, operagdes)

A3 - Fatoracéo

Aritmética (nimeros G5 - Fatoragao Algébrica (operacdes
primos, decomposi¢ao, com termos algébricos, propriedades da
multiplos e divisores,...). multiplicacao, fatoragéo aritmética,...)

8 Evidenciamos que o formato linear apresentado é meramente uma medida tomada para facilitar a
leitura, visto que conceitos sdo organizados em formato de rede, conforme exposto na se¢ao “5” .
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G6 - Produtos Notaveis (propriedades da
multiplicacao e das poténcias, operagdes
com nUumeros reais,...)

Matematica em Geral

M1- Conceitos de igualdade e do sinal de Igual (perspectiva operacional, de equivaléncia e

funcional)

M2- Conceito de desigualdade e de sinais de maior, maior que, menor, menor que.

Quadro 2: Elementos do Campo Conceitual Algébrico construido para esta pesquisa baseando-se
em sistematiza¢do do Campo Conceitual Algébrico proposto por Da Rocha Falcdo (2003c).

7.4 Conceitos algébricos e construcao de instrumento de avaliagao

Apés determinar os conceitos que foram sugeridos para o Campo Conceitual

Algébrico, passou-se entdo para o préximo passo: determinar as situagdes a serem

escolhidas. Mas, antes de fazermos estas consideragées, voltaremos um pouco para

0s objetivos desta pesquisa. Tendo em vista o objetivo de construir um instrumento,

nao se poderia esquecer que, o foco também é avaliar essas competéncias.

Segundo Da Rocha Falcao (2009), para construir um instrumento de avaliagdo de

competéncias e habilidades, é importante passar pelas seguintes etapas:

2.
Decomposicdo

1. Circunscricdo de
determinada

(ex: competéncia

4a. Série EF)

matematica ao final da

da competéncia
em temas,
descritores e

v

competéncia a avaliar habilidades

4. Desempenho
no instrumento

A

v

3. Transposicdo em situagdes significativas

de avaliacdo = INSTRUMENTO

NSNS R

Figura 5: fluxo basico de trabalho na preparacdo e aplicagdo de instrumento de avaliagao

desempenho escolar.

de
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Seguindo o modelo proposto, o estudo em questdo deseja avaliar a
competéncia algébrica dos estudantes ao final do ensino fundamental (etapa 1).
Tendo este foco, até o momento foram cumpridas as etapas 1 e 2 (decompor esta
competéncia em temas, descritores e habilidades), e a partir de agora passaremos
para a proxima etapa (3): pensar em questdes e ou situacées que permitam a

avaliagao das habilidades (Etapa 3).
7.4.1 Em busca de situacoes significativas de avaliacao

Apébs a determinagao das competéncias a serem analisadas, partiu-se entao
para a Etapa 3 (de acordo com proposta de construcao da Fig.1), isto é, construir
situagdes significativas de avaliagdo. Fundamentando-se nos elementos basicos do
Campo Conceitual algébrico apresentado anteriormente, em uma breve revisdo de
literatura e na experiéncia docente da pesquisadora foi preciso fazer um recorte
dentre as inUmeras situacdes presentes nos livros didaticos e na literatura. Havia
ainda o interesse de que o instrumento ndo excedesse um numero de questdes que
inviabilizasse a resolucdo em 2 tempos de aula (aproximadamente 1h30min).

Voltando para uma reflexao epistemolégica, a algebra pode se considerar um
objeto de estudo em si mesmo e também uma ferramenta para outros dominios do
conhecimento (DA ROCHA FALCAO, 2003). Assim, num instrumento que tenha
como objetivo avaliar as competéncias algébricas estes dois aspectos devem ser
considerados e, por tal motivo buscou-se a insercdo de questdes procedurais que
visassem a analise de procedimentos como objetos puramente algébricos (ver
questodes 6, 11, 14, 16, 17, 19), mas também questdes onde os conceitos algébricos
sdo inseridos em outras situacdes, que necessitam de conhecimentos que ndo séo
exclusivos da algebra (Q1,Q13, Q21, por exemplo). Todavia, levando em

consideragao que uma competéncia matematica nao pode ser avaliada com um foco
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exclusivo na analise da resolucao de problemas, isto é, do “saber fazer’, mas
também nas formas como eles compreendem esses conceitos, inseriu-se questoes
com as quais os alunos (as) nao precisassem realizar procedimentos, mas descrever
os conceitos solicitados. Além desse fator, era de nosso interesse verificar como os
estudantes explicitavam os conceitos algébricos. Em busca disso, e levando em
consideracao as limitagdes de um instrumento manuscrito, iniciou-se o instrumento
com 13 itens nos quais é solicitado que sejam descritos conceitos matematicos
como incégnita, equacao, fracdo, e etc (ver apéndice A para visualizar todos os
elementos).

Houve o interesse de contemplar os quatros aspectos propostos por Da
Rocha Falcao (1993) que abrangem a atividade algébrica: reconhecimento de
determinadas fungdes da algebra (questdes 22 e 23), formalizacdo do problema
(questdes 1, 3, 4, por exemplo), conhecimento dos objetos algébricos (questdes 7,
11,...) e do que fazer a partir de uma equacgao (questbes 14, 15,...). Algumas
questbes exigem essencialmente a aplicacdo de um algoritmo, enquanto outras séo
apresentadas na forma de problemas (Q1,Q3, Q4, Q12, Q23, por exemplo) ou
envolvendo outros dominios do conhecimento matematico (Q2 e Q13). Acredita-se
que a insercao de questbes na forma de problema sao importantes e uteis de forma
que seja possivel verificar tépicos importantes em algebra através de aplicacdes
quotidianas e de outras areas da matematica (SCHOEN, 1995).

Por fim, para que fosse possivel escolher os tépicos a serem abordados no
instrumento recorreu-se ainda aos Parametros Curriculares Nacionais (1998), os
quais indicam quatro dimensdes para a algebra (conforme discutido no secao 5):

aritmética generalizada, funcional, equacgdes e estrutural, conforme o quadro abaixo:
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Algebra no ensino fundamental

Dimensoes Aritmética . }
da Algebra Generalizada Funcional Equagdes Estrutural
Letras como
Letras como A
Uso das generalizagbes variaveis para Letras como Letr_as como
letras do modelo expressar incognitas simbolo
aritmético relagoes e abstrato
fungdes
Conteldos Propriedades Célcu_lo
(conceitos | das operacoes Variacéo de Resolugdo algébrico
d‘? pmfe'} gedneegaag%%oses grandezas de equacdes 22&22@2::
imentos
aritméticos equivalentes

Quadro 3: Dimensdes da algebra.
Fonte: PCN, 1998 pag. 116.

Nesse sentido, as questdes propostas podem ser distribuidas da seguinte

forma, conforme sera detalhado a seguir:

Estrutural

sy

D3, D10, D13, 8,
013,415, Ols, 017,015,
Qz20, Q24,

D1, Dg, Ql, Q3, Q4, Q5
Qe, 09, 010, 011, Ql4,

'

D3, D7,
D11, D12

D2, Q18
Aritmética

Generalizada Funcional

D4, DS, D8, 02,
01z, Oz, O3,

Figura 6: Distribuicdo das questdes do instrumento de acordo com as subdivisdes do conhecimento

algébrico segundo os PCN.

Partindo para habilidades especificas, no dominio das equacdes era preciso
avaliar o desempenho tanto na resolucao de equacdes do 1° e 22 graus (ver quadro

abaixo), mas também permitir que se verificassem dificuldades aritméticas, como
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propriedade distributiva da multiplicagdo (questdo 6) ou de conjuntos numéricos
(questao 4 e 11), por exemplo. Tendo em vista que as questdes algébricas envolvem
todos os conjuntos dos numeros reais, optou-se por introduzir algumas questoes que
viessem a conter estes objetos, de forma a analisar as dificuldades encontradas
pelos alunos ao utilizarem os diferentes conjuntos. Os problemas 1, 3 e 4 sao
resolvidos com equacdes do primeiro grau, sendo possivel, para o ultimo, o qual
possui coeficientes racionais, a resolucdo com um sistema de equac¢des do primeiro
grau com duas incégnitas. Estudo realizado por Teles (2002) com equagdes do
primeiro grau cujos coeficientes s&o racionais aponta percentuais de erros elevados
para esse tipo de questbes. No problema da questdo 3 a quantia de dinheiro dos
irmaos é desconhecida e informa-se que um deles possui 2 do outro. Remete-se a
idéia de parte-todo, sendo o todo uma quantia desconhecida. Na analise do
instrumento piloto foi observado que diversos alunos determinam ' do valor que o
CD custava, nao relacionando a quantia do outro irmao. Tal erro pode ser entendido
como uma forte associacdo procedural por parte dos alunos, ou seja, a forte
preocupacdo em realizar um procedimento e nao refletir sobre os conceitos
envolvidos no mesmo. Ou seja, os estudantes ndo estariam compreendendo uma
equacao como um todo, mas como uma acumulagdo de itens e operagcdes que
precisam ser realizadas (PIRIE e MARTIN,1997).

Ainda na dimenséao das Equacdes inseriu-se uma questao sobre Sistemas de
Equacdes do 1° grau, mas que também pudesse ser resolvido utilizando uma
equacao do 12 grau mais complexa (questao 1).

Em relacao as questbes 11 e 14, buscou-se colocar equagdes variadas e que
permitissem (em especial para equacdes do 2° grau que poderiam ser resolvidas

também por fatoragcdo) mais de um tipo de resolugcdo. Buscou-se inserir questoes
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apontadas por Filloy e Rojano (1989)° como essenciais para analisar o inicio do
pensamento algébrico. Além disso, ao longo do instrumento tentou-se variar a
utilizacao de termos, por exemplo “raiz de uma equacgao” por “valor que satisfaz uma

equacao” (questao 14).

Q1. A soma das idades dos irmaos Paulo e Bruno é 40. A idade de Bruno é igual a idade de
Paulo mais 18. Qual a idade de cada um dos irmaos?

Q3. A mae de Eduarda levou seus trés filhos a uma sorveteria e comprou somente 1 sorvete
para cada filho. Para pagar os sorvetes ela utilizou uma nota de R$10,00 e obteve R$4 de

troco. Representando o prego de cada sorvete pela letra “y”, como vocé poderia representar
esse problema, em linguagem da matematica? Qual o pre¢o de cada sorvete?

Q4. Para comprar um CD que custava R$20,00 os irm&os Jonas e Sérgio juntaram todo o
dinheiro que tinham. Sabendo que Sérgio tinha ¥4 da quantia que seu irmao possuia, como é
possivel representar este problema em linguagem matematica? Quanto cada irmao possuia
em dinheiro?

Q6. Qual valor torna a igualdade verdadeira?
6(x+4)—8=5x+3
Q11. Resolva as equagdes abaixo:

a)2a=12+8

1
b) 10y = —
)10y +2

NS

c)3b+17=2b-3
d) X2+ 5x +6 =0

Q14- Qual(is) sao os valores de “x” que satisfazem a equagéo 2x2-32=0?

Quadro 4: Questdes relacionadas ao subdominio das equagoes.

Uma das dificuldades dos estudantes para um bom desempenho na
resolucdo de problemas algébricos é a passagem da linguagem natural para a
linguagem matematica (DA ROCHA FALCAO, 2003). Visando analisar essa
competéncia, foram inseridos problemas na ordem inversa ao que & comumente

apresentado em sala, ou seja, ao invés de dar o problema e pedir a equacao,

o Filloy e Rojano (1989) defendem que a passagem do pensamento algébrico para o pensamento
aritmético ocorre quando o aluno passa a obter sucesso na resolugdo de equacdes do tipo ax+b=cx
ou ax+b=cx+d.
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solicitou-se também que, dado uma equacgao ou situacao de desigualdade, fossem
construidas representacbes para tais elementos matematicos (questbes 5, 9 e 21,

apresentadas no quadro a seguir).

Q5. Dada a equagéao x + 2 = y + 4, que situacao poderia ser criada de forma que
representasse essa equagao?

Q9. Supondo que a balanca esta equilibrada, como podemos representar essa situagdo em
linguagem matematica?

Q21- Com base na figura abaixo:

a) Imagine uma situagdo que possa ter sido ilustrada pela
figura abaixo, e descreva essa situagao por escrito, para que
outro aluno a entenda.

b) Depois de ter escrito a explicacdo, tente representar o que
vOCEé escreveu por uma expressao matematica.

Quadro 5: Questdes que priorizam a passagem da linguagem simbdlica para a natural e vice-versa.

Sob esse ponto de vista, Barros de Oliveira (2004) realiza uma pesquisa
sobre a construcdo da linguagem simbdlica algébrica, de forma a explorar a
passagem da linguagem natural para a linguagem algébrica. Tal pesquisa aponta

gue, apos intervengdes que enfatizem essa passagem,'® os estudantes tendem a ter

1% Participaram desta pesquisa alunos da 62 série da rede publica de ensino de Sdo Paulo divididos
em grupo experimental e controle. Para o grupo experimental foram propostas atividades de
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um melhor desempenho nesse tipo de questbes, enquanto que os alunos que
recebem um ensino tradicional de equacbes tendem a terem um melhor
desempenho em questdes meramente algoritmicas. Embora os resultados sejam
positivos na intervencdo, em uma questdo onde é solicitado que os estudantes
construam um texto de uma equacao dada (similar a questdo 5 acima), ambos os
grupos possuem um desempenho menor que 50%. Tendo em vista que a pesquisa
€ realizada com alunos da 62 série, sera que os resultados serdo 0s mesmos para 0s
estudantes ao final do ensino fundamental?

O segundo grupo de questdes (questdes 7, 8, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20 e 24)
esta associado a dimensdo Estrutural da Algebra, isto é, elementos que trazem a
nocdo de letra como um elemento abstrato. E neste grupo que estdo questdes de
equacao equivalente, fragdes algébricas, propriedades das operagdes algébricas,
produtos notaveis, fatoracao e etc.

Em relacdo as questbes desse grupo € importante fazer algumas
consideracdes pontuais. Por exemplo, o interesse em uma diversificacdo de
utilizacdo dos conjuntos numéricos foi discutida anteriormente, todavia houve o
interesse de analisar o desempenho dos alunos em uma nocdo conceitual
relacionada aos numeros racionais aplicada a um conceito algébrico. Tal interesse
partiu das observacées em sala de aula da pesquisadora, na qual os estudantes
mostram facilidade em entender que um numero racional ndo pode ter denominador
zero, mas nao conseguem verificar que as fracées algébricas respeitam essa
mesma lei e, para tal, € preciso ver o dominio de validade, isto é, valores os quais a

variavel pode assumir, conforme solicitado na questdo 8 apresentada abaixo.

intervencao baseadas no jogo codificagdo-decodificacdo enquanto para o grupo controle o trabalho
de intervencao baseou-se no modelo tradicional de ensino.
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Todavia, devido a um erro e impressao, a questdo solicita valores que podem ser
atribuidos a m, quando, na verdade, existe apenas um valor. Por tal erro optou-se

por desconsiderar a mesma.

Q7. Equacbes equivalentes sdo equagdes que se diferenciam por terem passado por uma
determinada transformag&o, mas cuja solugéo € a mesma. Assim, podemos dizer que x + 2y
=y & equivalente a x + 2y + 30 = y + 30. Com base nesta informacdo e em seus
conhecimentos sobre algebra, indique uma equacao que seja equivalente a 2m + 4 = 18m +
10

Q8. Que valores ndo podemos atribuir a “m” na fragéo _2 2Por qué?

m—1

Q12- Para organizar seus livros, Isabel comprou duas estantes de altura e largura diferentes.
Na estante da esquerda (conforme ilustragdo abaixo) existem 6 prateleiras para colocar livros
enquanto na estante da direita existem 4 prateleiras onde é possivel guardar livros. Se em

cada prateleira da maior cabem “x” livros e na menor cabem “y” livros, entdo podemos concluir
que Isabel podera acomodar, ao todo, quantos livros?

Q13- Ao calcular o perimetro do retangulo abaixo, Marcos resolveu da seguinte forma:

2
Perimetro = soma das medidas de todos os lados 7 2x" - x

P=2x2-x+x+3+2x2—-x+x+3

P=4x++9

Em sua opinido, Marcos esta correto? Por qué?

Q15- Qual expressao representa a medida da area de um retangulo cujos lados sao
representados por “a+2” e “a+3"?

Q16- Vocé sabe que expressoes algébricas podem ser escritas de mais de uma forma, desde
que tais formas sejam equivalentes entre elas. Um caminho para conseguir escrever uma
expressao equivalente a outra é a fatoragdo. Em relacao aos trés polinémios abaixo vocé
poderia pensar em caminhos de fatoragao?

a) 3x2 + 12x =

b) x2 - 36 =
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C) X2 +4x +4 =

Q17- Simplificando a fragdo abaixo, qual expressao vocé obtém?
x2-9
x(x+3)
Q19- Resolva os produtos abaixo:
a) (x+3) (x-3) =
b) (x+4)2=
c) (x-5)2=

Q20- Um retangulo tem sua area representada pela expressao a2 -16. Se uma das medidas
dos lados é indicada por a+4 qual expressao representa a medida outro lado?

Q24- Qual é o grau do polindmio x2 + 2x -107? Justifique sua resposta.

Quadro 6: Questdes pertencentes ao subdominio da algebra como Estrutura.

Para verificar o impacto da natureza das respostas em problema algébrico foi
inserida a questdao de numero 12 apresentada no quadro acima. Conforme Booth
(1995) uma das dificuldades das criancas em algebra é o foco da atividade algébrica
e também a natureza das “respostas”. Ou seja, enquanto em aritmética buscam-se
respostas particulares, em algebra o objetivo ¢é estabelecer relacbes e
procedimentos em busca de uma forma simplificada geral. Assim, a questdao acima
tem como principal objetivo verificar se os alunos conseguem determinar uma
expressdo, de forma generalizada, para uma situacdo que no quotidiano seria
expressa através de um unico numero.

A justificativa para a insercdo de questdes sobre produtos notaveis, fatoracéo
e fragOes algébricas foi a unido de diversas pesquisas na area. Conforme discutido
na seg¢ado 7, Cury e Konzen (2006) enfatizam a necessidade dos alunos de Calculo
Diferencial e Integral (ensino superior) de encontrarem fatores comuns nas
expressdes que envolvem limites e em outros procedimentos, o que € uma das
dificuldades encontradas por eles. Notari (2002) desenvolveu uma pesquisa sobre

os erros e dificuldades nas simplificacbes de fracdes aritméticas e algébricas,
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apontando a incompreensao das regras formais de simplificacdo, onde questdes de
simplificac@o similares a que é apresentada abaixo, apresentaram um indice de erro
de aproximadamente 94% entre estudante do 92 ano e 1?2 ano do Ensino Médio. O
objetivo, além de considerar a fatoracdo um elemento importante para o ensino da
matematica em nivel médio e superior, € analisar quais conceitos que permeiam o
conceito de fatoragdo conceito podem nao ter sido aprendidos pelos estudantes,
visto que eles necessitam de diversos outros elementos que permeiam 0s campos
conceituais da algebra e aritmética. A fatoracao, por exemplo, ndo € uma operacao
simples, visto que demanda diversos conhecimentos prévios, como divisdo e
multiplicacdo algébrica, fatoracdo numeérica, reducdo de termos semelhantes
(BURIGATO, 2006).

Nas questdes 13 e 15 acima apresentadas foram utilizados conceitos
geométricos. Tais conceitos foram considerados por serem utilizados para
possibilitar uma diversidade de situacdes para alguns conceitos e procedimentos
algébricos, como produtos notaveis e fatoragcdo. Em relacdo a variacdo das
representacbées ha que se considerar que, concebendo que 0s conceitos sao
construidos na forma de rede, isto é, inUmeras sdo as interconexdes entre eles, €
importante que venhamos a unir os conhecimentos algébricos ndo somente com os
aritméticos, mas também geométricos. Segundo Dindyal (2004) os conceitos
algébricos podem ser um desafio para os estudantes na aprendizagem da algebra e
vice-versa, embora a algebra seja muito importante para a aprendizagem da
geometria e, além disso, segundo este autor, os estudantes sdo melhores
preparados para a algebra quando ha uma unido entre estas duas areas,
evidenciando um ensino da geometria focado nos varios aspectos do pensamento

algébrico que estao presentes. Tal pesquisa incentivou a insercdo de questdes que
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compartilhassem esses dominios do conhecimento matematico, mas era preciso
excluir a dificuldade nos conceitos geométricos utilizados e, portanto, foi inserida a
questao de numero 2.

Ao considerar elementos geométricos, seria necessario partirmos para
discussdes acerca de um Campo Conceitual Geométrico, o que aumentaria
significativamente a extensdo desse trabalho. Além disso, consideramos que tal
campo esta inserido num campo ainda maior, que € o campo dos conceitos
matematicos. Alguns deles, como no caso da aritmética, sdo imprescindiveis para a
construgao do conhecimento algébrico, enquanto outros sdo opcionais, que é 0 caso
da geometria. Em vista disto, acreditamos que ndo ha como tentar avaliar
competéncias algébricas com uma riqueza de situacdes e representacées se nao
utilizarmos elementos de outros campos. Segundo os PCN (1998) “convém também
salientar que a visualizacao de expressoes algébricas, por meio do célculo de areas
e perimetros de retangulos, é um recurso que facilita a aprendizagem de nocdes
algébricas” (p. 121). Tal afirmagéo serviu de confirmagédo para a necessidade de

insercdo dessas questodes.

Q2. Qual a area e o perimetro da figura abaixo?
H L
a
| [
b

Quadro 7: Questao envolvendo conceitos geométricos.

Durante as secdes anteriores tentou-se evidenciar que ha uma preocupacao
no esforco de buscarmos uma aprendizagem significativa para a algebra. Assim,
quando é sugerido que haja uma compreensao conceitual ao invés da repeticao de
procedimentos decorados, tentou-se também inserir questdes que permitissem a

analise dos elementos conceituais envolvidos em procedimentos que sao utilizados
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diariamente pelos estudantes. O conceito de grau de um polinbmio/equacgao, por
exemplo, é pouco discutido em sala de aula e nos livros didaticos sendo
apresentado pela forma como é calculado, ou seja, uma énfase no saber-fazer
pouca discussao de seus significados. A experiéncia em sala de aula indica que este
nao é um conceito que represente grande dificuldade para os alunos. O pode indicar
que tal conceito € um teorema-em-acao utilizado pelos estudantes, ou seja, os
estudantes sabem ‘“intuitivamente”, o que pode ser reflexo da forma procedural é
apresentado nos livros didaticos e nas salas de aula. Com o objetivo de refletir sobre
esse problema, optou-se por inserir a questao 24.

Outro conceito que foi contemplado no instrumento é o de inequacao
(questdes 10, 21 e 22). Uma pesquisa realizada por Blanco e Garrote (2009) indica
que os estudantes possuem dois tipos de dificuldades relacionadas as inequacoes:
um relacionado as habilidades aritméticas e outro devido a falta de significado a este
conceito. Desta forma as implicagdes da pesquisa realizada por eles indicam que é
preciso ter cautela na forma como o conceito de inequacdes é inserido na escola,
evitando tarefas meramente mecénicas, de forma que possam diferenciar os
simbolos utilizados (< ou >) e ter um valor seméantico para os mesmos e também
diferenciar os conceitos de equacgdes e inequagcdes. Em vista das consideracdes
propormos duas questbes relacionadas as inequagdes: uma que faz mengdo ao
conceito de balanga, ja utilizado anteriormente com equacdes, € outra onde 0s
alunos devem sugerir valores que satisfacam a inequacédo dada. Acreditamos que
estas duas situagdes envolvem o0s principais conceitos sobre inequacbes e
corroboram as preocupagdes de pesquisadores como os que foram acima

mencionados.
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Notemos que as questdes 21 e 22 (ver abaixo) podem também auxiliar a
analise do desempenho dos estudantes no entendimento das relagdes entre
variaveis. Partindo desse ponto de vista tais questdes foram escolhidas para
representar a dimensdo Funcional da Algebra. Importante evidenciar que ndo houve
maior aprofundamento da perspectiva funcional devido a dois motivos:
recomendacdo dos PCN e momento da aplicacdao do instrumento. Isto é, ndo é
recomendado um estudo aprofundado dos conceitos de fungdes do 1°e 2° grau no
Ensino Fundamental e também a idéia era construir um instrumento que pudesse
ser aplicado antes do final do ensino fundamental, com isso o aluno poderia néo ter
visto determinado conceito sobre fungdes, assim, optamos por ndo inserir questoes
sobre funcdes, mas foram inseridos elementos primordiais para a construcdo deste

conceito (Q21, Q22, Q18, Q23).

Q21- Com base na figura abaixo:

a) Imagine uma situagdo que possa ter sido ilustrada pela
figura abaixo, e descreva essa situagao por escrito, para que
outro aluno a entenda.

Depois de ter escrito a explicacao, tente representar o que
vOCEé escreveu por uma expressao matematica.

Q22- Na inequacao x + 3 <y, complete a tabela abaixo indicando os valores que x e y podem
assumir para que a desigualdade permanega verdadeira:

X Y

Quadro 8: Questdes que envolvem o conceito de inequagdes utilizando mais de uma representacéao.

Notemos que a utilizagcdo da balanca de dois pratos aparece em questdes
com objetivos diferentes, isto é, diferentes situagdes ao longo do instrumento.
Segundo Teles (2002) a metafora da balanca de dois pratos é utilizada pela maioria

dos autores de livros didaticos para iniciar o conteudo de equacdes (TELES, 2002).
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Assim sendo, acredita-se que seja importante utilizar essa situagao diferente para
comparar o desempenho em equacdes, mas também em outras situagdes, visto que
para Da Rocha Falcao (2001) tal metafora' é importante para o desenvolvimento da
nocoes de equivaléncia entre as equacdes, 0 que € essencial para a compreensao
dos algoritmos algébricos. Para este pesquisador ela oferece um contexto de
funcionamento cultural onde conceitos matematicos complexos podem ser guiados
inicialmente pelos teoremas-em-acao, enriguecendo 0s esquemas pré-existentes.
Assim, colocaram-se no instrumento trés questbes envolvendo a metafora da
balanca, sendo que em uma delas o conceito de inequacédo é utilizado, como pode
ser observado na questdo 21 (acima). Com isso, sera possivel verificar se tal
metafora pode ser ampliada pelo estudante para conceitos onde é pouco utilizada
(inequacgoes) e também para analisar a origem das dificuldades na resolugao das
equacdes anteriormente sugeridas.

O ultimo grupo de questdes a ser discutido (18 e 23) remete a dimensao da
algebra quanto aritmética generalizada. Isto é, era preciso avaliar o desempenho
dos estudantes em questées que visassem a construcdo de leis gerais para
situacdes envolvendo regularidades. Uma das questdes (23) trazia uma situacao
elementar com seqiéncias numéricas, enquanto a outra visava também verificar o
desempenho na generalizacdo padrées numéricos envolvendo duas grandezas (que
€ o elemento chave para compreensao do conceito de fungdes).

De acordo com Vale e Pimentel (2005), é possivel introduzir conceitos
algébricos elementares através da utilizacdo de padrdes e generalizacdes, em

especial recorrendo aos padrdes da natureza. Conforme esses autores, tais

"' Brito Menezes (2006), Lins e Gimenez (2007) dentre outros autores atentam para o uso da

metafora como um passo inicial, mas que a mesma possui limitagbes a serem observadas com
cautela.
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situacdes sdo uma das formas de permitir que os estudantes desenvolvam a
capacidade de se comunicar matematicamente e também aumentar o desempenho
na resolucdo de problemas. Tais apontamentos corroboram os esforcos dos

Parametros Curriculares Nacionais:

E interessante também propor situagbes em que os alunos possam
investigar padrées, tanto em sucessdes numéricas como em
representagdes geométricas e identificar suas estruturas, construindo a
linguagem algébrica para descrevé-los simbolicamente. Esse trabalho
favorece a que o aluno construa a idéia de Algebra como uma linguagem
para expressar regularidades. (p.117)

Q18- Uma pessoa caminha em uma pista de corrida e vai observando as marcagdes ao longo
da mesma. Ela percebe que comegou a sua caminhada na marcagao 500m. Apds 1 minuto ela
observa a marcagcao novamente e percebe que esta na posi¢cdo 550m. Com base nestas
informagdes, complete a tabela:

Tempo Distancia Percorrida | Marcacao na pista
2 minutos 600 m
700 m
20 minutos

a) E se a pessoa caminhasse por “x” minutos, quanto teria percorrido?
b) Qual seria a marcagao na pista?

Q23- Podemos utilizar a algebra para determinar leis de formagéo para seqliiéncias numéricas.
Por exemplo, a seqiiéncia (0, 2, 4, 6, 8,...) pode ser representada por 2n, onde n pertence ao

conjunto dos Naturais (). Ou seja, ao substituir n por 0 obtém-se o primeiro elemento da

seqléncia, ao substituir n por 1 se obtém o segundo termo da seqiéncia e assim por diante.
Veja mais alguns exemplos:

(2,4,86,8,..) > Leide formagéo: 2n + 2, n € &
(-5, 5, 15, 25,...) 2 Lei de formagao: 10n-5,n £ ¥

Determine as leis de formagéo para as seguintes seqiiéncias:

a) (0,5,10, 15,20, 25, 30,...) = Lei de formacao:
b) (1,3,5,7,..) > Lei de formacao:

Quadro 9: Questdes inseridas com o objetivo de avaliar o desempenho em éalgebra quanto aritmética
generalizada

Durante o processo de escolha das situacbes era preciso ter cautela em
relacdo aos conceitos sugeridos como elementos do campo conceitual algébrico’

para que fosse possivel contempla-los integralmente. Partindo dessa preocupacao,

'2 Conforme Quadro 2.
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foi construido o quadro abaixo, que analisa questdo por questdo os elementos

contemplados:™

@ Aritmética Aspectos matematicos Aspectos algébricos

8 gerais

g A1 | A2 [ A3 [ M1 M2 Gl |G2 |[G3 |G4
<}

D1

-

O O N[O O »| W[ N

Quadro 10: Distribuicdo dos conceitos envolvidos em cada questdo de acordo com os elementos
basicos propostos para o CCA.

¥ 0s campos mais escuros dizem respeito aos conceitos utilizados para o procedimento esperado
como resposta. Os mais claros dizem respeito a um caminho alternativo, mas que podem néo ser
utilizados se for utilizado o procedimento esperado.
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Como pode ser observado no quadro-resumo acima, o instrumento aqui
cobriu todos os elementos sugeridos como parte integrante do campo conceitual
algébrico apresentado. Alguns com mais freqiiéncia e outros com menos, 0 que
levou ao questionamento da necessidade de inclusdo de novas questbes. Todavia,
tendo em vista que os conceitos estao relacionados segundo uma estrutura em rede,
seria praticamente impossivel manter a mesma freqiéncia para todos. Assim,
acreditamos que no momento em que se opta por fazer um recorte dentro de
determinado dominio da matematica € inevitavel que isto acontega.

Apés a proposicao das situacoes, de ter verificado que as mesmas englobam
os elementos propostos para o Campo Conceitual Algébrico buscou-se analisar o
grau de dificuldade imposto era adequado a faixa etaria pretendida para o estudo.
Para tal o instrumento foi encaminhado para professores de matematica graduados
em licenciatura em matematica ou ciéncias. Foram obtidas seis classificagdes,
distribuidas conforme o quadro abaixo. Como critério de desempate foi utilizada a

classificacao inicial oriunda da construgéo do instrumento:

Numero de professores por | Classificagdes iniciais Classificagao
classificacao final
(6 professores no total)
Classificacao | Critério para
dos desempate:
Professores | Classificacao inicial
(Moda) (da autora)
Facil |Médio | Dificil
Facil Médio Facil
Des 1 3 2 1
Médio Médio Médio
Des 2 2 3 1
Facil Facil Facil
Des 3 4 2 0
Facil Facil Facil
Des 4 4 1 1
Facil Facil Facil
Des 5 4 1 1
Facil/Médio Médio Médio
Des 6 3 3 0
Médio Médio Médio
Des 7 2 3 1
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Médio Médio Médio
Des 8
Facil Médio Facil
Des 9
Médio Facil Médio
Des 10
Facil/Médio Médio Médio
Des 11
Médio Médio Médio
Des 12
Médio Médio Médio
Des 13
Médio Médio Médio
Q1
Facil Facil Facil
Q2
Médio Facil Médio
Q3
Dificil Dificil Dificil
Q4
Médio Médio Médio
Q5
Facil Médio Facil
Q6
Médio Facil Médio
Q7
Facil Médio Facil
Q8
Facil/Médio Facil Facil
Q9
Facil/Médio Facil Facil
Q10
Facil Facil Facil
Q11A
Facil Médio Facil
Q11B
Facil Facil Facil
Q11C
Médio Médio Médio
Q11D
Médio Dificil Médio
Q12
Facil Médio Facil
Q13
Médio Médio Médio
Q14
Facil Médio Facil
Q15
Médio Facil Médio
Q16a
Médio Facil Médio
Q16b
Médio Facil Médio
Q16¢
Médio Dificil Médio
Q17
Dificil Dificil Dificil

Q18A




Dificil Dificil Dificil

Q18B 0 2 4
Dificil Dificil Dificil

Q18C 0 2 4
Facil Facil Facil

Q19a 5 1 0
Facil Facil Facil

Q19b 5 1 0
Facil Facil Facil

Q19c 5 1 0
Médio Médio Médio

Q20 1 3 2
Médio Médio Médio

Q21 0 5 1
Facil Facil Facil

Q22 3 2 1
Médio Médio Médio

Q23a 1 4 1
Médio Médio Médio

Q23b 1 4 1
Facil Facil Facil

Q24 5 1 0

Quadro 11: Classificagdo em termos de grau de dificuldade para as questdes segundo os
professores-juizes.

Como pode ser observado acima, de um total de 47 itens (questdes ou
subitens) 20 foram considerados faceis, 23 de nivel médio e 4 de nivel dificil. Isto
permite inferir que o instrumento estaria apropriado em termos de dificuldade. Ou
seja, segundo os professores-juizes o grau de dificuldade imposto pelo instrumento
era médio ou baixo, o que sugere que o0s estudantes ndo deveriam mostrar
dificuldade na resolucdo do mesmo. Apds a confirmagdo dos professores-juizes e
amparados pelos resultados do Estudo Piloto (para o qual o desempenho dos
participantes ficaram proximo a 50%), concluimos entdo que o instrumento seria
viavel em termos de aplicabilidade (grau de dificuldade e tempo de 140 minutos).

N&o tivemos a pretensdo de construir um instrumento que desse conta de
todas as situacoes e representacdes de forma que fosse possivel avaliar em sua
complexidade o Campo Conceitual Algébrico. Mas, acreditamos que, dentro das
nocoes propostas para o Campo Conceitual neste trabalho, o instrumento em

questdo conta com o minimo de situacbes, representacdes e conceitos que
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precisam ser compreendidos pelos estudantes ao final do ensino fundamental em
termos de algebra.

Conforme vimos logo no inicio desta se¢ado, sdo quatro as etapas principais
que permitem a construcdo de um instrumento de avaliacdo segundo Da Rocha
Falcao (2009). Até o presente momento foram apresentadas as trés etapas iniciais
percorridas para que fosse possivel a construgdo de um instrumento de avaliacao
que permitisse a avaliagdo de competéncias algébricas ao final do ensino
fundamental. Posto isto, passaremos agora para a préxima etapa que consiste em
discutir os desempenhos dos estudantes nesse instrumento e, com isso fazer
possiveis reflexdes nas dificuldades nos elementos propostos para o Campo

Conceitual Algébrico.
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8 OBJETIVOS

O objetivo central da presente pesquisa € contribuir para o aprofundamento
da compreensdo acerca dos processos de aprendizagem da algebra, buscando
levar em conta as especificidades deste dominio do saber matematico enquanto
campo conceitual individual (saber do aluno em processo de construcao) em relacéao
com o campo conceitual candnico-cultural (saber institucional de referéncia ou
“saber-sabio”, cf. CHEVALLARD, 1998). Conforme visto é vasta a literatura que
aponta para as dificuldades na aprendizagem e formacdo dos conceitos neste
subcampo da matematica. Do ponto de vista da Teoria dos Campos Conceituais
(VERGNAUD, 1990) para que ocorra uma aprendizagem produtiva é preciso pensar
na construcdo dos conceitos por parte do aprendiz. Adicionalmente este autor
considera que a abordagem de conteddos matematicos como a algebra,
organizados em campos conceituais, implica na consideracdo de uma rede de
conceitos interligados, em que varios tépicos e sub-topicos se concatenam. Tal
pressuposto foi o alicerce para o método utilizado nesta pesquisa, que visa permitir
uma reflexao sobre como os conceitos e dificuldades algébricas se apresentam e se
relacionam.

Desta forma o presente projeto de pesquisa tem como obijetivos:

e (Gerais

Refletir integradamente sobre os principais conceitos algébricos a serem
aprendidos e as respectivas dificuldades encontradas pelos alunos ao final do
Ensino Fundamental, ampliando as discussdes sobre 0 Campo Conceitual Algébrico

(CCA).
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Especificos

— Propor um instrumento para a avaliagdo da aprendizagem dos elementos
referentes ao CCA ao final do Ensino Fundamental,

— Especificar dificuldades em determinados dominios do CCA proposto,

relacionando-as entre si.
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9 METODO

A presente pesquisa teve as seguintes etapas, planejadas para a
operacionalizacao dos objetivos anteriormente descritos:

12) Sistematizagdo e aprofundamento, a partir de revisdo de literatura e
analise conceitual matematica, do Campo Conceitual Algébrico (andlise a priori do
campo de conteudo visado.

2?2) Elaboracao de um instrumento de avaliagdo contendo questoes referentes
ao Campo Conceitual previamente determinado (ver transcricado do instrumento no
Anexo A).

3?) Aplicacao deste instrumento ao grupo de participantes da pesquisa.

42) Analise quantitativa das respostas dos participantes as questoes
propostas no instrumento, em termos de perfil de acertos/erros e especificacao dos
tipos de procedimento para a resposta. Tal analise comportou uma etapa
unidimensional, com abordagem sequencial de topicos do instrumento, € uma
andlise multidimensional, ambos detalhados mais adiante.

5% Analise qualitativa-interpretativa dos dados, de forma a integrar as
reflexdes que emergiram ao longo das diversas fontes de informagdo oriundas da
analise quantitiativa.

Em relacao ao contexto de aplicacéo do instrumento de pesquisa € importante
fazer algumas consideragcdes. A escola em questao disponibilizou trés turmas de 9°
para participarem da pesquisa, sendo duas mais numerosas (32 e 27 alunos
respectivamente) do periodo matutino e outra menos numerosa (11 alunos) do
periodo vespertino. Nesta escola a disciplina de matematica é subdivida em duas:
algebra e geometria. Em vista disso, cada turma possui dois professores distintos de

matematica, sendo um de algebra e outro de geometria. O professor de algebra das
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turmas A e B ndo é o mesmo da turma C. Porém o professor de geometria é o
mesmo para todas. As avaliagdes dos estudantes ocorrem trimestralmente, em vista
disto, quando foi aplicada a pesquisa recém havia sido divulgado para os estudantes
as notas relativas ao primeiro trimestre, ja tendo iniciado o processo de avaliacao
inicial (primeiro teste) do segundo trimestre. No inicio do ano letivo a escola adota a
realizacdo de testes de sondagem, ou seja, na primeira quinzena do ano letivo ha
revisdo de todas as disciplinas do ano anterior e sdo realizados testes de sondagem.
Logo, os conceitos algébricos referentes ao 8° ano foram revisados e avaliados
previamente. Infelizmente ndo ha divulgacdo destes resultados e, portanto, os
mesmos nao foram utilizados na pesquisa, apenas os resultados das avaliacdes
referentes ao primeiro trimestre.

Em relacdo aos participantes, conforme dito anteriormente, foram divididos
em trés grupos de alunos com efetivos de 32, 27 e 11 (efetivo total de 70 alunos) do
92 ano (82 série) da rede particular de Ensino Fundamental, com idade média de 14
anos. Optou-se pela rede privada tendo em vista que a pesquisadora foi professora
com regéncia de turmas nessa rede. A escolha pelo 92 ano deveu-se ao objetivo de
pesquisa estar relacionado a um mapeamento para o Ensino Fundamental, sendo,
portanto mais pertinente avaliar alunos ao final desta etapa. O grupo de 70 alunos

possui professores distintos, conforme distribuicao abaixo:

Professor de algebra

1 2
Grupo A Grupo C
Grupo B -

Tabela 2: esquema de constituicao dos trés grupos de participantes da pesquisa.
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Tal desenho basico teve por objetivo tentar atenuar possiveis variaveis
intervenientes relacionadas a especificidades de cada turma, método de ensino e
perfil do professor, bem como caracteristicas inerentes a cada grupo.

Os trés grupos acima referidos foram submetidos ao questionario de
sondagem (reproduzido no Anexo A), cujos principios de construcdo foram
discutidos nas secdes anteriores. Foram utilizados quatro modelos de instrumento
para a aplicacdo, onde as questoes eram idénticas, porém a ordem das questdes foi
modificada buscando-se amenizar os efeitos de variaveis intervenientes como ordem
das mesmas e tempo de resolucdo. Foram disponibilizados dois tempos de aula
(aproximadamente 90 minutos) para a resolugdao do mesmo. A categorizacdo dos
dados referentes as respostas dadas pelos sujeitos ao instrumento foi realizada com
base em expectativas prévias de resposta, a partir de dados obtidos no Estudo
Piloto realizado durante a construcdo do projeto de pesquisa. Todavia, tal
categorizacao sofreu diversas modificagcdes a partir dos dados obtidos na fase
principal da pesquisa. A categorizacdo para as respostas a cada item do
questionario contemplou dois aspectos: analise de desempenho em termos de
acerto e erro, abarcando as categorias “acerto”, “acerto parcial’, “erro” e “em
branco”; e andlise do procedimento seguido para a produgdo das respostas,
englobando categorias que buscaram descrever os caminhos de operacionalizacao
escolhidos pelos participantes para chegar a resposta da questao.

Para a andlise dos dados foram utilizados os seguintes procedimentos,
divididos em duas etapas:

1) Analise descritiva e inferencial em relacdo aos desempenhos globais do
instrumento: Nesta etapa foram analisados os desempenhos de forma global,

buscando-se analisar se 0 mesmo mostrava-se coerente em relagdo ao nivel de
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dificuldade esperado das questdes, bem como verificar possiveis relacées entre os
desempenhos e varidveis como turma, modelos do instrumento e género.

2) Analise multidimensional: buscou-se evidenciar conjuncdées de aspectos
em estudo e relagbes sistematicas entre os mesmos, de forma a avangar no
entendimentos das dificuldades e descricdo dos elementos constitutivos do campo
conceitual algébrico em estudo.

3) Analise descritiva e inferencial dos resultados obtidos na analise

multidimensional.
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10 RESULTADOS

Seguindo as etapas descritas anteriormente, o0s resultados serdo
apresentados da seguinte forma:

- Andlise descritiva inferencial: andlises gerais do desempenho dos
participantes ao responderem as questdes do instrumento: verificagdo do total de
acertos e erros, verificacao do grau de dificuldade imposto pelo instrumento, média e
desvio padrao.

- Andlise multidimensional: utilizaremos esta analise para verificar quais
variaveis (itens do instrumento) segundo tal andlise mostraram-se eficazes na

classificacao de grupos de sujeitos que responderam o questionario.
10.1 Instrumento de avaliacdo e desempenho dos participantes

Conforme foi discutido na secao anterior, o instrumento proposto na pesquisa
tinha como preocupacédo englobar elementos considerados como relevantes para o
Campo Conceitual Algébrico. Desta forma, ap6s a aplicacdo do instrumento era
importante refletir se o grau de dificuldade imposto corroborava as expectativas dos
professores-juizes e também da classificacao inicial de sua construcdo. Em relacao
a esta preocupacao, foi realizado um teste de normalidade de distribuicdo dos
escores de desempenho dos alunos participantes. O teste de Kolmogorov-Smirnov
para normalidade da curva permitiu verificar que a referida distribuicdo dos escores
de desempenho dos estudantes nas questdes descritivas, nos problemas e no
instrumento como um todo segue um padrao de normalidade (Questdes descritivas:
k-s=.85, problemas: K-s=.75 e Desempenho geral: k-s=0.59). Tais resultados

indicam que a distribuicdo de dificuldade nas questdes do instrumento foi adequada.
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Todavia, devido ao niumero de participantes optou-se pela realizagdo de testes nao-
parameétricos para as demais analises.

Lembramos que a classificacao dada pelos professores-juizes foi a seguinte:

Nivel de dificuldade atribuido pelos professores
Facil Médio Dificil
Des_1, Des_3, Des_4, Des_2, Des_6, Des_7, Q4, Q18,
Des 5, Des 9, Q2, Q6, Q8, Des_8, Des 10, Des_11,
Q9, Q10, Q11A, Q11B, Q11C, | Des_12, Des_13, Q1, Q3, Q4,
Q13, Q15, Q19, Q22, Q24 Q5, Q7,Q11D, Q12, Q14,
Q16, Q17, Q20, Q21, Q23
Quadro 12: Distribuicdo das questdes em relacdo aos niveis de dificuldades segundo classificagao
dada pelos professores.

Questoes

Conforme pode ser observado no quadro 12 o0s professores-juizes
consideraram que a distribuicdo das questdes do instrumento concentra-se nos
niveis médio e facil, o que em principio permite considerar que se propds um
instrumento viavel, ou até mesmo facil, com piso e teto de dificuldade compativeis
com o0s objetivos pedagogicos estabelecidos para o ensino da algebra no nivel
Fundamental 1l (conforme discutido na secao 7). Todavia, quando os dados de
avaliacao dos professores, resumidos pelo quadro 12, sdo cotejados com o perfil de
normalidade de distribuicdo verificado e comentado mais acima, verifica-se uma
distorcdo: se o perfil de escores de desempenho dos participantes aproxima-se da
normalidade, entdo poucas questdes (cerca de 5%) estariam em um nivel facil e
dificil, enquanto 95% estariam num nivel mediano. Tal constatagdo n&o se coaduna,
portanto, com a classificacdo empirica dos professores-juizes. A atitude dos juizes
sugere estudos posteriores acerca de variagao de padrdes de julgamento em funcéo
do desempenho efetivamente verificado, porém ambas as classificacées sugeriam a
viabilidade do instrumento em relacdo ao nivel de dificuldade para a amostra

escolhida.
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Retornando novamente a discussdo dos desempenhos, observou-se que a
média de desempenho no instrumento, e separadamente nas questdoes descritivas e
problemas, permaneceu proxima a média escolar nacional (5 em 10 ou 50 pontos

em 100), conforme pode ser observado na tabela abaixo:

Tipos de Escores médios de desempenho observados
questao Desvio
Minimo Maximo | Média Padrao
Descritivas 6,06 112,12 68,442 21,092
Questdes 18,63 90,20 54,291 18,961
problemas
Total no 21,28 87,94 55,350 17,059
instrumento

Tabela 3: Percentuais médios de acerto dos participantes nas questdes descritivas, problemas e no
instrumento como um todo.

Além disso, as médias em relacdo as questdes descritivas, aos problemas e
no instrumento integralmente sdo razoavelmente préximas, conforme pode ser
observado na tabela acima. Sobre possiveis diferencas nesses desempenhos em
relacdo as turmas, modelos do instrumento (foram utilizados quadro modelos,
alternando o ordenamento das questdes) e sexo, observou-se que:

- Segundo o teste Kruskal-Wallis para distribuicbes nao-paramétricas, ha
uma diferenca estatisticamente significativa (p<0,01) entre os desempenhos
descritos acima quando se comparam as turmas. Logo infere-se que nao as
dificuldades nao possuem relacdo com o desempenho dos estudantes. Como pode

ser observado a turma 1 possui médias bastante inferiores as demais:

Turma N Posto Médio
Desempenho_Descritivas | "Turma A" 32 24,22
"Turma B" 27 46,85
“Turma C” 11 40,45
Total 70
Desempenho_Problemas "Turma A" 31 2277
"Turma B" 27 51,96
“Turma C” 11 27,82
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Total 69

Desempenho_Geral "Turma A" 31 22,10
"Turma B" 27 52,00
“Turma C” 11 29,64
Total 69

Tabela 4: Postos médios de cada variavel em relagéao as turmas.

Desempenho_Descri  Desempenho_Proble

tivas mas Desempenho_Geral
Chi-Square 18,959 32,247 33,014
DF 2 2 2
Asymp. Sig. 1000 ,000 ,000

Tabela 5: Resultados do teste Kruskal Wallis agrupado de acordo com a variavel turma.

- Utilizando-se o teste Kruskal-Wallis verificou-se ainda que nao ha diferencas
estatisticamente significativas para os trés desempenhos e os modelos do
instrumento, e com isso infere-se que o ordenamento das questbes e fatores
relacionados ao desgaste durante resolucdo do instrumento nao influenciaram o

desempenho dos estudantes, conforme pode ser observado nas seguintes tabelas:

Posto
Modelo_Instrumento N Médio
Desempenho_Descritivas | Modelo 1 16 38,75
Modelo 2 16 31,41
Modelo 3 18 37,67
Modelo 4 20 34,23
Total 70
Desempenho_Problemas | Modelo 1 16 37,84
Modelo 2 15 34,27
Modelo 3 18 34,44
Modelo 4 20 33,78
Total 69
Desempenho_Geral Modelo 1 16 38,44
Modelo 2 15 33,27
Modelo 3 18 35,08
Modelo 4 20 33,48
Total 69

Tabela 6: Postos médios de cada variavel em relacao ao modelo do instrumento.
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Desempenho_ | Desempenho_ | Desempenho_
Descritivas Problemas Geral
gh" 1,343 430 698
quare
DF 3 3 3
g\?’ymp' 719 934 874
ig.

Tabela 7: Resultados do teste Kruskal Wallis com agrupamento da variavel modelo no instrumento.

- Utilizando o teste U de Mann-Whithney ndo foram verificadas diferengas

estatisticamente significativas entre os desempenhos em funcéo do género:

Posto Soma dos
Sexo N Médio Postos
D%Sem"?‘?”ho MENINA 26 | 3531 918,00
_Descritivas
MENINO 44 35,61 1567,00
Total 70
D%sempenho MENINA o5 38,88 972.00
_Problemas
MENINO 44 32,80 1443,00
Total 69
Deseénpenho MENINA 25 | 3876 | 969,00
_Geral
MENINO 44 32,86 1446,00
Total 69

Tabela 8: Postos médios de cada variavel em relagéo ao género.

Desempenho_ | Desempenho_ | Desempenho_
Descritivas Problemas Geral
Mann-Whitney U 567,000 453,000 456,000
Z -,061 -1,211 -1,174
Asymp. Sig. (2- 951 226 240
tailed) ’ ’ ’

Tabela 9: Resultados dos testes estatisticos utilizando a variavel de agrupamento “género”.

De forma sucinta, observa-se que as variaveis sexo, turma e professor nao
apresentam correlagdo com o desempenho dos estudantes.

Buscou-se igualmente analisar se os alunos que possuem um bom
desempenho na parte descritiva também teriam um bom desempenho nos

problemas ou no instrumento como um todo, bem como verificar possivel relacao
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entre 0s desempenhos e a nota

correlacado de Spearman(p):

escolar.” Para tal foi utilizado o coeficiente de

Desempenho | Desempenho | Desempenho

Descritivas Problemas Geral
Desempenho p N -
Descritivas 1,000 ,601(**) 747(*%)
Nota p N - "
Escolar A415(*%) ,536(**) ,541(**)
N 69 68 68

**Correlagao bilateral significativa para p<0,01.

Tabela 10: Tabela de correlacdes para fatores globais em relagdo ao desempenho nas questdes
descritivas e nota escolar.

Em relagdo a um possivel vinculo de desempenho entre questdes descritivas
e desempenho nos problemas constata-se uma correlacdo moderada positiva
(N=69, p=0,601, p<0,01). Notemos que tal dado permite algumas inferéncias. A
correlacdo do desempenho nas questdes descritivas e desempenho geral no
instrumento segue a mesma tendéncia, porém apresenta indice um pouco maior
(N=69, p=0,747, p<0,01). Ou seja, existem as evidéncias de que um bom
desempenho nas questées descritivas fosse implicar em um bom desempenho nos
problemas e no instrumento como um todo ndo séo tdo fortes, mas ndo podem ser
desconsideradas como um dos fatores de contribuicdo. Em relagéo a estes fatores,
€ importante considerar que as questdes descritivas foram inseridas no instrumento
para tentarmos nos aproximar de um meio de avaliar a forma predicativa’ do
conhecimento algébrico, isto é, verificar como os alunos explicitam os objetos
matematicos (VERGNAUD, 1996) de que fazem uso. Segundo Vergnaud (1997) “[...]

conceitos explicitos e teoremas permitem aos estudantes explicitar seu

' Média escolar de matematica (geometria e algebra) para o trimestre anterior & aplicagido do
instrumento aos participantes.
'* Para Vergnaud (1996) o conhecimento possui uma forma operatéria, isto €, o saber-fazer e uma
forma predicativa, ou seja, saber explicitar os objetos e suas propriedades.
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conhecimento e discutir se tal conhecimento é apropriado e valido” (p.28, traducao
nossa), além disso, para a ciéncia, os conceitos e teoremas sdo explicitos
(VERGNAUD, 1990, p.141). Isto é, quando falamos de um conhecimento cientifico,
como no caso dos conceitos matematicos, a explicitacdo seria posterior a
construcdo dos esquemas e teoremas-em-acdo. Desta forma, se um estudante tem
um bom desempenho nas questbes descritivas, isto intuitivamente poderia sugerir
que seu desempenho nos problemas relativos a estes conhecimentos deveria ser
maior. Todavia, em vista desta correlacao ser moderada, ha que se observar que no
instrumento esse tipo de movimento nao foi tdo evidente. Uma das possiveis causas
pode ser o fato dos estudantes estarem pouco habituados a explicitarem conceitos
matematicos. Isto é, a grande preocupacao no “saber fazer’ e pouca no “saber
explicitar 0 que se sabe fazer” pode ter sido um fator de dificuldade por parte dos
participantes.

Houve fraca correlagdo, porém significativa, entre os desempenhos e a nota
escolar o que pode ter ocorrido por dois motivos:

1) A nota escolar apresentada é uma média entre as disciplinas de algebra e
geometria, entdo nao reflete necessariamente seu desempenho escolar em algebra,
e sim nos conceitos matematicos aprendidos até o primeiro trimestre.

2) Um bom desempenho no instrumento indica (pelo menos é o que se
espera) que o estudante domine os conceitos sugeridos para algumas situagdes e
representacées que podem ser diferentes das habituais em sala de aula (como no
caso das questdes descritivas, utilizacdo da balanca e etc). Ou seja, embora viavel
segundo a avaliacdo dos professores, as questdes propostas no instrumento podem
ir de encontro com a realidade das atividades e avaliacbes matematicas desses

estudantes.
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Tendo em vista a impossibilidade de discutir pontualmente as dificuldades em
cada item do questionario, recorreu-se entao ao procedimento de analise descritiva
multidimensional para variaveis categoricas (nominais) de forma a determinar quais
variaveis foram mais relevantes na determinacao das dificuldades encontradas pelos

estudantes.
10.3 Anéalise multidimensional

As respostas dos participantes as questdes problemas foram submetidas a
procedimento de analise descritiva multidimensional para varidveis categoricas
(nominais), utilizando-se algoritmo de analise do tipo 'analise de agrupamentos em
duas etapas' (TwoStep Cluster Analysis), disponivel em versao informatizada no
aplicativo SPSS (Statistical Package for Social Sciences™) - versao 15 (SPSS,
2006). Tal algoritmo € uma ferramenta exploratdéria desenhada para revelar
agrupamentos (clusters) de variaveis e/ou sujeitos em conjuntos de dados,
agrupamentos estes que nao se mostrariam facilmente por inspecdo direta ou
consideracao isolada e sequencial das informacdes (para mais informacdes acerca
do referido procedimento consultar STATSOFT, 2009).

A supracitada analise evidenciou a existéncia de dois grandes agrupamentos

(clusters) de variaveis (questdes do instrumento), conforme quadro-resumo abaixo:

Agrupamentos N % do total de | % do total de
(clusters) participantes sujeitos
validos

1 35 50,7 50,0

2 34 49,3 48,6

Total de participantes 69 100 98,6

validos

Casos excluidos 1 - 0,4
Total de sujeitos 70 - 100

Quadro 13: Distribuicdo dos efetivos dos agrupamentos encontrados por procedimento de anadlise
descritiva multidimensional de agrupamentos realizada a partir das variaveis injetadas para a analise.
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Conforme evidenciado pelo quadro acima, os dois agrupamentos obtidos

aproveitaram quase a totalidade dos sujeitos (apenas um sujeito foi excluido), e os

efetivos de cada agrupamento foram praticamente idénticos (35 e 34 participantes).

Tendo em vista o nivel de exigéncia estabelecido para o aproveitamento de

variaveis na construcao da particao (p< 0,05 para valores de qui-quadrado), do total

de 66 variaveis (todos os problemas do questionario e respectivos procedimentos,

sem os itens descritivos D1 a D13, que ndo se mostraram estatisticamente

relevantes como contribuintes para a construcdo dos agrupamentos) tratadas,

apenas quatorze variaveis sobreviveram a este crivo de exigéncia, conforme descrito

no quadro 14 abaixo:

Cddigo da Nome da variavel Aspecto explorado

variavel

Q1 Desempenho em problema Sistema de equagéao do primeiro grau com
que pode ser resolvido duas incognitas ou equagao do primeiro grau
utilizando sistema de com uma incognita
equacgdes do primeiro grau
com duas incégnitas ou
equacao do primeiro grau.

Q1_tr Tipo de procedimento adotado | Caminho de resolugéo escolhido para a
para resolver problema abordagem do problema.
descrito acima.

Q2 Desempenho em problema de | Operag¢des com termos algébricos aplicados

determinacao da area e
perimetro de um retangulo
com lados representados por
termos algébricos.

a situacdo geométrica de determinacao de
area e perimetro.

Q2_tr_perimetro

Tipo de procedimento adotado
para determinagéo do
perimetro de figura com
medidas dos lados
representadas por termos
algébricos.

Caminho de resolugéo escolhido para
resolucao do problema.

Q11B Desempenho em resolugédo de | Equacao do primeiro grau com termos
equacao do primeiro grau do fracionarios.
tipo ax=c+d com termos
fraciondrios.

Q15 Desempenho na determinagédo | Multiplicagcao de bindmios (utilizacdo da
de &rea e perimetro de propriedade distributiva da multiplicacao em
retangulo cujos lados sao relagdo a soma).
representados por expressoes
algébricas.

Q16A Desempenho em fatoragdo de | Fatoragdo de expressao algébrica.
expressao algébrica com fator
algébrico comum.

Q16B Desempenho em fatoracdo de | Fatoracdo de expressao algébrica.
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expressao algébrica
denominada diferenga de dois
quadrados.

inequacao utilizando a
representagdo da balanga de
dois pratos.

Q16B_tr Tipo de procedimento adotado | Caminho de resolugdo escolhido para a
para realizar a fatoragéo de abordagem do problema.
uma expressao algébrica do
tipo diferenca de dois
quadrados.

Q1eC Desempenho em fatoragdo de | Fatora¢do de expressdo algébrica do tipo
uma expressao algébrica do trinémio quadrado perfeito.
tipo trinbmio quadrado perfeito

Q17_tr Tipo de procedimento adotado | Caminho de resolugéo escolhido para a
para simplificagdo de uma abordagem do problema.
expressao algébrica.

Q19C Desempenho em resolugéo de | Produto notavel do quadrado da diferenca de
produto notavel do quadrado dois termos.
da diferenca de dois termos.

Q20 Desempenho em problema Fatoragdo aplicada em um contexto
envolvendo area de figura com | geométrico (area).
medidas representadas por
expressoes algébricas.

Q22 Desempenho em problema de | Inequacgéo e entendimento da representacao

de uma situacao de desigualdade na balanca
de dois pratos.

Quadro 14: Descricao das varidveis que contribuiram significativamente para a particdo do conjunto
de dados analisados em dois agrupamentos.

A seguir serdo detalhadas uma a uma as caracteristicas apontadas pela

analise multidimensional para cada uma das variaveis descritas no Quadro 14 e que

foram determinantes para a formagao dos dois grupos.

Para a questao Q1, apresentada abaixo, temos as seguintes informacoes:

Q1.

A soma das idades dos irmdos Paulo e Bruno é 40. A idade de Bruno é

igual a idade de Paulo mais 18. Qual a idade de cada um dos irmaos?
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Grafico 2 : Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questado Q1 em relacdo ao respectivo grupo.

Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
1 9| 90,0% 10 | 83,3% 4| 66,7% 12 | 29,3%
g 2 1| 10,0% 2] 16,7% 2| 33,3% 29 | 70,7%
8 Total 10 1 00(,)2 12 1 0082 6 1 00(,)2 41 1 00(,)2

Tabela 11: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdo Q1 em relacdo aos grupos.

Conforme o grafico 2 e tabela 11 acima, a categoria de resposta “Acerto” foi
aquela de maior contribuicdo a particado dos agrupamentos 1 e 2 para a questao Qf1,
com um total de 41 dos 69 sujeitos tendo acertado; nota-se contudo que a
distribuicdo dos acertos nessa questdo caracterizou o agrupamento 2, com 70,7%
das 41 respostas, enquanto que o agrupamento 1 teve 29,3% das respostas de
acerto. Coerentemente, a categoria “Erro” teve distribuicdo inversa, com maior
predominio desse tipo de resposta para Q1 para o agrupamento 1 (83,3% das 12

respostas). Os sujeitos do agrupamento 1 foram igualmente aqueles onde se
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concentraram as respostas “Em branco”: das 10 respostas em branco verificadas, 9
foram dadas por sujeitos do agrupamento 1, contra apenas 1 de um sujeito do

agrupamento 2.

Em relacdo a esta questdo, os tipos de procedimento adotados pelos

participantes distribuiram-se da seguinte forma:

Q1_tr

Utiliza sistema de equacdo

de grau 1 com duas

incognitas.

Monta equac3do de grau 1

e resolve.

l Estratégia aritmética:

] Subtrai diferenca e divide
resultado, encontrando a

idade do mais novo.

Monta sistemna mas utiliza

outra estrégia de

m reﬁdugﬁoe(%ntaﬂ?a e
erro, nao evidencia os

calculos ou ndo

prossegue).

| ] Outros

[B M3o se aplica.

Cluster
(o]
|

1 1 1 1 |
20 40 60 80 100

Percentual no Cluster

Grafico 3: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q1_tr (procedimento utilizado) em relagdo ao respectivo grupo.
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Monta
sistema mas
Estratégia utiliza outra
aritmética: estrégia de
Subtrai resolucao
Utiliza diferenca e (tentativa e
sistema de divide erro, nao
equagéao de Monta resultado, evidencia os
grau 1 com | equacdo | encontrando | calculos ou
duas degrau1 | aidade do nao Nao se
incognitas. | e resolve. | mais novo. prossegue). QOutros aplica.
Fr | Perc
Fre | Perc. | eq . Freq | Perc. | Fre | Perc. | Fre | Perc. Perc.
q. (%) (%) . (%) q. (%) q. (%) | Freq. | (%)
% 1 5| 152 | 5| 55,6 6 857 8| 100,0 21 100,0 9 90,0
>
o
4 28| 84,8 | 4| 444 1| 14,3 0 ,0 0 ,0 1| 10,0
331000 9 9% 7041000 8 1000 2 1000 10 100,0
Total 0

Tabela 12: Distribuicdo da porcentagem de participantes vélidos para cada modalidade de resposta
da questao Q1_tr (procedimento utilizado) em relagéo aos grupos.

Observa-se, conforme grafico 3 que para o agrupamento 1 a categoria “Nao
se aplica™® é a que mais contribui para a determinagdo deste, em contrapartida, para
0 agrupamento 2, observa-se que a utilizacdo de sistema de equacao do 1° grau
com duas incégnitas é o procedimento mais adotado por estes, representando
84,8% desta categoria (conforme tabela acima).

Na tabela 12 observa-se que o procedimento “Monta equacgédo de grau 1 e
resolve” possui distribuicdo pouco diferenciada para os grupos. Para aqueles que
optaram pela estratégia aritmética a grande maioria (85,7%) pertence ao
agrupamento 1 e ha somente um representante do agrupamento 2 nesta categoria

(14,3%). Conforme a tabela é possivel verificar que para os procedimentos “Monta

sistema, mas utiliza outra estratégia de resolucao (tentativa e erro, ndo evidencia os

A categoria “Nao se aplica” corresponde a uma classificagdo das respostas daqueles participantes
que ndo indicaram procedimento. A diferenciagdo para notacdo “Em branco” deve-se ao fato de
analisar o tipo de estratégia adotada, e como isto ndo ocorre nao é possivel determinar o tipo de
procedimento.
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calculos ou ndo prossegue” ou “Outros” existem apenas integrantes do agrupamento
1 e, dentre os que nao apresentaram procedimentos (categoria “Nao se aplica”) 90%
das respostas também sao de participantes do agrupamento 1, e apenas 10% das
respostas (1 sujeito) é do agrupamento 2.

Desta forma, observa-se que para o agrupamento 1 é aquele que é
caracterizado pelos que acertam a questao Q1, porém com percentual muito inferior
ao segundo agrupamento (29% contra 71% aproximadamente). Em termos de
procedimento este grupo ndo apresenta ou utiliza mais de um procedimento na
tentativa de resolver. Ja o agrupamento 2 é aquele que acerta a questao Q1
utilizando um procedimento mais sofisticado (sistema de equacdes do primeiro grau
com duas varaveis), isto é, um procedimento aprendido no 8¢ ano.

Ou seja, as respostas a Q1 sugerem que o agrupamento 1 apresentou
dificuldade para a resolugdo de um problema envolvendo equagdes do primeiro
grau, sendo a categoria de maior frequéncia referentes a auséncia de
procedimentos. Em contrapartida os integrantes do agrupamento 2 acertam e
utilizam um procedimento aprendido no 8° ano que envolve mais operacoes
algébricas: sistema de equacdes. Lembramos que a utilizacdo de uma equacao
pode ser mais complexa para montagem, mas em termos de procedimentos a
estratégia de sistema de equacdes exige menos procedimentos.

Em relacdo a questdo Q2, abaixo, temos:

Q2. Qual a area e o perimetro da figura abaixo?

H ]

1 []
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Grafico 4: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta

da questao Q2 em relagao ao respectivo grupo.

Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
1 8 100,0 9 81,8 11 47,8 7 25,9
2
I 0 ,0 2 18,2 12 52,2 20 741
)]
>
& Total 8| 100,0 11 100,0 23| 100,0 27 | 100,0

Tabela 13: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q2 em relagao aos grupos.

Para a questdo 2, a resposta que mais caracteriza o agrupamento 1 é o
“Acerto Parcial” os quais representam 52% desta categoria e 0s 47,8% restantes (11
sujeitos) integram o agrupamento 2. Todavia, a mesma ndo passou no teste de
significancia para o agrupamento 1, o que sugere cautela em relagao aos dados
apresentados para este grupo.

Ja para o agrupamento 2 o “Acerto” possui maior potencial de categorizagao.
Para a categoria acerto apenas 25,9% (7 participantes) das respostas € proveniente
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de participantes do agrupamento 1. Dentre as categorias “Erro” e “Em Branco”,

novamente ha maior percentual de respostas provenientes dos participantes do

agrupamento 1, com percentuais de 81,3% e 100%, respectivamente. Apenas 2

respostas completamente erradas (18,2%) foram dadas por integrantes do grupo 2.

da questao Q2_tr em relagdo ao respectivo grupo.

Os procedimentos adotados se distribuiram da seguinte forma:

Cluster

Overall

Q2_tr_penmetro

Determina perimetro como
soma de dois |lados:
P=ath.
Indica resposta sem
rar termos

=] g?nelhantes
(P=a+a+b+b).
Opera termos
] sepn?elhantes, indicando
perimetro como 2a+2b.
Apresenta dificuldade na
operacdo de soma de
[l termos alzgébncos

(P=a2+bZ ou p=2ab ou
a2b2 ou 4ab).
[ ] Em branco

T
20

T
40

T
60

Percentual no Cluster
Grafico 5: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta

80

Indica resposta

Opera termos

di

operagao de
soma de termos

Apresenta
ficuldade na

Determina sem operar semelhantes, algébricos
perimetro como termos indicando (P=a2+b? ou
soma de dois semelhantes perimetro como | p=2ab ou a2b? ou
lados: P=a+b. (P=a+a+b+b). 2a+2b. 4ab). N&o se aplica
Perc. Perc. Perc. Perc. Perc.
Freqg. (%) Freqg. (%) Freqg. (%) Freqg. (%) Freqg. (%)
1 3 100;,? 7| 77,8% 4| 13,3% 6| 66,7% 15 | 83,3%
[0
‘g 2 ,0% 22,2% 26 | 86,7% 33,3% 3| 16,7%
o Total 100% 100% 30 | 100% 100% 18 | 100%

Tabela 14: Distribuicdo da porcentagem de participantes

da questao “Q2_tr perimetro” em relagdo aos grupos.

vélidos para cada modalidade de resposta

110



Conforme o grafico acima, a categoria “Branco” é a mais representativa para
o agrupamento 1, com 15 das 35 respostas nesta categoria. Ou seja, quase metade
deste agrupamento nido fez esta questao, contraponto com apenas 3 sujeitos do
agrupamento 2, que segundo a tabela 14 representam 16,7% das respostas nesta
categoria.

Ja para o agrupamento 2 a resposta que mais contribuiu para a formacgao
deste foi “Opera termos semelhantes, indicando perimetro como 2a+2b”. Dentre os
integrantes do grupo 2 a grande maioria esta nesta categoria: 76,5% do grupo ou 26
sujeitos. Comparando os grupos, apenas 4 sujeitos do agrupamento 1 estdo nesta
categoria, todavia, dentre aqueles que ‘“Indica resposta sem operar termos
semelhantes (P=a+a+b+b)” 77,8% sdo do agrupamento 1, o qual representa
também 100% daqueles que “Determina perimetro como soma de dois lados:
P=a+b.” e 66,7% dos que “Apresenta dificuldade na operacdo de adi¢gdo de termos
algébricos (P=a?+b? ou p=2ab ou a2b? ou 4ab).”

Como podemos observar novamente o agrupamento 1 sugere dificuldade,
lembramos que esta € uma questdo de resolucdo de equacdo. Para este grupo,
somando aqueles que nao apresentaram procedimento (15) com aqueles que
utilizaram alguma estratégia incorreta’”” (9) temos um percentual de
aproximadamente 69%. Em contrapartida o agrupamento 2 além de ter a maioria
dos acertos apresenta 86% de respostas corretas e mais econémicas: P=2a+2b

Para a questdao 11B, que indica o desempenho em uma equacao do tipo

ax=bx+c," houve a seguinte distribuicéo:

" P=a+b ou P=a2+b? ou p=2ab ou a2? ou 4ab

A questdo solicitava a resolu¢ao da seguinte equagéo: 10y = — +

NN S
N |~
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Grafico 6: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdo Q11B em relagédo ao respectivo grupo.

Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
5 1 11 84,6 7| 100,0 8 57,1 9 25,7
‘g 2 2 154 0 ,0 6 429 26 74,3
o Total 13| 100,0 7| 100,0 14| 100,0 35| 100,0

Tabela 15: Distribuicao da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdao Q11B em relagao aos grupos.

No grafico acima se observa que as respostas que melhor caracterizam os
grupos 1 e 2 sao, respectivamente, “Em Branco” e “Acerto”. Observa-se que 11
sujeitos do agrupamento 1 estdo na categoria “Em Branco”. Para o agrupamento 2,

dos 34 integrantes deste grupo, 26 estdo na categoria “Acerto”, um percentual de

76,5%.
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Em relacdo a tabela 15, verifica-se que das respostas em branco 84,6% foram
dadas por participantes do grupo 1, enquanto apenas 15,4% sao do grupo 2. Ja para
a categoria “Acerto” este percentual inverte-se e 74,3% daqueles que acertaram
pertencem ao agrupamento 2, contraponto os 25,7% dos relativos ao grupo 1

Para as demais categorias, observa-se que todos os participantes que
erraram (7) pertencem ao grupo 1. E para a categoria “Acerto parcial” a distribuicao
possui percentuais préximos: 57,1% para o agrupamento 1 e 42,9% para o
agrupamento 2.

Nesta questdo, envolvendo uma equacao que exigia operacdes algébricas
com coeficientes fracionarios, novamente o agrupamento 1 demonstra dificuldade
(apenas 26% acertam completamente), enquanto para o agrupamento 2 o
percentual & de 76%.

A questido 15, que inseria operacgdes algébricas em contexto geométrico

simples, teve a seguinte distribuicdo de suas categorias de desempenho:

'® Qual expressao representa a medida da area de um retangulo cujos lados sdo representados por
“a+2” e “a+3"?
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Grafico 7: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdo Q15 em relagédo ao respectivo grupo.

Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
5 1 12 100,0 11 78,6 3 60,0 9 23,7
§ 2 0 ,0 3 21,4 2 40,0 29 76,3
(&) Total 12 100,0 14 100,0 5 100,0 38 100,0

Tabela 16: Distribuicdo da porcentagem de participantes véalidos para cada modalidade de resposta
da questdo Q15 em relagédo aos grupos.

O comportamento na questdo anterior repete-se para a questdao Q15 e,
novamente, a categoria que melhor caracteriza o agrupamento 1 é “Em Branco”
enquanto, para o agrupamento é a categoria “Acerto”.

Conforme tabela acima, 100% daqueles que nao responderam a questao (Em

Branco) pertencem ao agrupamento 1 e 23,7% dos que acertaram. Em
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contrapartida, dentre os que acertaram 76,3% estao no agrupamento 2.

Os percentuais daqueles que estdo no agrupamento 2 sdo maiores nas
categorias “Erro” e “Acerto Parcial’, com percentuais de 78,6% (ou 11 alunos) e 60%
(3 alunos) respectivamente.

Notemos que esta questao envolvia o conhecimento geométrico de area de
um retangulo com lados determinados por expressoes algébricas. Como respostas
corretas foram admitidas também aquelas que apresentavam somente a expressao
algébrica, sem realizar as operagdes. Todavia, realizando um cruzamento dos
dados, observou-se que dentre 25 participantes que resolveram o produto
corretamente, utilizando parénteses, 21 sdao do agrupamento 2.

Logo, esta questdo permitiu concluirmos que os alunos pertencentes ao
agrupamento 2 além de terem melhor desempenho sdo aqueles que conseguem
utilizar a propriedade distributiva corretamente.

A questdo Q16 (A, B e C)* que tratava dos trés principais tipos de fatoragao

teve a seguinte distribuico:

% Q16- Vocé sabe que expressoes algébricas podem ser escritas de mais de uma forma, desde que
tais formas sejam equivalentes entre elas. Um caminho para conseguir escrever uma expressao
equivalente a outra é a fatoragdo. Em relacdo aos trés polinbmios abaixo vocé poderia pensar em
caminhos de fatoracao?

a) 3x2 + 12x =
b) x2 - 36 =

C)X2+4x +4 =
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Grafico 8: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdao Q16A em relagédo ao respectivo grupo.

Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
5 1 20 87,0 10 47,6 5 294 0 ,0
9 2 3 13,0 11 52,4 12 70,6 8| 1000
(&) Total 23 100,0 21 100,0 17 100,0 8 100,0

Tabela 17: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta

da questdo Q16A em relagdo aos grupos.

Na questdo 16 item a, as categorias de maior contribuicdo foram “Em branco”

para o agrupamento 1 e “Acerto Parcial” para o agrupamento 2. E possivel perceber

que a contribuicdo é maior para o agrupamento 1, pois 57% ou 20 dos 35 deste

agrupamento estdo na categoria “Em Branco”, enquanto 35% ou 12 dos 34 daqueles

que estdo no agrupamento 2 estdo na categoria “Acerto Parcial”.
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Na tabela 17 observa-se que apenas 3 participantes que deixaram a questao
em branco pertencem ao agrupamento 2, contrapondo com os 100% (ou 10
participantes) da categoria de acerto. Para a categoria “Erro” a distribuicdo é
préxima para os dois agrupamentos: 47,6% para o 1 e 52,4% para o 2. Ja na
categoria “Acerto Parcial’ 70,6% dos participantes estdo no agrupamento 2 e apenas
5 ou 29,4% estao no agrupamento 1.

Novamente percebemos que os participantes do agrupamento 2 sdo aqueles
que possuem melhor desempenho e, em sua maioria, conseguem fatorar uma
expressao algébrica utilizando o procedimento de evidéncia de um termo em
comum. Esse tipo de fatoragdo embora seja um dos primeiros a serem aprendidos
na escola, demanda conhecimento e dominio sobre operacdes com termos
algébricos (multiplicacao e divisao) e, além disso, é preciso verificar qual € o maior
termo que pode ser colocado em evidéncia e esta é uma tarefa que nao pode ser
executada com uma regra de procedimento, exige grande potencial de abstracao.

Para o segundo tipo de fatoracao (diferenca de dois quadrados), que pode ser
resolvido, apos identificacdo deste modelo, com uma regra pratica (extraem-se as
raizes dos dois termos e indica-se a fatoragdo através do produto da soma e

subtracao desses valores) temos:
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Grafico 9: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta

da questao Q16B em relagdo ao respectivo grupo.
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Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
5 1 21 91,3 13 61,9 1 20,0 0 ,0
§ 2 2 8,7 8 38,1 4 80,0 20 100,0
O Total 23 100,0 21 100,0 5 100,0 20 100,0

Tabela 18: Distribuicdo da porcentagem de participantes véalidos para cada modalidade de resposta

da questdo Q16B em relagédo aos grupos.

Conforme pode ser observado no gréafico 9, voltamos a mesma tendéncia das

outras questdes: categoria “Em Branco” caracterizando o agrupamento 1 e “Acerto”

caracterizando o agrupamento 2.

Para a tabela acima verifica-se que dentre os que deixaram em branco a

questao 91,3% sao do agrupamento 1 e todos aqueles que acertam completamente

a questdo integram o agrupamento 2 (20 participantes). Na categoria “Erro”, a

maioria pertence ao agrupamento 1 (61,9%) enquanto na categoria “Acerto Parcial”
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apenas 1 participante (20%) esta neste agrupamento. Ao contrario, o percentual de
participantes nesta Ultima categoria para o agrupamento 2 € de 80% e para a
categoria “Erro” é de 38,1%. Isto €&, percebe-se que a grande maioria do
agrupamento 1 ndo resolve ou erra esta questdo, enquanto o agrupamento 2
demonstra dominio do procedimento ou executa o0 mesmo e erra o sinal ou o raiz
quadrada de um dos termos (acerto parcial). Logo, em um procedimento que pode
ser executado de forma mais mecanica que o item anterior, 0 desempenho do
agrupamento 1 se mantém (0 acertos) , e expressivamente melhor para o
agrupamento 2 (de 8 para 20 acertos).

Em relacdo aos procedimentos adotados, esta categoria teve a seguinte

contribuicdo para a formacao dos grupos:

Q16B._tr

Faz a fatoragdo utilizando
E regra da diferenca de dois

quadrados.

Justifica sua resposta

apenas com sim ou ndo.
Transforma em equacio

quaca

Indica express3o que ndo
& equivalente, operando

o ou nao de forma incorreta

0s termos.

Propde expressio

] algebrica equivalente, mas

nao a forma fatorada

esperada.

[l Outros

7] N3o se aplica

Cluster
(=]

Owerall

I I 1 I I 1 )
0 10 20 30 40 50 60

Percentual no Cluster
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Grafico 10: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta

da questao Q16B_tr em relagao ao respectivo grupo.

Indica ~
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expressa ~
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F o que
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utilizando resposta Transform nte equivalen Nio se
regra da P aem ’ te, mas Outros .
) apenas = operando ~ aplica
diferenca . equagao ~ nao a
. com sim ou nao
de dois = forma
ou nao. de forma
quadrados. : fatorada
incorreta
esperada
0s
termos.
Perc Perc Perc | Fre | Perc Perc Perc Perc
Freq (%) Freq (%) Freq (%) q (%) Freq (%) Freq (%) Fre. (%)
1 1 5 5| 71 3| 50 4| 80 0 0 1] 33| 21| 91
*%2 20| 95 2] 29 3| 50 1] 20 41100 2| 67 2 9
O Total 21 | 100 71100 6| 100 51100 41100 3[/100| 23| 100

Tabela 19: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q16B_tr em relagédo aos grupos.

Corroborando os resultados da andlise na questao anterior, o grafico e tabela
acima indicam que a categoria “Nao se aplica” contribui de forma expressiva para o
agrupamento 1, de forma que 91% daqueles que ndo responderam pertencem ao
agrupamento 1, contrapondo com 9% para aqueles do agrupamento 2. Para o
procedimento “Faz a fatoracao utilizando regra da diferenca de dois quadrados” 95%
das respostas classificadas nesta categoria foram dadas por integrantes do
agrupamento 2.

Nas outras categorias, observa-se que aquela mais proxima ao valor de
referéncia deste item (Propbe expressao algébrica equivalente, mas nao a forma

fatorada esperada), alto de

novamente ha um percentual integrantes do
agrupamento 2: 100% dos participantes. Interessante observar que os sujeitos nesta
categoria sdo aqueles que compreendem o processo de fatoragcéo, pois fatoram de

forma isolada cada um dos termos, mas nao utilizam o procedimento esperado
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(descrito acima). Dentre aqueles que estdo nas categorias “Justifica sua resposta
apenas com sim ou nao.” e “Indica expressao que nao é equivalente, operando ou
ndo de forma incorreta os termos.” a maioria pertence ao agrupamento 1, com
percentuais de 71% e 80% respectivamente, o que indicaria ndo compreender o que
€ 0 processo e o0 conceito de fatoracdo. A categoria “Transforma em equacao”
apresenta percentuais iguais para os integrantes de cada um dos agrupamentos, o
que nao demonstra grande novidade, visto que este € um dos erros comuns no
processo de fatoragao, conforme aponta Burigato (2007).

Para o ultimo tipo de fatoracao avaliado no instrumento, fatoracdo do trinémio
quadrado perfeito, houve a seguinte contribuicdo dos resultados para a formacéao

dos agrupamentos:

Q16C
[l Em branco
B Erro
] Acerto parcial
B Acerto
| ™
O
w2
=
[&]
Owerall
I T T T
0 20 40 60

Percentual no Cluster
Grafico 11: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q16C em relagdo ao respectivo grupo.
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Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
o 1 22 84,6 12 52,2 1 20,0 0 ,0
% 2 4 15,4 11 47,8 4 80,0 15| 100,0
5 Tota 26 | 100,0 23| 100,0 5| 100,0 15| 100,0

Tabela 20: Distribuicdo da porcentagem de participantes véalidos para cada modalidade de resposta
da questdo Q16C em relagdo aos grupos.

De acordo com o grafico 11 e tabela 20, observa-se que a categorias que
mais contribuiram para a constituicdo dos agrupamentos 1 e 2 foram “Em Branco” e
“Acerto”, respectivamente.

Em relacdo a distribuicdo dos desempenhos, a categoria “Em Branco” e
“Erro” sdo formadas, em sua maioria, pelos integrantes do grupo 1, com percentuais
aproximados de 85% e 52%. As demais categorias possuem percentuais superiores
para o Grupo 2, sendo que dentre os que acertaram, todos sdo deste agrupamento.

Este tipo de fatoracdo é muito utilizado ao longo do ensino da matematica e,
em termos de processo de resolucao € bastante parecida com a questao anterior, ou
seja, feita a identificacdo do tipo de fatoracdo o processo exige apenas a extracao
das raizes dos quadrados perfeitos indicando-se como resposta a soma desses dois
termos. Logo, existe a necessidade do dominio das operagdes aritméticas e
algébricas e do procedimento de fatoragdo. Analisando os erros apresentados, dos
15 participantes que apresentaram erro nas operacdes, dos quais 9 sao do
agrupamento 1 e 6 do agrupamento 2. Os demais que apresentaram erros no

processo de fatoragéo.
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Em relagcdo ao processo de simplificacdo de uma expressao algébrica,

solicitado na questédo 17,%' houve a seguinte distribuicdo dos procedimentos:

Q17 _tr
: Faz fatorac3o completa.

Resolve a nmlliplica%ﬁo do

denominador e simplifica

sem fatorar.

| Fatora de forma incomreta

ou ndo

[l Transforma em equacio.

Indica como resposta uma

] fracdo resultante da
multiplicacio dos termos

do denominador.

Outros

Mo se aplica

Cluster

I T 1 I 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Percentual no Cluster

Grafico 12: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdo Q17_tr em relagao ao respectivo grupo.

2 Q17- Simplificando a fragdo abaixo, qual expressio vocé obtém?
x2-9

x(x+3)

123



Indica
como
Resolve resposta
a uma
multiplica | Fatora de fracao
Faz cao do forma Transfor | resultante N
~ . . ao se
fatoracdo | denomina | incorreta ma em da Outros aplica
completa. dor e oundo | equagdo. | multiplica
simplifica | fatora. ¢ao dos
sem termos
fatorar. do
denomina
dor.
Freq Ts:)c Freq T;: )C Freq Ts:)c Freq Ts:)c Freq T;: )C Freq Ts:)c Freq Ts:)c
1 0 0| 11| 73 1] 20 31100 6| 55 2(100| 12| 93
%2 20 | 100 4| 27 4| 80 0 0 5| 45 0 0 1 8
o Totl 20 | 100 | 15 100 51100 3/100| 11100 2(100| 13| 100

Tabela 21: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q17C_tr em relagdo aos grupos.

Para a variavel 17C_Procedimento as categorias que melhor contribuiram
para a formacdo dos grupos foram “Resolve a multiplicacdo do denominador e
simplifica sem fatorar” e “Nao se aplica” para o agrupamento 1, enquanto a que
melhor definiu o agrupamento 2 foi “Fatora completamente”, sendo que esta ultima
(conforme grafico 12) s6 €& composta por estes integrantes. Notemos que o
processo de fatoracdo é essencial para a simplificacdo desta fracdo algébrica, logo
se ndo € feita a fatoracdo ou de forma incorreta a simplificacdo estara também
incorreta.

As demais categorias, que informam algum tipo de erro na referida questao,
apresentaram percentuais mais elevados para o agrupamento 1. Isto &, dentre os
que estdo nas categorias “Resolve a multiplicagcdo do denominador e simplifica sem

fatorar”,

Transforma em equacao.”, “Indica como resposta uma fragéo resultante da
multiplicacdo dos termos do denominador.”, “Outros” e “Nao se aplica” os
percentuais para o agrupamento 1 sdo de 73%, 100%, 55%, 100% e 93%. O

agrupamento 2 sO supera os percentuais para as categorias “Fatora de forma
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incorreta ou nao fatora” com 80% e “Fatora completamente”, conforme discutido
acima. O que evidencia novamente que 0 agrupamento 2 apresenta melhor
desempenho nas tarefas envolvendo processo de fatoracdo e também
compreensao os conceitos de simétrico aditivo e oposto multiplicativo fundamentais
para executar corretamente o processo de simplificacao.

Ainda no dominio da éalgebra estrutural, a questdo Q19C* que solicitava a

resolucao de um produto notavel do tipo (a-b)2 teve a seguinte distribuicao:

Q19c

[ Em branco
[ Erro

[ Acerto parcial
B Acerto

Cluster

T T T
20 40 60

Percentual no Cluster

Grafico 13: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q19C em relagao ao respectivo grupo.

% Q19- Resolva os produtos abaixo:
a) (x+3) (x-3) =
b) (x+4)2=

c) (x-5)2=
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Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
5 1 5 100,0 15 62,5 10 71,4 5 19,2
§ 2 0 ,0 9 37,5 4 28,6 21 80,8
(&) Total 5 100,0 24 100,0 14 100,0 26 100,0

Tabela 22: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q19C em relagdo aos grupos.

A questdo acima nao passou no teste de significancia para a determinagéo do
agrupamento 1, todavia ficou bastante préxima ao valor de corte. Embora isto tenha
ocorrido, observa-se que os resultados obtidos ndo contradizem as demais
questodes, visto que as categorias que mais colaboraram foram “Erro” para o grupo 1
e “Acerto” para o grupo 2. Observa-se que o potencial de contribuicdo € maior para o
agrupamento 2, visto que a maioria dos participantes que estdo nesse grupo
acertaram, isto € 21 de 34 ou 62%. As demais categorias apresentam maiores
distribuicbes para os integrantes do agrupamento 1. Todos o0s que deixaram em
branco, 62,5% dos que erraram e 71,4% dos que acertaram parcialmente pertencem
a este agrupamento. Novamente temos uma questdo que exige essencialmente a
identificacdo do tipo de produto notavel e aplicacdo de determinada regra apresenta
baixo percentual de acerto. Tal dificuldade pode estar associada ao sinal do produto,
que exige uma adaptacado a regra de acao para a determinacao deste produto
notavel.

A gquestdo Q20* trazia o conceito de fatoragdo aplicado em uma situagdo

geomeétrica apresentou a seguinte distribuicéo:

8 Q20- Um retangulo tem sua area representada pela expressdo a2 -16. Se uma das medidas dos
lados é indicada por a+4 qual expressao representa a medida outro lado?
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Q20

[l Em branco
& Ermo

[ Acerto parcial
B Acerto
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Percentual no Cluster

Grafico 14: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questdo Q20 em relagéo ao respectivo grupo.

Em branco Erro Acerto parcial Acerto
Perc. Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
o 1 11 100,0 14 87,5 3 27,3 7 22,6
g 2 0 0 2| 125 8| 727 24| 774
O «  Total 11 100,0 16| 100,0 11 100,0 31 100,0

Tabela 23: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q20 em relagéo aos grupos.

Para a questdo Q20 a categoria “Erro” foi aquela que contribui melhor para o
agrupamento 1, visto que 14 participantes deste agrupamento estdo nesta categoria.
Ha ainda que considerar que 100% daqueles que deixaram em branco também
fazem parte do agrupamento 1. Em contrapartida, para o agrupamento 2 a categoria
com melhor contribuicdo é a “Acerto”, na qual 77,4% daqueles que acertaram

pertencem ao agrupamento 2 e a categoria “Acerto Parcial’ também apresenta, em
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sua maioria (72,7%) séo representantes deste.

A questdo acima, que envolve conceitos geométricos e fatoragao reflete o
padrdao que esta sendo apresentado nas demais questdes: agrupamento 1 com
desempenho inferior ao agrupamento 2, o que sugere que este Ultimo apresenta nao
s6é um dominio dos processo de fatoracdo (questdo Q16), mas também neste
conceito aplicado em outros dominios matematicos.

Por fim, a dltima questao apontada pela analise multidimensional, apresenta o
conceito de inequacdao como critério central, para o qual a situacdo envolvida
solicitava a determinacado de valores validos para a mesma. A distribuicao das

respostas e caracterizagao dos agrupamentos foram as seguintes:

Q22

B Em branco

B Erro
[ Acerto

Cluster

T T T
40 60 80

Percentual no Cluster

Grafico 15: Distribuicao da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q22 em relagédo ao respectivo grupo.
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Em branco Erro Acerto
Perc. Perc. Perc.
Freq. (%) Freq. (%) Freq. (%)
Cluster 1 13 72,2 13 81,3 9 25,7
2 5 27,8 3 18,8 26 74,3
Total 18 100,0 16 100,0 35 100,0

Tabela 24: Distribuicdo da porcentagem de participantes validos para cada modalidade de resposta
da questao Q22 em relagé@o aos grupos.

No caso da questdo 22, de acordo com o gréafico acima, as categorias “Em
branco” e “Erro” concorreram de forma idéntica na formacdo do agrupamento 1.
Para tais a maioria dos participantes que integram cada uma pertencem ao
agrupamento 1 com percentuais de 72,2% e 81,3%. Ja a categoria “Acerto” foi
prioritariamente a que melhor contribuiu para a formagéo do agrupamento 2 e este
representa 74,3% daqueles que acertaram.

Infere-se desta forma que os integrantes do agrupamento 2 demonstram
dominio do conceito de inequacgao e do simbolo de menor, 0 que nao ocorre para o
outro agrupamento. Além dos conceitos descritos acima era fundamental a
compreensao dos conceitos de variavel (como simbolo que pode admitir diversos
valores numéricos) e também a relagdo entre as varidveis x e y (essencial para a
aprendizagem de fungdes). Logo, no momento em que ha um bom desempenho
nesta questao, admite-se que ha um relativo dominio de conceitos basicos sobre
relacdo entre variaveis e inequacdes, que sao essenciais no ensino médio.

Apés a discussdao das questbes acima, percebe-se que as caracteristicas

principais de formacéo de cada um dos agrupamentos séo:

2 Q22- Na inequagdo x + 3 <y, complete a tabela abaixo indicando os valores que x e y podem
assumir para que a desigualdade permaneca verdadeira:

X Y
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Questdes Agrupamentos
1 2

Q1 Tem menor percentual de acerto | Tem maior percentual de acerto (29
(apenas 12 alunos ou 35% do alunos do grupo ou 85%) para problema
grupo) para problema de de equagbes que pode ser resolvido
equagbes que pode ser resolvido | com uma equacédo de primeiro grau ou
com uma equacao de primeiro sistema de equagdes do primeiro grau
grau ou sistema de equacdes do | com duas incognitas.
primeiro grau com duas
incognitas.

Q1 Nao apresentam procedimentos Utilizam sistema de equagdes do

(procedimento)

para o problema descrito acima
(9 alunos ou 26%) ou montam
um sistema de equacgdes e
adotam outra estratégia (8 alunos
ou 24%)

primeiro grau com duas incégnitas (28
alunos ou 80%) para o problema acima.

Q2 Apresentam dificuldades nas Nao apresentam dificuldades nas
operagdes com termos operacbes com termos algébricos:
algébricos: Acertam parcialmente | Acertam a determinagdo da 4rea e do
questao envolvendo area e perimetro com medidas representadas
perimetro com medidas por termos algébricos (20 alunos ou
representadas por termos 59%) seguidos daqueles que acertam
algébricos (11 alunos ou 31%). parcialmente, isto é, acertam pelo
Isto é, acertam pelo menos um menos um dos itens (area ou perimetro)
dos itens (area ou perimetro) (11 alunos ou 35%).
seguidos daqueles que erram
ambos (9 alunos ou 26%)

Q2_Tipo de N&o apresentam resposta ou Em sua maioria indicam resposta

procedimento procedimento para calculo do correta e operam 0s  termos

para o item perimetro de figura com medidas | semelhantes (26 alunos ou 76%) na
perimetro. dos lados representadas por determinacédo de perimetro de figura
termos algébricos (15 alunos ou com medidas dos lados representadas
44%), seguidos daqueles que por termos algébricos.
indicam resposta correta sem
operar os termos semelhantes (7
alunos ou 21%).

Q11B Deixam em branco, ou seja, nao Em sua maioria acertam (76%) a
resolvem equacao de primeiro resolucdo de uma equacao de primeiro
grau do tipo ax=b com termos grau do tipo ax=b com termos
fracionarios (11 alunos ou 31%) fracionarios.
seguidos daqueles que acertam a
mesma (9 alunos ou 26%).

Q15 N&o realizam produto de Realizam corretamente produto de
bindmios representados por uma | binbmios representados por uma
situacao envolvendo area de situagdo envolvendo &rea de retédngulo
retangulo (12 alunos ou 34%) ou | (29 alunos ou 85%).
erram (11 alunos ou 31%).

Q16A Deixam em branco item de Acertam parcialmente item de fatoragao
fatoragao por evidéncia (21 por evidéncia (20 alunos ou 35%),
alunos ou 57%), seguidos dos seguidos dos que erram (21 alunos ou
qgue erram a mesma (13 alunos 32%).
ou 27%).

Q16B Deixam em branco item referente | Acertam fatoragdo do quadrado da
a fatoragdo do quadrado da diferenca de dois termos (20 alunos ou
diferenca de dois termos (21 59%), seguidos dos que erram (8
alunos ou 60%) seguidos dos alunos ou 23%)
que erram (13 alunos ou 37%)

Q16B Em sua maioria ndo realizam a Em sua maioria realizam a fatoragéao

(procedimento)

fatoracdo do quadrado da soma

correta do quadrado da soma de dois
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de dois termos algébricos (21
alunos ou 60%).

termos, utilizando regra adequada (20
alunos ou 59%).

(procedimento)

para a simplificagdo de uma
fracdo algébrica (12 alunos ou
34%) seguidos daqueles que
resolvem a multiplicagdo do
denominador e simplificam sem
fatorar (11 alunos ou 31%)

Q16C Deixam em branco item referente | Acertam item referente a fatoragcado de
a fatoragéo de um trinémio um trinbmio quadrado perfeito (15
quadrado perfeito (22 alunos ou alunos ou 44%), seguidos dos que
63%), seguidos dos que erram erram (11 alunos ou 32%).

(12 alunos ou 34%).
Q17 N&o apresentam procedimento Fazem a fatoracao completa dos termos

apresentados na fragdo algébrica (20
alunos ou 59%) seguidos daqueles que
indicam como resposta uma fragédo
resultante da multiplicagdo dos termos
do denominador (5 alunos ou 15%).

solugéo de uma inequagao (13
alunos ou 37%) ou deixaram em
branco (37%).

Q19C Erram o calculo do produto Em sua maioria acertaram calculo do
notavel do quadrado da diferenga | produto notavel do quadrado da
de dois termos (15 alunos ou diferenca de dois termos (21 alunos ou
43%), seguidos dos que acertam | 62%).
parcialmente (10 alunos ou 29%).

Q20 Erraram questao sobre fatoracdo | Acertaram questdo sobre fatoracéo
aplicada a geometria (40%), aplicada a geometria ( (71%), seguidos
seguidos dos que deixaram em dos que acertaram parcialmente (23%).
branco (31%).

Q22 Erraram valores indicados para Em sua maioria acertaram valores

indicados para solucdo de
inequacéo (26 alunos ou 76%) .

uma

Quadro 15: Sinopse dos perfis caracterizadores das questdes com contribui¢cdo significativa para a
particdo dos sujeitos em termos dos agrupamentos 1 e 2.

Analisando os dados acima, observa-se que o Agrupamento 1, em termos
gerais, € composto por aqueles estudantes com maior dificuldade nos conceitos
algébricos apontados. Em contrapartida, o Agrupamento 2 € representado por
aqueles que apresentam maiores percentuais de acerto em todas as questdes e
também acertos parciais em algumas questées. O que pode indicar que o mesmo
representaria aqueles estudantes com melhor desempenho algébrico.

Com base nas reflexdes acima, ha fortes indicios que os grupos formados
poderiam ser representantes daqueles que tem “facilidade” e dos que tem
“dificuldade” em algebra. As questdes apontadas poderiam nos dar indicios de quais
sdo os elementos essenciais para que um aluno tenha bom desempenho em

algebra. Ou seja, um aluno que domina processos de fatoracdo, produtos notaveis

resolucado de equacdes com fracdes e inequacdes seria um bom pretendente a um
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aluno conceitualmente forte em algebra. Além disso, poderiamos supor que estes
conceitos e suas aplicagdes representam as principais dificuldades em algebra para
os estudantes ao final do ensino fundamental. Para verificar essa suposicao e
possibilitar refletir sobre essas inferéncias, inicialmente utilizaremos o teste U de
Mann-Whitney para distribuicbes nao paramétricas, testando a possivel diferenca

entre os desempenhos no instrumento e na escola e os grupos:

Mean Sum of
Grupo N Rank Ranks
Desempenho_Descritivas |1 35 25,49 892,00
2 34 44,79 1523,00

Total 69
Desempenho_Problemas |1 35 20,17 706,00
2 34 50,26 1709,00

Total 69
Desempenho_Geral 1 35 20,17 706,00
2 34 50,26 1709,00

Total 69
Nota_Escola 1 34 26,53 902,00
2 34 42,47 1444,00

Total 68

Tabela 25: Postos médios para cada uma das variaveis a serem analisadas nos testes de hipéteses.

Desempenho Desempenho Desempenho

Descritivas Problemas Geral Nota_ Escola
Mann-Whitney U 262,000 76,000 76,000 307,000
Z -4,005 -6,231 -6,231 -3,325
Significancia 000 000 000 001
bicaudal (p) ' ' ' ’

Tabela 26: Testes de hip6teses para comparagdo entre 0s grupos definidos na analise
multidimensional TwoStepCluster.

Assim, conforme Tabela 26 ha diferenca estatisticamente significativa entre os
desempenhos no instrumento e a nota na escola quando sdo comparados 0s grupos
determinados pela analise multidimensional. Além disto, observa-se que as médias

dos desempenhos para o grupo 2 sdo sempre maiores do que o grupo 1.
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Até o momento percebe-se que o0s agrupamentos indicados pela analise
multidimensional apresentaram-se como alunos que apresentaram um bom
desempenho no instrumento e alunos que apresentaram um baixo desempenho.
Desta forma, a analise podera nos guiar de forma a apontar as principais
dificuldades dos estudantes no instrumento proposto e, além disso, auxiliar na
discussao das principais dificuldades apresentadas por eles.

De forma a complementar os dados apresentados pela analise
multidimensional recorremos aos percentuais de brancos e erros, apresentados no

grafico 16:
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Grafico 16: Freqliéncias (em percentuais) de erros e brancos das respostas as questdes do
instrumento.
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Conforme pode ser observado no grafico 16 (acima), 23 dos 47 itens com
maiores percentuais de brancos e erros sao itens que envolvem essencialmente os
seguintes conceitos: generalizacao de padroes aritméticos, fatoracao e inequagao.

Em relacdo a generalizacdo de padrdes aritméticos, alguns estudos
(ARCHILIA, 2008; ALMEIDA, 2008) apontam que nao é freqliente a utilizacao deste
tipo de questdes em sala de aula de matematica. Notemos que a base conceitual
subjacente a esta questao tem um alto potencial para a introdugao e aplicacdo no o
ensino da algebra, todavia os dados aqui disponiveis sugerem que construir padroes
a partir de séries numéricas nao € algo trivial para os alunos.

No dominio da fatoracdo e inequacao as dificuldades corroboram as
pesquisas apontadas na secao 7, isto €, os desempenhos dos alunos nestes
conceitos sdo muito abaixo do esperado e também corrobora os resultados da
analise multidimensional.

Para tentar compreender os niveis de dificuldade de acordo com o gréfico 16

os 47 itens foram subdivididos em 3 faixas parcialmente equitativas, conforme

quadro abaixo:

Grau de Conceitos matematicos Periodo -
i ~ . Resumo das caracteristicas
dificuldade | Questao contemplados escolar que é ~
e do grupo de questoes
8°ano Apresenta a maioria dos itens
Q188 | GENERALIZAGAD DE
PADROES '
GENERALIZACAO DE 8°ano ;

, Q23B - Em termos de conceitos
D":'C[E'S: PADROES - o contempla principalmente
Questoes Qi8B SEBIEEF;E;IZAQAO DE |8°ano questdes relativas 3
com ik - generalizagdo de  padroes
maiores | D9 MONOMIO 8°ano aritméticos, fatoragao,
gercentums Q16C | FATORACAO 8°ano expressoes ~ algébricas,

eerros e ~ 8°ano equacdes  equivalentes e
brancos D10 POLINOMIO resolugcdo de equagbes com
(maiores Q12 EXPRESSAO 8°ano fracoes .
que 60%) |~ ALGEBRICA

Q4 EQUACAO COM 7°ano Em relagio as questdes
_— FRAGAO descritivas, apresentam
D13 PRODUTO NOTAVEL 8°ano dificuldade nos conceitos
Q7 EQ. EQUIVALENTES 7°ano aprendidos no 8° ano como
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D7 EXP. ALGEBRICAS 8°ano exprgss_ées ' Aalgébricas,
Q16A FATORAGAO 8°ano mondmios,  polindmios e
rodutos notaveis.
Q16B | FATORACAO 8°ano P
Q21B INEQUACAO 7°ano
Q24 GRAU DE POLINOMIO [8°ano
Qi7 SIMPLJFICAQAO DE 8°ano Apresenta apenas um item
FRACAO ALGEBRICA considerado dificil e, em sua
D8 INEOUAQAO 7°ano maioria, apresenta itens
a5 = 7°ano classificados por nivel médio de
= EQUAQAQ o dificuldade pelos professores-
Q21A | INEQUACAO /°ano juizes.
D2 VARIAVEL roano Apresenta principalmente o0s
) INCI
Q11D |EQ.2° GRAU 9°ano - s
i S seguintes conceitos:
MEDI/}S: Q18C GENERALIZACAO DE 8°ano inequacdes, equagdes do 2°
Soumestoes Q22 PADROES~ Z5ano grau, pro?utos notaveis e
. INEQUACAO situacoes (equagdo e termos
percentuais Q23A GENERALIZACAO DE  |8°ano algébricos) envolvendo  a
de erros e PADROES propriedade  distributiva  da
2:1&::1:230/ Q14 EQ. 2° GRAU 9°ano multiplicacdo em relagdo a
° - 5 soma.
e 60% Q19B  |PRODUTO NOTAVEL |8°ano
Qi3 ,(A)ILD(EERBAF%gig 8°ano As duas questdes descritivas
que estdo presentes sao
Q19C PRODUTO NOTAVEL |8°ano conceitos  relacionados  as
Q20 FATORACAO 8°ano inequagoes.
Q6 EQUACAO COM 7°ano
DISTRIBUTIVA
Qis5 OPERACOES 7°ano
ALGEBRICAS
D6 EQUACAO 7°ano Nao  apresenta itens
- 7°ano classificados como dificeis pelos
Q9 EQUAC"?O o professores-juizes sendo a
Q10 EQUACAO /°ano maioria das questdes
Q1 EQUACAO 7°ano classificadas como faceis pelos
D12 FATORAGAO 8°ano professores.
FACE[S= Q11B ESXAESO COM 7°ano Apresenta principalmente
Questdes G . situagées envolvendo o conceito
com | Dt INCOGNITA °ano de equacgbes do primeiro grau e
percentuais OPERACOES TERMOS |7°ano descricdes de elementos nao
ge errose Q2 ALGEBRICOS algébricos ou relacionados as
Dr:rg)c;zsaté Q3 EQUAGAO 7°ano equagdes.
399, Q19A PRODUTO NOTAVEL 8°ano
D11 FRAQAO Fundamental |
D5 MENOR QUE Fundamental |
D4 MAIOR QUE Fundamental |
Q11A | EQUACAO 7°ano
Q11C | EQUACAO 7°ano
D3 IGUAL Fundamental |

Quadro16: Classificacdo das questdes de acordo com faixas de percentuais de erros e brancos.
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A tabela acima evidencia que as questdes que apresentaram menor grau de
dificuldade por parte dos estudantes sao aquelas que envolvem conceitos algébricos
basicos (equacédo, incognita) ou elementos nao-algébricos (<,>, fracdo). Poderia
causar certo estranhamento a presenca do item relativo a descricdo do conceito de
fatoragéo, todavia a maioria dos alunos associou fatoracdo ao processo de fatoracéao
aritmética, logo, ndo remetem a definicao algébrica de fatorar, o que justifica a
classificacao acima.

As questdes que envolvem generalizacdo de padrdoes aritméticos e
procedimento de fatoragdo mostraram ser um grande obstaculo por parte dos
alunos. O percentual que apresenta maior diferenca entre os demais é a questao
sobre generalizacdo de padrbes aritméticos (Q23B), com percentual de erro e
branco de 63%.

Além desses dois conceitos, observa-se que o0s outros elementos do campo
conceitual algébrico referente ao ensino da algebra no 8% ano (fatoracdo, produtos
notaveis, mondémios, polindmios, etc) estao presentes, em sua maioria, no grupo de
maior nivel de dificuldade (questées com maiores percentuais de erros e brancos).

Por fim, cruzamos os resultados da classificacdo acima com as questdes
apresentadas pela a analise multidimensional e observamos tais questdes

encontram-se nas trés faixas de graus de dificuldade, conforme a tabela abaixo:

Questoes
apo:rtlgtlii:gela acboonrgzlttj?) Agrupamento 1 Agrupamento 2
multidimensional
Dificeis: FATORACAO |Deixam em branco | Acertam (44%),
Questdes Q16C TQP® (63%), seguidos | seguidos dos que
com (procedimento) |dos que erram erram (32%).
maiores (34%).

% TQP: Trindmio quadrado perfeito
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percentuais FATORAQAO Deixam em branco | Acertam
de erros e POR (57%), erram parcialmente (35%),
brancos Q16A EVIDENCIA | (27%). erram (32%).
(maiores (procedimento)
que 60%) FATORACAO |Pexam em branco |Acertam (59%),
Q168 DDQ? (60%) seguidos seguidos dos que
(procedimento) dos que erram erram (23%)
(37%)
. Erraram (37%), acertaram (76%) .
Q22 INEQUAGAO [ deixaram em
(valores validos) | branco (37%).
PRODUTO Errar_n (43%) acertaram (62%),
3 seguidos dos que |seguidos dos que
A Q19C NOTAVsz acertam erraram (26%)
Medias: QD2T arcialmente .
Questodes (procedimento) ?29%)
ggrr';emuais FATORAGAO |Erraram (40%),  |acertaram  (62%).
de erros e Q20 DDQ deixaram em seguidos dos que
brancos (problema)com branco (31%). erraram (26%).
o geometria
2%6%/39 % OPERACOES [Néo realizam Realizam
ALGEBRICAS | produto de corretamente
COM bindmios produto de
Q15 DISTRIBUTIVA representados por |binémios
uma situagao representados por
envolvendo area uma situacao
(problema.com de retangulo (34%) | envolvendo area de
geometria) |, erram (31%). | retangulo (85%).
PROB. Tem menor Tem maior
Qi EQUACAO percentual de percentual de
L acerto (apenas 12 |acerto (29 alunos
giceesltsc”;es (problema) alunos ou 35%) do grupo ou 85%)
com 3 Deixam em branco |acertam (76%)
percentuais EQUACAO | (31%) seguidos
de erros e Q1 1 B COM FRAGAO daque|eS que
brancos (procedimento) |acertam a
menores mesma(26%).
que 38% OPERACOES |Acertam Acertam (59%)
TERMOS parcialmente seguidos daqueles
Q2 ALGEBRICOS | (31%). seguidos que acertam
(problema com | daqueles que parcialmente,
geometria) erram (26%) (35%).

Quadro 17: Cruzamento dos dados apresentados no Quadro 13 com os resultados da analise

multidimensional.

% DDQ: Diferenca de dois quadrados

# QDDT: Quadrado da diferenca de dois termos
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Desta forma, a analise multidimensional confirma as observacdes feitas
anteriormente e amplia as diferencgas, evidenciando que:

- Na faixa de maior dificuldade, representada essencialmente pelos elementos
aprendidos no oitavo ano destacam-se pela analise multidimensional os processos
de fatoracdo. Notemos que o processo de fatoracdo demanda além de dominio dos
elementos essenciais na construcdo do conceito de produto notavel, elementos
como multiplos e divisores, binbmios e trinbmios, podemos ainda citar como
elementos deste campo: divisdao e multiplicacdo numérica e algébrica, fatoracao
numérica, fatos comum de uma expressdo, reducao de termos semelhantes,
quadrado perfeito, fator comum de uma expressao, reducao de termos semelhantes,
quadrado perfeito, raiz quadrada, dentre outros (BURIGATO, 2007). Isto é, é um
procedimento que, por muitas vezes, recebe um enfoque procedural, porém
necessita do dominio de diversos conceitos matematicos e algébricos para sua
compreensao.

- Na faixa de dificuldade média, o conceito de inequacao quando inserido em
uma situacao nao procedural destacou-se para a diferenciacdo dos grupos, assim
como o produto notavel que nao poderia ser resolvido meramente com a aplicacéao
da férmula (era preciso operar os sinais ou adequar a férmula) e os problemas
envolvendo situacdes geométricas.

Por fim, a resolucao de equacdes com coeficientes fracionarios parecem ser a
principal dificuldade dos estudantes em relacdo ao dominio das equacdes (questdes
na faixa mais baixa de dificuldade). As operagdes com termos algébricos ao serem

aplicadas em um contexto geométrico destacaram-se também em relacdo a este

grupo.

139



Dessa forma, as observagbes realizadas até o momento permitem concluir
que a divisao dos grupos determinados pela andlise multidimensional além de ser
explicada pelas 14 questdes descrita acima pode ser explicada também pelo
desempenho no instrumento. Ou seja, podemos supor que alunos que tenham
melhor desempenho algébrico (supondo que o instrumento seja um instrumento
adequado para avaliar competéncias algébricas), conseguem:

- Resolver problemas com equacbes optando por procedimentos algébricos
menos elementares (sistemas de equacoes);

- Fazer operacbes com termos algébricos de forma adequada utilizando
diferentes representacgdes;

- Dominar elementos aritméticos mais complexos como operacdées com numeros
racionais;

- Utilizar os processos de fatoracao elementares (fatoracdo por evidéncia,
quadrado da diferenca de dois termos e trindmio quadrado perfeito) e utilizar esta
ferramenta na simplificacao de fracoes algébricas;

- Utilizar os procedimentos de produtos notaveis mais conhecidos (produto da
soma pela diferenc¢a, quadrado da soma ou da diferenca de dois termos)

- Compreender o conceito de inequacao e determinar valores de validade para a
mesma.

Os apontamentos acima corroboram as pesquisas apresentadas na secao 7.
Ou seja, as maiores dificuldades dos estudantes, quando lidamos com conceitos
aprendidos no decorrer do ensino fundamental, sdo nos conceitos algébricos
aprendidos no 8% ano do ensino fundamental (equacdes fracionarias, simplificacao
de fracOes algébricas, fatoragcdo e produtos notaveis). Quando € solicitada a

descricao dos mesmos os resultados sdo ainda maiores em termos de dificuldade, o
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que implica fraca competéncia na explicitacdo dos conceitos algébricos utilizados
por estes estudantes ao longo do Ensino Fundamental. Além disso, os alunos
demonstram melhores desempenhos nas questbes referentes ao dominio das

equacoes.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho foi feito um esforco no sentido propor e avaliar
conceitos e situagdes que julgamos necessarios a aprendizagem da algebra ao
longo do Ensino Fundamental Il. Tentou-se mostrar que para que seja possivel
avaliar este dominio do conhecimento matematico é preciso compreendé-lo através
de sua complexidade, evidenciando que nao existem conceitos matematicos e, no
caso desta pesquisa, algébricos, que podem ser avaliados isoladamente. Com base
neste critério, buscou-se propor elementos basicos para a constituicao de elementos
basicos para o Campo Conceitual Algébrico de forma a amparar a constru¢cao de um
instrumento de avaliacao.

Para que isto fosse viavel, apés a proposicdo desses elementos, discutimos
do ponto de vista de mais de uma perspectiva as situacdes que deveriam servir de
base para a avaliacdo dos mesmos. Tivemos a preocupacdo em propor um
instrumento que fosse viavel em termos de dificuldade, e para tal, contamos com a
participacao de professores para confirmar que 0 mesmo nao estaria aquém do que
era esperado de um estudante ao final do Ensino Fundamental. Ou seja, néo
poderiamos propor um instrumento com questdes que acreditamos ser ideal em
termos de aprendizagem algébrica. Era preciso propor um instrumento de acordo
com o atual sistema de ensino, que infelizmente ainda é bastante procedural e
pouco conceitual. Embora esse esforco tenha sido feito, observou-se que houve
uma grande variacdo nos padrdes de julgamento quando comparados com O0sS
resultados dos desempenhos obtidos pelos estudantes. A avaliacdo dada pelos
professores-juizes e também por nds sugeria que os estudantes nao teriam
dificuldade na resolucdao do questionario, o que nao refletiu nos resultados: o

desempenho médio foi proximo a 50%. E bem possivel que essa diferenca entre
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julgamento ocorra também nas salas de aula, o que leva a seguinte reflexdo: sera
que nés, professores, estamos avaliando o que os alunos estdo aprendendo (e o
que estamos ensinando) ou que desejamos que eles tivessem aprendido?

Independente da resposta a esse questionamento, ndo se pode
desconsiderar que o baixo rendimento em matematica e, conforme apresentou-se
nesta pesquisa, em algebra, é preocupante. Acreditamos que o instrumento
proposto atingiu seus objetivos dentro das limitacbes impostas a um modelo
manuscrito. Tais limitacdes restringiram, por exemplo, o potencial de compreender a
origem de algumas dificuldades, a escolha dos procedimentos adotados e as
relacbes entre estas, o que impossibilitou uma analise mais detalhada dos
obstaculos epistemolégicos e didaticos envolvidos nas situagdes propostas aos
estudantes.

Embora ndo tenhamos atingidos todas as expectativas iniciais, foi possivel
alcancar os objetivos basicos e que poderao nortear os direcionamentos futuros para
esta pesquisa: refletir sobre os principais conceitos a serem aprendidos ao longo de
ensino fundamental e as principais dificuldades dos estudantes nestes conceitos.

Os resultados dos desempenhos no instrumento permitem concluir que ha
uma disparidade em termos de desempenho dos estudantes nos elementos
sugeridos como integrantes do Campo Conceitual Algébrico. Ou seja, é evidente que
h& maior dominio nas situagdes envolvendo equacdes do que para as demais.

Em termos gerais os desempenhos indicaram que para 0s conceitos
aprendidos no 8% ano (72 série) ha uma disparidade maior, visto que a maioria dos
problemas envolvendo esses conceitos apresentaram percentuais de erros e

brancos superiores a 40%.
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Além disso, os resultados evidenciaram que os alunos com baixo rendimento
algébrico no instrumento foram aqueles que apresentam dificuldades em conceitos e
situacoes ja apontados pela literatura e discutidos ao longo do trabalho: fatoragéao e
produtos notaveis (BURIGATO, 2007; CURY E KONZEN, 2006; Cury, 2003);
resolucao de equacdes com coeficientes fracionarios (TELES, 2002), inequacdes e
também dificuldade na aplicacao dos conceitos algébricos em outros dominios do
conhecimento matematico, no caso, em geometria (DINDYAL, 2004).

Os resultados também apontam que uma das situacdes com menor indice de
acerto refere-se a problema envolvendo de generalizacdo de padroes matematicos,
um dos elementos basicos para a constru¢cao conhecimento algébrico. Além de ser
uma ferramenta muito poderosa em diversos dominios do conhecimento ela é uma
das estratégias didaticas que podem ser utilizadas para se iniciar a aprendizagem da
algebra. As razbdes da dificuldade apresentada pelos mesmos podem sugerir que
haja pouca énfase didatica para estas situacées ou ainda introducao tardia deste
dominio do conhecimento.

Devido a estas reflexdes, podemos inferir que a forma como o saber algébrico
€ ensinado nas escolas pode ser um dos motivos desta disparidade. Ha mais de dez
anos os Parametros Curriculares Nacionais apontam a necessidade de que sejam
propostas situacbées que fujam das atividades meramente procedurais presentes em
sala de aula e que contemplem dominios como geometria para auxiliar a
aprendizagem da algebra. Embora haja esta preocupacdo, pelos resultados
apresentados nesta pesquisa, observa-se que os desempenhos dos alunos ao final
do Ensino Fundamental em questbes que facam esse esfor¢co estdo muito abaixo do

esperado. O que reflete a necessidade de maior insercao dos esfor¢cos académicos
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na realidade escolar e também a sensibilidade dos professores de matematica para
0S Mesmos.

Algumas questdes ficaram ainda pendentes e servem de incentivo para
continuarmos nossos esforcos no sentido de respondé-las:

- Tais dificuldades estdo vinculadas a obstaculos didaticos ou
epistemologicos? Quais sao estes obstaculos?

- Quais estratégias didaticas poderiam ser realizadas de forma a auxiliar os
estudantes a terem um melhor desempenho em algebra?

Pesquisas em algebra tém mostrado que existem caminhos que possam
favorecer o ensino da algebra e permitir que as dificuldades e seus respectivos
obstaculos sejam transpostos. Dentre elas, destacamos que a utilizacao de
softwares educativos unidos a uma perspectiva funcional para o ensino da algebra
possa ser um dos caminhos para construirmos uma aprendizagem algébrica
produtiva, que va além de uma perspectiva procedimental de ensino.

Fica a preocupacao pelo fato de que ao final do Ensino Fundamental os
estudantes demonstrem dominar essencialmente as situagcdes envolvendo
equacoes, o0 que possivelmente ira refletir sobre os desempenhos dos mesmos nos
anos escolares que se seguem, conforme apontam Cury (2003) e Cury e Konzen
(2006). Este é o reflexo de um ensino-aprendizagem bastante inferior ao desejavel
no 92 ano (82 série), onde, ao que parece e que esta presente nos livros didaticos, a
énfase esta no saber fazer, na reproducéao de inumeros procedimentos que parecem
nao serem compreendidos pelos alunos.

Por fim, acreditamos que na medida em que se avancar na descricao e
compreensao de tais dificuldades e dos procedimentos utilizados serd possivel

caminhar em direcdo a uma proposta de engenharia didatica que vise auxiliar os
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estudantes do Ensino Fundamental no enfrentamento de tais dificuldades, em

especial no 82 ano do Ensino Fundamental.
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ANEXOS
Apéndice A - INSTRUMENTO ALGEBRICO

Abaixo encontramos algumas palavras e simbolos que vocé utiliza em algebra. Como vocé
descreveria cada um dos itens abaixo?

D1 - Incognita:

D2 - Variavel:

D3- =

D4 - >

D5-<

D6 - Equacéo:

D7 - Expresséo Algébrica:

D8 - Inequacgéo:

D9 - Mon6mio:

D10 - Polindbmio:

D11 - Fragéao:

D12 - Fatoracgéao:

D13 - Produtos Notaveis:
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Q1. A soma das idades dos irmaos Paulo e Bruno € 40. A idade de Bruno é igual a idade de
Paulo mais 18. Qual a idade de cada um dos irmaos?

Q2. Qual a area e o perimetro da figura abaixo?
[T ]

1 []

Q 3. A mae de Eduarda levou seus trés filhos a uma sorveteria e comprou somente 1
sorvete para cada filho. Para pagar os sorvetes ela utilizou uma nota de R$10,00 e obteve
R$4 de troco. Representando o prego de cada sorvete pela letra “y”, como vocé poderia
representar esse problema, em linguagem da matematica? Qual o preco de cada sorvete?

Q4. Para comprar um CD que custava R$20,00 os irmaos Jonas e Sérgio juntaram todo o
dinheiro que tinham. Sabendo que Sérgio tinha 4 da quantia que seu irmao possuia, como é
possivel representar este problema em linguagem matematica? Quanto cada irmao possuia
em dinheiro?

Q5. Dada a equagdo x + 2 = y + 4, que situacdo poderia ser criada de forma que
representasse essa equagao?

Q6. Qual valor torna a igualdade verdadeira?
6(x+4)—-8=5x+3

Q7. Equacbes equivalentes sao equagdes que se diferenciam por terem passado por uma
determinada transformagao, mas cuja solugdo é a mesma. Assim, podemos dizer que x +
2y =y é equivalente a x + 2y + 30 = y + 30. Com base nesta informacdo e em seus
conhecimentos sobre algebra, indique uma equagao que seja equivalente a 2m + 4 = 18m +
10.

Q8. Que valores valor ndo podemos atribuir a “m” na fracdo _2_? Por qué?
m—1

Q9. Supondo que a balanca esta equilibrada, como podemos representar essa situacdo em
linguagem matematica?

Q10. Na situacao abaixo, se a balanca esta equilibrada, qual € o valor do peso y?
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[x] = 3kg

Q11 Resolva as equagdes abaixo:

a)2a=12+8 c)3b+17=2b-3

d)x2+5x+6=0
)10y =24+ 1 ) X+ 5x 4
4 2

Q 12- Para organizar seus livros, Isabel comprou duas estantes de altura e largura
diferentes. Na estante da esquerda (conforme ilustracdo abaixo) existem 6 prateleiras para
colocar livros enquanto na estante da direita existem 4 prateleiras onde é possivel guardar

livros. Se em cada prateleira da maior cabem “x” livros e na menor cabem “y” livros, entao
podemos concluir que Isabel podera acomodar, ao todo, quantos livros?

Q13- Ao calcular o perimetro do retangulo abaixo, Marcos resolveu da seguinte forma:

2
Perimetro = soma das medidas de todos os lados . 2x* - x

P=2x2 - x+x+3+2x2—x+x+3 X+3

P=4x4t+9

Em sua opinido, Marcos esté correto? Por que?
Q14- Qual(is) sao os valores de “X” que satisfazem a equagao 2x2-32=0 7

Q15- Qual expressao representa a medida da area de um retangulo cujos lados sao
representados por “a+2” e “a+3"?

Q16- Vocé sabe que expressdes algébricas podem ser escritas de mais de uma forma,
desde que tais formas sejam equivalentes entre elas. Um caminho para conseguir escrever

uma expressao equivalente a outra é a fatoracdo. Em relagdo aos trés polinbmios abaixo
vocé poderia pensar em caminhos de fatoragao?

a) 3x2+ 12x =
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b) x2 - 36 =

C)X2+4x +4 =

Q17- Simplificando a fragao abaixo, qual expressao vocé obtém?
x2-9
x(x+3)

Q18- Uma pessoa caminha em uma pista de corrida e vai observando as marcagdes ao
longo da mesma. Ela percebe que comecou a sua caminhada na marcagao 500m. Apos 1
minuto ela observa a marcacao novamente e percebe que esta na posicdo 550m. Com base
nestas informagdes, complete a tabela:

Tempo Distancia Percorrida | Marcacao na pista
2 minutos 600 m a) E se a pessoa caminhasse
700 m por “x” minutos, quanto teria
20 percorrido?
minutos

b) Qual seria a marcacao na pista?
Q19- Resolva os produtos abaixo:
a) (x+3) (x-3) =
b) (x+4)2=
c) (x-5)2=

Q20- Um retangulo tem sua area representada pela expressao a2 -16. Se uma das medidas
dos lados é indicada por a+4 qual expressao representa a medida outro lado?

Q21- Com base na figura abaixo:

a) Imagine uma situagdo que possa ter sido ilustrada pela
figura abaixo, e descreva essa situagado por escrito, para que
outro aluno a entenda.

b) Depois de ter escrito a explicagao, tente representar o que vocé escreveu por uma
expressao matematica.

Q22- Na inequagao x + 3 <y, complete a tabela abaixo indicando os valores que x e y
podem assumir para que a desigualdade permaneca verdadeira:

X Y
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Q23- Podemos utilizar a algebra para determinar leis de formagdo para seqiéncias
numéricas. Por exemplo, a seqiéncia (0, 2, 4, 6, 8,... ) pode ser representada por 2n, onde
n pertence ao conjunto dos Naturais (X). Ou seja, ao substituir n por 0 obtém-se o primeiro
elemento da seqléncia, ao substituir n por 1 se obtém o segundo termo da seqiéncia e
assim por diante. Veja mais alguns exemplos:

(2,4,6,8,...) > Leide formagdo: 2n + 2, nE ¥

(-5, 5, 15, 25,...) > Lei de formacgéo: 10n -5, n E X

Determine as leis de formacao para as seguintes seqiéncias:

a) (0,5,10, 15, 20, 25, 30,...) > Lei de formacao:

b) (1,3,5,7,..) > Lei de formacao:

Q24- Qual é o grau do polinémio x? + 2x -107? Justifique sua resposta.
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ANEXO A - Testes de significancia obtidos pela analise multidimensional
TwoStepCluster
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