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Resumo

O problema de Fatorizacao de Inteiros, assim como os outros em NP, pode ser
reduzido em tempo polinomial para o problema de Satisfabilidade, devido ao Teo-
rema de Cook. O problema de Satisfabilidade, por sua vez, pode ser reduzido
facilmente ao problema de Programagcao Inteira. Este trabalho apresenta uma
dessas reducoes, isto é, Fatorizacado — Programacao Inteira e algumas parti-
cularidades encontradas. Obtemos uma redugiao de ordem O(n?) no nimero de
digitos binarios de um inteiro N a ser fatorado e, além disso, encontramos algu-
mas propriedades locais da matriz final que podem auxiliar um possivel estégio de
pré-processamento.

Palavras Chave: Reducao, Fatoracao, Fatorizagao, Programacao Inteira, Pro-
gramacao 0-1
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Abstract

The Integer Factorization Problem, as the others NP problems, may be reduced
in polynomial time to the Satisbiability Problem, due to Cook’s Theorem. The
Satisfiability Problem, in turn, can easily be reduced to the Integer Programming
Problem. This work presents one of such reductions, i.e, Factorization — Inte-
ger Programming and some praticularities found. We obtain a reduction of order
O(n?) on the number of binary digits of an integer N to be factored and, further-
more, we found some local properties of the final matrix that can help a possible
pre-processing stage.

Keywords: Reduction, Factorization, Integer Programming
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Capitulo 1

Introducao

Dentro da Matemaética, a Combinatoria é uma das areas com maior niimero de apli-
cacoes em outros ramos da ciéncia, especialmente na Ciéncia da Computacao. O
desenvolvimento dos computadores em termos de poténcia e portabilidade permitiu
varios avangos na industria, particularmente com a implementagao de algoritmos
de Otimizacao Combinatoria.

Um algoritmo é uma lista de instrucoes para se resolver um determinado prob-
lema. Em geral, classificamos um algoritmo pelo tempo que ele leva para resolver
este problema.

Este trabalho consiste em uma ligacao entre dois tradicionais problemas na
matemética: O Problema de Fatorizagao de Inteiros [8] e o Problema de Pro-
gramacao Inteira [5]. O Problema de Fatorizagao de Inteiros se resume a dado
um inteiro z = p{*---pi*, onde py,...,pr sdo primos, encontrar pi,...,pp. O
Problema de Programacao Inteira pode ser escrito como

Max c¢-z
Sujeitoa A-x <b
T inteiro

onde ¢ € Z", A & uma matriz m x n inteira e b’ € Z™.

Ao tentar resolver um problema, ¢ muito comum se deparar com outros prob-
lemas previamente conhecidos e talvez ja resolvidos. Nestes casos é possivel usar
um algorimo que resolva o segundo problema como sub-rotina do algoritmo para
resolver o primeiro. E possivel também fazer a transformacao de um problema em
outro, neste caso denominamos Redugao entre os problemas.

A ligacdo que procuramos neste trabalho é uma reducao do problema de Fa-
torizacao de Inteiros para o problema de Programacao 0-1, uma particularidade
do problema de Programacao Inteira onde as varidveis sao binarias. Em outras
palavras, é possivel transformar rapidamente um problema de Fatorizacao em um
problema de Programacao Inteira.
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Os algoritmos sao classificados de acordo com sua Complexidade e esta teoria
leva o nome de Teoria da Compleridade Computacional |7, 12]. A complexidade
de um algoritmo depende do ntimero de operagoes bésicas que ele faz ao tentar
resolver um problema. Dizemos que um algoritmo A resolve um problema em
Tempo Polinomial se existe um polinémio P(z) tal que o nimero de operagoes
basicas que A faz para todas as entradas de tamanho n é menor que P(n).

Assim, os algoritmos podem ser divididos em classes. Algumas dessas classes
sao P, N'P,co-NP. Resumidamente, dizemos que um problema estd em P se existe
um algoritmo que o resolve em tempo polinomial; um problema esta em NP se
existe um algoritmo que verifica se uma solugao é valida em tempo polinomial. A
maioria dos problemas em Otimizagao Combinatoéria pertence a uma dessas duas
classes, o que as torna muito mais interessantes e importantes.

Outro conceito interessante ¢ o de Completude NP. Um problema R em
NP ¢ dito N'P-completo se todo problema em NP pode ser reduzido em tempo
polinomial a R.

Um importante resultado na teoria de Complexidade Computacional é o Teo-
rema de Cook — Cook-Levin [4, 9]— que afirma que o Problema de Satisfabil-
idade Booleana é NP-Completo e, portanto, todo problema na classe NP pode
ser reduzido em tempo polinomial a um problema de satisfabilidade.

O Teorema de Cook fornece uma reducao em tempo polinomial candnica de
qualquer problema em NP para o problema de Satisfabilidade. Porém, por mais
que esta reducao seja polinomial, ainda é bastante cara em termos computacionais.
Neste trabalho apresentamos uma reducao mais eficiente para o problema de Sat-
isfabilidade e fazemos uso de uma reducao simples do problema de Satisfabilidade
para o problema de Programacao 0-1. Com essa reduc¢ao em maos é possivel en-
contrar uma série de particularidades que podem auxiliar na fatorizagao inicial.

E possivel construir, para cada inteiro a ser fatorado, um Programa 0-1 com
apenas um ponto inteiro de onde podemos extrair facilmente a fatorizacao do
inteiro dado. Além disso, obtemos varias relagoes entre as restricoes que permitem
uma contracao mais eficiente do politopo ao usar o Método dos Cortes Paralelos.
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O Problema de Fatorizacao

Seja N um inteiro qualquer. Sabemos que N pode ser escrito de forma tinica como
produto de nimeros primos. O problema de Fatorizacao de Inteiros ¢ exatamente
descobrir que produto é este.

A principio podemos considerar a possibilidade de testar todos os inteiros
menores do que N a fim de encontrar um que o divida. Quanto tempo este proced-
imento precisaria? Para um nimero pequeno o método é bastante pratico, levando
menos do que 2 segundos para fatorar um nimero de 9 digitos num computador
simples. Porém, se aumentarmos um digito no niimero a ser fatorado, precisaremos
testar 10 vezes mais nimeros para encontrar um inteiro que divida o nimero dado.
Isso tomaria um tempo também 10 vezes maior, de forma que para um nimero
de 20 digitos levarfamos 10'° x 2 segundos para fatorar, isto é, aproximadamente,
650 anos.

O exemplo dado acima é um algoritmo de forca bruta, que procura testar
todos os candidatos a fatoracao do inteiro N. O tempo de processamento dele é
de (2 x 10719) x 10” segundos, onde D ¢é o ntimero de digitos de N. Quando o
tempo de processamento ¢ uma relacdo do tipo T(N) = ¢ x a™), onde f(N) é
uma funcao polinomial no tamanho da variavel N, dizemos que o algoritmo é de
tempo exponencial.

De fato, nao é conhecida a existéncia de nenhum algoritmo eficiente para a fa-
toracao de um inteiro. Existem algoritmos com tempos de processamento melhores
do que o exemplo acima, como por exemplo o Lenstra’s Algorithm [6] ou uma mel-
hora proposta em [3]. Multiplica¢ao, portanto, é denominada uma funcao de via
tinica, pois, enquanto multiplicar dois niimeros é uma tarefa computacionalmente
prética, fatorar um ntmero é inviavel.
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2.1 Criptografia RSA

A criptografia é uma ferramenta de extrema importancia utilizada tanto no ar-
mazenamento quanto na transferéncia da informagao e ja desempenhou papel fun-
damental em diversas guerras e conflitos. Um exemplo importantissimo foi a Se-
gunda Guerra Mundial [13]. A Alemanha se comunicava usando o ENIGMA, uma
criptografia extremamente forte, e a Inglaterra, ap6s muito trabalho, conseguiu
quebrar o codigo alemao e prever a agao inimiga.

Os sistemas de criptografia consistem de um algoritmo para criptografar e
outro para descriptografar. Esses algoritmos, em geral, dependem de uma chave
que ¢ conhecida somente pela pessoa que vai criptografar e pela pessoa que vai
descriptografar a mensagem. Uma vez conhecida a chave, é possivel ter acesso
as informacoes das mensagens criptografadas. Portanto, a forma com que essas
chaves vao chegar as pessoas que pretendem trocar mensagens criptografadas é
um problema importante a ser considerado. As pessoas podem simplesmente se
encontrar uma vez e trocar uma palavra que serd usada como chave nas proxi-
mas mensagens, porém, o ato de repetir a chave em varias mensagens e o de usar
uma palavra como chave sao duas falhas graves de seguranga, isto ¢, uma pessoa
que queira ter acesso as informagoes das mensagens pode utilizar esses fatos para
descobrir mais facilmente a chave e ler as mensagens. Na segunda guerra, a Ale-
manha distribuia entre seus postos militares livros com senhas diarias aleatorias,
isto é, todo dia usavam senhas diferentes que nao eram palavras em si.

Por mais que parega uma solucao simples, distribuir livros com chaves é um
método bastante caro. O conjunto de chaves é trabalhoso e demorado para ser
criado e os livros devem ser distribuidos com uma frequéncia alta. Na inglaterra,
uma economia de 10% no custo da distribuicao de chaves ja era uma economia
bastante consideravel nas despesas militares.

O problema de distribuicao de chaves se tornou ainda mais critico com a in-
vengao do computador e, posteriormente, da internet. A internet passou a ser
usada para importantes transacoes bancarias e os custos da distribuicao de chaves
eram inviaveis.

O algoritmo RSA, descrito em 1978 por Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard
Adleman [11], é a mais famosa aplicacdo de Teoria dos Numeros e o primeiro
sistema de criptografia a resolver convenientemente o problema de distribuicao de
chaves. Sua forca e seguranca se deve exatamente a dificuldade de fatoracao de
ntmeros grandes. O algoritmo depende do seguinte resultado

Teorema. Se p e q sao primos e n = pq, entao

m® =m (modn) <& de=1(mod®(n))

O conjunto (e,n) é conhecido por todos os usuarios da rede e é usado para
cripografar a mensagem m. A funcdo de Euler ®(n) = (p — 1)(¢ — 1) depende
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dos fatores primos de n, ou seja, s6 pode ser calculada com o conhecimento de
p e q. Por outro lado, sabendo-se ®(n) é possivel calcular d que é a chave para
descriptografar a mensagem. Portanto, uma pessoa que s6 conheca e e n pode
apenas criptografar as mensagens a fim de que o dono da chave d descriptografe.

Com isso, fica claro que uma pessoa que tenha o conhecimento de um método
rapido para a fatoracao de um inteiro n pode, ao interceptar uma mensagem
criptografada, obter o contetdo original da mensagem.

2.2 Por que quebrar o RSA?

Se fizermos uma rapida pesquisa pelo google, podemos encontrar facilmente sites
que usam criptografia. Em particular, o proprio site de busca do google usa o RSA
para troca de chaves. Bancos, e-mails, compras on-line e outras varias atividades
na internet confiam no RSA para a troca segura de informacao.

Por outro lado, a seguranca que a criptografia tras permite que criminosos
troquem informacoes na rede com a mesma privacidade online de uma transacao
bancaria. Por este motivo, os 6rgaos de seguranca tentam proibir o uso de crip-
tografias fortes. De fato, eles sao grandes empregadores de mateméticos com o
objetivo de quebrar estas criptografias.

Para a Matematica, a fatoracao também representa um papel teérico bastante
importante: Uma vez que o problema de Fatorizacao esta na classe NP, resolvé-lo,
no sentido de encontrar um algoritmo polinomial, ou apontar suas dificuldades sao
fortes indicadores de que P = NP ou P # NP, respectivamente.

Um resultado muito animador relacionado ao problema de fatoracao é o algo-
ritmo AKS |2], que decide primalidade em tempo polinomial. Assim, é possivel
dizer em tempo polinomial se um numero N dado tem fatoracao diferente da triv-
ial (1 x N) ou ndo. Porém, o AKS funciona de forma a decidir essa existéncia sem
poder apresenta-la.



Capitulo 3

Problemas, Algoritmos e Reducoes

Em geral temos uma nocao intuitiva do que é um problema, um algoritmo e o que é
o tempo de processamento de um algoritmo. Nao pretendemos aqui apresentar uma
definicao formal destes objetos, é possivel encontrar uma defini¢ao interessante em
[12] juntamente com uma demonstragao elegante do Teorema de Cook.

Informalmente um Problema é uma questao ou uma tarefa, por exemplo,
“Dado um grafo G, G tem um emparelhamento perfeito?” ou “Dado um grafo G,
encontre o menor caminho que passa por todos os vértices”.

Um Algoritmo é uma lista de instrucdes para se resolver um problema. E pos-
sivel construir uma infinidade de algoritmos para cada problema, portanto vamos
comparar os algoritmos pelo tempo necessario para se chegar a solucao.

O Tempo de Processamento de um algoritmo serd a quantidade de passos
basicos necessarios a resolucao, onde um passo basico pode ser uma soma, produto,
troca de 0 para 1 ou alguma outra operagao simples.

Voltando ao primeiro exemplo, podemos observar que a dificuldade de encontrar
um emparelhamento perfeito em um grafo G depende do tamanho de G, ou seja,
da sua quantidade de arestas e vértices. O mesmo acontece com o tempo de
processamento. Neste caso dizemos que o grafo G' é uma instincia do problema de
Emparelhamento perfeito. Assim, dizemos que um algoritmo A resolve o problema
P em Tempo Polinomial se existe um polindémio p(x) tal que para toda instancia
de tamanho n de P a quantidade de passos basicos realizada por A é menor que
p(n).

Aqui serd deixada uma brecha na teoria. As definicoes de Tamanho de Ins-
tancia e passo bdsico foram deixadas muito vagas. De fato, sao definicoes que
dependem da codificacao do problema e um aprofundamento nesta direcao iré se
afastar muito do nosso propoésito. Podemos entao entender um passo basico como
uma operac¢ao que transforma o objeto que esté sendo processado através de uma
pequena mudanca em sua estrutura. Portanto teremos que, um algoritmo polino-
mial A obtém, ao final de seu processo, um objeto com um tamanho polinomial
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dependente do tamanho da instancia inicial, ou seja, existe um polindémio ¢(z) tal
que, para toda instancia inicial de tamanho n, o objeto final tem tamanho menor
que ¢(n).

Como j4a foi mencionado anteriormente, uma Reducao é uma “transformacao”
de um problema P para um problema P’. Em outras palavras, uma reducdo R
¢ um algoritmo que transforma instancias de P em instancias de P’. Se R é
um algoritmo polinomial, entao vamos dizer que R é uma Redugao em Tempo
Polinomial de P para P’.

Logo, nao é dificil de perceber que, se existe um algoritmo polinomial A para P’
e uma reducao polinomial R de P para P’, o algoritmo AR obtido pela aplicacao de
R e, em seguida, de A na instancia inicial também serd um algoritmo polinomial.



Capitulo 4

O Problema de Satisfabilidade

Este capitulo apresenta um pouco da teoria de Logica Booleana e um desenvolvi-
mento paralelo, interessante a reducao final, sobre Funcoes Booleanas. Além disso,
apresentamos também a primeira parte da reducao, o que, portanto, torna este o
capitulo principal desta dissertacao.

Também chamado de SAT, o Problema de Satisfabilidade Booleana é um prob-
lema NP-completo, o que significa que todo problema na classe NP pode ser
reduzido em tempo polinomial para SAT. Este fato, devido ao Teorema de Cook,
explica sua enorme importancia para a Otimizacao Combinatoria, uma vez que
um algoritmo eficiente para o SAT implica em um algoritmo eficiente para todos
os outros problemas em NP.

As variaveis booleanas podem assumir os valores Verdadeiro (ou 1) e Falso
(ou 0); Os operadores booleanos sao V (ou), A (e) e = (negagao) e respeitam as
seguintes regras:

e OV0O=0
e OVlI=1VvV0=1Vvl1l=1

INTI=1

ONO=0A1=1A0=0

Il
|
Il

.—|0 1

Il
=
Il

0

.—|]_

O conceito de Expressao Booleana pode ser definido indutivamente, da
seguinte forma:

1) Seja x uma variavel booleana, entdo x é uma expressdo booleana;



CAPITULO 4. O PROBLEMA DE SATISFABILIDADE 9

2) Sejam FEj, Ey expressoes booleanas, entao E; V FEy, E1 A By, —E; sdo ex-
pressoes booleanas.

Para um estudo um pouco mais aprofundado veja [15].

Vamos dizer que uma expressao booleana E é Satisfativel se existe alguma
atribuicao de suas variaveis tal que E seja avaliada Verdadeira.

O problema de Satisfabilidade entao é

Seja F uma expressao booleana, E ¢ satisfativel?

4.1 Funcoes Booleanas

Nocoes Basicas
e Uma Funcao Booleana ¢ uma fungao f : {0,1}" — {0,1}.
e Sejax € {0,1}, definimos T =0 < = = 1.
e Sea=(ay,...,a,) € {0,1}", definimos @ = (by,...,b,) = (G1,...,an).

Devemos introduzir neste momento duas fungoes béasicas. Dado a = (aq, . .., a,),
queremos mg(z) e s,(x) duas fungoes tais que

ma.(x)=1 & z=a

o) =0 & z=a
Adotemos a seguinte notacao: x! =z e 2° = Z. Observe que 2° = 1 e 27 = 0

para todo x € {0, 1}. Portanto, para x = (x1,...,,),

/\x“l =z" A A

\/xal—xl oV

satisfazem a definicdo. Entdo chamaremos m,(z) o Minterm de a e s,(z) o
Maxterm de a.

Em geral, temos que qualquer funcao booleana pode ser escrita em termos de
Minterms e Maxterms, como propoe o seguinte teorema.

Teorema. Seja f(x) uma fung¢ao booleana, entdo
fla)y =\ max) = N\ sale)
a€ f~1(1) ae f=1(0)

Estas representacoes sao chamadas de Forma Normal Disjuntiva e Forma Nor-
mal Conjuntiva de f respectivamente (DNF e CNF).
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Dualidade de Funcoes Booleanas

Definigao. Seja f, f*:{0,1}" — {0, 1} duas fun¢oes booleanas tais que f*(z) =
f(Z). Dizemos que f* € a funcao dual de f.

Nao é dificil de perceber que f** = f,

@) = f@) = f@) = f(x)

Definicao. Seja f : {0,1}" — {0,1} wma fun¢ao booleana. Dizemos que f €
Auto-Dual se para todo a € {0,1}" vale

fla)=1 < [f(@)=0

Vamos ver que as funcoes auto-duais tem suas representacoes em DN F' e CNF
de um certo modo simétricas.

Algumas Funcgoes Auto-Duais
o Odd(xy,29,x3) = (x1 ANz ANx3) V(21 AT3AT3) V (T1 ANT2 A a3) V (T] Axy AT3)
A funcdo IMPAR leva z em 1 se e somente se le é impar.
o Atle2(xy,x9,w3) = (r1 Ao Ax3) V(1 Ao AT3) V(21 AT Ax3) V (Ty Azy Ag)

A funcao PELO MENOS 2 leva x em 1 se e somente se le > 2.

o Fven(xy,xe,x3) = Odd(xy, x9, x3)

A funcao PAR.

o Atmol(zy,xq, x3) = Atle2(xy, g, x3)

A funcao NoO MAXIMO 1.

Nao é coincidéncia o fato dessas duas dltimas funcoes serem Auto-Duais. De
fato, temos

Teorema. f Auto-Dual se e somente se f Auto-Dual.

Demonstragao.

J@)=1 & f2)=0 & f@=1 & [f@=0
A wvolta é andloga. =

*
Lema. m, =sz e s,=mg
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Demonstragao.

Portanto s, = mg.

Tome a = (ay,...,a,) € {0,1}" e observe que

ma(x) =2 A Az e ml=sg=a" V...V

So(x) =2P" V... Vol e si=mg=z{' A.. Az

Entao seja ¢ a fungao dualizagao, isto é p(f) = f*. Esta tltima observagao nos
nos da indicios de que devemos ter (V) = A e p(A) =V (isto é, p(gVh) =gAhe
©(g A h) =gV h). Este fato sera demonstrado mais adiante, primeiramente vamos
a um ultimo resultado sobre fun¢oes auto-duais.

Lema. f ¢ Auto-Dual se e somente se f* = f, ou seja, f € um ponto fixo de .

Demonstracao.

(=) [fe)=1 & [f@=1 & [@=0 & [fl)=1
Portanto f*(x) =1 < f(z)=1, logo f* = f.

(<) floy=1 < fx)=1 < f(2)=1 < f(@)=0
Logo, [ € auto-dual.

Lema. LEMA DE REPRESENTACAO DUAL
Seja ¢ a funcao dualizacao, entio o(V) = A e p(A) = V.

Demonstracao. Seja f uma funcao booleana. Observe que acontece um dos J
casos, para g € h funcoes booleanas:

1 f=gNh
2 f=gVh

4 f € constante
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Nos dois ultimos casos nao acontece N\ nem V, portanto, suponha que f = g/Ah.
Queremos mostrar que f* = g* VvV h*, entao,
e(f)x) = [fx) = [f@& = g@) AT =
= 9@ VhE) = g'(x) V()
O caso 2 ¢ demonstrado analogamente.
A demonstracao seque por indugdo no tamanho da expressao, isto €, g e h sdao
funcoes obviamente menores que f. ]

A partir deste resultado podemos observar o seguinte fato: Dada uma funcao
em sua forma disjuntiva normal,

f=\V ma
a€f~1(1)

no6s podemos encontrar a forma conjuntiva normal de f* apenas por uma aplicagao
simples de ¢, isto é, trocando V por A e A por V. Da mesma forma, dada f em
sua forma conjuntiva normal, encontramos f* na forma disjuntiva normal.

Em particular, se f é auto-dual, entao f* = f e, portanto, a aplicacao de ¢
troca sua C'NF por sua DN F e virse-versa.

Para finalizar, vamos introduzir um tultimo tipo de fun¢ao que aparecera em
nossas conclusoes finais.

Definicao. Dizemos que uma funcao booleana é Sitmétrica se
f(z) = f(T)
para todo x.
Por exemplo, seja h(z, z) definida por
h(z,z) =1 << z= f(z)
onde f é uma funcao Auto-Dual.

Lembre-se que para uma fungao Auto-Dual vale f(T) = f(x) e, portanto, temos
que
hz,z)=1 & z=fT) < z=f(r) & z=f(xr) & h(zx)=1
portanto, h é uma funcao simétrica.

Esta construcao sera usada mais adiante para a primeira parte da reducao.

Em particular, se escrevermos uma fungao simétrica h em sua CNF,

W)= N sd)
acf=*(0)
temos também que h(z) = /\ (sa(x) A sg(x)), pois h(a) =0 < h(a) = 0. Isto

acf-1(0)
é, se s,(x) é maxterm de h entdo sz(z) também é.
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4.2 A reducao do problema de Fatoracao para Sat-
isfabilidade

A seguinte construgao, proposta por Lins, S. (2010), é inspirada na Teoria de
Circuitos Booleanos. E possivel construir um circuito que computa p - ¢ para
quaisquer p e ¢ dados [14]. Este circuito pode ser baseado no algoritmo escolar
para a multiplicagao. Por exemplo, ao tentar calcular 11x 13 usando a base decimal
obtemos

11
x 1 3
3 3
1 1
1 4 3
porém, se estivermos usando um sistema bindario, vamos obter
1 011
X 1 101
1 011
0000
1 011
1 01 1
10001111

Assim, para cada nimero na tabela, colocaremos uma varidavel booleana, de
forma que qualquer conjunto de atribuicoes que represente uma multiplicacao ter-
minando no namero a ser fatorado leve a uma fatoracao. Observe que existem, a
principio, pelo menos 4 atribuicoes distintas para cada ntimero NV, isto é, relativas
al-N,p-q q-p N-1

A ideia, portanto, é escrever uma expressao booleana que seja satisfeita apenas
por atribuigoes que representem multiplicacoes.

4.2.1 Preliminares

Para escrever uma expressao que compute a fatoracao iremos fazer uso de sub-
expressoes que computem relacoes intermediarias entre as variaveis. Essas sub-
expressoes fardo bastante uso de algumas das fungoes booleanas apresentadas an-
teriormente.

Sejam Ry,..., R,, relacoes entre as variaveis que devem ser satisfeitas. Para
construirmos uma expressao booleana que seja satisfeita se somente se todas as
relacoes forem satisfeitas vamos fazer

E=RN---ANRp,
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Por exemplo, seja E uma expressao que ¢ satisfeita se e somente se a = b e
¢ # d (ou seja, ¢ = d), onde a,b,c,d sao variaveis binarias. Vamos fazer uso da
funcao igualdade que serd apresentada a seguir e satisfaz

I(z,y)=1&r=y
Nao ¢é dificil perceber que
E = I(a,b) A I(c,d)

Além disso, para a ultima parte da reducao, é interessante que todas as sub-
expressoes sejam apresentadas em forma conjuntiva, a fim de que a expressao final
seja apresentada também em forma conjuntiva.

4.2.2 Igualdades

Para utilizar as expressoes booleanas que vimos nos exemplos anteriores é necessario
definir uma expressao geral que represente a igualdade. Isto é, uma funcao I tal
que I(z,y) =1 < = =y. Podemos, a fim de encontrar a expressao final em forma
proxima a uma forma conjuntiva, construir a expressao igualdade I(z,y) pela sua
CNF. Sabemos que I(z,y) =0 < (z,y) = (1,0) ou (x,y) = (0,1). Logo,

I(z,y) =T Vy)A(z V)

Observe que x e y podem ser substituidos por expressoes, a fim de que queiramos
igualé-las.

No caso em que uma variavel, digamos x, deve sempre assumir o valor 0 ou 1,
a expressao fica um pouco mais simples:

I(z,0) =7 I(z,1) ==

4.2.3 Somas

Neste topico procuraremos construir uma expressao S(A, B, Z) que seja satisfeita
se e somente se A+ B = Z. Para isso, iremos primeiro construir uma expressao
para somar 3 bits.

A soma de 3 bits devolve, em geral, um ntimero com 2 bits. Portanto queremos
uma funcao g : {0,1}* — {0,1}%. Sabemos que dados a,b,c € {0,1} existem
tnicos z,y € {0, 1} tais que a+ b+ c = 2x +y. Assim, iremos escrever g(a,b, c) =
(z,y). Entao observe que temos que z = 1 se e somente se a +b+c>2ey =1
se e somente se a + b+ ¢ é impar. Assim,

g(a,b,c) = (Atle2(a,b,c),Odd(a,b,c))
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Portanto, adicionaremos a expressao geral uma sub-expressao que represente
g(a,b,c) = (z,y) = (Atle2(a, b, c),Odd(a,b,c)), ou seja,

I(x, Atle2(a, b, c)) N I(y, Odd(a,b,c))

porém, esta sub-expressao nao estd em forma conjuntiva. Podemos expandi-la a
fim de obter uma forma conjuntiva.

I(x, Atle2(a, b, c))

= (T V Atle2(a,b,c)) A (z V Atle2(a, b, c))
= (T V Atle2(a,b,c)) A (z V Atmol(a,b,c))
=@V ((avbVve)AlavbVe)AlavbVe)A@vbVe)))
ANz Vv ((@vbve)A@vbVve)A@VvbVve) A(aVbVve)))
=(ZVaVvVbVe)A(TVaVbVEATVaVbVe)A(TVavbVec)
ANz VavbVe)AlzvavbVve)A(xVavbVe)AlzVaVbVe)

I(z,0dd(a,b,c))
= (g v Odd(a,b,¢)) A (y v Odd(a, b, c))
= (g Vv Odd(a,b,c)) A (y vV Even(a,b,c))
=(@GV({(avbVve)AlavbVe) A(@vbVve) AN@avbVe)))
AyV(@vbVve)A@vbve)A(aVvVbVe)A(aVbVe)))
=@VaVvbVe)A[GVaVbVe)AGVavbVe AlgVavbVe)
AMyVavbVve) AlyvavbVve)AlyVaVvbVe)AlyVaVvbVe)

E possivel encontrar outras formas conjuntivas equivalentes para estas ex-
pressoes, estas contém 16 clausulas, onde cada clausula contém 4 variaveis.

Podemos entao, comecar a somar numeros maiores. Ao tentar somar dois
nimeros de 2 bits (z1,20) e (Y1, o),

Co
T To

Z2 21 20
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nos deparamos com um problema de representacao. Para obter z), basta ter-
mos xy € Yo, € portanto zg = Odd(xg,yo,0). Porém, para obter z;, iremos pre-
cisar da informacao dada por Atle2(zo,vo,0), 0 que nos dard a sub-expressao
z1 = Odd(xy, 11, Atle2(xg, 10, 0)). Nao é dificil perceber que, desta forma, se au-
mentarmos o ntmero de bits dos ntimeros que queremos somar, iremos aumentar
demasiadamente o tamanho da expressao final. Para evitar este problema, iremos
introduzir uma nova variavel, cg = Atle2(xo, yo,0), chamada de Carry, e com isso
vamos trabalhar com

I(29,0dd(z0,y0,0)) A I(co, Atle2(xq, yo,0)) A I(z1,0dd(x1, 11, o))

para concluir, adicionamos AI(zq, Atle2(z1, 21, ¢p)).
Para generalizar, iremos adicionar no lugar desta tltima expressao a seguinte
expressao equivalente

I(cy, Atle2(xq,y1, ¢o)) A I(22,0dd(0,0,¢y))

Portanto, observando o diagrama para a soma de dois niimeros de n bits

Ch—1 Cp—o Ch—3 ... (O 0

0 Tp—1 Tp—2 ... T1 X

+ 0 Yno1 Yn—2 - Y1 Yo
Zn Zn—1 An—2 ... RZ1 &0

podemos construir as equagoes a partir de uma formula geral:

C1=Tp =Yn = 0
z; = Odd(w;, i, ¢i1)
C; = AtleQ(xz, Yi, Ci,1>

Entao, se A= (x,_1,...,20), B= Yn-1,---,Y0), Z = (Zn, .-, 20), temos

S(A,B,Z) = (I(c_1,0) A (2,0) A I(yn,0))A

n

/\ (I(ZZ, Odd(fﬁz, Yi, C,‘_l)) VAN I(CZ‘, Atl€2($2, Yi, Ci—l)))

=0

4.2.4 Produtos

Como fizemos anteriormente, vamos introduzir uma funcao que multiplique bits
e utilizd-la para ntimeros maiores. Neste caso precisaremos de uma funcao Mult
que multiplique dois bits, ou seja, Mult(a,b) =1 < axb=1.
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Temos que axb=1 < a=0b=1 e, portanto,
Mult(a,b) = @V b)A(aVb)A(aVb)

A sub-expressdo que serd inclusa na expressao final é I(z, Mult(a,b)), que em
forma conjuntiva fica

I(z, Mult(a,b))
= (Z V Mult(a,b)) A (z V Mult(a,b))
=ZV(@Vvb)A(aVvb)A(aVDb))A(zV (aVb)

)
=(EZVavbAEVaVbh)AEVaVbh)A(zVavd

)

=(EZVbAEVa)A(zVaVvb)

Assim, dados dois nameros de n bits (x,_1,...,21,%0), (Yn—1,---,Y1,Y0), quer-
emos respeitar o diagrama de multiplicacao escolar,

Tn—1 s x Zo
X Yn—1 e n Yo
Tn—1Yo -+ T1Yo TolYo
Tn—1Y1 s T1Y1 ToY1
Tpn—1Yn—-1 - T1Yn—1 ToYn—-1

portanto, vamos criar variaveis zj; ; onde zo; ; = Mult(x;_;, y;).
Obtemos o seguinte diagrama

Tpn—1 ce T Zo
X Yn—1 s Y1 Yo
20,0,n—1 20,0, 20,00
20,1,n T 20,12 <0,1,1
20m—12n—2 ' 20;n—1,n R0n—1,n—1

Observe que ¢ e j indexam linhas e colunas do diagrama. Iremos preencher
0s espagos em branco com varidveis nulas a fim de facilitar a indexacdo para as
somas. O indice k = 1 sera usado para indexar os resultados das somas. Portanto,
definimos

) Mult(xj_g,y) sei<j<n-—1+1
067 0 sej<touj>n—1+41

Assim, obtemos uma matriz de nimeros que devem ser somados a fim de obter
o resultado final.
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20,0,2n—2 T 20,0,0
20n—1,2n—2 " 20,n—1,0
Defina Zy; = (2kion-2.---,2ki0), que, para k = 0, ¢ o nimero dado pela
i—ésima linha da matriz, que também é, por outro lado, 2° - y; - (1, ..., %0)-
Faremos a seguinte lista de somas
S(Zo0: Zo,1, Z1,1) Zv = Zoo + Zo,a
S(Zl,iy ZO,Z'+17 Zl,i+1> 1= 17 e — 2 Zl,i—‘rl = Zl,i + ZO,H—I

Vamos ter que Z; ;41 ¢ a soma de Z;; com Zj;41, € com isso temos que 2,1 =
n—1

Z Zy,;- Portanto 71,1 =x - y.

i=0
Assim, obtemos uma expressao booleana que é satisfeita se e somente Z; ,,_; =
x -y. Portanto, dado um ntmero Z* = (23, 5, ..., z}), podemos forcar que Z; ,,_;
£ . N ~
receba esses valores anexando zy%, 4 ;,7 =0,...,2n — 2 & expressao.

Observe que

2n—2 .

zx

J _ ok -
/\ 21 =1 ~ ZAm-1j=2%; J=1,...,2n—2
J=0

Exemplo. Vamos encontrar a expressao booleana para fatorar 6 = 110.

X T To
Y h Yo
Zo,0 <~ 20,02 20,0,1 20,00
Zo,1 20,1,2 20,1,1 <0,1,0
Z1p 21,02 21,0,1 £1,0,0

A equacao, resumidamente, é

Eﬁ(ﬂfo, T1, Yo, Y1, 20,0,0, 20,0,15 £0,0,25 £0,1,05 20,1,15 20,1,25 £1,0,05 £1,0,15 2’1,0,2) =
= 1(20,070, Mult(,fo, yo)) N 1(20,071, Mult(fl, yo)) N 1(20,072, O)/\
N (20.1,0,0) A I(201.1, Mult(xo,y1)) A I(201.2, Mult(xy,y1))A
NS(Zo0, Zoas Z10)
Nz102 N 2101 N\ 21,00

Exemplo. Vamos encontrar a expressao para fatorar 15 = 01111.
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As varidveis respeitam o sequinte diagrama:

X T T ZTo
Y Yo W Yo
Zo,o N 20,04 20,0,3 <0,02 <0,0,1 <0,0,0
Zo,1 20,1,4 0,1,3 <0,1,2 <0,1,1 <0,1,0
Zo,z 20,24 20,2,3 0,22 20,21 <0,2,0
AR 21,14 21,1,3 21,12 21,1,1 21,1,0

As somas parciais respeitam o sequinte diagrama:

Portanto, a equacao para fatorar 15 €
E15(£C0, T1,X2,Yo, Y1, Y2, 20,0,45 20,0,35 20,0,25 £0,0,1, £0,0,05

20,1,45 20,1,35 £0,1,25 20,1,15 20,1,05 20,2,45 20,2,3, £0,2,25 20,2,15 £0,2,0,

21,0,45 #1,0,35 #1,0,25 1,0,1, #1,0,0, #1,1,45 #1,1,35 #1,1,25 1,11, 21,1,0) =
I(20.0.0, Mult(zo,y0)) N I(200.1, Mult(x1,y0)) A I(200.2, Mult(xe,yo))A
N (20,0,3,0) A 1(20,0,4,0) A I(201,0,0)A
N (20,11, Mult(xo, y1)) A (20,12, Mult(z1,y1)) A I(20,1,3, Mult(zg, y1)A
N (20.1,4,0) A 1(202,0,0) A I(2021,0)A

/\[(20,2,2, MU“@?O’ 3/2)) A 1(20,2,3, MUlt(iCl, yz)) A 1(20,274, MU“(%a y2))/\

NS(Zo0, Zoa, Z10) NS(Zh, Zoo, Z11) N

NZiiaNz1a3Nz1i12 Nz A 2110

19



Capitulo 5
Programacao 0-1

Programacao Inteira ¢ um problema bastante importante na area de Combinatoéria
e tem varias aplicacoes na indtustria. Em termos de classes de complexidade,
Programacao Inteira ¢ um programa N P-Completo.

Existem varios algoritmos, tanto comerciais quanto livres, eficientes para re-
solver problemas de programagao inteira, como por exemplo o SCIP [1]|, o GLPK
[10], porém, nenhum deles é de tempo polinomial. Estes algoritmos utilizam, mais
geralmente, duas técnicas combinadas: o Branch and Bound e os Cortes de Go-
mory.

Dada uma matriz A inteira m X n, um vetor ¢ inteiro com n entradas e um
vetor b inteiro com m entradas, podemos definir um problema de programacgao
inteira por

maximizar ¢’z
sujeitoa Az < b
e x inteiro

Observando ¢ e x como

c=(c1y...,¢n), r=(x1,...,2,)

dizemos que ¢’z = cio1 + ... + c,xn € a funcdo objetivo, a funcdo que queremos

maximizar, onde Ax < b e o “x inteiro” sao as restricoes. Podemos ver A como
um vetor de linhas a; e b como uma coluna

a, by
A= : , b =
A, b,
e teremos para cada i € {1,...,m} uma restricao a;;x1 + ...+ ajx, < b;. Além

disso, “x inteiro” quer dizer que x; ¢ inteiro para todo j € (1,...n).
Um problema de Programagao 0-1 é um problema de Programagao Inteira onde
x € um vetor binario.

20
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5.1 A Reducao do Problema de Satisfabilidade para
o Problema de Programacao 0-1

Este topico apresenta a segunda parte da reducdo proposta nesta dissertacao. A
reducao aqui apresentada ¢ uma reducao bastante tradicional e simples.

Queremos, a partir de uma expressao booleana em forma conjuntiva, obter
um sistema linear de desigualdades tal que o conjunto de solugoes inteiras do
sistema linear esteja em bijecao com o conjunto de solucoes da expressao booleana.
Aqui usamos o termo solucao da expressao booleana no sentido de conjunto de
atribuicoes que satisfazem a expressao.

Seja v uma aplicacao tal que, para A e B expressoes booleanas,

(x) =
(@) = (1 -x)
ot
ot

AV B) =~(A) +7(B)

ANB) =~(A)y(B)

Observe que estamos construindo as equagoes lineares com as mesmas variaveis
das equacoes booleanas, a fim de facilitar o entendimento. Portanto, estamos
usando = € {0,1}.

Vamos, primeiramente, apresentar um exemplo:

Exemplo. Seja E = (x1V 25V x3) A (29 V 23V Tg) A (T3 V 24).
Temos que

Y(E) = AllxrVasVag)A(zaVas VT A (T3 Ve,

= (Vo Vas)y(xe Vo VI)y(Ts Vxy)
= [y(@1) + y(x2) +y(@3)][v(22) + y(23) +v(@2)][v(T3) + y(24)]
= [z1+ 2o+ as][ra+ 23+ (1 — 24)][(1 — 23) + 24]

Vamos ver que para E ser satisfeita devemos ter v(E) > 1 e, para isso, iremos
resolver o sequinte sistema gerado a partir da expressao obtida acima:

r1 + x2 + T3 > 1
To + T3 + 1- Ty > 1
1—23 + Ty > 1
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A seguir demonstramos a equivaléncia desta reducdo, isto é, mostramos que,
usando as mesmas variaveis (como observado acima), o conjunto de pontos que
satisfaz a expressao booleana dada é o mesmo conjunto de pontos que satisfaz o
sistema de desigualdades obtido.

Considere uma clausula unitéaria, digamos C' = x. Para que C seja satisfeita é
necessario e suficiente que x = 1. Em termos de desigualdades lineares, queremos
satisfazer = > 1, ou seja, v(C') > 1. Observe que, como = pertence a {0,1}, z > 1
implica = 1. Por outro lado, se x < 1, entao, z = 0 e C' nao é satisfeita.

Para C = T a construcao é analoga. C é satisfeita se e somente se © = 0.
Queremos satisfazer a desigualdade linear (1 — ) > 1, ou seja y(C') > 1.

Observe que para qualquer clausula unitaria C' vale v(C') > 0, uma vez que x
pertence a {0,1}. Assim, > v(z{") > 0. Logo, se >_ y(x{") > 1, entao y(z;") > 1
para algum ¢, digamos i = 7g, e, portanto, a clausula :Ejom é satisfeita. Por outro
lado, se > y(z7") < 1, entdo > y(x{") =0 e y(x{") = 0 para todo i.

Seja entdao, C' = \/z{". Para que C seja satisfeita é suficiente que z{’ seja
satisfeita para pelo menos um i. Logo, pela observacao acima, basta que v(C) =
Y y(zf') > 1. Observe que se ¢ é satisfeita para um tnico i, entdo y(C) = 1.

Uma expressao booleana E em forma conjuntiva é escrita como E = Cy ACy A
- ANCp,onde C; =z, Vo, V-V Ci,,, S0 clausulas. Para E ser satisfeita, todas
as clausulas C; devem ser satisfeitas. Em outras palavras, v(C;) > 1 para todo i.

Observe que é exatamente isso que fazemos quando exigimos y(E) > 1. Temos
que

WE) =1\ C) = [[1(C) =1

Ja vimos que v(C;) > 0 para todo i, logo, se v(E) = 0, entdao v(C;) = 0 para
pelo menos um 7. Por outro lado, é dbvio que se v(C;) = 0 para algum i, entdo
V(E) = 0.

Assim, temos que

E=1 & ~E)>1 < ~(C)>1Vi

Com isso, iremos obter o seguinte sistema de desigualdades:

(C) > 1
7(C) > 1
'Y(Cm) > 1

Para finalizar, deixamos as variaveis de um tnico lado das desigualdades e as
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constantes de outro. Retornando ao exemplo, teremos:

1 + my + @3 > 1
Tog + X3 — X4 > 0
— 3 + x4 = 0

e, portanto, obtemos um sistema de inequacoes lineares, a instancia de um pro-
grama inteiro. Com isso podemos usar métodos de programacao inteira para re-

solver o nosso problema.



Capitulo 6

Particularidades da Reducao Geral

Este capitulo ¢ dedicado a apresentacao de algumas particularidades desta re-
ducao, propriedades observadas que podem ser utilizadas para o desenvolvimento
de algoritmos mais eficientes.

6.1 Unicidade da Solucao

A primeira propriedade é que, para a construcao da expressao booleana, o niimero
de variaveis usadas para representar cada fator primo do nimero a ser fatorado
é menor do que o nimero de variaveis usadas para representar o niimero a ser
fatorado. Ou seja, nenhum dos fatores pode ser igual ao ntimero a ser fatorado.
Portanto, nenhuma das solugoes da expressao pode gerar 1- N ou N - 1.

Podemos também, introduzir dois novos conjuntos de variaveis S1 = (s1,0,...,51,n-1)
e Sy = (s20,...,52n-1) € a sub-expressao S(1,S57,5) A S(S2,X,Y). Com isso
temos Sy =S1+1eY =X + 5, e, portanto, So >1eY > X +1 > X.

Alternativamente, podemos introduzir somente S = (sg,...,$,_1) e uma sub-
expressao S(X, S,Y), obtendo X +S =Y e, entdo, redefinir o primeiro carry desta
sub-expressao como 1, obtendo X +S+1=Y.

Assim, no caso onde N = p - ¢ com p # ¢ primos, vamos obter uma expressao
booleana com uma tnica solugao. Em termos de Programagao 0 — 1, obtemos um
sistema de equacoes lineares com uma tUnica solucao inteira. Se olharmos para
o relaxamento do programa inteiro para Programacao Linear, vamos obter um
politopo com um tnico ponto inteiro.

6.2 O Paralelismo das Equacoes

A segunda parte da reducao nos fornece, para cada inteiro N a ser fatorado, uma
matriz Ay e um vetor by tal que dado z* inteiro satisfazendo Ay - z* > by,

24
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podemos obter p e ¢ tais que p- g = N, assim, fatorando V.
Vamos definir a partir do par (Ay, by) o Politopo de Fatoragao de N

]PN = {$ € RnHAN T Z bN}

Quando necessario, daremos mais informacdes sobre o politopo. Aqui, queremos
apresentar o paralelismo de um conjunto importante de hiperplanos que o definem.
Lembre-se do inicio do texto em que definimos funcoes Simétricas.

Definicao. f é Simétrica se vale

para todo x.

Vamos ter, portanto, que as fun¢oes ayeasia(,a,b,¢) = I(x, Atle2(a,b,c))
e Ioada(y,a,b,c) = I(y,0dd(a,b,c)) sdo simétricas, pois Odd e Atle2 sao funcoes
Auto-Duais - Observe o exemplo dado ap6s a defini¢ao de fungao simétrica - Vamos
aplicar a funcao 7 definida na segunda parte da reducao para construir as sub-
matrizes relativas a estas funcoes.

Lembre-se que

Tteast2(7,a,b,¢) = (ZVaVbVc)A(TVaVbVE)A(TVaVbVe)AN(TVaVvbVec)

ANzVavbVe)A(zvavbVe)A(xVvavbVe)A(zVaVbVe)
=(ZVaVbVe)A(TVaVbAETVaVc)A(TVbVe)

ANz VaVvbVe)A(xVvavb) A(xVaVve)A(xVbVe)
=(@VaVvVbAN@TVaVe)AN(TVbVc)
ANzVavb)A(xVave)A(zVbVe)

Toaa(y,a,b,c) = @V aVvbVe)ANGVaVbVE) AGVaVvbVe) A(gVvaVvbVe)
AyVvVavbVve AlyvavbVve)AlyVaVvbVe)A(yVaVbVe)

Portanto, temos
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’Y([Atleasﬁ(l‘y a, b7 C)) >1

I
—1 1 1 0 0
—1 10 1 T 0
—1 0 1 1 a 0
1 -1 -1 0 b = —1
1 -1 0 -1 c —1
1 0 -1 -1 —1

7(]0dd(y,a,b, C)) > 1

4
—1 1 1 1 0
-1 1 -1 -1 —9
-1 -1 1 -1 Y -9
-1 -1 -1 1 a —2
1 -1 -1 -1 b - —2
1 -1 1 1 c 0
1 1 -1 1 0
1 1 1 -1 0

Observe que, como essas duas fungoes sao simétricas, os maxterms delas estao
em pares S,(x) e sz(x). Com isso temos que as linhas de suas matrizes estao em
pares onde uma linha é a negativa da outra. Portanto, podemos reapresentar as
desigualdades da seguinte forma

’Y(IAtleast2(:E7 a, b7 C)) >1

(s
1 1110 v 0
1> -1101 Z > | 0
1 101 1 0
C
Y(Load(y,a,b,c)) > 1
()
9 1 1 1 1 y 0
9 1 -1 1 1 a 0
9 |2 1 1 -1 1 HEAR
9 1 1 1 -1 c 0

Essas duas funcoes aparecerao sempre juntas, entao iremos usar uma tunica
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matriz para representa-las:

-1 0 1 1 0
-1 0 1 0 1
-1 0 0 1 1
A= 0 —1 1 1 1
0 1 -1 1 1
0 1 1 -1 1
0 1 1 1 -1
Logo,
Y(Lasteast2(x, a, b, ¢) A Ioqa(y, a,b,c)) > 1
U
1 0
1 T 0
1 Y 0
2 | =2 A a | >10
2 b 0
2 c 0
2 0

Assim, temos que o Politopo de Fatoracao é limitado em grande parte por
hiperplanos paralelos, gerados por estas fun¢oes simétricas.

Além disso, esta matriz A possui linhas emparelhadas. Vamos ver isso apli-
cando A a todos os possiveis valores para (a,b,c, x,y)

a b ¢ x=Atle2(a,b,c) y=0dd(a,b,c)
o 0 0 0 0 0
rp; 0 0 1 0 1
3 1 0 0 0 1
ry 0 1 1 1 0
s 1 0 1 1 0
26 1 1 0 1 0
w1011 1 1

Temos entao
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A'Qfo A'$1 A'.CEQ A'Ig A'.CE4 A'.ﬁlf{, A'ﬂf@ A'Qf7

OO OO o oo
SN DN O - = O
DO NN O
NO OO~
SO NN = OO
SO O NN O+ O
DO O N OO
NN~ ==

Aqui podemos observar o emparelhamento das linhas da matriz A. Sempre que a
altima linha de A - x; assume 0, a primeira linha também assume 0 e sempre que
a ultima linha assume 2, a primeira linha assume 1. O mesmo acontece com as
linhas 2 e 6 e 3 e 5.

6.3 O Método dos Cortes Paralelos

O problema de Programacao Inteira é um problema intimamente ligado ao prob-
lema de programacao linear. Dado um problema de programacao inteira P

Max cx, z € S={x|Ax >0b, x>0 inteiro}

podemos relaxar a condi¢ao de integralidade e obter um problema de programagao
linear P':
Max cx, z € S ={x|Az >0, x>0}

Podemos observar que S C 5.

Com isso, podemos usar métodos de programacao linear para trabalhar com
nosso problema.

Suponha que ao resolver P’ encontremos z* € S’ inteiro. Entao, z* € S
e, portanto, x* é solucao de P. Infelizmente, este caso é raro, porém, é possivel
construir um novo sistema de equacoes lineares A’x > V' tal que se

T={x|Ax>b, Alz >V, x>0}
entao
) ScTcSe

2) se z* & solugao de
Mazxcx, x €T

entao x* é solucao de P.
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Cada equacao de A’z = b’ define um hiperplano que corta o politopo S’. Assim,
serao chamadas de Planos de Corte. As inequacgoes de A’z > I/, por sua vez,
restringirdao S’ de forma a nao excluir os pontos inteiros de S.

Encontrar esse sistema é uma tarefa de custo exponencial. Portanto, neste
trabalho, apresentamos um algoritmo polinomial que gera um conjunto também
polinomial de planos de corte.

Considere o programa linear P’ acima e A, b os dados do politopo. Suponha
A e b inteiros.

Qo bo
Seja A = : e b= : , dado i € {0,...,m — 1}, temos que
(m—1 bmfl
a;r > b;
Seja x* o resultado do seguinte programa linear

Max —a;x, z €S

temos que —a;z* > —a;x para todo z € 5, logo a;x > a;x* para todo x € S'.
Assim,
a;x > a;x" > b,

e, portanto, como desejamos manter os pontos inteiros, se x é inteiro
laiz] > |aiz™] = |bi]
Como a;, T e b; sao inteiros, temos
a;x > |a;x"] > b;

Frequentemente ocorre a;z* > b;, neste caso, podemos modificar o limite b; para
|a;z*].

Dai vem 0 nome do método. Uma vez que ocorre a;z* > b;, iremos inserir uma
nova inequagao no sistema: a;x > |a;z* |, porém, a;x > b; se torna uma inequagao
desnecessaria e, portanto, é suficiente fazer a alteracao do valor de b;. Fizemos um
corte no politopo paralelo a equacao a;x > b;. Dizemos que este corte foi um corte
efetivo.

Assim, é importante sabermos quantos cortes paralelos podem ser feitos em
um politopo de fatoracao.

Vimos que se x ¢ um ponto inteiro, entao as componentes de Az s6 podem
assumir dois valores (0 e 1 ou 0 e 2). Portanto, se z é inteiro, as componentes de
Az referentes as somas também s6 poderao assumir dois valores (0 e 1 ou 0 e 2
oule —1ou0e —2). Assim, uma vez que é verificado um corte efetivo em uma
dessas equacoes, o valor de b; deve ser modificado de forma extrema, isto é, de 0
para 2 ou de —2 para 0 no caso dos possiveis valores serem 0 e 2 em A.
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No politopo de fatoracao de N temos que todas as equacoes tem no maximo 4
variaveis binarias, assim, b; pode assumir no maximo 4 valores diferentes. Porém,
vimos pelo paralelismo das facetas que as componentes de Az s6 podem assumir
dois valores (0 e 1 ou0e 2ou0e-1oule-2). Assim, uma vez que é verificado
um corte efetivo com relacao a uma equacao a;xr > b; ela nunca mais ¢ candidata
ao corte paralelo. Ainda mais, se a; = —a;, pelo paralelismo, a;z > b; também
nao sera mais candidata ao corte paralelo.

Além disso, vimos que existe um emparelhamento das equacoes de A. Se ay
estd emparelhada com a; e for verificado um corte efetivo em uma delas, digamos
ay, entao, a; deve também ser cortada.

6.4 A complexidade da reducao

Vamos, primeiramente, calcular o nimero de variaveis envolvidas no Programa In-
teiro final. Sabemos que o ntimero de variaveis nao se altera na redugao Satisfabilidade —>
Programacao Inteira, portanto, basta contarmos o nimero de varidveis na ex-
pressao booleana.

Seja N = (2, ..., 2}) o niimero que queremos fatorar com n+1 digitos binarios.
Vamos estimar o ntimero de digitos binarios dos seus fatores primos p e q. Observe
que, se n é impar, entao p,q > 2, o que implica que p,q < % e, portanto, p e q
tem, no maximo, n digitos binirios. Podemos melhorar essa estimativa fazendo
uma quantidade polinomial de testes.

Entao, suponha que p = ¢ = 2" — 1 = (1,1,...,1). Ao multiplicar estes
numeros obtemos o seguinte diagrama:

11
X 1 11
1 11
1 b1 n linhas
1 -~ 1 1

Onde temos n? + 2n entradas diferentes de 0. Esse ¢ um caso extremo. Os es-
pagos em branco no diagrama representam zeros e nao precisam ser contados como
variaveis.

Agora faremos n — 1 somas. Por simplicidade, vamos colocar o mesmo ntimero
de variaveis para cada soma. Entao precisamos de um limite superior. Temos que,
sep=¢q=2"—1, entdo p-q¢ = 22" —2""1+1 < 22" ¢, portanto, p-¢ tem no maximo
2n digitos binarios. Vamos supor entao, que em cada soma S(Z, A, B), A, B, Z tém
2n digitos binarios. Como A e B sao niimeros com varidveis ja apresentadas, para
cada soma S(Z, A, B) devemos introduzir as variaveis de Z e as varidveis auxiliares
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de Carry, que vém em mesma quantidade. Logo, para cada soma S(Z, A, B)
adicionamos 2 - 2n varidveis. Portanto, para o processo de somas iremos adicionar
(n—1) - 4n = 4n? — 4n variaveis.

Assim, a expressdo booleana final envolve n?+2n-+4n?—4n = 5n%—2n variaveis.
No caso em que forcamos a unicidade do ponto inteiro, devemos introduzir mais
uma ou duas somas e, portanto, 4n ou 8n variaveis.

Devemos entao, calcular o nimero de clausulas presentes na expressao final.
Para cada multiplicacao desejada sao incluidas 3 clausulas na expressao. Para
cada soma de 3 bits sao incluidas 16 clausulas. Cada soma de nimeros de 2n
digitos envolve 2n somas de 3 bits e, portanto, para estas, incluimos 2n - 16 = 32n
clausulas. Iremos fazer também algumas igualdades do tipo z = 0 ou z = 1 que
podem ser representadas por cldusulas do tipo Z ou z, assim, somente adicionamos
uma clausula para cada uma dessas igualdades.

E estimado que cada fator tem n digitos binarios e, portanto, sao feitas n? mul-
tiplicagoes. Entao, fazemos (n—1) somas de nimeros de 2n digitos e, para garantir
que a ultima soma resulte em N, fazemos 2n igualdades. Assim, a expressao final
contém n? -3+ (n — 1) - 32n + 2n = 35n? 4+ 30n clausulas. No caso onde for¢camos
a unicidade do ponto inteiro, iremos adicionar 32n ou 64n clausulas extras.

Como cada clausula gera uma tdnica equagao no sistema final, o nimero de
equacoes é igual ao ntimero de clausulas. Além disso, cada clausula envolve no
maximo 4 variaveis e, assim, cada linha da matriz terd no maximo 4 entradas nao
nulas. Com isso, a matriz final tera no méaximo 4(35n? 4+ 30n) entradas nao nulas.

Portanto, concluimos que a redugio proposta ¢ de ordem O(n?).

Observamos também que o algoritmo introduz uma submatriz para cada novo
par de variaveis introduzido. Logo, o nimero de passos dado ¢ da mesma ordem
do ntimero de varidveis: O(n?).



Apéndice

O Politopo de Fatoracao de 6

Devido a extensao da matriz, apresentamos apenas o exemplo do politopo de fatoracao FPs.Abaixo esta
a matriz Ag do politopo, a desigualdade e o vetor bg,que sao suficientes para representar o politopo.Ja
observamos que cada uma das equacoes do sistema linear envolve no maximo 4 variaveis e,portanto,
omitimos os numerosos zeros presentes na matriz.Omitimos também o vetor de varidveis para uma
melhor exposicao da matriz.

|
[un
[
Jun
[un
NONONONONOHFHOFOFONONONONOOOHOOHOOOOOHOOROO

32



33

A

APENDICE

OHO0OHOHONONONONONOHOHOHONONONONONOHOHOHONOO

VI

— — —
= — —
— — — —
— — — —
— — —
= — —
— — — — — — — — — —
IR A B — Rl R
— — — — — — — — — —
— — — = — — — — —
— — —
i —
— — — — — —
IR e R B — i
— — — — — —
— == — — —
— — —
— — —
— — — — — —
eI — — — —
— — — — — —
R — — — —
— — —




34

OCNONOHOHOHOANOANOANOANONOHOHOHONO ™ A A A A Ao o
1

— — — — — —
L B R =l —
- =
SO A —
— — — —
= - —
— — — — — — — — — —
I I T T N R - —
— — - -
— — — — —
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
— — —
I R —
-
- —
— — — — — —
Ll R T IR — —
- - —
A — —

A

APENDICE



Referéncias Bibliograficas

[1] T. Achterber, Scip - a framework to integrate constraint and mized integer programming, Mathe-
matical Programming Computation 1 (2005), no. 1, 1-41.

[2] M Agrawal, N Kayal, and N Saxena, Primes is in p, The Annals of Mathematics Second Series 160
(2004), no. 2, 781-793.

[3] R. P. Brent, Some integer factorization algorithms using elliptic curves, Australian National Uni-
versity (1985).

[4] S. Cook, The complexity of theorem-proving procedures, Proceedings of the 3rd Symposium on the
Theory of Computing (1971), 151-158.

[5] R.S. Garfinkel and G. L Nemhauser, Integer programming, Wiley-Interscience, New York; London;
Sydney; Toronto, 1972.

[6] Jr. H. W. Lenstra, Elliptic curve factorization, personal communication via Samuel Wagstaff Jr.
(1985).

[7] Juris Hartmanis and Richard E. Stearns, On the computational complexity of algorithms, Trans.
American Mathematical Society (1965), no. 117, 285-306.

[8] Donald E. Knuth, The art of computer programming, 2 ed., vol. 2, Addison Wesley, 1998.
[9] L. Levin, Universal search problems, Problemy Peredachi Informatsii 9 (1973), no. 3.
[10] A. Makhorin, “glpk — gnu linear programming toolkit”, 2001.

[11] R. L. Rivest, A. Shamir, and L. Adleman, A method for obtaining digital signatures and public-key
cryptosystems, Communications of the ACM 1 (1978), no. 2.

[12] A. Schrijver, W.J. Cook, and W.H. Cunningham, Combinatorial optimization, John Wiley Profes-
sional, 1997.

[13] S. Singh, The code book, Anchor Books, 2000.

35



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 36

[14] 1. Wegener, The complezity of boolean functions, Wiley, Teubner; Chichester; New York; Brisbane;
Toronto; Singapore, 1987.

[15] J. Eldon Whitessit, Boolean algebra and its applications, Addison-Wesley, Massachusetts, 1961.



Este volume foi tipografado em ITEXna classe UFPEThesis (www.cin.ufpe.br/ paguso/ufpethesis).



