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Resumo

Estudamos a existência e unicidade de solução de uma equação do calor não linear com

dado inicial em Lq(Ω), onde 1 ≤ q <∞. Mostramos que esta solução é clássica.

Palavras-chave: Equação do calor, solução clássica, existência e unicidade.



Abstract

We study the existence and uniqueness of a solution of a nonlinear heat equation with

initial data in Lq(Ω), where 1 ≤ q <∞. We show that this solution is classical.

Keywords: Heat equation, existence, uniqueness, classical solution.
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Introdução

Nosso objetivo é analisar a existência e unicidade de soluções para a seguinte equação

parabólica semilinear 
ut − ∆u = |u|p−1u em (0, T ) × Ω,

u = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0, x) = u0(x) em Ω,

(1)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, p > 1 e u0 ∈ Lq(Ω). O

problema da existência local para (1) foi estudado por Weissler [2], que mostrou que se

u0 ∈ Lq(Ω) e q > N
2
(p − 1) ou q = N

2
(p − 1) > 1, existem T = T (u0) > 0 e uma função

u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)) solução da equação

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)|u(s)|p−1u(s)ds, (2)

onde (T (t))t≥0 é o semigrupo do calor. O resultado é “quase” optimal, pois quando 1 ≤

q < N
2
(p − 1), existe u0 ∈ Lq(Ω) não negativo tal que a equação (2) não possui solução

não negativa na classe C([0, T ], Lq(Ω)).

A questão de unicidade foi tratada por Brézis e Cazenave em [1]. Especificamente

eles mostram que quando q > N
2
(p− 1) ou q = N

2
(p− 1) > 1 o problema (1) possui uma

única solução na classe

C([0, T ], Lq(Ω)) ∩ L∞
loc((0, T ), L∞(Ω)).

Para mostrar que a solução obtida por Weissler encontra-se na classe L∞
loc((0, T ), L∞(Ω)),

eles estudaram o problema
ut − ∆u = au em (0, T ) × Ω,

u = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0) = u0 em Lr(Ω).

9
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Nesta dissertação, substituimos o argumento deles pelo argumento de Snoussi, Tayachi e

Weissler [9] pois é um argumento muito mais geral.

Agora vamos comentar o que foi desenvolvido ao longo de cada capítulo.

No Capítulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares como os espaços Lp,

teoria das distribuições, derivada fraca, espaços de Sobolev e a integral de Bochner.

No Capítulo 2, abordamos a teoria de semigrupos. Enunciamos o teorema de Hille-

Yosida e falamos de operadores m-acretivos1, apresentando alguns resultados necessários

para mostrar que o operador ∆ é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de con-

trações, denominado semigrupo do calor. Também falamos brevemente sobre semigrupo

analítico.

No início do Capítulo 3, falamos sobre a equação do calor linear e a regularidade

maximal. Em seguida, falamos sobre equação do calor não linear, dada por
ut − ∆u = g(u), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,

com dado inicial u0 ∈ L∞(Ω) e g : R → R contínua. Analisamos a existência e unicidade

da solução.

Finalmente, no Capítulo 4 tratamos a existência e unicidade para o problema (1)

para dado inicial u0 ∈ Lq(Ω).

1em inglês é chamado de m-accretive



Capítulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Espaços Lp

Seja Ω ⊂ RN um aberto. Se f : Ω → R é uma função mensurável e 0 < p <∞, definimos

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f |pdx
)1/p

(permitindo que ‖f‖Lp = ∞). Definimos

Lp(Ω) = {f : Ω → R; f é mensurável e ‖f‖Lp <∞}.

Abreviaremos Lp(Ω) simplesmente por Lp quando isso não gere confusão sobre o domínio

das funções tratadas. Como

|f + g|p ≤ (2 max{|f |, |g|})p ≤ 2p(|f |p + |g|p),

concluímos que f + g ∈ Lp, se f, g ∈ Lp. Como ‖cf‖Lp = |c|‖f‖Lp , Lp é um espaço

vetorial.

Nossa notação sugere que ‖ ·‖Lp é uma norma em Lp. De fato temos que ‖f‖Lp = 0

se, e somente se, f = 0 q.t.p. e ‖cf‖Lp = |c|‖f‖Lp . Então, só nos resta verificar a

desigualdade triangular, ou seja ‖u+v‖Lp ≤ ‖u‖Lp +‖v‖Lp . Isto não é válido se 0 < p < 1.

Para mostrar isto, sejam a, b > 0. Para t > 0 temos que tp−1 > (a+ t)p−1, e integrando de

0 a b obtemos ap + bp > (a + b)p. Portanto, se E e F são conjuntos disjuntos de medida

finita e positiva em Ω definindo a = |E|1/p, b = |F |1/p e χE(x) como sendo 1 se x ∈ E e 0

se x /∈ E, temos

‖χE + χF‖Lp = (ap + bp)1/p > a+ b = ‖χE‖Lp + ‖χF‖Lp .

11



12

A desigualdade de Minkowski (1.2), nos diz que Lp é um espaço normado se 1 ≤ p < ∞.

Agora vamos definir o espaço L∞.

L∞(Ω) = {f : Ω → R; f é mensurável e ∃ C > 0 tal que |f(x)| ≤ C q.t.p. em Ω }

e

‖f‖L∞ = inf{C}

Como antes, é possível verificar que L∞ é um espaço vetorial e ‖ · ‖L∞ é uma norma.

Agora vamos apresentar alguns resultados sem demonstrá-los, já que eles podem

ser encontrados nos livros de teoria da medida, como por exemplo Folland [7].

Para L1, temos os seguintes resultados.

Teorema da convergência monótona. Seja (fn) uma seqüência em L1(Ω) tal que

(i) fn(x) ≤ fn+1(x) q.t.p. em Ω,

(ii) sup
n

∫
Ω

fn <∞.

Então, fn(x) converge para f(x) q.t.p. em Ω e, além disso, f ∈ L1(Ω) e

lim
n→∞

∫
Ω

|fn(x) − f(x)|dx = 0.

Teorema da convergência dominada. Seja (fn) ⊂ L1(Ω) tal que

(i) fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω,

(ii) Existe g ∈ L1(Ω); |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p. em Ω, para todo n ∈ N.

Então, f ∈ L1(Ω) e lim
n→∞

∫
Ω

|fn(x) − f(x)|dx = 0

Lema de Fatou. Seja (fn) ⊂ L1(Ω) verificando

(i) fn(x) ≥ 0 q.t.p. em Ω,

(ii) sup
n

∫
Ω

fn(x)dx <∞.

Se f(x) = lim inf
n→∞

fn(x), então f ∈ L1(Ω) e
∫

Ω

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx

A seguir, apresentamos alguns resultados que valem para os espaços Lp com p ≥ 1.
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a) O conjunto C0(Ω) = {f : Ω → R contínua tais que f(x) = 0 ∀x ∈ Ω \K onde K é

um compacto} é denso em Lp(Ω), se 1 ≤ p <∞.

b) (Desigualdade de Hölder) Suponha que 1 ≤ p ≤ ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. (q é chamado

o conjugado de p) Se f ∈ Lp e g ∈ Lq então fg ∈ L1 e

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq . (1.1)

A igualdade vale em (1.1) se, e somente se, existem constantes α, β com αβ 6= 0 tais

que α|f |p = β|g|q q.t.p.

c) (Desigualdade de Minkowski) Se 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g ∈ Lp, então

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp . (1.2)

d) O espaço Lp com 1 ≤ p ≤ ∞ é um espaço de Banach.

e) O espaço Lp com 1 ≤ p <∞ é separável.

f) (Desigualdade de interpolação) Seja f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

Então, f ∈ Lr(Ω) para todo r ∈ [p, q] e ‖f‖Lr ≤ ‖f‖θ
Lp‖f‖1−θ

Lq com 1
r

= θ
p

+ 1−θ
q
.

h) (Teorema de representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞, p′ o conjugado de p,

e L ∈ [Lp(Ω)]′ onde [Lp(Ω)]′ é o dual de Lp(Ω). Então, existe um único v ∈ Lp′(Ω)

tal que para todo u ∈ Lp

L(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Mais ainda, ‖v‖Lp′ = ‖L‖[Lp]′ = sup

{∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)

∣∣∣∣ ; ‖v‖Lp = 1

}
.

1.2 Desigualdades do tipo Gronwall

As demonstrações dos seguintes resultados podem ser encontradas em Brézis e Cazenave

[3].

Lema 1.1 (Gronwall). Sejam T > 0, A ≥ 0 e f ∈ L1(0, T ) uma função não negativa.

Considere uma função não negativa ϕ ∈ C([0, T ]) tal que

ϕ(t) ≤ A+

∫ t

0

f(s)ϕ(s)ds,
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para todo t ∈ [0, T ]. Então,

ϕ(t) ≤ A exp

(∫ t

0

f(s)ds

)
,

para todo t ∈ [0, T ].

Lema 1.2 (singular de Gronwall). Sejam T > 0, A ≥ 0, 0 ≤ α, β ≤ 1, e f uma função

não negativa com f ∈ Lp(0, T ) para algum p > 1, tal que p′ max {α, β} < 1. Considere

uma função não negativa ϕ ∈ L∞(0, T ) tal que

ϕ(t) ≤ At−α +

∫ t

0

(t− s)−βf(s)ϕ(s)ds, para quase todo t ∈ [0, T ].

Então, existe C, dependendo apenas de T, α, β, p e ‖f‖Lp , tal que

ϕ ≤ ACt−α,

para quase todo t ∈ [0, T ].

1.3 Distribuições e derivadas fracas

Sejam Ω ⊂ RN aberto, ϕ : Ω → R e {Θi}i∈I a família de todos os abertos tais que

ϕ(x) = 0 q.t.p x de Θi. O Suporte de ϕ, denotado por supp ϕ, é definido como sendo

Ω \ ∪i∈IΘi.

A fim de simplificar a notação de derivada parcial, definimos o multi-índice α

como sendo a n-upla (α1, α2, . . . , αN) ∈ NN . Assim, se α é um multi-índice escrevemos

|α| =
∑N

i=1 αi e Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαN

N

.

Denotamos por C∞
0 (Ω) o espaço das funções C∞(Ω) com suporte compacto. O

espaço D(Ω) é o espaço C∞
0 (Ω) com a seguinte noção de convergência: a seqüência {ϕn} ⊂

C∞
0 (Ω) converge para ϕ ∈ C∞

0 (Ω) no sentido de D(Ω) se as seguintes condições são

satisfeitas:

(i) existe K ⊂⊂ Ω tal que supp(ϕn − ϕ) ⊂ K para todo n,

(ii) limn→∞Dαϕn(x) = Dαϕ(x) uniformemente em K para cada multi-índice α.

onde K ⊂⊂ Ω significa que K ⊂ Ω e K é compacto,
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Uma transformação linear T : D(Ω) → R é uma distribuição se for contínua em

D(Ω), ou seja, se ϕn → ϕ no sentido de D(Ω), então Tϕn → Tϕ.O espaço das distribuições

é denotado por D′(Ω).

Uma função u definida em quase todo ponto de Ω é dita localmente integrável em Ω

se u ∈ L1(A) para todo conjunto mensurável A ⊂⊂ Ω. Neste caso escrevemos u ∈ L1
loc(Ω).

Correspondendo a cada u ∈ L1
loc(Ω) existe uma distribuição Tu ∈ D′(Ω) definida por

Tu(ϕ) =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx, para todo ϕ ∈ D(Ω). (1.3)

E claro que Tu é linear em D(Ω). Para ver que é contínua, suponha que ϕn → ϕ em D(Ω).

Então existe K ⊂⊂ Ω tal que supp(ϕn − ϕ) ⊂ K para n ∈ N. Portanto,

|Tu(ϕn) − Tu(ϕ)| ≤ sup
x∈K

|ϕn(x) − ϕ(x)|
∫

K

|u(x)|dx.

o lado direito da desigualdade acima tende a zero quando n → ∞, já que ϕn → ϕ

uniformemente em K.

Se u ∈ C1(Ω) e ϕ ∈ D(Ω) temos que ϕ é identicamente nula fora de algum

subconjunto compacto de Ω. Integrando por partes na variável xj obtemos∫
Ω

(
∂

∂xj

u(x)

)
ϕ(x)dx = −

∫
Ω

u(x)

(
∂

∂xj

ϕ(x)

)
dx.

Similarmente, integrando por partes |α| vezes, temos∫
Ω

(Dαu(x))ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαϕ(x)dx

se u ∈ C |α|(Ω). Isto motiva a seguinte definição de derivada DαT de uma distribuição

T ∈ D′(Ω) :

(DαT )(ϕ) = (−1)|α|T (Dαϕ) para todo ϕ ∈ D(Ω). (1.4)

Como Dαϕ ∈ D(Ω) sempre que ϕ ∈ D(Ω), DαT é um funcional em D(Ω). De fato DαT

é linear em D(Ω). Mostraremos que DαT é contínua. Para isto suponha que ϕn → ϕ em

D(Ω). Então,

supp(Dα(ϕn − ϕ)) ⊂ supp(ϕn − ϕ) ⊂ K

para algum K ⊂⊂ Ω. Mais ainda,

Dβ[Dα(ϕn − ϕ)] = Dβ+α(ϕn − ϕ)



16

converge para zero uniformemente em K quando n→ ∞ para cada multi-índice β. Aqui,

Dαϕn → Dαϕ em D(Ω). Como T ∈ D′(Ω), segue que

DαT (ϕn) = (−1)|α|T (Dαϕn) → (−1)|α|T (Dαϕ) = DαT (ϕ).

Portanto, DαT ∈ D′(Ω).

1.4 Espaços de Sobolev

Nesta seção vamos introduzir o conceito de espaços de Sobolev e suas propriedades básicas.

Estes espaços são definidos sobre domínio arbitrário Ω ∈ RN e são subespaços vetoriais

dos espaços Lp(Ω).

Defina o funcional ‖ · ‖W m,p , onde m é um inteiro não negativo e 1 ≤ p ≤ ∞, como

‖u‖W m,p =

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖p
Lp

1/p

se 1 ≤ p <∞, (1.5)

‖u‖W m,∞ = max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖L∞ (1.6)

para qualquer função u tal que o lado direito (das igualdades acima) faça sentido. Clara-

mente (1.5) ou (1.6) definem uma norma no espaço vetorial de funções nas quais o lado

direito assume valores finitos. Definimos

Wm,p(Ω) ≡ {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω) para 0 ≤ |α| ≤ m, onde Dαu é a derivada

no sentido das distribuições de u}, e

Wm,p
0 (Ω) ≡ o fecho de C∞

0 (Ω) no espaço Wm,p(Ω).

Estes espaços, munidos com a norma (1.5) ou (1.6), são chamados espaços de Sobolev

sobre Ω.

Agora vamos apresentar alguns resultados sobre os espaços de Sobolev que podem

ser encontrados no livro de Adams [5].

a) Wm,p(Ω), munido com a norma (1.5) ou (1.6), é um espaço de Banach.

b) Quando Ω ⊂ RN , com Ω um aberto de classe C1 tal que ∂Ω limitado, ou Ω = RN
+ e

1 ≤ p ≤ ∞, temos que

– se 1 ≤ p < N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω) onde 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,
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– se p = N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀ q ∈ [p∗,+∞),

– se p > N, então W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

com injeções contínuas, ou seja existe C > 0 tal que ‖u‖W 1,p ≤ C‖u‖Lp . Mais ainda,

se p > N, temos para todo u ∈ W 1,p(Ω) que

|u(x) − u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p |x− y|α em quase todo x, y ∈ Ω

com α = 1 − N
p

e C depende apenas de Ω, p e N. Em particular W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

c) (Rellich-Kondrachov) Suponha que Ω seja limitado e de classe C1. Temos que

– se p < N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗) onde 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

– se p = N, então W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞),

– se p > N, então W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

com injeções compactas, ou seja leva conjunto limitado em conjunto relativamente

compacto.

1.4.1 O espaço dual de Wm,p
0

Seja 1 ≤ p < ∞. Quando p = 2 denotamos Wm,p(Ω) por Hm(Ω) e Wm,p
0 (Ω) por Hm

0 (Ω).

Denotamos por W−m,p′(Ω) o espaço dual de Wm,p
0 (Ω). Quando p = 2, denotamos por

H−m(Ω) o espaço dual de Hm
0 (Ω). Identificando, pelo teorema de representação de Riesz,

L2(Ω) com seu dual, temos as seguintes inclusões

D(Ω) ⊂ Hm
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−m(Ω),

com injeções contínuas e densas.

Em particular, se u ∈ Hm
0 (Ω) e v ∈ L2(Ω), então

〈v, u〉H−m,Hm
0

=

∫
Ω

u(x)v(x)dx. (1.7)

Tomando u = v ∈ Hm
0 (Ω) em (1.7), temos

‖u‖2
L2 ≤ ‖u‖Hm

0
‖u‖H−m , para todo u ∈ Hm

0 (Ω). (1.8)

E ainda, como por definição ‖v‖H−m = sup{|〈v, u〉H−m,Hm
0
|; ‖u‖Hm = 1}, deduzimos de

(1.7) que

‖v‖H−m ≤ ‖v‖L2 , (1.9)

para todo v ∈ L2(Ω).
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1.5 Espaços de Hilbert

Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial H munido com um produto interno (·, ·) e

completo com a norma (·, ·)1/2. Por exemplo, o espaço Hm munido com o produto interno

(u, v)Hm =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2 é um espaço de Hilbert.

Teorema 1.3 (Lax-Milgram). Sejam H um espaço de Hilbert com norma ‖ · ‖H e

a : H ×H → R um funcional bilinear. Suponha

(i) Continuidade. Existe uma constante C > 0 tal que

|a(u, v)| ≤ C‖u‖H‖v‖H para todo (u, v) ∈ H ×H.

(ii) Coercividade. Existe α > 0 tal que |a(u, u)| ≥ α‖u‖2
H para todo u ∈ H.

Então, para todo f ∈ H∗ (o espaço dual de H) a equação

a(u, v) = 〈f, v〉H∗,H , para todo v ∈ H

possui uma única solução u ∈ H.

Para uma demonstração, veja Brézis [6], pag. 84.

O operador Laplaciano ∆ =
N∑

i=1

∂2

∂x2
i

define um operador linear deH1(Ω) aH−1(Ω).

Note que para u ∈ H1(Ω) o funcional linear é definido por

〈∆u, v〉H−1,H1
0

= −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx para todo v ∈ H1
0 (Ω). (1.10)

Com efeito, se v ∈ D(Ω)

〈∆u, v〉H−1,H1
0

= 〈∆u, v〉D′,D = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx.

Daí, por densidade temos (1.10).

Como aplicação do Teorema 1.3 temos.

Lema 1.4. Para cada f ∈ H−1(Ω), existe uma única solução u ∈ H1
0 (Ω) da equação

−∆u+ u = f em H−1(Ω).

Mais ainda,

‖f‖H−1 = ‖u‖H1 . (1.11)
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Em particular,

‖u‖H1 ≤ ‖f‖L2 , (1.12)

sempre que f ∈ L2(Ω).

Demonstração. Pelo Teorema 1.3, para todo f ∈ H−1(Ω) existe um único u ∈ H1
0 (Ω) tal

que

(u, v)H1 = 〈f, v〉H−1,H1
0

para todo v ∈ H1
0 (Ω). (1.13)

Em particular, (1.13) é equivalente a equação∫
Ω

(∇u · ∇v + uv) = 〈f, v〉H−1,H1
0

para todo v ∈ D(Ω),

que é equivalente por (1.10) a

−∆u+ u = f, em H−1(Ω).

Mais ainda, tomando v = u em (1.13) temos ‖u‖2
H1 ≤ ‖f‖H−1‖u‖H1 ; e portanto ‖u‖H1 ≤

‖f‖H−1 . E ainda, segue de (1.13) que

|〈f, v〉H−1,H1
0
| ≤ ‖u‖H1‖v‖H1 ,

para todo v ∈ H1(Ω). Portanto, ‖f‖H−1 ≤ ‖u‖H1 , donde a igualdade (1.11) segue. A

desigualdade (1.12) é conseqüência de (1.11) e (1.9).

Observação 1.5. De (1.11) vemos que o operador diferencial −∆+ I define uma isome-

tria de H1
0 (Ω) em H−1(Ω).

Observação 1.6. Quando Ω possui a fronteira limitada de classe C2 e 1 < p <∞, temos

o seguinte resultado de regularidade de Agmon-Douglis-Nirenberg, veja [6], cap. 9. Para

todo λ > 0 e f ∈ Lp(Ω), existe uma única solução u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω) da equação

−∆u+ λu = f, em H−1(Ω); (1.14)

e

‖u‖W 2,p ≤ C(‖u‖Lp + ‖f‖Lp),

para alguma constante C independente de f.
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1.6 Integral de Bochner

Seja X um espaço de Banach e denote a norma em X por ‖ · ‖. Seja {A1, A2, . . . , Am}

uma coleção finita de subconjuntos de R mutuamente disjuntos, cada um com medida

de Lebesgue finita, e seja {b1, b2, . . . , bm} uma coleção de pontos em X, tais que f(Aj) =

bj, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}. A função f de R em X definida por

f(t) =
m∑

j=1

χAj
(t)bj,

onde χA é a função característica de A, é chamada de função simples. Para funções simples

definimos, ∫
R
f(t)dt =

m∑
j=1

µ(Aj)bj,

onde µ(A) denota a medida de Lebesgue de A.

Seja A ⊂ R mensurável e f uma função arbitrária definida em quase todo ponto de

A em X. A função f é chamada (fortemente) mensurável em A se existe uma seqüência

{fn} de funções simples com suporte em A tal que

lim
n→∞

‖fn(t) − f(t)‖ = 0 q.t.p. em A. (1.15)

Suponha que uma seqüência de funções simples fn satisfazendo (1.15) possa ser

escolhida de tal forma que

lim
n→∞

∫
A

‖fn(t) − f(t)‖dt = 0.

Então f é chamada (Bochner) integrável em A e nós definimos∫
A

f(t)dt = lim
n→∞

∫
A

fn(t)dt. (1.16)

Os seguintes resultados podem ser encontrados em K. Yosida [12].

a) (Teorema de Bochner) Seja f : I → X uma função mensurável. Então, f é

integrável se, e somente se, a função ‖f‖ : I → X é integrável. Além disso,∥∥∥∥∫
I

f(t)dt

∥∥∥∥ ≤
∫

I

‖f(t)‖dt,

para toda função integrável f : I → X.

b) Se f : I → X é integrável e ϕ ∈ L∞(I), então fϕ : I → X é integrável.
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c) (Teorema da convergência dominada) Seja (fn)n∈N uma seqüência de funções

integráveis definidas em I e com valores em X. Seja f : I → X uma função mensu-

rável e seja g ∈ L1(I). Se

(i) ‖fn(t)‖ ≤ g(t) para quase todo t ∈ I e todo n ∈ N,

(ii) lim
n→∞

fn(t) = f(t) para quase todo t ∈ I,

então f é integrável e
∫

I

f(t)dt = lim
n→∞

∫
I

fn(t)dt.

d) Se Y é um espaço de Banach, A : X → Y é um operador linear contínuo e f : I → X

é integrável, então Af : I → Y é integrável e∫
I

Af(t)dt = A

(∫
I

f(t)dt

)
.

Em particular, se X ⊂ Y com injeção contínua e se f : I → X é integrável, então a

integral de f no sentido de X coincide com a integral de f no sentido de Y.



Capítulo 2

Teoria de Semigrupos

O objetivo deste capítulo é apresentar a teoria de semigrupos. Para uma leitura mais

aprofundada sobre esta teoria indicamos A. Pazy [4] e H. Brézis e T. Cazenave [3].

2.1 Semigrupo de operadores lineares limitados.

Seja X um espaço de Banach. Uma família (a um parâmetro) (T (t))t≥0, de operadores

lineares limitados de X em X é um semigrupo de operadores lineares limitados sobre X

se

(i) T (0) = I (I é a identidade sobre X);

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todo t, s ≥ 0.

Um semigrupo de operadores lineares limitados (T (t))t≥0 é uniformemente contínuo

se

lim
t↓0

‖T (t) − I‖ = 0.

O operador linear A definido por

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t↓0

T (t)x− x

t
existe

}
e

Ax = lim
t↓0

T (t)x− x

t
=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

para x ∈ D(A).

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo T (t). O espaço D(A) é o domínio de

A.

22
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Observe que o conjunto definido acima é não vazio, pois 0 ∈ X. Além disso, usando

a linearidade de T (t) e do limite, é fácil verificar que D(A) é subespaço vetorial de X.

Um semigrupo (T (t))t≥0, de operadores lineares limitados sobre X é dito um C0

semigupo se

lim
t↓0

T (t)x = x para todo x ∈ X.

A seguir, apresentaremos alguns resultados sobre semigrupos que podem ser en-

contradas em Pazy [4], pags. 1-4.

a) Seja T (t) um semigrupo uniformemente contínuo de operadores lineares limitados.

Então,

(i) Existe uma constante ω ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ eωt;

(ii) Existe um único operador linear limitado A tal que T (t) = etA;

(iii) O operador linear dado em (ii) é o gerador infinitesimal de T (t);

(iv) A aplicação t 7→ T (t) é diferenciável em norma e

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A.

b) Seja T (t) um C0 semigrupo. Então, existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que

‖T (t)‖ ≤Meωt para 0 ≤ t <∞.

Se ‖T (t)‖ ≤ M, t ≥ 0, dizemos que T (t) é um C0 semigrupo uniformemente li-

mitado. Em particular, quando M = 1, dizemos que T (t) é um C0 semigrupo de

contrações, ou semigrupo de contrações.

c) Se T (t) é um C0 semigrupo, então para todo x ∈ X a aplicação t 7→ T (t)x, é uma

função contínua de R+
0 em X.

d) Se A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo T (t), então D(A) é denso em X

e A é um operador linear fechado.

e) Sejam T (t) e S(t) C0 semigrupos de operadores lineares limitados com geradores

infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t), para t ≥ 0.
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Um operador linear ilimitado em X é um par (D,A), onde D é um subespaço linear

de X e A é a aplicação linear D → X. Se sup{‖Ax‖;x ∈ D, ‖x‖ ≤ 1} < ∞, dizemos que

A é limitado, caso contrário, ou seja, sup{‖Ax‖;x ∈ D, ‖x‖ ≤ 1} = ∞, dizemos que A é

não limitado.

Se A é um operador linear, não necessariamente limitado em X, o conjunto re-

solvente ρ(A) de A é o conjunto de todos os números complexos λ para o qual I + λA

é invertível, com (I + λA)−1 limitado em X. A família Jλ = (I + λA)−1, λ ∈ ρ(A) de

operadores lineares limitados é chamada de resolvente de A.

O seguinte resultado relaciona os conceitos de gerador e semigrupo de contrações.

Teorema 2.1 (Hille -Yosida). Um operador linear ilimitado −A é o gerador infinitesimal

de um C0 semigrupo de contrações (T (t))t≥0, se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente de A, ρ(A), contém R+ e para cada λ > 0

‖Jλ‖ ≤ 1. (2.1)

Para uma demonstração, veja Pazy [4], pag. 8.

2.2 Operadores m-acretivos

Seja X um espaço de Banach. Um operador A ilimitado em X com domínio D(A) é

acretivo se

‖x+ λAx‖ ≥ ‖x‖,

para todo x ∈ D(A) e todo λ > 0. Mais ainda, dizemos que A é m-acretivo se valem as

seguintes propriedades:

(i) A é acretivo e

(ii) para todo λ > 0 e todo f ∈ X, existe x ∈ D(A) tal que x+ λAx = f.

A seguir, tratamos separadamente os casos em que X é um espaço de Banach e de

Hilbert.
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2.2.1 Operadores m-acretivos em espaços de Banach

Nesta seção, assumiremos que X um espaço de Banach.

Lema 2.2. Se A é um operador m-acretivo em X, então para todo λ > 0 e todo f ∈ X,

existe uma única solução x ∈ D(A) da equação

x+ λAx = f (2.2)

e mais,

‖x‖ ≤ ‖f‖. (2.3)

Observação 2.3. Do resultado anterior, vemos que para λ > 0 a aplicação Jλ : X →

D(A) dada por Jλf = x é bem definida, injetiva, Jλ ∈ L(X), com ‖Jλ‖ ≤ 1.

Demonstração. Se x1 e x2 são duas soluções da equação (2.2), então x1 + λAx1 = x2 +

λAx2. Logo x1 − x2 = −λA(x1 − x2). E como A é acretivo, tem-se que 0 = ‖x1 − x2 +

λA(x1 − x2)‖ ≥ ‖x1 − x2‖.

Proposição 2.4. Se A é um operador m-acretivo em X, então o gráfico G(A) de A é

fechado em X ×X.

Demonstração. Como o operador J1 é contínuo, seu gráfico é fechado e, como Im(J1) =

D(A), o conjunto {(x, f) ∈ X × X; x ∈ D(A) e f = x + Ax} é fechado em X × X.

Portanto, o conjunto {(x, f) ∈ X ×X; x ∈ D(A) e f = Ax} é fechado em X ×X, e isto

mostra o resultado.

Proposição 2.5. Se A é um operador acretivo em X, então as seguintes propriedades

são equivalentes:

(i) A é m-acretivo.

(ii) existe λ0 > 0 tal que, para todo f ∈ X, existe uma solução x ∈ D(A) da equação

x+ λ0Ax = f.

Demonstração. Claramente (i) ⇒ (ii). Vamos mostrar que (ii) ⇒ (i). Como A é acretivo,

segue da propriedade (ii) que dado f ∈ X, existe um único x ∈ D(A) tal que x+λ0Ax = f.

E ainda, da desigualdade (2.3), temos ‖x‖ ≤ ‖f‖. Portanto, a aplicação f 7→ x é contínua
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de X → X, e sua norma é menor ou igual a 1. Vamos denotar este operador por J.

Considere λ > 0 e f ∈ X. Note que a equação

x+ λAx = f,

é equivalente a

x+ λ0Ax =
λ0

λ
f +

(
1 − λ0

λ

)
x.

Esta última equação é equivalente a

x = F (x),

onde

F (x) = J

(
λ0

λ
f +

(
1 − λ0

λ

)
x

)
.

Note que F é Lipschitz contínua (ou seja Lip(F) := supx,y∈X

(
|F (x)−F (y)|

|x−y|

)
<∞ para todo

x 6= y) de X → X com constante de Lipschitz L ≤
∣∣1 − λ0

λ

∣∣ . Portanto, se λ > λ0/2,

então L < 1; e portanto, segue do teorema do ponto fixo de Banach que existe x ∈ X

tal que x = F (x). Portanto, para todo λ > λ0/2 e todo f ∈ X, existe x ∈ D(A) tal

que x + λAx = f. Repetindo este argumento n vezes, temos que, para todo λ > λ0/2
n

e todo f ∈ X, existe x ∈ D(A) tal que x + λAx = f. Desde que n é arbitrário, temos o

resultado.

Corolário 2.6. Sejam A e B dois operadores em X. Se Im(I + A) = X, B é acretivo e

G(A) ⊂ G(B), então A = B e A é m-acretivo.

Demonstração. Sejam (x, f) ∈ G(B) e g = f +x. Como Im(I+A) = X, existe y ∈ D(A)

tal que y+Ay = g. Como G(A) ⊂ G(B), segue que y ∈ D(B) e y+By = g. Em particular,

x− y + B(x− y) = 0. Portanto, y = x, já que B é acretivo. E segue que (x, f) ∈ G(A).

Portanto, A = B. Finalmente, A é acretivo e Im(I +A) = X; e portanto, A é m-acretivo

pela Proposição 2.5.

2.2.2 Operadores m-acretivos em espaços de Hilbert.

Nesta seção, assumiremos que X é um espaço de Hilbert com o produto interno (·, ·).

Temos a seguinte caracterização para operadores acretivos.

Lema 2.7. Se A é um operador linear em X, então as seguintes propriedades são equi-

valentes:
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(i) A é acretivo

(ii) (Ax, x) ≥ 0, para todo x ∈ D(A).

Demonstração. Assuma que A é acretivo e seja x ∈ D(A). Para todo λ > 0 temos

(Ax, x) +
λ

2
‖Ax‖2 =

‖x+ λAx‖2 − ‖x‖2

2λ
≥ 0

e a propriedade (ii) segue fazendo λ ↓ 0. Reciprocamente, assuma que (ii) é verdade. Se

λ > 0 e x ∈ D(A) temos

‖x+ λAx‖2 = ‖x‖2 + 2λ(Ax, x) + λ2‖Ax‖2 ≥ ‖x‖2;

e portanto, A é acretivo.

Dado um operador A em X com domínio denso, seu adjunto A∗ será definido a

seguir. Considere

D(A∗) = {x ∈ X; |(Ay, x)| ≤ C‖y‖;∀y ∈ D(A) e algum C > 0}.

Dado x ∈ D(A) a aplicação linear D(A) → R

y 7→ (Ay, x)

pode ser estendida por uma aplicação linear contínua X 7→ R. Isto define um elemento de

X? = X, que nós denotamos por A∗x. Uma propriedade bem conhecida é que se B ∈ L(X)

então (A + B)∗ = A∗ + B∗. Em particular, (I + A)∗ = I + A∗. Finalmente relembramos

que (Im(A))⊥ = Ker(A∗) = {x ∈ D(A∗);A∗x = 0)}.

Proposição 2.8. Se A é um operador m-acretivo em X, então

(i) A∗ é m-acretivo em X;

(ii) (I + λA∗)−1 = ((I + λA)−1)∗, para todo λ > 0;

Demonstração. Vamos mostrar primeiro que A∗ é acretivo. Seja x ∈ D(A∗) e λ > 0.

Aplicando a Proposição 2.11 temos

(A∗x, Jλx) = (x,AJλx) = (x,Aλx) =
1

λ
(‖x‖2 − (x, Jλx)) ≥ 0, (2.4)
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e

λ‖Ax‖ ≥ ‖λJλAx‖ ≥ ‖x− Jλx‖.

Daí Jλx→ x quando λ→ 0. Fazendo λ ↓ 0 em (2.4) segue do Lema 2.7 que A∗ é acretivo.

Considere agora λ > 0 e seja Lλ = ((I + λA)−1)∗ ∈ L(X). Seja z ∈ X e x = Lλz. Para

todo (y, g) ∈ G(A), temos

(x, g) =
1

λ
((x, y + λg) − (x, y)) =

1

λ
((Lλz, (I + λA)y) − (x, y)),

=
1

λ
((z, (I + λA)−1(I + λA)y) − (x, y)) =

1

λ
(z − x, y).

e segue que
(
x, z−x

λ

)
∈ G(A∗). Portanto, x ∈ D(A∗) e x+ λA∗x = z.

Proposição 2.9. Seja A um operador acretivo e fechado em X, com domínio denso. Se

Ker(I + A∗) = {0}, então A é m-acretivo. Em particular, se A∗ é acretivo, então A é

m-acretivo.

Demonstração. Temos que

(Im(I + A))⊥ = Ker((I + A)∗) = Ker(I + A∗) = {0};

e portanto, Im(I +A) é denso em X. Agora mostraremos que Im(I +A) é fechado. Seja

(fn)n∈N ⊂ Im(I + A) tal que fn
n→∞−−−→ f em X. Temos fn = xn + Axn onde xn ∈ D(A).

Como A é acretivo, temos que (xn)n∈N é uma seqüência de Cauchy em X. Seja x seu limite.

Note que (Axn)n∈N é uma seqüencia de Cauchy em X. Como G(A) é fechado, temos que

x ∈ D(A) e que f = (I +A)x; e portanto, Im(I +A) é fechado. Assim, Im(I +A) = X,

e segue da Proposição 2.5 que A é m-acretivo.

Dizemos que um operador A em X é simétrico se G(A) ⊂ G(A∗). Um operador A

em X com domínio denso é chamado de auto-adjunto se A = A∗.

Corolário 2.10. Se A é um operador m-acretivo em X, então as seguintes propriedades

são equivalentes:

(i) A é auto-adjunto,

(ii) (Ax, y) = (x,Ay), para todo x ∈ D(A).

Demonstração. Assuma que A é auto-adjunto. Então, G(A) = G(A∗), e portanto, a

propriedade (ii) segue. Reciprocamente, assuma que A verifica (ii). Isto significa que
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G(A) ⊂ G(A∗). Seja (x, f) ∈ G(A∗), e seja g = x + A∗x = x + f. Como A é m-acretivo,

existe y ∈ D(A) tal que g = y + Ay. Como G(A) ⊂ G(A∗), segue que y ∈ D(A∗) e que

g = y + A∗y; e portanto, x = y, já que A∗ é m-acretivo. Portanto G(A∗) ⊂ G(A); logo

A = A∗.

2.3 Operadores m-acretivos e semigrupos

Seja A um operador m-acretivo em X. Para todo x ∈ X e λ > 0, definimos Aλx ∈ X por

Aλx = AJλx. O operador Aλ á chamado de aproximação de Yosida de A.

Proposição 2.11. Se A é um operador m-acretivo em X, então valem as seguintes pro-

priedades:

(i) Aλx = x−Jλx
λ

, para todo x ∈ X;

(ii) Aλ ∈ L(X) e ‖Aλ‖L(X) ≤ 2
λ
, para todo λ > 0;

(iii) Aλx = JλAx, para todo x ∈ D(A).

Demonstração. Seja x ∈ X e z = Jλx. Como z+λAz = x, temos que λAλx = λAz = x−z.

Isto demonstra (i). Como ‖Jλ‖ < 1, (ii) segue imediatamente. Finalmente, se x ∈ D(A)

e z = Jλx, então

z + λAz = x.

Como x e z pertencem a D(A), segue que Az ∈ D(A) e que

Az + λA(Az) = Ax.

Defina w = JλAx. Como

w + λAw = Ax,

pelo Lema 2.2 temos que w = Az.

Proposição 2.12. Seja A um operador m-acretivo em X com domínio denso. Existe um

semigrupo (T (t))t≥0 ⊂ L(X) tal que

(i) ‖T (t)‖L(X) ≤ 1, para todo t ≥ 0;

(ii) e−tAλx→ T (t)x, quando λ ↓ 0, uniformemente em subconjuntos limitados de [0,∞).
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Além disso, para todo x ∈ D(A) e todo t ≥ 0, temos as seguintes propriedades:

(iii) ‖T (t)x− x‖ ≤ t‖Ax‖, para todo t > 0,

(iv) a aplicação t 7→ T (t)x pertence a C([0,∞), D(A)) ∩ C1([0,∞), X),

(v) AT (t)x = T (t)Ax, para todo t ≥ 0.

Mais ainda, temos que u(t) = T (t)x é a única solução do problema
du

dt
+ Au = 0, para todo t ≥ 0,

u(0) = x

(2.5)

no espaço C([0,∞), D(A)) ∩ C1([0,∞), X).

Para a demonstração, veja a Proposição 1.3.4 de [3].

2.4 O operador Laplaciano

Nesta seção, estudamos o operador Laplaciano em X com a condição de Dirichlet na

fronteira. Consideramos os casos em que X = H−1(Ω), X = L2(Ω) e X = Lp(Ω).

2.4.1 Teoria H−1

Seja Ω um subconjunto aberto do RN , X = H−1(Ω), e A o operador em X dado porD(A) = H1
0 (Ω),

Au = −∆u, para todo u ∈ D(A),

(2.6)

onde H1
0 (Ω) está munido com a norma (‖u‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2)1/2.

Proposição 2.13. O operador A definido por (2.6) é auto-adjunto, m-acretivo e com do-

mínio denso. Mais ainda, −A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contrações

(T (t))t≥0.

Demonstração. Segue do Lema 1.4 que para todo f ∈ X, existe um único u ∈ H1
0 (Ω) tal

que

−∆u+ u = f, em X
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Denote por J o operador f 7→ u. Segue da Observação 1.5 que J é uma isometria de X

em H1
0 (Ω). Em particular,

(u, v)H−1 = (Ju, Jv)H1
0
. (2.7)

Seja u, v ∈ H1
0 (Ω). Segue de (1.10) e (1.7) que

(u, Jv)H1
0

=

∫
Ω

∇u · ∇(Jv)dx+ (u, Jv)L2

= 〈−∆(Jv), u〉H−1,H1
0

+ 〈(Jv), u〉H−1,H1
0

= 〈v, u〉H−1,H1
0

= (u, v)L2 .
(2.8)

Ademais, segue de (2.7) que

(−∆u, v)H−1 = (−∆u+ u, v)H−1 − (u, v)H−1 = (J(−∆u+ u), Jv)H1
0
− (u, v)H−1

= (−∆(Ju) + Ju, Jv)H1
0
− (u, v)H−1 = (u, Jv)H1

0
− (u, v)H−1 .

Aplicando (2.8), segue que

(−∆u, v)H−1 = (u, v)L2 − (u, v)H−1 . (2.9)

Em particular, para cada u ∈ H1
0 (Ω), temos

(Au, u)H−1 = ‖u‖2
L2 − ‖u‖2

H−1 ≥ 0,

por (1.9); e portanto, A é acretivo, pelo Lema 2.7. Dado f ∈ X, segue da Observação

2.3 que u = Jf ∈ D(A) satisfaz u + Au = f e pela Proposição 2.5 concluímos que A é

m-acretivo.

Por outro lado, de (2.9) temos

(Au, v)H−1 = (u,Av)H−1 ,

para todo u, v ∈ D(A). Aplicando o Corolário 2.10, temos que A é auto-adjunto.

Como A é m-acretivo, pela Observação 2.3, Proposição 2.4 e pelo Teorema 2.1

(Hille-Yosida), temos que −A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contrações

(T (t))t≥0, muitas vezes denotado por (et∆)t≥0.

O seguinte resultado cuja demonstração pode ser encontrado H. Brézis e T. Caze-

nave [3], pag. 25. será usado na definição da teoria Lp.

Proposição 2.14. Sejam A definido por (2.6) e 1 ≤ p < ∞. Para todo u ∈ H−1(Ω) ∩

Lp(Ω) temos as seguintes propriedades:

(i) Jλu ∈ Lp(Ω) e ‖Jλu‖Lp ≤ ‖u‖Lp , para todo λ > 0;

(ii) Jλu
λ↓0−−→ u em Lp(Ω).
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2.4.2 Teoria L2

Sejam Ω um subconjunto aberto do RN , X = L2(Ω) e B o operador em X definido porD(B) = {u ∈ H1
0 (Ω); ∆u ∈ L2(Ω)},

Bu = −∆u, para todo u ∈ D(B).

(2.10)

Temos o seguinte resultado.

Proposição 2.15. O operador B definido por (2.10) é auto-adjunto e m-acretivo com do-

mínio denso. Mais ainda, −B é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contrações

(S(t))t≥0.

Demonstração. Sejam u, v ∈ D(B). Segue das fórmulas (1.7) e (1.10) que

(Bu, v)L2 = −(∆u, v)L2 = −〈∆u, v〉H−1,H1
0

=

∫
Ω

∇u · ∇v. (2.11)

Em particular, (Bu, u)L2 ≥ 0, para todo u ∈ D(B); e portanto, B é acretivo, pelo Lema

2.7. Dado f ∈ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), segue da Proposição 2.13 que existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

u− ∆u = f, em H−1(Ω).

Em particular, temos ∆u = u−f ∈ L2(Ω); e portanto, u ∈ D(B) e u+Bu = f. Portanto,

B é m-acretivo (Proposição 2.5). Ainda temos de (2.11) que

(Bu, v)L2 = (u,Bv)L2 ,

para todo u, v ∈ D(B). Aplicando o Corolário 2.10, temos que B é auto-adjunto. E pelo

Teorema de Hille-Yosida, temos que −B é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de

contrações (S(t))t≥0.

Proposição 2.16. Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 os C0 semigrupos de contrações gerados

pelos operadores dados em (2.6) e (2.10) respectivamente, então T (t)ϕ = S(t)ϕ para todo

t ≥ 0 e todo ϕ ∈ L2(Ω).

Demonstração. Como G(B) ⊂ G(A) como subconjuntos de H−1(Ω)×H−1(Ω), o resultado

segue da Proposição 2.12 quando ϕ ∈ D(B). Como ambos S(t) e T (t) são contínuos

L2 → H−1(Ω), o resultado segue pela densidade de D(B) em L2(Ω).
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2.4.3 Teoria Lp

Seja Ω um subconjunto aberto qualquer do RN .

Lema 2.17. Seja 1 ≤ p < ∞. Então existe um único operador Iλ ∈ L(Lp(Ω)) tal que

Iλf = Jλf para todo f ∈ H−1(Ω) ∩ Lp(Ω) com as seguintes propriedades:

(i) ‖Iλ‖L(Lp) ≤ 1, para todo λ > 0,

(ii) para todo f ∈ Lp(Ω) e todo λ > 0 temos que ∆Iλf ∈ Lp(Ω) e −λ∆Iλf + Iλf = f,

(iii) Im(Iλ) = Im(Iµ), para todo λ, µ > 0.

Demonstração. Como H−1(Ω) ∩ Lp(Ω) é denso em Lp(Ω), segue da Proposição 2.14 que

Jλ tem uma única extensão Iλ ∈ Lp(Ω), que verifica (i). Para demonstração de (ii), seja

(fn)n∈N ⊂ D(Ω) tal que fn
n→∞−−−→ f em Lp(Ω). Assim temos que Iλfn

n→∞−−−→ Iλf em Lp(Ω),

e como −λ∆Iλfn + Iλfn = fn em H−1(Ω), temos que −λ∆Iλf + Iλf = f em D′(Ω).

Finalmente, seja f ∈ H−1(Ω) ∩ Lp(Ω), e seja u = Iλf ∈ H−1(Ω) ∩ Lp(Ω). Dado µ > 0,

temos

−µ∆u+ u =
λ− µ

λ
u+

µ

λ
f.

Defina g = λ−µ
λ
u+ µ

λ
f e seja v = Iµg ∈ H−1(Ω) ∩ Lp(Ω). Então

−µ∆(v − u) + v − u = 0, em H−1(Ω);

e portanto, u = v. Logo, Iλ(H−1(Ω) ∩ Lp(Ω)) ⊂ Iµ(H−1(Ω) ∩ Lp(Ω)). Trocando µ por λ

temos Iλ(H−1(Ω)∩Lp(Ω)) = Iµ(H−1(Ω)∩Lp(Ω)). Como Iλ e Iµ são contínuas em Lp(Ω)

e H−1(Ω) ∩ Lp(Ω) é denso em Lp(Ω), (iii) segue.

Proposição 2.18. Seja 1 ≤ p <∞. O operador A em Lp(Ω) definido porD(A) = Im(I1);

Au = −∆u, para u ∈ D(A);

(2.12)

é m-acretivo com domínio denso. Mais ainda, −A é o gerador infinitesimal de um C0

semigrupo de contrações (S(t))t≥0.

Observação 2.19. Note que para u ∈ D(A), temos pelo Lema 2.17 que ∆u ∈ Lp(Ω);

portanto, (2.12) faz sentido.
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Demonstração. Sejam u ∈ D(A), λ > 0 e f = λAu + u = −λ∆u + u. Segue do Lema

2.17 (iii) que existe g ∈ Lp(Ω) tal que u = Iλg. Em particular, g = −λ∆u + u; e

portanto, f = g. Aplicando novamente o Lema 2.17, temos que ‖u‖Lp ≤ ‖f‖Lp . Portanto,

A é acretivo. Agora considere f ∈ Lp(Ω), e seja u = I1f. Assim temos que u ∈ D(A)

e que Au + u = f ; e portanto, A é m-acretivo. Finalmente, seja u ∈ D(Ω), e seja

f = −∆u + u ∈ D(Ω). Então temos que u = I1f. Portanto, D(Ω) ⊂ D(A), e segue que

D(A) é denso em Lp(Ω).

Quando Ω possui fronteira regular temos uma melhor caracterização do conjunto

D(A). Especificamente, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.20. Sejam 1 < p < ∞ e A definido por (2.12). Se Ω possui fronteira

limitada de classe C2, então D(A) = W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω) com equivalência entre as normas.

Para a demonstração, veja a Proposição 1.2.29 de [3].

Como na Proposição 2.16 temos que os semigrupos construídos coincidem.

Proposição 2.21. Sejam 1 ≤ p < ∞, (S(t))t≥0, (T (t))t≥0 os semigrupos gerados pelo

operadores (2.12) e (2.10) respectivamente. Então, S(t)ϕ = T (t)ϕ para todo ϕ ∈ L2(Ω)∩

Lp(Ω) e cada t ≥ 0.

Para a demonstração deste resultado, veja a demonstração da Proposição 1.4.19

de [3].

2.5 Teoria C0

Suponha Ω ⊂ RN aberto tal que ∂Ω possui a propriedade do cone exterior. É possível

mostrar que o operador  D(A) = {u ∈ C0(R); ∆u ∈ C0(R)}

Au = −∆u

é o gerador infinitesimal de um semigrupo (S(t))t≥0 com domínio denso, veja a Proposição

1.2.32 de [3]. Mais ainda, se (T (t))t≥0 é o semigrupo gerado pelo operador (2.12) então

S(t)ϕ = T (t)ϕ para todo ϕ ∈ L2(Ω)∩C0(Ω) e todo t ≥ 0, veja a Proposição 1.4.23 de [3].
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2.6 Semigrupo analítico

Sejam ∆ = {z ∈ C ; ϕ1 < arg z < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2} e para z ∈ ∆, T (z) um operador

linear limitado. A família {T (z), z ∈ ∆} é um semigrupo analítico em ∆ se

(i) z → T (z) é analítico em ∆,

(ii) T (0) = I e lim
z→0

T (z)x = x, z ∈ ∆ para todo x ∈ X e

(iii) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) para z1, z2 ∈ ∆.

Um semigrupo T (t) será chamado analítico se ele for analítico em algum setor ∆ contendo

o eixo real não negativo.

Claramente, a restrição de um semigrupo analítico ao eixo real é um C0 semigrupo.

Proposição 2.22. Sejam (T (t))t≥0 o semigrupo do calor e 1 < p < ∞. Então (T (t))t≥0

é um semigrupo analítico em Lp(Ω). Mais ainda, se Ω possui a fronteira limitada e de

classe C2, então temos que

‖T (t)ϕ‖W 2,p ≤ C

(
1 +

1

t

)
‖ϕ‖Lp e (2.13)

‖T (t)ϕ‖W 1,p ≤ C

(
1 +

1√
t

)
‖ϕ‖Lp , (2.14)

para todo t > 0 e todo ϕ ∈ Lp(Ω).

Para uma demonstração veja H. Bézis e T. Cazenave [3], pag. 60.

Teorema 2.23. Assuma que |Ω| <∞. Sejam λ1 > 0 definido por

λ1 = inf

{∫
Ω

|∇u|2, u ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

|u|2 = 1

}
. (2.15)

e (T (t))t≥0 o semigrupo do calor. Então, ‖T (t)‖L(L2) ≤ e−λ1t para todo t ≥ 0.

Demonstração. Seja ϕ ∈ D(Ω) e seja u(t) = T (t)ϕ. Segue que

d

dt
‖u(t)‖2

L2 = 2〈ut(t), u(t)〉H−1,H1
0

= 2〈∆u(t), u(t)〉H−1,H1
0

= −2‖∇u(t)‖2
L2 ;

e portanto d
dt
‖u(t)‖2

L2 ≤ −2λ1‖u(t)‖2
L2 . Integrando, obtemos ‖u(t)‖2

L2 ≤ e−2λ1t‖ϕ‖2
L2 e o

resultado segue por densidade.
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Corolário 2.24. Assuma que |Ω| < ∞. Sejam λ1 > 0 definida por (2.15) e (T (t))t≥0 o

semigrupo do calor. Para todo 1 ≤ p ≤ ∞, existe uma constante Cp tal que ‖T (t)ϕ‖Lp ≤

Cpe
−λ1t‖ϕ‖Lp , para todo t ≥ 0 e todo ϕ ∈ Lp(Ω).

Demonstração. Primeiro suponha que p <∞. Por densidade, precisamos apenas de mos-

trar que o resultado vale para ϕ ∈ D(Ω). Considere t0 > 0. Para t < t0, segue de

‖T (t)ϕ‖Lp ≤ ‖ϕ‖Lp = eλ1t0e−λ1t0‖ϕ‖Lp ≤ eλ1t0e−λ1t‖ϕ‖Lp .

Agora, se p > 2, segue do Lema 4.5 e do Teorema 2.23 que

‖T (t)ϕ‖Lp ≤ (4πt0)
−N

2 ( 1
2
− 1

p)‖T (t− t0)ϕ‖L2

≤ (4πt0)
−N

2 ( 1
2
− 1

p)eλ1t0e−λ1t‖ϕ‖L2

≤
(
(4πt0)

−N/2|Ω|
) 1

2
− 1

p eλ1t0e−λ1t‖ϕ‖Lp .

Se p < 2, obtemos

‖T (t)ϕ‖Lp ≤ |Ω|−( 1
2
− 1

p)‖T (t)ϕ‖L2

≤ |Ω|−( 1
2
− 1

p)eλ1t0e−λ1t‖T (t0)ϕ‖L2

≤
(
(4πt0)

−N/2|Ω|
)−( 1

2
− 1

p) eλ1t0e−λ1t‖ϕ‖Lp .

Para p = ∞, aplique o resultado para p finito e então faça p ↑ ∞.



Capítulo 3

A equação do calor

3.1 A equação do calor linear

Nesta seção, Ω será um subconjunto aberto qualquer do RN . A seguir apresentamos

resultados sobre a existência e unicidade de solução da equação ut − ∆u = 0 e sobre a

regularidade da solução da equação ut − ∆u = f. Para uma demonstração destes fatos,

veja Bezis e Cazenave [3].

Teorema 3.1. Seja (T (t))t≥0 o semigrupo do calor. Dado ϕ ∈ H−1(Ω), defina u(t) =

T (t)ϕ para t ≥ 0. Então, valem as seguintes propriedades:

(i) u ∈ C([0,∞), H−1(Ω)) ∩ C((0,∞), H1
0 (Ω)) ∩ C1((0,∞), H−1(Ω)), e u é a única

solução do problema  ut − ∆u = 0 para todo t > 0

u(0) = ϕ;
(3.1)

nesta classe. Ainda mais, ∆nu ∈ C∞((0,∞), H1
0 (Ω)) para todo inteiro não negativo

n;

(ii) u ∈ C∞((0,∞) × Ω);

(iii) Se ϕ ∈ L2(Ω), então u ∈ C([0,∞), L2(Ω)). Se ϕ ∈ H1
0 (Ω), então u ∈ C([0,∞),

H1
0 (Ω)) ∩ C1([0,∞), H−1(Ω)). Ainda mais, se ∆ϕ ∈ L2(Ω), então ∆u ∈ C([0,∞),

L2(Ω)) e u ∈ C1([0,∞), L2(Ω)).

Teorema 3.2. Sejam T > 0, 1 < p, q <∞, f ∈ Lq((0, T ), Lp(Ω)) e u é definida por

u(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

37
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Então u ∈ W 1,q((0, T ), Lp(Ω)), ∆u ∈ Lq((0, T ), Lp(Ω)) e existe uma constante C tal que

‖ut‖Lq((0,T ),Lp) + ‖∆u‖Lq((0,T ),Lp) ≤ C‖f‖Lq((0,T ),Lp).

Observação 3.3. Este tipo de regularidade é conhecido como regularidade maximal, já

que todos os membros da equação ut − ∆u = f possuem a mesma regularidade.

3.2 A equação do calor não linear com dados iniciais

em L∞

Considere a equação 
ut − ∆u = g(u), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

(3.2)

Assumindo que g : R → R é localmente Lipschitziana, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Dado u0 ∈ L∞(Ω), existe uma única função u definida em um intervalo

maximal [0, Tm) tal que u ∈ L∞((0, T ) × Ω) para todo T < Tm e é solução da equação

integral

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)g(u(s))ds, (3.3)

para todo t ∈ [0, Tm). Além disso, ou Tm = +∞, ou Tm <∞ e lim
t↑Tm

‖u(t)‖L∞ = +∞.

Mais ainda, u depende continuamente de u0, ou seja, para todo T < Tm existe

ε > 0 e C <∞ tal que, se ‖v0 − u0‖L∞ ≤ ε, então ‖v− u‖L∞((0,T )×Ω) ≤ C‖v0 − u0‖L∞(Ω),

onde v é a solução de (3.3) com o valor inicial v0.

Demonstração. Unicidade. Suponha que u1 e u2 sejam duas soluções de (3.3) em [0, T ] e

A = max
{
‖u1‖L∞((0,T )×Ω), ‖u2‖L∞((0,T )×Ω)

}
.

Então,

u1(t) − u2(t) =

∫ t

0

T (t− s)(g(u1(s)) − g(u2(s)))ds.

Daí,

‖u1(t) − u2(t)‖L∞ ≤
∫ t

0

‖g(u1(s)) − g(u2(s))‖L∞ds ≤ K

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖L∞ds,
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para todo t ∈ [0, T ], com K sendo a constante de Lipschitz de g em [−A,A]. Usando a

desigualdade de Gronwall concluímos que u(t) = v(t) para t ∈ [0, T ].

Existência. Analizamos primeiro o caso em que g é globalmente Lipschitz com

constante Lipschitz L > 0. Usaremos o argumento do ponto fixo. Seja

E =

{
u ∈ L∞([0,∞), L∞(Ω)); sup

t≥0
e−kt‖u(t)‖L∞ <∞

}
,

onde k será escolhido mais adiante. Dessa forma E munido com a norma

‖u‖E = sup
t≥0

e−kt‖u(t)‖L∞ ,

é um espaço de Banach. Dado u ∈ E, defina

Φ(u)(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)g(u(s))ds,

para todo t ≥ 0. Primeiro afirmamos que Φ(u) ∈ E.

‖Φ(u)(t)‖L∞ ≤ ‖u0‖L∞ +

∫ t

0

‖g(u(s))‖L∞ds.

Mas ‖g(u(s))‖L∞ ≤ L‖u(s)‖L∞ + |g(0)|, e portanto

‖Φ(u(t))‖L∞ ≤ ‖u0‖L∞ + t|g(0)| + L‖u‖E

∫ t

0

eksds,

= ‖u0‖L∞ + t|g(0)| + L
ekt − 1

k
‖u‖E.

Logo, Φ(u) ∈ E e

‖Φ(u)‖E ≤ ‖u0‖L∞ +
1

ek
|g(0)| + L

k
‖u‖E.

Afirmamos que Φ é uma contração em E, se k > L. De fato

‖Φ(u)(t)−Φ(v)(t)‖L∞ ≤ L

∫ t

0

‖u(s)−v(s)‖L∞ ≤ L‖u−v‖E

∫ t

0

eksds = L
ekt − 1

k
‖u−v‖E.

Portanto

‖Φ(u) − Φ(v)‖E ≤ L

k
‖u− v‖E.

Escolhendo qualquer k > L, concluimos que Φ tem um ponto fixo u ∈ E, que é a solução

da equação (3.3).

Analiamos agora o caso em que g é localmente Lipschitz. Seja M = ‖u0‖L∞ + 1 e

defina g̃ por

g̃(u) =


g(M) se u > M,

g(u) se |u| ≤M,

g(−M) se u < −M,
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portanto g̃ : R → R é globalmente Lipschitziana. Assim temos a seguinte solução global

da equação integral

ũ(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)g̃(ũ(s))ds, (3.4)

com ũ ∈ L∞([0,∞), L∞(Ω)). Daí,

‖ũ(t)‖L∞ ≤ ‖u0‖L∞ +

∫ t

0

‖g̃(ũ(s))‖L∞ds ≤ ‖u0‖L∞ +KM t,

onde KM = ‖g‖L∞(−M,M). Escolha T suficientemente pequeno, de tal maneira que KMT ≤

1. Então ‖ũ(t)‖L∞ ≤ M para todo t ∈ [0, T ] e portanto ũ satisfaz (3.4) em [0, T ]. A

unicidade implica na existência de uma solução definida em um intervalo maximal [0, Tm).

Para mostrar que ou Tm = +∞, ou Tm < ∞ e lim
t↑Tm

‖u(t)‖L∞ = +∞, suponha que

Tm < ∞, e assuma que existe uma seqüência tj ↑ Tm tal que ‖u(tj)‖L∞ ≤ A < ∞. Fixe

δ > 0 tal que δKA+1 ≤ 1. Começando com o valor inicial u(tj), temos uma solução vj

de (3.3) definida em [0, δ]. Colando u com vj, obtemos uma solução de (3.3) definida em

[0, tj + δ]. Para j suficientemente grande, temos que tj + δ > Tm, mas isto é impossível

desde que u é a solução maximal.

Finalmente mostraremos a dependência contínua. Dado T < Tm, defina MT =

‖u‖L∞((0,T )×Ω) + 1. Sejam g̃ como acima, mas com M = MT , LT a constante de Lipschitz

de g̃, ũ a solução de (3.4) e, dado v0 ∈ L∞(Ω), ṽ a solução correspondente de (3.4). Segue

que

‖ũ(t) − ṽ(t)‖L∞ ≤ ‖u0 − v0‖L∞ + LT

∫ t

0

‖ũ(s) − ṽ(s)‖L∞ds;

e portanto, pela desigualdade de Gronwall,

‖ũ− ṽ‖L∞((0,T )×Ω) ≤ eTLT ‖u0 − v0‖L∞(Ω).

Em particular, se ‖u0−v0‖L∞(Ω) ≤ ε, com ε = e−TLT , temos que ‖ũ− ṽ‖L∞((0,T )×Ω) ≤MT ,

portanto ṽ é a solução de (3.3) em [0, T ] com o valor inicial v0. E a dependência contínua

segue facilmente.

Observação 3.5. Assuma que u0 ∈ L∞(Ω), e que u0 ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) para algum

p ∈ (1,∞). Então, pelo Teorema 3.2, a solução da equação (3.2) pertence a C([0, Tm),

W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)) ∩ C1([0, Tm), Lp(Ω)).
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3.3 Princípio de Comparação

Uma função v na classe

L∞((0, T ) × Ω) ∩ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2
loc((0, T ), H1(Ω)) ∩H1

loc((0, T ), H−1(Ω)),

é dita super-solução de (3.2), se
vt − ∆v ≥ g(v), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

v(t, x) ≥ 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ],

v(0, x) ≥ u0(x), x ∈ Ω,

(3.5)

Sub-soluções são definidas de forma análoga, com a desigualdade invertida.

Teorema 3.6 (Princípio de Comparação). Sejam g : R → R localmente Lipschitz e

u0 ∈ L∞(Ω). Suponha que u, v sejam, respectivamente, uma super-solução e uma sub-

solução de (3.2) em algum intervalo [0, T ]. Então u(t) ≥ v(t) para todo t ∈ [0, T ].

Demonstração. Multiplicando a diferença das desigualdades satisfeitas por u e v por (v−

u)+, obtemos

1

2

d

dt

∫
Ω

(v − u)+2 +

∫
Ω

|∇(v − u)+|2 ≤
∫

v>u

(g(v) − g(u))(v − u)+

≤ LM

∫
v>u

(v − u)+2,

onde M = max{‖u‖L∞((0,T )×Ω), ‖v‖L∞((0,T )×Ω)} e LM é a constante de Lipschitz sobre

[−M,M ]. Daí,
1

2

d

dt

∫
Ω

(v − u)+2 ≤ LM

∫
Ω

(v − u)+2.

Assim, temos
∫
Ω
(v − u)+2 ≤ 0 e portanto (v − u)+ = 0, logo v(t) ≤ u(t).



Capítulo 4

A equação do calor não linear com

dados iniciais não regulares

4.1 O problema não linear

Seja Ω ⊂ RN é um domínio limitado, suave e p > 1. Consideramos o problema
ut − ∆u = |u|p−1u em (0, T ) × Ω,

u = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0, x) = u0(x) em Ω,

(4.1)

onde u0 ∈ Lq(Ω); 1 ≤ q <∞

O seguinte resultado trata sobre a existência e unicidade para o problema dado.

Teorema 4.1. Assuma q > N(p − 1)/2 (resp. q = N(p − 1)/2) e q ≥ 1 (resp. q > 1),

N ≥ 1. Dado qualquer u0 ∈ Lq(Ω), existe um tempo T = T (u0) > 0 e uma única função

u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)) com u(0) = u0, na qual é uma solução clássica de (4.1) em (0, T )×Ω.

Mais ainda:

(i) Se v é solução de (4.1) definida em [0, T (v0)] com v(0) = v0, então

‖u(t) − v(t)‖Lq + tN/2q‖u(t) − v(t)‖L∞ ≤ C‖u0 − v0‖Lq (4.2)

para todo t ∈ (0, T ], onde T = min {T (u0), T (v0)} e C pode ser estimado em termos

de ‖u0‖Lq e ‖v0‖Lq .

(ii) lim
t↓0

tN/2q‖u(t)‖L∞ = 0.

42
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(iii) Se u0 ≥ 0, então u(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, T (u0)].

Além disso, para qualquer conjunto limitado (resp. conjunto compacto) K ∈ Lq(Ω),

existe um tempo (uniforme) T = T (K) tal que para qualquer u0 ∈ K a solução de (4.1)

existe em [0, T ].

Quando q ≥ p, faz sentido falar sobre soluções u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)) no sentido

integral, ou seja,

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)|u(s)|p−1u(s)ds, (4.3)

para todo t ∈ [0, T ] e (T (t))t≥0 é o semigrupo do calor.

O seguinte resultado mostra que a equação (4.3) é única na classe C([0, T ], Lq(Ω)).

Especificamente,

Teorema 4.2. Assuma q > N(p − 1)/2 (resp. q = N(p − 1)/2) e q ≥ p (resp. q > p),

N ≥ 1. Então a unicidade para (4.3) vale na classe C([0, T ], Lq(Ω)).

Observação 4.3. A solução u de (4.1) dada no Teorema 4.1 também satisfaz (4.3);

quando q satisfaz as hipóteses do Teorema 4.1. Isto não é completamente óbvio desde

que a integral no lado direito de (4.3) pode não estar bem definida. Para estabelecer a

convergência desta integral, usamos o efeito regularizante do semigrupo do calor.

Como u(s) ∈ L∞(Ω) (s > 0), temos que

u(t) = T (t− s)u(s) +

∫ t

s

T (t− σ)|u(σ)|p−1u(σ)dσ, (4.4)

para todo 0 < s < t < T . Tentamos fazer s ↓ 0 em (4.4). Para justificar esta passagem é

suficiente checar que ∫ t

0

‖T (t− σ)|u(σ)|p−1u(σ)‖Lqdσ <∞.

A única dificuldade é quando σ está perto de 0. Mas

‖T (t− σ)|u(σ)|p−1u(σ)‖Lq ≤ (t− σ)−
N
2

( q−1
q

)‖u(σ)‖p
Lp .

(Veja e.g. Lema 4.5 (Efeito regularizante).) Podemos assumir que p > q já que o caso

q ≥ p foi tratado e portanto,

‖u(σ)‖p
Lp ≤ ‖u(σ)‖q

Lq‖u(σ)‖p−q
L∞ ≤ Cσ−N(p−q)

2q

Assim temos que∫ t

0

‖T (t− σ)|u(σ)|p−1u(σ)‖Lqdσ ≤ CT 1−N(p−1)/2q

∫ 1

0

(1 − s)−N(q−1)/2qs−N(p−q)/2qds,
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e como N(q−1)
2q

< N(p−q)
2q

= 1 − 1
q

(
q − N(p−1)

2

)
− N

2q
(q − 1) < 1, temos o resultado.

O resultado seguinte é de Fred B. Weissler [2] e garante a não existência local de

solução.

Corolário 4.4. Se u0 ≥ 0 e q < N(p − 1)/2 então não existe u ∈ C([0, T ], lq(Ω)), com

u(t) ≥ 0, satisfazendo a equação integral (4.3) , em qualquer intervalo não trivial [0, T ].

A demonstração deste Corolário será feita na Seção 4.5.

4.2 Demonstração do Teorema 4.2

Vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 4.5 (Efeito regularizante). Sejam (T (t))t≥0 o semigrupo do calor e 1 ≤ β ≤ γ ≤ ∞.

Então

‖T (t)ϕ‖Lγ(Ω) ≤ t−
N
2 ( 1

β
− 1

γ )‖ϕ‖Lβ(Ω), (4.5)

para todo t > 0 e todo ϕ ∈ Lβ(Ω).

Lema 4.6. Sejam u, v duas soluções de (4.3), q = N(p− 1)/2, q > p e

a(t, x) =


|u|p−1u− |v|p−1v

u− v
se u 6= v,

p|u|p−1 se u = v,

(4.6)

então a(t, x) ∈ C([0, T ], LN/2(Ω)).

Demonstração. Como |a| ≤ p(|u|p−1 + |v|p−1), temos que a ∈ L∞((0, T ), LN/2(Ω)). Agora

vamos mostrar o resultado por contradição. Caso a(t, x) /∈ C([0, T ], LN/2(Ω)), existiria

ε > 0, t ∈ [0, T ] e uma seqüência (tn)n≥0 ∈ [0, T ] tal que tn → t e ‖a(tn, · )−a(t, · )‖LN/2 ≥

ε. Já que, podemos extrair uma subseqüência que converge para u(t), assumiremos que

u(tn) → u(t) e v(tn) → v(t) em Lq(Ω) em quase todo ponto, e que existe ϕ ∈ Lq(Ω)

tal que |u(tn)| + |v(tn)| ≤ ϕ em quase todo ponto. Segue facilmente que a(tn) → a(t)

em quase todo ponto e que |a(tn)| ≤ C|ϕ|p−1 ∈ LN/2(Ω). Pelo Teorema da convergência

dominada, deduzimos que a(tn) → a(t) ∈ LN/2(Ω), o que é um absurdo.



45

Lema 4.7. Assuma N > 3. Seja T > 0 e a ∈ C([0, T ], LN/2(Ω)). Se u ∈ L∞((0, T ),

Lq(Ω)) com q > N/(N − 2) satisfaz

u(t) =

∫ t

0

T (t− s)a(s)u(s)ds, (4.7)

para todo t ∈ [0, T ], então u(t) ≡ 0.

Demonstração. Como au ∈ L∞((0, T ), Lr0(Ω)) com 1/r0 = 1/q + 2/N , pela regularidade

máximal, temos que u ∈ Lp((0, T ),W 2,r0(Ω) ∩W 1,r0

0 (Ω)) para todo p <∞, e u satisfaz

ut − ∆u = au, (4.8)

em Lr0(Ω) para quase todo t ∈ (0, T ). Agora fixe t0 ∈ (0, T ), e ψ ∈ D(Ω). Seja an =

min {n,max{a,−n}} . Temos que (an)n≥0 ⊂ C([0, T ], LN/2(Ω)) ∩ L∞((0, T ) × Ω). Ainda

mais an → a em C((0, T ), LN/2(Ω)) quando n→ ∞. Seja vn uma solução de
−(vn)t − ∆vn = anvn, em (0, t0) × Ω,

vn = 0 em (0, t0) × ∂Ω,

vn(t0) = ψ em Ω.

Multiplicando a equação (4.8) por vn e integrando em (0, t0) × Ω. Obtemos[∫
Ω

uvn

]t0

0

=

∫ t0

0

∫
Ω

(u(vn)t + utvn) =

∫ t0

0

∫
Ω

(u(−∆vn − anvn) + vn(∆u+ au))

=

∫ t0

0

∫
Ω

(a− an)uvn.

Então, ∫
Ω

u(t0)ψ =

∫ t0

0

∫
Ω

(a− an)uvn.

Portanto ∣∣∣∣∫
Ω

u(t0)ψ

∣∣∣∣ ≤ t0‖a− an‖C([0,t0],LN/2)‖u‖L∞((0,t0),Lq)‖vn‖L∞((0,t0),Lθ), (4.9)

com 1
θ

= 1 − 1
q
− 2

N
> 0. Em particular, temos que θ < ∞. Afirmamos que para todo

2 ≤ r <∞ existe uma constante C (C dependendo de r) tal que

sup
n≥0

‖vn‖L∞((0,t0),Lr) ≤ C‖ψ‖Lr . (4.10)

Assumindo a afirmação, e fazendo n→ ∞ em (4.9) obtemos∫
Ω

u(t0)ψ = 0.

Desde que t0 ∈ (0, T ) e ψ ∈ D(Ω) são arbitrários, deduzimos que u ≡ 0.
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Demonstração da afirmação (4.10). É interessante definir wn(t) = vn(t0 − t) assim

wn satisfaz 
(wn)t − ∆wn = bnwn em (0, t0) × Ω,

wn = 0 em (0, t0) × ∂Ω,

wn(0) = ψ em Ω,

(4.11)

com bn(s) = an(t0 − s). Multiplicando a equação (4.11) por |wn|r−2wn obtemos

1

r

d

dt

∫
Ω

|wn(t)|r +
4(r − 1)

r2

∫
Ω

|∇|wn|r/2|2 ≤
∫

Ω

|bn‖wn|r ≤
∫

Ω

|b‖wn|r, (4.12)

onde b(t) = a(t0 − t) para 0 ≤ t ≤ t0. Dado j ≤ 0 podendo ser escolhido suficientemente

grande, escrevemos b = b− bj + bj, e estimamos∫
Ω

|b‖wn|r ≤
∫

Ω

|b− bj‖wn|r +

∫
Ω

|bj‖wn|r

≤ ‖b− bj‖LN/2‖wn‖r
LNr/(N−2) + j‖wn‖r

Lr (4.13)

≤ C‖b− bj‖LN/2

∫
Ω

|∇‖wn|r/2|2 + j‖wn‖r
Lr ,

onde a última desigualdade segue da desiguldade de Sobolev. Agora escolhemos j sufici-

entemente grande (independente de n) tal que

C‖b− bj‖LN/2 ≤
4(r − 1)

r2
.

(Lembre-se que bj → b quando j → ∞ em C([0, t0], L
N/2(Ω)).)Agora, segue de (4.12) e

(4.13) que
1

r

d

dt

∫
Ω

|wn(t)|r ≤ j‖wn‖r
Lr .

�

Demonstração do Teorema 4.2. Consideramos dois casos.

Caso 1: q > N(p − 1)/2 e q ≥ p, Seja u e v duas soluções de (4.3) com u, v ∈

C([0, T ], Lq(Ω)). Temos que

u(t) − v(t) =

∫ t

0

T (t− s)(|u(s)|p−1u(s) − |v(s)|p−1v(s))ds. (4.14)

Portanto, pelo efeito regularizante de T (t) : Lq/p(Ω) → Lq(Ω)

‖u(t) − v(t)‖Lq ≤ C

∫ t

0

(t− s)−α‖(|u|p−1 + |v|p−1)|u− v|‖Lq/pds

≤ C

∫ t

0

(t− s)−α(‖u‖p−1
Lq + ‖v‖p−1

Lq )‖u− v‖Lqds,

onde α = N(p− 1)/2q < 1 desde que estamos no caso A. Seja
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M = sup
0≤t≤T

‖u(t)‖Lq + ‖v(t)‖Lq e ψ(t) = sup
0≤s≤t

‖u(s) − v(s)‖Lq ,

para t ∈ [0, T ]. Deduzimos que

ψ(t) ≤ CMp−1 T
1−α
0

1 − α
ψ(t).

Portanto, para T0 suficientemente pequeno, ψ(t) = 0 para t ∈ [0, T0]. Repetindo o mesmo

argumento, vemos que ψ(t) = 0 para t ∈ [0, T ].

Caso 2: q = N(p− 1)/2 e q > p, logo N > 3. Sejam u, v duas soluções, w = u− v

e a(t, x) dado por (4.6), logo

w(t) =

∫ t

0

T (t− s)a(s)w(s)ds,

e pelo Lema 4.6 temos

a ∈ C([0, T ], LN/2(Ω)). (4.15)

Assim, aplicando o Lema 4.7, temos que w ≡ 0. �

4.3 Demonstração do Teorema 4.1

4.3.1 Existência de solução no caso q > N(p− 1)/2 e q ≥ 1

Usaremos o princípio de contração em um espaço especial (esta idéia foi feita por F.B.

Weissler [8]). Fixe M ≥ ‖u0‖Lq e defina

E = L∞((0, T ), Lq(Ω)) ∩ L∞
loc((0, T ), Lpq(Ω)),

K = K(T ) = {u ∈ E; ‖u(t)‖Lq ≤M + 1 e tα‖u(t)‖Lpq ≤M + 1 para t ∈ (0, T )} ,

com α = N(p− 1)/2pq < 1/p < 1. Considere K munido com a seguinte distância

d(u, v) = sup
0≤t≤T

tα‖u(t) − v(t)‖Lpq ,

portanto (K, d) é um espaço métrico completo e não vazio. Dado u ∈ K, defina

Φ(u)(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)|u(s)|p−1u(s)ds.
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Para u ∈ K, nós temos

‖Φ(u)(t)‖Lq ≤ ‖u0‖Lq +

∫ t

0

‖u(s)‖p
Lpqds

≤ ‖u0‖Lq +

(
sup

0≤t≤T
tα‖u(t)‖Lpq

)p ∫ t

0

s−pαds (4.16)

≤ ‖u0‖Lq +
T 1−pα

1 − pα
(M + 1)p.

Agora,

tα‖Φ(u)(t)‖Lpq ≤ ‖u0‖Lq + tα
∫ t

0

(t− s)−α‖u(s)‖p
Lpqds

≤ ‖u0‖Lq + tα(M + 1)p

∫ t

0

(t− s)−αs−pαds

≤ ‖u0‖Lq + T 1−pα(M + 1)p

∫ 1

0

(1 − σ)−ασ−pαdσ.

Similarmente, podemos mostrar que para u, v ∈ K,

tα‖Φ(u)(t) − Φ(v)(t)‖Lpq ≤ CT 1−pα(M + 1)p−1d(u, v). (4.17)

Segue das estimativas acima que, se T é pequeno o suficiente (dependendo de M), Φ :

K → K é uma contração estrita. Portanto, Φ possui um único ponto fixo em K.

Mostraremos agora que u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)) Desde que u ∈ K e pα < 1, temos

que |u|p−1u ∈ L1((0, T ), Lq(Ω)). Isto implica que u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)). (Lembre-se que, no

caso geral, se f ∈ L1((0, T ), X) e u(t) =
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, então u ∈ C([0, T ], X).)

Note que a escolha de T depende apenas de M, o que mostra a última afirmação

do Teorema 4.1

Para mostrar (iii) basta considerar

K(T ) = {u ∈ E; ‖u(t)‖Lq ≤M + 1, tα‖u(t)‖Lpq ≤M + 1 para t ∈ (0, T ) e u(t) ≥ 0} .

�

4.3.2 Existência de solução no caso q = N(p− 1)/2 e q > 1

Vamos precisar do lema seguinte.

Lema 4.8. Dado um conjunto compacto K ⊂ Lq(Ω), q < r ≤ ∞ e α = N
2

(
1
q
− 1

r

)
, então

lim
t↓0

tα‖T (t)u0‖Lr = 0 uniformemente sobre K,

ou seja, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que tα‖T (t)u0‖Lr < ε para todo u0 ∈ K se 0 < t < δ.
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Demonstração. Se K = {u0}, o resultado é claro. De fato, se v0 ∈ C∞
0 (Ω) temos que

tα‖T (t)u0‖Lr ≤ tα‖T (t)(u0 − v0)‖Lr + tα‖T (t)v0‖Lr

≤ ‖u0 − v0‖Lq + Ctα‖v0‖L∞ ;

e portanto,

lim sup
t↓0

tα‖T (t)u0‖Lr ≤ ‖u0 − v0‖Lq .

E o resultado segue da densidade de C∞
0 (Ω) em Lq(Ω).

No caso geral, dado qualquer ρ > 0, existe uma cobertura finita de K por bolas

B(ui, ρ) em Lq(Ω). Qualquer u0 ∈ K pertence a alguma B(ui, ρ), e então nós escrevemos

tα‖T (t)u0‖Lr ≤ tα‖T (t)(u0 − ui)‖Lr + tα‖T (t)ui‖Lr

≤ ‖u0 − ui‖Lq + tα‖T (t)ui‖Lr

≤ ρ+ tα‖T (t)ui‖Lr .

E a conclusão do lema segue da parte anterior.

Demonstração do Teorema 4.1. A estratégia é similar à usada na seção 4.3.1 com

algumas modificações. Fixe qualquer r ∈ (q, pq), r ≥ p e defina

Ẽ = L∞((0, T ), Lq(Ω)) ∩ {u ∈ L∞
loc((0, T ), Lr(Ω)); tαu ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω))} ,

E = L∞((0, T ), Lq(Ω)) ∩ {u ∈ L∞
loc((0, T ), Lr(Ω)); tαu ∈ C0([0, T ], Lr(Ω))} ,

com α = N
2

(
1
q
− 1

r

)
< 1

p
< 1 (desde que r < pq). Aqui, C0 significa que estamos

considerando funções que se anulam em t = 0. Fixe M ≥ ‖u0‖Lq . Dado δ > 0 para ser

escolhido depois, seja

K̃ = K̃(T ) =
{
u ∈ Ẽ; ‖u(t)‖Lq ≤M + 1 e tα‖u(t)‖Lr ≤ δ para t ∈ (0, T )

}
e

K = K(T ) = K̃ ∩ E.

Considere K̃ munido com a distância

d(u, v) = sup
0<t<T

tα‖u(t) − v(t)‖Lr ,
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assim (K̃, d) e (K, d) são espaços métricos completos e não vazios. Considere a mesma

aplicação Φ como na Seção 4.3.1. Seja a = N
2

(
p
r
− 1

q

)
. Para u ∈ K̃, temos pelo efeito

regularizante Lr/p → Lq (note que r < pq, portanto r/p < q)

‖Φ(u)(t)‖Lq ≤ ‖u0‖Lq +

∫ t

0

(t− s)−a‖u(s)‖p
Lrds

≤ ‖u0‖Lq +

(
sup

0<t<T
tα‖u(t)‖Lr

)p ∫ t

0

(t− s)−as−pαds (4.18)

≤ ‖u0‖Lq + C1δ
p,

desde que a + pα = 1. Aqui, a constante C1 (e as constantes C2, C3 abaixo) depende

apenas de p, q, r,N. Portanto,

‖Φ(u)(t)‖Lq ≤M + 1,

dado que

C1δ
p ≤ 1. (4.19)

Agora, usando o efeito regularizante Lr/p → Lr, temos que

tα‖Φ(u)(t)‖Lr ≤ sup
0<t<T

tα‖T (t)u0‖Lr + tα
∫ t

0

(t− s)−N(p−1)/2r‖u(s)‖p
Lrds

≤ sup
0<t<T

tα‖T (t)u0‖Lr

+

(
sup

0<t<T
tα‖u(t)‖Lr

)p

tα
∫ t

0

(t− s)−N(p−1)/2rs−pαds

≤ sup
0<t<T

tα‖T (t)u0‖Lr + C2δ
p,

desde que pα +N(p− 1)/2r = α+ 1. Portanto,

sup
0<t<T

tα‖Φ(u)(t)‖Lr ≤ sup
0<t<T

tα‖T (t)u0‖Lr + δ/2, (4.20)

dado que

C2δ
p−1 ≤ 1

2
. (4.21)

Similarmente, podemos mostrar que para u, v ∈ K̃,

sup
0<t<T

tα‖Φ(u)(t) − Φ(v)(t)‖Lr ≤ C3δ
p−1d(u, v) ≤ 1

2
d(u, v), (4.22)

dado que

C3δ
p−1 ≤ 1

2
, (4.23)

para alguma constante C3. Segue das estimativas acima que Φ : K̃ → Ẽ.
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Fixe δ > 0 suficientemente pequeno, tal que (4.19), (4.21) e (4.23) são satisfeitos.

A escolha de δ depende apenas de N, p, q, r.

Agora, fixaremos T > 0 tal que

sup
0<t<T

tα‖T (t)u0‖Lr ≤ δ/2. (4.24)

Tendo em vista o Lema 4.8, a escolha de T depende apenas do conjunto compacto K

⊂ Lq(Ω). Isto mostra a última afirmação do Teorema 4.1.

Por (4.22), (4.20) e (4.24), Φ : K̃ → K̃ é uma contração estrita, e portanto tem

apenas um ponto fixo em K̃.

Agora, afirmamos que este ponto fixo pertence a K. Para mostrar isto, é sufici-

ente verificar que Φ : K → K. Precisamos mostrar que Φ(u) ∈ C((0, T ], Lr(Ω)) e que

limt↓0 t
αΦ(u)(t) = 0 em Lr(Ω). Como, pelo Lema 4.8, T (t)u0 satisfaz as condições acima,

podemos assumir que u0 = 0. Está claro que Φ(u) ∈ K quando u ∈ C([0, T ], L∞(Ω)).

Desde que K ∩C([0, T ], L∞(Ω)) é denso em K munido com a métrica d, o resultado segue

de (4.22).

Finalmente, mostraremos que u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)). De fato u ∈ K, logo, em parti-

cular temos que u ∈ C((0, T ], Lr(Ω)) ⊂ C((0, T ], Lq(Ω)). Portanto, só nos resta mostrar

que u(t) − T (t)u0 → 0 em Lq(Ω) quando t ↓ 0. Como em (4.18), temos que

‖u(t) − T (t)u0‖Lq ≤ C1 sup
0<s<t

(sα‖u(s)‖Lr)p → 0, quando t ↓ 0,

desde que u ∈ E.

Para mostrar (iii) basta fazer como no caso anterior. Considere

K̃(T ) =
{
u ∈ Ẽ; ‖u(t)‖Lq ≤M + 1, tα‖u(t)‖Lr ≤ δ para t ∈ (0, T ) e u(t) ≥ 0

}
.

�

4.3.3 Unicidade

Para cada u0 ∈ Lq(Ω), denotamos por U(t)u0 a solução obtida nas seções 4.3.1 ou 4.3.2 e

definidas em algum intervalo [0, T (u0)].

Precisaremos do seguinte resultado.

Lema 4.9. Sejam u0 ∈ L∞(Ω) e ũ a solução clássica de (4.1) definida no intervalo

maximal [0, Tmax(u0)). Então T (u0) < Tmax(u0) e ũ(t) = U(t)u0 para todo t ∈ [0, T (u0)].
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Demonstração. É claro que ũ ∈ K(τ) para algum 0 < τ < T (u0) suficientemente pequeno.

Pela unicidade em K(τ) temos ũ(t) = U(t)u0, para 0 ≤ t ≤ τ. Após um tempo τ, ũ(t) e

U(t)u0 são soluções clássicas e, portanto, coincidem.

Agora retornaremos à demonstração da unicidade. Aqui, usaremos a mesma idéia

que [10]. Primeiro vamos demonstrar o caso crítico q = N(p − 1)/2 e q > 1; o outro

caso é mais simples. Seja v ∈ C([0, T ], Lq(Ω)) ∩ L∞
loc((0, T ), L∞(Ω)) uma solução de (4.1)

com v(0) = u0. Lembre-se que v é uma solução clássica de (4.1) em (0, T ) × Ω. Vamos

mostrar que v(t) = U(t)u0 em algum intervalo [0, T ′). Então, v(t) = U(t)u0 desde que

ambos existam, pela unicidade em L∞(Ω).

Defina

K = v([0, T ]),

e

M = sup
0<t<T

‖v(t)‖Lq .

Como K é um conjunto compacto em Lq(Ω), existe um T1 > 0 uniforme, tal que U(t)v0 está

bem definido para todo v0 ∈ K e para todo t ∈ [0, T1]. Mais ainda, como U(t)v(s) ∈ K(T1)

(considerado como uma função de t), temos que

‖U(t)v(s)‖Lq ≤M + 1, (4.25)

tα‖U(t)v(s)‖Lr ≤ δ, (4.26)

para todo s ∈ (0, T ) e todo t ∈ (0, T1).

Fixando qualquer 0 < s < T. Segue do Lema 4.9 que

v(t+ s) = U(t)v(s) para 0 ≤ t ≤ min {T − s, T1} . (4.27)

Combinando (4.25), (4.26) e (4.27) obtemos

‖v(t+ s)‖Lq ≤M + 1,

tα‖v(t+ s)‖Lr ≤ δ, (4.28)

para t+ s < T e t < T1. Calculando o limite s ↓ 0, deduzimos que

‖v(t)‖Lq ≤M + 1,

tα‖v(t)‖Lr ≤ δ, (4.29)
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para 0 < t < min {T, T1} . Portanto, v(t) ∈ K̃(T ′) onde T ′ = min{T, T1}. Argumentando

como na Observação 4.3, temos que

v(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)|v(s)|p−1v(s)ds, (4.30)

i.e. v = Φ(v). Por (4.22), deduzimos que v(t) = U(t)u0 em [0, T ′].

Para mostrar o caso não crítico, basta trocar ‖ · ‖Lr por ‖ · ‖Lpq em (4.26), (4.28)

e em (4.29), logo v(t) ∈ K(T ′). Analogamente v satisfaz a equação (4.30) e, por (4.17),

deduzimos que v(t) = U(t)u0 em [0, T ′]. �

4.3.4 Regularidade e dependência contínua

Mostraremos a regularidade da solução, obtida nas seções 4.3.1 e 4.3.2, ou seja, que

u ∈ L∞
loc((0, T ), L∞(Ω)). Para isso, precisaremos do seguinte resultado técnico.

Lema 4.10. Sejam p, q ≥ 1, r1 > r0 tais que N
2q

(
p
r0
− 1

r1

)
= δ ∈ (0, 1), e defina a

seqüência (rk)k≥0, indutivamente pela relação N
2q

(
p
rk

− 1
rk+1

)
= δ. Então, a seqüência é

estritamente crescente e lim
n→∞

rn = ∞.

Demonstração. Temos por hipótese que p
r0
− 1

r1
= p

r1
− 1

r2
, logo p

(
1
r0
− 1

r1

)
= 1

r1
− 1

r2
, ou

seja r2 > r1. Suponha o resultado válido para n > 2, ou seja rn > rn−1 > . . . > r0, assim

temos que p
(

1
rn−1

− 1
rn

)
= 1

rn
− 1

rn+1
, logo rn+1 > rn, e portanto temos que a seqüência

é estritamente crescente. Agora vamos mostrar que não é limitada. Suponha que rk → r

para algum r ∈ R, então N
2q

(
p−1

r

)
= δ, logo p

r0
− 1

r1
= p−1

r
e como r1 > r0 temos que

p−1
r1

< p
r0
− 1

r1
= p−1

r
e portanto r < r1 o que é uma contradição.

Seja r0 = p(resp. r0 = r/p, onde r ∈ (q, pq), r > p). Pelo argumento do ponto fixo,

temos que t
N
2

“

1
q
− 1

qr0

”

‖u(t)‖Lqr0 ≤ C para t ∈ [0, 1]. Usando as propriedades do semigrupo

do calor (T (t))t≥0, temos

u(t) = T (t/2)u(t/2) +

∫ t

t
2

T (t− s)|u(s)|p−1u(s)ds.

Então,

‖u(t)‖Lqr1 ≤ (t/2)
− N

2q

“

1
r0

− 1
r1

”

‖u(t/2)‖Lqr0 +

∫ t

t
2

(t− s)
− N

2q

“

1− 1
r1

”

‖u(s)‖p
Lqr0ds,

≤ Ct
− N

2q

“

1− 1
r1

”

+ Ct
1− N

2q

“

p− 1
r1

”

∫ 1

1
2

(1 − s)
− N

2q

“

1− 1
r1

”

s−
N(p−1)

2q ds,

(4.31)
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logo

t
N
2q

“

1− 1
r1

”

‖u(t)‖Lqr1 ≤ C + Ct1−
N(p−1)

2q ≤ C̃.

Considere agora o resultado válido para k. Então

‖u(t)‖Lqrk+1 ≤ (t/2)
− N

2q

„

1
rk

− 1
rk+1

«

‖u(t/2)‖Lqrk

+

∫ t

t
2

(t− s)
− N

2q

„

p
rk

− 1
rk+1

«

‖u(s)‖p
Lqrk

ds

≤ Ct
− N

2q

„

1− 1
rk+1

«

+

∫ t

t
2

(t− s)
− N

2q

„

p
rk

− 1
rk+1

«

s
−Np

2q

“

1− 1
rk

”

ds

≤ Ct
− N

2q

„

1− 1
rk+1

«

+ Ct
1− N

2q

„

p− 1
rk+1

«

.

Logo,

t
N
2q

„

1− 1
rk+1

«

‖u(t)‖Lqrk+1 ≤ C + Ct1−
N(p−1)

2q ≤ C̃.

Entretanto, pelo Lema 4.10 existe k > 0 tal que Np
2qrn

< 1. Assim, temos que

‖u(t)‖L∞ ≤ (t/2)
− N

2qrk ‖u(t/2)‖Lqrk +

∫ t

t
2

(t− s)
− Np

2qrk ‖u(s)‖p
Lqrkds.

Portanto,

t
N
2q ‖u(t)‖L∞ ≤ C + Ct1−

N(p−1)
2q ≤ C̃. (4.32)

�

Agora vamos tratar a dependência contínua. Para demonstrar (4.2), vamos nos

concentrar no caso q > N(p− 1)/2, já que o mesmo argumento pode ser aplicado no caso

q = N(p− 1)/2.

Sejam u, v ∈ K, pontos fixos de Φ com valor inicial u0 e v0 respectivamente,

definidos para t ∈ [0, T ] com T ≤ min{T (u0), T (v0)}. Logo,

‖u‖p−1
Lpq + ‖v‖p−1

Lpq ≤ Cs−α(p−1)(M + 1)p−1.

Assim, temos

‖u(t) − v(t)‖Lq ≤ ‖u0 − v0‖Lq + C

∫ t

0

(‖u‖p−1
Lpq + ‖v‖p−1

Lpq )‖u− v‖Lpq .

Portanto,

sup
0<t<T

‖u(t) − v(t)‖Lq ≤ ‖u0 − v0‖Lq + C(M + 1)p−1 sup
0<t<T

tα‖u(t) − v(t)‖Lpq . (4.33)
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Aqui, usamos que pα < 1. Ainda mais, usando o efeito regularizante Lq(Ω) → Lpq(Ω),

temos

‖u(t) − v(t)‖Lpq ≤ t−α‖u0 − v0‖Lq + CA

∫ t

0

(t− s)−αs−α(p−1)‖u− v‖Lpq ,

onde A = sup0<s<T s
α(p−1)(‖u(s)‖p−1

Lpq + ‖v(s)‖p−1
Lpq ). Pelo Lema Singular de Gronwall 1.2,

deduzimos que

sup
0<t<T

tα‖u(t) − v(t)‖Lpq ≤ C‖u0 − v0‖Lq . (4.34)

Combinando (4.33) e (4.34) temos a estimativa Lq de (4.2).

Para mostrar a estimativa L∞, usaremos o mesmo raciocínio que foi usado para

mostrar (4.32). Temos

u(t) − v(t) = T (t/2)(u(t/2) − v(t/2)) +

∫ t

t
2

T (t− s)(|u|p−1u(s) − |v|p−1v(s))ds.

Procedendo como em (4.31), temos que

‖u(t) − v(t)‖Lqr1 ≤ (t/2)
− N

2q

“

1
r0

− 1
r1

”

(‖u(t/2) − v(t/2)‖Lqr0 )+∫ t

t
2

(t− s)
− N

2q

“

1− 1
r1

”

(‖u‖p
Lqr0 + ‖v‖p

Lqr0 )ds

≤ C

(
t
− N

2q

“

1− 1
r1

”

+ t
1− N

2q

“

p− 1
r1

”

)
‖u0 − v0‖Lq .

De maneira análoga, é possível concluír que

t
N
2q

„

1− 1
rk+1

«

‖u(t) − v(t)‖Lqrk+1 ≤ C
(
1 + t1−

N(p−1)
2q

)
‖u0 − v0‖Lq .

E daí,

t
N
2q ‖u(t) − v(t)‖L∞ ≤ C

(
1 + t1−

N(p−1)
2q

)
‖u0 − v0‖Lq . (4.35)

Usando a desigualdade (4.35), vamos mostrar o item (ii) do Teorema 4.1. Sejam

u0 ∈ Lq(Ω), v0 ∈ D(Ω), u e v soluções de (4.1) com valor inicial u0 e v0, respectivamente.

Daí,

tN/2q‖u(t)‖L∞ ≤ C(T )‖u0 − v0‖Lq + tN/2q‖v(t)‖L∞ .

Pela densidade de D(Ω) em Lq(Ω), fazendo t ↓ 0, temos o resultado. �
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4.4 Explosão na norma Lq

Sejam u0 ∈ L∞(Ω) e u a solução correspondente de (4.1). Assuma que Tmax <∞, sabemos

que limt↑Tmax ‖u(t)‖L∞ = +∞. É natural perguntarmos quando

lim
t↑Tmax

‖u(t)‖Lq = +∞, para algum q <∞.

O seguinte resultado responde à nossa pergunta.

Corolário 4.11. Sejam u0 ∈ L∞(Ω), u a solução correspondente de (4.1) e assuma que

Tmax <∞. Então,

lim
t↑Tmax

‖u(t)‖Lq = +∞, (4.36)

para qualquer q ≥ 1, q > N(p − 1)/2. Se u0 ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), ∆u0 + |u0|p−1u0 ≥

0, q.t.p. em Ω e N(p−1)
2

> 1, então

lim
t↑Tmax

‖u(t)‖LN(p−1)/2 = +∞.

Demonstração. Suponha por contradição que lim inft↑Tmax ‖u(t)‖Lq < ∞. Seja (tn)n≥0

uma seqüência tal que tn ↑ Tmax quando n → ∞ e supn≥0 ‖u(tn)‖Lq < ∞. Aplicando o

Teorema 4.1 com u(tn) como condição inicial, obtemos um T > 0 uniforme. Portanto

Tmax ≥ tn + T. Isto é impossível quando n→ ∞, o que mostra (4.36).

Argumentando como acima, exceto pelo fato de estarmos no caso crítico, sabemos

que u(tn) está contido em um subconjunto compacto de LN(p−1)/2(Ω). Pelo Princípio de

Comparação, ut(t, x) ≥ 0 em (0, Tmax) × Ω. Portanto (u(tn))n≥0 é uma seqüência não

crescente e tem limite em LN(p−1)/2(Ω).

4.5 Não existência local e explosão

Lema 4.12. Sejam (T (t))t≥0 o semigrupo do calor e u0 ∈ L∞(Ω), u0 ≥ 0. Então,

T (t)up
0 ≥ [T (t)u0]

p.

Demonstração. Defina u(t) = T (t)up
0 e v(t) = [T (t)u0]

p, então u satisfaz a equação do

calor linear ut − ∆u = 0, para todo t > 0,

u(0) = up
0.

(4.37)
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Derivando v, temos

vt = p[T (t)u0]
p−1 d

dt
T (t)u0

e
∂2v

∂x2
i

= p(p− 1)[T (t)u0]
p−2

[
∂

∂xi

T (t)u0

]2

+ p[T (t)u0]
p−1 ∂

2

∂x2
i

T (t)u0.

Portanto,

∆v = p(p− 1)[T (t)u0]
p−2|∇T (t)u0|2 + p[T (t)u0]

p−1∆T (t)u0,

logo vt − ∆v = −p(p− 1)[T (t)u0]|∇T (t)u0|2 ≤ 0

v(0) = up
0

(4.38)

e, pelo Princípio de Comparação, temos o resultado.

Proposição 4.13. Suponha que u ∈ C([0, T ], Lq(Ω)) seja uma solução de (4.3) e que

u(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, T ]. Então,

lim
t↓0

t
1
p‖T (t)u0‖Lpq = 0.

Demonstração. Como u(t) satisfaz a equação (4.3) e cada parcela do lado direito da

igualdade é não negativa, temos que u(t) ≥ T (t)u0 para todo t ∈ [0, T ]. Usando isto e o

Lema 4.12, temos que

u(t) − T (t)u0 ≥
∫ t

0

T (t− s)[T (s)u0]
pds

≥
∫ t

0

[T (t− s)T (s)u0]
pds

≥ t[T (t)u0]
p.

Pela continuidade de u, dado um ε > 0 temos que

ε > ‖u(t) − T (t)u0‖1/p
Lq ≥ t

1
p‖T (t)u0‖Lpq .

Se t é suficientemente pequeno.

Teorema 4.14. Suponha que u : [0, T ] → Lp seja uma solução de (4.3) em Lq e que

u ≥ 0 para todo t ∈ [0, T ]. Então, existe uma constante Cp, dependendo apenas de p, tal

que

‖t1/(p−1)T (t)u0‖L∞ ≤ Cp para todo t ∈ [0, T ]. (4.39)
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Demonstração. Da equação integral (4.3) temos que u(t) ≥ T (t)u0. Logo,

u(t) ≥
∫ t

0

T (t− s)[u(s)p]ds, (4.40)

e portanto,

T (t− s)[u(s)p] ≥ T (t− s)[(T (s)u0)
p] ≥ [T (t− s)T (s)u0]

p = [T (t)u0]
p.

Assim, por (4.40), u(t) ≥ t[T (t)u0]
p. Substituindo esta estimativa em (4.40), obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

T (t− s)[s(T (s)u0)
p]pds

≥
∫ t

0

sp[T (t)u0]
p2

ds

≥ (t)1+p(1 + p)−1[T (t)u0]
p2

.

Repetindo este procedimento, temos por indução que

u(t) ≥ (t)1+p+...+pK−1
[T (t)u0]

pK

(1 + p)pK−2(1 + p+ p2)pK−3 . . . (1 + p+ . . .+ pk−1)
,

ou seja

t(p
K−1)/pK(p−1)T (t)u0 ≤ u(t)1/pK

K∏
j=2

[
pj − 1

p− 1

]1/pj

.

Fazendo K → ∞, temos

t1/(p−1)T (t)u0 ≤
∞∏

j=2

[
pj − 1

p− 1

]1/pj

.

Desde que

log
∞∏

j=2

[
pj − 1

p− 1

]1/pj

=
∞∑

j=2

p−j log

[
pj − 1

p− 1

]

≤
∞∑

j=2

p−j log(jpj) <∞,

temos o Teorema.

Corolário 4.15. Se q < N(p − 1)/2, então existe u0 ∈ Lq(Ω) não negativo tal que não

existe T > 0 e u contínua de [0, T ] em Lq(Ω), com u(t) ≥ 0, satisfazendo a equação

integral (4.3) em [0, T ].
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Demonstração. Suponha que para cada u0 ∈ Lq(Ω) existe uma solução u ∈ C([0, T ], Lq(Ω))

não negativa. Consideramos o operador potência fracionária

(−∆)−βu0 = Γ(β)−1

∫ ∞

0

tβ−1T (t)u0dt.

Mostramos que está bem definida. Da Proposição 4.13,

‖(−∆)−βu0‖Lpq ≤ Γ(β)−1

∫ ∞

0

tβ−1‖T (t)|u0|‖Lpqdt,

≤ C

(∫ δ

0

tβ−1t−
1
pdt+

∫ ∞

δ

tβ−1‖T (t)|u0|‖Lpqdt

)
.

Pelo Corolário 2.24, o lado direito desta desigualdade é limitado se β > 1
p
. Então (−∆)−β

leva Lq(Ω) em Lpq(Ω). Afirmamos que (−∆)−β é um operador linear limitado. Claramente

é linear e, tomando un → u0 em Lq, temos

‖(−∆)−βun − (−∆)−βu0‖Lpq =

∥∥∥∥Γ(β)−1

∫ ∞

0

tβ−1T (t)(un − u0)dt

∥∥∥∥
Lpq

,

≤ Γ(β)−1

∫ ∞

0

tβ−1‖T (t)(un − u0)‖Lpqdt.

Como

(i) tβ−1‖T (t)(un − u0)‖Lpq ≤ tβ−1tt
−N

2 ( 1
q − 1

pq )‖un − u0‖Lq → 0 para cada t fixo

(ii) tβ−1‖T (t)(un − u0)‖Lpq ≤ f(t)

onde

f(t) =

Ctβ−1t−1/p se 0 ≤ t ≤ δ,

Ce−λ1t se t ≥ δ,

(4.41)

pelo teorema da convergência dominada (−∆)−βun → (−∆)−βu0. Logo, o operador é

contínuo. Daí, (−∆)−β : Lq → Lpq é limitado. Desde que q < N(p − 1)/2, existe β

satisfazendo N/2q −N/2pq > β > 1/p. O que contradiz o resultado seguinte.

Lema 4.16. Se (−∆)−β : Lp → Lq é limitado, então N/2p−N/2q ≤ β.

Demonstração. Assuma que 0 ∈ Ω. Para α > 0, seja Ωα = α−1Ω e seja ∆α o Laplaciano

de Dirichlet em Ωα. Defina (Tαu0)(x) = u0(αx). Então Tα : Lp(Ω) → Lp(Ωα) é sobrejetiva

e

‖Tαu0‖Lp(Ωα) = α−N/p‖u0‖Lp(Ω).
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Também podemos verificar que

etα2∆ = T−1
α et∆αTα,

(−∆)−β = α2βT−1
α (−∆α)−βTα.

Para α pequeno, temos que Ω ⊂ Ωα. Sejam u0 ∈ Lp(Ω) e v0 ∈ Lp(Ωα) não negativos,

com 0 ≤ u0 ≤ v0 em Ω. Pelo princípio da comparação para a equação do calor, segue que

et∆u0 ≤ et∆αv0 e, portanto,

(−∆)−βu0 ≤ (−∆α)−βv0, (4.42)

para todo β > 0 e α > 0 pequeno.

Agora, suponha que (−∆)−β : Lp(Ω) → Lq(Ω) seja limitado. Então,

‖(−∆)−βu0‖Lq(Ω) ≤ C‖u0‖Lp(Ω), u0 ∈ Lp(Ω),

‖α2βT−1
α (−∆α)−βTαu0‖Lq(Ω) ≤ C‖T−1

α Tαu0‖Lp(Ω),

α2βαN/q‖(−∆α)−βv0‖Lq(Ωα) ≤ CαN/p‖v0‖Lp(Ωα),

com v0 = Tαu0. Em outras palavras,

‖(−∆α)−βv0‖Lq(Ωα) ≤ CαN/p−N/q−2β‖v0‖Lp(Ωα) (4.43)

para todo v0 ∈ Lp(Ωα). Agora, seja v0 ∈ Lp(Ω) não negativo e estenda v0 como zero em

Ωα − Ω. Então, por (4.42) e (4.43), temos

‖(−∆)−βv0‖Lq(Ω) ≤ CαN/p−N/q−2β‖v0‖Lp(Ω).

Se N/p − N/q − 2p > 0, fazendo α → 0 obtemos uma contradição. Isto mostra o

resultado.
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