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Resumo

Estudamos a existéncia e unicidade de solucao de uma equagao do calor nao linear com

dado inicial em L7(2), onde 1 < ¢ < oco. Mostramos que esta solugao é cléssica.

Palavras-chave: Equacao do calor, solucao classica, existéncia e unicidade.



Abstract

We study the existence and uniqueness of a solution of a nonlinear heat equation with

initial data in L9(Q2), where 1 < ¢ < co. We show that this solution is classical.

Keywords: Heat equation, existence, uniqueness, classical solution.
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Introducao

Nosso objetivo é analisar a existéncia e unicidade de solu¢oes para a seguinte equacao

parabodlica semilinear

u— Au = |ulPlu em (0,T) x Q,
u = 0 em (0,T) x 99, (1)
uw(0,z) = wup(r) emQ,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado com fronteira 9 regular, p > 1 e ug € L4(2). O
problema da existéncia local para (1) foi estudado por Weissler 2], que mostrou que se
up € L1(Q) eqg>T(p—1) oug=L(p—1) > 1, existem T = T(up) > 0 e uma fungao
u e C([0,7T], L1(S)) solugao da equagao

u(t) = T(t)ug + /Ot T(t — s)|u(s)|P~ tu(s)ds, (2)

onde (T(t))t>0 ¢ o semigrupo do calor. O resultado ¢ “quase” optimal, pois quando 1 <
q < %(p — 1), existe up € L7(£2) nado negativo tal que a equacdo (2) nao possui solugao
nao negativa na classe C([0, 7], L4(€2)).
A questao de unicidade foi tratada por Brézis e Cazenave em [1]. Especificamente
N

eles mostram que quando ¢ > %(p —1)oug= 5(p—1) > 1o problema (1) possui uma

Unica solucao na classe

o([0,T7, L)) N LS

loc

((0,7), L=(92)).

Para mostrar que a solugao obtida por Weissler encontra-se na classe L2 ((0,7), L>(£2)),

loc

eles estudaram o problema

u—Au = au em (0,7) x Q,
u = 0 em (0,7) x 09,
u(0) = wup em L"(Q).
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Nesta dissertagao, substituimos o argumento deles pelo argumento de Snoussi, Tayachi e
Weissler [9] pois é um argumento muito mais geral.

Agora vamos comentar o que foi desenvolvido ao longo de cada capitulo.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares como os espacgos LP,
teoria das distribuigoes, derivada fraca, espagos de Sobolev e a integral de Bochner.

No Capitulo 2, abordamos a teoria de semigrupos. Enunciamos o teorema de Hille-
Yosida e falamos de operadores m-acretivos', apresentando alguns resultados necessarios
para mostrar que o operador A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de con-
tragoes, denominado semigrupo do calor. Também falamos brevemente sobre semigrupo
analitico.

No inicio do Capitulo 3, falamos sobre a equacao do calor linear e a regularidade

maximal. Em seguida, falamos sobre equacao do calor nao linear, dada por

u—Au = g(u), ze€, tel0,T],
u(t,z) = 0, x e, tel0,T],

u(0,z) = wup(z), x€Q,

com dado inicial ug € L>(2) e g : R — R continua. Analisamos a existéncia e unicidade
da solucao.
Finalmente, no Capitulo 4 tratamos a existéncia e unicidade para o problema (1)

para dado inicial ug € L9(Q).

lem inglés é chamado de m-accretive



Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Espacos L*

Seja 2 C RY um aberto. Se f : Q — R é uma funciao mensuravel e 0 < p < 0o, definimos

1/p
1l = ( / |f|pdfv>

(permitindo que || f||z» = 00). Definimos
LP(Q) ={f:Q — R; f ¢ mensuravel e || f||1» < c0}.

Abreviaremos LP(f)) simplesmente por L? quando isso ndo gere confusao sobre o dominio

das funcgoes tratadas. Como

|f + 91" < 2max{|f],[g[})" < 2°(If " + |9,

concluimos que f + g € LP, se f,g € LP. Como |[cf||zr = |e|||fllrr, LP é um espago
vetorial.

Nossa notagao sugere que ||-||z» € uma norma em LP. De fato temos que || f||» =0
se, e somente se, f = 0 q.t.p. e |cfllzr = |c||[f||er. Entéo, s6 nos resta verificar a
desigualdade triangular, ou seja |[u+v||zr < ||u|/zr + ||v]|zr. Isto néo é validose 0 < p < 1.
Para mostrar isto, sejam a,b > 0. Para t > 0 temos que tP~! > (a+¢)P~!, e integrando de
0 a b obtemos a” + b* > (a + b)P. Portanto, se E e F' sdo conjuntos disjuntos de medida
finita e positiva em  definindo a = |E|*/?, b = |F|"/? ¢ xg(x) como sendo 1 se z € E e 0

se x ¢ E, temos

IxE + xFlle = (@ + )7 > a+b=|xpw + IxFl -

11
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A desigualdade de Minkowski (1.2), nos diz que LP é um espago normado se 1 < p < oo.

Agora vamos definir o espago L.

L>*(Q) ={f:Q—R; f émensuravel e 3 C > 0 tal que |f(z)] < C q.t.p. em Q }

[f ]z = inf{C}

Como antes, é possivel verificar que L* ¢ um espago vetorial e || - ||z~ ¢ uma norma.
Agora vamos apresentar alguns resultados sem demonstra-los, ja que eles podem
ser encontrados nos livros de teoria da medida, como por exemplo Folland [7].
Para L', temos os seguintes resultados.

Teorema da convergéncia monoétona. Seja (f,) uma seqiiéncia em L'(Q) tal que
(i> fn(x) < fn—l—l(x) q.t.p. em Q)
(ii) sup/ fn < 00.
n Jo
Entao, f,(z) converge para f(z) q.t.p. em e, além disso, f € L'(Q2) e

lim [ |fu.(x) — f(x)|dx = 0.
0

n—oo

Teorema da convergéncia dominada. Seja (f,) C L*() tal que
() ful@) — £() qtp. em 2,
(ii) Existe g € L'(Q);|fn(z)] < g(z) q.t.p. em Q, para todo n € N.
Entao, f € L'(Q) e lim [ |fu(z) — f(z)|dz =0

n—oo 0

Lema de Fatou. Seja (f,) C L'(Q) verificando
(i) fa(z) >0 q.t.p. em Q,

@M?Ah@w<m

Se f(x) = liminf f,(z), entao f € L'(Q) e / f(z)dz < lim inf/ fn(z)dx
& Q Q

n— n—00

A seguir, apresentamos alguns resultados que valem para os espacos LP com p > 1.
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a) O conjunto Cy(2) = {f : © — R continua tais que f(z) =0 Ve € Q\ K onde K ¢é

um compacto} é denso em LP(2), se 1 < p < oc.

b) (Desigualdade de Holder) Suponha que 1 < p < oo e i + % = 1. (¢ é chamado
o conjugado de p) Se f € LP e g € L7 entdo fg e L' e

gl < [1Fllze lgllze- (1.1)

A igualdade vale em (1.1) se, e somente se, existem constantes «, 5 com a3 # 0 tais

que a|f|? = B|g|? q.t.p.

c) (Desigualdade de Minkowski) Se 1 <p < oo e f,g € L?, entao

If + gl < [[fllee + llglle. (1.2)

d) O espaco LP com 1 < p < oo é um espago de Banach.

e) O espago L? com 1 < p < oo é separavel.

f) (Desigualdade de interpolagao) Seja f € LP(Q2) N LY(2) com 1 < p
Entéio, f € L(9) para todo 7 € [p,] ¢ [|fllsr < |14 |15 com & = ¢

h) (Teorema de representacao de Riesz) Sejam 1 < p < oo, p’ o conjugado de p,
e L € [LP(Q)) onde [LP(Q)] ¢ o dual de LP(Q). Entdo, existe um tinico v € L¥' ()

tal que para todo u € LP

vlle = 1}.

1.2 Desigualdades do tipo Gronwall

Mais ainda, |[v||, = ||L||jzsy = sup {‘/ u(z)v(z)
Q

As demonstragoes dos seguintes resultados podem ser encontradas em Brézis e Cazenave

Lema 1.1 (Gronwall). Sejam T > 0,A > 0 e f € L'(0,T) uma fungdo nao negativa.

Considere uma fung¢ao nao negativa ¢ € C([0,T]) tal que

w@éA+Af@¢wm
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para todo t € [0,T]. Entao,

o(t) < Aexp ( /O tf(s)ds> ,

para todo t € [0,T].

Lema 1.2 (singular de Gronwall). Sejam T > 0,4 > 0,0 < a, 3 < 1, e f uma fun¢ao
nao negativa com f € LP(0,T) para algum p > 1, tal que p' max{«, 8} < 1. Considere

uma fungao nao negativa ¢ € L*(0,T) tal que
t
o(t) < At —i—/ (t —s)Pf(s)p(s)ds, para quase todo t € [0,T).
0
Entao, existe C, dependendo apenas de T, o, B,p e || f| e, tal que
o < ACt™“,

para quase todo t € [0,T].

1.3 Distribuicoes e derivadas fracas

Sejam Q C RY aberto, ¢ : Q@ — R e {0;}ic; a familia de todos os abertos tais que
o(z) = 0 q.t.p x de ©;. O Suporte de ¢, denotado por supp ¢, ¢ definido como sendo
Q\ Uier©;.

A fim de simplificar a notacao de derivada parcial, definimos o multi-indice «

como sendo a n-upla (o, as,...,ay) € NV, Assim, se o ¢ um multi-indice escrevemos

o]

N a 8 u

al=> ..o e D= )
| ‘ Zl_l ! 8x‘f‘18x§2 .. .(9.1'?{,1\7

Denotamos por C§°(2) o espago das fungoes C'*°(2) com suporte compacto. O

espaco D(Q) é o espago C§°(€2) com a seguinte nogao de convergéncia: a seqiiéncia {p,} C
Ce(2) converge para ¢ € C§°(2) no sentido de D(2) se as seguintes condigdes sao

satisfeitas:
(i) existe K CC Q tal que supp(¢, — ¢) C K para todo n,
(ii) limy,—oo D¥pn(x) = D¥p(2) uniformemente em K para cada multi-indice a.

onde K CC () significa que K C Q e K é compacto,
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Uma transformagao linear T : D(2) — R é uma distribui¢ao se for continua em
D(Q), ou seja, se p,, — ¢ no sentido de D(2), entao T'p,, — Tp. O espago das distribui¢oes
é denotado por D’'(2).

Uma funcao u definida em quase todo ponto de €2 é dita localmente integravel em €2
se u € L'(A) para todo conjunto mensuravel A CC Q. Neste caso escrevemos u € L} ().

Correspondendo a cada u € L, () existe uma distribuigao T, € D'(Q) definida por

loc

T.(p) = /Qu(:v)gp(x)dm, para todo ¢ € D(Q). (1.3)

E claro que T, ¢ linear em D({2). Para ver que é continua, suponha que ¢, — ¢ em D({2).

Entao existe K CC € tal que supp(y, — ¢) C K para n € N. Portanto,

Tu(ion) = Tul)] < sup |n() — ()] /K fuz) | de

zeK
o lado direito da desigualdade acima tende a zero quando n — o0, ja que ¢, — @
uniformemente em K.
Se u € C' () e p € D(Q) temos que ¢ ¢é identicamente nula fora de algum

subconjunto compacto de 2. Integrando por partes na variével x; obtemos

/Q (a%um) p(w)de = / u(x) (a% (@) i,

Similarmente, integrando por partes || vezes, temos

[ (0rut)) pla)dn = (1) [ aw) D ()i
Q Q
se u € Cl*(Q). Isto motiva a seguinte definicdo de derivada D*T de uma distribuicdo
T eD(Q):

(DT () = (=1)T (DY) para todo ¢ € D(RQ). (1.4)
Como D%p € D(R2) sempre que ¢ € D(2), D*T ¢é um funcional em D(2). De fato DT
¢ linear em D(f2). Mostraremos que D*T" é continua. Para isto suponha que ¢, — ¢ em
D(£2). Entao,

supp(D*(¢n — ¢)) C supp(pn — @) C K

para algum K CC 2. Mais ainda,

D’[D*(n — )] = D" (pn — @)
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converge para zero uniformemente em K quando n — oo para cada multi-indice 5. Aqui,

D*p,, — D%p em D(2). Como T € D'(Q2), segue que
DT(pn) = (=1)T (D) — (=1)T(D%p) = DT ().

Portanto, D*T € D'(Q).

1.4 Espacgos de Sobolev

Nesta se¢ao vamos introduzir o conceito de espagos de Sobolev e suas propriedades basicas.
Estes espacos sao definidos sobre dominio arbitrario 2 € RY e sdo subespacos vetoriais

dos espagos LP(£2).

Defina o funcional || - ||yym.», onde m é um inteiro nao negativo e 1 < p < oo, como
1/p
|w|[wme = Z | D%l , se 1<p< oo, (1.5)
0<|ar|<m
0<|a|<m

para qualquer fungao u tal que o lado direito (das igualdades acima) faga sentido. Clara-
mente (1.5) ou (1.6) definem uma norma no espago vetorial de fungoes nas quais o lado
direito assume valores finitos. Definimos

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(2) para 0 < |a] < m, onde D% ¢ a derivada
no sentido das distribuigoes de u}, e

WP(Q2) = o fecho de C§°(£2) no espago W™P((Q).
Estes espagos, munidos com a norma (1.5) ou (1.6), sao chamados espagos de Sobolev
sobre 2.

Agora vamos apresentar alguns resultados sobre os espagos de Sobolev que podem

ser encontrados no livro de Adams [5].

a) W™P(Q2), munido com a norma (1.5) ou (1.6), é um espago de Banach.

b) Quando Q C RY, com 2 um aberto de classe C' tal que 952 limitado, ou Q@ = RY e

1 <p < oo, temos que

—sel <p< N, entao WWP(Q)C LF(Q) onde ]% = i

SRl
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—sep=N, entao W'P(Q) C LY(Q) V q € [p*, +00),
—sep> N, entao W'P(Q) C L>®(Q),
com injegoes continuas, ou seja existe C' > 0 tal que |lul|y1r < C||lul|z». Mais ainda,
se p > N, temos para todo u € W1P(Q) que
lu(x) —u(y)| < Cllullwielr —y|* em quase todo z,y €
coma=1-— % e C depende apenas de Q,p e N. Em particular W(Q) C C(9Q).

c¢) (Rellich-Kondrachov) Suponha que € seja limitado e de classe C'*. Temos que

—sep< N, entao W'P(Q)C L?

* 1 _ 1
)a Vq € [17p) onde p* N

1
(© :
“sep=N, entio W(Q)C LIQ), ¥qe [1,400),
—sep> N, entao WP(Q) C C(Q),
com injegoes compactas, ou seja leva conjunto limitado em conjunto relativamente

compacto.

1.4.1 O espago dual de W;""

Seja 1 < p < oo. Quando p = 2 denotamos W™P(Q2) por H™(2) e Wy""(Q) por HJ*(Q2).
Denotamos por W~=""(Q) o espaco dual de W7"*(Q2). Quando p = 2, denotamos por
H~™(Q) o espago dual de HJ*(Q2). Identificando, pelo teorema de representacao de Riesz,

L?*(Q) com seu dual, temos as seguintes inclusoes
D(Q) C H(Q) C L*(Q) c H™(Q),

com injec¢oes continuas e densas.

Em particular, se u € HJ*(2) e v € L*(Q), entdo
(0, U) gr—m g = /Qu(x)v(x)dx (1.7)
Tomando u = v € HJ*(2) em (1.7), temos
lullZ> < llullmg lullz-=, para todo u € H'(€2). (1.8)
E ainda, como por definigao |[v||z-m = sup{[(v,u)g-m gp|; |ullzm = 1}, deduzimos de

(1.7) que

[0l = <[]l L2, (1.9)

para todo v € L*(Q).
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1.5 Espacgos de Hilbert

Um espago de Hilbert é um espago vetorial H munido com um produto interno (-,-) e
completo com a norma (-, -)1/ 2. Por exemplo, o espaco H™ munido com o produto interno

(u,v)gm = Z (D%, D)2 é um espaco de Hilbert.

0<|r|<m
Teorema 1.3 (Lax-Milgram). Sejam H wum espago de Hilbert com norma || - ||y e

a:H x H— R um funcional bilinear. Suponha
(1) Continuidade. Eziste uma constante C > 0 tal que

la(u,v)| < C||lullgl||v||g para todo (u,v) € H x H.

(ii) Coercividade. Eziste o > 0 tal que |a(u,u)| > o||ul|?; para todo u € H.
Entao, para todo f € H* (o0 espago dual de H) a equagao
a(u,v) = (f,v) g, para todov € H
possut uma unica solugao u € H.
Para uma demonstragao, veja Brézis [6], pag. 84.
O operador Laplaciano A = 3 88—; define um operador linear de H'(Q) a H~(Q).

i=1
Note que para u € H'() o funcional linear ¢ definido por

(Au,v) g1 g1 = —/ Vu(x) - Vu(z)dr para todo v € Hj (). (1.10)
0
Com efeito, se v € D(2)
(Au,v) g1 g3 = (Au,v)p p = —/ Vu(z) - Vo(x)dz.
Q

Dai, por densidade temos (1.10).

Como aplicacao do Teorema 1.3 temos.
Lema 1.4. Para cada f € HY(Q), existe uma tinica solugdo u € H}(Q) da equagdo
—Au+u=f em H Q).

Mazs ainda,

[l = llwl[r- (1.11)
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Em particular,

[l < 10 22 (1.12)

sempre que f € L*(Q).

Demonstragio. Pelo Teorema 1.3, para todo f € H () existe um tnico u € Hy(2) tal
que

(u,v) 1 = (f,v) g1 g2 para todo v € H3 (). (1.13)
Em particular, (1.13) é equivalente a equagao
/Q (Vu - Vo +uv) = (f,v) g1 gz para todo v € D(Q),
que é equivalente por (1.10) a
~Au+u=f em H Q).

Mais ainda, tomando v = u em (1.13) temos |[u|%; < ||fllz-1]|ullz; e portanto |lul|m <

| fllz-1. E ainda, segue de (1.13) que

(s 0=,y < lJullan o],

para todo v € H'(Q). Portanto, ||f|lz-1 < ||u|lg:, donde a igualdade (1.11) segue. A
desigualdade (1.12) é conseqiiéncia de (1.11) e (1.9). O

Observacgao 1.5. De (1.11) vemos que o operador diferencial —A+ I define uma isome-

tria de H}(Q2) em H1(Q).

Observacao 1.6. Quando  possui a fronteira limitada de classe C? e 1 < p < 0o, temos
o sequinte resultado de reqularidade de Agmon-Douglis-Nirenberg, veja [6], cap. 9. Para
todo X > 0 e f € LP(Q), existe uma tnica solugio u € WyP(Q) N W2P(Q) da equagio

~Au+ = f, em H *(Q); (1.14)

[ullwar < Cllulle + 1 £]20),

para alguma constante C' independente de f.
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1.6 Integral de Bochner

Seja X um espago de Banach e denote a norma em X por || -||. Seja {A1, As, ..., An}
uma cole¢ao finita de subconjuntos de R mutuamente disjuntos, cada um com medida
de Lebesgue finita, e seja {b1,bs, ..., by} uma cole¢do de pontos em X, tais que f(A4;) =
bj, Vje{l,2,...,m}. A fungao f de R em X definida por

£ =" xa (00,

onde x 4 € a funcao caracteristica de A, é chamada de fungao simples. Para fungoes simples

definimos,
m

/Rf(t)dt = ZM(Aj)bj,

onde p(A) denota a medida de Lebesgue de A.
Seja A C R mensuravel e f uma fungao arbitraria definida em quase todo ponto de
Aem X. A fungao f é chamada (fortemente) mensuravel em A se existe uma seqiiéncia

{fn} de fungoes simples com suporte em A tal que
T [£(6) = FO] =0 atp. em A (115

Suponha que uma seqiiéncia de fungoes simples f,, satisfazendo (1.15) possa ser

escolhida de tal forma que

tin [ 1£.00) — £0)at = 0.

Entao f é chamada (Bochner) integravel em A e nos definimos

/ FOdt = tim [ fu(t)dt. (1.16)

n—o0

Os seguintes resultados podem ser encontrados em K. Yosida [12].

a) (Teorema de Bochner) Seja f : I — X uma fungdo mensuravel. Entao, f é

integréavel se, e somente se, a funcao || f|| : I — X é integravel. Além disso,

| [ s < [sonen

para toda funcao integravel f: [ — X.

b) Se f: I — X é integravel e p € L>(I), entao fo : [ — X é integravel.
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(Teorema da convergéncia dominada) Seja (f,,)neny uma seqiiéncia de fungoes
integraveis definidas em I e com valores em X. Seja f : [ — X uma fun¢ao mensu-

rével e seja g € L'(I). Se

(1) ||fa(®)]] < g(t) para quase todo t € I e todo n € N,

(i) lim f,(t) = f(t) para quase todo t € I,

entdo f é integravel e /f(t)dt = lim [ f.(t)dt.
I I

Se Y é um espaco de Banach, A : X — Y é um operador linear continuoe f : I — X

é integravel, entao Af : I — Y é integravel e

/IAf(t)dt — A (/If(t)dt) .

Em particular, se X C Y com injegao continua e se f : I — X ¢é integravel, entao a

integral de f no sentido de X coincide com a integral de f no sentido de Y.



Capitulo 2

Teoria de Semigrupos

O objetivo deste capitulo é apresentar a teoria de semigrupos. Para uma leitura mais

aprofundada sobre esta teoria indicamos A. Pazy [4] e H. Brézis e T. Cazenave [3].

2.1 Semigrupo de operadores lineares limitados.

Seja X um espago de Banach. Uma familia (a um parametro) (7°(t));>o, de operadores
lineares limitados de X em X é um semigrupo de operadores lineares limitados sobre X

se
(i) T(0) = I (I ¢é a identidade sobre X);
(ii) T(t+s) = T(t)T(s) para todo t,s > 0.

Um semigrupo de operadores lineares limitados (7(¢))¢>o ¢ uniformemente continuo

Se

i [170) — 1] = 0.
O operador linear A definido por

D(A) = {xEX:lting

_ +
Az = lim T(t)r —x _d T(t)x

i ; o para z € D(A).

t=0

¢ chamado de gerador infinitesimal do semigrupo 7'(t). O espago D(A) é o dominio de

A.

22
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Observe que o conjunto definido acima é nao vazio, pois 0 € X. Além disso, usando
a linearidade de T'(t) e do limite, é facil verificar que D(A) é subespago vetorial de X.

Um semigrupo (7(t)):>0, de operadores lineares limitados sobre X é dito um Cjy
semigupo se

ltilr(I)l T(t)x = x para todo z € X.

A seguir, apresentaremos alguns resultados sobre semigrupos que podem ser en-

contradas em Pazy [4], pags. 1-4.

a) Seja T'(t) um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados.

Entao,

(i) Existe uma constante w > 0 tal que ||T(¢)|| < e*%;

(ii) Existe um tnico operador linear limitado A tal que T'(t) = e'4;
(iii) O operador linear dado em (i) ¢ o gerador infinitesimal de T'(t);

(iv) A aplicagao t — T'(t) é diferenciavel em norma e

dr(t) _
= = AT() = T(1)A.

b) Seja T'(t) um Cj semigrupo. Entao, existem constantes w > 0 e M > 1 tais que

IT(t)| < Me** para 0 <t < oco.

Se |[T()|| < M, t > 0, dizemos que T(t) ¢ um Cj semigrupo uniformemente li-
mitado. Em particular, quando M = 1, dizemos que T'(t) é um Cj semigrupo de

contragoes, ou semigrupo de contragoes.

c) Se T'(t) ¢ um Cj semigrupo, entao para todo x € X a aplicagdo t — T'(t)z, ¢ uma

fungao continua de Ry em X.

d) Se A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo 7'(t), entao D(A) é denso em X

e A é um operador linear fechado.

e) Sejam T'(t) e S(t) Cy semigrupos de operadores lineares limitados com geradores

infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entao T'(t) = S(t), para t > 0.
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Um operador linear ilimitado em X é um par (D, A), onde D é um subespago linear
de X e A ¢é a aplicagao linear D — X. Se sup{||Az||;z € D, ||z|| < 1} < oo, dizemos que
A ¢ limitado, caso contrario, ou seja, sup{||Az|;z € D,||z|| < 1} = oo, dizemos que A &
nao limitado.

Se A é um operador linear, nao necessariamente limitado em X, o conjunto re-
solvente p(A) de A é o conjunto de todos os niimeros complexos A para o qual I + \A
¢ invertivel, com (I + AA)~! limitado em X. A familia Jy = (I + AA)™', X € p(A) de
operadores lineares limitados é chamada de resolvente de A.

O seguinte resultado relaciona os conceitos de gerador e semigrupo de contragoes.

Teorema 2.1 (Hille -Yosida). Um operador linear ilimitado —A € o gerador infinitesimal

de um Cy semigrupo de contragoes (T (t))i>0, se, e somente se,
(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente de A, p(A), contém RT e para cada X > 0

[l < 1. (2.1)

Para uma demonstragao, veja Pazy [4], pag. 8.

2.2 Operadores m-acretivos

Seja X um espago de Banach. Um operador A ilimitado em X com dominio D(A) é

acretivo se

[z + AAz|| > [l]],

para todo z € D(A) e todo A > 0. Mais ainda, dizemos que A é m-acretivo se valem as

seguintes propriedades:
(i) A é acretivo e
(ii) para todo A > 0 e todo f € X, existe z € D(A) tal que z + NAx = f.

A seguir, tratamos separadamente os casos em que X é um espaco de Banach e de

Hilbert.
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2.2.1 Operadores m-acretivos em espagos de Banach
Nesta secao, assumiremos que X um espaco de Banach.

Lema 2.2. Se A é um operador m-acretivo em X, entdao para todo X > 0 e todo f € X,

existe uma unica solugio v € D(A) da equagao
T+ Nz =f (2.2)

€ mais,

[l < [1£1- (2:3)

Observacgao 2.3. Do resultado anterior, vemos que para A > 0 a aplicagao Jy : X —

D(A) dada por Jyf = x € bem definida, injetiva, Jy € L(X), com ||J5] < 1.

Demonstra¢ao. Se x1 e xo sdo duas solugoes da equagdo (2.2), entdo x; + Az = o +
AAxy. Logo 11 — 29 = —AA(x1 — 23). E como A é acretivo, tem-se que 0 = ||x; — x9 +

AA(z1 = 22)|| 2 [lz1 — z2]. O

Proposicao 2.4. Se A é um operador m-acretivo em X, entiao o grdifico G(A) de A é

fechado em X x X.

Demonstra¢ao. Como o operador J; é continuo, seu grafico é fechado e, como I'm(J;) =
D(A), o conjunto {(z,f) € X x X;x € D(A)e f = = + Az} ¢é fechado em X x X.
Portanto, o conjunto {(z, f) € X x X;x € D(A) e f = Az} é fechado em X x X, e isto

mostra o resultado. O

Proposicao 2.5. Se A é um operador acretivo em X, entdo as sequintes propriedades

sao equivalentes:
(i) A é m-acretivo.

(11) existe Ao > 0 tal que, para todo f € X, existe uma solu¢ao x € D(A) da equagdo
T+ NAzx = f.

Demonstragao. Claramente (i) = (i7). Vamos mostrar que (iz) = (7). Como A é acretivo,
segue da propriedade (ii) que dado f € X, existe um tnico z € D(A) tal que x+ A gAx = f.

E ainda, da desigualdade (2.3), temos ||z|| < || f||. Portanto, a aplicacdo f — x é continua
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de X — X, e sua norma é menor ou igual a 1. Vamos denotar este operador por .J.
Considere A > 0 e f € X. Note que a equagao
r+ MMz = f,

é equivalente a

:17+)\0Ax:%f+<1—%>$.

Esta ultima equacao é equivalente a

= F(a),

P = (s (1-2).2).

Note que F' é Lipschitz continua (ou seja Lip(F) := sup, yex ( o y| ) < oo para todo
Ao
)

onde

z # y) de X — X com constante de Lipschitz L < |1 —2¢|. Portanto, se A > Xo/2,
entao L < 1; e portanto, segue do teorema do ponto fixo de Banach que existe x € X
tal que x = F(x). Portanto, para todo A > A/2 e todo f € X, existe z € D(A) tal
que = + MAz = f. Repetindo este argumento n vezes, temos que, para todo A > \g/2"

e todo f € X, existe x € D(A) tal que z + MAz = f. Desde que n é arbitrario, temos o
resultado. O

Corolario 2.6. Sejam A e B dois operadores em X. Se Im(I + A) = X, B € acretivo e
G(A) C G(B), entao A = B e A é m-acretivo.

Demonstracao. Sejam (z, f) € G(B) e g = f+x. Como Im(I + A) = X, existe y € D(A)
tal que y+ Ay = g. Como G(A) C G(B), segue que y € D(B) e y+ By = g. Em particular,
r —y+ B(z —y) = 0. Portanto, y = x, ja que B é acretivo. E segue que (z, ) € G(A).
Portanto, A = B. Finalmente, A é acretivo e Im(I + A) = X; e portanto, A é m-acretivo

pela Proposicao 2.5. O

2.2.2 Operadores m-acretivos em espacos de Hilbert.

Nesta sec¢@o, assumiremos que X é um espago de Hilbert com o produto interno (-,-).

Temos a seguinte caracterizacao para operadores acretivos.

Lema 2.7. Se A ¢ um operador linear em X, entdao as sequintes propriedades sao equi-

valentes:
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(i) A € acretivo
(1i) (Az,z) >0, para todo x € D(A).

Demonstra¢ao. Assuma que A ¢é acretivo e seja x € D(A). Para todo A > 0 temos

2 2
-+ Al — ol
2\ -

A
(Aw, ) + 5| Az|* =

e a propriedade (77) segue fazendo A | 0. Reciprocamente, assuma que (ii) é verdade. Se

A>0exz e D(A) temos
[+ AAz[* = [|z]|* + 2A(Az, 2) + N || Az|* > [|l=[]*;
e portanto, A é acretivo. n

Dado um operador A em X com dominio denso, seu adjunto A* seré definido a

seguir. Considere
D(A") ={z € X;|(Ay,z)| < C|ly||;Vy € D(A) e algum C > 0}.
Dado x € D(A) a aplicagao linear
D(A) — R

y— (Ay,x)

pode ser estendida por uma aplicacao linear continua X +— R. Isto define um elemento de
X* = X, que nés denotamos por A*z. Uma propriedade bem conhecida é que se B € £(X)
entdo (A + B)* = A* + B*. Em particular, (I + A)* = I + A*. Finalmente relembramos
que (Im(A))*+ = Ker(A*) = {x € D(A*); A*z = 0)}.

Proposicao 2.8. Se A € um operador m-acretivo em X, entao
(i) A* € m-acretivo em X;
(ii) (I + XA*)"' = ((I + AA)™")*, para todo X > 0;

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiro que A* é acretivo. Seja x € D(A*) e A > 0.

Aplicando a Proposic¢ao 2.11 temos

(A*z, Jyx) = (z, Adyx) = (z, Ayx) = —(||z]|* — (@, Jaz)) > 0, (2.4)

> =
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MAz[| = [ANAz]| = |z — Tyl

Dai Jyz — z quando A — 0. Fazendo A | 0 em (2.4) segue do Lema 2.7 que A* é acretivo.
Considere agora A > 0 e seja Ly = ((I + NA)™')* € L(X). Seja z € X e x = Lyz. Para
todo (v, g) € G(A), temos

(0.9) = (@ y+29) = (0.0)) = 5 (Las (T4 A4)) = (,0),
= (e T+ AT+ AA)) - (5,9) = 1 (=~ 2.0).
e segue que (z,%5%) € G(A*). Portanto, z € D(A*) e z + AA*z = 2. O

Proposicao 2.9. Seja A um operador acretivo e fechado em X, com dominio denso. Se
Ker(I + A*) = {0}, entao A é m-acretivo. Em particular, se A* € acretivo, entao A é

m-acretivo.

Demonstracao. Temos que
(Im(I + A))* = Ker((I + A)*) = Ker(I + A*) = {0};

e portanto, Im(I + A) é denso em X. Agora mostraremos que Im(I + A) é fechado. Seja
(fa)nen C Im(I + A) tal que f, —> f em X. Temos f, = x, + Az, onde x,, € D(A).
Como A é acretivo, temos que (z,,)nen € uma seqiiéncia de Cauchy em X. Seja = seu limite.
Note que (Azy,)nen € uma seqiiencia de Cauchy em X. Como G(A) é fechado, temos que
xz € D(A) e que f = (I + A)x; e portanto, Im(I + A) é fechado. Assim, Im(l + A) = X,

e segue da Proposigao 2.5 que A é m-acretivo. [

Dizemos que um operador A em X é simétrico se G(A) C G(A*). Um operador A

em X com dominio denso é chamado de auto-adjunto se A = A*.

Corolario 2.10. Se A é um operador m-acretivo em X, entao as sequintes propriedades

sao equivalentes:
(i) A € auto-adjunto,
(1) (Ax,y) = (z, Ay), para todo x € D(A).

Demonstra¢ao. Assuma que A é auto-adjunto. Entao, G(A) = G(A*), e portanto, a

propriedade (ii) segue. Reciprocamente, assuma que A verifica (ii). Isto significa que
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G(A) C G(A"). Seja (x, f) € G(A*), eseja g = v + A*x = v + f. Como A é m-acretivo,
existe y € D(A) tal que g = y + Ay. Como G(A) C G(A*), segue que y € D(A*) e que
g = y + A*y; e portanto, x = y, ja que A* é m-acretivo. Portanto G(A*) C G(A); logo
A=A O

2.3 Operadores m-acretivos e semigrupos

Seja A um operador m-acretivo em X. Para todo x € X e A > 0, definimos Ayx € X por

Az = AJyx. O operador Ay & chamado de aproximacao de Yosida de A.

Proposigao 2.11. Se A € um operador m-acretivo em X, entao valem as sequintes pro-

priedades:

(i) Axz = %, para todo x € X

(ii) Ay € LX) e ||Axllzix) < 3, para todo A > 0;
(111) Axx = Jy\Ax, para todo x € D(A).

Demonstracao. Sejax € X e z = Jyr. Como z+AAz = x, temos que A \x = NAz = z—2.
Isto demonstra (7). Como ||J,|| < 1, (i) segue imediatamente. Finalmente, se x € D(A)
e z = Jyx, entao

z+ ANz = x.

Como x e z pertencem a D(A), segue que Az € D(A) e que
Az + NA(Az) = Ax.

Defina w = JyAz. Como
w4+ NAw = Ax,

pelo Lema 2.2 temos que w = Az. O]

Proposicao 2.12. Seja A um operador m-acretivo em X com dominio denso. FExiste um

semigrupo (T'(t))i=0 C L(X) tal que
(i) |1 T(t)|cx) < 1, para todo t > 0;

(ii) e~z — T(t)z, quando X | 0, uniformemente em subconjuntos limitados de [0, 00).
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Além disso, para todo x € D(A) e todo t > 0, temos as sequintes propriedades:
(113) | T(t)x — || < t||Az||, para todo t > 0,

(iv) a aplicagao t — T(t)x pertence a C([0,00), D(A)) N C*(]0, ), X),

(v) AT (t)x = T(t)Ax, para todo t > 0.

Mais ainda, temos que u(t) = T (t)x € a unica solu¢io do problema

d_u + Au =0, para todot > 0,
dt (2.5)
u(0) ==z

no espago C([0,00), D(A)) N C*([0, ), X).

Para a demonstragao, veja a Proposicao 1.3.4 de [3].

2.4 O operador Laplaciano

Nesta secao, estudamos o operador Laplaciano em X com a condi¢ao de Dirichlet na

fronteira. Consideramos os casos em que X = H1(Q), X = L*(Q) e X = LP(Q).

2.4.1 Teoria H !

Seja Q um subconjunto aberto do RY, X = H=1(Q), e A o operador em X dado por

D(A) = Hy(9), (26)

Au = —Au, para todo u € D(A),

onde H}(£2) estd munido com a norma ([|ul|2, + || Vul|2,)"/2.

Proposicao 2.13. O operador A definido por (2.6) é auto-adjunto, m-acretivo e com do-

minio denso. Mais ainda, —A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contragoes

(T'(t))1=0-

Demonstragao. Segue do Lema 1.4 que para todo f € X, existe um tnico u € H} () tal
que

—Au+u=f em X
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Denote por J o operador f — u. Segue da Observacao 1.5 que J é uma isometria de X
em H}(€). Em particular,

(w,v) -1 = (Ju, Jv) gy (2.7)

Seja u,v € HL(Q). Segue de (1.10) e (1.7) que

(u, Ju)gy = /QVU -V (Jv)dx + (u, Jv) 2

(2.8)
= (“AWv), W) g g+ (J), g1 g = (v, W g = (w,v)re.

Ademais, segue de (2.7) que
(—Au,v)g-1 = (—Au+u,v)g-1 — (u,0)g-1 = (J(—Au+u), Jv) g1 — (v, V) g
= (“AWJu) + Ju, Jv)gr — (w,v)g-1 = (u, Jv) gz — (w,v) 1.

Aplicando (2.8), segue que

(—Au,v)g-1 = (u,v)r2 — (u,v)g-1. (2.9)
Em particular, para cada u € H} (), temos

(Au, )1 = [JullZ2 = [Jullf- =0,

por (1.9); e portanto, A é acretivo, pelo Lema 2.7. Dado f € X, segue da Observagao
23 que u = Jf € D(A) satisfaz u + Au = f e pela Proposigao 2.5 concluimos que A ¢é
m-acretivo.

Por outro lado, de (2.9) temos
(Au,v)g-1 = (u, Av) g1,

para todo u,v € D(A). Aplicando o Corolario 2.10, temos que A é auto-adjunto.
Como A é m-acretivo, pela Observacao 2.3, Proposicao 2.4 e pelo Teorema 2.1
(Hille-Yosida), temos que —A ¢é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de contragoes

(T(t))s>0, muitas vezes denotado por (e'2);>o. O

O seguinte resultado cuja demonstracao pode ser encontrado H. Brézis e T. Caze-

nave [3|, pag. 25. sera usado na definigao da teoria LP.

Proposigao 2.14. Sejam A definido por (2.6) e 1 < p < oo. Para todo v € H™1(2) N

LP(QY) temos as sequintes propriedades:
(1) Jyue LP(Q) e || Jyullrr < |Jullze, para todo A > 0;

(i1) Jyu A0 em LP(Q2).
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2.4.2 Teoria L2

Sejam  um subconjunto aberto do RY, X = L*(Q) e B o operador em X definido por

D(B) = {u € Hj(Q); Au € L*(Q)}, (2.10)

Bu = —Au, para todo u € D(B).

Temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.15. O operador B definido por (2.10) é auto-adjunto e m-acretivo com do-

minio denso. Mais ainda, —B € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contragoes

(S(t))e=o0-

Demonstrag¢ao. Sejam u,v € D(B). Segue das formulas (1.7) e (1.10) que
(Bu,v)r2 = —(Au,v) 2 = —(Au,v) g1 gy = / Vu - V. (2.11)
Q

Em particular, (Bu,u)z2 > 0, para todo u € D(B); e portanto, B é acretivo, pelo Lema
2.7. Dado f € L*(Q) — H (), segue da Proposigao 2.13 que existe u € H}(Q) tal que

u—Au=f, em H Q).

Em particular, temos Au = u— f € L*(Q); e portanto, u € D(B) e u+ Bu = f. Portanto,

B é m-acretivo (Proposigao 2.5). Ainda temos de (2.11) que
(Bu,v)r2 = (u, Bv) e,

para todo u,v € D(B). Aplicando o Corolario 2.10, temos que B ¢ auto-adjunto. E pelo
Teorema de Hille-Yosida, temos que —B é o gerador infinitesimal de um Cjy semigrupo de

contragoes (S(t))i>0. O

Proposigao 2.16. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))i>0 0s Cy semigrupos de contragoes gerados
pelos operadores dados em (2.6) e (2.10) respectivamente, entao T(t)e = S(t)p para todo
t >0 e todo p € L*().

Demonstragao. Como G(B) C G(A) como subconjuntos de H~(2) x H~1(2), o resultado
segue da Proposigao 2.12 quando ¢ € D(B). Como ambos S(t) e T(t) sdo continuos

L?* — H (), o resultado segue pela densidade de D(B) em L?*(Q). O
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2.4.3 Teoria L?
Seja € um subconjunto aberto qualquer do R¥.

Lema 2.17. Seja 1 < p < oo. Entao existe um inico operador Iy € L(LP(R)) tal que
I.f = J\f para todo f € H-Y(Q) N LP(Q) com as sequintes propriedades:

(i) | xllzry < 1, para todo X > 0,
(11) para todo f € LP(Q2) e todo A > 0 temos que AI\f € LP(Q) e —=AALf + I\ f = f,
(iii) Im(I) = Im(1,), para todo X, p > 0.

Demonstragao. Como H~1(Q) N LP(Q2) é denso em LP(Q), segue da Proposigao 2.14 que
Jy tem uma unica extensao I, € LP(Q2), que verifica (7). Para demonstragao de (i7), seja
(fr)nen C D() tal que f,, “— f em LP(2). Assim temos que Iy f, —— I, f em LP(§2),
e como —AALf, + Ifn = fn em H1(Q), temos que —AALf + I,f = f em D'(Q).
Finalmente, seja f € H1(Q) N LP(Q), e seja u = I,f € H () N LP(Q2). Dado p > 0,

temos
A—p
A

Defina g = A%“u + &f esejav = 1,9 € H'(Q) N LP(Q2). Entao

—pAu + u =

1
u+>\f.

—puAw —u) +v—u=0, em H '(Q);

e portanto, u = v. Logo, I,(H *(Q) N LP(Q)) C I,(H () N LP(£2)). Trocando u por A
temos I,(H 1 (Q)NLP(Q)) = L,(H Q)N LP()). Como I, e I, sao continuas em LF()
e H1(Q) N LP(Q) & denso em LP(Q), (4ii) segue. O

Proposigao 2.18. Seja 1 < p < oo. O operador A em LP(S2) definido por

D(A) = Im(1Iy); (2.12)

Au = —Au, para u € D(A);

€ m~acretivo com dominio denso. Mais ainda, —A € o gerador infinitesimal de um Cj

semigrupo de contragoes (S(t))i>o-

Observacao 2.19. Note que para uw € D(A), temos pelo Lema 2.17 que Au € LP(Q);
portanto, (2.12) faz sentido.



34

Demonstragao. Sejam u € D(A), A > 0 e f = Mu + u = —AAu + u. Segue do Lema
2.17 (iii) que existe g € LP(Q) tal que u = I,g. Em particular, ¢ = —AAu + u; e
portanto, f = g. Aplicando novamente o Lema 2.17, temos que ||u||z» < ||f||z». Portanto,
A & acretivo. Agora considere f € LP(2), e seja u = I f. Assim temos que u € D(A)
e que Au + u = f; e portanto, A é m-acretivo. Finalmente, seja u € D(Q), e seja
f=—-Au+u € D(Q). Entao temos que u = I, f. Portanto, D(Q) C D(A), e segue que
D(A) é denso em LP(£2). O

Quando €2 possui fronteira regular temos uma melhor caracterizacao do conjunto

D(A). Especificamente, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.20. Sejam 1 < p < oo e A definido por (2.12). Se Q possui fronteira

limitada de classe C?, entio D(A) = W2P(Q)NW, P (Q) com equivaléncia entre as normas.

Para a demonstragao, veja a Proposi¢ao 1.2.29 de [3].

Como na Proposigao 2.16 temos que os semigrupos construidos coincidem.

Proposigao 2.21. Sejam 1 < p < 00, (S(t))i>0, (T(t))i=0 0s semigrupos gerados pelo
operadores (2.12) e (2.10) respectivamente. Entao, S(t)o = T(t)e para todo ¢ € L*(Q)N
LP(Q2) e cada t > 0.

Para a demonstracao deste resultado, veja a demonstracao da Proposi¢ao 1.4.19

de [3].

2.5 Teoria C

Suponha Q C R aberto tal que 0 possui a propriedade do cone exterior. E possivel

mostrar que o operador

D(A) = {U € Co(R)7 AU € C()(R)}
Au = —Au

¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo (S(¢));>o com dominio denso, veja a Proposi¢ao
1.2.32 de [3]. Mais ainda, se (T'(t));>0 ¢ o semigrupo gerado pelo operador (2.12) entdo
S(t)p = T(t)p para todo ¢ € L*(2)NCy(R) e todo t > 0, veja a Proposigao 1.4.23 de [3].
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2.6 Semigrupo analitico

Sejam A = {z € C; ¢ < argz < @9, p1 <0 < o} e para z € A, T(z) um operador

linear limitado. A familia {T'(z), z € A} é um semigrupo analitico em A se
(i) 2 — T'(z) € analitico em A,

(ii)) T7(0) =TI elimT(z)r =2, z € A paratodoz € X e

z—0

(i) T(z1 + 22) = T(21)T(22) para 21,29 € A.

Um semigrupo T'(¢) sera chamado analitico se ele for analitico em algum setor A contendo

o eixo real nao negativo.

Claramente, a restricao de um semigrupo analitico ao eixo real é um Cj semigrupo.

Proposigao 2.22. Sejam (T'(t))i>0 0 semigrupo do calor e 1 < p < oo. Entao (T(t))t>0
¢ um semigrupo analitico em LP(QY). Mais ainda, se Q possui a fronteira limitada e de

classe C?, entdao temos que

1
IT@elae <€ (1) lellor (213
1T ¢l < C (1 . i) ol (2.14)
Pllwir > \/I_f @llLr, .

para todo t > 0 e todo ¢ € LP().
Para uma demonstracao veja H. Bézis e T. Cazenave [3], pag. 60.
Teorema 2.23. Assuma que || < co. Sejam A\ > 0 definido por
M = inf {/ Vul?, u e H(Q), / fuf? = 1}. (2.15)
Q 0
e (T'(t))i=0 0 semigrupo do calor. Entao, || T(t)| cz2)y < e~ para todo t > 0.

Demonstragao. Seja ¢ € D(Q) e seja u(t) = T(t)p. Segue que

%HW)H% = 2ug(t), u(t)) -1,y = 2(Au(t), u(t) g-1,my = —2[[Vu(t)||L2;

e portanto 4{ju(t)][2, < —2X;[|lu(t)[|%,. Integrando, obtemos [|u(t)[|2. < e”*!||p||2, e o

resultado segue por densidade. O]
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Corolario 2.24. Assuma que || < co. Sejam Ay > 0 definida por (2.15) e (T'(t))i>0 0
semigrupo do calor. Para todo 1 < p < oo, eziste uma constante C, tal que ||T(t)p| Lr <

Cpe Il para todo t 2 0 e todo € L7(Q).

Demonstracao. Primeiro suponha que p < co. Por densidade, precisamos apenas de mos-

trar que o resultado vale para ¢ € D(Q2). Considere ¢, > 0. Para t < ¢y, segue de

IT@)ellr < llellr = M0 ol < eMPe™ |10

Agora, se p > 2, segue do Lema 4.5 e do Teorema 2.23 que

_N(1_1

1Tl < (drte) 2 G3)|T(E — to)g| 2

S R

< ((amty)N2Q)) 27 Mtoe Nt

Se p < 2, obtemos
_(1_1

1Tl < 19 G|TE)e) e

< 10" G)eMtoe X T(tg) ]| 2

< ((atoy M2f) "B oM g,

Para p = oo, aplique o resultado para p finito e entao faca p T oc. O



Capitulo 3

A equacao do calor

3.1 A equacao do calor linear

Nesta secao,  serd um subconjunto aberto qualquer do RY. A seguir apresentamos
resultados sobre a existéncia e unicidade de solugao da equagao u; — Au = 0 e sobre a
regularidade da solucao da equacao u; — Au = f. Para uma demonstracao destes fatos,
veja Bezis e Cazenave [3].
Teorema 3.1. Seja (T(t))i>0 0 semigrupo do calor. Dado ¢ € H'(Q), defina u(t) =
T(t)p parat > 0. Entdo, valem as sequintes propriedades:
(i) u € C([0,00), H(2)) N C((0,00), H}(2)) N C*((0,00), HY(Q)), e u € a tnica
solugao do problema
uy—Au = 0  para todot >0
u(0) = ¢

nesta classe. Ainda mais, A"u € C*((0,00), H}(Q)) para todo inteiro nao negativo

(3.1)

(i) u € C((0, 00) x Q);

(iii) Se p € L*(Q), entio u € C([0,00), L*(QQ)). Se ¢ € HL(Q), entio u € C([0,0),
H} ()N CLY([0,00), HY(Q)). Ainda mais, se Ap € L*(2), entao Au € C([0, c0),
L*(Q)) eu e CH([0,00), L*()).

Teorema 3.2. Sejam T >0, 1 < p,q < oo, f € LY(0,T),LP(2)) e u € definida por

u(t) = /0 T(t — 5)f(s)ds.

37
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Entiao u € WH((0,T), LP(Q)), Au € LI((0,T), LP()) e existe uma constante C' tal que

el Lao,r).cey + [[AU] Lago.1),0) < C| f |l La(0,1),20)-

Observacao 3.3. Este tipo de reqularidade € conhecido como regularidade maximal, jd

que todos 0os membros da equagao uy — Au = f possuem a mesma reqularidade.

3.2 A equacao do calor nao linear com dados iniciais

em L*°

Considere a equagao

u—Au = g(u), ze€f, tel0,T],
u(t,z) = 0, x €0, tel0,T], (3.2)

u(0,2) = wp(z), = €.

Assumindo que g : R — R é localmente Lipschitziana, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Dado uy € L*>®(Q), existe uma unica func¢ao u definida em um intervalo
mazimal [0,T,,) tal que uw € L>®((0,T) x Q) para todo T' < T,, e € solugdo da equagdio
integral .
u(t) = T(t)ug + /0 T(t — s)g(u(s))ds, (3.3)
para todo t € [0,T,,). Além disso, ou T,, = +o0, ou T,, < 0o e tlTi%ln |lw(t)]| e = 400.
Mais ainda, u depende continuamente de ug, ou seja, para todo T < T, existe
e>0eC < oo tal que, se ||vg —upllre < €, entdo ||[v — || L0 1m)x0) < C|lvo — || L=(0),

onde v € a solugao de (3.3) com o valor inicial vo.

Demonstragao. Unicidade. Suponha que u; e uy sejam duas solugoes de (3.3) em [0,7] e

A = max {||u1 || 2o ((0,1)x0) w2l L (0.1)x) } -

Entao,
us () — us(t) = /0 T(t = 5)(g(ur(s)) = g(ua(s)))ds.

Dai,

s (£) — wa(t)]| o < / lgu(s)) — glun(s)) | zds < K / s (5) — wa(s)l| s,
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para todo t € [0,7], com K sendo a constante de Lipschitz de g em [—A, A]. Usando a
desigualdade de Gronwall concluimos que u(t) = v(t) para t € [0, 7).
Existéncia. Analizamos primeiro o caso em que g é globalmente Lipschitz com

constante Lipschitz L > 0. Usaremos o argumento do ponto fixo. Seja

B = {ue L(0,.00). L) supe ¥ fu(0)o < 0
onde k sera escolhido mais adiante. Dessa formaiE munido com a norma

lull e = Sup e M [lu(t)l| =,
é um espaco de Banach. Dado u € F, defina
PO = T + [ T~ 9)otu(s))ds
para todo ¢ > 0. Primeiro afirmamos que ®(u) € E.
[ (w) ()| < fuollLoe + /Ot lg(u(s))l|z=ds.
Mas [lg(u(s))lz < Llju(s)llz= + |g(0)],  portanto
[P(u()llee < luollze +t[g(0)] + LHUIIE/: et ds,

ekt — 1
= Jluo|z= + tlg(0)| + L

[ull -
Logo, ®(u) € E e
1 L
12(w)lle < [luollze= + —19(0)] + +lull -

Afirmamos que ® é uma contracdo em FE, se k > L. De fato

ekt — 1

[ (u) () = (v)(#)]| L~ < L/O luls) —v(s)]| L~ < LHU—UHE/O e¥*ds = L——u—vl|.

Portanto
|9 ()~ 2(0)]s < £ lu o]z
Escolhendo qualquer k > L, concluimos que ¢ tem um ponto fixo u € E, que é a solucao
da equagao (3.3).
Analiamos agora o caso em que g é localmente Lipschitz. Seja M = ||ugl|z~ + 1 e

defina g por
g(M) se u > M,

g(u) =19 g(u) se |u| < M,
g(—=M) seu< —M,
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portanto g : R — R é globalmente Lipschitziana. Assim temos a seguinte solugao global
da equacao integral
t
() = Tty + / T(t — 5)3(i(s))ds, (3.4)
0

com u € L*([0,00), L>°(£2)). Dai,

t
|WUWU&§H%WM41/Hﬁ@@»hwﬁfﬂmdhw+KMt
0

onde Ky = ||g| o (—n,m)- Escolha T suficientemente pequeno, de tal maneira que KT <
1. Entao [|u(t)||p~ < M para todo t € [0,7T] e portanto u satisfaz (3.4) em [0,7]. A
unicidade implica na existéncia de uma solugao definida em um intervalo maximal [0, 7},).

Para mostrar que ou 7, = 400, ou T, < 00 e tlTi:rF?n |u(t)|| Lo = 400, suponha que
T,, < 0o, e assuma que existe uma seqiiéncia t; 1 T,, tal que ||u(t;)||z~ < A < oo. Fixe
d > 0 tal que 0K 441 < 1. Comecando com o valor inicial u(t;), temos uma solugao v;
de (3.3) definida em [0, §]. Colando u com v;, obtemos uma solucao de (3.3) definida em
[0,t; + d]. Para j suficientemente grande, temos que t; + 3 > T),, mas isto é impossivel
desde que u ¢ a solugao maximal.

Finalmente mostraremos a dependéncia continua. Dado T < T,,, defina My =
|w|| Lo (0,7)x) + 1. Sejam g como acima, mas com M = My, Ly a constante de Lipschitz
de g, u a solugao de (3.4) e, dado vy € L>®(£2), v a solucao correspondente de (3.4). Segue
que

t
[u(t) = o) zoe < [luo — vol| Lo + LT/ [u(s) = v(s)|[Lds;
0

e portanto, pela desigualdade de Gronwall,
@ = Bl =0,y <) < €T [[ug — wol| = (0)-

Em particular, se [|ug—vg|| =) < €, com e = e TET temos que ||&— || o ((0,1)x0) < M,
portanto v é a solugao de (3.3) em [0,7] com o valor inicial vg. E a dependéncia continua

segue facilmente. |

Observagao 3.5. Assuma que uy € L®(Q), e que ug € WP(Q) N W, P(Q) para algum
p € (1,00). Entao, pelo Teorema 3.2, a solug¢do da equagio (3.2) pertence a C([0,T,,),
W2P(Q) N W *(Q)) N CH([0, Tn), LP(2)).
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3.3 Principio de Comparacao
Uma funcao v na classe

L((0,T) x Q) N C([0, T, L*(2)) N Lie (0, T), H () N Hoo((0,T), HH()),

loc

¢ dita super-solugao de (3.2), se

Ut_AU Z g(”)? era te [OaT]v
o(t,z) > 0, redQ, tel0,T] (3.5)
U(O,l’) > u0<£L'>, T e Q?

Sub-solugoes sao definidas de forma analoga, com a desigualdade invertida.

Teorema 3.6 (Principio de Comparagao). Sejam g : R — R localmente Lipschitz e
ug € L®(Q). Suponha que u,v sejam, respectivamente, uma super-solu¢io e uma sub-

solugdo de (3.2) em algum intervalo [0,T]. Entdo u(t) > v(t) para todo t € [0,T].

Demonstra¢ao. Multiplicando a diferenca das desigualdades satisfeitas por u e v por (v —
u)™, obtemos

1d

s o= [9e-wt < [ o) - g - o

S LM/ (U - u)+27
v>U

onde M = max{||u| re(o,r)x0), [|V||Le(0mx0)} € Ly € a constante de Lipschitz sobre

[~ M, M]. Da,
1d
24t J,,
Assim, temos [,(v —u)™ < 0 e portanto (v —u)* =0, logo v(t) < u(t). O

(v—u)*? < LM/@ — )2,

Q



Capitulo 4

A equacao do calor nao linear com

dados Iniciais nao regulares

4.1 O problema nao linear

Seja 2 € RY ¢ um dominio limitado, suave e p > 1. Consideramos o problema

w—Au = |ulflu em (0,T) x Q,
u = 0 em (0,7) x 09, (4.1)

uw(0,z) = wup(r) em €,

onde ug € L1(Q); 1 < g < oo

O seguinte resultado trata sobre a existéncia e unicidade para o problema dado.

Teorema 4.1. Assuma q > N(p —1)/2 (resp. q = N(p—1)/2) eq > 1 (resp. ¢ > 1),
N > 1. Dado qualquer ug € L4(Q), existe um tempo T' = T(ug) > 0 e uma unica fungao
u € C([0, T, L1(2)) com u(0) = ug, na qual é uma solugdo classica de (4.1) em (0,T) x .

Mais ainda:
(i) Se v € solugao de (4.1) definida em [0,T (vy)] com v(0) = vy, entao
lu(t) = v(®)lzs + "2 fu(t) — v(t)]|z= < Clluo — volls (4.2)

para todo t € (0,T], onde T = min {T'(up),T(vo)} e C pode ser estimado em termos

de [luollza e [[volLa-
Sy 1 N/2q _
(46) Lt |u(t)] o = 0.

42



43

(117) Se ug > 0, entdo u(t) > 0 para todo t € [0, T (up)].

Além disso, para qualquer conjunto limitado (resp. conjunto compacto) KK € L1($2),
existe um tempo (uniforme) T = T(K) tal que para qualquer ug € K a solug¢do de (4.1)

existe em [0, 7.

Quando ¢ > p, faz sentido falar sobre solugoes u € C([0,T], L%(Q2)) no sentido
integral, ou seja,
t
u(t) = T(t)up + / T(t — s)|u(s)[P~ u(s)ds, (4.3)
0
para todo t € [0,7] e (T'(t))s>0 € 0 semigrupo do calor.
O seguinte resultado mostra que a equagao (4.3) ¢ tnica na classe C([0, T, LI(€2)).

Especificamente,

Teorema 4.2. Assuma q > N(p—1)/2 (resp. ¢ = N(p—1)/2) e ¢ > p (resp. q > p),
N > 1. Entao a unicidade para (4.3) vale na classe C([0,T], L1(2)).

Observacao 4.3. A solugio u de (4.1) dada no Teorema 4.1 também satisfaz (4.3);
quando q satisfaz as hipoteses do Teorema 4.1. Isto nao é completamente obvio desde
que a integral no lado direito de (4.3) pode nao estar bem definida. Para estabelecer a
convergéncia desta integral, usamos o efeito reqularizante do semigrupo do calor.

Como u(s) € L*(Q) (s > 0), temos que
u(t) = T(t — s)u(s) + / T(t — o) |u(o)]" u(o)do, (4.4)

para todo 0 < s <t <T. Tentamos fazer s | 0 em (4.4). Para justificar esta passagem é
suficiente checar que

/0 IT(t = 0)u(@)P (o) pudor < o

A dnica dificuldade € quando o estd perto de 0. Mas
_ _N(a=t
IT(t = o)u(o)[" " u(0)|[ze < (¢t = 0)" 2 u(o) |7,

(Veja e.g. Lema 4.5 (Efeito regularizante).) Podemos assumir que p > q jd que o caso
q > p foi tratado e portanto,

P < q P4 < (7 —N(§;q>
[w(o)[|7e < lu(o)||Tallu(a) |7 < Co

Assim temos que

t 1
/ 1Tt — o) |u(o) P u(o)| Lado < CTIN(pI)/Zq/ (1— S)fN(qfl)/2quN(pfq)/2qu7
0 0
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e como N(ggl) < N(gl;q) =1- % (q - W) — %(q —1) < 1, temos o resultado.

O resultado seguinte ¢ de Fred B. Weissler [2] e garante a nao existéncia local de

solugao.

Corolario 4.4. Seug > 0 e ¢ < N(p —1)/2 entao nao existe uw € C([0,T],19(2)), com

u(t) > 0, satisfazendo a equagao integral (4.3) , em qualquer intervalo nao trivial [0, T).

A demonstragao deste Corolério seré feita na Secao 4.5.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.2

Vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 4.5 (Efeito regularizante). Sejam (T(t))t>0 0 semigrupo do calor e 1 < § <~ < 0.
Entao

_N/(1_ 1
Tl @ < 2 E ) ol s, (4.5)

para todo t > 0 e todo p € LP(Q).

Lema 4.6. Sejam u,v duas solugoes de (4.3), q=N(p—1)/2,g>p e

=1, _ |pylp—1
wlP”u = o .
a(t,z) = u—v (4.6)

plufP~1 seu =,

entio a(t,z) € C([0,T], LN*(Q)).

Demonstragio. Como |a| < p(|ulP~ 4 [v[P™1), temos que a € L>®((0,T), LN/?(Q)). Agora
vamos mostrar o resultado por contradigio. Caso a(t,x) ¢ C([0,T], LN/?()), existiria
e>0,t€[0,T] e uma seqiiéncia (t,)n>0 € [0,7] tal que t, — t e ||a(t,, ) —alt,- )| x2 >
e. Ja que, podemos extrair uma subseqiiéncia que converge para u(t), assumiremos que
u(t,) — u(t) e v(t,) — v(t) em L) em quase todo ponto, e que existe ¢ € LI({2)
tal que |u(t,)| + |v(t,)] < ¢ em quase todo ponto. Segue facilmente que a(t,) — a(t)
em quase todo ponto e que |a(t,)| < Clp[P~t € LN2(). Pelo Teorema da convergéncia

dominada, deduzimos que a(t,) — a(t) € LN/?(Q2), o que é um absurdo. O
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Lema 4.7. Assuma N > 3. Seja T > 0 e a € C([0,T], LN?(Q)). Se u € L=((0,T),
Li(Q)) com ¢ > N/(N —2) satisfaz
t
u(t) = / T(t — s)a(s)u(s)ds, (4.7)
0
para todo t € [0,T), entao u(t) = 0.
Demonstragao. Como au € L*((0,7),L™(Q)) com 1/ry = 1/q+ 2/N, pela regularidade
méximal, temos que u € LP((0,T), W™ (Q) N W,"°(R)) para todo p < 0o, e u satisfaz

up — Au = au, (4.8)

em L™(Q) para quase todo t € (0,7"). Agora fixe ty € (0,7), e ¥ € D(Q). Seja a, =
min {n, max{a, —n}}. Temos que (a,),>0 C C([0,T], LN/2(2)) N L>=((0,T) x ). Ainda

mais a, — a em C((0,T), L"/?(Q)) quando n — oco. Seja v, uma solugdo de

—(vn)t — Av, = ayv,, em (0,ty) X £,
v, = 0 em (0, %) x 08,
Un(to) - ¢ em ().

Multiplicando a equagao (4.8) por v, e integrando em (0,ty) x 2. Obtemos

|:/Q uvn] :) - /ot0 /Q(u@n)t ) = /Oto /Q(U(—Avn — Ay Up) + U (Au + au))
- /Oto /Q(a -

Entao,
to
/u(to)w :/ /(a — Qp ) Uy,
Q o Ja
Portanto
/QU(%W‘ < tolla — anllc(o.te, 2372 1l Loo ((0,t0),20) [|Vn | oo ((0,20),29) (4.9)
com % =1- % — % > 0. Em particular, temos que # < oco. Afirmamos que para todo

2 < r < oo existe uma constante C' (C' dependendo de r) tal que

SUP [[on |0 10).2r) < Clll1r- (4.10)

Assumindo a afirmagdo, e fazendo n — oo em (4.9) obtemos

/Qu(to)w = 0.

Desde que ty € (0,7) e ¢ € D(2) sao arbitrarios, deduzimos que u = 0. O
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Demonstragao da afirmacdo (4.10). E interessante definir w,(t) = v,(ty — t) assim

w,, satisfaz
(wp)e — Aw, = byw, em (0,t5) X €,

w, = 0 em (O,to) X 89, (411)
w’VZ(O) = ¢ €1rl Qa

com b, (s) = a,(ty — s). Multiplicando a equagao (4.11) por |w,|"~2w,, obtemos

1) r/22 / / r
< .
v Lrontor + 222 19 < [ et < [ bl @2

onde b(t) = a(ty —t) para 0 < t < ty. Dado j < 0 podendo ser escolhido suficientemente

grande, escrevemos b = b — b; + b;, e estimamos

/ bllwnl” < / 1b— byl + / b lewal
Q Q 9]

16 = by sz llewal woscssr + lwnllie (4.13)
< Clb— byl / Va2 + jllwnll;r,

IN

onde a ultima desigualdade segue da desiguldade de Sobolev. Agora escolhemos j sufici-

entemente grande (independente de n) tal que

4(r—1)

Cllb = bjllzrre < =3

(Lembre-se que b; — b quando j — oo em C([0, o], LY/2(2)).)Agora, segue de (4.12) e
(4.13) que

+ |l <t

Demonstracao do Teorema 4.2. Consideramos dois casos.
Caso 1: ¢ > N(p—1)/2 e ¢ > p, Seja u e v duas solugoes de (4.3) com u,v €
C([0,T7, L9(2)). Temos que

olt) = o(0) = [ T =)o) ats) = ols) (o)) (1.14)
Portanto, pelo efeito regularizante de T'(t) : L9/?(Q) — L9(12)
o)~ o@llee < € [ 6=l = ol
< ¢ [[t= o ullts" + ol vl

onde a = N(p —1)/2q < 1 desde que estamos no caso A. Seja
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M = sup [Ju(t)||ze + v@)]ze e ®(t)= sup [lu(s) —v(s)|Ls,
0<t<T 0<s<t

para t € [0,7]. Deduzimos que

-

P(t) < OMP—1T°—¢(t).

-«
Portanto, para Tj suficientemente pequeno, ¥ (t) = 0 para t € [0, Tp]. Repetindo o mesmo
argumento, vemos que ¥ (t) = 0 para t € [0, 7.
Caso 2: q=N(p—1)/2eq > p,logo N > 3. Sejam u, v duas solugdes, w = u—v
e a(t,x) dado por (4.6), logo

e pelo Lema 4.6 temos

a € C([0,T], LN?(Q)). (4.15)

Assim, aplicando o Lema 4.7, temos que w = 0. 0

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1

4.3.1 Existéncia de solugao no caso ¢ > N(p—1)/2eqg>1

Usaremos o principio de contragdo em um espago especial (esta idéia foi feita por F.B.

Weissler [8]). Fixe M > |Jug||« e defina

((0,7), L™(92)),

E = L=((0,T), L"(€)) N L,
K=K(T)={ue E;||u(t)||lre <M+1et|ut)||w <M+ 1parate (0,T)},
com o= N(p—1)/2pqg < 1/p < 1. Considere K munido com a seguinte distancia

d(u,v) = sup t*[|u(t) — v(t)||Lra,
0<t<T

portanto (K, d) é um espago métrico completo e ndo vazio. Dado u € K, defina

O(u)(t) =T(t)up + /0 T(t — s)|u(s)|[P~ u(s)ds.
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Para v € K, nés temos

1Ol < uollze + /Hurmq
P t
< Huo||Lq+<sup taHu(t)Hqu> /spads (4.16)
0<t<T 0
Tlfpa M ,
< 1)P.
< ol + 7 (4 +1)

Agora,

t
@ (u)(t)[Lra < [luol| o +ta/0 (t = 5)"*[|u(s)l|Zoads

t
smmm+ﬂwu4wfu—@“s%k

0 1

< Huoqu+-zﬂpa<A4-+'wph/“<1—-o>aapada-
0

Similarmente, podemos mostrar que para u,v € K,
D) (t) — D) (1)l|on < CT (M + 17" d(u,v). (4.17)

Segue das estimativas acima que, se T é pequeno o suficiente (dependendo de M), & :
K — K é uma contracao estrita. Portanto, ® possui um tnico ponto fixo em K.
Mostraremos agora que u € C([0,T], L%(2)) Desde que u € K e pa < 1, temos
que |ulP~'u € LY((0,T), Lq(Q)) Isto implica que u € C’([O,T], L%(Q)). (Lembre-se que, no
caso geral, se f € L'((0,7), X fo (t —s)f(s)ds, entao u € C([0,T], X).)
Note que a escolha de T' depende apenas de M, o que mostra a ultima afirmacao
do Teorema 4.1

Para mostrar (ii7) basta considerar

K(T)={u€ E;||u(t)||pa < M+1, t*||u(t)||re <M+ 1parate (0,T)eu(t)>0}.

4.3.2 Existéncia de solugao no caso = N(p—1)/2eq¢>1

Vamos precisar do lema seguinte.

Lema 4.8. Dado um conjunto compacto K C L1(Q), g <r < oo ea = % (% — %) , entao
lilI[l)l tNT (t)uol|r =0  uniformemente sobre I,
t

ou seja, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que t*||T(t)uo||z- < € para todo uy € K se 0 <t < 4.
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Demonstragao. Se IC = {ug}, o resultado é claro. De fato, se vy € C§°(Q2) temos que

ENT@uollr - < [T () (uo — vo)llr + ¥ T (¢)vollr

IN

|uo — vol|za + Ct*||vo]| Lo
e portanto,
lim sup t*||T'(t)uo|| - < [Juo — vo|La-
t10

E o resultado segue da densidade de C§°(£2) em L9(12).

No caso geral, dado qualquer p > 0, existe uma cobertura finita de C por bolas

B(uj, p) em L9(2). Qualquer uy € K pertence a alguma B(u;, p), e entdo nés escrevemos

tNT @uollr < T () (w0 — wi)l[r + (T (#)ua] L

A

[0 — will Lo + | T(E)ua]| e

< T o
E a conclusao do lema segue da parte anterior. O

Demonstracao do Teorema 4.1. A estratégia é similar & usada na segao 4.3.1 com

algumas modificagoes. Fixe qualquer r € (q,pq), > p e defina
B = £2((0,7), 29()) 1 {u € L (0, T), () t°u € L((0,T), L'(Q))}

E = L>®((0,7),L(Q) N {u e LZ((0,T), L"(Q)); t*u € Co([0, T], L"(Q))}

loc

com o = % (% — %) < }D < 1 (desde que r < pq). Aqui, Cy significa que estamos
considerando fungoes que se anulam em ¢ = 0. Fixe M > |Jug||z«. Dado § > 0 para ser

escolhido depois, seja

K =K(T)= {u € B llul®)||pe < M +1 e t9ju(t)||r <0 parat e (o,T)}

K=K(T)=KnNE.

Counsidere K munido com a distancia

d(u.v) = sup 1*u(t) — v(t) 1
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assim (K, d) e (K, d) sdo espagos métricos completos e ndo vazios. Considere a mesma

aplicacdo ® como na Secdo 4.3.1. Seja a = ¥ (9 — é) . Para u € I?, temos pelo efeito

2 r

regularizante L"/? — L4 (note que 7 < pg, portanto r/p < q)

[@(w)()llps < ||U0||Lq+/0(t—S)_aHu(s)Hprds

IN

< HuOHLq -+ Cldp,

p t
ol e + ( sup t‘lHu(t)HLr) / (t — s)"*s Pds
o<t<T 0

(4.18)

desde que a + pa = 1. Aqui, a constante C) (e as constantes Cy, C3 abaixo) depende

apenas de p, q,r, N. Portanto,
[P (w)(@)]|e < M +1,

dado que
Cho? < 1.

Agora, usando o efeito regularizante L'/P — L”, temos que

t
e (u) (@)l < sup t“IIT(t)uOIILrH“/ (t = )™M fu(s) ||} ds
0

0<t<T

sup ta ||T(t)u0 || LT
o<t<T

IN

p t
+ ( sup ZfaH’LL@)HLr) ta/ (t _ S)—N(P—l)/2r8—pad8
0

0<t<T

sup || T(t)uo| L 4 C26",
o<t<T

IN

desde que pav + N(p — 1)/2r = a + 1. Portanto,
sup 1% (u)(@)||r < sup | T(t)uollr +6/2,
0<t<T 0<t<T

dado que

1
CyoP~1 < 3

Similarmente, podemos mostrar que para u,v € K,

1
sup t%||®(u)(t) — ®(v)(t)||zr < C36*  d(u,v) < =d(u,v),
0<t<T 2
dado que
1
03513—1 S 57

para alguma constante C5. Segue das estimativas acima que P : K — E.

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Fixe 0 > 0 suficientemente pequeno, tal que (4.19), (4.21) e (4.23) sao satisfeitos.
A escolha de 0 depende apenas de N, p, q,r.

Agora, fixaremos T' > 0 tal que

sup t*|T(t)ugl||rr < 0/2. (4.24)
0<t<T
Tendo em vista o Lema 4.8, a escolha de T" depende apenas do conjunto compacto X
C L(Q). Isto mostra a tltima afirmacao do Teorema 4.1.

Por (4.22), (4.20) e (4.24), ® : K — K é uma contracio estrita, e portanto tem
apenas um ponto fixo em K.

Agora, afirmamos que este ponto fixo pertence a K. Para mostrar isto, ¢ sufici-
ente verificar que ® : K — K. Precisamos mostrar que ®(u) € C((0,T],L"(2)) e que
limy o t*®(u)(t) = 0 em L"(£2). Como, pelo Lema 4.8, T'(t)uy satisfaz as condi¢oes acima,
podemos assumir que ug = 0. Esta claro que ®(u) € K quando u € C([0,T], L=(Q)).
Desde que KNC([0,T7], L>(£2)) é denso em K munido com a métrica d, o resultado segue
de (4.22).

Finalmente, mostraremos que u € C([0,T], L%(f2)). De fato u € K, logo, em parti-
cular temos que u € C((0,7],L"(2)) C C((0,T], L4(2)). Portanto, s6 nos resta mostrar
que u(t) — T'(t)ug — 0 em L9(2) quando ¢ | 0. Como em (4.18), temos que

l(t) = T (o ]lzo < Cr sup (57 u(s)l|1)” — 0, quando t 10,
<s<t

desde que u € E.

Para mostrar (i7i) basta fazer como no caso anterior. Considere

R(T) = {u € E;lu(t)||e < M + 1, *||u(t)

< dparate (0,7)eut) > 0}.

4.3.3 Unicidade

Para cada uy € L9(52), denotamos por U(t)ug a solugao obtida nas segoes 4.3.1 ou 4.3.2 ¢

definidas em algum intervalo [0, T (uy)].

Precisaremos do seguinte resultado.

Lema 4.9. Sejam uy € L>®(Q2) e u a solug¢ao cldssica de (4.1) definida no intervalo

mazimal [0, Tynaz(wo)). Entao T(ug) < Thnax(uo) € u(t) = U(t)ug para todo t € [0, T (uy)].
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Demonstracio. E claro que u € K (1) para algum 0 < 7 < T'(ug) suficientemente pequeno.
Pela unicidade em K (1) temos u(t) = U(t)ug, para 0 <t < 7. Apés um tempo 7, u(t) e

U (t)ug sao solugoes classicas e, portanto, coincidem. ]

Agora retornaremos a demonstragao da unicidade. Aqui, usaremos a mesma idéia

que [10]. Primeiro vamos demonstrar o caso critico ¢ = N(p — 1)/2 e ¢ > 1; o outro

caso é mais simples. Seja v € C(|0,T], L1(Q)) N Le.((0,T), L*°(£2)) uma solucao de (4.1
P J 4] ) ¢

loc

com v(0) = ug. Lembre-se que v é uma solugdo classica de (4.1) em (0,T) x Q. Vamos
mostrar que v(t) = U(t)up em algum intervalo [0, 7). Entao, v(t) = U(t)ug desde que
ambos existam, pela unicidade em L*>(€2).
Defina

K = v([0,T]),

M = sup ||v(t)||Le-
0<t<T

Como K é um conjunto compacto em L?(£2), existe um 7} > 0 uniforme, tal que U (t)v, esta
bem definido para todo vy € K e para todo t € [0, 73]. Mais ainda, como U (t)v(s) € K(T})

(considerado como uma fungao de t), temos que
IU@)v(s)l|ee < M +1, (4.25)

tNU(t)v(s)||r < 0, (4.26)

para todo s € (0,7") e todo t € (0,T7).

Fixando qualquer 0 < s < T. Segue do Lema 4.9 que
v(t+s)=U(t)v(s) para0<t<min{7T —s,T1}. (4.27)
Combinando (4.25), (4.26) e (4.27) obtemos
|o(t +s)||pe < M +1,

vt + s)||r < 0, (4.28)

parat+ s <T et < T). Calculando o limite s | 0, deduzimos que
[o@)]le < M +1,

t* vl <6, (4.29)



53

para 0 < t < min {7, T} . Portanto, v(t) € K(T") onde T’ = min{T, T} }. Argumentando

como na Observacao 4.3, temos que
t
o(t) = T()uo + / T(t — s)|o(s)[" u(s)ds, (4.30)
0

ie. v =®(v). Por (4.22), deduzimos que v(t) = U(t)up em [0,7"].

Para mostrar o caso ndo critico, basta trocar || - ||z» por || - ||« em (4.26), (4.28)
e em (4.29), logo v(t) € K(T"). Analogamente v satisfaz a equagao (4.30) e, por (4.17),
deduzimos que v(t) = U(t)ug em [0,77]. O

4.3.4 Regularidade e dependéncia continua

Mostraremos a regularidade da solucao, obtida nas secoes 4.3.1 e 4.3.2, ou seja, que

ue L2 ((0,7), L>(2)). Para isso, precisaremos do seguinte resultado técnico.

Lema 4.10. Sejam p,q > 1, 1 > 1o tais que X (ﬂ — i) =0 € (0,1), e defina a

2g \ 7o 1
sequiéncia (ry)g>o, indutivamente pela relagao % <% — ﬁ) = 0. Entao, a seqiiéncia €

estritamente crescente e lim r, = oo.

n—oo

q iné p_ 1 _p_ 1 1 _1)y_1_ 1
Demonstracao. Temos por hipotese que T E = T logo p (ro rl) =.-— 5, ou
seja ro > r1. Suponha o resultado valido para n > 2, ou seja r,, > r,_1 > ... > 1(, assim

1 1) _ 1 _ 1 a
temos que p ( — m) =T logo 7,41 > 7,, € portanto temos que a seqiiéncia

é estritamente crescente. Agora vamos mostrar que nao é limitada. Suponha que rp, — r

50 N (p=1) — p _ 1 _ pl
para algum r € R, entao % ( - ) = 0, logo - — 5 = 5 ecomo 7 > 7 temos que
el o2 L2l portanto r < r; 0 que é uma contradicio. O

T1 70 71 T

Seja ro = p(resp. ro = r/p, onde r € (q,pq),r > p). Pelo argumento do ponto fixo,
N(1_ 1
temos que t 2 (i-73) |u(t)||pero < C parat € [0,1]. Usando as propriedades do semigrupo

do calor (T'(t))¢>0, temos
u(t) =T(t/2)u(t/2) + [ T(t — s)|u(s)|[P~ u(s)ds.

Entao,

u®llom < (¢/2) 5 G a2 o + [

t

1
H0) Lo R [ g B0
1

2

(t — 5550775 () [Bno s,
(4.31)

AN
Q
~



logo
13 () () o < €+ O < G

Considere agora o resultado vélido para k. Entao

Ol < (1/2) 5 fk11)||u<t/2>||m

< cr () + /t(t - s)_g(’i”kil)s‘ﬁ(l‘é)ds
1
2

< C«t*élq(lfrklﬂ) + C’tli%<piTkl+l).

Logo,

5(o-2)

BT ()| g < O+ CE R < C
Entretanto, pelo Lema 4.10 existe £ > 0 tal que 5> - < 1. Assim, temos que

N t _Np
Ju() |z < (£/2) 2% |lu(t/2)| Lo +K (t =) 2 |lu(s)|[Zars ds.
3

Portanto,

13 [u(t)|| e < O+ Ot B < C.
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(4.32)

O

Agora vamos tratar a dependéncia continua. Para demonstrar (4.2), vamos nos

concentrar no caso ¢ > N(p—1)/2, j4 que o mesmo argumento pode ser aplicado no caso

q¢=N(p-1)/2.

Sejam u,v € K, pontos fixos de ® com valor inicial uy e vy respectivamente,

definidos para ¢ € [0,T] com T < min{7 (ug), T'(vo)}. Logo,
lull s + 0l < Cs™@D(M + 1)
Assim, temos
t
[u(®) = v(®)l|za < [luo = vollza + C/O (lullZes + lollgz )l = vll .

Portanto,

sup lu(t) — v(t)llze < [luo — vollze + C(M +1)"7F sup t*[Ju(t) — v(t)l| -

0<t<T o<t<T

(4.33)



55

Aqui, usamos que pa < 1. Ainda mais, usando o efeito regularizante L?(2) — LP?(£2),

temos
t
llu(t) — v(t)]| pre < t7ug — vol|lLe + CA/ (t — s)’as’a(p’I)Hu — V|| ra,
0

onde A = supg_ 7 s*P D (||u(s)||5ms + [v(5)][254 ). Pelo Lema Singular de Gronwall 1.2,
deduzimos que

sup t*||u(t) — v(t)||rra < Cllug — vo|La- (4.34)
0<t<T

Combinando (4.33) e (4.34) temos a estimativa L? de (4.2).
Para mostrar a estimativa L°, usaremos o mesmo raciocinio que foi usado para

mostrar (4.32). Temos
u(t) —v(t) = T(t/2)(u(t/2) = v(t/2)) + [ Tt = s)(Jul""u(s) = [v]"" o (s))ds.
Procedendo como em (4.31), temos que

lu®) — v(®)llzorn < (¢/2)" 5 Go7) (Jut/2) - v(t/2)]|goro)+
(t — )5 00 (g + 01200 )ds

< o (rE0) LB DY g - ol

De maneira analoga, é possivel concluir que

N

N 1,# (p—1)
A7) ) = o)l < € (14475 lluo = woll e

E dai,
e ult) = o(t) [ < C (1467757 lug = vollsa. (4.35)

Usando a desigualdade (4.35), vamos mostrar o item (i7) do Teorema 4.1. Sejam
ug € LI1(R2), vg € D(R2), u e v solugbes de (4.1) com valor inicial ugy e vy, respectivamente.

Dai,
2 fu(t)[1= < C(T)|luo = vollza + Y24 o()] .

Pela densidade de D(Q2) em L%(2), fazendo ¢ | 0, temos o resultado. O



56

4.4 Explosao na norma L¢

Sejam uy € L*() e u a solugao correspondente de (4.1). Assuma que T),q, < 00, sabemos
que limgr,,. ||u(t)| = = +oo. E natural perguntarmos quando

tTl%m |u(t)||La = +o00, para algum g < co.

O seguinte resultado responde & nossa pergunta.

Corolario 4.11. Sejam ug € L>®(Q2), u a solu¢ao correspondente de (4.1) e assuma que
Tnaz < 00. Entao,

i u(®)llze = +o0, (4.36)

para qualquer ¢ > 1,q > N(p — 1)/2. Se uy € H?*(Q) N HY(Q), Aug + |uolP uy >
N(p—1) -
0, g.t.p. em Q e =F— > 1, entao

tTl%g}lx ||u(t)||LN(p71)/2 = +00.

Demonstragao. Suponha por contradigdo que liminfyr,, .. ||u(t)||e < oo. Seja (£,)n>0
uma seqiiéncia tal que t, T Ty quando n — 00 e sup,,q [[u(ty)|/ze < oo. Aplicando o
Teorema 4.1 com wu(t,) como condi¢do inicial, obtemos um 7" > 0 uniforme. Portanto
Tinaz > t, + T Isto é impossivel quando n — oo, 0 que mostra (4.36).

Argumentando como acima, exceto pelo fato de estarmos no caso critico, sabemos
que u(t,) esta contido em um subconjunto compacto de LY®=1V/2(Q). Pelo Principio de
Comparagao, w(t,z) > 0 em (0, Th0.) X Q. Portanto (u(t,)),>o ¢ uma seqiiéncia nao

crescente e tem limite em LN®~1/2(Q). O

4.5 Nao existéncia local e explosao
Lema 4.12. Sejam (T'(t))i>0 0 semigrupo do calor e uy € L*(2), ug > 0. Entao,
T(t)uy > [T (t)uo]”.

Demonstragao. Defina u(t) = T(t)uf e v(t) = [T(t)ugl?, entdo u satisfaz a equagao do
calor linear

uy — Au =0, paratodot >0,
(4.37)

u(0) = ub.
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Derivando v, temos

d
V¢ = p[T(t)uo]pflaT(t)uo
¢ 2
0% 0 0?
o = 00 = DIl | 2T (0w |+ oIl T 0
Portanto,
Av = p(p — DT ()ue?2|VT (t)uo|* + p[T(#)ue]? AT (t)uo,
logo
v — Av = —p(p — D[T()u]| VT (t)uel? <0
’ (p = DT () uo] VT (t)uol (438)
v(0) = ug
e, pelo Principio de Comparacao, temos o resultado. O

Proposigao 4.13. Suponha que w € C([0,T],L%(Q)) seja uma solu¢io de (4.3) e que
u(t) > 0 para todo t € [0,T]. Entdo,

] t% Tt Pqg — .
lim £2|[T'()uo| oo = 0

Demonstra¢ao. Como u(t) satisfaz a equagao (4.3) e cada parcela do lado direito da
igualdade é ndo negativa, temos que u(t) > T'(t)ug para todo t € [0,7]. Usando isto e o

Lema 4.12, temos que

u(t) —T(tuy > /0 T(t — s)[T(s)uplPds
> /0 [T(t — s)T'(s)uolPds
> T (t)uol.

Pela continuidade de u, dado um ¢ > 0 temos que
1
e > |[u(t) = T()uoll " > t7 | T(t)uo]| oo-
Se t é suficientemente pequeno. m

Teorema 4.14. Suponha que u : [0,T] — LP seja uma solugdo de (4.3) em L9 e que
u > 0 para todo t € [0,T]. Entao, existe uma constante C,, dependendo apenas de p, tal
que

/DT (gl e < C para todo t € (0,T]. 4.39
p
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Demonstragio. Da equagio integral (4.3) temos que u(t) > T()uo. Logo,

)2 [ 7= s)utsyas (4.40)
e portanto,

T(t = s)u(s)!] = T(t = s)[(T(s)uo)’] = [T'(t = s)T(s)uo]” = [T'(t)uo".
Assim, por (4.40), u(t) > ¢{T(£)uo)?. Substituindo esta estimativa em (4.40), obtemos
u(t) > /0 Tt $)[s(T(s)uo)]Pds
/0 t SP[T(t)uo)?” ds

> ()P +p) T (ol

v

Repetindo este procedimento, temos por inducao que

(t)1+p+...+pK*1[T(t)uO]pK
(L+p)P (I +p+p?)P" " (I+p+... Y

u(t) >

ou seja

ad P —1 g
L@ =D/ =DV < w(B)VP .
< utt [[ 12

Fazendo K — oo, temos

Jj=2 p=1
Desde que
oo 1/p7 oo
i 8 N P |
logH[—_1 = ijlog —p—l
Jj=2 7=2
< > plog(jp’) < o0,
=2
temos o Teorema. O

Corolario 4.15. Se g < N(p — 1)/2, entdo eziste ug € L%(2) nao negativo tal que nao
existe T > 0 e u continua de [0,T] em L%(Q), com u(t) > 0, satisfazendo a equagdo

integral (4.3) em [0,T].
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Demonstragao. Suponha que para cada ug € L7(2) existe uma solugao u € C([0, 7], L4(Q2))

nao negativa. Consideramos o operador poténcia fracionéria

(—A)Pup = T(B)" / LD () ugdt.
0
Mostramos que estd bem definida. Da Proposicao 4.13,

I(=2)uol| s < F(ﬁ)_lfo T () o [ Lowdt,

1 )
< C</ tﬁ—ltpdtJr/ tﬂ—1||T(t)|u0|||qudt>.
0 6

Pelo Corolario 2.24, o lado direito desta desigualdade ¢ limitado se 3 > %. Entao (—A)~°
leva L(Q) em LP?(Q2). Afirmamos que (—A)~" é um operador linear limitado. Claramente

é linear e, tomando u,, — ug em L%, temos

)

Lpa

1(=2) P — (—A) Pugfle = Wﬂﬁ*AmW*Twmn—wMt

< T [T OO~ w)llmd

Como
_N(1_1
(1) T (t) (wn — uo)|| s < 771 i) ||tn, — wo||ze — O para cada t fixo
(it) 7T () (up — wo)llea < f(2)

onde

Cto—1t7 1P se 0 <t <6,
f(t) = (4.41)

Ce™Mtset >4,
pelo teorema da convergéncia dominada (—A) "u, — (—A) Puy. Logo, o operador é
continuo. Dai, (—A)™# : L — LP4 ¢ limitado. Desde que ¢ < N(p — 1)/2, existe 3

satisfazendo N/2q — N/2pq > 3 > 1/p. O que contradiz o resultado seguinte. ]
Lema 4.16. Se (—A)™#: [P — L9 ¢ limitado, entio N/2p — N/2q < 3.

Demonstracao. Assuma que 0 € €. Para o > 0, seja 0, = a Q) e seja A, o Laplaciano
de Dirichlet em €. Defina (Toug)(x) = up(ax). Entao T, : LP(Q2) — LP(f),) é sobrejetiva
e

HTQUOHLI’(Qa) = a_N/p||U0\|LP(Q)'
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Também podemos verificar que
ta?A _ =1 tAq
e =T, e>T,,

(=AY = ® T (—Ay) T,

Para « pequeno, temos que 2 C €,. Sejam uy € LP(Q) e vg € LP(£),) nao negativos,
com 0 < ug < vy em €2. Pelo principio da comparacao para a equagao do calor, segue que
ety < efPery e, portanto,

(—A)Pug < (—Ad) vy, (4.42)

para todo 3 > 0 e a > 0 pequeno.

Agora, suponha que (—A)77 : LP(Q) — L7(Q) seja limitado. Entao,

1(=2)Puollpa) < Clluollzoiey, uo € LP(9),
10”P T (= A) ™ Touol| Loy < ClIT, Touol Lo (@),
@ a™[(=Aa) o] L) < CaP vl o),
com vy = T,ug. Em outras palavras,

1(—20) 0| Lagan) < CaNPNI728 [ wg || 1o (4.43)

para todo vy € LP(Q,). Agora, seja vy € LP()) ndo negativo e estenda vy como zero em

Q, — 2. Entao, por (4.42) e (4.43), temos
1(=2)Puollzaey < CaMPN=2 gy,

Se N/p — N/q — 2p > 0, fazendo & — 0 obtemos uma contradi¢ao. Isto mostra o
resultado. O
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