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Resumo

O objetivo desse trabalho é mostrar que os Top Intersection Numbers das Grassmannianas
de retas G(2,n+2) satisfazem a relação de recorrência apresentada no artigo "Catalan
Traffic at the Beach" e a conexão desses dois com os números de Catalan. Tudo isso será
feito com a teoria das Derivações de Schubert e sua conexão com as Grassmannianas de
retas.

Palavras Chave : Catalan Traffic at the beach, Números de Catalan, Grassmannianas
de retas,G(2,4),G(2,n+2), Derivações de Hasse Schmidt, Derivações de Schubert, Cálculo
de Schubert, Álgebra de Grassmann, Polinômio de Giambelli, Top Intersection Number,
Mergulho de Plücker.



Abstract

The objective of this paper is to show that the Top Intersection Numbers in the Grassman-
nian of lines, G(2, n+2), satisfy the recurrence relation presented in the article "Catalan
Traffic at the Beach " and the connection of these two with the Catalan numbers. All
this will be done with the theory of Schubert derivations and the connection with the
Grassmannians of lines.

Keywords: Catalan Traffic at the beach, Catalan Numbers, Grassmannian of lines,
G(2, 4), G(2, n+2), Hasse-Schmidt Derivations, Schubert Derivations, Schubert Calculus,
Grassmann Algebra, Exterior Algebra, Giambelli’s Problem, Giambelli’s Polinomial, Top
Intersection Number, Plücker Embedding.
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Introdução

O objetivo dessa dissertação de mestrado é mostrar que os Top Intersection Number
satisfazem a relação de recorrência obtida por Niederhausen em [41], que é solução do
"Catalan Traffic at the Beach" , criado e resolvido pelo próprio Niederhausen, e também
a conexão desses dois com os números de Catalan. Tudo isso será feito à la teoria das
Derivações de Schubert em Grassmanianas de retas.

O capítulo 1 será destinado ao estudo dos números de Catalan. Começaremos com
alguns resultados clássicos dos coeficientes binomiais, do triâgulo aritmético (muitas vezes
chamado de "Triângulo de Pascal") e algumas propriedades do coeficiente binomial central
das linhas de ordem par do triângulo aritmético. Em seguida traçaremos uma linha
do tempo da aparição dos números de Catalan juntamente com os questionamentos que
fizeram tal sequência surgir. Também estudaremos as diferentes expressões que descrevem
a sequência de Catalan.

No segundo capítulo, iremos fazer uma breve exposição sobre Geometria Algébrica
com alguns resultados clássicos (algumas demonstrações serão indicadas nas referências),
com o objetivo de chegarmos ao espaço de parâmetros conhecido como Grassmanniana
das retas de um certo espaço projetivo, também veremos o mergulho de Plücker que nos
permite ver a Grassmanniana como uma subvariedade de um certo espaço projetivo, em
seguida faremos o estudo das variedades de Schubert. Para finalizar o capítulo 2, iremos
expor de modo suscinto os ciclos de Schubert, o grupo de Chow e o anel de Chow.

O capítulo 3 será voltado para o estudo do cálculo de Schubert numa Álgebra de
Grassmann (também conhecida com o álgebra exterior). No século 19, Schubert foi um
dos matemáticos que mais trabalharam em questões de geometria enumerativa, o mesmo
fazia uso de argumentos heurísticos como está registrado no seu livro [51]. Para um melhor
entendimento do que é a geometria enumerativa e o Cálculo de Schubert temos o ótimo
artigo de Kleiman e Laksov [25]. O questionamento sobre um embasamento sólido para o
Cálculo de Schubert, é o problema 15 da lista de Hilbert, que está parcialmente resolvido.
Entre as ferramentas matemáticas hoje utilizadas para estruturar o Cálculo de Schubert,
temos a Teoria de Intersecção (para maiores detalhes consultar as obras de William Fulton
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[12], [13]) e também temos a teoria das derivações. Esta última nos permite efetuar
manipulações menos trabalhosas que na Teoria da Intersecção. Inicialmente falaremos das
Derivações de Hasse-Schmidt numa álgebra exterior de um módulo, dos endomorfismos
Shift de um módulo livre e exibiremos o anel de derivações de um módulo livre. Com os
endomorfismos Shift iremos definir o que vêm a ser as Derivações de Schubert (que são um
caso particular das Derivações de Hasse-Schmidt). Depois falaremos da fórmula de Pieri
para Derivações de Schubert e passaremos para o estudo do problema de Giambelli o qual
está intimamente ligado às "integrações por partes" e será de fundamental importâcia para
nosso trabalho. Exibiremos uma apresentação do anel de derivações, A∗(

∧k M,D), de um
módulo livre M e também a conexão do anel de Chow, A∗(G(k, n)), da Grassmanniana
G(k, n) com o anel de derivações, A∗(

∧k Mn, D), de uma k-ésima potência exterior de
um módulo livre de posto n. Para finalizar iremos obter, de modo explícito, o anel de
derivações A∗(

∧2M4, Dt) e a conexão com a Grassmanniana G(2, 4) via a interpretação
geométrica de A∗(

∧2M4, Dt).

No último capítulo iremos descrever o passeio de Catalan na praia. Falaremos dos Top
Intersection Numbers na Grassmanniana das retas de Pn+1, G(2, n+ 2). Também iremos
obter o grau de Plücker de G(2, n+2) via a teoria das derivações de Schubert e faremos a
conexão desses dois. Para finalizar nossos trabalhos, iremos demonstrar que a relação de
recorrência obtida por Niederhausen em [41] é satisfeita pelos Top Intersection Numbers,
com uma leve mudança de indexação, assim como os números que aparecem na beira da
praia são os números da sequência de Catalan.

Obrigado pela atenção e boa leitura.

11



Capítulo 1

Números de Catalan

Neste capítulo N denotará o conjunto dos números naturais, N = {0, 1, 2, 3, . . .}.

1.1 Coeficientes Binomiais

Os binômios e suas potências inteiras não negativas ocorrem com certa frequência em
matemática.

Binômios de Newton Triângulo Aritmético

(a+ b)0 = 1 1

(a+ b)1 = 1 · a+ 1 · b 1 1

(a+ b)2 = 1 · a2 + 2 · ab+ 1 · b2 1 2 1

(a+ b)3 = 1 · a3 + 3 · a2b+ 3 · ab2 + 1 · b3 1 3 3 1

(a+ b)4 = 1 · a4 + 4 · a3b+ 6 · a2b2 + 4 · ab3 + 1 · b4 1 4 6 4 1
...

...

De modo sistemático, para cada n ∈ N, obtemos a expansão:

(a+ b)n =

n∑

i=0

(
n

i

)
· aibn−i

com
(
n
i

)
∈ N o coeficiente de aibn−i, i = 0, . . . , n, que é a essência do Teorema Binomial.
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De modo geral, temos que

(a+ b)n+1 =
n+1∑

i=0

(
n+ 1

i

)
· aibn+1−i

||

(a+ b)n · (a+ b) =

[
n∑

i=0

(
n

i

)
· aibn−i

]
· (a+ b) =

=
n+1∑

i=1

(
n

i− 1

)
· aibn+1−i +

n∑

i=0

(
n

i

)
· aibn+1−i

Assim,
n+1∑

i=0

(
n + 1

i

)
·aibn+1−i =

(
n

0

)
·bn+1 +

n∑

i=1

[(
n

i− 1

)
+

(
n

i

)]
·aibn+1−i +

(
n

n

)
·an+1

e, consequentemente, temos que
(
n + 1

i

)
=

(
n

i− 1

)
+

(
n

i

)
, ∀ n ∈ N e ∀ i ∈ {1, · · · , n}.

O que acabamos de fazer foi demonstrar a conhecida Relação de Stiefel.

Teorema. 1.1.1. (Relação de Stiefel)

Para todo n ∈ N e para todo i ∈ {1, . . . , n} temos que
(
n+ 1

i

)
=

(
n

i− 1

)
+

(
n

i

)
.

Os coeficientes
(
n
i

)
de cada monômio aibn−i da expansão do binômio de Newton (a+ b)n

são chamados de Coeficientes Binomiais. Ao expandir (a+ b)n como produto de n-fatores

(a + b)(a+ b) . . . (a + b)

vemos que podemos produzir monômios aibn−i por escolha de n! sequências de a’s e
b’s, a menos de i! repetições dos a’s e (n − i)! repetições dos b’s. Intuitivamente temos
que o coeficiente

(
n
i

)
de aibn−i é dado pela fração n!

i!·(n−i)!
. Tais frações são conhecidas

como números binomiais. Deste modo, temos estabelecido o Teorema Binomial, isto é, a
correspondência entre os coeficientes da expansão de uma potência de um binômio e os
números binomiais.
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Observação. 1.1.2. (Coeficientes Trinomiais e Coeficientes Multinomiais)

Se ao invés de trabalharmos com potências binômios trabalharmos com potências de trinômios,

os coeficientes dos termos da expansão de (x+ y+ z)n serão chamados de coeficientes tri-
nomiais. Por argumentos combinatórios temos que o coeficiente do termo xαyβzγ tal que

α + β + γ = n é dado por :
(
n

α

)(
n− α

β

)(
n− α− β

γ

)
=

n!

α!β!γ!

que também pode ser denotado por
(

n

α, β, γ

)
=

n!

α!β!γ!

com α+ β + γ = n.

Ao trabalhamos com a potência (x1, x2, . . . , xr)
n , os coeficientes da expansão serão

chamados de coeficientes multinomiais. Por argumentos combinatórios temos que o coefi-

ciente do termo xα1
1 xα2

2 . . . xαr
r na expansão de (x1, x2, . . . , xr)

n com α1+α2+ . . .+αr = n

é dado por :
(
n

α1

)(
n− α1

α2

)
. . .

(
n− α1 . . .− αr−1

αr

)
=

n!

α1!α2! . . . αr!

que também pode ser denotado por
(

n

α1, α2, . . . , αr

)
=

n!

α1!α2! . . . αr!

com α1 + α2 + . . .+ αr = n.
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Teorema. 1.1.3. (Teorema Binomial)

Dados n ∈ N e i ∈ {0, . . . , n} , temos que
(
n

i

)
=

n!

i! · (n− i)!
.

Demonstração. A demostração será por indução em n. Note que nos casos i = 0 ou i = n

temos que
(
n
0

)
=
(
n
n

)
= 1 = n!

0!n!
. Assim, temos demonstrado os casos n = 0 e n = 1.

Admita que é verdade para n e para todo i ∈ {0, . . . , n}, ou seja,
(
n
i

)
= n!

i!·(n−i)!
. Logo,

pela Relação de Stiefel,
(
n+ 1

i

)
=

(
n

i

)
+

(
n

i− 1

)
=

n!

i! · (n− i)!
+

n!

(i− 1)! · (n + 1− i)!)
=

=
n! · (n+ 1− i+ i)

i! · (n+ 1− i)!
=

(n + 1)!

i!((n+ 1− i)!)

para todo i ∈ {1, · · · , n}. Os casos i = 0 e i = n+ 1 seguem da afirmação inicial.

Corolário. 1.1.4.

Dados n ∈ N e i ∈ {0, . . . , n}, temos que

n!

i! · (n− i)!
∈ N.

Observação. 1.1.5.

• A terminologia "número binomial" foi introduzida pelo matemático alemão Michel
Stiefel ( 1486 - 1567 ).

• A notação
(
n
r

)
foi introduzida pelo matemático e físico alemão Barão Andreas Von

Ettinghausen ( 1796 - 1878 ), a parte de cima é chamada de numerador e a parte

de baixo de denominador do número binomial.

• A Relação de Stiefel também é chamada de Identidade de Pascal em homenagem ao

matemático francês Blaise Pascal ( 1623 - 1662 ) como se pode verificar em [26].
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Com esses resultados em mãos, é possível realizar uma construção conhecida como
Triângulo Aritmético ou “Triângulo de Pascal”, pois tal estrutura aparece no trabalho de
Blaise Pascal, publicado post mortem em 1665, cujo título é Traité du Triangle Arith-
métique. É importante ressaltar que tal estrutura já era conhecida no mundo oriental.
Em 1303, o matemático chinês Chu Shih-Chieh (±1260 - ±1320) publicou um trabalho
chamado de Siyuan yujian (O Precioso Espelho dos 4 Elementos). Vejamos a seguir a
capa do tratado de Pascal, o Triângulo Aritmético desenhado por Pascal e o Triângulo
Aritmético desenhado por Chu Shih-Chieh respectivamente.

Atualmente escrevemos o Triângulo Aritmético do seguinte modo.

Todo elemento é soma dos dois elementos que estão imediatamente acima dele, que é
exatamente a relação de Stiefel.

(
n

r

)
=

(
n− 1

r

)
+

(
n− 1

r − 1

)

16



O numerador indexa a linha do triângulo e o denominador a posição do elemento na
respectiva linha. Começamos a indexar a partir do 0(zero). Perceba que toda linha de
ordem par possui uma quantidade ímpar de termos (assim como as potências pares de
(a+ b)), logo há um elemento central. Na linha 2n o elemento central é

(
2n
n

)
. Note que os

elementos centrais das linhas de ordem par, a excessão do primeiro, são números pares.
O fato que

(
2n
n

)
≡ 0 mod 2; ∀ n ∈ N é corolário do seguinte teorema :

Teorema. 1.1.6.

Sejam m,n ∈ N tais que m ≥ n ≥ 1 e (m,n) = mdc(m,n), então
(
m

n

)
≡ 0 mod

(
m

(m,n)

)
.

Demonstração. Seja d = (m,n). Pela identidade de Bézout existem inteiros α e β tais
que d = αm+ βn. Multiplicando ambos os membros por

(
m
n

)
, temos que :

d

(
m

n

)
= αm

(
m

n

)
+ βn

(
m

n

)
= m

[
α

(
m

n

)
+ β

(
m− 1

n− 1

)]

α, β,

(
m

n

)
e
(
m− 1

n− 1

)
∈ Z =⇒ α

(
m

n

)
+ β

(
m− 1

n− 1

)
∈ Z.

Denotemos α
(
m
n

)
+ β

(
m−1
n−1

)
por γ. Logo,

(
m
n

)
= m

d
γ e disso concluimos que

(
m

n

)
≡ 0 mod

(
m

(m,n)

)
.

Corolário. 1.1.7.

Para todo n ∈ N \ {0} (
2n

n

)
≡ 0 mod 2.

Demonstração. Basta fazer m = 2n no teorema anterior e usar o fato que (2n, n) = n.

Note também que esses elementos centrais, inclusive o primeiro, também são divisíveis
por metade da ordem da linha mais 1, ou seja,

(
2n
n

)
≡ 0 mod(n + 1) para todo n ≥ 0.

Tal fato é corolário do teorema que segue.
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Teorema. 1.1.8.

Sejam m, n ∈ N tais que m ≥ n ≥ 1 e (m+ 1, n) = mdc(m+ 1, n), então
(
m

n

)
≡ 0 mod

(
m− n+ 1

(m+ 1, n)

)
.

Demonstração. Seja d′ = (m+ 1, n). Pela identidade de Bézout existem inteiros α′ e β ′,
tais que d′ = α′(m+ 1) + β ′n. Tal equação pode ser reescrita como

d′ = α′(m+ 1− n) + n(β ′ + α′).

Agora multipliquemos essa última equação por m!
n!((m+1−n)!)

, disso resulta que

d′
m!

n!((m+ 1− n)!)
= α′(m+ 1− n)

m!

n!((m+ 1− n)!)
+ n(α′ + β ′)

m!

n!((m+ 1− n)!)
=

= α′
(
m

n

)
+ (α′ + β ′)

(
m

n− 1

)
.

Como α′, β ′,
(
m
n

)
e
(

m
n−1

)
∈ Z, então α′(m

n

)
+β ′( m

n−1

)
∈ Z. Denotemos α′(m

n

)
+(α′+β ′)

(
m

n−1

)

por γ′. Logo d′ m!
n!((m+1−n)!)

= γ′ ∈ Z, e disso segue que

d′
m!

n!((m− n)!)

1

(m− n + 1)
= γ′ ⇐⇒ d′

m!

n!((m− n)!)
= (m− n+ 1)γ′ ⇐⇒

⇐⇒
(
m

n

)
=

(m− n + 1)

d′
γ′ ⇐⇒

(
m
n

)
m−n+1

d′
= γ′ ∈ Z.

Como d′ = (m+ 1, n), nós temos que
(
m

n

)
≡ 0 mod

(
m− n+ 1

(m+ 1, n)

)
.

Corolário. 1.1.9.

Para todo n ∈ N (
2n

n

)
≡ 0 mod(n+ 1).

Demonstração. Basta fazer m = 2n e usar o fato que (2n+ 1, n) = 1.

Com esse último corolário podemos tirar a seguinte conclusão :
1

n + 1

(
2n

n

)
; ∀ n ∈ N.

Essa última expressão é exatamente a forma binomial do n-ésimo número de Catalan.
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1.2 Um Pouco de História

Os números de Catalan formam uma sequência de números naturais que aparecem em
muitos problemas de contagem. Tais números recebem o nome de Números de Catalan
em homenagem ao matemático francês Eugene Catalan (1814 - 1894) o qual obteve a
expressão binomial dos termos dessa sequência.

Vamos à ordem cronológica dos fatos.

De acordo com o artigo [35], de 1988, do matemático chinês J. J. Luo, o chinês Antu
Ming (± 1692 - ±1763) obteve tal sequência por volta de 1730 através de alguns modelos
geométricos. Entre outros resultados, Antu Ming obteve uma expansão de sen(2α) em
série de potências de sen(α) como pode ser verificado em [32]:

sen(2α) = 2

{
sen(α)−

∞∑

n=1

[
Cn−1

22n−1

]
sen2n+1(α)

}
;

onde Cn é o n-ésimo número de Catalan.

No século XVIII o Matemático suíço Leonhard Paul Euler (1707-1783) trabalhara
no problema de triangulação de um polígono convexo de n lados em n − 2 triângulos,
utilizando diagonais que não se intersectam, à excessão dos vértices. Consideremos os
polígonos com os vértices rotulados. Vejamos alguns casos.

Figura 1.1: Triangulações.

• No caso do triângulo há 1 triangulação possível, E3 = 1.
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• No caso do quadrilátero convexo, há 2 triangulações possíveis, E4 = 2.

• No caso do pentágono convexo, há 5 triangulações possíveis, E5 = 5.

• No caso do hexágono convexo, há 14 triangulações possíveis, E6 = 14.

• Quando trabalhamos com o heptágono, obtemos E7 = 42.

• Para o Octógono, E8 = 132.

• Para o Eneágono, E9 = 429.

Os números da sequência começam a crescer muito rápido, o que torna praticamente im-
possível continuar a descrever caso a caso. Em 1751, Euler trocou correspondências com o
matemático prussiano Christian Goldbach (1690-1764) sobre o problema de triangulação,
onde revela a obtenção da seguinte expressão:

En =
2 · 6 · 10 · . . . · (4n− 10)

(n− 1)!

a qual fornece o número de triangulações de um polígono de n lados. Segundo Euler
"...o processo indutivo que apliquei foi bastante trabalhoso..." . Euler também trocou
correspondências com o matemático húngaro Johann Andreas Von Segner (1704-1777) e
comunicou-lhe os sete primeiros números da sequência: 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429 (ver [11]
página 21). Em 1758, Segner publicou em [50] a seguinte relação de recorrência de ordem
2 para obter os elementos da sequência

En = E2En−1 + E3En−2 + . . .+ En−2E3 + En−1E2

atualmente escrita como

Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + . . .+ Cn−2C1 + Cn−1C0

chamada de Recorrência de Segner. Passados 80 anos, em 1838, tal sequência surge
novamente, agora nos trabalhos de Catalan publicados em 1838 e 1839 no Journal the
Mathématiques (ver [6], [7] e [8]). Um problema abordado por Catalan, diferente do prob-
lema atacado por Euler, Segner e Goldbach, e que também faz surgir a mesma sequência
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de números, foi o seguinte.
De quantos modos podemos multiplicar n fatores efetuando multiplicação aos pares, com

uma sequência fixada de fatores?
Por exemplo, podemos multiplicar um fator, efetuando multiplicação aos pares com uma
sequência fixada de fatores, de 1 modo. Apenas escrevemos o fator

(a).

Podemos multiplicar dois fatores, efetuando multiplicação aos pares com uma sequência
fixada de fatores, de 1 modo :

(a.b).

Podemos multiplicar três fatores, efetuando multiplicação aos pares com uma sequência
fixada de fatores, de 2 modos :

((a.b).c), (a.(b.c)).

Podemos multiplicar quatro fatores, efetuando multiplicação aos pares com uma sequência
fixada de fatores, de 5 modos :

((a.b).(c.d)), (((a.b).c).d), ((a.(b.c)).d), (a.((b.c).d)), (a.(b.(c.d))).

Podemos multiplicar cinco fatores, efetuando multiplicação aos pares com uma sequência
fixada de fatores, de 14 modos. Seis fatores de 42 modos...

Veja que, a partir do segundo, são os mesmos números obtidos por Euler a cerca de
80 anos. A expressão binomial obtida por Catalan foi a seguinte:

1

n + 1

(
2n

n

)
.

No mesmo ano de 1838, também no Journal the Mathématiques [45], o matemático
judeu Olinde Rodrigues (1794-1851) propôs o seguinte problema:
De quantos modos podemos multiplicar n fatores, efetuando multiplicação aos pares, de

modo que os fatores podem trocar de posição, ou seja, não há uma sequência fixada dos
fatores?

21



Ao relacionar o problema proposto por Catalan e o proposto por Rodrigues, obtemos
a relação de recorrência de ordem 1 abaixo :

Cn =
4n− 2

n+ 1
Cn−1.

Como veremos mais adiante, ao expandirmos a expressão acima iremos obter

Cn =
2 · 6 · 10 · . . . · (4n− 2)

(n+ 1)!

a expressão que Euler comunicou a Goldbach com a alteração En+2 = Cn.

Para ver mais situações, onde os números de Catalan aparecem, consultar as obras
[53], [54] e [26].

1.3 Recorrência de Segner(Recorrência de Ordem 2)

Segner trabalhou no seguinte problema:
Quantas são as triangulações de um polígono de n lados em n - 2 triângulos, utilizando

diagonais que não se intersectam?
Os primeiros 7 resultados que Euler enviou para Segner no século 18, segundo [11], foram

E3 = 1, E4 = 2, E5 = 5, E6 = 14, E7 = 42, E8 = 132 e E9 = 429.

Segner obteve tal recorrência do seguinte modo:
Considere um polígono convexo de n lados.

Podemos particionar o conjunto das triangulações de um polígono convexo de n lados nos
seguintes conjuntos:
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• O conjunto, 41n2, das triangulações onde aparece o triângulo A1AnA2.

• O conjunto, 41n3, das triangulações onde aparece o triângulo A1AnA3.

• E assim sucessivamente até o conjunto, 41n(n−1), das triangulações onde aparece
o triângulo A1AnA(n−1).

Esses conjuntos são disjuntos pois nas triangulações as diagonais não podem se intersec-
tar e em qualquer triangulação de um polígono convexo de n lados aparece apenas um
desses triângulos mencionados anteriormente. Logo, pelo princípio aditivo, o número de
triangulações de um polígono convexo de n lados é igual à soma dos cardinais desses con-
juntos. Quando, na triangulação, tivermos o triângulo A1AnAk com k ∈ {2, . . . , n − 1}
iremos decompor o polígono inicial em um triângulo, um polígono de k lados à direita e
um polígono de n− k + 1 lados à esquerda, logo, pelo princípio multiplicativo, o número
de triangulações onde aparece o triângulo A1AnAk é igual ao número de triangulações
de um polígono convexo de k lados multiplicado pelo número de triangulações de um
polígono convexo de n − k + 1 lados. Se denotarmos por En o número de triangulações
de um polígono convexo de n lados, podemos expressar o número de triangulações de um
polígono convexo de n lados do seguinte modo :

En = En−1 + E3En−2 + . . .+ En−2E3 + En−1.

Para escrever tal expressão de modo mais sintético definamos E2 = 1, e a expressão acima
poderá ser reescrita como :

En = E2En−1 + E3En−2 + . . .+ En−2E3 + En−1E2 =

n−1∑

k=2

EkEn−k+1.

Nessas expressões En é o número de triangulações de um polígono convexo de n lados, em
n − 2 triângulos utilizando diagonais que não se intersectam. Passemos para a notação
atual Cn que é o número de triangulações de um polígono de n+2 lados em n triângulos
utilizando diagonais que não se intersectam. Com isso podemos reescrever a relação de
recorrêcia de Segner, utilizando o fato que En+2 = Cn, como

Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + . . .+ Cn−2C1 + Cn−1C0 =

n−1∑

k=0

CkCn−k−1.
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1.4 Recorrência de ordem 1 e a Expressão Binomial dos

Números de Catalan

Problema de Catalan:
De quantos modos podemos multiplicar n fatores efetuando multiplicação aos pares, com

uma sequência fixada de fatores?
Problema de Rodrigues:
De quantos modos podemos multiplicar n fatores, efetuando multiplicação aos pares, de
modo que os fatores podem trocar de posição (ou seja, não há uma sequência fixada dos

fatores)?
Os números obtidos por Catalan serão denotados por Cn e números obtidos por Rodrigues
são denotados por Rn, onde n é a quantidade de fatores da multiplicação. Podemos
relacionar o problema proposto por Catalan com o problema proposto por Rodrigues do
seguinte modo:
Para cada disposição de n fatores obtida por Catalan podemos gerar n! disposições para o

problema de Rodrigues, logo Rn = n!Cn.

Vamos agora obter a relação de recorrência para Rn, e em seguida obter a relação de
recorrência para Cn. Há Rn−1 modos de multiplicar n − 1 fatores, aos pares sem uma
ordem fixada dos fatores. Numa dada multiplicação de n−1 fatores há n−2 multiplicações
(A.B), em cada multiplicação dessa podemos introduzir o n-ésimo fator α de quatro modos
diferentes

((αA) · B) ou ((Aα) · B) ou (A · (αB)) ou (A · (Bα)).

Como são n − 2 multiplicações, de uma dada disposição de n − 1 fatores já obtivemos
4(n − 2) disposições de n fatores, mas ainda faltam 2 casos. Se P é a multiplicação dos
n−1 fatores, também podemos introduzir o n-ésimo fator α de mais dois modos (α · (P ))

ou ((P ) ·α). Com isso temos que de uma dada disposição de n−1 fatores para o problema
de Rodrigues, podemos obter 4(n−2)+2 = 4n−6 disposições de n fatores para o problema
de Rodrigues. Como há Rn−1 disposições de n − 1 fatores temos a seguinte relação de
recorrêcia :

Rn = (4n− 6)Rn−1

24



que é uma relação de recorrência de primeira ordem. Como já sabíamos que Rn = n!Cn

temos a seguinte relação de recorrência de primeira ordem para os números de Catalan

Cn =
4n− 6

n
Cn−1.

De modo a uniformizar nossa notação, façamos uma pequena alteração na indexação da
expressão Cn = 4n−6

n
Cn−1 , na qual n é a quantidade de fatores na multiplicação. Seja Cn

a quantidade de modos de multiplicar n+ 1 fatores efetuando n multiplicações aos pares
com uma ordem fixada dos fatores. Temos a seguinte relação Cn+1 = Cn, logo

Cn =
4n− 2

n+ 1
Cn−1.

Aí está a relação de recorrência de ordem 1 para os números de Catalan.

Dessa relação de recorrência também podemos obter a expressão de Euler do seguinte
modo :

Cn =
4n− 2

n + 1
Cn−1 =

(4n− 2)(4n− 6)

(n + 1)n
Cn−2 =

(4n− 2)(4n− 6)(4n− 10)

(n+ 1)n(n− 1)
Cn−3 = . . .

. . . =
(4n− 2)(4n− 6)(4n− 10) · . . . · 6 · 2

(n + 1)n(n− 1) · . . . · 3 · 2 C0

e como C0 = 1

Cn =
(4n− 2)(4n− 6) · . . . · 2

(n+ 1)!

que é a expressão obtida por Euler. Também podemos obter a expressão binomial do
seguinte modo:

Cn =
(4n− 2) · (4n− 6) · . . . · 6 · 2

(n + 1)n · . . . · 3 · 2 =
2(2n− 1) · 2(2n− 3) · . . . · 2 · 3 · 2 · 1

(n + 1)!
=

=
(2n− 1)(2n− 3) · . . . · 3 · 1

(n + 1)!
· 2n.

Perceba que (2n− 1)(2n− 3) · . . . · 3 · 1 · 2n · (n!) = (2n)!

Logo, multipliquemos numerador e denominador por 2n · (n!) e assim iremos obter

Cn =
(2n− 1)(2n− 3) · . . . · 3 · 1 · 2n · (n!)

(n+ 1)! · 2n · (n!) · 2n =
(2n)!

(n+ 1)! · 2n · (n!) · 2
n =

(2n)!

(n+ 1)!(n!)

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)

que é a expressão binomial obtida por Catalan nos idos do século 19.
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1.5 Função Geradora Ordinária e a Expressão Binomial

dos Números de Catalan

A técnica das funções geradoras teve origem nos trabalhos do matemático francês Abra-
ham de Moivre (1667-1754), tendo sido muito utilizada por Leonhard Euler (1707-1783)
em problemas de teoria aditiva dos números, especificamente na teoria das partições, o
francês Pierre Simon Laplace (1749-1827) utilizou essa técnica no estudo de probabilidade
e o matemático suíço Nicolau I Bernoulli (1687-1759) utilizou as funções geradoras no es-
tudo das permutações caóticas. Dada uma sequência de números reais (ar), para r ∈ N,
a função geradora ordinária dessa sequência é dada pela seguinte série de potências:

a0 + a1x+ . . .+ anx
n + . . .

Dada a sequência dos números de Catalan (Cn), para n ≥ 0, a função geradora ordinária
da sequência dos números de Catalan é dada por

f(x) = C0 + C1x+ . . .+ Cnx
n + . . . =

∞∑

n=0

Cnx
n.

Realizemos algumas manipulações algébricas com o intuito de obter, explicitamente,
os coeficientes Cn da função geradora ordinária em questão. Vamos lá...
Primeiro multipliquemos f(x) por si mesmo

[f(x)]2 = (C0 + C1x+ C2x
2 + ...) · (C0 + C1x+ C2x

2 + ...) =

= C0C0 + (C1C0 +C0C1)x+ . . .+ (C0Cn−1 +C1Cn−2 + . . .+Cn−2C1 +Cn−1C0)x
n−1 + . . .

Fazendo uso da recorrência de Segner obtemos a seguinte expressão

[f(x)]2 = C1 + C2x+ . . .+ Cnx
n−1 + . . .

Multipliquemos toda a equação por x

[f(x)]2x = C1x+ C2x
2 + . . .+ Cnx

n + . . .

Agora adicionemos C0 a ambos os membros da equação

C0 + [f(x)]2x = C0 + C1x+ C2x
2 + . . .+ Cnx

n + . . .
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Logo,
C0 + [f(x)]2x = f(x)

é uma equação do segundo grau em f(x), e como C0 = 1

xf 2 − f + 1 = 0

resolvendo essa equação na variável f iremos obter

f(x) =
1±
√
1− 4x

2x
.

Não podemos ter

f(x) =
1 +
√
1− 4x

2x

pois nesse caso, quando x→ 0, nós teremos que f(x)→∞, e de

f(x) = C0 + C1x+ . . .+ Cnx
n + ... = C0 +

∞∑

n=1

Cnx
n

nós temos que
f(0) = C0 = 1.

Então, podemos concluir que

f(x) =
1−
√
1− 4x

2x
.

Vamos agora fazer uso do Teorema Binomial para expressar
√
1− 4x como uma série

de potências e, enfim, obter uma expressão de f(x) como série de potências com os
coeficientes bem determinados. Do Teorema Binomial

(1− 4x)1/2 = 1− (1
2
)

1
4x+

(1
2
)(−1

2
)

2 · 1 (4x)2 − (1
2
)(−1

2
)(−3

2
)

3 · 2 · 1 (4x)3 + . . . =

= 1− 1

1!
2x− 1

2!
4x2 − 3 · 1

3!
8x3 − 5 · 3 · 1

4!
16x4 − . . .

logo,
1− (1− 4x)1/2 =

1

1!
2x+

1

2!
4x2 +

3 · 1
3!

8x3 +
5 · 3 · 1

4!
16x4 + · · ·

então
f(x) =

1
1!
2x+ 1

2!
4x2 + 3·1

3!
8x3 + 5·3·1

4!
16x4 + . . .

2x
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daí chegamos à seguinte expressão

f(x) = 1 +
1

2!
2x+

3 · 1
3!

22x2 + . . .+
(2n− 1)(2n− 3)(2n− 5) · . . . · 3 · 1

(n+ 1)!
· 2nxn + . . .

Ao multiplicarmos por n!, numerador e denominador da parcela que contém a potência
xn, iremos obter

1·(0!
0!
)+

1 · 21(1!)
(2!)(1!)

x+
3 · 1 · 22(2!)
(3!)(2!)

x2+. . .+
(2n− 1)(2n− 3)(2n− 5) . . . 3 · 1 · 2n(n!)

(n+ 1)!(n!)
xn+. . .

usando o fato de que (2n−1)(2n−3)(2n−5) · . . . ·3 ·1 ·2n(n!) = (2n)!, podemos reescrever
f(x) como sendo

f(x) = 1 +

(
2!

2!1!

)
x+

(
4!

3!2!

)
x2 + . . .+

(
(2n)!

(n + 1)!n!

)
xn + . . . =

= 1 +
1

2

(
2!

1!1!

)
x+

1

3

(
4!

2!2!

)
x2 + . . .+

1

n + 1

(
(2n)!

n!n!

)
xn + . . .

f(x) = 1 +
1

2

(
2

1

)
x+

1

3

(
4

2

)
x2 + . . .+

1

n+ 1

(
2n

n

)
xn + . . .

Como inicialmente tínhamos que

f(x) = C0 + C1x+ . . .+ Cnx
n + . . .

ao comparar os coeficientes dos termos de mesmo grau podemos concluir que

Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
; ∀ n ∈ N.
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1.6 Outro Modo de Obter a Expressão Binomial dos

Números de Catalan

Pensemos no seguinte problema :
Dado o reticulado Z2 em R2, de quantos modos podemos ir da origem A = (0, 0) até o

ponto B = (n, n), onde n ∈ N, nos deslocando pelos pontos do reticulado com dois tipos
de movimentos permitidos:

• um passo para o norte (N)

• um passo para o leste (L)

e de modo que nunca fiquemos no semiquadrante superior à reta y = x, ou seja, nunca
fiquemos na região de R2 determinada pela inequação y > x.

Perceba que podemos identificar cada trajeto de A até B (satisfazendo as condições es-
tabelecidas acima) com um anagrama onde aparecem os símbolos L e N (L significa um
passo para o leste, N significa um passo para o norte) em quantidades iguais e quando
percorremos o anagrama da esquerda para a direita a quantidade de símbolos L é maior
ou igual que a quantidade de símbolos N . Em combinatória diz-se que é uma Palavra de
Dick, de tamanho par. Vamos descrever alguns casos...

• Por convenção, quando n = 0, há um único modo de realizar o trajeto que é ficar
onde está, pois nesse caso A e B coincidem.

• Quando n = 1 só há um modo: LN .
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• Quando n = 2 há dois modos: LNLN ou LLNN .

• Para n = 3 há 5 modos: LNLNLN , LNLLNN , LLNLNN , LLNNLN e LLLNNN .

• Para n = 4 já são 14 modos.

• Para n = 5 são 42 modos . . .

Exatamente os números de Catalan!

Para contar o número de trajetos da origem A = (0, 0) até o ponto B = (n, n) nas
condições dadas, podemos pensar do seguinte modo. Primeiro obtemos a quantidade total
de trajetos da origem A = (0, 0) até o ponto B = (n, n) ( sem a restrição de nunca ficar
na porção superior à reta y = x ) e desse valor subtraimos a quantidade de trajetos que
transgridem as condições dadas.

O total de trajetos de A até B igual à quantidade de anagramas onde L aparece n

vezes e N aparece n vezes
(2n)!

(n!)(n!)
=

(
2n

n

)
.

Vamos agora obter o número de trajetos transgressores. O método utilizado é atribuído
ao matemático francês Désiré André que viveu nos séculos 18 e 19. Basicamente o que
iremos fazer é associar a cada trajeto transgressor, da origem A = (0, 0) até o ponto
B = (n, n), um trajeto de A = (0, 0) até o ponto B′ = (n− 1, n+ 1) do seguinte modo.

Em todo trajeto transgressor existe o primeiro ponto P onde ele cruza a reta y = x, nesse
momento a quantidade de deslocamentos para o norte é uma unidade maior que a quan-
tidade de deslocamentos para o leste, ou seja, nesse momento teremos r deslocamentos
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para leste e r + 1 deslocamentos para o norte. Restando n − r deslocamentos para o
leste e n − (r + 1) deslocamentos para o norte. O que iremos fazer é, a partir do ponto
P , inverter os deslocamentos. O norte se transforma em leste e vice-versa. Com isso
teremos mais (n− r) deslocamentos norte e n− (r + 1) deslocamentos leste. Totalizando
r + (n − (r + 1)) = n − 1 deslocamentos leste e r + 1 + (n − r) = n + 1 deslocamentos
norte. E assim teremos um trajeto de A = (0, 0) até B′ = (n− 1, n+1). Como para cada
trajeto transgressor de A = (0, 0) até B = (n, n) podemos associar um único trajeto de
A = (0, 0) até B′ = (n− 1, n+1) e vice-versa, o número de trajetos transgressores é igual
ao número de trajetos de A = (0, 0) até B′ = (n− 1, n + 1), que por sua vez ao total de
anagramas onde o L aparece n + 1 vezes e o N aparece n− 1 vezes que é dado por

(2n)!

((n− 1)!)((n+ 1)!)
=

(
2n

n− 1

)
.

Logo, o número de trajetos que satisfazem as condições iniciais é dado por

Cn =

(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
=

1

n + 1

(
2n

n

)
.

E assim obtemos a expressão binomial para os números de Catalan.

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
; ∀ n ∈ N.

Observação. 1.6.1.

No capítulo 4 iremos ver outra situação problema onde os números de Catalan aparecem, é

exatamente o problema que dá título a esta dissertação. O problema do passeio de Catalan
na praia criado por Niederhausen (ver [41]).
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Capítulo 2

Geometria Algébrica

Nesse capítulo o corpo K será infinito, de característica zero e algebricamente fechado,
que naturalmente pode ser o corpo dos número complexos C.

2.1 Espaço Projetivo Pn

O espaço projetivo de dimensão n sobre o corpo K é o conjunto de todas as retas, em
Kn+1, que passam pela origem de Kn+1 e será denotado por Pn

K ou Pn. Vendo Kn+1

como um espaço vetorial de dimensão n+1, sobre o corpo K, Pn
K é a reunião de todos os

subespaços vetoriais unidimensionais do espaço vetorial Kn+1. Lembremos que uma reta
que passa pela origem de Kn+1 pode ser representada por infinitos pontos de Kn+1 (no
caso de K infinito). Dois pontos, (x0, x1, . . . , xn), (x′

0, x
′
1, . . . , x

′
n) ∈ Kn+1 \ (0, 0, . . . , 0),

representam a mesma reta que passa pela origem de Kn+1 se, e somente se, ∃λ ∈ K∗

tal que (x0, x1, . . . , xn) = λ(x′
0, x

′
1, . . . , x

′
n). Como os elementos de Pn

K são as retas de
Kn+1 que passam pela origem, podemos reescrever tal fato na linguagem da geometria
algébrica do seguinte modo: um ponto x ∈ Pn

K pode ser representado por um (n+1)-upla
(x0, x1, . . . , xn) 6= (0, 0, . . . , 0) em Kn+1. (x′

0, x
′
1, . . . , x

′
n) ∈ Kn+1 define o mesmo ponto

em Pn
K se, e somente se, ∃λ ∈ K∗ tal que (x0, x1, . . . , xn) = λ(x′

0, x
′
1, . . . , x

′
n). Uma (n+1)-

upla representando x ∈ Pn
K é chamada de um sistema de coordenadas homogêneas de
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x e será denotada por x = [x0 : . . . : xn].

E agora surge uma pergunta :
Quando um elemento de Pn

K é raiz de um polinômio F ∈ K[X0, . . . , Xn]?

• x ∈ Pn
K é dito ser uma raiz do polinômio F se, e somente se, F (x) = 0 para todo

sistema de coordenadas homogêneas de x.

E agora surge outra pergunta...
Quais polinômios F ∈ K[X0, . . . , Xn] possuem raizes em Pn

K?

• Se F é um polinômio homogêneo é suficiente que a condição seja satisfeita para um
sistema de coordenadas homogêneas de x = [x0 : . . . : xn]. Pois se F é um polinômio
homogêneo de grau d, então F (λ · x) = λdF (x). Disso concluimos que

F (x) = 0 ⇐⇒ F (λ · x) = 0 ∀λ ∈ K∗.

• Analisemos agora o caso em que F não é um polinômio homogêneo e deg(F ) = d.
Seja F = F0 + . . . + Fd a decomposição de F na soma de polinômios homogêneos
Fk de grau k ∈ {0, . . . , d}.
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F (x) = 0 se, e somente se,

Fk(x0, . . . , xn) = 0 ∀k ∈ {0, . . . , d} e um (x0, . . . , xn) ∈ Kn+1 tal que x = [x0 : . . . : xn].

Realmente :
F (λX) = F0(X) + λF1(X) + . . .+ λdFd(X)

se anula para infinitos λ ∈ K se, e somente se,

Fk(x0, . . . , xn) = 0 ∀k ∈ {0, . . . , d}.

Com isso podemos concluir que um polinômio não homogêneo F ∈ K[X0, . . . , Xn]

possui X ∈ Pn
K como raiz se, e somente se, todas as partes homogêneas de F possuem

X ∈ Pn
K como raiz.

Definição. 2.1.1. (Graduação de um Anel)

Uma graduação de um anel G é uma família {Gk}k∈Z de subgrupos Gk do grupo aditivo
do anel G tais que

1. G =
⊕
k∈Z

Gk;

2. Gi ·Gj ⊂ Gi+j ∀i, j ∈ Z.

Definição. 2.1.2. (Anel Graduado)

Um anel G é chamado de anel graduado se G for provido de uma graduação {Gk}k∈Z. Se
Gk = 0 para k < 0, o anel G é chamado de positivamente graduado. Os elementos de

Gk são os elementos homogêneos de grau k do anel G. Pelo item 1 da definição 2.1.1,
g ∈ G é escrito como g =

∑
k∈Z

gk com gk ∈ Gk, ∀ k ∈ Z e gk é chamado de componente

homogênea de grau k de g.

Exemplo. 2.1.3. (Graduações de um Anel de Polinômios)

1. Qualquer anel de polinômios G = R[X0, . . . , Xn] sobre o anel R é positivamente

graduado. Os elementos homogêneos de grau k são os polinômios homogêneos de
grau k ∑

v0+...+vn=k

ρv0...vnX
v0
0 · . . . ·Xvn

n

Chamamos essa graduação de Graduação Canônica do anel de polinômios.
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2. Dado um ponto (α0, . . . , αn) ∈ Zn+1, o conjunto Gk dos polinômios quasehomogêneos
de tipo (α0, · · · , αn) e grau k

∑

α0v0+...+αnvn=k

ρv0···vnX
v0
0 · . . . ·Xvn

n

define uma graduação no anel de polinômios R[X0, . . . , Xn].

Definição. 2.1.4. (Transformação Projetiva de Coordenadas ou Projetividade)

Uma transformação projetiva de coordenadas é uma aplicação linear de Pn
K em Pn

K dada

pela matriz A ∈ GL(n + 1, K).
Pn
K −→ Pn

K

[x0 : . . . : xn] −→ [x0 : . . . : xn]A

Definição. 2.1.5. (Variedade Projetiva)

Seja V ⊆ Pn
K. Se existem uma família de índices I e um conjunto de polinômios homogê-

neos S = {fi | fi ∈ K[X1, . . . , Xn] ; ∀ i ∈ I}, tais que V é o conjunto solução do sistema

de equações
fi(X1, . . . , Xn) = 0, para todo i ∈ I,

V é chamado de Variedade Algébrica Projetiva. Tal sistema de equações polinomiais é

chamado de um sistema de equações definidoras da variedade algébrica projetiva V .

Observação. 2.1.6.

Devido ao Teorema da Base de Hilbert, podemos, de antemão, considerar que tal família

de índices I é finita.

Observação. 2.1.7.

O conceito de variedade projetiva é invariante por transformações afins de coordenadas.

Vejamos alguns exemplos de variedades projetivas.

Exemplo. 2.1.8. (Hipersuperfície Projetiva)

Uma hipersuperfície projetiva é dada pelo conjunto solução de um sistema polinomial
com uma única equação F = 0, onde F é um polinômio homogêneo não constante. Se

o polinômio homogêneo F for linear então a hipersuperfície projetiva será chamada de
hiperplano projetivo.
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Exemplo. 2.1.9. (Variedade Linear)

É o conjunto solução de um sistema de equações lineares homogêneas. Se um sistema de

equações lineares homogêneas tem posto r, então temos uma variedade linear de dimensão
dim = n− r. Em particular, se dim = 1 ( ou seja, se o sistema tem posto n− 1 ) temos

um reta projetiva.

Um fato interessante a respeito do espaço projetivo Pn, é que algumas vezes ele pode
ser visto como um Espaço de Parâmetros, como é o caso de P5 que pode ser visto como
um espaço de parâmetros das quádricas de P2, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo. 2.1.10.

Uma quádrica em P2 é dada por um polinômio quadrático homogêneo irredutível em 3

variáveis,

F (X : Y : Z) = a0X
2 + a1XY + a2XZ + a3Y

2 + a4Y Z + a5Z
2

como cF , com c ∈ K∗, define a mesma quádrica, podemos pensar em F como um

ponto de P5. Mais precisamente, um elemento v ∈ P5 é uma classe de equivalência onde
qualquer representante é da forma cv, com c ∈ K∗. Portanto v pode ser identificado com

uma quádrica dada pelo polinômio quadrático homogêneo F . Podemos identificar uma
quádrica de P2 com um ponto de P5 do seguinte modo

F = [a0 : a1 : a2 : a3 : a4 : a5]

onde a0, a1, a2, a3, a4, a5 são os coeficientes dos monômios de F . Cada ponto de P5 cor-

responde a uma única quádrica F . Dizemos que P5 parametriza as quádricas do plano
projetivo, ou seja, P5 é o espaço de parâmetros das quádricas de P2.

Para maiores detalhes consultar [27], [20] e [22].
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2.2 Grassmanniana de retas

Vamos agora estudar o espaço de parâmetros conhecido como a Grassmanniana de retas.
Nesta secção a palavra dimensõ faz referência à dimensão de um objeto visto como espaço
vetorial.

Definição. 2.2.1. (Grassmanniana)

Seja V um espaço vetorial. A Grassmanniana G(r, V ) é definida como sendo o conjunto
dos subespaços lineares de dimensão r do espaço vetorial V . No caso da dimensão de V

ser n, podemos denotar tal Grassmanniana por G(r, n).

Observação. 2.2.2.

Pn = G(1, n+ 1).

No nosso caso estamos interessados em estudar as Grassmannianas de retas de um certo
espaço projetivo associado ao espaço vetorial V . Vamos agora "brincar" um pouco com
a Grassmanniana das retas de P3.

Definição. 2.2.3. (Grassmanniana das Retas de P3)

A Grassmanniana das retas de P3 é o conjunto dos subespaços vetoriais bidimensionais

de K4, tais subespaços são chamados de planos do espaço vetorial K4. A Grassmanniana
das retas de P3 será denotada por G(2, 4) ou G(1, 3).

Observação. 2.2.4. (Dimensão de G(2, 4))

Lembremos que dados Ui = {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn tal que xi 6= 0} onde i ∈ {0, 1, ..., n},
podemos cobrir Pn com esses U ′

is do seguinte modo

Pn =
⋃

0≤i≤n

Ui.

Façamos o mesmo com G(2, 4). Seja α um plano de K4, tomemos a1 = (a11, a12, a13, a14)

e a2 = (a21, a22, a23, a24) como dois geradores do plano α. Logo a1 e a2 são linearmente
independentes. Representemos o plano α pela seguinte matriz :

A =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
.
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Seja U12 = {α ∈ G(2, 4) tal que a11a22 − a21a21 6= 0}. Sabemos da Álgebra Linear que,
independetemente da base escolhida, cada plano α ∈ U12 possui uma representação única

do seguinte modo :

B =

(
1 0 b13 b14

0 1 b23 b24

)
.

Reciprocamente, a cada matriz como acima corresponde um único plano de U12. Com

isso, fica estabelecida uma bijeção entre os planos de U12 e os pontos de K4. Logo U12 tem
dimensão 4. Seja Uij = {α ∈ G(2, 4) tal que a1ia2j − a2ia1j 6= 0} com i < j. Há

(
4
2

)
= 6

Uij’s, são eles U12, U13, U14, U23, U24, U34. E estes cobrem G(2, 4) pois

G(2, 4) =
⋃

1≤i<j≤4

Uij .

Como cada Uij tem dimensão 4 e foi utilizada uma quantidade finita de Uij’s para cobrir

G(2, 4) podemos afirmar que a dimensão de G(2, 4) é 4.

Um fato interessante com relação à Grassmanniana de retas de P3, G(2, 4), é que a
mesma pode ser vista como uma quádrica de P5. Para tal consideremos o plano α ∈ K4

dado pela matriz

A =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)

e sejam pij = a1ia2j − a2ia1j com 1 ≤ i < j ≤ 4, os menores 2 × 2 da matriz acima
considerando as colunas i e j.

Teorema. 2.2.5.

Existe uma bijeção entre os pontos de G(2, 4) e os pontos [x0 : x1 : x2 : x3 : x4 : x5] ∈ P5

que são raízes da quádrica de P5 dada pelo polinômio

F = X0X5 −X1X4 +X2X3.

Demonstração. Dado o plano α ∈ G(2, 4), seja

A =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
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uma matriz que o representa. Consideremos a aplicação

Φ : G(2, 4) −→ P5

α −→ Φ(α) = [p12 : p13 : p14 : p23 : p24 : p34]

onde os pij’s são os menores 2×2 da matriz que representa o plano α ∈ G(2, 4). Como a1 =

(a11, a12, a13, a14) e a2 = (a21, a22, a23, a24) são linearmente independentes então algum dos
pij ’s é diferente de zero. Se

A′ =

(
a′11 a′12 a′13 a′14

a′21 a′22 a′′23 a24

)

é outra representação do plano α ∈ G(2, 4), da álgebra linear sabemos que existe uma
matriz T 2× 2 invertível tal que

A′ = AT.

Ao olhar para os menores 2 × 2 vemos que A′
ij = AijT , considerando as colunas i e j,

logo det(A′
ij) = det(AijT ). Isto quer dizer que p′ij = pijdet(T ) ; ∀ 1 ≤ i < j ≤ 4. Como

det(T ) 6= 0 podemos garantir que

[p12 : p13 : p14 : p23 : p24 : p34] = [p′12 : p
′
13 : p

′
14 : p

′
23 : p

′
24 : p

′
34].

Logo Φ está bem definida. Vamos agora verificar que Φ é, de fato, uma bijeção entre
G(2, 4) e a quádrica de P5 dada pela equação

F = X0X5 −X1X4 +X2X3.

Primeiro verifiquemos que

α ∈ G(2, 4) =⇒ F (Φ(α)) = 0.

Como Φ(α) = [p12 : p13 : p14 : p23 : p24 : p34], ao substituirmos as coordenadas de Φ(α) na
equação da quádrica de P5

F = X0X5 −X1X4 +X2X3

teremos que
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F (Φ(α)) = p12p34 − p13p24 + p14p23 = (a11a22 − a12a21)(a13a24 − a14a23)

−(a11a23 − a13a21)(a12a24 − a14a22) + (a11a24 − a14a21)(a12a23 − a13a22).

Desse modo temos a garantia que

F (Φ(α)) = 0.

Agora verifiquemos que, dado um ponto

P = [x0 : x1 : x2 : x3 : x4 : x5] ∈ P5

satisfazendo a equação
X0X5 −X1X4 +X2X3 = 0

existe um elemento α0 ∈ G(2, 4) tal que Φ(α0) = P . Seja x0 6= 0 (a demonstração dos
outros casos é análoga). Logo podemos supor que x0 = 1. Como P é raiz do polinômio

F = X0X5 −X1X4 +X2X3

temos que x5 = x1x4 − x2x3 e perceba que o plano α0 ∈ G(2, 4) dado pela matriz
(

1 0 −x3 −x4

0 1 x1 x2

)

é tal que
Φ(α0) = [1 : x1 : x2 : x3 : x4 : x5].

Além disso, se α1 ∈ G(2, 4) é tal que Φ(α1) = P , temos que α1 é dado pela mesma base
acima. Logo α0 = α1. Com isso fica estabelecida a bijeção entre G(2, 4) (a Grassmanniana
das retas de P3) e a quádrica de P5 dada pelo polinômio

F = X0X5 −X1X4 +X2X3.
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Definição. 2.2.6. (Mergulho de Plücker em P5)

A aplicação

Φ : G(2, 4) −→ P5

α −→ Φ(α) = [p12 : p13 : p14 : p23 : p24 : p34]

é chamada de mergulho de Plücker em P5, onde pij = a1ia2j − a2ia1j com 1 ≤ i < j ≤ 4,
são menores 2× 2 da matriz que representa α considerando as colunas i e j.

Definição. 2.2.7. (Coordenadas de Plücker)

Dado um plano α ∈ G(2, 4), as coordenadas da imagem de α pelo mergulho de Plücker

são chamadas de coordenadas de Plücker em P5.

Definição. 2.2.8. (Quádrica de Plücker-Klein)

A quádrica em questão X0X5−X1X4+X2X3 é conhecida como quádrica de Plücker-Klein.

Fazendo analogia com G(2, 4), vamos estudar um pouco a Grassmanniana das retas
de Pn−1, G(2, n).

Definição. 2.2.9. (Grassmanniana das Retas de Pn−1)

A Grassmanniana das retas de Pn−1 é o conjunto dos subespaços vetoriais bidimensionais
de Kn, tais subespaços são chamados de planos de Kn. A Grassmanniana das retas de

Pn−1 será denotada por G(2, n) ou por G(1, n− 1).

Os elementos de G(2, n) são os subespaços bidimensionais do espaço vetorial Kn, logo
podem ser descritos por matrizes 2× n de posto 2

A =

(
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

)
.

Consequentemente, G(2, n) pode ser coberta por
(
n
2

)
subespaços Uij , com 1 ≤ i < j ≤ n,

de dimensão 2(n− 2), onde U12 é o conjunto das matrizes da forma

B =

(
1 0 b13 · · · b1n

0 1 b23 · · · b2n

)

41



os outros Uij’s s ao obtidos de U12 por permutação das colunas.
Sejam

pij(A) =

∣∣∣∣∣
a1i a1j

a2i a2j

∣∣∣∣∣ , 1 ≤ i < j ≤ n

os menores 2 × 2 da matriz A. Como a razão pij(A)

prs(A)
independe do representante do

subespaço gerado por A,

Φ(A) = [p12(A) : . . . : pij(A) : . . . : p(n−1)(n)(A)] ∈ P(
n
2)−1 , 1 ≤ i < j ≤ n,

depende unicamente do subespaço em questão e não do representante. Chamamos as co-
ordenadas pij(A) ∈ P(

n
2)−1 , 1 ≤ i < j ≤ n, de coordenadas de Plücker da Grassmanniana

G(2, n).

Definição. 2.2.10. (Mergulho de Plücker em P(
n
2)−1)

A aplicação
Φ : G(2, n) −→ P(

n
2)−1

[A] −→ Φ(A) = [p12(A) : . . . : pij(A) : . . . : p(n−1)(n)(A)]

é chamada de mergulho de Plücker.

G(2, n) é o conjunto dos pontos [x0 : . . . : x(n2)−1] ∈ P(
n
2)−1 que são raízes do sistema de

equações polinomiais

Xr1r2Xr3r4 −Xr1r3Xr2r4 +Xr1r4Xr2r3 = 0 , tal que 0 ≤ r1 < r2 < r3 < r4 ≤ n

Observação. 2.2.11.

Xrirj são as coordenadas em P(
n
2)−1 e rirj , com i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, são pares de inteiros

distindos escritos em ordem lexicográfica. Teremos um total de
(
n+1
4

)
equações.

Um fato curioso a respeito da Grassamaniana G(2, n+2) é que o grau, via o mergulho
de Plücker, dessa Grassmanniana é dado pelo n-ésimo número de Catalan,

Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
; ∀ n ∈ N.
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Observação. 2.2.12.

Se X ⊂ PN é uma variedade de codimensão s ( ou seja, dimensão N − s ), então o grau

de X é o número de pontos de intersecção de X com um s-plano em posição geral.

Para maiores detalhes ver [20], [2], [58], [40] e [46].

2.3 Variedades de Schubert

Espaços vetoriais de mesma dimensão são isomorfos, do ponto de vista da Álgebra Linear.
Por conta disso se faz necessário um outro modo de distinguir os elementos de uma
Grassmanniana G(k, n). Nesta direção vamos definir o que vêm a ser as Variedades de
Schubert. Por uma questão didática, comecemos nosso estudo pela Grassmanniana das
retas de P3, G(2, 4) = G(1, 3).

Definição. 2.3.1.

Sejam Λ0 $ Λ1 dois subespaços vetorias do espaço vetorial P3. O conjunto:

Ω(Λ0,Λ1) := {L ∈ G(1, 3) | dim(L ∩ Λ0) ≥ 0 e dim(L ∩ Λ1) ≥ 1}

é chamado de Variedade de Schubert associada ao par (Λ0,Λ1).

Note que podemos reescrever o conjunto acima do seguinte modo:

Ω(Λ0,Λ1) := {L ∈ G(1, 3) | L ∩ Λ0 6= φ e L ⊂ Λ1}

Observação. 2.3.2.

Mais adiante o par (Λ0,Λ1) será chamado de bandeira.

Analisemos todas as possibilidades dependendo das dimensões de Λ0 e Λ1.

1. Λ0
∼= P2 e Λ1

∼= P3. Neste caso cada reta L ∈ P3 intersecta o plano projetivo
Λ0
∼= P2 e está contida em Λ1

∼= P3. Com isso podemos concluir que

Ω(Λ0,Λ1) = Ω(P2,P3) = G(1, 3).

43



2. Λ0
∼= P1 e Λ1

∼= P3. Neste caso Ω(Λ0,P3) é o conjunto das retas de P3 que intersectam
a reta projetiva Λ0

∼= P1.

3. Λ0
∼= P0 e Λ1

∼= P3. A variedade Ω(Λ0,Λ1) = Ω(P0,P3) é o conjunto das retas de P3

que passam pelo ponto Λ0
∼= P0.

4. Λ0
∼= P1 e Λ1

∼= P2. Agora, a variedade de Schubert Ω(Λ0,Λ1) = Ω(P1,P2) é o
conjunto das retas de P3 que estão contidas no plano projetivo Λ1

∼= P2.

5. Λ0
∼= P0 e Λ1

∼= P2. Esta variedade de Schubert é o conjunto das retas projetivas
contidas no plano projetivo Λ1

∼= P2 e que passam pelo ponto Λ0
∼= P0 ∈ Λ1

∼= P2.

6. Λ0
∼= P0 e Λ1

∼= P1. A variedade de Schubert associada ao par (Λ0,Λ1) é o conjunto
das retas projetivas de P3 que passam pelo ponto Λ0

∼= P0 e estão contidas na reta
Λ1
∼= P1, ou seja, este conjunto possui apenas a reta projetiva Λ1

∼= P1.

De modo geral temos o seguinte.

Definição. 2.3.3. (Bandeira de Subespaços Vetoriais)

Uma bandeira associada a um espaço vetorial V é uma sequência encaixada de subespaços

vetoriais de V . Por exemplo, uma bandeira de k + 1 subespaços vetoriais de V é dada
pela seguinte sequência:

Λ0 $ Λ1 $ . . . $ Λk.

Definição. 2.3.4. (Variedade de Schubert)

Definimos a Variedade de Schubert, associada à bandeira

Λ0 $ Λ1 $ . . . $ Λk,

como sendo o conjunto

Ω(Λ0, . . . ,Λk) = {Λ ∈ G(k, n) | dim(Λ ∩ Λi) ≥ i; ∀i = 0, . . . , k}.

Como as projetividades de Pn atuam transitivamente no conjunto das bandeiras de
mesma dimensão, consequentemente isto ocorre com as correspondentes variedades de
Schubert. Com isso temos que uma classe de equivalência por projetividades é chamada
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de um ciclo de Schubert e será denotado por Ω(α0, . . . , αk), onde αi = dim(Λi) para todo
representante da classe.

Definição. 2.3.5. (Ciclo Especial de Schubert)

Um ciclo especial de Schubert associado à Grassmanniana G(k, n) é definido como

σa = Ω(n− k − a, n− k + 1, . . . , n)

ou seja, o ciclo dos k-planos que intersectam um subespaço vetorial de dimensão n−k−a.
Claro que só faz sentido se 0 ≤ a ≤ n− k.

2.4 Ciclos de Schubert e Anel de Chow

Vamos nesta secção descrever, de modo suscinto, a construção do Anel de Chow. Para
maiores detalhes consultar [21] apêndice A, [18] secção 2.3, [59], também os clássicos da
teoria de intersecção escritos por William Fulton [12] e [13].

No que segue X será uma variedade algébrica irredutível de dimensão N .

Definição. 2.4.1.

Um ciclo de codimensão r sobre Xé um elemento do grupo abeliano livremente gerado
pelas subvariedades de X de codimensão r. Logo, um ciclo Y pode ser escrito como

Y =
∑

niYi,

onde ni ∈ Z e Yi são subvariedades de codimensão r, para todo i.

Definição. 2.4.2.

Dizemos que duas variedades Y e Y ′ de codimensão r são racionalmente equivalentes se

existir uma subvariedade Z ⊂ Y de codimensão r−1 e um morfismo f : Z −→ P1 tal que
Y = f−1(0) e Y ′ = f−1(∞).

Denoteremos por [Y ] a classe de equivalência da subvariedade Y . Esta relação de
equivalência extendível aos ciclos de X. Para cada r seja Ar(X) o grupo dos ciclos de
codimensão r módulo equivalência racional. Temos que A0(X) = Z, gerado pela classe
da variedade X e Ar(X) = 0 se r > N .
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Definição. 2.4.3. (Grupo de Chow)

O grupo de Chow de X se denota por A∗(X) e é definido como a seguinte soma direta:

A∗(X) :=
N⊕

r=0

Ar(X).

Para dar uma estrutura de anel ao grupo de Chow A∗(X), temos que definir um
produto entre os ciclos. A idéia é que se temos duas subvariedades Y e W de codimensão
r e s respectivamente, a intersecção em geral é uma subvariedade de codimensão r + s.
Passando às classes de equivalência dos ciclos podemos definir uma multiplicação

Ar(X)×As(X) −→ Ar+s(X).

Definição. 2.4.4. (Anel de Chow)

O anel de Chow de X é definido como o grupo de Chow juntamente com o produto expli-
cado anteriormente. Denotaremos o anel de Chow por A∗(X).

Observação. 2.4.5.

O anel de Chow também é chamado de Anel de Intersecção de Chow.
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Capítulo 3

Cálculo de Schubert numa Álgebra de

Grassmann

Nesse capítulo, será assumido o conhecimento prévio de alguns resultados básicos de Ál-
gebra exterior (sinônimo de Álgebra de Grassmann), produto exterior e também sobre
módulos livres. Uma exposição suscinta e objetiva para nossos propósitos pode ser en-
contrada em [18] e em [22].

No que segue, A é um anel comutativo com identidade e M um A-módulo, não necessari-
amente finitamente gerado sobre A, mas nosso caso de interesse é A = Z e M = Zn um Z
módulo livre de posto n > 0. Seja t uma indeterminada sobre A e A[[t]] o anel das séries
formais de potências em t a coeficientes em A. Seja

∧
M [[t]] :=

∧
(M ⊗A A)[[t]]

Um elemento de
∧

M [[t]] é uma série de potências em t a coeficientes em
∧
M , onde

∧
M =

⊕

k≥0

k∧
M

é a álgebra exterior associada ao A-módulo M .
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3.1 Derivações de Hasse-Schmidt em uma Álgebra Ex-

terior

Definição. 3.1.1. (Derivação de Hasse-Schmidt)

Uma derivação de Hasse-Schmidt Dt em
∧
M , ou simplesmente uma HS-derivação em

∧
M , é um homomorfismo de A-álgebras

Dt :
∧

M −→
∧

M [[t]]

definido do seguinte modo:

Dt(α) =
∑

i≥0

Di(α)t
i, ∀ α ∈

∧
M ; onde Di :

∧
M −→

∧
M.

Note que, uma derivação de Hasse-Schmidt determina e é determinada por seus coefi-

cientes Di, que são aplicações como descritas.

Surge agora uma pergunta natural: O que sabemos sobre cada aplicação Di?
Nós temos a chamada regra de Leibniz generalizada.

Proposição. 3.1.2. (Regra de Leibniz Generalizada)

Dk(α ∧ β) =

k∑

i=0

Di(α) ∧Dk−i(β), ∀ α, β ∈
∧

M e ∀ k ≥ 0. (3.1)

Demonstração. Pela definição de Dt, temos que

Dt(α ∧ β) =
∑

i≥0

Di(α ∧ β)ti.

Como Dt é um homomorfismo de A-álgebras

Dt(α ∧ β) = Dt(α) ∧Dt(β) =

(∑

i≥0

Di(α)t
i

)
∧
(∑

j≥0

Dj(β)t
j

)
.

Logo, Dk(α∧ β) é o coeficiente de tk em ambas as expressões, com isso podemos concluir
que

Dk(α ∧ β) =
∑

i+j=k
i,j≥0

Di(α) ∧Dj(β) =
k∑

i=0

Di(α) ∧Dk−i(β), ∀ k ≥ 0.
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Exemplo. 3.1.3. D0,D1,D2

(i) D0 :
∧

M −→ ∧
M é um homomorfismo de A-álgebras, pois pela regra de Leibniz

generalizada temos que

D0(α ∧ β) = D0(α) ∧D0(β), ∀ α, β ∈
∧

M.

(ii) D1(α ∧ β) = D1(α) ∧D0(β) +D0(α) ∧D1(β), ∀ α, β ∈ ∧M .
Note que, quando D0 = id∧M , D1 funcionará como derivação usual de ordem 1:

D1(α ∧ β) = D1(α) ∧ β + α ∧D1(β).

Consequentemente

Dk
1(α ∧ β) =

k∑

i=0

(
k

i

)
Di

1(α) ∧Dk−i
1 (β), ∀ k ≥ 0.

(iii) D2(α ∧ β) = D2(α) ∧D0(β) +D1(α) ∧D1(β) +D0(α) ∧D2(β), ∀ α, β ∈ ∧M.

Observação. 3.1.4.

Como Dt =
∑

i≥0Dit
i, a sequência dos coeficientes de Dt, D := (D0,D1,D2, . . .), será

também chamada de derivação de Hasse-Schmidt. Os Di’s serão chamados de compo-

nentes de D. Os símbolos Dt e D serão ambos utilizados para denotar as HS-derivações.

Proposição. 3.1.5.

Seja δt : M −→M [[t]], um homomorfismo de A-módulos. Existe uma única HS-derivação:

Dt :
∧

M −→
∧

M [[t]] tal que Dt|M = δt.

Demonstração. Como M é um A-módulo, sua álgebra exterior é dada por

∧
M :=

⊕

k≥0

k∧
M =

0∧
M +

1∧
M +

2∧
M + . . . = A +M +

2∧
M + . . .

∀ µ ∈ ∧M , µ é soma finita de elementos homogêneos, µ = µk1 + . . . + µkh, onde µkj ∈∧kj M e j ∈ {1, . . . , h}. Logo, verifiquemos que tal propriedade é válida ∀ µ ∈ ∧k M
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(∀ k ≥ 1). Portanto, µ é soma finita de elementos da forma mi1 ∧ . . . ∧ mik , onde
mi1 , . . . , mik ∈M :

µ =
∑

i1,...,ik

mi1 ∧ . . . ∧mik .

Vamos agora provar a existência da extensão Dt de δt. Definamos Dt :
∧
M −→ ∧

M [[t]]

do seguinte modo:

Dt(µ) = Dt

( ∑

i1,...,ik

mi1 ∧ . . . ∧mik

)
=
∑

i1,...,ik

Dt(mi1) ∧ . . . ∧Dt(mik) =

=
∑

i1,...,ik

δt(mi1) ∧ . . . ∧ δt(mik).

Assim fica definida uma extensão de δt : M −→ M [[t]] à álgebra exterior de M ,
∧

M ,
dada por Dt. Provemos agora a unicidade. Suponha que Ct é outra extensão de δt, ou
seja, Ct|M = δt. Então, ∀ mi1 ∧ . . . ∧mik ∈

∧k M ,

Ct(mi1 ∧ . . . ∧mik) = Ct(mi1) ∧ . . . ∧ Ct(mik) = δt(mi1) ∧ . . . ∧ δt(mik) =

= Dt(mi1) ∧ . . . ∧Dt(mik) = Dt(mi1 ∧ . . . ∧mik).

Fica assim provada a unicidade.

Vejamos agora mais algumas definições que nos serão úteis para definir uma estrutura de
grupo num subconjunto das HS-derivações.

Definição. 3.1.6. (HS-Derivação regular e HS-Derivação normalizada)

Seja Dt =
∑

i≥0Dit
i uma derivação de Hasse-Schmidt.

• Se D0 ∈ EndA(
∧
M) é um automorfismo, Dt é chamada de derivação de Hasse-

Schmidt regular.

• Se D0 = id∧M , Dt é chamada de derivação de Hasse-Schmidt normalizada.

Para podermos definir uma operação num subconjunto das HS-derivações vejamos o
seguinte: seja Dt :

∧
M −→ ∧

M [[t]] uma HS-derivação, denotemos por Dt a aplicação
definida por

Dt :
∧

M [[t]] −→
∧

M [[t]]
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Dt(
∑

i≥0

αit
i) =

∑

i≥0

(
Dt ⊗A 1A[[t]]

)
(αit

i) =
∑

i≥0

Dt(αi)t
i.

Como é facilmente demonstrado em [17] e [18], a aplicação Dt é um endomorfismo de
∧

M [[t]]. Seja agora HSt(
∧
M) o conjunto de todas as HS-derivações regulares em

∧
M .

Sejam Ct,Dt ∈ HSt(
∧

M). Definimos a operação ∗ em HSt(
∧

M) do seguinte modo

Ct ∗Dt =
∑

h≥0

(∑

i+j=h

(Ci ◦Dj)

)
th

e disso, temos que Ct ∗Dt = (Ct ◦Dt)|∧M , ou seja,

(Ct ∗Dt)(α) = (Ct ◦Dt)(α), ∀ α ∈
∧

M.

Agora, enfim, podemos definir uma estrutura de grupo em HSt(
∧

M). Temos a seguinte
proposição.

Proposição. 3.1.7.

O par (HSt(
∧
M), ∗) é um grupo.

Demonstração. ver [18] páginas 65 e 66.

3.1.1 Endomorfismo Shift

De agora em diante M será um Z-módulo livremente gerado por ε := (ε1, ε2, . . .), uma
base com uma quantidade enumerável de elementos, isto é,

M :=
⊕

j≥1

Z · εj .

Definição. 3.1.8. (Endomorfismo Shift)

O i-ésimo endomorfismo Shift (i ∈ N)

Di : M −→ M

é o único Z-endomorfismo tal que Di(ε
j) = εi+j.
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Observação. 3.1.9.

(i) Como D0(ε
j) = εj , ∀ j ≥ 1. Temos que D0 = id : M −→M .

(ii) ∀ i ∈ N \ {0},Di = Di
1. Logo, os homomorfismos shift em M comutam dois a dois,

DiDj = DjDi ∀ i, j ∈ N.

(iii) D := (D0,D1, . . .) é a chamada sequência de endomorfismos shift de M.

(iv) O homomorfismo Dt : M −→ M [[t]], definido por D(α) := ∑
i≥0Di(α)t

i, é a HS-

derivação associada à sequência de endomorfismos shift D := (D0,D1, . . .).

(v) Se M é um módulo finitamente gerado com base E := (ε1, ε2, . . . , εn), Di(ε
j) = 0

sempre que i+ j > n.

3.2 O anel A∗(M,D)

Seja M um Z-módulo livremente gerado por ε := (ε1, ε2, . . .) , D := (D0,D1, . . .) a sequên-
cia de endomorfismos Shift de M . Seja λ = (1m1 , 2m2 , . . .) uma partição, codificada do
seguinte modo: 1 aparece m1 vezes, 2 aparece m2 vezes e assim sucesivamente. Definimos
Dλ como sendo

Dλ = Dm1
1 ◦ . . . ◦ Dmk

k = Dm1+2m2+...+kmk
1 ∈ EndZ(M)

onde ◦ é a composição em EndZ(M). Seja T = (T1, T2, . . .) uma sequência infinita de
indeterminadas sobre Z. Denotaremos por Z[T] o anel Z[T1, T2, . . .] de polinômios nas
indeterminadas T1, T2, . . . com coeficientes em Z. Definimos Tλ por

Tλ = Tm1
1 . . . Tmk

k

e T0 = 1. Seja evD : Z[T] −→ EndZ(M) o homomorfismo de Z-módulos definido por

Tλ 7−→ evD(Tλ) := Dλ
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O conjunto imagem de evD é o Z-submódulo de EndZ(M) dado por

A∗(M,D) :=




∑

λ∈L
aλDλ | L é um conjunto finito de partições e aλ ∈ Z





Se P (T) ∈ Z[T], iremos simplesmente escrever P (D) ao invés de escrever evD(P (T)).
Com isso em mãos, temos a seguinte proposição:

Proposição. 3.2.1.

O conjunto A∗(M,D) é a menor subálgebra comutativa de EndZ(M) contendo todos os
Di’s.

Demonstração. Ver [18] página 69.

Devido à comutatividade de A∗(M,D), o natural epimorfismo de avaliação:

evD : Z[T] −→ A∗(M,D)

Tλ 7−→ evD(Tλ) = Dλ

se extende a um homomorfismo de Z-álgebras que, por abuso de notação, será denotado
também por evD. Tal extensão pode ser definida nos geradores por: evD(Ti) = Di.

Vejamos agora mais um homomorfismo de avaliação evε1 que será igualmente importante
para nós. Seja

evε1 : A
∗(M,D) −→M

P (D) 7−→ P (D) · ε1.

Claramente evε1 é sobrejetiva, visto que Di−1 · ε1 = Di−1
1 · ε1 = εi, ∀ i ≥ 1. De modo geral,

para qualquer m = a1ε
1+a2ε

2+. . .+anε
n ∈M , tome Gm(D) = a1idM+a2D1+. . .+anDn−1

e teremos que evε1(Gm(D)) = m. O polinômio Gm(D) é o que mais à frente será chamado
de um Polinômio de Giambelli associado a m ∈M . Além disso,

evD,ε1 := (evε1) ◦ (evD) : Z[T] −→M
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é um epimorfismo, e a igualdade ker(evD,ε1) = ker(evD) é válida. Por definição de evD,ε1,
temos que ker(evD) ⊆ ker(evD,ε1). Reciprocamente, temos que se P (T) ∈ ker(evD,ε1)

então
evD,ε1(P (T)) = evD(P (T))ε1 = 0M .

Logo, ∀ m ∈M

evD(P (T))m = evD(P (T))Gm(D)ε1 = Gm(D)evD(P (T))ε1 = 0

pois, por hipótese, evD(P (T))ε1 = 0M . Com isso concluímos que

evD(P (T))m = 0, ∀ m ∈M,

ou seja,
evD(P (T)) = 0A∗(M,D)

que equivale a dizer que
P (T) ∈ ker(evD).

Assim fica provado que ker(evD,ε1) ⊆ ker(evD) e temos a seguinte conclusão:

ker(evD,ε1) = ker(evD).

Com esses resultados e aplicando o teorema do isomorfismo temos demonstrada a seguinte
proposição:

Proposição. 3.2.2.
Z[T]

ker(evD)
' A∗(M,D) 'M. (3.2)

E, como se pode conferir em [18] página 70, temos ainda o seguinte resultado interessante:

ker(evD) = (T2 − T 2
1 , T3 − T 3

1 , . . .).

Observação. 3.2.3. (Sobre o módulo extendido M = Z⊕M)

Os endomorfismos Shift

Di : M −→ M

claramente se extendem a endomorfismos Shift em M

Di : M −→ M

definindo Diε
0 = εi, onde ε0 = 1 ∈ Z. Por economia de notação utilizaremos o mesmo

símbolo para denotar esses dois endomorfismos.
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3.3 Derivações de Schubert

Seja D := (D0,D1, . . .) a sequência de endomorfismos Shift de M . Seja

Dt : M −→ M [[t]]

Dt(α) =
∑

i≥0

Di(α)t
i

a HS-derivação associada. Como Dt é um homomorfismo (proposição 3.1.5), há uma única
extensão para uma HS-derivação

Dt :
∧

M −→
∧

M [[t]]

Definição. 3.3.1. (Derivação de Schubert)

A única extensão de Dt : M −→M [[t]] para uma HS-derivação

Dt :
∧

M −→
∧

M [[t]]

é chamada de Derivação de Schubert (ou S-Derivação).

Ao fazer uso dos resultados das secções anteriores, tiramos as seguintes conclusões a
respeito das derivações de Schubert.

(i) Dt(α) =
∑

i≥0Di(α)t
i, ∀ α ∈ ∧M .

(ii) É válida a regra de Leibniz generalizada

Dk(α ∧ β) =
∑

i+j=k
i,j≥0

Di(α) ∧Dj(β), ∀ α, β ∈
∧

M, ∀ k ≥ 0

onde Dk é a k-ésima derivação de Schubert.

(iii) Como D0 = id∧M ,∀ α, β ∈ ∧M temos que:

• D0(α ∧ β) = α ∧ β.

• D1(α ∧ β) = D1(α) ∧ β + α ∧D1(β), uma derivação usual.

• Dk
1(α ∧ β) =

∑k
i=0

(
k
i

)
Di

1(α) ∧Dk−i
1 β.
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(iv) A derivação de Schubert é então o único homomorfismo de Z-álgebras

Dt :
∧

M −→
∧

M [[t]]

tal que
Dt(ε

j) =
∑

i≥0

Di(ε
j)ti =

∑

i≥0

εj+iti.

Observação. 3.3.2.

Para cada i ≥ 0, Di :
∧

M −→ ∧
M é um endomorfismo homogêneo de grau zero em

∧
M , com respeito à graduação

∧
M :=

⊕
k≥0

∧k M . Isto é, Di(
∧k M) ⊆ ∧k M . Por

abuso de notação, o endomorfismo induzido Di|∧k M
:
∧k M −→ ∧k M, i ≥ 0, também

será denotado por Di ao invés de Di|∧k M

Proposição. 3.3.3.

Os endomorfismos induzidos Di :
∧k M −→ ∧k M, i ≥ 0 comutam dois a dois.

Demonstração. A demonstração do caso geral pode ser encontrada em [18], página 71.
Vamos demonstrar o caso k = 2, que para nosso trabalho será suficiente. Assim, ∀m ∈
∧2M , m é soma de termos da forma α ∧ β com α, β ∈ M . Sem perda de generalidade,
verifiquemos que a propriedade é válida para todo m ∈ ∧2M da forma α ∧ β, com
α, β ∈M . Desse modo:

DiDh(α ∧ β) = Di(Dh(α ∧ β)) = Di(Dh(α ∧ β) = Di




∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

Dh1(α) ∧Dh2(β)


 =

=
∑

i1+i2=i
i1,i2≥0

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

Di1(Dh1(α)) ∧Di2(Dh2(β)) =
∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

∑

i1+i2=i
i1,i2≥0

Dh1(Di1(α)) ∧Dh2(Di2(β)) =

= Dh



∑

i1+i2=i
i1,i2≥0

Di1(α) ∧Di2(β)


 = Dh(Di(α ∧ β)).

Com isso fica garantido que os endomorfismos Shift

Di, Dh :

2∧
M −→

2∧
M

comutam dois a dois ∀ i, h ≥ 0.
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Como consequência, temos que a imagem do homomorfismo natural de avaliação

evD : Z[T] −→ EndZ(

k∧
M)

evD(Tλ) = Dλ

é dada pelo seguinte subanel comutativo de EndZ(
∧k M)

A∗(
k∧
M,D) :=




∑

λ∈L
aλDλ | L é um conjunto finito de partições e aλ ∈ Z



 .

Para efeito de manipulações algébricas com os D′
is, temos os seguintes resultados.

Proposição. 3.3.4.

Di(ε
j1 ∧ . . . ∧ εjk) =

∑

i1+...+ik=i
i1,...,ik≥0

εj1+i1 ∧ . . . ∧ εjk+ik .

Demonstração. A demonstração do caso geral pode ser encontrada em [18] página 73.
Vamos demonstrar o caso k = 2, suficiente para nossas aplicações. Pela definição dos
endomorfismos Shift em M temos que

Dh(ε
j1 ∧ εj2) =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

Dh1(ε
j1) ∧Dh2(ε

j2) =
∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

εj1+h1 ∧ εjk+h2.

Corolário. 3.3.5.

A identidade

Di(ε
j ∧ α) = εj ∧Di(α) +Di−1(ε

j+1 ∧ α)

é válida ∀ i ≥ 0, ∀ j ≥ 0 e ∀ α ∈ ∧M .

Demonstração. Basta escrever α como combinação de termos da forma εj1 ∧ . . . ∧ εjk e
aplicar a proposição anterior.
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3.4 Fórmula de Pieri para Derivações de Schubert

Definição. 3.4.1. (k-schindex)

Sejam Ik = {(i1, . . . , ik) ∈ Nk/1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik} e Ikn = {I ∈ Ik/ik ≤ n}. Em
outras palavras, Ikn é o conjunto de todas as k-uplas com as entradas no conjunto {1, . . . , n}
e ordenadas de modo estritamente crescente. Toda k-upla desse tipo será chamada, por
comodidade, de k-shindex, uma contração das palavras Schubert e Index.

A razão para essa terminologia é que para cada k-shindex I existe uma Variedade de
Schubert na Grassmanniana G(k, n) com precisamente aquele índice de Schubert.

Teorema. 3.4.2. (Fórmula de Pieri para Derivações de Schubert)

Seja I = (i1, . . . , ik) ∈ Ink um k-schindex. A fórmula de Pieri para derivações de Schubert

Dh(ε
i1 ∧ . . . ∧ εik) =

∑

(h1,...,hk)∈H(I,h)

εi1+h1 ∧ . . . ∧ εik+hk (3.3)

é válida para todo h ∈ N, onde H(I, h) é o conjunto de todas k-uplas (h1, . . . , hk) ∈ N tais

que

1 ≤ i1 ≤ i1+h1 < i2 ≤ i2+h2 < . . . ≤ ik−1+hk−1 < ik ≤ ik+hk, com h1+h2+. . .+hk = h.

Demonstração. A demonstração para o caso geral pode ser encontrada em [18] página 74,
vamos agora demonstrar o caso de nosso interesse: k = 2.

Para cada h ≥ 0, utilizamos a regra de Leibniz generalizada e obtemos o seguinte resul-
tado:

Dh(ε
i1 ∧ εi2) =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

εi1+h1 ∧ εi2+h2

Agora reescrevemos o somatório acima do seguinte modo

Dh(ε
i1 ∧ εi2) =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

εi1+h1 ∧ εi2+h2 = P + P.

onde
P =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0
i1+h1<i2

εi1+h1 ∧ εi2+h2
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e
P =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0
i1+h1≥i2

εi1+h1 ∧ εi2+h2 .

Para que tenhamos nosso teorema demonstrado, no caso k = 2, precisamos provar que
P = 0. Nessa direção iremos utilizar o seguinte fato: no conjunto

A := {a ∈ Z | i2 − i1 ≤ a ≤ i2 − i1 + h}

definimos a bijeção ρ(a) = i2 − i1 + h− a. Com isso temos que

2P = P + P =

h∑

h1=i2−i1

εi1+h1 ∧ εi2+h−h1 +

h∑

h1=i2−i1

εi1+ρ(h1) ∧ εi2+h−ρ(h1) = 0,

consequentemente P = 0. Desse modo chegamos a

Dh(ε
i1 ∧ εi2) = P =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0
i1+h1<i2

εi1+h1 ∧ εik+h2,

somatório esse que podemos reescrever como

Dh(ε
i1 ∧ εi2) =

∑

h1+h2=h
h1,h2≥0

1≤i1≤i1+h1<i2≤i2+h2

εi1+h1 ∧ εi2+h2

que é exatamente a fórmula de Pieri para derivações de Schubert, no caso k = 2.

3.5 O Problema de Giambelli

Relembremos alguns fatos a respeito do Z-módulo M . O homomorfismo de avaliação

evε1 : A
∗(M,D) −→M

evε1(P (D)) = P (D)ε1

é sobrejetivo. Isto é, ∀ m ∈ M ∃ Gm(D) ∈ A∗(M,D) tal que evε1(Gm(D)) = m.
O polinômio Gm(D) é dito um Polinômio de Giambelli de m. O caso análogo para
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quando trabalharmos com
∧k M ∀ k ≥ 1 é o que chamamos de Problema de Giambelli.

Continuando a analogia com o caso k = 1, dados os homomorfismos de avaliação

evD : Z[T] −→ A∗(
k∧
M,D)

evD(P (T)) = P (D)

e

evε1∧...∧εk : A∗(
k∧
M,D) −→

k∧
M

evε1∧...∧εk(P (D)) = P (D)(ε1 ∧ . . . ∧ εk).

Denotemos por evD,ε1∧...∧εk a composição

evε1∧...∧εk ◦ evD : Z[T] −→
k∧
M.

Uma pergunta natural que surge, ao relacionarmos com o caso k = 1, é se evD,ε1∧...∧εk ou,
equivalentemente, se evε1∧...∧εk é sobrejetiva?
Para começar vejamos a seguinte definição.

Definição. 3.5.1. (Polinômio de Giambelli)

Sejam m ∈ ∧k M e Gm ∈ Z[T] tais que Gm(D)(ε1 ∧ . . . ∧ εk) = m. Gm(D) é chamado

um Polinômio de Giambelli de m.

Observação. 3.5.2. (A não unicidade do polinômio de Giambelli)

Por exemplo

T 2
2 − T1T3, T 4

1 − 2T 2
1 + T 2

2 , T 4
1 − T 2

2 e 2T 2
1 + 2T 2

2 − 2T1T3 − T 4
1

são polinômios de Giambelli de ε3 ∧ ε4 ∈ ∧2M . Pois

evD,ε1∧ε2(T
2
2 − T1T3) = (D2

2 −D1D3)(ε
1 ∧ ε2) = D2(ε

1 ∧ ε4)−D1(ε
1 ∧ ε5) =

= (ε3 ∧ ε4 + ε2 ∧ ε5 + ε1 ∧ ε6)− (ε2 ∧ ε5 + ε1 ∧ ε6) = ε3 ∧ ε4

De modo análogo,

ε3 ∧ ε4 = evD,ε1∧ε2(T
4
1 − T 2

2 );

= evD,ε1∧ε2(T
4
1 − 2T 2

1 + T 2
2 );

= evD,ε1∧ε2(2T
2
1 + 2T 2

2 − 2T1T3 − T 4
1 ).
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De agora em diante, por uma questão de brevidade, a notação Gi1...ik irá simbolizar um
polinômio de Giambelli de εi1 ∧ . . . ∧ εik .

O Problema de Giambelli

Encontrar um polinômio Gi1...ik ∈ Z[T] tal que

Gi1...ik(D)(ε1 ∧ . . . ∧ εk) = εi1 ∧ . . . ∧ εik

para todo k-schindex (i1, . . . , ik).

Provar a sobrejetividade de evε1∧...∧εk significa resolver o problema de Giambelli para todo
εi1 ∧ . . . ∧ εik ∈ ∧k M , onde (i1, . . . , ik) é um k-schindex. O que podemos sugerir para
obter tal polinômio de Giambelli é uma sutil de integração por partes como será mostrado
no exemplo a seguir.

Observação. 3.5.3.

Utiliza-se tal terminologia pois a "ginástica" feita para a obtenção da derivação de

Schubert, que quando aplicada ao gerador da k-ésima potência exterior resulta no elemento
que já se tem em mãos, se assemelha muito ao método de integração por partes para a

obtenção da primitiva de uma função real de uma variável. A identidade do corolário 3.3.5
é a fórmula correspondente ao método da integração por partes. Para maiores detalhes

ver [18] página 10.

Exemplo. 3.5.4. (Integração por Partes para obtenção de um Polinômio de

Giambelli de ε3 ∧ ε4)

Perceba que

D1(ε
1 ∧ ε2) = ε2 ∧ ε2 + ε1 ∧ ε3 = ε1 ∧ ε3;

D2(ε
1 ∧ ε2) = ε3 ∧ ε2 + ε2 ∧ ε3 + ε1 ∧ ε4 = ε1 ∧ ε4.

Do mesmo modo,

D2
1(ε

1 ∧ ε2) = D1D1(ε
1 ∧ ε2) = D1(ε

1 ∧ ε3) = ε2 ∧ ε3 + ε1 ∧ ε4.
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Portanto,

D2
1(ε

1 ∧ ε2) = ε2 ∧ ε3 + ε1 ∧ ε4 =⇒ ε2 ∧ ε3 = D2
1(ε

1 ∧ ε2)− ε1 ∧ ε4.

Logo,

ε2 ∧ ε3 = D2
1(ε

1 ∧ ε2)−D2(ε
1 ∧ ε2) = (D2

1 −D2)(ε
1 ∧ ε2).

Agora vejamos o seguinte:

D1(ε
2 ∧ ε3) = ε3 ∧ ε3 + ε2 ∧ ε4 = ε2 ∧ ε4

D2
1(ε

2 ∧ ε3) = D1D1(ε
2 ∧ ε3) = D1(ε

2 ∧ ε4) = ε3 ∧ ε4 + ε2 ∧ ε5,

que nos fornece:
ε3 ∧ ε4 = D2

1(ε
2 ∧ ε3)− ε2 ∧ ε5

e como
D2(ε

2 ∧ ε3) = ε2 ∧ ε5

chegamos a
ε3 ∧ ε4 = (D2

1 −D2)(ε
2 ∧ ε3).

Podemos enfim obter um polinômio de Giambelli de ε3 ∧ ε4, pois:

ε3 ∧ ε4 = (D2
1 −D2)(ε

2 ∧ ε3),

ε2 ∧ ε3 = (D2
1 −D2)(ε

1 ∧ ε2).

Logo,

ε3 ∧ ε4 = (D2
1 −D2)(D

2
1 −D2)(ε

1 ∧ ε2) = (D2
1 −D2)

2(ε1 ∧ ε2),

ε3 ∧ ε4 = (D4
1 − 2D1D2 +D2

2)(ε
1 ∧ ε2).

Ou seja, G34(D) = D4
1 − 2D1D2 +D2

2 é um polinômio de Giambelli de ε3 ∧ ε4.

Para provar sobrejetividade de evε1∧...∧εk , e consequentemente resolver o Problema de Gi-
ambelli, precisamos de alguns lemas.
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Lema. 3.5.5.

Para cada k-schindex (i1, . . . , ik), existe um polinômio P (T) ∈ Z[T] tal que:

εi1 ∧ . . . ∧ εik = P (D)(εi1 ∧ εi1+1 ∧ . . . ∧ εi1+(k−1)).

Demonstração. ver [18] página 79.

Lema. 3.5.6.

O problema de Giambelli tem solução para:

εn−(k−1) ∧ εn−(k−2) ∧ . . . ∧ εn, ∀ k ≥ 1.

Demonstração. A demonstração do caso geral pode ser encontrada em [18] página 80.
Vamos agora exibir uma solução para o caso k = 2, ou seja, vamos obter um polinômio
de Giambelli para εn−1∧ εn. Fazendo uso do exemplo anterior, podemos tirar as seguintes
conclusões:

ε2 ∧ ε3 = (D2
1 −D2)(ε

1 ∧ ε2),

ε3 ∧ ε4 = (D2
1 −D2)(ε

2 ∧ ε3) = (D2
1 −D2)

2(ε1 ∧ ε2).

Isso quer dizer que D2
1 −D2 é um polinômio de Giambelli de ε2 ∧ ε3. Também temos que:

εn−1 ∧ εn = (D2
1 −D2)(ε

n−2 ∧ εn−1).

Logo, por indução, podemos concluir que

εn−1 ∧ εn = (D2
1 −D2)

n−2(ε1 ∧ ε2).

Observação. 3.5.7. (O endomorfismo ∆11 = D2
1 −D2)

O polinômio D2
1 − D2 nos será muito útil e será denotado por ∆11. Note que, quando

aplicamos tal polinômio em termos da forma εi ∧ εj com 1 ≤ i < j, temos o seguinte:

(D2
1 −D2)(ε

i ∧ εj) = D1D1(ε
i ∧ εj)−D2(ε

i ∧ εj) =

= D1(ε
i+1 ∧ εj + εi ∧ εj+1)− (εi+2 ∧ εj + εi+1 ∧ εj+1 + εi ∧ εj+2) =
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= (εi+2 ∧ εj + εi+1 ∧ εj+1 + εi+1 ∧ εj+1 + εi ∧ εj+2)− (εi+2 ∧ εj + εi+1 ∧ εj+1 + εi ∧ εj+2) =

= εi+1 ∧ εj+1.

Ou seja,

∆11(ε
i ∧ εj) = (D2

1 −D2)(ε
i ∧ εj) = D1(ε

i) ∧D1(ε
j) = εi+1 ∧ εj+1, ∀ 1 ≤ i < j.

Surge agora uma pergunta: Qual é a importância dos endomorfismos D1, D2 e ∆11 ?
Resposta: Podemos obter todos os outros endomorfismos

Dh :
2∧
M −→

2∧
M com h ≥ 3

em termos de D1, D2 e ∆11. Para tal utilizaremos o fato que
∧2M é um Z[D]-módulo

principal gerado por ε1 ∧ ε2 (como será verificado mais adiante no teorema 3.5.10 e no
corolário 3.5.11).

Exemplo. 3.5.8. (Obtenção de D3 em função de D1, D2 e ∆11)

A estratégia a ser utilizada será a seguinte:

Passo 1: Calcular D3(ε
1 ∧ ε2), pois ε1 ∧ ε2 é o gerador do Z[D]-módulo

∧2M .

D3(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε5 + ε2 ∧ ε4 + ε3 ∧ ε3 + ε4 ∧ ε2 = ε1 ∧ ε5.

Passo 2: Obter um polinômio de Giambelli de ε1 ∧ ε5 em termos de D1, D2 e ∆11.

Vamos nessa...

D1(ε
1 ∧ ε4) = ε1 ∧ ε5 + ε2 ∧ ε4 =⇒ ε1 ∧ ε5 = D1(ε

1 ∧ ε4)− ε2 ∧ ε4,

como
ε1 ∧ ε4 = D2(ε

1 ∧ ε2)

e também
epsilon2 ∧ ε4 = ∆11(ε

1 ∧ ε3) = ∆11D1(ε
1 ∧ ε2),

temos que

ε1 ∧ ε5 = D1(ε
1 ∧ ε4)− ε2 ∧ ε4 = D1D2(ε

1 ∧ ε2)− (∆11D1(ε
1 ∧ ε2)),
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ε1 ∧ ε5 = (D1D2 −∆11D1)(ε
1 ∧ ε2) = D1(D2 −∆11)(ε

1 ∧ ε2).

Passo 3: Como os polinômios quando avaliados no gerador do Z[D]-módulo
∧2M , ε1∧ε2,

são iguais, podemos concluir que os polinômios são iguais.

D3(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε5 = (D1D2 −∆11D1)(ε

1 ∧ ε2) = D1(D2 −∆11)(ε
1 ∧ ε2),

com isso concluimos que

D3 = D1D2 −∆11D1 = D1(D2 −∆11) = −D3
1 + 2D1D2.

Desse modo conseguimos escrever D3 em função de D1, D2 e ∆11.

Exemplo. 3.5.9. (Obtenção de D4 em função de D1, D2 e ∆11)

Passo 1: Calcular D4(ε
1 ∧ ε2), pois ε1 ∧ ε2 é o gerador do Z[D]-módulo

∧2M .

D4(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε6 + ε2 ∧ ε5 + ε3 ∧ ε4 + ε4 ∧ ε3 + ε5 ∧ ε2 = ε1 ∧ ε6.

Passo 2: Obter um polinômio de Giambelli de ε1 ∧ ε6 em termos de D1, D2, D3 e ∆11 e

em seguida em termos de D1, D2 e ∆11.

Vamos nessa...

D1(ε
1 ∧ ε5) = ε1 ∧ ε6 + ε2 ∧ ε5 =⇒ ε1 ∧ ε6 = D1(ε

1 ∧ ε5)− ε2 ∧ ε5

como
ε1 ∧ ε5 = D3(ε

1 ∧ ε2)

e também

epsilon2 ∧ ε5 = ∆11(ε
1 ∧ ε4) = ∆11D2(ε

1 ∧ ε2),

temos que

ε1 ∧ ε6 = D1(ε
1 ∧ ε5)− ε2 ∧ ε5 = D1D3(ε

1 ∧ ε2)− (∆11D2(ε
1 ∧ ε2));

ε1 ∧ ε6 = (D1D3 −∆11D2)(ε
1 ∧ ε2).

Lembremos que

D3 = D1D2 −∆11D1 = D1(D2 −∆11) = −D3
1 + 2D1D2,
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logo

ε1 ∧ ε6 = (D1D3 −∆11D2)(ε
1 ∧ ε2) = (D2

1(D2 −∆11)−∆11D2)(ε
1 ∧ ε2) =

= (D2
2 +D2

1D2 −D4
1)(ε

1 ∧ ε2).

Passo 3: Como os polinômios quando avaliados no gerador ε1∧ε2 do Z[D]-módulo
∧2M

são iguais, podemos concluir que os polinômios são iguais.

D4(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε6 = (D1D3 −∆11D2)(ε

1 ∧ ε2) = (D2
1(D2 −∆11)−∆11D2)(ε

1 ∧ ε2) =

= (D2
2 +D2

1D2 −D4
1)(ε

1 ∧ ε2).

Com isso concluimos que

D4 = D1D3 −∆11D2 = D2
1(D2 −∆11)−∆11D2 = D2

2 +D2
1D2 −D4

1.

Desse modo conseguimos escrever D4 em função de D1, D2 e ∆11.

Seguindo o mesmo procedimento iremos obter:

D5 = D1D4 −∆11D3 = D3
1(D2 −∆11)−∆11D2(∆11 − 2D1) = 3D1D

2
2 − 2D5

1.

A relação que nos fornece o endomorfismo Dh, para h ≥ 3, em termos dos endomorfismos
anteriores é dada por

Dh = D1Dh−1 −∆11Dh−2 ∀ h ≥ 3.

Com o que temos em mãos podemos, enfim, enunciar o teorema que resolve o problema
de Giambelli.

Teorema. 3.5.10.

O homomorfismo de avaliação

evD,ε1∧...∧εk : Z[T] −→
k∧
M

é sobrejetivo para todo k ≥ 1. Equivalentemente, o homomorfismo evε1∧...∧εk é sobrejetivo.
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Demonstração. A demonstração do caso geral pode ser encontrada em [18] páginas 80 e
81. Vamos agora demonstrar o caso k = 2, como de praxe. Para tal, demonstremos o
seguinte fato:

Dh(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε2+h ; ∀ h ≥ 1.

Pela regra de Leibniz generalizada, temos que

Dh(ε
1 ∧ ε2) =

h∑

i=0

ε1+i ∧ ε2+(h−i).

Assim como fizemos na demonstração da Fórmula de Pieri para S-Derivações, vamos
expandir o somatório acima e ver como as parcelas se comportam:

Dh(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ εh+2 + ε2 ∧ εh+1 + ε3 ∧ εh + . . .+ εh ∧ ε3 + εh+1 ∧ ε2.

Perceba que, a excessão da primeira parcela, para cada parcela aparece o seu simétrico
no somatório. Se h for ímpar, além de ter para cada parcela aparece o seu simétrico no
somatório, haverá um termo da forma ε1+

h+1
2 ∧ ε2+n−h+1

2 = ε
h+3
2 ∧ ε

h+3
2 = 0. Logo restará

um único termo nesse somatório: ε1 ∧ ε2+h. Disso concluimos que:

Dh(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε2+h; ∀ h ≥ 1.

Para demonstrar a sobrejetividade de

evε1∧ε2 : A
∗(

2∧
M,D) −→

2∧
M,

vamos exibir um algoritmo para a obtenção do polinômio de Giambelli de εi∧εj , qualquer
que seja j − i = h > 0, em termos de D1, D2 e ∆11.

1. Aplicar Dh−1 a ε1 ∧ ε2 e teremos

Dh−1(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ εh+1.

2. Aplicar o endomorfismo ∆11 (i− 1) vezes a Dh−1(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ εh+1 e teremos

∆i−1
11 (Dh−1(ε

1 ∧ ε2)) = ∆i−1
11 (ε1 ∧ εh+1) = ε1+(i−1) ∧ ε(h+1)+(i−1) = εi ∧ εh+1,

como j − i = h temos que

∆i−1
11 Dh−1(ε

1 ∧ ε2) = εi ∧ εj .

67



Senhoras e senhores... aí está um polinômio de Giambelli de εi ∧ εj qualquer que seja
j − i = h > 0. Fica assim demonstrada a sobrejetividade da aplicação evε1∧ε2.

Corolário. 3.5.11.

Z[T]

ker(evD,ε1∧...∧εk)
' A∗(

k∧
M,D) '

k∧
M.

Demonstração. A demonstração desse corolário é consequência dos seguinte fatos:

(i) Os homomorfismos de avaliação evε1∧...∧εk e evD são sobrejetivos.

(ii) ker(evD,ε1∧...∧εk) = ker(evD).

Como pode ser verificado em [18] página 81.

Observação. 3.5.12.

Seja Mn o módulo finitamente gerado por En = {ε1, ε2, . . . , εn}. Lembremos que Dh(ε
i) =

εi+h e também que
Dh(ε

i) = 0⇐⇒ i+ h > n.

Com isso podemos concluir que

Dn−1(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε2+(n−1) = 0.

Logo
Dn−1 ≡ 0,

e pelo mesmo motivo
Dn ≡ 0.

3.6 Uma Apresentação para A∗(
∧k M,D)

Nessa secção iremos omitir todas as demonstrações, que podem ser encontradas em [18]
páginas 81, 82, 83 e 84.
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Definição. 3.6.1. (Função de Giambelli)

Seja Ik o conjunto dos k-schindex. Uma função G : Ik −→ Z[T], que associa a cada k-

schindex I = (i1, . . . , ik) um polinômio de Giambelli de εi1 ∧ . . .∧εik , é dita uma função de
Giambelli. O conjunto imagem, Im(G) = G, será chamado de um conjunto de Giambelli.

Proposição. 3.6.2.

Qualquer conjunto de Giambelli G é uma Z-base para Z[T].

Proposição. 3.6.3.

Seja φ ∈ Z[T1, . . . , Tk] ⊆ Z[T] tal que φ(D1, . . . , Dk)(ε
1 ∧ . . . ∧ εk) = 0 então

φ ≡ 0.

Como consequência dessas duas proposições temos o seguinte teorema:

Teorema. 3.6.4. (Apresentação de A∗(
∧k M,D))

O anel A∗(
∧k M,D) é isomorfo ao anel de polinômios Z[D1, . . . , Dk].

Ao considerarmos o caso k = 2, temos o seguinte:

A∗(
2∧
M,D) ' Z[D1, D2].

Ou seja, todos os endomorfismos shift Dh :
∧2M −→ ∧2M , para h ≥ 3, podem ser

escritos como combinação linear, com coeficientes em Z, de D1 e D2.

3.6.1 Relação entre A∗(G(k, n)) e A∗(∧k Mn, D)

Existe um isomorfismo σ entre o anel de interseção da grassmanniana G(k, n), dado
porA∗(G(k, n)), e a subálgebra comutativa de EndZ(

∧k M), dada por, A∗(
∧k Mn, D).

σ : A∗(
k∧
Mn, D) −→ A∗(G(k, n))

σ(Di) = σi

69



E existe um isomorfismo Ω entre o grupo de Chow da grassmanniana G(k, n), dado
porA∗(G(k, n)), e

∧k Mn

Ω :
k∧
Mn −→ A∗(G(k, n))

Ω(ε1+r1 ∧ . . . ∧ εk+rk) = Ω(rk ,...,r1) = [ε1+r1 ∧ . . . ∧ εk+rk ]

Conforme pode ser visto em [18] página 87.

No caso em questão, ou seja, k = 2 este isomorfismo induz um isomorfismo:

Ω :
2∧
Mn −→ A∗(G(2, n))

3.7 Cálculo de A∗(
∧2M4, Dt)

Para exemplificar o método desenvolvido, vamos obter o módulo de derivações da grass-
manniana G(2, 4) pensada como a variedade que parametriza os planos de C4 que passam
pela origem ou, equivalentemente, que parametriza as retas de P3. O modelo da teoria de
intersecção de G(2, 4) é dado pelo par (

∧2M4, Dt), onde M4 é visto como um Z-módulo
livre de posto 4 gerado por, digamos, (ε1, ε2, ε3, ε4) e Dt é uma derivação de Schubert
na álgebra exterior

∧
M4 de M4. O anel de intersecção de G(2, 4) será então isomorfo a

A∗(
∧2M4, Dt). Vamos lá...

A derivação de Schubert Dt é dada por Dt = 1 + D1t + D2t
2 + D3t

3. Onde Di = Di
1 e

Di
1 = 0 , ∀ i ≥ 4, quando aplicados nos elementos da base de M4. Então,

Dt :
2∧
M4 −→

2∧
M4[[t]]

avaliado em ε1 ∧ ε2, é dado por

Dt(ε
1 ∧ ε2) =

3∑

i=0

Di(ε
1 ∧ ε2)ti.

Ou, usando o fato que Dt é um homomorfismo entre módulos e as propriedades do produto
exterior, temos que
Dt(ε

1∧ ε2) = Dt(ε
1)∧Dt(ε

2) = (D0+D1t+D2t
2+D3t

3)ε1∧ (D0+D1t+D2t
2+D3t

3)ε2 =
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(D0(ε
1) + D1(ε

1)t1 + D2(ε
1)t2 +D3(ε

1)t3) ∧ (D0(ε
2) + D1(ε

2)t1 + D2(ε
2)t2 + D3(ε

2)t3) =

(ε1 + ε2t+ ε3t2 + ε4t3) ∧ (ε2 + ε3t+ ε4t2) = ε1 ∧ ε2 + ε1 ∧ ε3t+ ε1 ∧ ε4t2.

Esses cálculos mostram que Dt restrito a
∧2M4 tem apenas 3 componentes, são elas:

D0 = id∧2 M4
, D1 e D2.

Pois D1(ε
1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε3 e D2(ε

1 ∧ ε2) = ε1 ∧ ε4, ou seja,

Dt(ε
1 ∧ ε2) = D0(ε

1 ∧ ε2) +D1(ε
1 ∧ ε2)t+D2(ε

1 ∧ ε2)t2.

Logo, a derivação de Schubert para
∧2 M4 é dada por

Dt = 1 +D1t+D2t
2.

Vamos agora verificar que
∧2M4 é um Z[Dt] ∼= Z[D1, D2]-módulo principal gerado por

ε1 ∧ ε2, ou seja, iremos mostrar que para cada elemento da base de
∧2M4 existe um

polinômio em Z[D1, D2] que quando aplicado a ε1 ∧ ε2 nos fornece o dado elemento da
base de

∧2M4.
Vamos lá...

• ε1 ∧ ε2 = D0
1(ε

1 ∧ ε2) = id∧2 M4
(ε1 ∧ ε2);

• ε1 ∧ ε3 = D1(ε
1 ∧ ε2);

• ε1 ∧ ε4 = D2(ε
1 ∧ ε2);

• ε2 ∧ ε3 = D1(ε
1 ∧ ε3)− ε1 ∧ ε4 = D2

1(ε
1 ∧ ε2)−D2(ε

1 ∧ ε2) = (D2
1 −D2)(ε

1 ∧ ε2);

• ε2 ∧ ε4 = D1(ε
1 ∧ ε4) = D1D2(ε

1 ∧ ε2);

• ε3 ∧ ε4 = D1(ε
2 ∧ ε4) = D1D1D2(ε

1 ∧ ε2) = D2
1D2(ε

1 ∧ ε2).

De fato
∧2 M4 é um Z[Dt] ∼= Z[D1, D2]-módulo principal gerado por ε1∧ε2. Consequente-

mente, por definição,
D0, D1, D2, D

2
1 −D2, D1D2 e D2

1D2

são polinômios de Giambelli de

ε1 ∧ ε2, ε1 ∧ ε3, ε1 ∧ ε4, ε2 ∧ ε3, ε2 ∧ ε4 e ε3 ∧ ε4
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respectivamente. Perceba que uma ”integração por partes” diferente fornece outro polinômio
de Giambelli de ε3 ∧ ε4. Observe que

ε3 ∧ ε4 = D2(ε
1 ∧ ε4)

e
ε1 ∧ ε4 = D2(ε

1 ∧ ε2).

Com isso temos:

ε3 ∧ ε4 = D2(ε
1 ∧ ε4) = D2D2(ε

1 ∧ ε2) = D2
2(ε

1 ∧ ε2).

Logo, D2
2 é outro polinômio de Giambelli de ε3 ∧ ε4. E agora:

D0, D1, D2, D
2
1 −D2, D1D2 e D2

2

também são polinômios de Giambelli de

ε1 ∧ ε2, ε1 ∧ ε3, ε1 ∧ ε4, ε2 ∧ ε3, ε2 ∧ ε4 e ε3 ∧ ε4

respectivamente. E mais...

D2
1 −D2 =

∣∣∣∣∣
D1 D2

D0 D1

∣∣∣∣∣, D1D2 =

∣∣∣∣∣
D2 D3

D0 D1

∣∣∣∣∣, D
2
2= e

∣∣∣∣∣
D2 D3

D1 D2

∣∣∣∣∣.

Observação. 3.7.1.

Foi usado o fato que D3 = 0 em
∧2M4, pois

D3(ε
1 ∧ ε2) = ε4 ∧ ε2 + ε3 ∧ ε3 + ε2 ∧ ε4 + ε1 ∧ 0 = 0.

Com isso já temos uma relação em A∗(
∧2M4, Dt): a igualdade entre os polinômios de

Giambelli associados a ε3∧ε4. Tal relação pode ser expressa como D2
1D2−D2

2 = 0. Vamos
agora obter as outras relações. Claramente não pode haver relações de grau 2. De fato, os
únicos polinômios de grau 2 são D2

1 e D2. Como
∧2M4 é um Z[D1, D2]-módulo principal

gerado por ε1 ∧ ε2, basta avaliar os polinômios de grau 2 no elemento gerador.
Vamos nessa...
D2

1(ε
1 ∧ ε2) = D1D1(ε

1 ∧ ε2) = D1(ε
1 ∧ ε3) = ε2 ∧ ε3 + ε1 ∧ ε4;

D2(ε
1∧ε2) = D2(ε

1)∧ε2+D1(ε
1)∧D1(ε

2)+ ε1∧D2(ε
2) = ε3∧ε2+ ε2∧ε3+ ε1∧ε4 = ε1∧ε4.

Logo, D2
1 6= D2.
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Verifiquemos agora as relações de grau 3. Temos os seguintes polinômios de grau 3: D3
1 ,

D1D2. Avaliemo-os no elemento gerador ε1 ∧ ε2.
Vamos nessa...

D3
1(ε

1∧ε2) = D1D
2
1(ε

1∧ε2) = D1(ε
2∧ε3+ε1∧ε4) = ε3∧ε3+ε2∧ε4+ε2∧ε4+ε1∧0 = 2ε2∧ε4;

D1D2(ε
1 ∧ ε2) = D1(ε

1 ∧ ε4) = D1(ε
1) ∧ ε4 + ε1 ∧D1(ε

4) = ε2 ∧ ε4 + ε1 ∧ 0 = ε2 ∧ ε4.
Com isso podemos obter a seguinte relação de grau 3:

2D1D2 −D3
1 = 0.

De grau 4 temos os polinômios D4
1, D2

2 e D2
1D2. Tínhamos obtido a seguinte relação

D2
1D2 −D2

2 = 0 , ou seja, D2
1D2 = D2

2. Vamos agora relacionar D4
1 com D2

2 e D2
1D2. Já

sabemos que 2D1D2 = D3
1 e como D2

1D2 −D2
2 = 0, chegamos a 2D2

1D2 − 2D2
2 = 0. Logo,

D1(2D1D2)− 2D2
2 = 0, então D4

1 − 2D2
2 = 0. E assim teremos as seguintes relações entre

os polinômios de grau 4:
D4

1 = 2D2
2 = 2D2

1D2.

Tomaremos como relação de grau 4 para apresentação do anel de interseção de G(2, 4) a
seguinte:

D4
1 − 2D2

2 = 0.

Todos os polinômios de grau 5 em diante anulam o gerador ε1 ∧ ε2 do Z[D1, D2]-módulo
∧2M4. Com isso nos temos as seguintes relações no anel Z[D1, D2]

D3
1 − 2D1D2 = 0 e D4

1 − 2D2
2 = 0.

Consequentemente, a apresentação do anel de derivações A∗(
∧2M4, Dt) é dada por

A∗(
2∧
M4, Dt) =

Z[D1, D2]

(D3
1 − 2D1D2, D4

1 − 2D2
2)
.

De modo geral, como Dh = D1Dh−1 −∆11Dh−2 ; ∀ h ≥ 3, temos que

A∗(
2∧
Mn, Dt) =

Z[D]

(D3
1 − 2D1D2, D

4
1 − 2D2

2, Dh −D1Dh−1 +∆11Dh−2)h≥3

.
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Como foi visto na observação 3.5.12, em A∗(
∧2Mn, Dt) também temos que Dn−1 ≡ 0 e

Dn ≡ 0, consequentemente podemos concluir que Dh ≡ 0, ∀ h ≥ n− 1.
Pois Dh = D1Dh−1 −∆11Dh−2 ; ∀ h ≥ 3.

3.7.1 Interpretação Geométrica de A∗(
∧2M4, Dt)

Vamos lá...

1. [ε1 ∧ ε2] é a classe fundamental [G(2, 4)].

2. [ε1∧ ε3] é a classe dos planos de C4 que intersectam um dado plano ao longo de uma
reta ou, equivalentemente, a classe das retas projetivas de P3(C) que intersectam
uma dada reta projetiva de P3(C).

3. [ε1∧ε4] é a classe dos planos de C4 que contêm uma certa reta ou, equivalentemente,
das retas projetivas de P3(C) que passam por um certo ponto de P3(C).

4. [ε2 ∧ ε3] é a classe dos planos de C4 contidos num certo subespaço tridimensional
C4 ou, equivalentemente, a classe das retas projetivas de P3(C) contidas num certo
plano projetivo de P3(C).

5. [ε2 ∧ ε4] é a classe dos planos de C4 que intersectam dois planos fixados de ao longo
de duas retas e que intersectam uma dada reta fixada de C4 ou, equivalentemente, a
classe das retas projetivas de P3(C) que passam por um ponto dado e que intersectam
2 retas projetivas dadas.

6. [ε3 ∧ ε4] é a classe de um ponto, isto é, a classe de todos os planos que coincidem
com um dado plano de C4 ou da classe das retas projetivas de P3(C) que coincidem
com uma dada reta.

Para maiores detalhes ver [18] página 95.
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Capítulo 4

O Passeio de Catalan na Praia e as

Integrais das Grassmanianas de retas

Iremos neste capítulo fazer a conexão entre o problema do Passeio de Catalan na Praia,
criado e resolvido por Niederhausen [41], e os Top Intersection Number de G(2, n+2) via
a teoria das derivações.

4.1 O Passeio de Catalan na Praia

Em seu artigo [41], Niederhausen nos apresenta o seguinte problema:
Dado o reticulado Z2 em R2, estamos inicialmente na origem e nos deslocamos para
(m,n) ∈ Z2 com as seguintes restrições:

1. Nenhum caminho pode ficar abaixo da reta m = n (a diagonal dos quadrantes ím-
pares)

2. Para os pontos do reticulado abaixo da reta 2m+n = 0, podemos nos deslocar apenas

para o norte ↑ ou para o oeste ←

3. Para os pontos acima da reta 2m+n = 0, podemos nos deslocar apenas para o leste
→ ou para o nordeste ↗
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4. Todos os pontos do reticulado que estão na reta 2m+ n = 1 são inacessíveis.

5. Para os pontos do reticulado que estão na reta 2m + n = 0 podemos nos deslocar

apenas para o oeste ←, para o leste → ou para o nordeste ↗

As restrições estão ilustradas na figura abaixo:

1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4

Figura 4.1: Mapa do Passeio de Catalan

O problema resolvido por Niederhausen, consiste em obter a quantidade de modos de
atingir um ponto (m,n) do reticulado com as condições acima. O principal resultado de
[41] é que os valores obtidos ao longo da praia (ao longo da reta m = n) são os números
de Catalan. Deste modo, denotemos por Γ(m,n) ∈ N a quantidade de modos de partindo
da origem (0, 0) se chegar ao ponto (m,n). Uma das demonstrações de Niederhausen se
baseia na seguinte recursão:

{
Γ(m,n) = Γ(m+ 1, n)− Γ(m,n− 1),

Γ(n, n) = Cn,

válida no domínio Ω = {(m,n) ∈ Z2/ − n ≤ 2m ≤ 2n}. Ao atribuir a cada ponto do
reticulado, onde a recursão é válida, o valor de Γ(m,n) teremos a seguinte figura:
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1

2 3 4 5 6−1−2−3

1
1

0

90

1

1

3
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33
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0

0

132

5

15

2

14

42

1

3

9

289

2

64

11

Start pointí

Figura 4.2: Mapa de Números de Caminhos

4.1.1 O Passeio na Praia e os Top Intersection Number de G(1,Pn+1)

Definição. 4.1.1. Definimos o top intersection number k2m,n−m como o coeficiente de
εn+1 ∧ εn+2 na expansão de D2m

1 Dn−m
2 (ε1 ∧ ε2).

Vamos mostrar que os top intersection numbers da grassmanniana G(1,Pn+1) = G(2, n+2)

das retas de Pn+1 satisfazem a relação de recorrência obtida por Niederhausen. Denotemos
o top intersection number k2m,n−m por K(m,n).

Teorema. 4.1.2.

A recursão K(m,n) = K(m+ 1, n)−K(m,n− 1) é válida para todo 0 ≤ m ≤ n.

Demonstração.
K(m,n)(εn+1 ∧ εn+2) = D2m

1 Dn−m
2 (ε1 ∧ ε2).

Podemos reescrever o lado direito da equação acima do seguinte modo:

D2m
1 Dn−m

2 (ε1 ∧ ε2) = D2m
1 Dn−m−1

2 D2(ε
1 ∧ ε2).

Do endomorfismo ∆11 = D2
1 −D2 temos que D2 = D2

1 −∆11, logo

K(m,n)(εn+1 ∧ εn+2) = D2m
1 Dn−m−1

2 (D2
1 −∆11)(ε

1 ∧ ε2) =
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= D2m+2
1 Dn−m−1

2 (ε1 ∧ ε2)−D2m
1 Dn−m−1

2 ∆11(ε
1 ∧ ε2).

Como
∆11(ε

i ∧ εj) = D1ε
i ∧D1ε

j = εi+1 ∧ εj+1

segue que
∆11(ε

1 ∧ ε2) = ε2 ∧ ε3,

logo
K(m,n)(εn+1 ∧ εn+2) = D2m+2

1 Dn−m−1
2 (ε1 ∧ ε2)−D2m

1 Dn−m−1
2 (ε2 ∧ ε3).

Assim, de acordo com a notação, temos que

D2m+2
1 Dn−m−1

2 (ε1 ∧ ε2) = K(m+ 1, n)(εn+1 ∧ εn+2);

D2m
1 Dn−m−1

2 (ε2 ∧ ε3) = K(m,n− 1)(εn+1 ∧ εn+2).

Com isso chegamos à seguinte equação

K(m,n)(εn+1 ∧ εn+2) = (K(m+ 1, n)−K(m,n− 1))(εn+1 ∧ εn+2).

Tal igualdade é válida se, e somente se,

K(m,n) = K(m+ 1, n)−K(m,n− 1).

Proposição. 4.1.3.

Para todo n ∈ N
K(n, n) = Cn

Demonstração. Com a notação adotada temos que K(n, n) = k2n,0 que é o coeficiente de

εn+1 ∧ εn+2

na expansão de
D2n

1 D0
2(ε

1 ∧ ε2) = D2n
1 (ε1 ∧ ε2).
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Sabemos que D1 satisfaz a regra de Leibniz ,ou seja,

D2n
1 (ε1 ∧ ε2) =

2n∑

i=0

(
2n

i

)
(Di

1ε
1 ∧D2n−i

1 ε2)

e como
Dr

1ε
j = εj+r

temos que

D2n
1 (ε1 ∧ ε2) =

2n∑

i=0

(
2n

i

)
(ε1+i ∧ ε2+2n−i).

Os termos não nulos da expansão acima são aqueles nos quais o expoente dos ε’s nunca
ultrapassa n + 2, isto quer dizer que, 1 + i ≤ n + 2 e 2 + 2n − i ≤ n + 2. Ou seja, para
i = n ou i = n+ 1 os expoentes nunca são maiores que n+ 2, daí podemos concluir que

D2n
1 (ε1 ∧ ε2) =

(
2n

n

)
(εn+1 ∧ εn+2) +

(
2n

n+ 1

)
εn+2 ∧ εn+1

e como εn+2 ∧ εn+1 = −εn+1 ∧ εn+2, chegamos a

D2n
1 (ε1 ∧ ε2) =

(
2n

n

)
(εn+1 ∧ εn+2)−

(
2n

n + 1

)
(εn+1 ∧ εn+2) =

= (

(
2n

n

)
−
(

2n

n+ 1

)
)(εn+1 ∧ εn+2) =

1

n + 1

(
2n

n

)
(εn+1 ∧ εn+2) = Cn(ε

n+1 ∧ εn+2),

ou seja,
K(n, n) = Cn ; ∀ n ∈ N.
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4.2 Grau de Plücker de G(2,n+2)

O grau de Grassmanniana G(k, n) no mergulho de Plücker é, por definição, dado pelo
coeficiente do gerador εn−k+1 ∧ . . . ∧ εn de ∧kMn na expansão da derivação abaixo

D
k(n−k)
1 (ε1 ∧ . . . ∧ εk).

Com isso vamos obter o grau de Plücker de G(2, n+2). Para tal basta expandir a expressão

D
2(n)
1 (ε1 ∧ ε2)

que é um múltiplo inteiro de εn+1 ∧ εn+2. Como foi visto no fim da seção anterior

D
2(n)
1 (ε1 ∧ ε2) =

1

n + 1

(
2n

n

)
εn+1 ∧ εn+2.

Com isso podemos, finalmente, concluir que o grau de Plücker de G(2, n+ 2) é

d2,n+2 =
1

n + 1

(
2n

n

)
,

exatamente o n-ésimo número de Catalan

Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
.

4.3 Top Intersection Number em G(2,n+2)

Seja Mn+2 um Z-módulo livre onde (ε1, ε2, . . . , εn+1, εn+2) é uma base e seja (
∧2Mn+2, D1)

o cálculo de Schubert na 2a potência exterior do módulo Mn+2. Sejam a, b ≥ 0 tais que
a + 2b = 2n. Então, em (

∧2Mn+2, D1), vale a seguinte igualdade

Da
1D

b
2(ε

1 ∧ ε2) = ka,b · εn+1 ∧ εn+2.

Vamos agora obter uma expressão para ka,b, via o coeficiente de εn+1 ∧ εn+2 na expansão
de Da

1D
b
2(ε

1 ∧ ε2).

Da
1D

b
2(ε

1 ∧ ε2) =
∑(

a

a0, a1

)(
b

b0, b1, b2

) 1∏

i=0

D
a1−i

i

2∏

i=0

D
b2−i

i ε1 ∧
1∏

i=0

Dai
i

2∏

i=0

Dbi
i ε

2 =
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=
∑(

a

a0, a1

)(
b

b0, b1, b2

)
Da0

1 Db1
1 Db0

2 ε1 ∧Da1
1 Db1

1 Db2
2 ε2 =

=
∑(

b

b0, b1, b2

)(
a

a0, a1

)
ε1+a0+2b0+b1 ∧ ε2+a1b1+2b2 =

=
b∑

b0=0

2n−2b∑

a0=0

(
2n− 2b

a0, 2n− 2b− a0

)
Ca0,b0ε

n+1 ∧ εn+2.

Onde

Ca0,b0 =

(
b

b0, n− a0 − 2b0, b+ b0 + a0 − n

)
−
(

b

b0, n− a0 − 2b0 + 1, b+ b0 + a0 − n− 1

)
=

=
b!

b0!(n− a0 − 2b0)!(b+ b0 + a0 − n)!
− b!

b0!(n− a0 − 2b0 + 1)!(b+ b0 + a0 − n− 1)!
=

=
b![(n− a0 − 2b0 + 1)− (b+ b0 + a0 − n)]

b0!(n− a0 − 2b0 + 1)!(b+ b0 + a0 − n)!
=

b!(2n− b− 2a0 − 3b0 + 1)

b0!(n− a0 − 2b0 + 1)!(b+ b0 + a0 − n)!
=

=

(
b+ 1

b0, n− a0 − 2b0 + 1, b+ b0 + a0 − n

)
2n− b− 2a0 − 3b0 + 1

b+ 1
.

Ao substituir na expansão de Da
1D

b
2(ε

1 ∧ ε2) teremos que o coeficiente de εn+1 ∧ εn+2 é
dado por

ka,b =

b∑

b0=0

a∑

a0=0

(
a

a0

)(
b+ 1

b0, n− a0 − 2b0 + 1, b+ b0 + a0 − n

)
2n− b− 2a0 − 3b0 + 1

b+ 1
.

Observação. 4.3.1. (Conexão entre o Top Intersection Number e o Grau de

Plücker de G(2, n+ 2))

Como por hipótese a+2b = 2n, se tomarmos b = 0 obrigatoriamente teremos que a = 2n.
Verifiquemos que, de fato, k2n,0 = Cn substituindo a por 2n e b por 0 na expressão obtida

para ka,b

k2n,0 =

0∑

b0=0

2n∑

a0=0

(
2n

a0

)(
1

b0, n− a0 − 2b0 + 1, b0 + a0 − n

)
2n− 2a0 − 3b0 + 1

1
=

=

2n∑

a0=0

(
2n

a0

)(
1

0, n− a0 + 1, a0 − n

)
2n− 2a0 + 1

1
= −

(
2n

n+ 1

)(
1

0, 0, 1

)
+

(
2n

n

)(
1

0, 1, 0

)
=

=

(
2n

n

)
−
(

2n

n+ 1

)
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
= Cn

Como era de se esperar...

k2n,0 = Cn.
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