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Resumo

O objetivo desse trabalho é mostrar que os Top Intersection Numbers das Grassmannianas
de retas G(2,n+2) satisfazem a relagdo de recorréncia apresentada no artigo "Catalan
Traffic at the Beach" e a conexao desses dois com os nimeros de Catalan. Tudo isso sera
feito com a teoria das Derivagoes de Schubert e sua conexao com as Grassmannianas de

retas.

Palavras Chave : Catalan Traffic at the beach, Numeros de Catalan, Grassmannianas
de retas,G(2,4),G(2,n+2), Derivagoes de Hasse Schmidt, Derivag¢oes de Schubert, Calculo
de Schubert, Algebra de Grassmann, Polinémio de Giambelli, Top Intersection Number,
Mergulho de Pliicker.



Abstract

The objective of this paper is to show that the Top Intersection Numbers in the Grassman-
nian of lines, G(2,n + 2), satisfy the recurrence relation presented in the article "Catalan
Traffic at the Beach " and the connection of these two with the Catalan numbers. All
this will be done with the theory of Schubert derivations and the connection with the

Grassmannians of lines.

Keywords: Catalan Traffic at the beach, Catalan Numbers, Grassmannian of lines,
G(2,4), G(2,n+2), Hasse-Schmidt Derivations, Schubert Derivations, Schubert Calculus,
Grassmann Algebra, Exterior Algebra, Giambelli’s Problem, Giambelli’s Polinomial, Top

Intersection Number, Pliicker Embedding.
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Introducao

O objetivo dessa dissertacao de mestrado é mostrar que os Top Intersection Number
satisfazem a relagao de recorréncia obtida por Niederhausen em [41], que é solugao do
"Catalan Traffic at the Beach" , criado e resolvido pelo proprio Niederhausen, e também
a conexao desses dois com os niimeros de Catalan. Tudo isso serd feito a la teoria das

Derivagoes de Schubert em Grassmanianas de retas.

O capitulo 1 serd destinado ao estudo dos ntimeros de Catalan. Comecaremos com
alguns resultados classicos dos coeficientes binomiais, do tridgulo aritmético (muitas vezes
chamado de "Triangulo de Pascal") e algumas propriedades do coeficiente binomial central
das linhas de ordem par do triangulo aritmético. Em seguida tragaremos uma linha
do tempo da apari¢ao dos nimeros de Catalan juntamente com os questionamentos que
fizeram tal sequéncia surgir. Também estudaremos as diferentes expressoes que descrevem

a sequéncia de Catalan.

No segundo capitulo, iremos fazer uma breve exposi¢gao sobre Geometria Algébrica
com alguns resultados classicos (algumas demonstragoes serao indicadas nas referéncias),
com o objetivo de chegarmos ao espaco de parametros conhecido como Grassmanniana
das retas de um certo espacgo projetivo, também veremos o mergulho de Pliicker que nos
permite ver a Grassmanniana como uma subvariedade de um certo espaco projetivo, em
seguida faremos o estudo das variedades de Schubert. Para finalizar o capitulo 2, iremos

expor de modo suscinto os ciclos de Schubert, o grupo de Chow e o anel de Chow.

O capitulo 3 sera voltado para o estudo do calculo de Schubert numa Algebra de
Grassmann (também conhecida com o algebra exterior). No século 19, Schubert foi um
dos matematicos que mais trabalharam em questoes de geometria enumerativa, o mesmo
fazia uso de argumentos heuristicos como esta registrado no seu livro [51]. Para um melhor
entendimento do que é a geometria enumerativa e o Calculo de Schubert temos o 6timo
artigo de Kleiman e Laksov [25]. O questionamento sobre um embasamento soélido para o
Calculo de Schubert, é o problema 15 da lista de Hilbert, que esta parcialmente resolvido.
Entre as ferramentas mateméticas hoje utilizadas para estruturar o Calculo de Schubert,

temos a Teoria de Intersecgao (para maiores detalhes consultar as obras de William Fulton
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[12], [13]) e também temos a teoria das derivagoes. FEsta ultima nos permite efetuar
manipula¢oes menos trabalhosas que na Teoria da Intersec¢ao. Inicialmente falaremos das
Derivagoes de Hasse-Schmidt numa &lgebra exterior de um modulo, dos endomorfismos
Shift de um modulo livre e exibiremos o anel de derivagoes de um modulo livre. Com os
endomorfismos Shift iremos definir o que vém a ser as Derivagoes de Schubert (que sao um
caso particular das Derivagoes de Hasse-Schmidt). Depois falaremos da formula de Pieri
para Derivacoes de Schubert e passaremos para o estudo do problema de Giambelli o qual
estd intimamente ligado as "integracoes por partes" e sera de fundamental importéacia para
nosso trabalho. Exibiremos uma apresentagao do anel de derivagoes, A*( /\k M, D), de um
modulo livre M e também a conexdo do anel de Chow, A*(G(k,n)), da Grassmanniana
G(k,n) com o anel de derivagoes, A*( /\k M,, D), de uma k-ésima poténcia exterior de
um modulo livre de posto n. Para finalizar iremos obter, de modo explicito, o anel de
derivacoes A*(A\* My, D;) e a conexdo com a Grassmanniana G(2,4) via a interpretacao
geométrica de A*(\* My, D,).

No dltimo capitulo iremos descrever o passeio de Catalan na praia. Falaremos dos Top
Intersection Numbers na Grassmanniana das retas de P"*' G(2,n + 2). Também iremos
obter o grau de Pliicker de G(2,n+ 2) via a teoria das derivagdes de Schubert e faremos a
conexao desses dois. Para finalizar nossos trabalhos, iremos demonstrar que a relacao de
recorréncia obtida por Niederhausen em [41] é satisfeita pelos Top Intersection Numbers,
com uma leve mudanca de indexagao, assim como os niimeros que aparecem na beira da

praia sao os numeros da sequéncia de Catalan.

Obrigado pela atencao e boa leitura.
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Capitulo 1

Numeros de Catalan

Neste capitulo N denotara o conjunto dos ntumeros naturais, N = {0, 1,2,3,...}.

1.1 Coeficientes Binomiais

Os binémios e suas poténcias inteiras nao negativas ocorrem com certa frequéncia em

matematica.

Binomios de Newton Triangulo Aritmético

(a+0b)° =1 1

(a+b)! l-a+1-b 1

(a+ b)? 1-a>+2-ab+1-b? 1 2 1

(a+0b)3 1-a®>+3-a*h+3-ab®+1-b° 1 3 3 1

(a+b)* = 1-a*+4-a’h+6-a’*+4-ab>+1-b* 1 4 6 4 1
De modo sistemético, para cada n € N, obtemos a expansao:

n __ - n L Lpn—t
(a+b)" = Z (z) a'b
=0

com (7;) € N o coeficiente de a’b" %, i =0,...,n, que é a esséncia do Teorema Binomial.

12



De modo geral, temos que

n+1
1 ) )
wrip =32 (7)o
2

=0

(a+b)" (a+b) = [An (") b (0 b) =

n+1 n
n+1 , , n n n . ' n
A : E . 1bn+1—z _ _bn—l-l 2 . zbn—l-l—z Lt
SSlm’ i=0 ( Z ) ¢ (O> + i=1 |:<Z - 1) + (Z>‘| ¢ + (n) ‘

1
e, consequentemente, temos que (n—l— ) = < " 1)—1—(@), Vn e NeVi e {1,---,n}.
i i— i

O que acabamos de fazer foi demonstrar a conhecida Relacao de Stiefel.

Teorema. 1.1.1. (Relagao de Stiefel)
Para todo n € N e para todo i € {1,...,n} temos que

() =(2)-0)

Os coeficientes (7;) de cada monémio a’b" % da expansao do binémio de Newton (a + b)"

sao chamados de Coeficientes Binomiais. Ao expandir (a+ b)"™ como produto de n-fatores
(a+b)(a+0b)...(a+0b)

vemos que podemos produzir mondmios a’b"* por escolha de n! sequéncias de a’s e
b’s, a menos de 7! repeti¢oes dos a’s e (n — i)! repetigoes dos b’s. Intuitivamente temos

que o coeficiente (T;) de a'b"~* ¢ dado pela fracao Z,(Zi'_ Tais fragoes sao conhecidas

ik
como numeros binomiais. Deste modo, temos estabelecido o Teorema Binomial, isto é, a
correspondéncia entre os coeficientes da expansao de uma poténcia de um binémio e os

numeros binomiais.

13



Observagao. 1.1.2. (Coeficientes Trinomiais e Coeficientes Multinomiais)

Se ao invés de trabalharmos com poténcias bindmios trabalharmos com poténcias de trinémios,
0s coeficientes dos termos da expansao de (x+y+ 2)" serao chamados de coeficientes tri-
nomiais. Por argumentos combinatdrios temos que o coeficiente do termo x®y®27 tal que

a+ B+y=mn € dado por :

()07 -

que também pode ser denotado por

n B n!
o, B,y)  alply!

coma++vy=n.

Ao trabalhamos com a poténcia (x1,xa,...,x,.)" , 08 coeficientes da expansao serao

chamados de coeficientes multinomiais. Por argumentos combinatdrios temos que o coefi-

Qo
r

n n— o n—aQq...— Qp_1 n!
Qaq Qo o Q. arlas! .oyl

que também pode ser denotado por

( n ) n!
a1, Q, ..., oqlas! o)

ciente do termo x{*x5? ... x8 na expansao de (xy,Ta, ..., x.)" com oy +as+... . =n

¢ dado por :

com oy +og+ ... +a, =n.

14



Teorema. 1.1.3. (Teorema Binomial)

Dadosn e N ei € {0,...,n} , temos que

Demonstracao. A demostragao serd por inducao em n. Note que nos casos i =0 oui=n

| .
temos que (") = (") =1 = 2. Assim, temos demonstrado os casos n = 0 en = 1.
0 n 0ln! )
n!

Admita que é verdade para n e para todo i € {0,...,n}, ou seja, (7) = T

Logo,
pela Relacao de Stiefel,

<nj1) - (?)+<27—11) :z’!-(:z!—z')!+(@'—1)!-(Z!+1—¢)!) B

nl-(n+1—i4+d)  (n+1)!
il (n+1—1)! il(n+1—1)
para todo ¢ € {1,--- ,n}. Os casos i =0 e i =n+ 1 seguem da afirmagao inicial. O
Corolario. 1.1.4.
Dadosn € N ei€{0,...,n}, temos que
n!
Ry p— e N.

Observacao. 1.1.5.

e A terminologia "numero binomial” foi introduzida pelo matemdtico alemao Michel
Stiefel ( 1486 - 1567 ).

e A notagao (’:) for introduzida pelo matemdtico e fisico alemao Barao Andreas Von
Ettinghausen ( 1796 - 1878 ), a parte de cima é chamada de numerador e a parte

de baizo de denominador do numero binomial.

e A Relagao de Stiefel também é chamada de Identidade de Pascal em homenagem ao

matemdtico francés Blaise Pascal ( 1623 - 1662 ) como se pode verificar em [26].
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Com esses resultados em maos, é possivel realizar uma construcao conhecida como
Triangulo Aritmético ou “Triangulo de Pascal”, pois tal estrutura aparece no trabalho de
Blaise Pascal, publicado post mortem em 1665, cujo titulo é Traité du Triangle Arith-
métique. E importante ressaltar que tal estrutura ja era conhecida no mundo oriental.
Em 1303, o matematico chinés Chu Shih-Chieh (£1260 - +1320) publicou um trabalho
chamado de Siyuan yujian (O Precioso Espelho dos J Elementos). Vejamos a seguir a
capa do tratado de Pascal, o Tridngulo Aritmético desenhado por Pascal e o Triangulo

Aritmético desenhado por Chu Shih-Chieh respectivamente.

TRAITE

DV TRIANGLE
ARITHMETIQVE.

AVEC_Q_?ELQ}'ES AVTRES
7 FETITS TRAITEZ S¥R LA
f""‘ Sy waTiny G

bl lf‘”-;'wﬂ'i- PJEEJLI’:;:T::. = ‘_ul'_n 2l ‘-I e o
g XL A A A
LV LA A | B g
1 Y.< ;{/l{ P el
i
| ,' " A i /‘{ ¥ 5 -"C-rrns_::!’r_af-n'rﬁmdgn_u
et dAmS | A
F.:_Ln",h?zj; _ L B 3 | [ ) o e o
' @ : = PRAETIR Al o i
L) £
= i

n=20 1
il 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1,
4 1 4 6 4 1
5 1 B 10 10 5 1
6 1 6 B 2 15 6 1
T 1 7 21 8 8 21 7 1

Todo elemento é soma dos dois elementos que estao imediatamente acima dele, que é

exatamente a relagao de Stiefel.
= -
r T r—1
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O numerador indexa a linha do tridngulo e o denominador a posi¢ao do elemento na
respectiva linha. Comegamos a indexar a partir do 0(zero). Perceba que toda linha de
ordem par possui uma quantidade impar de termos (assim como as poténcias pares de
(a+1)), logo ha um elemento central. Na linha 2n o elemento central é (2:) Note que os
elementos centrais das linhas de ordem par, a excessao do primeiro, sao nameros pares.

O fato que (2:) =0 mod 2; Vn € N é corolario do seguinte teorema :

Teorema. 1.1.6.

Sejam m,n € N tais que m >n >1 e (m,n) = mde(m,n), entao

(1) = ome ()

Demonstragao. Seja d = (m,n). Pela identidade de Bézout existem inteiros « e [ tais

que d = am + fn. Multiplicando ambos os membros por (7:), temos que :
-1
() o) o) = () =2
n n n n n—1
m m—1 m m—1
a,ﬁ,()e( )EZ:>Q()+6< )EZ.
n n—1 n n—1

Denotemos 04(7:) + 5(7::11) por 7. Logo, (’:) = v e disso concluimos que

(1) = omet ()

Corolario. 1.1.7.

Para todo n € N\ {0}

2
(n>50m0d2.
n

Demonstragao. Basta fazer m = 2n no teorema anterior e usar o fato que (2n,n) =n. 0O

Note também que esses elementos centrais, inclusive o primeiro, também sao divisiveis
por metade da ordem da linha mais 1, ou seja, (2:) = 0 mod(n + 1) para todo n > 0.

Tal fato é corolario do teorema que segue.

17



Teorema. 1.1.8.

Sejam m, n € N tais quem >n>1e (m+1,n) = mdc(m+ 1,n), entdo

() = omet (f35)

Demonstragao. Seja d' = (m + 1,n). Pela identidade de Bézout existem inteiros o/ e [/,

tais que d' = o/ (m + 1) + p'n. Tal equacdo pode ser reescrita como
d=d(m+1-n)+n(f +da).

Agora multipliquemos essa tltima equagao por mk R disso resulta que

n!((erifn)!
m! m! m!

! — / 1 _ / / —

M1y~ @l Tl 8

n!((m+1—mn)!)
)i
Como o, #, (") e () € Z, entao /(") +4'(,"",) € Z. Denotemos o/ (™) +(a/+5') (")

n n—1 n—1 n—1

por . Logo dlm(( m! =/ € Z, e disso segue que

I((m+1—n)!)
m! 1 m!

e (e 1 ¥ e Sl Ao s T

=(m—-n+1)y <

m\ _(m=-—n+1) , () :
- (n> @ Tmpm et
Como d' = (m + 1,n), noés temos que
— 1
™) = 0mod mont .
n (m+1,n)
O
Corolario. 1.1.9.
Para todon € N
2n
= 0 mod(n + 1).
n
Demonstragao. Basta fazer m = 2n e usar o fato que (2n + 1,n) = 1. U

Com esse tltimo corolario podemos tirar a seguinte conclusao :

1 2
(”);vn c N.
n+1\n

Essa tltima expressao é exatamente a forma binomial do n-ésimo niimero de Catalan.
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1.2 Um Pouco de Historia

Os numeros de Catalan formam uma sequéncia de ntimeros naturais que aparecem em
muitos problemas de contagem. Tais nimeros recebem o nome de Numeros de Catalan
em homenagem ao matematico francés Eugene Catalan (1814 - 1894) o qual obteve a

expressao binomial dos termos dessa sequéncia.
Vamos a ordem cronologica dos fatos.

De acordo com o artigo [35], de 1988, do matemaético chinés J. J. Luo, o chinés Antu
Ming (+ 1692 - +1763) obteve tal sequéncia por volta de 1730 através de alguns modelos
geométricos. Entre outros resultados, Antu Ming obteve uma expansao de sen(2a) em

série de poténcias de sen(a) como pode ser verificado em [32]:

sen(2a) = 2 {sen<a> - i {f} sen%wa)} ;

onde C,, é o n-ésimo nimero de Catalan.

No século XVIII o Matemaético suigo Leonhard Paul Euler (1707-1783) trabalhara
no problema de triangulagao de um poligono convexo de n lados em n — 2 tridngulos,
utilizando diagonais que nao se intersectam, a excessao dos vértices. Consideremos os

poligonos com os vértices rotulados. Vejamos alguns casos.

/A NP

P2V dw
DO SUW
OE2CC0

o

Figura 1.1: Triangulagoes.

e No caso do triangulo ha 1 triangulagao possivel, F3 = 1.
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No caso do quadrilatero convexo, ha 2 triangulagoes possiveis, F, = 2.

No caso do pentédgono convexo, ha 5 triangulagoes possiveis, F5 = 5.

No caso do hexagono convexo, ha 14 triangulagoes possiveis, Fg = 14.

Quando trabalhamos com o heptagono, obtemos E; = 42.

Para o Octogono, Eg = 132.

Para o Eneagono, Fq = 429.

Os numeros da sequéncia comegam a crescer muito rapido, o que torna praticamente im-
possivel continuar a descrever caso a caso. Em 1751, Euler trocou correspondéncias com o
matematico prussiano Christian Goldbach (1690-1764) sobre o problema de triangulagao,
onde revela a obtencao da seguinte expressao:

~2:6-10-...-(4n —10)

En (= 1)

a qual fornece o ntimero de triangulagoes de um poligono de n lados. Segundo Euler
"...0 processo indutivo que apliquei foi bastante trabalhoso..." . FEuler também trocou
correspondéncias com o mateméatico hingaro Johann Andreas Von Segner (1704-1777) e
comunicou-lhe os sete primeiros nimeros da sequéncia: 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429 (ver [11]
pagina 21). Em 1758, Segner publicou em [50] a seguinte relagao de recorréncia de ordem

2 para obter os elementos da sequéncia

E,=EFE, . +EFE, o+ ...+ E, oE3+ E, 1F,
atualmente escrita como

C, =CoChy1 +C1Ch_o+ ...+ C,0C1 + C,, 1 Cy

chamada de Recorréncia de Segner. Passados 80 anos, em 1838, tal sequéncia surge
novamente, agora nos trabalhos de Catalan publicados em 1838 e 1839 no Journal the
Mathématiques (ver [6], |7] e [8]). Um problema abordado por Catalan, diferente do prob-

lema atacado por Euler, Segner e Goldbach, e que também faz surgir a mesma sequéncia
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de ntimeros, foi o seguinte.

De quantos modos podemos multiplicar n fatores efetuando multiplicacao aos pares, com
uma sequéncia fizada de fatores?

Por exemplo, podemos multiplicar um fator, efetuando multiplica¢io aos pares com uma

sequéncia fixada de fatores, de 1 modo. Apenas escrevemos o fator

().

Podemos multiplicar dois fatores, efetuando multiplicacao aos pares com uma sequéncia

fixada de fatores, de 1 modo :
(a.b).

Podemos multiplicar trés fatores, efetuando multiplica¢ao aos pares com uma sequéncia

fixada de fatores, de 2 modos :
((a.b).c), (a.(b.c)).

Podemos multiplicar quatro fatores, efetuando multiplicacdo aos pares com uma sequéncia

fixada de fatores, de 5 modos :

(a.b).(c.d)), (((a.b).¢).d), ((a.(b.c)).d), (a.((b-c).d)), (a.(b.(c.d))).

Podemos multiplicar cinco fatores, efetuando multiplicacao aos pares com uma sequéncia

fixada de fatores, de 14 modos. Seis fatores de 42 modos...

Veja que, a partir do segundo, sao os mesmos nimeros obtidos por Euler a cerca de

80 anos. A expressao binomial obtida por Catalan foi a seguinte:
1 2n
n+1\n)/)’

No mesmo ano de 1838, também no Journal the Mathématiques [45], o matemético

judeu Olinde Rodrigues (1794-1851) propos o seguinte problema:
De quantos modos podemos multiplicar n fatores, efetuando multiplicacao aos pares, de
modo que os fatores podem trocar de posicao, ou seja, nao hd uma sequéncia fizada dos

fatores?
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Ao relacionar o problema proposto por Catalan e o proposto por Rodrigues, obtemos
a relagao de recorréncia de ordem 1 abaixo :

_4n—2

Cy
n+1

Chn-1-

Como veremos mais adiante, ao expandirmos a expressao acima iremos obter

C2.6-10-...- (4n—2)
B (n+1)!

Ch

a expressao que Euler comunicou a Goldbach com a alteracao E, o = C),.

Para ver mais situagoes, onde os nimeros de Catalan aparecem, consultar as obras

53], [54] e [26].

1.3 Recorréncia de Segner(Recorréncia de Ordem 2)

Segner trabalhou no seguinte problema:
Quantas sao as triangulagoes de um poligono de n lados em n - 2 tridngulos, utilizando
diagonais que nao se intersectam?

Os primeiros 7 resultados que Euler enviou para Segner no século 18, segundo [11], foram
E3 = 1,E4 = 2,E5 = 5,E6 = 14,E7 :427E8 =132e Eg = 429.

Segner obteve tal recorréncia do seguinte modo:

Considere um poligono convexo de n lados.

Ajet1 Ag

Anﬁl

Podemos particionar o conjunto das triangula¢oes de um poligono convexo de n lados nos

seguintes conjuntos:
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e O conjunto, Aln2, das triangulagdes onde aparece o triangulo A; A, As.
e O conjunto, Aln3, das triangulacoes onde aparece o triangulo A; A, As.

e E assim sucessivamente até o conjunto, Aln(n — 1), das triangulagoes onde aparece

o triangulo A1 A, Aq—1).

Esses conjuntos sao disjuntos pois nas triangulacoes as diagonais nao podem se intersec-
tar e em qualquer triangulacao de um poligono convexo de n lados aparece apenas um
desses triangulos mencionados anteriormente. Logo, pelo principio aditivo, o ntimero de
triangulacoes de um poligono convexo de n lados é igual & soma dos cardinais desses con-
juntos. Quando, na triangulagao, tivermos o tridngulo A; A, Ay com k € {2,...,n — 1}
iremos decompor o poligono inicial em um tridangulo, um poligono de k lados a direita e
um poligono de n — k + 1 lados a esquerda, logo, pelo principio multiplicativo, o ntimero
de triangulagoes onde aparece o triangulo A;A, Ay é igual ao nimero de triangulacoes
de um poligono convexo de k lados multiplicado pelo niimero de triangulacoes de um
poligono convexo de n — k + 1 lados. Se denotarmos por E, o nimero de triangulagoes
de um poligono convexo de n lados, podemos expressar o niimero de triangulacoes de um

poligono convexo de n lados do seguinte modo :
E,=FE,  +EE, 2+ ...+ E, sE3+ E,_;.

Para escrever tal expressao de modo mais sintético definamos Fy = 1, e a expressao acima

podera ser reescrita como :
n—1
E,=EFE, 1+ EE, o+ ...+ E, oE3+ F, 1FE = Z EyEn ki
k=2

Nessas expressoes I, ¢ o nimero de triangulagoes de um poligono convexo de n lados, em
n — 2 tridngulos utilizando diagonais que nao se intersectam. Passemos para a notacao
atual C,, que é o numero de triangulacoes de um poligono de n + 2 lados em n triangulos
utilizando diagonais que nao se intersectam. Com isso podemos reescrever a relacao de

recorrécia de Segner, utilizando o fato que E, o = C,,, como

n—1
Cp = CoCrt + CiCng + ...+ CoaCi + CoiCo = > CrCrpy.
k=0
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1.4 Recorréncia de ordem 1 e a Expressao Binomial dos

Numeros de Catalan

Problema de Catalan:

De quantos modos podemos multiplicar n fatores efetuando multiplicacdo aos pares, com
uma sequéncia fizada de fatores?

Problema de Rodrigues:

De quantos modos podemos multiplicar n fatores, efetuando multiplicacao aos pares, de
modo que os fatores podem trocar de posi¢ao (ou seja, nao hd uma sequéncia fizada dos
fatores)?

Os ntimeros obtidos por Catalan serao denotados por C,, e nimeros obtidos por Rodrigues
sao denotados por R,, onde n é a quantidade de fatores da multiplicagdo. Podemos
relacionar o problema proposto por Catalan com o problema proposto por Rodrigues do
seguinte modo:

Para cada disposicao de n fatores obtida por Catalan podemos gerar n! disposi¢oes para o

problema de Rodrigues, logo R, = n!C,,.

Vamos agora obter a relacao de recorréncia para R,, e em seguida obter a relacao de
recorréncia para C,. Ha R,_; modos de multiplicar n — 1 fatores, aos pares sem uma
ordem fixada dos fatores. Numa dada multiplicacao de n—1 fatores ha n—2 multiplicagoes
(A.B), em cada multiplica¢ao dessa podemos introduzir o n-ésimo fator o de quatro modos

diferentes

((aA) - B) ou ((Aa) - B) ou (A - (aB)) ou (A - (Ba)).

Como sao n — 2 multiplicagoes, de uma dada disposi¢cao de n — 1 fatores ja obtivemos
4(n — 2) disposigoes de n fatores, mas ainda faltam 2 casos. Se P é a multiplicagdo dos
n — 1 fatores, também podemos introduzir o n-ésimo fator a de mais dois modos (« - (P))
ou ((P)-a). Com isso temos que de uma dada disposigao de n—1 fatores para o problema
de Rodrigues, podemos obter 4(n—2)+2 = 4n—6 disposi¢oes de n fatores para o problema
de Rodrigues. Como ha R,_; disposicoes de n — 1 fatores temos a seguinte relacao de
recorrécia :

R, = (4n — 6)Rp_1
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que é uma relacao de recorréncia de primeira ordem. Como ja sabiamos que R, = n!C,

temos a seguinte relagao de recorréncia de primeira ordem para os ntimeros de Catalan

dn — 6
Cn = Cn—l-
De modo a uniformizar nossa notagao, fagamos uma pequena alteracao na indexacao da
expressao C, = #=6C,,_; , na qual n é a quantidade de fatores na multiplicacdo. Seja C,,

n

a quantidade de modos de multiplicar n + 1 fatores efetuando n multiplicagoes aos pares
com uma ordem fixada dos fatores. Temos a seguinte relacao C,.; = C,,, logo

dn — 2

" +1

Ch-1.
Af esta a relacao de recorréncia de ordem 1 para os ntimeros de Catalan.

Dessa relagao de recorréncia também podemos obter a expressao de Euler do seguinte

modo :

-2,  (n-2@n—6) ,  (An—2)@dn—6)(4n—10) ,
n+1 Cho1= (n+ n Chp = (n+ Dn(n — 1) Chz=...
..+ 6

_ (n—2)(Un—6)(4n—10)-...-6-2 ,
o (n+1Dnn—1)-...-3-2 0

Cn =

e como Cy =1
(4n—2)(4n —6)-...-2

(n+1)!
que é a expressao obtida por Euler. Também podemos obter a expressao binomial do

Cn=

seguinte modo:

o  (4n—2)-(4n—6)-...-6-2 22n—1)-2(2n—3)-...-2-3-2-1
" (n+1n-...-3-2 B (n+ 1)! B
_@n-1)@n=3)-...-3-1 ,,

(n+1)! '

Perceba que (2n —1)(2n—3)-...-3-1-2"-(n!) = (2n)!
Logo, multipliquemos numerador e denominador por 2" - (n!) e assim iremos obter

)
(2n—1)2n—3)-...-3-1-2"-(n!) (2n)! _ (2n)!
2

(n+1)!- 27 (n!) (n+1)l-20-(n) =~ (n+1Dl(n)

c - 1 (2n)
n+1l\n

que é a expressao binomial obtida por Catalan nos idos do século 19.

C, =
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1.5 Funcao Geradora Ordinaria e a Expressao Binomial

dos Niumeros de Catalan

A técnica das fungoes geradoras teve origem nos trabalhos do matematico francés Abra-
ham de Moivre (1667-1754), tendo sido muito utilizada por Leonhard Euler (1707-1783)
em problemas de teoria aditiva dos ntimeros, especificamente na teoria das particoes, o
francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) utilizou essa técnica no estudo de probabilidade
e o matematico sui¢o Nicolau I Bernoulli (1687-1759) utilizou as fungoes geradoras no es-
tudo das permutagoes caoticas. Dada uma sequéncia de nimeros reais (a,), para r € N,

a funcao geradora ordinaria dessa sequéncia é dada pela seguinte série de poténcias:
ag+a1x + ...+ a,x" + ...

Dada a sequéncia dos numeros de Catalan (C),), para n > 0, a fungao geradora ordinaria

da sequéncia dos numeros de Catalan é dada por

f@)=Co+ Cra+ ...+ Cpa" +...=> Cpa".
n=0

Realizemos algumas manipulacoes algébricas com o intuito de obter, explicitamente,
os coeficientes (), da funcao geradora ordinaria em questao. Vamos la...

Primeiro multipliquemos f(x) por si mesmo
[f(fﬂ)]Q = (C[) + Cll' + 02.12 + ) : (CO + 01.77 + 021‘2 + ) =

= OOCO + (0100 + C[)Cl)l' + ...+ (C()Cn_l + C1Cn—2 +...+ Cn—201 + Cn—1C()>ZEn_1 + ...

Fazendo uso da recorréncia de Segner obtemos a seguinte expressao
[f(2)?=C1+Cox+ ...+ Cpa™ 4. ..
Multipliquemos toda a equacao por x
[f(2))*r = Oz + Cox® + ...+ Cpa™ + ...
Agora adicionemos Cj a ambos os membros da equagao
Co+[f(@)Pr=Co+ Crx+ Coz® + ...+ Cpa™ + ...
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Logo,
Co + [f(2)]x = f(x)
¢ uma equacao do segundo grau em f(z), e como Cy = 1

rfP—f+1=0

resolvendo essa equacao na variavel f iremos obter

1V dx

fla) = —L

Nao podemos ter

fla) = 1+ \/22— 4x

pois nesse caso, quando x — 0, nds teremos que f(x) — oo, e de
fl@)=Co+Cra+...+Ca"+..=Co+ Y _ Cpa"
n=1

noés temos que

Entao, podemos concluir que

Vamos agora fazer uso do Teorema Binomial para expressar /1 — 4z como uma série
de poténcias e, enfim, obter uma expressao de f(z) como série de poténcias com os

coeficientes bem determinados. Do Teorema Binomial

(1 - ) =1 %456 * %(4@*)2 _ %(4@3 +...=
_1—1|2x—i4x Y 8x” — 1 162" —
logo,
1 1 3-1 5.3-1
- N 1/2__ 21 ’ Y s 4 .« e
L= (L= da) = 2o gpda” 4 8ot =160+
entao
PR b Lih i i l?

2z
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dai chegamos & seguinte expressao

1'2x+3 L2,  (2n-D@n-3)2n-5) .31

| o 4
TR (n+ 1) v

flz) =1+

multiplicarm r n!, numerador nominador r u ntém énci
Ao multiplicarmos por n!, erador e denominador da parcela que contém a poténcia

", iremos obter

o, 1-2Y(11) 3-1-22(21) 2n—1)(2n—3)(2n—5)...3-1-2"(nl)
RO TITE T R TITOT (0 + D) S

usando o fato de que (2n—1)(2n—3)(2n—5)-...-3-1-2"(n!) = (2n)!, podemos reescrever

f(x) como sendo

flr) =1+ (2?1|>x+ (;‘—'> ? + .. (n(inl))!!m)xmr...:
143 (1) o+ 3 (5m) (G )

n+1\ nln!
1/2 1/4
=1 -
f(x) +2(1)x+3(2)x+ +

Como inicialmente tinhamos que

2 4 ..

1 <2n "
AR
n+1\n

ao comparar os coeficientes dos termos de mesmo grau podemos concluir que

n+1\n
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1.6 Outro Modo de Obter a Expressao Binomial dos

Numeros de Catalan

Pensemos no seguinte problema :
Dado o reticulado Z* em R?, de quantos modos podemos ir da origem A = (0,0) até o
ponto B = (n,n), onde n € N, nos deslocando pelos pontos do reticulado com dois tipos

de movimentos permitidos:

e um passo para o norte (N)

e um passo para o leste (L)

e de modo que nunca figuemos no semiquadrante superior & reta y = T, ou Seja, NUNCA

fiquemos na regiao de R? determinada pela inequagao y > x.

Y
‘ (n,n)

destination

(0,0)origin

Perceba que podemos identificar cada trajeto de A até B (satisfazendo as condigdes es-
tabelecidas acima) com um anagrama onde aparecem os simbolos L e N (L significa um
passo para o leste, N significa um passo para o norte) em quantidades iguais e quando
percorremos o anagrama da esquerda para a direita a quantidade de simbolos L é maior
ou igual que a quantidade de simbolos N. Em combinatoéria diz-se que é uma Palavra de

Dick, de tamanho par. Vamos descrever alguns casos...

e Por convencao, quando n = 0, h4 um tnico modo de realizar o trajeto que é ficar

onde esta, pois nesse caso A e B coincidem.

e Quando n =1 s6 ha um modo: LN.
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e Quando n = 2 ha dois modos: LNLN ou LLNN.
e Paran = 3ha5modos: LNLNLN, LNLLNN, LLNLNN, LLNNLN e LLLNNN.
e Para n =4 ja sao 14 modos.

e Para n =5 sao 42 modos ...

Exatamente os nimeros de Catalan!

n=20 gl n =2

Para contar o nimero de trajetos da origem A = (0,0) até o ponto B = (n,n) nas
condicoes dadas, podemos pensar do seguinte modo. Primeiro obtemos a quantidade total
de trajetos da origem A = (0,0) até o ponto B = (n,n) ( sem a restri¢ao de nunca ficar
na porgao superior a reta y = x ) e desse valor subtraimos a quantidade de trajetos que

transgridem as condi¢oes dadas.

O total de trajetos de A até B igual & quantidade de anagramas onde L aparece n

o= ()

Vamos agora obter o niimero de trajetos transgressores. O método utilizado é atribuido

vezes e N aparece 1 vezes

ao matematico francés Désiré André que viveu nos séculos 18 e 19. Basicamente o que
iremos fazer é associar a cada trajeto transgressor, da origem A = (0,0) até o ponto

B = (n,n), um trajeto de A = (0,0) até o ponto B' = (n — 1,n + 1) do seguinte modo.

Em todo trajeto transgressor existe o primeiro ponto P onde ele cruza a reta y = x, nesse
momento a quantidade de deslocamentos para o norte é uma unidade maior que a quan-

tidade de deslocamentos para o leste, ou seja, nesse momento teremos r deslocamentos
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para leste e r + 1 deslocamentos para o norte. Restando n — r deslocamentos para o
leste e n — (r + 1) deslocamentos para o norte. O que iremos fazer é, a partir do ponto
P, inverter os deslocamentos. O norte se transforma em leste e vice-versa. Com isso
teremos mais (n — r) deslocamentos norte e n — (r 4+ 1) deslocamentos leste. Totalizando
r+ (n—(r+1)) =n—1 deslocamentos leste e r +1 + (n — r) = n + 1 deslocamentos
norte. E assim teremos um trajeto de A = (0,0) até B’ = (n—1,n+1). Como para cada
trajeto transgressor de A = (0,0) até B = (n,n) podemos associar um tnico trajeto de
A=(0,0)até B = (n—1,n+1) e vice-versa, o ntumero de trajetos transgressores é igual
ao numero de trajetos de A = (0,0) até B’ = (n — 1,n + 1), que por sua vez ao total de

anagramas onde o L aparece n + 1 vezes e o N aparece n — 1 vezes que é dado por

(2n)! ([ 2n
((n=DH((n+1)) (n - 1)'

Logo, o niimero de trajetos que satisfazem as condigoes iniciais ¢ dado por
2n 2n 1 2n
C,= — = :
n n—1 n+1\n
E assim obtemos a expressao binomial para os nimeros de Catalan.

o, = (2n);VnEN.
n+1\n

No capitulo 4 iremos ver outra situacao problema onde os numeros de Catalan aparecem, é

Observacao. 1.6.1.

exatamente o problema que dd titulo a esta disserta¢ao. O problema do passeio de Catalan

na praia criado por Niederhausen (ver [41]).
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Capitulo 2
(Geometria Algébrica

Nesse capitulo o corpo K sera infinito, de caracteristica zero e algebricamente fechado,

que naturalmente pode ser o corpo dos niimero complexos C.

2.1 Espaco Projetivo P”

O espago projetivo de dimensao n sobre o corpo K é o conjunto de todas as retas, em
K™ que passam pela origem de K™™' e sera denotado por P% ou P". Vendo K"*!
como um espaco vetorial de dimensao n + 1, sobre o corpo K, P% ¢ a reuniao de todos os
subespacos vetoriais unidimensionais do espaco vetorial K"*!. Lembremos que uma reta
que passa pela origem de K™™' pode ser representada por infinitos pontos de K™ (no
caso de K infinito). Dois pontos, (xg, 1, ..., T,), (24, 2},...,2,) € K"\ (0,0,...,0),
representam a mesma reta que passa pela origem de K™l se, e somente se, I\ € K*
tal que (xo,21,...,2,) = Aag,2],...,2,,). Como os elementos de P sdo as retas de
K™ que passam pela origem, podemos reescrever tal fato na linguagem da geometria
algébrica do seguinte modo: um ponto x € P pode ser representado por um (n+ 1)-upla
(w0, 1, ... 2,) # (0,0,...,0) em K™ (x),2),...,2)) € K" define o mesmo ponto
em P% se, e somente se, IX € K* tal que (xg, 1, ...,x,) = Az, 2, ..., 7). Uma (n+1)-

upla representando x € P} é chamada de um sistema de coordenadas homogéneas de
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x e sera denotada por x = [xg : ... : )]

E agora surge uma pergunta :

Quando um elemento de P} ¢é raiz de um polinémio F' € K[Xy,..., X,]?

e 1 € P} ¢é dito ser uma raiz do polindémio F se, e somente se, F'(z) = 0 para todo

sistema de coordenadas homogéneas de x.

E agora surge outra pergunta...

Quais polindmios F' € K[Xy, ..., X,| possuem raizes em P77

e Se F' é um polinomio homogéneo é suficiente que a condig¢ao seja satisfeita para um
sistema de coordenadas homogeéneas de = [z : ... : x,]. Pois se F' é um polinémio

homogéneo de grau d, entdo F(\ - z) = A F(z). Disso concluimos que
Fz)=0 < F(\-2)=0 VA e K"
e Analisemos agora o caso em que F' nao é um polinémio homogéneo e deg(F') = d.

Seja ' = Fy+ ...+ F; a decomposi¢gao de F' na soma de polinébmios homogéneos
Fy de grau k € {0, ...,d}.
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F(z) = 0 se, e somente se,
Fi(xo,...,x,) =0k € {0,...,d} e um (zg,...,2,) € K" tal quex = [0 : ... : 2,).

Realmente :
FOX) = Fo(X) + AFL(X) + ...+ M Fy(X)

se anula para infinitos A € K se, e somente se,
Fi(zo,...,x,) =0 Vk €{0,...,d}.

Com isso podemos concluir que um polinémio ndo homogéneo F' € K[X,..., X,
possui X € P como raiz se, e somente se, todas as partes homogéneas de F' possuem

X € P% como raiz.

Definigao. 2.1.1. (Graduagao de um Anel)
Uma graduacao de um anel G é uma familia {Gy}rez de subgrupos Gy do grupo aditivo

do anel G tais que

1. G= @Gk,

keZ
2. G;-Gj C Gy Vi, j € L.
Definigao. 2.1.2. (Anel Graduado)

Um anel G é chamado de anel graduado se G for provido de uma graduagdo {Gy}rez. Se
Gr = 0 para k < 0, o anel G é chamado de positivamente graduado. Os elementos de
G sao os elementos homogéneos de grau k do anel G. Pelo item 1 da defini¢ao 2.1.1,

g € G € escrito como g = >, g, com gx € Gy, ¥ k € Z e g, € chamado de componente
kez
homogénea de grau k de g.

Exemplo. 2.1.3. (GraduagGes de um Anel de Polinémios)

1. Qualquer anel de polinémios G = R[Xo,...,X,] sobre o anel R é positivamente
graduado. Os elementos homogéneos de grau k sao os polindmios homogéneos de

grau k
S e X X

vo+...+vn=Fk
Chamamos essa graduacao de Graduacao Candnica do anel de polindmios.
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2. Dado um ponto (ay, . .., o) € Z™, o conjunto Gy dos polinémios quasehomogéneos

de tipo (g, -, ) € grau k

Z Pugeon Koo+ oo X

apUo+...+anvpn=Fk

define uma graduacdao no anel de polinomios R[Xo, ..., X,].

Definigao. 2.1.4. (Transformacao Projetiva de Coordenadas ou Projetividade)
Uma transformagao projetiva de coordenadas é uma aplicagao linear de P} em P} dada
pela matriz A € GL(n + 1, K).
Py — P%
[zo: ... ixy] —> o i ..ty ]A

Definicao. 2.1.5. (Variedade Projetiva)
Seja V- C Py, Se existem uma familia de indices L e um conjunto de polinémios homogé-
neos S ={f;| fi € K[X1,...,X,]; Yi€ZL} tais que V € o conjunto solucao do sistema
de equacoes

fi(Xy, ..., X,) =0, paratodo i €T,

V€ chamado de Variedade Algébrica Projetiva. Tal sistema de equacoes polinomiais €

chamado de um sistema de equacgoes definidoras da variedade algébrica projetiva V.

Observacao. 2.1.6.
Devido ao Teorema da Base de Hilbert, podemos, de antemao, considerar que tal familia

de indices T ¢€ finita.

Observacao. 2.1.7.

O conceito de variedade projetiva € invariante por transformagoes afins de coordenadas.

Vejamos alguns exemplos de variedades projetivas.

Exemplo. 2.1.8. (Hipersuperficie Projetiva)

Uma hipersuperficie projetiva € dada pelo conjunto solu¢ao de um sistema polinomial
com uma unica equacao F = 0, onde F € um polinémio homogéneo nao constante. Se
o polinomio homogéneo F for linear entao a hipersuperficie projetiva serd chamada de

hiperplano projetivo.
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Exemplo. 2.1.9. (Variedade Linear)

E o conjunto solucio de um sistema de equacoes lineares homogéneas. Se um sistema de
equagoes lineares homogéneas tem posto r, entao temos uma variedade linear de dimensao
dim =n —r. Em particular, se dim =1 ( ou seja, se o sistema tem poston —1 ) temos

um reta projetiva.

Um fato interessante a respeito do espaco projetivo P", é que algumas vezes ele pode
ser visto como um Espaco de Parametros, como é o caso de P® que pode ser visto como

um espaco de parametros das quédricas de P?, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo. 2.1.10.
Uma quddrica em P? ¢ dada por um polinémio quadrdtico homogéneo irredutivel em 3

varidvens,
F(X:Y :Z)=aX?+a XY +aXZ+a3Y? +a)YZ + a5 Z*

como cF , com ¢ € K*, define a mesma quddrica, podemos pensar em F como um
ponto de P°. Mais precisamente, um elemento 0 € P° € uma classe de equivaléncia onde
qualquer representante é da forma cv, com ¢ € K*. Portanto U pode ser identificado com
uma quddrica dada pelo polindomio quadrdtico homogéneo F. Podemos identificar uma

quddrica de P? com um ponto de P° do sequinte modo
F=lag:ay:as:az3:ay:as)

onde ag, ar,as, as, as, as sao os coeficientes dos monoémios de F. Cada ponto de P° cor-
responde a uma tnica quddrica F. Dizemos que P5 parametriza as quddricas do plano

projetivo, ou seja, P° € o espaco de pardmetros das quddricas de P?.

Para maiores detalhes consultar [27], [20] e [22].
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2.2 Grassmanniana de retas

Vamos agora estudar o espaco de parametros conhecido como a Grassmanniana de retas.
Nesta seccao a palavra dimenso faz referéncia a dimensao de um objeto visto como espaco

vetorial.

Definicao. 2.2.1. (Grassmanniana)
Seja V um espago vetorial. A Grassmanniana G(r,V) € definida como sendo o conjunto
dos subespacgos lineares de dimensao r do espago vetorial V. No caso da dimensao de V'

ser n, podemos denotar tal Grassmanniana por G(r,n).

Observacgao. 2.2.2.
P*=G(1,n+1).

No nosso caso estamos interessados em estudar as Grassmannianas de retas de um certo
espago projetivo associado ao espago vetorial V. Vamos agora "brincar" um pouco com

a Grassmanniana das retas de P3.

Definigao. 2.2.3. (Grassmanniana das Retas de P?)

A Grassmanniana das retas de P? ¢ o conjunto dos subespacos vetoriais bidimensionais
de K*, tais subespacos sao chamados de planos do espaco vetorial K*. A Grassmanniana
das retas de P serd denotada por G(2,4) ou G(1,3).

Observagao. 2.2.4. (Dimensao de G(2,4))
Lembremos que dados U; = {[zg : ... : x,] € P" tal que x; # 0} onde i € {0,1,...,n},
podemos cobrir P™ com esses Uls do sequinte modo
Pr= ] U
0<i<n

Fagamos o mesmo com G(2,4). Seja o um plano de K*, tomemos ay = (ay1, a2, a3, ayq)
e ag = (g1, age, Go3,asy) como dois geradores do plano «. Logo ay € ay sao linearmente

independentes. Representemos o plano « pela sequinte matriz :

aip Q2 aiz Qa4
A= )
a21 A22 Q23 Q24
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Seja Uiy = {a € G(2,4) tal que ayasy — asiay # 0}. Sabemos da Algebra Linear que,

independetemente da base escolhida, cada plano o € Uy possui uma representacao unica

1 0 b3 b
B— 13 01
0 1 Doz by

Reciprocamente, a cada matriz como acima corresponde um unico plano de U;s. Com

do sequinte modo :

isso, fica estabelecida uma bijecao entre os planos de Uiy e 0s pontos de K*. Logo Uy tem
dimensao 4. Seja U;; = {a € G(2,4) tal que ay;az; — azay; # 0} comi < j. Hd (;1) =6
Uij’s, sao eles Uya, Uz, Urg, Usg, Usy, Usy. E estes cobrem G(2,4) pois

Como cada Usj tem dimensao 4 e foi utilizada uma quantidade finita de U;;’s para cobrir
G(2,4) podemos afirmar que a dimensao de G(2,4) € 4.

Um fato interessante com relagao a Grassmanniana de retas de P2, G(2,4), é que a

mesma pode ser vista como uma quadrica de P5. Para tal consideremos o plano o € K*

aip Q2 aiz Qa4
A=
A1 Q22 A23 A24

e sejam p;; = G109 — agar; com 1 < 4 < 7 < 4, os menores 2 X 2 da matriz acima

dado pela matriz

considerando as colunas 7 e j.

Teorema. 2.2.5.
Existe uma bijegio entre os pontos de G(2,4) e 0s pontos [wg : @1 : Ty : T3 : 14 : 5] € PP

que s@o raizes da quddrica de P5 dada pelo polinémio

F=XoX5 — X1 Xy + XoX5.

Demonstragao. Dado o plano a € G(2,4), seja
ap; ap a1z a
. 11 Q12 13 Gy
Q21 Q22 Q23 (24
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uma matriz que o representa. Consideremos a aplicagao
d:G(2,4) — PP

a—> O(a) = [p12 1 P13 : P14 P23 Paa : P34

onde 0s p;;’s sd@o os menores 2 x 2 da matriz que representa o plano a € G(2,4). Como a; =

(@11, aia, a13, arq) € ag = (agy, asg, Go3, azy) sao linearmente independentes entao algum dos

/ ! / /
a a a a
11 G2 Q13 Gy
A =
/ / 1/
Qg1 Q9o A9z (24

é outra representagao do plano o € G(2,4), da élgebra linear sabemos que existe uma

pi;’s € diferente de zero. Se

matriz T' 2 X 2 invertivel tal que
A = AT.

Ao olhar para os menores 2 x 2 vemos que Aj; = AT, considerando as colunas i e j,
logo det(Aj;) = det(AyT). Isto quer dizer que pj; = pjdet(T) ; V1 <i < j < 4. Como
det(T) # 0 podemos garantir que

[p12 PP13 1 P14 f P23 - P24 3]934] = [p/12 3]9/13 ip'14 3]7/23 :p'24 :p§4].

Logo ® estd bem definida. Vamos agora verificar que ¢ ¢, de fato, uma bijecao entre

G(2,4) e a quadrica de P° dada pela equagao

F = XoXs — X, X4 + Xo Xs.
Primeiro verifiquemos que

a€G(2,4) = F(®(a)) =0.

Como ®(a) = [p12 : P13 : P14 : P23 : P2a : P34, a0 substituirmos as coordenadas de ®(«) na

equacao da quadrica de P°
F=X,X5 — X7 X4+ XoX3
teremos que
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F(CD(oz)) = P12DP34 — P13P24 + D1aP23 = (a11a22 - CL12CL21)(CL13CL24 - a14a23)
—(61116123 - 6113&21)(6112(124 - a14a22) + (011024 - 06146121)(6112&23 - a13a22).

Desse modo temos a garantia que
F(®(a)) =0.
Agora verifiquemos que, dado um ponto
P=lwg:m :my:T3:24: 25 €EP°

satisfazendo a equacao
XoX5 — X1 Xy + XoX3=0

existe um elemento ag € G(2,4) tal que ®(ap) = P. Seja oy # 0 (a demonstragao dos

outros casos é anéloga). Logo podemos supor que xy = 1. Como P ¢é raiz do polindémio
F=XoX5— X1 X4+ XoX3

temos que x5 = r1x4 — Tox3 € perceba que o plano ag € G(2,4) dado pela matriz
1 0 —2z3 —x4
0 1 T i)

O(ag) =121 202324 a5

é tal que

Além disso, se a; € G(2,4) é tal que ®(ay) = P, temos que oy ¢ dado pela mesma base
acima. Logo ap = a;. Com isso fica estabelecida a bijecao entre G(2,4) (a Grassmanniana

das retas de P3) e a quadrica de P5 dada pelo polinémio

F = XOX5 - X1X4 + X2X3.
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Definigao. 2.2.6. (Mergulho de Pliicker em P°)
A aplicacao
D :G(2,4) — PP
o — O(a) = [p12 1 P13 : Pra: P23 © Paa t Paal

é chamada de mergulho de Plicker em P°, onde p;j = ayia2j — asiar; com 1 <i < j <4,

sao menores 2 X 2 da matriz que representa o considerando as colunas i € j.

Definigao. 2.2.7. (Coordenadas de Pliicker)
Dado um plano o € G(2,4), as coordenadas da imagem de o pelo merqulho de Pliicker

sao chamadas de coordenadas de Pliicker em P.

Defini¢ao. 2.2.8. (Quadrica de Pliicker-Klein)
A quddrica em questiao XoX5— X1 X4+ XoX3 € conhecida como quddrica de Pliicker-Klein.

Fazendo analogia com G(2,4), vamos estudar um pouco a Grassmanniana das retas
de P" 1 G(2,n).

Definigao. 2.2.9. (Grassmanniana das Retas de P" 1)
A Grassmanniana das retas de P"~! € o conjunto dos subespacos vetoriais bidimensionais
de K™, tais subespac¢os sao chamados de planos de K™. A Grassmanniana das retas de

P! serd denotada por G(2,n) ou por G(1,n — 1).

Os elementos de G(2,n) s@o os subespagos bidimensionais do espago vetorial K™, logo

podem ser descritos por matrizes 2 X n de posto 2

A= aip G2 - Aip .
Q21 Q22 -+ Q2p
Consequentemente, G(2,7n) pode ser coberta por (g‘) subespacos U;; , com 1 <7 < j <n,

de dimensao 2(n — 2), onde Ujs é o conjunto das matrizes da forma
1 0 bz -+ by,
B 13 1
0 1 byg -+ boy
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os outros U;;’s s ao obtidos de U;, por permutagao das colunas.
Sejam

ai; Ay

pij(A) = ,1<i<ij<n

Ag;  A2j

os menores 2 X 2 da matriz A. Como a razao ;’ — ((ﬁ)) independe do representante do

subespaco gerado por A,
P(A) = [pr2(A) : . i pii(A) 1o Py (A)] € p(s)-! , 1<i<j<n,

depende unicamente do subespaco em questao e nao do representante. Chamamos as co-
ordenadas p;;(A) € p(3)-1 , 1 <1< 7 <n,decoordenadas de Pliicker da Grassmanniana
G(2,n).

Definicao. 2.2.10. (Mergulho de Pliicker em P(g>_1)
A aplicagao
O G(2,n) — PG

[A] — ©(A) = [p12(A) .. i pii(A) oo Pty (A)]

¢ chamada de mergulho de Plicker.

G(2,n) ¢ o conjunto dos pontos [y : ... : x(n)fl] e p(z)— que sao raizes do sistema de
2

equagoes polinomiais
Xiyro Xrgry — XrirgXrgrs + Xppry Xpgrg =0, tal que 0 <1y <7y <13 <14y <10

Observacao. 2.2.11.
2

~ -1 .. ~ . .
Xyir; 8GO as coordenadas em p(3) e rr;, comi,j € {1,2,3,4}, sao pares de inteiros

n+1

distindos escritos em ordem lexicogrdfica. Teremos um total de ( A

) equagoes.

Um fato curioso a respeito da Grassamaniana G(2,n+2) é que o grau, via o mergulho

de Pliicker, dessa Grassmanniana é dado pelo n-ésimo niimero de Catalan,
1 2
c. - ( ”) . Vn e N
n+1\n
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Observacao. 2.2.12.
Se X C PN € uma variedade de codimensdo s ( ou seja, dimensio N — s ), entdo o grau

de X € o numero de pontos de intersecgao de X com um s-plano em posicao geral.

Para maiores detalhes ver [20], [2], [58], [40] e [46].

2.3 Variedades de Schubert

Espacos vetoriais de mesma dimensao sao isomorfos, do ponto de vista da Algebra Linear.
Por conta disso se faz necessario um outro modo de distinguir os elementos de uma
Grassmanniana G(k,n). Nesta direcdo vamos definir o que vém a ser as Variedades de

Schubert. Por uma questao didatica, comecemos nosso estudo pela Grassmanniana das
retas de P3, G(2,4) = G(1, 3).

Definicao. 2.3.1.

Sejam A ; A1 dois subespacos vetorias do espaco vetorial P3. O conjunto:
Q(Ao, A1) :={L € G(1,3) | dim(LNAy) >0 edim(LNA;) > 1}

é chamado de Variedade de Schubert associada ao par (Mg, Ay).

Note que podemos reescrever o conjunto acima do seguinte modo:
Q(AO,A1> = {L S G(l,g) | LﬂAO 7A gb e L C Al}

Observacao. 2.3.2.

Mais adiante o par (Mg, A1) serd chamado de bandeira.

Analisemos todas as possibilidades dependendo das dimensoes de Ag e A;.

1. Ag =2 P2 e Ay = P3. Neste caso cada reta L € P? intersecta o plano projetivo

Ay = P? e esta contida em A; = P3. Com isso podemos concluir que
Q(Ag, Ay) = Q(P?, P?) = G(1, 3).
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2. Ag 2 PleA; = P3. Neste caso Q(Ag, P?) é o conjunto das retas de P? que intersectam

a reta projetiva Ay = PL.

3. Ag 2P0 e Ay 2 P3. A variedade Q(Ag, A1) = Q(PY,P3) é o conjunto das retas de P?

que passam pelo ponto Ay = PY.

4. Ag 2 P e Ay = P2 Agora, a variedade de Schubert Q(Ag, A;) = QP P?) ¢ o

conjunto das retas de P2 que estao contidas no plano projetivo A; = P2

5. Ag = PY e Ay = P2, Esta variedade de Schubert é o conjunto das retas projetivas

contidas no plano projetivo A; = P? e que passam pelo ponto Ag = P° € A; = P2

6. Ao XP%e A 2Pl A variedade de Schubert associada ao par (Ag, A1) é o conjunto
das retas projetivas de P? que passam pelo ponto Ay = P e estdo contidas na reta

A = P!, ou seja, este conjunto possui apenas a reta projetiva A; = P!,

De modo geral temos o seguinte.

Definigao. 2.3.3. (Bandeira de Subespagos Vetoriais)

Uma bandeira associada a um espago vetorial V é uma sequéncia encaizada de subespagos
vetoriais de V. Por exemplo, uma bandeira de k + 1 subespacos vetoriais de V' é dada
pela sequinte sequéncia:

Ay S A C... C A

Definigao. 2.3.4. (Variedade de Schubert)

Definimos a Variedade de Schubert, associada a bandeira

- Ak7

AVSAS... S

como sendo o conjunto

QAo, ..., Ap) ={A e G(k,n) | dim(ANA;) >i;Vi=0,...,k}.

Como as projetividades de P" atuam transitivamente no conjunto das bandeiras de
mesma dimensao, consequentemente isto ocorre com as correspondentes variedades de

Schubert. Com isso temos que uma classe de equivaléncia por projetividades é chamada
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de um ciclo de Schubert e sera denotado por Q(ay, ..., ax), onde a; = dim(A;) para todo

representante da classe.

Definicao. 2.3.5. (Ciclo Especial de Schubert)

Um ciclo especial de Schubert associado o Grassmanniana G(k,n) € definido como
o, =Qn—k—an—k+1,...,n)

ou seja, o ciclo dos k-planos que intersectam um subespacgo vetorial de dimensaon—k—a.

Claro que so faz sentido se 0 < a <n — k.

2.4 Ciclos de Schubert e Anel de Chow

Vamos nesta seccao descrever, de modo suscinto, a constru¢ao do Anel de Chow. Para
maiores detalhes consultar [21] apéndice A, [18] secgao 2.3, [59], também os cléassicos da

teoria de intersecgao escritos por William Fulton [12] e [13].
No que segue X sera uma variedade algébrica irredutivel de dimensao V.

Definigao. 2.4.1.
Um ciclo de codimensao r sobre X é um elemento do grupo abeliano livremente gerado

pelas subvariedades de X de codimensao r. Logo, um ciclo'Y pode ser escrito como

Y = anxa

onde n; € 7, e 'Y; sao subvariedades de codimensao r, para todo .

Definigao. 2.4.2.
Dizemos que duas variedades Y e Y' de codimensao r sao racionalmente equivalentes se

ezistir uma subvariedade Z C'Y de codimensao r — 1 e um morfismo f : Z — P! tal que
Y =f710) e Y = f~(o0).

Denoteremos por [Y] a classe de equivaléncia da subvariedade Y. Esta relagao de
equivaléncia extendivel aos ciclos de X. Para cada r seja A,.(X) o grupo dos ciclos de
codimensao r modulo equivaléncia racional. Temos que Ay(X) = Z, gerado pela classe
da variedade X e A,.(X)=0ser > N.
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Definigao. 2.4.3. (Grupo de Chow)
O grupo de Chow de X se denota por A.(X) e € definido como a sequinte soma direta:

Para dar uma estrutura de anel ao grupo de Chow A,(X), temos que definir um
produto entre os ciclos. A idéia é que se temos duas subvariedades Y e W de codimensao
r e s respectivamente, a interseccao em geral ¢ uma subvariedade de codimensao r + s.

Passando as classes de equivaléncia dos ciclos podemos definir uma multiplicagao
Ap(X) X Ay(X) — A s(X).

Definigao. 2.4.4. (Anel de Chow)
O anel de Chow de X ¢ definido como o grupo de Chow juntamente com o produto expli-

cado anteriormente. Denotaremos o anel de Chow por A*(X).

Observacao. 2.4.5.

O anel de Chow também € chamado de Anel de Intersecgao de Chow.
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Capitulo 3

Calculo de Schubert numa Algebra de

(Grassmann

Nesse capitulo, serd assumido o conhecimento prévio de alguns resultados basicos de Al-
gebra exterior (sinonimo de Algebra de Grassmann), produto exterior e também sobre
modulos livres. Uma exposicao suscinta e objetiva para nossos propositos pode ser en-

contrada em [18] e em [22].

No que segue, A é um anel comutativo com identidade e M um A-moé6dulo, nao necessari-
amente finitamente gerado sobre A, mas nosso caso de interesse ¢ A =Z e M = 7" um Z
modulo livre de posto n > 0. Seja ¢ uma indeterminada sobre A e A[[t]] o anel das séries

formais de poténcias em ¢ a coeficientes em A. Seja

A M) = \(M @4 A1)

Um elemento de A M][[t]] ¢ uma série de poténcias em ¢ a coeficientes em /\ M, onde

AV =@ AN

k>0

é a algebra exterior associada ao A-médulo M.
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3.1 Derivacoes de Hasse-Schmidt em uma Algebra Ex-

terior

Definigao. 3.1.1. (Derivagao de Hasse-Schmidt)
Uma derivacao de Hasse-Schmidt ©, em \ M, ou simplesmente uma HS-derivagao em

N\ M, é um homomorfismo de A-dlgebras

D, \M — A\ M[1]

definido do sequinte modo:
Z@ ), VaE/\M onde ®; /\M—>/\M
>0
Note que, uma derivacao de Hasse-Schmidt determina e € determinada por seus coefi-

cientes D;, que sao aplicagcoes como descritas.

Surge agora uma pergunta natural: O que sabemos sobre cada aplicacao ©;7

Nos temos a chamada regra de Leibniz generalizada.

Proposicao. 3.1.2. (Regra de Leibniz Generalizada)
k

Dp(@AB) = Di(a) ANDyp_i(B), Va,B€ \M eV k>0. (3.1)

i=0
Demonstracao. Pela definicao de ®,, temos que

Dulanp) =3 Dilanp)t

Como ®; ¢ um homomorfismo de A—élgebras

Di(aAB)=D(a) NDy(B) = (Z @i(a)ti> A (Z Qj(ﬁ)tj) .

i>0 §>0
Logo, D1(a A B) é o coeficiente de t* em ambas as expressoes, com isso podemos concluir

que
k

oA B) = Z@ (8) =) Di(e) ADy—i(B), ¥V k > 0.

it+j= =0
2,120
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Exemplo. 3.1.3. Dy, 9,9,

(i) Do : NM — A M é um homomorfismo de A-dlgebras, pois pela regra de Leibniz

generalizada temos que
Do(a A B) =Do(a) ADo(B), ¥V o, B € [\ M.

(11) D1(a N B) =D1(a) ANDo(8) + Do(a) ND1(B), YV a, b€ AN M.

Note que, quando Do = id pr, D1 funcionard como derivagao usual de ordem 1:
Di(aNB)=Di(a) NS+ aNDi(P).

Consequentemente

k
BlanB) = Z() @) ADFUB), YV k> 0.

(i1i) Da(a A B) = Da(a) ADo(B) + Di(a) AD1(B) + Do) ADa(B), Vo, B € A M.

Observacao. 3.1.4.
Como Dy = 3 ;5 D', a sequéncia dos coeficientes de Dy, D = (Do, D1, Do, ...), serd
também chamada de derivacao de Hasse-Schmidt. Os 2;’s serao chamados de compo-

nentes de ®. Os simbolos D; e ® serao ambos utilizados para denotar as HS-derivagoes.

Proposicao. 3.1.5.

Seja o : M — M{[t]], um homomorfismo de A-mddulos. Existe uma inica HS-derivacao:
Dy /\M — /\M[[t]] tal que Dy, = o

Demonstra¢ao. Como M é um A-modulo, sua dlgebra exterior é dada por

/\M::@/k\M:/O\M+/1\M+/2\M+...:A+M+/2\M+...

k>0

Ve ANM, pé soma finita de elementos homogéneos, p = fug, + ... + fr,, onde py,; €
/\kj M e je {1,...,h}. Logo, verifiquemos que tal propriedade é valida V u € /\kM
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(V k& > 1). Portanto, p ¢ soma finita de elementos da forma m; A ... A m; , onde
My, ..., m;, € M:

w= Z my Ao Amy, .

Vamos agora provar a existéncia da extensao ©; de d;. Definamos ©; : A M — A M[[t]]

do seguinte modo:

(1) =D, ( Z mi, /\.../\mik> = Z Di(mi) Ao ADy(my, ) =

= > &lmi) A NS (m,).

Assim fica definida uma extensao de 0, : M — M][t]] a &algebra exterior de M, A\ M,
dada por ©,;. Provemos agora a unicidade. Suponha que €; é outra extensao de ¢;, ou
seja, &,, = o;. Entao, V.m;, A... Amy, € /\k M,

Fica assim provada a unicidade. O
Vejamos agora mais algumas defini¢oes que nos serao tuteis para definir uma estrutura de
grupo num subconjunto das HS-derivacoes.

Definigao. 3.1.6. (HS-Derivacao regular e HS-Derivacao normalizada)

Seja D, = Zizo D;t' uma derivacio de Hasse-Schmidt.

o Se ©y € Enda(\M) é um automorfismo, D; é chamada de derivagio de Hasse-
Schmidt regular.

o Se Dy =1day, Oy € chamada de derivacao de Hasse-Schmidt normalizada.

Para podermos definir uma operacao num subconjunto das HS-derivagoes vejamos o
seguinte: seja ©; : A M — A M[[t]] uma HS-derivagao, denotemos por @, a aplicagao
definida por

D, A\ M) — A Mt]
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DD ait) =Y (D@4 Lagy) (it') =D Difen)t”

i>0 i>0 i>0

Como ¢ facilmente demonstrado em [17] e [18], a aplicacio ®; é um endomorfismo de
A\ M[[t]]. Seja agora HS;(/\ M) o conjunto de todas as HS-derivagoes regulares em A M.
Sejam &;, D, € HS;(/\ M). Definimos a operacao * em HS;(/\ M) do seguinte modo

@twtzz<2(¢io®j)> th

h>0 \i+j=h

e disso, temos que €, * D, = (&, Oﬁt)V\M, ou seja,
(€ D) (a) = (€ oDy)(a), Vo e /\M

Agora, enfim, podemos definir uma estrutura de grupo em HS;(/\ M). Temos a seguinte

proposicgao.

Proposicao. 3.1.7.
O par (HS;(\ M), *) € um grupo.

Demonstracgao. ver |18 paginas 65 e 66. O

3.1.1 Endomorfismo Shift

De agora em diante M serd um Z-modulo livremente gerado por € := (e',¢€%,...), uma

base com uma quantidade enumeravel de elementos, isto é,

M::@Z~ej.

j=1

Definigao. 3.1.8. (Endomorfismo Shift)
O i-ésimo endomorfismo Shift (i € N)

Di: M — M

€ o tnico Z-endomorfismo tal que D;(¢7) = €7,

51



Observacao. 3.1.9.

(i) Como Dy(e) =€,V j > 1. Temos que Dy =id: M — M.

(ii) ¥V i € N\ {0}, D; = Di. Logo, os homomorfismos shift em M comutam dois a dois,
D,D; = D;D; Y i,j € N.

(iii) D := (Do, Dy,...) € a chamada sequéncia de endomorfismos shift de M.

(iv) O homomorfismo Dy : M — M][t]], definido por D(«) := > - Di(a)t’, é a HS-

derivagao associada a sequéncia de endomorfismos shift D := (Dy, Dy, . . .).

(v) Se M é um mddulo finitamente gerado com base £ = (e',€%,...,€"), Di(e!) = 0

sempre que 1+ 7 > n.

3.2 O anel A*(M,D)

Seja M um Z-moédulo livremente gerado por € := (€', €%,...) , D := (Dy, Dy, . ..) a sequén-
cia de endomorfismos Shift de M. Seja A = (1™1,2™2 .. .) uma parti¢ao, codificada do
seguinte modo: 1 aparece m; vezes, 2 aparece my vezes e assim sucesivamente. Definimos

D2 como sendo
DA =DM o... oD =Dy H2mt-4r o Bud, (M)

onde o ¢é a composi¢ao em Endz(M). Seja T = (T, Ts,...) uma sequéncia infinita de
indeterminadas sobre Z. Denotaremos por Z[T| o anel Z[T},Ts,...] de polindmios nas

indeterminadas Ty, T, . .. com coeficientes em Z. Definimos T por
T =17 ... T
e Ty = 1. Seja evp : Z[T| — Endz(M) o homomorfismo de Z-mo6dulos definido por

T — evp(T?) := D2
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O conjunto imagem de evp ¢ o Z-submodulo de Endy(M) dado por

A" (M, D) := Z ayD? | L é um conjunto finito de particdes e ay € Z
XeL

Se P(T) € Z|T], iremos simplesmente escrever P(D) ao invés de escrever evp(P(T)).

Com isso em maos, temos a seguinte proposicao:

Proposicao. 3.2.1.
O congunto A*(M,D) é a menor subdlgebra comutativa de Endy(M) contendo todos os
Di ’s.

Demonstragao. Ver [18] pagina 69. O

Devido a comutatividade de A*(M, D), o natural epimorfismo de avalia¢ao:
evp : Z|T] — A*(M, D)

T2 — evp(TA) = D2

se extende a um homomorfismo de Z-algebras que, por abuso de notagao, serd denotado

também por evp. Tal extensao pode ser definida nos geradores por: evp(7T;) = D;.

Vejamos agora mais um homomorfismo de avaliacao ev.: que sera igualmente importante

para nos. Seja
eva : AY(M,D) — M

P(D) — P(D) - €.

L= ¢, Vi>1. Demodo geral,

Claramente eva é sobrejetiva, visto que D;_; - = Di !¢
para qualquer m = aje' +ase®+. . .+a,e” € M, tome G,,(D) = ayidy+asDi+. . .4a, Dy
e teremos que eve (G, (D)) = m. O polindémio G,,(D) ¢ o que mais a frente serd chamado

de um Polinémio de Giambelli associado a m € M. Além disso,

evp o = (eva) o (evp) : Z|T] — M
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¢ um epimorfismo, e a igualdade ker(evp 1) = ker(evp) é vélida. Por defini¢do de evp 1,
temos que ker(evp) C ker(evp ). Reciprocamente, temos que se P(T) € ker(evp )
entao
evp a(P(T)) = evp(P(T))e! = 0.
Logo, Vm e M
evp(P(T))m = evp(P(T))Gpn(D)e' = G (D)evp(P(T))e' =0
pois, por hipétese, evp(P(T))e! = 05, Com isso concluimos que
evp(P(T))m =0,¥Y m € M,

ou seja,

GU'D(P(T)) — 0A*(M,'D)
que equivale a dizer que

P(T) € ker(evp).

Assim fica provado que ker(evp 1) C ker(evp) e temos a seguinte conclusao:

ker(evp 1) = ker(evp).
Com esses resultados e aplicando o teorema do isomorfismo temos demonstrada a seguinte
proposic¢ao:

Proposicao. 3.2.2.
% ~ A*(M,D) ~ M. (3.2)
E, como se pode conferir em [18| pagina 70, temos ainda o seguinte resultado interessante:
ker(evp) = (Ty — T2, Ty —T7,...).

Observacao. 3.2.3. (Sobre o médulo extendido M = Z & M)
Os endomorfismos Shift
Di: M — M
claramente se extendem a endomorfismos Shift em M
definindo D;e® = €', onde € = 1 € Z. Por economia de notacdo utilizaremos o mesmo

stmbolo para denotar esses dois endomorfismos.
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3.3 Derivacoes de Schubert

Seja D := (Dy, Dy, . ..) a sequéncia de endomorfismos Shift de M. Seja
D;: M — M][t]]

Di(a) =Y _Dy(a)t’

i>0
a HS-derivacao associada. Como D, é um homomorfismo (proposigao 3.1.5), ha uma tnica

extensao para uma HS-derivacao

D;: AN M — N\ M[[t)]

Definigao. 3.3.1. (Derivacao de Schubert)
A dnica extensao de Dy : M — M][t]] para uma HS-derivagao

Dy: AN M — N\ MI[t)]
¢ chamada de Derivagao de Schubert (ou S-Derivacao).

Ao fazer uso dos resultados das seccoes anteriores, tiramos as seguintes conclusoes a

respeito das derivacoes de Schubert.

(i) Di(a) =359 Di(a)t', ¥ o€ A M.

(i) E valida a regra de Leibniz generalizada

Di(aAB)= > Di(a) AD;(B),¥ o, € \NM, Vk=>0

i+j=k
4,520

onde D, é a k-ésima derivacao de Schubert.
(iii) Como Dy = idp .Y o, f € \ M temos que:
e Do(aNp)=aANp.
e Di(aNp)=Di(a)AB+ aAn Di(S), uma derivacao usual.
o Di{anp) =Y ()Dile) A DIT5
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(iv) A derivacao de Schubert ¢ entao o tnico homomorfismo de Z-algebras
D;: AN M — A\ MI[t)]

tal que
Dy(¢) =Y Dy(e)th =) et
i>0 i>0
Observacao. 3.3.2.
Para cada i > 0, D; : NM — A\ M é um endomorfismo homogéneo de grau zero em
N M, com respeito a graduagio \ M = P, N M. Isto ¢, D;(N\* M) C N*M. Por

abuso de notacao, o endomorfismo induzido D : /\kM — /\k M,i > 0, também

Z|/\k M
serd denotado por D; ao invés de Dil/\k’M

Proposicao. 3.3.3.
Os endomorfismos induzidos D; : N* M —s N* M,i >0 comutam dois a dois.

Demonstragao. A demonstragao do caso geral pode ser encontrada em [18|, pagina 71.
Vamos demonstrar o caso k = 2, que para nosso trabalho sera suficiente. Assim, Vm €
/\2 M, m é soma de termos da forma a A § com «, € M. Sem perda de generalidade,
verifiquemos que a propriedade é valida para todo m € /\2M da forma a A [, com

a, 8 € M. Desse modo:

DiDy(a A B) = Di(Dn(a A B)) = Di(Di(a AB) =D; | > Dy,(a) ADn(8) | =

h1,hg>0
- Z Z Di1<Dh1(a))/\Di2(Dh2(6)): Z Z Dhl(Dil(a))/\Dh2(Di2(6)):
i1+io=i hy-+hg=h hi+ho=h ij+ig=i
11,0520 hq,hg>0 h,he>0  iq,in>0

=Dy | Y Dia)ADy(B) | = Du(Dia A ).

i1+ig=i
i1,i9>0

Com isso fica garantido que os endomorfismos Shift
2 2
D;,Dy: N\M — \M
comutam dois a dois V 7, h > 0. O
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Como consequéncia, temos que a imagem do homomorfismo natural de avaliacao

evp : Z[T| — Endz(/\ M)

evp(T?) = DA
é dada pelo seguinte subanel comutativo de Endz(A\" M)
k
A*(/\ M,D) = ZCLADA | L ¢ um conjunto finito de parti¢oes e ay € Z
A€L

Para efeito de manipulagoes algébricas com os D}s, temos os seguintes resultados.

Proposicao. 3.3.4.

Di(e' N . N Ev) = Z AN R

Demonstragao. A demonstragao do caso geral pode ser encontrada em [18] pagina 73.
Vamos demonstrar o caso k = 2, suficiente para nossas aplicacoes. Pela definicao dos

endomorfismos Shift em M temos que

Dy (e N €?) = E Dy, (€1) N\ Dy, (€?) = E erthn p ikthe
hq+ho=h hq+ho=h
h1,ho>0 h1,ho>0

Corolario. 3.3.5.
A identidade
Di(¢d Aa) = ¢ A Di(a)+ D1 (€1 A a)

¢ vilidaVi>0,Vj>0eVae M.

Demonstragdo. Basta escrever a como combinacao de termos da forma ¢/t A ... A €k e

aplicar a proposicao anterior. ]
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3.4 Formula de Pieri para Derivacoes de Schubert

Definicao. 3.4.1. (k-schindex)

Sejam IF = {(i1,..., i) € NF/1 <iy < iy < ... < i} eZF = {I € TF/ix, < n}. Em
outras palavras, IF € o conjunto de todas as k-uplas com as entradas no conjunto {1, ... ,n}
e ordenadas de modo estritamente crescente. Toda k-upla desse tipo serd chamada, por

comodidade, de k-shindex, uma contra¢ao das palavras Schubert e Index.

A razao para essa terminologia é que para cada k-shindex [ existe uma Variedade de

Schubert na Grassmanniana G(k,n) com precisamente aquele indice de Schubert.

Teorema. 3.4.2. (Formula de Pieri para Derivagoes de Schubert)
Seja I = (iy,...,ix) € I} um k-schindex. A formula de Pieri para derivagoes de Schubert
Dy(e" AL AER) = Z €T AN €T (3.3)
(hl,...,hk)EH(I,h)
¢ vdlida para todo h € N, onde H(I,h) é o conjunto de todas k-uplas (hy, ..., hy) € N tais

que

1 <iy <o4hy <ig <idgthy < ... <idp_1+hp <ip < 2k+hk; com hi+ho+...+hy = h.

Demonstragao. A demonstragao para o caso geral pode ser encontrada em [18] pagina 74,

vamos agora demonstrar o caso de nosso interesse: k = 2.

Para cada h > 0, utilizamos a regra de Leibniz generalizada e obtemos o seguinte resul-
tado:
Dh(eil A eiz) — Z Ei1+h1 /\€i2+h2

h1+hg=h
hy,hg>0

Agora reescrevemos o somatorio acima do seguinte modo

Dy(e* N €?) = Z et pexth: — p P,

h1+ho=h
h1,hg>0

onde
P = E cittht A ciathe

hi+ho=h
h1,hg>0
i1+hy <ig
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P = E ¢itthr A ciathe

hq+hg=h
hi,hg>0
i1+hy>ig

Para que tenhamos nosso teorema demonstrado, no caso k = 2, precisamos provar que

P = 0. Nessa direcao iremos utilizar o seguinte fato: no conjunto
A::{aEZ\ig—ilgaSig—il—i—h}

definimos a bije¢ao p(a) = iy — i1 + h — a. Com isso temos que

h h
2? — F + F _ Z €i1+h1 A 6i2+h7h1 + Z €i1+p(h1) A €i2+h7p(h1) — 07
hi=12—11 hi1=i2—1i1

consequentemente P = 0. Desse modo chegamos a

Dp(e" Ne?) =P = Z gtz ginthe

hi+ho=h
h1,ho>0
i1+hy<ip

somatorio esse que podemos reescrever como

Dh<€“ A €l2> — E girthi A cizthe
hi+ho=h
h1,hg>0
1<iy <ig+hy<ig<ig+hy

que ¢é exatamente a féormula de Pieri para derivagoes de Schubert, no caso k = 2. 0

3.5 O Problema de Giambelli

Relembremos alguns fatos a respeito do Z-médulo M. O homomorfismo de avaliacao
eva : A*(M,D) — M

eva (P(D)) = P(D)é!

¢ sobrejetivo. Isto ¢, V. m € M 3 G(D) € A*(M,D) tal que eva(G, (D)) = m.

O polinémio G,,(D) ¢ dito um Polindémio de Giambelli de m. O caso analogo para
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quando trabalharmos com /\k MY k > 1 é o que chamamos de Problema de Giambelli.

Continuando a analogia com o caso k = 1, dados os homomorfismos de avaliagao
k

evp : Z[T] — A*(\ M, D)
evp(P(T)) = P(D)

k k
evap.pee AN(\M,D) — \ M
61161/\”./\61@(P(D)) = P(D)(El VANPAN Ek).

Denotemos por evp g, aek @ cOMposigao

k
eV . ek O evp : Z[T| — /\M

Uma pergunta natural que surge, ao relacionarmos com o caso k = 1, & se evp 15 ek OU,
equivalentemente, se ev., s € sobrejetiva?

Para comecar vejamos a seguinte defini¢ao.

Definicao. 3.5.1. (Polinémio de Giambelli)
Sejam m € N*M e G, € Z[T| tais que Gn(D)(e' A ... A F) = m. Gp(D) é chamado

um Polinomio de Giambelli de m.

Observagao. 3.5.2. (A nao unicidade do polinémio de Giambelli)

Por exemplo
T2 — Ty, T — 2T + T3, T} — T2 e 217 + 273 — 20Ty — T
sio polinomios de Giambelli de ¢ N\ e* € N\* M. Pois
evpane(Ty — Ti'T3) = (D3 — Di1D3)(e' A€?) = Da(e' Ae') — Dy(e' Ne®) =
=(ENHENEFHENS) —(ENE+ENS)=ENe!
De modo andlogo,

ENet = evpane(Ty —T3);
= evpape(Tt — 2T + T3);
= €Uplpe? (2T12 + 2T22 - 2T1T3 - T14)
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De agora em diante, por uma questao de brevidade, a notacao G, ;, iré simbolizar um

polinémio de Giambelli de €1 A ... A €.

O Problema de Giambelli

Encontrar um polinémio G;, ;, € Z[T] tal que

Gilmik(D)(el A ANE) =€ AL NER
para todo k-schindex (i1, ..., ).

Provar a sobrejetividade de ev.i, .+ significa resolver o problema de Giambelli para todo
TN NER E /\k M, onde (iy,...,i;) é um k-schindex. O que podemos sugerir para
obter tal polinémio de Giambelli é uma sutil de integragcao por partes como sera mostrado

no exemplo a seguir.

Observacao. 3.5.3.

Utiliza-se tal terminologia pois a "gindstica” feita para a obtencao da derivacao de
Schubert, que quando aplicada ao gerador da k-ésima poténcia exterior resulta no elemento
que jd se tem em maos, se assemelha muito ao método de integracao por partes para a
obtencao da primitiva de uma func¢ao real de uma varidvel. A identidade do coroldrio 3.3.5

¢ a formula correspondente ao método da integragcao por partes. Para maiores detalhes
ver [18] pagina 10.

Exemplo. 3.5.4. (Integragao por Partes para obtencao de um Polinémio de
Giambelli de € A €*)
Perceba que
Di(efne)=ENE+e N = Ne
Dyt ne)=ENE+ENE +ed net = At
Do mesmo modo,

DX ANe?) = DDy N®) = Di(e" Ae®) =@ NP +ef N e
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Portanto,
DI AN =ENE e net = ENE=Di(e A?) - A
Logo,
ENEE =D Ne®) — Dy N€®) = (D7 — Do) (eh A €7).
Agora vejamos o sequinte:
Di(E@n)y=Ene+Enet = Ne
D} AN =DiD(ENE)=Di(EAN) =E Nt +ENE,

que nos fornece:

SN =DIHENE)—ENE

e como
Dy NPy = Ne

chegamos a
ENet = (D7 — Dy) (2 Né).

Podemos enfim obter um polindmio de Giambelli de €3 N €*, pois:
S Net = (D3 — Dy)(e® Ne?),

N et = (D? — Dy)(e' A é?).

Logo,
S Aet = (D% - Dg)(D% = D2>(€1 A 62) = (Df - D2)2(€1 A 62),

S Net = (D} —2D,Dy + D3)(e' A €2).

Ou seja, G34(D) = D} — 2Dy Dy + D3 € um polinémio de Giambelli de € N €*.

Para provar sobrejetividade de eva, a.x, € consequentemente resolver o Problema de Gi-

ambelli, precisamos de alguns lemas.
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Lema. 3.5.5.
Para cada k-schindex (i1, ..., 1), existe um polinémio P(T) € Z[T) tal que:

ETN L NER = p(D)(Eil At A A ei1+(k_1)),

Demonstragao. ver 18] pagina 79. O

Lema. 3.5.6.

O problema de Giambelli tem solugao para:

RN AR A A, Y k>

Demonstragao. A demonstragdo do caso geral pode ser encontrada em [18| pagina 80.
Vamos agora exibir uma solugao para o caso k = 2, ou seja, vamos obter um polinémio
de Giambelli para € ! A €. Fazendo uso do exemplo anterior, podemos tirar as seguintes

conclusoes:
ENed = (D2 — Dy)(e' N é?),

ENet = (D? — Dy) (e Ae®) = (D? — Dy)*(e' A é?).

Isso quer dizer que D? — Dy é um polinémio de Giambelli de €2 A €. Também temos que:
"IN E = (D — Do) ("2 AT,
Logo, por indugao, podemos concluir que

"IN = (D? — Dy)" (e A éP).

Observagao. 3.5.7. (O endomorfismo A, = D? — D,)
O polinémio D? — Dy nos serd muito itil e serd denotado por Ay. Note que, quando

aplicamos tal polindmio em termos da forma € A€l com 1 < i < j, temos o sequinte:
(D? — Dy)(€ Ne?) = DiDy(e Ne?) — Dy(e" Nel) =
=D AN FENTT) — (P2 ANd TN LN =
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— (EHE A AT LA G A ) (2 A g A G g A 1) =
_ LA gt
Ou seja,
A (€ Nel) = (D} — Dy)(e ANe') = Di(e') ADy(e) =T At V1 <i<y

Surge agora uma pergunta: Qual é a importancia dos endomorfismos Dy, Dy e Aqq 7

Resposta: Podemos obter todos os outros endomorfismos

2 2
Dh:/\M—>/\Mcomh23

em termos de Dy, Dy e Aq;. Para tal utilizaremos o fato que /\2 M é um Z[D]-moédulo
principal gerado por €' A € (como sera verificado mais adiante no teorema 3.5.10 e no

coroléario 3.5.11).

Exemplo. 3.5.8. (Obtencao de D3 em fungao de Dy, Dy e Ay)
A estratégia a ser utilizada serd a sequinte:
Passo 1: Calcular Dy(e' A €2), pois €' A €2 ¢ o gerador do Z[D]-mddulo \* M.

Dy N = N+ ENE+ENSE+ENE = A

Passo 2: Obter um polinémio de Giambelli de €' A €® em termos de Dy, Dy e Aqy.

Vamos nessa...

Di(ene)=e N+ ENt =N =Di(" net) —ENe

como
e Aet = Dy(e' A é?)
e também
epsilon® A et = Ay (e' A €®) = A Di(ef A é?),
temos que

ENE =Dy Net) =@ Net = DiDy(e' A?) — (A Di(e! A é?)),
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61 N 65 == <D1D2 - AHDl)(El VAN 62> == Dl(DQ — AH)(EI A 62).

Passo 3: Como os polindmios quando avaliados no gerador do Z|D]-mddulo /\2 M, e'ne?,

sao 1guais, podemos concluir que os polindémios sao iguais.
D3(e" Ne) = ANe® = (D1Dy — Ay Dy)(e' A €) = Di(Dy — App) (e A é?),
com 1sso concluimos que
D3 = DDy — Ay1Dy = Dy(Dy — Ayy) = =D} +2D Ds.
Desse modo consequimos escrever D3 em fung¢ao de Dy, Dy e Aqq.

Exemplo. 3.5.9. (Obtencao de D, em fungao de Dy, Dy e Ay)
Passo 1: Calcular Dy(e' A €2), pois €' A\ € ¢ o gerador do Z[D]-mddulo \> M.

Dy ne) = N+ ENE+ENE+HENELENE = NEE

Passo 2: Obter um polinomio de Giambelli de ¢ A €8 em termos de Dy, Dy, D3 e Ayq e

em sequida em termos de D1, Dy e Aqq.

Vamos nessa...

Di(eNE) = NP +ENE = AN =Di(" N®) —ENE

como
e Ae® = D3(e' A é?)
e também
epsilon® A €® = Ay (e' Ae) = A Dy(eh A é?),
temos que

NS =Di(e' ANe®) =N = D1 Dy(ef N €?) — (A Dy(e' A €2));

61 VAN 66 e (Dng - Alng)(Gl N 62).

Lembremos que
D3 = DDy — Ay1Dy = Dy(Dy — Ayy) = —D? + 2D Do,
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logo
61 A 66 = (D1D3 — A11D2)<€1 A\ 62) = (D%(DQ — AH) — A11D2)<€1 A\ 62) =

= (D3 + D?Dy — D}) (' A €%).

Passo 3: Como os polinémios quando avaliados no gerador €' Ae* do Z|D]-mddulo /\2 M

sao iquais, podemos concluir que os polindmios sao 1guais.
Dy(e' Ne®) = ANe® = (D1 D3 — A1 Do) (' A €?) = (D3(Dy — Ayy) — A Do) (e Ae?) =
= (D3 + DiD;, — Dy)(e' A €2).
Com isso concluimos que
D, = D1D3 — Ay1Dy = D3 (Dy — Ayy) — Ay Dy = D3 + DIDy — Dy,

Desse modo consequimos escrever Dy em funcao de Dy, Dy e Aqy.

Seguindo o mesmo procedimento iremos obter:
D5 — D1D4 — A11D3 — D?(DQ - All) - AllDQ(All - 2D1) — 3D1D; - 2Di)

A relacao que nos fornece o endomorfismo Dy, para h > 3, em termos dos endomorfismos
anteriores ¢ dada por
Dh = Dth_l — Alth_Q VY h Z 3.

Com o que temos em maos podemos, enfim, enunciar o teorema que resolve o problema

de Giambelli.

Teorema. 3.5.10.

O homomorfismo de avalia¢ao

k
erUD,el/\.../\e‘IC : Z[fr] — /\M

¢ sobrejetivo para todo k > 1. Equivalentemente, o homomorfismo eva, acx € sSobrejetivo.
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Demonstragao. A demonstracao do caso geral pode ser encontrada em [18] paginas 80 e
81. Vamos agora demonstrar o caso k£ = 2, como de praxe. Para tal, demonstremos o
seguinte fato:

Dp(e' Ne?) =€ A e v h > 1.
Pela regra de Leibniz generalizada, temos que

h
Dh(el A 62) _ ZelJri A €2+(hfi)‘
i=0

Assim como fizemos na demonstracao da Formula de Pieri para S-Derivagoes, vamos

expandir o somatorio acima e ver como as parcelas se comportam:
Di(eANe) = NP2 ENMTT L ENS . PASE TN

Perceba que, a excessao da primeira parcela, para cada parcela aparece o seu simétrico

no somatoério. Se h for impar, além de ter para cada parcela aparece o seu simétrico no

N his \ b

somatorio, havera um termo da forma e! z =¢ 2 ANe 2z =0. Logo restara

2+h  Disso concluimos que:

um 1dnico termo nesse somatorio: €' A e
Du(eNeé?) = N Y R > 1.

Para demonstrar a sobrejetividade de

2 2
cvare : A(\ M, D) — A\ M,

vamos exibir um algoritmo para a obtencao do polindomio de Giambelli de €' A€/, qualquer

que seja j —1=h > 0, em termos de Dy, Dy e Aqy.
1. Aplicar D;_; a €' A €% e teremos
Dy 1(e AN?) = N
2. Aplicar o endomorfismo Ay (i — 1) vezes a Dy_1(er A €2) = €* A €'t e teremos
AT Dy (€ A €2)) = A1 (el A 1) = (D p (D)D) i p bl
como j — ¢ = h temos que
AT'DL (e NE) =€ Ne.
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Senhoras e senhores... ai estd um polindmio de Giambelli de € A € qualquer que seja

7 —1i=h > 0. Fica assim demonstrada a sobrejetividade da aplicagao evi 2. O
Corolario. 3.5.11.

Z|T]

ker(evp cn. nek)

gA*(/k\M,D):/k\M.

Demonstracao. A demonstracao desse corolario é consequéncia dos seguinte fatos:

(i) Os homomorfismos de avalia¢io ev., A € evp sao sobrejetivos.

(ii) ker(evpan. nek) = ker(evp).

Como pode ser verificado em [18] pagina 81. O

Observacgao. 3.5.12.
Seja M,, o mddulo finitamente gerado por &, = {€',€%,...,€"}. Lembremos que Dy,(¢") =
€th e também que

Dy(e')=0<=i+h>n.

Com isso podemos concluir que
Dy, (' Ne®) =€ A = —

Logo

e pelo mesmo motivo

3.6 Uma Apresentagao para A*( /\k M, D)

Nessa secgao iremos omitir todas as demonstragoes, que podem ser encontradas em [18|
paginas 81, 82, 83 e 84.
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Definigao. 3.6.1. (Fungao de Giambelli)
Seja IF o conjunto dos k-schindex. Uma funcao G : IF — Z[T), que associa a cada k-
schindex I = (i1, . ..,ix) um polinémio de Giambelli de €' A...Ne", é dita uma fungdo de

Giambelli. O conjunto imagem, Im(G) = G, serd chamado de um conjunto de Giambelli.

Proposigao. 3.6.2.

Qualquer conjunto de Giambelli G € uma Z-base para Z[T).

Proposicao. 3.6.3.
Seja ¢ € Z|Ty, ..., T] C Z|T] tal que ¢(Dy,...,Dp)(e A...Ae¥) =0 entdio

¢ =0.

Como consequéncia dessas duas proposicoes temos o seguinte teorema:

Teorema. 3.6.4. (Apresentacio de A*(\" M, D))
O anel A*(/\k M, D) € isomorfo ao anel de polinémios Z|D, ..., Dy].

Ao considerarmos o caso k = 2, temos o seguinte:

A*(;\M,D) ~ Z[Dy, Ds).

Ou seja, todos os endomorfismos shift Dy, : /\2M — /\2 M, para h > 3, podem ser

escritos como combinacao linear, com coeficientes em Z, de Dy e Ds.

3.6.1 Relacao entre A*(G(k,n)) e A*(\" M,, D)

Existe um isomorfismo o entre o anel de intersecdo da grassmanniana G(k,n), dado

porA*(G(k,n)), e a subalgebra comutativa de Endz(A\" M), dada por, A*(\" M, D).

o A*(/\ M,,, D) — A*(G(k,n))

o(D;) = o;
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E existe um isomorfismo 2 entre o grupo de Chow da grassmanniana G(k,n), dado
porA, (G(k,n)), e \" M,

k
0 /\Mn — A(G(k,n))
Q(ElJrrl VANPAN 6k+r’“) = Q(Tk,---m) = [€1+T1 VANVAN €k+rk]
Conforme pode ser visto em [18] pagina 87.

No caso em questao, ou seja, k = 2 este isomorfismo induz um isomorfismo:

Q: \ M, — A(G(2,n))

3.7 Calculo de A*(\”> My, D,)

Para exemplificar o método desenvolvido, vamos obter o modulo de derivagoes da grass-
manniana G/(2,4) pensada como a variedade que parametriza os planos de C* que passam
pela origem ou, equivalentemente, que parametriza as retas de P2. O modelo da teoria de
interseccao de G(2,4) é dado pelo par (A\* My, D;), onde M, é visto como um Z-modulo
livre de posto 4 gerado por, digamos, (e!,€% €*,€!) e D; ¢ uma derivacio de Schubert
na algebra exterior A My de M,. O anel de interseccao de G(2,4) sera entao isomorfo a
A*(\* My, Dy). Vamos la...

A derivagao de Schubert D; ¢ dada por D; = 1 + Dyt + Dyt? + D3t®. Onde D; = D! e

Di =0,V i>4, quando aplicados nos elementos da base de M,. Entao,

Dy: \ My — N My[[t]

avaliado em €' A €2, é dado por

3
Di(e' Né?) = ZDZ-(E1 A€t
i=0
Ou, usando o fato que D; é um homomorfismo entre modulos e as propriedades do produto

exterior, temos que
Dt(Gl /\62) = Dt<€1) A Dt<62) = (DO +D1t+D2t2 +D3t3)€1 VAN (DO -+ Dlt—l- D2t2 + D3t3>€2 =
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(Do(€') 4+ Dy(eM)tt + Dy(eV)t? + D3(e')t3) A (Do(€?) + Dy(e?)tt + Dy(e)t? + D3(e2)t?) =
(' + et + S+ )N (E+Et+ ') = A+ e Nt + ! N et

Esses calculos mostram que Dy restrito a /\2 M, tem apenas 3 componentes, sao elas:
Do =idp2yy, , Die Ds.
Pois Di(e! A e?) = el Ae® e Dy(e! Ae?) = el A e, ou seja,
Dy(e' N €®) = Dy(e' A €®) + Di(e' A )t + Dy(e' A )t
Logo, a derivagao de Schubert para /\2 M, é dada por
D; = 1+ Dyt + Dot?.

Vamos agora verificar que A* M, é um Z[D,] = Z[D;, Do]-mo6dulo principal gerado por
el A €2, ou seja, iremos mostrar que para cada elemento da base de /\2 M, existe um
polinémio em Z[D;, Ds] que quando aplicado a €' A € nos fornece o dado elemento da
base de A\ M;.

Vamos la...
o ' Ne® = Di(e" N€®) =idpz (€' A €);
o ¢ Ne® = Dy(er A é?);
o ' Net = Dyl N é?);
o CANS =Dt ANe®) — e Aet = DIl A€?) — Dy(el A €®) = (D7 — Do) (e A €%);
o A Net=Di(er Ae') = DiDy(e! A €2);
o SNt =Di(e2Aet) = DD Dy(e! AN€?) = DIDy(e! A €2).
De fato \* M, é um Z|D;] = Z[D;, Dy]-mo6dulo principal gerado por €' Ae?. Consequente-

mente, por definicao,
D07D17D27D% - D27D1D2 € D%DQ

sao polinémios de Giambelli de
61/\62,61/\63,61/\64,62/\63,62/\64 e S Net
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respectivamente. Perceba que uma "integracao por partes” diferente fornece outro polinémio
de Giambelli de €2 A €*. Observe que

S Aet = D2(€1 A 64)

et N et = Dy(et A éP).
Com isso temos:
N et = Dy(e! Ne*) = DoDy(e' A€®) = D2(e' N éP).
Logo, D3 ¢ outro polinomio de Giambelli de €3 A €. E agora:
Dy, D1, Dy, D? — Dy, D1 Dy e D;
também sao polindmios de Giambelli de
61/\62,61 /\63,61 /\64,62/\63,62/\64 ceSNel

respectivamente. E mais...
Dy Dy
Dy D,

Dy Dsy
Dy Dy

Dy Dy
Dy D,

D? — D, = .

) 27

7D1D2‘

Observacao. 3.7.1.
Foi usado o fato que D3 =0 em /\2 My, pois
Dyt Ne)=e* N2+ ENE+E N+ N0 =0.

Com isso ja temos uma relagdo em A*( /\2 My, Dy): a igualdade entre os polinémios de
Giambelli associados a € Ae*. Tal relacao pode ser expressa como D?Dy — D2 = (0. Vamos
agora obter as outras relagoes. Claramente nao pode haver relagoes de grau 2. De fato, os
tinicos polinémios de grau 2 sido D? e Dy. Como /\2 M, & um Z[D;, Dy]-médulo principal
gerado por € A €2, basta avaliar os polinomios de grau 2 no elemento gerador.

Vamos nessa...

D' ANe?) = DiDi(e" ANe?) = Di(e Aed) =2 AN e+ e A et

Do(e' Ne?) = Dy(e YA+ Di(e)) AD1(2) +e' ADo(e?) = N2+ N+ el Aet = el Nl
Logo, D? # D,.
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Verifiquemos agora as relagoes de grau 3. Temos os seguintes polinomios de grau 3: D? |
D1 D,. Avaliemo-os no elemento gerador €' A €2.

Vamos nessa...

D3(e*Ne?) = D1 D3 (' Ae?) = Di(EAE+ et Net) = ENS+ N+ Net +e A0 = 262 A e

DiDo(e* ANe?) = Di(e! ANe) = Di( ) At + e AD(eY) =Nt + e A0 =2 N el

Com isso podemos obter a seguinte relacao de grau 3:
2D, Dy — D} = 0.

De grau 4 temos os polinomios D}, D3 e DiD,. Tinhamos obtido a seguinte relaciao
D3Dy — D3 =0, ou seja, DDy = D3. Vamos agora relacionar D com D3 e DiD,. Ja
sabemos que 2D Dy = D? e como DDy — D3 = 0, chegamos a 2D3D, — 2D3 = (. Logo,
Dy(2D1Dy) —2D3 = 0, entao D} —2D3 = 0. E assim teremos as seguintes relagoes entre

os polinémios de grau 4:
Dt =2D2 =2D?D,.

Tomaremos como rela¢ao de grau 4 para apresentacao do anel de intersegao de G(2,4) a
seguinte:
D} —2D3 = 0.

Todos os polinémios de grau 5 em diante anulam o gerador €' A € do Z[D;, Dy]-m6dulo

/\2 M,. Com isso nos temos as seguintes relagoes no anel Z[Dy, D]
D? —2DDy =0e D} —2Dj3 = 0.
Consequentemente, a apresentacao do anel de derivagoes A*( /\2 My, D) é dada por

Z[Dy, Dy
(D — 2D, Dy, Df —2D3)’

2
A (N\ My, Dy) =
De modo geral, como Dy, = D1Dy,_1 — A1 Dy ; ¥V h > 3, temos que

Z[D]
(D‘Ll)) - 21)113271341L - 2D%7 Dh - Dth,1 + AlthfZ)hz?)'

A*(/Q\Mn,Dt) -
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Como foi visto na observacao 3.5.12, em A*(/\2 M, D;) também temos que D, 1 =0 e
D,, = 0, consequentemente podemos concluir que D, =0, V h>n — 1.
Pois Dh = Dth—l - Alth—Z X YV h Z 3.

3.7.1 Interpretacio Geométrica de A*(\* M, D;)

Vamos l4...

1. [e! A €] é a classe fundamental [G(2,4)].

2. [e! Ae] é a classe dos planos de C* que intersectam um dado plano ao longo de uma
reta ou, equivalentemente, a classe das retas projetivas de P3(C) que intersectam

uma dada reta projetiva de P3(C).

3. [e! A€t] é a classe dos planos de C* que contém uma certa reta ou, equivalentemente,

das retas projetivas de P3(C) que passam por um certo ponto de P3(C).

4. [ A €®] & a classe dos planos de C* contidos num certo subespago tridimensional
C* ou, equivalentemente, a classe das retas projetivas de P3(C) contidas num certo

plano projetivo de P3(C).

5. [€2 Ael] é a classe dos planos de C* que intersectam dois planos fixados de ao longo
de duas retas e que intersectam uma dada reta fixada de C* ou, equivalentemente, a
classe das retas projetivas de P2(C) que passam por um ponto dado e que intersectam

2 retas projetivas dadas.

6. [¢2 A €l] ¢ a classe de um ponto, isto ¢, a classe de todos os planos que coincidem
com um dado plano de C* ou da classe das retas projetivas de P?(C) que coincidem

com uma dada reta.

Para maiores detalhes ver [18] pagina 95.
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Capitulo 4

O Passeio de Catalan na Praia e as

Integrais das Grassmanianas de retas

Iremos neste capitulo fazer a conexao entre o problema do Passeio de Catalan na Praia,
criado e resolvido por Niederhausen [41], e os Top Intersection Number de G(2,n+ 2) via

a teoria das derivagoes.

4.1 O Passeio de Catalan na Praia

Em seu artigo [41], Niederhausen nos apresenta o seguinte problema:
Dado o reticulado Z? em R2?, estamos inicialmente na origem e nos deslocamos para

(m,n) € Z* com as sequintes restrigoes:

1. Nenhum caminho pode ficar abaizo da reta m = n (a diagonal dos quadrantes im-

pares)

2. Para os pontos do reticulado abaixzo da reta 2m+n = 0, podemos nos deslocar apenas

para o norte T ou para o oeste <—

3. Para os pontos acima da reta 2m+n = 0, podemos nos deslocar apenas para o leste

— ou para o nordeste
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4. Todos os pontos do reticulado que estao na reta 2m +mn = 1 sao inacessiveis.

d. Para os pontos do reticulado que estao na reta 2m +n = 0 podemos nos deslocar

apenas para o oeste <—, para o leste — ou para o nordeste

As restrigoes estao ilustradas na figura abaixo:

e A A A A A A= -
& -4 W oot o g (o
SR e A S A A= P
R O

A A

IR N

v

B Bloqueio

Figura 4.1: Mapa do Passeio de Catalan

O problema resolvido por Niederhausen, consiste em obter a quantidade de modos de
atingir um ponto (m,n) do reticulado com as condigoes acima. O principal resultado de
[41] é que os valores obtidos ao longo da praia (ao longo da reta m = n) sdo os ntumeros
de Catalan. Deste modo, denotemos por I'(m,n) € N a quantidade de modos de partindo
da origem (0,0) se chegar ao ponto (m,n). Uma das demonstragoes de Niederhausen se

baseia na seguinte recursao:

I(m,n) = I'(m+1,n)—T(m,n—1),
L(n,n) = C,,

valida no dominio Q = {(m,n) € Z*>/ —n < 2m < 2n}. Ao atribuir a cada ponto do

reticulado, onde a recursao é valida, o valor de I'(m,n) teremos a seguinte figura:
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3 2 A [ N1 2 3 4 5 6

Inicio | Bloqueio

Figura 4.2: Mapa de Nimeros de Caminhos
4.1.1 O Passeio na Praia e os Top Intersection Number de G(1,P""1)

Definicao. 4.1.1. Definimos o top intersection number ko, ,—m como o coeficiente de

" A €2 na expansio de DI DY (el A €2).

Vamos mostrar que os top intersection numbers da grassmanniana G(1, P"*) = G(2,n+2)
das retas de P"! satisfazem a relacao de recorréncia obtida por Niederhausen. Denotemos

o top intersection number ko, 5 por K(m,n).
Teorema. 4.1.2.
A recursaio K(m,n) = K(m+ 1,n) — K(m,n — 1) € vdlida para todo 0 < m < n.
Demonstracao.
K(m,n)(e"t A et?) = D DI (el A é2).

Podemos reescrever o lado direito da equagao acima do seguinte modo:

D2 DR (et A €?) = DD Dy(e! A €7).
Do endomorfismo A, = D? — Dy temos que Dy = D? — Ay, logo

K(m,n)(€tt A e"™?) = DD 1D} — Ap) (e A é?) =
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= D 2prmml (e A ) — DIMDET AL (6 A €2).

Como
Ap(€ANed) = Die ADied = AT
segue que
Ap(e AN) =eENe,
logo

K(m,n)(e”“ A €n+2) — D%erZD;Lfmfl(el A 62) _ D%mD;Lfmfl(GZ A €3>.

Assim, de acordo com a notacao, temos que
D%W”H*QD;L*mfl(el A 62) — K(m 4 1’n)<€n+1 A €n+2);

DDy e A e?) = K(m,n — 1)(e"T A "2).

Com isso chegamos a seguinte equacao
K(m,n)(e"™ A e = (K(m+1,n) — K(m,n — 1)) ("™ A *2).
Tal igualdade ¢é vélida se, e somente se,

K(m,n) = K(m+1,n) — K(m,n —1).

Proposicao. 4.1.3.
Para todon € N
K(n,n)=C,

Demonstragao. Com a notagao adotada temos que K(n,n) = ks, o que é o coeficiente de

€n+1 A €n+2

na expansao de
D?"DY(e' A €*) = DI'(e' A €P).
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Sabemos que D satisfaz a regra de Leibniz ,ou seja,

2n

2n . )
D) =Y ( 7; )(pgel A Die?)
i=0
€ como
D{ej = Jtr
temos que

2n
2 . .
Df”(el A 62) = E ( n) (el+Z A 62+2"_’).

; 1
1=0
Os termos nao nulos da expansao acima sao aqueles nos quais o expoente dos €’s nunca
ultrapassa n + 2, isto quer dizer que, 1 +7 <n+2e 2+ 2n —1 < n+ 2. Ou seja, para

i =mnoui=n+ 1 o0s expoentes nunca sao maiores que n + 2, dai podemos concluir que

2 2
D%n<€1 /\62) _ ( ”) (€n+1 /\En+2> 4 ( n )€n+2/\€n+1

n n+1
e como "2 A el = —e Tl A 2] chegamos a
D2 (A ) = 2n (€L A ) - 2n (€1 A €2 =
! n n+1
2n 2n 1 2n
n+1 n+2 n+1 n-+2 n+1 n+2
= — A = A =C, A :
(3)- (o= (B ni e
ou seja,

K(n,n)=C,; Vn € N.
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4.2 Grau de Pliicker de G(2,n+2)

O grau de Grassmanniana G(k,n) no mergulho de Pliicker é, por defini¢ao, dado pelo

coeficiente do gerador e **1 A ... A €" de A¥M,, na expansdo da derivacao abaixo
le(nfk)(el A NER).
Com isso vamos obter o grau de Pliicker de G(2,n+2). Para tal basta expandir a expressao
D%(n)(e1 A €%)

que ¢ um multiplo inteiro de €™ A €72, Como foi visto no fim da se¢ao anterior

1 2
D™ (et Ae?) = ] (:) TN T2

Com isso podemos, finalmente, concluir que o grau de Pliicker de G(2,n + 2) é

d B 1 2n
2,n+2_n+1 n )

exatamente o n-ésimo numero de Catalan

4.3 Top Intersection Number em G(2,n+2)

Seja M, um Z-modulo livre onde (€', €2, ..., "+, €"2) ¢ uma base e seja (\* M40, D1)
o céalculo de Schubert na 2% poténcia exterior do moédulo M, 5. Sejam a,b > 0 tais que

a + 2b = 2n. Entao, em (A\* M, s, D1), vale a seguinte igualdade

DID5(e' N €?) = kqyp - €THA TR
Vamos agora obter uma expressao para k,p, via o coeficiente de "™ A €"*2 na expansao
de DeD5(e! A €2).

2

1 2 1
D{Dy(e ne?) =) (ao?al) (bo, :1 bQ) 1‘! Dy T pret a[] D T Die® =

1=0 1=0 1=0
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a b ao b1 bo 1 a1 b1 b2 2
= DD Dler AN DI* DY Do?e” =
5 (aga) (i ) P DE D2 DR DS

_ b a I+ao+2bo+b1 A 2+4aibi+2by
= € N € =
b07b17b2 Ao, A1

2n — 2b
Ca n+1 A n+2'
Zo (ao, 2n — 2b — ao) 0o ‘
o—

Onde

b b
Cao,bo o (b07n—a0—2b0,b—|—b0—|—a0—n)_(bo,n—ao—260+1,b+bo+a0—n_1) a

bl Bl
- bol(n — ag — 2b)!(b+ by + ag — n)! B bol(n —ag — 2bg + )1(b+ by +ap —n — 1)! B
bl[(n —ap — 2bg + 1) — (b+ by + ag — n)] bl(2n — b — 2ag — 3by + 1)
" bol(n—ag— 20+ D0+ by + a0 —n)l bol(n — ag — 2by + D)I(b+ b + ap — n)!
b+1 2n —b—2ayg — 3by + 1
:<bo,n—a0—2b0+1,b+bo+ao—n) bt 1 ‘
Ao substituir na expansao de D{D(e! A €%) teremos que o coeficiente de "t A "2 ¢
dado por
kb:iz(a)( b+1 >2n—b—2a0—3b0+1'
==\ bo,m — ag — 2bp +1,b+ by +ag —n b+1

Observagao. 4.3.1. (Conexao entre o Top Intersection Number e o Grau de
Pliicker de G(2,n + 2))

Como por hipdtese a+2b = 2n, se tomarmos b = 0 obrigatoriamente teremos que a = 2n.
Verifiguemos que, de fato, koo = C,, substituindo a por 2n e b por 0 na expressao obtida

para kqp

By _ii omn 1 2n — 2a9 — 3bg + 1
a0 aog ) \bg,n —ag—2by + 1,bp + ag — n 1 -

bp=0 ap=0

_i 2n 1 2 —2a9+1 [ 2n L (20 (1)
- = \a)\0,n—ag+1,a0—n 1 — \n+1/\0,0,1 nJ\0,1,0) —
2 2 1 (2
n n—+1 n+1\n

Como era de se esperar...

k?n,() - On
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