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Dedicatoria

Blast
oxrygen masks,
smoke filled cabin
Depressurize,
don't be afraid,
hold onto me
We're goin down,
but not our love.

Death
don't seem so bad,
when I'm with you
My only love,
so close your eyes
Kiss me one last time,
We're gonna die,
but not our love,
not our love...

NOFX, Fualling in Love.

APeNAS MAIS uM prODUTO
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Introducao

Uma pergunta bastante comum no estudo dos Sistemas Mecanicos é sobre a
estabilidade de um ponto de equilibrio, outra é sobre a existéncia de érbitas
periédicas em torno do mesmo. O objetivo principal desta dissertacao é
estudar detalhadamente o fluxo induzido por

1 1
H = 5(93% +y7) + 5(37% +y3) + Os

em R* no qual Os representa uma série de poténcias convergente com o
primeiro termo nao-nulo com grau maior ou igual a 3, discussao estimulada
por um caso especial do hamiltoniano de Hénon-Heiles (Ref.[5]). O trabalho
de Kummer (Ref.[2]) se utiliza de varios teoremas fortes sobre fluxos induzi-
dos por hamiltonianos. Na verdade, estudamos aqui a existéncia e a estabili-
dade de orbitas periddicas em torno do ponto critico. Comegamos por estab-
elecer definicoes e resultados pré-requisitados para a leitura indubitavel neste
trabalho sobre sistemas hamiltonianos, tais como transformagoes simpléticas
e o teorema da forma normal de Gustavson, que servem pra deixar o nosso
hamiltoniano mais operavel, isto é, para termos em maos mais ferramen-
tas na hora de estabelecer os resultados. Para dar uma idéia do estudo de
familias de orbitas periddicas, seguimos com o capitulo Teorema do centro de
Lyapunov, no qual exibimos conceitos como a sec¢ao transversal e o mapa de
Poincaré, necesséarios para a demonstragao do teorema principal do capitulo.
Na seqiiencia (cap. 3), entramos com o estudo do hamiltoniano truncado

1 1
H = 5@+ 1) + 5@ +95) + Kalw,y,2)

no qual K, é o primeiro termo nao-nulo de Q3. Para isso, definimos os
Angulos de Fuler e os Parametros de Cayley-Klein para esbocar a demons-
tracao do isomorfismo SO(3) ~ SU(2)/Zy e utilizd-lo para definir o nosso
sistema de coordenadas no R*. E, assim, obtemos resultados concretos sobre
a existéncia de tais érbitas ao estudar as equacoes de Hamilton. Para concluir
o trabalho, analisamos o hamiltoniano inicial, fazendo-se os pequenos ajustes
na inclusao do termo perturbativo e demonstrando o resultado principal.



Resumo

Nesta dissertacao, trabalhamos com Sistemas Mecanicos, sobre a estabili-
dade de um ponto de equilibrio, e sobre a existéncia de érbitas periddicas
em torno do mesmo. Além disso, ha questionamentos sobre a existéncia
de familias de oérbitas periddicas numa vizinhanca de tal ponto. Lyapunov
estabeleceu o Teorema do Centro de Lyapunov, o qual da condigoes sufi-
cientes para garantirmos a existéncia desta familia. Mas, infelizmente (ou
felizmente!) tal teorema nao se aplica ao problema discutido pelo Martin
Kummer no artigo On Resonant Non Linearly Coupled Oscillators with Two
Equal Frequencies, problema sugerido por um caso especial do hamiltoniano
de Hénon-Heiles (Ref.[5]). Tal trabalho se utiliza de vérios teoremas fortes
sobre fluxos induzidos por hamiltonianos. O Teorema do Twist (de Moser)
aparece como protagonista na decisao de estabelecer uma condigao suficiente
para que a familia de orbitas seja estavel.

Palavras Chave: 1. Sistemas Hamiltonianos. 2. Osciladores com
ressonancia. 3. Solugoes Periddicas. 4. Formas Normais.



Abstract

This tesis is a detailed report about the flow induced by the Hamiltonian

H = S(3 +47) + (53 +33) + O

in R*, with O3 representing a power series with first nonvanishing term at
least cubic. Actually, we study the existence and the stability of periodic
orbits surrounding the critical point. We start by establishing definitions and
results required for the undoubted reading of this report about hamiltonian
systems. Such as symplectic transformation and the Gustavson Normal Form
Theorem, which serve to get the hamiltonian easier to one operates, i.e. to
have in hands more tools when producing the results. To have an idea of the
study of existence of families of periodic orbits, we go ahead with the chapter
Lyapunov Center Theorem, in which we state concepts like the cross section
and the Poincaré Map, needed to prove the main theorem of the chapter.
After these considerations, we follow with the study of the flow induced by
the truncated (or unperturbed) hamiltonian

H = 2@} +18) + 5(3 4 3) + Kl 2)
in R*, in which K, is the first nonvanishing term of Q5. To do this, we define
the Fuler Angles and the Cayley-Klein Parameters to sketch the proof of
SO(3) ~ SU(2)/Zs and use this isomorphism to define our coordinate sys-
tem in R*. And then we get solid results about the existence of these orbits
by studying the Hamilton equations. To conclude this report, we analyze the
original hamiltonian, adjusting arguments when including the perturbative
term, and demonstrating the main assertion.

Key Words: 1. Hamiltonian Systems. 2. Oscillators with ressonance.
3. Periodic solutions. 4. Normal Forms.



Capitulo 1

O Teorema das Formas

Normais

1.1 Sistemas Hamiltonianos e Transformacoes
Canonicas

Nesta secao, vamos dar uma breve descri¢ao dos objetos de estudo deste tra-

balho.

Seja (M, w?) uma 2n-variedade simplética. Seja T, M o plano tangente a
variedade M no ponto x. Cada campo vetorial £ tangente a M em z, ou seja
& € T, M, pode ser associado a uma 1-forma através da aplicacao

wg =1(&)w?

onde v : TM x T*M — R é tal que (2(&)w?)x = w?(&, x) para todo campo
de vetores . Defina J como sendo a matriz 2n x 2n dada por

(5o)

V0% CR” — R

Definicao 1.1.1 Seja

uma fungao suave. ¥ é dita p-simplética se

(%)Z(%‘f) — ) (1.1.1)

e é dita simplética se p = 1.



Definicao 1.1.2 Dada uma funcio H : R*® x R — R, o sistema de

equacoes hamiltoniano associado ao hamiltoniano H € dado por
&= JV,.H(z,t)

Naturalmente, faremos a seguinte pergunta: Se temos o sistema hamiltoniano
© = JV_.H(z,t) para o R*", por exemplo, entao serd que ¥, sendo simplética,
levara tal sistema em um sistema hamiltoniano? A resposta é afirmativa pelo

Teorema 1.1.1 Uma transformacao de varidveis simplética leva sistemas

hamiltonianos em sistemas hamiltonianos.

Demonstracao: Suponha que ¥ seja uma mudanca de coordenadas z — (
(¢ como coordenadas simpléticas), ou seja

(= \II<Z7 t)

Por 1.1.1, vemos que toda trandformagao p-simplética é localmente invertivel.
Seja z = Z((,t) uma inversa local. Logo, H(z,t) — H((,t), com H((,t) =
H(Z((,t),t) . Entao, derivando ¢ = ¥(z,t) chegamos a

vy ovy dz1 ovq
S R Y T
dt -t dzgn oV,
0z Ozan dt ot
Mas,
dz oH N
o (o 1) o= J(aH)T OH OH 0V
dzon -1 O oH 0z 0z ¢ 0z
dt Ozon
Portanto,

c_ o (om\T o
0z 0z ot

R A
N o 0z

¢ 0z +E

.0 (ou\" foH\T oV
0z 0z oC ot



Como V¥ é simplética, simplificamos a

ov

H
(= JV; +8z

(1.1.2)
Z(¢.1)

Se U for independente de ¢, entao acaba aqui a demonstracao, pois ¢ = J VCﬁI
¢ um sistema hamiltoniano. Suponha que ¥ depende de t. Seja @ C R?*+!
tal que Z(0O) C O. Considere O, = {¢ ; (¢,t) € O} Vamos procurar por

uma fungdo R: O — R que seja C* |, k > 1 com JV R((,t) = 2~ —Z(C)

Observacao: R ¢ definido localmente i1d est, dado p € O AR definida numa

vizinhanga de p M JV R((,t) = dz 2=2Z(C.t)

Usaremos um dos varios corolarios do

Teorema 1.1.2 (Lema de Poincaré) Seja O um conjunto estrelado do
R™ e F' uma k-forma fechada, dF=0. Entao F ¢ exata, id est, existe uma

(k-1)-forma [ definida em O M F = df

Corolério 1.1.1 Seja F = (F',--- | F™) um campo vetorial definido num
conjunto estrelado @ C R™ . Entao,

F\" oF
df:0—RMF=Vf<& or :3_
ox ox
Demonstracao: Considere F' = Fldx, + - -- + F™dzx,, . Diferenciando F,
temos oF OF
dF" = — dx; N\ dx;
Z (6% 6@ ) Ti i

i<j

Vemos, por essa expressao, a equivaléncia entre ?9_5 ser simétrica e dF = 0.

Mas, o Lema de Poincaré afirma que F' fechada = F é fechada. Logo, se %F

é simétrica, entao existe f tal que Vf = F. A reciproca é imediata. [

Pelo corolario, basta provar que

(32 ()| ) =)

Ou seja, temos que mostrar que
02
otoz

=Z((1)

0z

b=J 2=2(CH 9¢

\I/(z,t)|
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é simétrica. Com efeito, ¥ é simplética, logo

(5:)9(5) =

Derivando com relacao ao tempo, temos

0w’ AL
otdz ~ 0z 0z ~Otdz

TN 1 q2q,T 2 -1
(8\1/) 8\IIJ+J8\II(8\I!) _0

0z otz otoz \ 0z
Mas %_\5_1 - %_? pois Z o U = id = g—g . aa—f = 1d. Portanto,

0z\" 0*v? L 0oz
¢ ) otox otdz o¢C
—T"+T =0

Com isso, garantimos a existéncia da fungao R : O — R. A equagao 1.1.2,
portanto, resulta em

(= JV.H— sz—f
(= JV.H—JV(R
(= JV(H-R)
(= JV.:H
onde H=H - R n

1.2 Funcoes Geradoras

Suponha uma mudanca de coordenadas (¢, p) — (Q,P) de B C R?*" com
Q =Q(q,p) , P= P(q,p) e B aberto. Seja w a 2-forma simplética canonica
definida por

n
w=dqANdp= E dg; N dp;
i=1
Um condicao necessaria e suficiente para tal mudanca ser um simplectomor-
fismo, ou transformacao canonica, é preservar a forma simplética. Isto é

dgNdp =dQ NdP
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Isto é o mesmo que afirmar que d(qdp — QdP) =0 . A transformagao é dita
p-simplética se dq Adp = pd@Q N dP. Chamemos de dgp — Qdp = p;.Entao,

(q,p) — (Q, P) é simplética se e somente se p; é exata. Analogamente, a
mudanca é simplética se uma das formas
p1 = qdp — QdP p2 = qdp + PdQ

= pdq — PdQ ou pg=pdq+ QdP .

for exata. Considerando que todas essas (2n—1)-formas estao definidas numa
bola aberta, entao, pelo lema de Poincaré, estas formas sao exatas, pois a bola
aberta é estrelada. Logo, a mudanca de coordenadas é simplética se existir
uma funcdo, Si(p, P) ou Sa(p, Q) ou S5(q, Q) ou Syu(q, P), que satisfaga a
uma das equagoes

dSl(I% P) =pP1, dS2(pa Q) =pP2,
dS3(q, Q) = p3 ou dSy(q, P) = ps .

Assim, nods temos uma forma de construir uma mudanca de coordenadas
simplética se uma das quatro equacoes acima for satisfeita. Por exemplo,
suponha que existe uma fungao Sy(q, P) tal que dSy = ps. Entao,

08y 854

o “240P = pdg + QdP

De onde resulta nossa mudanga de coordenadas p = 93 (g, P)e@ = %1(q, P)

. Se g 5143 for nao-singular, entao o teorema da fungao implicita garante que
podemos resolver P em funcao de p e ¢,e ¢ em funcao de P e (), numa
vizinhanga de p e ¢ e numa de P e (). Este raciocinio serve também para S,

Sy e S3. Vamos resumir isso tudo com o

Teorema 1.2.1 As sequintes equacoes definem uma mudancga de varidveis

simpléticas

g = 851 (p, P) Q= 851 (p, P) quando g;g}, ¢ nao-singular;

¢ = asg (p, Q) P= %222 (p,Q)  quando g;—gé ¢ nao-singular;
(1.2.1)

p= asg (qu) P = BSs (q Q) quando g;asé € nao-singular;

p=2s (g, P) Q= %% (q,P)  quando g:g;; é nao-singular.
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1.3 Forma Normal de Birkhoff

Nosso objetivo nesta seccao é encontrar uma mudanca de coordenadas simplética
(¢,p) — (@, P) numa vizinhanga de um ponto de equilibrio (que vamos con-
siderar, sem perda de generalidade, que é a origem) tal que o hamiltoniano

H(z,t) = Ho(z,t) + H3(z,t) + ...

do sistema hamiltoniano

2= JV,H(z,1)

seja mandado num hamiltoniano
I'(Z,t) =T9(Z,t) + T's(Z,t) + ...

onde os ' “s sdo polinomios homogéneos 27-peridédicos em t(ou auténomos)
de grau k relativo a Z = (Q, P). Dividiremos a nossa busca em duas partes.

Caso 1: Sistemas Hamiltonianos Lineares
Vamos considerar, inicialmente, que o sistema hamiltoniano é linear, ou seja,
que H é uma forma quadratica em z = (¢, p)

1
H = H(z,t) = ézTS(t)z
para a qual S(¢) é uma matriz simétrica. Entdo, as equagOes candnicas
q= %—;I ep= —%—ZI equivalem a

z:<g):JS(t)z

para o qual J = ( _O] é ) A fim de diagonalizar JS, estabelecemos,

primeiramente, o seguinte lema

Lemma 1.3.1 O polinomio caracteristico de JS é par. Consequentemente,

se X € autovalor de A = JS, entdo —\ também ¢€.

Demonstracao: Segue-se diretamente da definigao que
det(A — M) = det(JS — M) = det(JS — AI)T = det(STJ" — \I) =

det(—SJ — M) = det(J>SJ + A\J?) = det(J(JS + AI)J)) =
=det J2det(A+ A) =det(A+ ) =
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Daremos na seqiiéncia uma demonstragao do teorema 1.1.1 para este caso
particular. Sejam S,(n,R) = {Mayxo ; MTJM = J}, o conjunto das matrizes
simpléticas, e sp(n,R) = {Mayxs ; M*J+ JM = 0} o conjunto das matrizes
hamiltonianas (= "M é hamiltoniana < M = JS, com S simétrica”). Seja
P € Sy(n,R). Efetue a transformagao simplética z — P~z = w. Entao,

B
——
w=P =P lAz =P 'APw

Mas BT J+JB = PTATP~TPTJP + PTJPP'AP = PT(ATJP + JAP) =
= PT(ATJ + JA)P =0, pois ATJ+JA=8STJTJ+ J(JS)=—-SJ?> - S =
S —8 =0. Logo, B = JR, com R simétrica. Com isso, P ¢é tal que
P:Z=Az — w = Bw. Portanto, provamos o

Lemma 1.3.2 Uma transformacao simplética linear leva sistemas hamilto-

nianos lineares em sistemas hamiltonianos lineares.

Vamos agora definir uma classe de hamiltonianos e, a seguir, questionar
sobre condigoes suficientes para um hamiltoniano poder ser escrito como pré-
imagem por uma transformagao simplética da sua forma normal de Birkhoff.

Definigao 1.3.1 Seja H(q,p) uma hamiltoniana quadrdtica. H € dito estar
na Forma Normal de Birkhoff se

H(q.p) =) %(q;f +p7)

comq=(q1, - qn), p=(pP1,---,Pn) ewpr ERk=1,....,n.

Com esses dois lemas, estamos preparados para enunciar o primeiro teorema,
que diz respeito a forma normal da parte quadratica do hamiltoniano.

Teorema 1.3.1 (da Forma Normal de Birkhoff para Sistemas hamiltonianos
Lineares Auténomos Reais com valores caracteristicos distintos) Suponha que
os autovalores A\, ..., \, da matriz A = JS sao distintos. Entao, existe T
uma transformacao simplética que leva o hamiltoniano associado a 2 = Az

em

H(u,v) = H(w) = Z AU Uk

comu = (Up,...,U,) ev=(v1,...,0,) .
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Demonstracao: Esta demonstracao resume-se em procurar, de forma bem

engenhosa, tal transformacao simplética. Comecemos por notar que \; #

\; Vi # j = A ser diagonalizével. Portanto 3C invertivel M CJSC™! =

diag(Ai, ..., A, = A1, ..., —A,) =: L. Considere P = (J~1CTJ)~. Entao,
pPJSP~t = tct oy tuss ety =g e hHrtggss et =

= (=N (CH(=DNS(=NHCTJ = —JCcH'SJCTJ = (=JFCcJrsCc— T =

= (JO(=))SCH=I)! = (JoJsC* N = (JL)) =J'LJ" =JLJ =L

Portanto, P diagonaliza JS também. Os autovalores de JS sao todos dis-
tintos, entao os autoespacos tém dimensao 1. Ora, se P e C diagonalizam
JS, entao as colunas de uma sao miltiplas das colunas da outra. Ou seja,
c; = a;p;, para a; € R e ¢, p; sao as colunas de C' e P, respectivamente.
Logo,
¢; = a;p; = C = Pdiag(ay, ..., an, Gnt1, ..., 02)

Seja B := diag(ay,...,an, Qpyi1,--.,02,). Provemos agora que JB é antis-
simétrico. Com efeito, temos que

C=J ' nN*'B=Jsc")'JB=C"JC=JB
Portanto,

(JB)Y =TIyt =ctJtCc = -0"JC = -JB

, e . . . . a< 0
. JBé ant1351metrlco, e 1sto 1mphca que, se considerarmos B = ( =n ) ,

0 as,
temos
B 0 > -
= < —a<p 0 ) = @>n = 0Ozn
, . B, 0
Portanto, B é da forma B = diag(ay,...,an,a1,...,a,) =: 0o B |
-1

Considere agora D = Bg ? . Segue diretamente que D~ = ( l?)” (; )
Seja ' := CD. Provemos que F também diagonaliza JS e é simplética.
Temos que

A matriz C

diagonaliza

JS
—
E'JSE=D'C'JSCD=D"'LD=1L

e

1 1
ETJE:DTC’TJCD:DJBD:(BS ?)(_% %ﬂ)(Bn 0):
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()-8

Portanto, F é a transformacao simplética procurada, pois a transformacao
z = Bw é simplética e leva 2 = Az em Ew = JSEw ... w = E 'JSEw =
Lw. Se considerarmos H = —JL e w = (u,v), temos que w = JHw e

ﬁ[(u, v) = Z AL ULV

Um hamiltoniano escrito da forma acima é dito estar na sua forma normal
de Gustavson. Ademais, supondo que os autovalores sao imaginarios puros
Aj = tw; com w; € R* j = 1,...,n, podemos compor a transformacao
anterior com a aplicacao simplética (uj,v;) — —=(Q; — iP;, Q; + iP;), para
P ¢ p YRR V2i\ % Jr g i) P

obtermos o hamiltoniano na sua forma normal de Birkhoff

7 Wk ~2 2

HQ.,P)=) 7(@k+Pk)
Para hamiltonianos 2mr-periédicos, utilizamos o Teorema de Flogquet-Liapunov*
para, primeiramente, leva-lo num sistema autonomo, e em seguida possivel-
mente aplicar o teorema anterior. Portanto, esta primeira parte desta seccao
nos leva a considerar, sem perda de generalidade, que a parte quadratica
de um hamiltoniano j& estd normalizada (quando na linearizacao tivermos

autovalores distintos). A partir daqui consideraremos este fato e incluiremos
agora os termos cubicos, quadricos et cetera.

Caso 2 Sistemas Autonomos ou 2m-periddico.

Suponha que o sistema é autonomo. Suponha ainda que a tranformacao é
tal que I'(Z) dependa funcionalmente apenas do produto Ry = QFy. Neste
caso, escrevemos Z = JV ;T'(Z) obtendo

0= 20,
k=1,... n.

5 _ _or

Py = =35 Pr

Segue que R, = QiP, + QuPy, = %(QkPK — Qi P) = 0. Teremos, entao, n
integrais primeiras linearmente independentes para o sistema. A conclusao
que tiramos deste comentario é que achar tal transformacao simplética im-
plica na resolucdo total do sistema (o sistema é integrdavel). O problema
que surge é o apresentado por Siegel[1941]: O processo de obtengao do novo

ver Dos Santos, F. [6]
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hamiltoniano (método dos coeficientes a determinar) sé converge para sis-
temas integraveis, ou seja, para uma pequena classe de problemas. Descrever-
emos, no fim da seccao, tal procedimento. Até 14, prosseguimos com algumas
defini¢oes importantes

Seja I'(Z,t) = T'y(Z,t) + I's(Z,t) + ... um hamiltoniano nas coordenadas
(@, P), tal que os I'y sdo polinémios homogénio de grau k. Realizemos a
seguinte mudanca de coordenadas 2:-simplética

.T}j = Qj —+ ZPJ
j=1,...n
T; = Q; — 1P
Logo, definindo como H o novo hamiltoniano, temos

rT+T r—7T

H(x, T, t) = 2iT(

,t) = HQ(I',E,t) +H3($,f,t) + ...

2 72

Portanto, H(z,T,t) é imaginario puro. Escrevemos ainda que

r=r(zt =r(Q,Pt) H = H(x,T,t)

| —
L= Z Y (t)QF P H; = Z gz’ T
|k|+t|=j |h|+]l|=3

onde k = (ky,...,k,) el = (Iy,...,1,) sdo n-uplas de inteiros positivos
com |k| = ki + ...+ kny, Yo = Yy koly..1, 0S coeficientes do hamiltoni-

ano I', g1 = Gky..kniy..1,, Os coeficientes do hamiltoniano transformado H e

Q' =Q ... Q.

Considere M, = {k = (k1,...,kn) €Z" ; < k,w >=kw + ...+ k,w, =0}
(no caso nao-autéonomo, substituir = 0 por = 0 mod(1))

Definigao 1.3.2 I'(Q, P, t) estd na Forma Normal de Gustavson se, quando

expresso em série de poténcias de x e T, 0s termos sdo da forma (xT)*, ou

seja, g =0 se {k — 1} € M,

Definicao 1.3.3 Dizemos que \; = w;i nao apresentam ressonancias até a
ordem s, inclusive, se Y muw; # 0¥ (my,...,m,) € Z" Mk => |m;| , k=

1,...,s. (ou=0mod(l) no caso 2mw-periddico).

Observacao: Se wq,...,w, sao LI sobre Q, entao M, = 0 e, com isso,
['(Q, P, t) sé tem termos da forma

T = QU+ PN 4+ (@ P
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Definigao 1.3.4 T'(Q, P,t) como descrito na observagao acima é dito estar
na Forma Normal de Birkhoff

Finalmente, enunciemos o teorema principal do capitulo

Teorema 1.3.2 Eziste uma transformagao de coordenadas simplética (q,p) —

(@, P) que leva o hamiltoniano 2w-periddico em t (ou auténomo)

1 n
k=1

na sua forma normal de Birkhoff/Gustavson.

Demonstragao: Procuremos tal transformacao por uma funcao geradora
S(q, P,t) dada por
08 oS
= — = — 1.3.1
P=%, ¢ 9= 3p (1.3.1)

,com S(q, P,t) = qP+ Ss5(q, P,t) 4+ Si(q, P,t) + ..., sendo S; polinoémios ho-
mogeéneos de grau j em (q,P) e 2r-periédico em ¢. Faremos isto, estipulando
condigoes sobre os coeficientes da fungao geradora. Considere

Si(g, Pt) = Z sug" P’

[k|+[l]=1
No caso autonomo, sy = cte, se for 2m-periddico, sg(t) = sp(t + 27). B
sabido, da sec¢ao anterior que
08
H t)+ —=1(==,Pt 1.3.2
(@, + 5 =T(52, P.1) (13.2)
Lembre que 25 ¢ proveniente da funcéo resto (na demonstragio do 1.1.1).

Procedendo com os cdlculos da substituicao das equagoes 1.3.1 em 1.3.2,
vem

oS 08

H(qg,—,t)=H(qg,P+—+...,t)=
<q78q7) (Q7 +aq+ 7)
1 2 853 2 85’3
= P4+ =4... Hy(q. P+ =—+ ...t
QZwk<qk+(k+6qk+ )+ Halg, Pt 54 1)

s W dS; _ 95
PGp Pt =2 5 (et gp + )"+ P+ Tala+ 55 +.01)
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Por 1.3.2, substituimos os termos da forma

Wi 2 0S3 0S5 oS
— P+ — Hy(¢, P+ —+...,t)+...+ — =
0S8, 058,
—Zw’“ +—3 b+ P AT+ =2 4t (1.3.3)
0P,
Olhemos agora excluswamente para os termos de grau 3. Temos que
0853
Zwkpk% + Hs(q,p. 1) Zkak_ +(g,p,t) (1.3.4)
k

Seja D o operador linear definido por

0 0 0
D= E (P—— — g —) + —
w]( ]aqj QJaa) at

No caso auténomo, a expressio 2 ¢é nulo, logo descartado. Reescrevendo a

ot
equacao 1.3.4, chegamos a
FS(Q: P7t) _DS3(Q7 P7t) :H3<QJ Pvt) (135)

Vamos agora utilizar o principio da indugao finita na 1* forma para concluir
que podemos chegar a uma expressao analoga a 1.3.5 para todos os polinomios
homogéneos de S. Suponha que os termos de grau n satisfazem a

oS,

S,
Zwkpk; 4’611(]—-[{’”''-7[{n—1a537---aSn—l)‘I“[{n(qa-Pat)+ at =

as,,
= Zwk%— + (T, ... Ty, S, ..o, Sir) + (g, P t)

para a qual C; e (5 sao funcoes que dependem dos termos anteriores a n ja
conhecidos na seqiiéncia. Em funcao do operador D, vem:

I'n(q, P,t) — DS,(q, P, t) = E,(q, P, t) (1.3.6)

para a qual E, = H, + C,_1(Hs,...,Hy1,T'3,...,T',_1,55,...,5,-1) Em
coordenadas complexas x; = ¢; +iP; e T; = ¢; — iF; o operador D serd
expresso por termos

o g0 on 0 0 0

0x; Oz, 0q;  Ox;0P, 0q;  OP

9 _0g 0 op o 9 0

oz, o, dq, | 07,00, g, 0P,
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da forma

0 0 0

D= —i (T — i) + —

DI om; axj> ot
Também devemos estabelecer as novas formas dos hamiltonianos

Tj+T; Tj— x]

Lo(=5—, =Y gur'T

|k|+|l|=n
s, (L +T; T~ T H= S fur
n 2 ) 2 Y
|k|+[l|=n
B (Y +T; T — T H= 3 '
n 2 I 2 )
|]+2]

Nestas consideracoes, a equacao 1.3.5 equivale a

To(2,7,t) — DSy(2,T,t) = En(x, 7, 1) (1.3.7)

d
Mas, —DS,, = Y1 Y w; fu(ljz"z" — k;z*T') + % = Z P <w,l—Fk>

|| +[l|=n
d,
ST + % Logo, a equagao 1.3.7 pode ser vista diretamente pelos coe-

ficientes das somas

df i
—— +i<w, k> fu—gu=—ay
dt
Analisemos, a partir daqui, os dois casos separadamente. Suponha que o

sistema ¢é autonomo. Entao, a equacao anterior torna-se
1< w,l — k> fkl — g = —ag (138)

Queremos eliminar os termos para os quais < w,l — k ># 0. Se < w,l —
k >= 0, entao teremos que tomar gy, = ag;, ou seja, o coeficiente g, serd
combinacao dos termos ja conhecidos, mas nao podera ser eliminado. Mas,
se < w,l —k ># 0, entdao podemos fazer com que os coeficientes da fungao
geradora sejam

— Qg
1< w,l—k>

Jru =

e teremos eliminado o termo indesejado.

Suponha agora que o hamiltoniano é periddico. Procuramos agora por coe-
ficientes 2m-periddicos da funcao geradora para que I',, esteja na sua forma
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normal. Multiplicando a equacao 1.3.8 pelo fator integrante e~ *<«!=+>

alnos a

, cheg-

t
fr(t) = fra(0)e ! + Gib“t/ e 8 (g1 — ag)df
0

com by =< w,l —k >. Logo, se {by} € Z, entao fi(t) é 2m-periddica se
fr(2m) = fr(0), ou seja, se

f()% e (g — ay)df
eZﬂ'ibkl _ 1

fu(0) =

como fj; nao depende de gi; para ser periddica, entao podemos eliminar os
termos indesejados fazendo gi; = 0. Se by, € Z, entao teremos que considerar

eimt 27

gkl =

2m
de fr(0). Substituindo este g na equagao de fi;(t) obtemos o coeficiente da
funcao geradora. Aqui acabamos a indugao, mostrando que encontramos os
coeficientes do termo de grau n da fungao geradora. [

e q1,d0 para que fi(t) seja peridédica independentemente

Vimos, portanto, que ¢é forte a dependéncia deste teorema ao fato dos auto-
valores nao admitirem ressonancias até a ordem n. Portanto, ao realizar este
processo para a normalizacao dos termos do hamiltoniano, somos obrigados
a parar quando atingirmos uma ordem tal que apareca uma ressonancia. No
caso do duplo oscilador ressonante 1:1, ou seja, quando H = %(:C% + ) +
s(@3+y3)+ > Kj=s3(z1, 41, T2, y2) para o qual K; sao polindmios homogéneos
de grau j (nosso objeto de estudo), temos uma ressonancia de ordem 2. Con-
siderando este fato, nao poderemos seguir adiante com a normalizagao do
termo cubico.

Finalizando o nosso estudo sobre formas normais de Birkhoff/Gustavson,
seguiremos agora com o estudo do fluxo em torno do ponto de equilibrio,
estabelecendo resultados sobre a existéncia de familias de 6rbitas periddicas
em torno do mesmo.



Capitulo 2

Teorema do Centro (Lyapunov)

2.1 Formulacao Hamiltoniana

O objetivo desta secgao é familiarizar o leitor com os sistemas hamiltonianos,
dando mais detalhes, defini¢coes e alguns exemplos. A segunda lei de Newton
estabelece equagoes diferenciais de segunda ordem em R"™ , e de primeira em
RQn
dQQZZ‘ = n
miﬁ = ; Fj; , xeR

ou

Ty =1Y;
-1 n 2n
yi—mzizl Fz‘j (:L‘,y) cR
O formalismo Hamiltoniano é a maneira natural de se desenvolver teorias

sobre sistemas mecanicos conservativos, pois os sistemas de for¢a provenientes
de campos potenciais podem ser escritos como Sistemas Hamiltonianos.

Definicao 2.1.1 (Sistema Hamiltoniano) Um sistema de 2n equagoes difer-

enciais ordindrias da forma

- (2.1.1)
P="%
ou
G = 5 (t.q,p) 2.12)
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para o qual H : 0% C R x R* x R* — R ¢ suave é chamado de sistema

hamiltoniano.

Os ¢; sdo chamados de posicao (no R™), os p; sdo os vetores velocidade, ¢ é o
tempo e n é o nimero de graus de liberdade.

oH
871
Considerando Z = (]q) ) e V;H = : podemos achar a forma
oOH
8Z2n
matricial do sistema hamiltoniano
Z=JV,H onde J= Onxn Inxn (2.1.3)
_]Inxn ©n><n

O teorema da erxisténcia e unicidade das EDO’s suporta que Y(to, Zy) €
O 3! Z = ¢(t, Zy) solugao definida numa vizinhanga de (ty, Zy) que satisfaz
a condigao inicial Zy = ¢(t,, Zo).

Se %—Ij = 0, entao as equacoes sao autonomas e o sistema é dito conserva-
tivo. O teorema da existéncia e unicidade também garante que duas curvas
em O que sao solugoes do sistema autonomo nunca se cruzam. O é chamado
de espaco de fase.

Uma integral das equacoes é uma funcao F' : @ — R que é constante ao
longo das solugoes do sistema 2.1.3, F(¢(t, Zy)) = cte = F(Zy) (exempli gra-
tia, a energia total do sistema e o momento). Se sdo conhecidas n—1 integrais
independentes, entao o sistema ¢ dito integravel, por que as superficies de
nivel das integrais sao (n—1)—variedades, ou seja, vocé baixa uma dimensao
para cada integral.

2.1.1 Exemplos de Sistemas Hamiltonianos
Exemplo 1 O Oscilador Harmonico.

Considere a equagao

F4+wr=0; w=ctecR*.

Y[ I
dt \w W=

para ficar clara a seguinte formulacao

. OH
T=wy =%
{ _ o (2.1.4)

Escreveremos



do qual tiramos que H = £(2? +y?) e
Z=wlZ

Mas,

o0 An o
B SE gt
n=0 n=0
Deduz-se de forma direta que (wJ)** =
Portanto,

e n 2n]

eth _ Z (

n=0 n=

eth — (

Logo,
7 _ ( cos wt
—sinwt
T . cos wt
y ]\ —sinwt

(="
+Z 2

coswt sinwt
—sinwt coswt

23

7 = Zoe"!

2n e A2n+1

+Z (2n + 1)!

wl e (wJ)*t = (—=1)"w?" 1],

n 2n+1

= coswtl + sinwtJ

n+1

sin wt
coswt

)ZO
) ()

sin wt
coswt

Para melhor visualizar as curvas no plano de fase, utilizaremos coordenadas

polares 7% = 22 + y? e tanf =
= —w (14 (3)?)

X
em circulos do plano de fase

4. Logo, 7-r=0 ..

i=0e(1+(%)?)0=

0= —w. E, portanto, as solugoes estao contidas

(Xo,¥0)
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Exemplo 2: O Problema dos n-corpos.

Considere a equagao

mim,; oU
& anz—q]u?) ~ =5
i#i

m;m,; . : .
com U = g || ——2_ sendo a energia potencial. Podemos transforméa-lo

= llai = 4l
num sistema hamiltoniano se definirmos
(. 1 o0H

¢ — q; ¢ 0q;

) m;m; oU o0H
p’i —= Z ‘7 3 qz) = a— = —
I |
J?él

\

do qual, fazendo-se as devidas transformacoes, chegamos ao hamiltoniano
n=y 12l Ipi?
2mZ
2.1.2 Solucgoes Periédicas, Pontos Fixos e Seccoes

Transversais

Vamos agora definir os principais objetos de estudo desta seccao. Considere
a equacao diferencial

i = f(z) (2.1.5)
para a qual f: Q% CR™ — R™ é C> .

Definigao 2.1.2 Um ponto de equilibrio é uma solugdo ¢(t, zo) M P(t, xo) =
i Vit € R.

Deduz-se imediatamente que xy é ponto de equilibrio < f(z¢) = 0.

Definicao 2.1.3 Seja x¢ um ponto de equilibrio. Os autovalores de 8—(:170)
x

sao chamados de expoentes caracteristicos de x.

Definicao 2.1.4 Se os expoentes caracteristicos sao nao-nulos, chamamos

xo de ponto de equilibrio elementar.
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Definigao 2.1.5 Uma solu¢ao ¢(t,z) de 2.1.5 € dita periddica se 3 T €
R M ¢t + T,x0) = ¢(t,x0) ¥t € R. Chamamos de periodo de ¢(t,xo) o
menor T' € R* que tem a propriedade acima, ou dizemos que ¢(t,xo) € T-

periodica.

Estamos considerando aqui que os pontos de equilibrio nao sao solugoes
periddicas. Enunciemos uma equivaléncia para essa definicao.

Lemma 2.1.1 ¢(t,zo) é T-periddica < ¢(T,xy) = xo .

Demonstracao: (=) Escolha ¢t = 0 na equagao ¢(t + T, xo) = ¢(t,x0)
para chegarmos a (T, zg) = xo = P(to, o).
(<:) ¢(T7 {E()) =Ty = gb(t) .ZU()) - ¢(t7 ¢(Ta IL'())) = ¢(t + Ta :L‘O) . u

Em relacao as solugoes T-periddicas temos mais uma definicao importante.

0
Definigao 2.1.6 Seja ¢(t,xy) T-periodica. A matriz 8—(’b(T, xg) € chamada
x
de matriz de monodromia de ¢(t,xo), e seus autovalores sao chamados de

multiplicadores caracteristicos de ¢(t, o).

Estabeleceremos agora um resultado que nos levara ao conceito de solugoes
periodicas elementares.

Lemma 2.1.2 Solugdes periodicas nunca sao isoladas, isto €, dado um aberto
que contém uma solugao periodica, entao esse aberto contém outra solugao
periodica. Além disso, 1 sempre é um multiplicador. Mais precisamente,

f(zo) € um autovalor da matriz de monodromia com autovalor 1.

Demonstragao: Primeiramente, como o sistema 2.1.5 é autonomo, entao
as translacoes de uma solucao no tempo também ¢é uma solugao do sistema
(%¢(t +5) = f(o(t +s))). Logo, solucoes periddicas nao sao isoladas, pois
para todo aberto que contém uma solucao, podemos deslocar um pouco a
solucao no tempo de forma que achemos uma solucao ainda neste aberto.
Com isso, concluimos a primeira parte do lema. Para a segunda parte, difer-
enciamos a expressao ¢(7, ¢(t,z)) = ¢(T + t, x), e temos

g—;%, O(t,20))9(ts 70) = B +t,70) com ¢ = B(t,0)

fazendo t =0 e 7 =T, ficamos com

g—fm £0)6(0,20) = $(T, o)
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e como ¢ é solucao, temos que

d¢

— (T, x xo) = flx

5 (T30 f(x0) = f()
como estamos considerando que solucoes periddicas nao sao pontos de equilibrio,
entao f(xg) # 0 é um autovetor da matriz de monodromia. "

Ja que todas as solugoes periddicas tém 1 como autovalor, entao coloquemos
em evidencia aquelas cujo autovalor 1 tem multiplicidade 1.

Definig¢ao 2.1.7 Uma solugao periddica ¢(t,xg) € dita elementar se 1 € au-

tovalor com multiplicidade 1.

Portanto, ficamos impossibilitados de estudar uma solucao periddica isolada-
mente. Para ”driblar”esta dificuldade, vamos fazer a seguinte defini¢ao

Definicao 2.1.8 (Seccio Transversal) Seja ¢(t, xo) uma solugdo periddica.

Uma seccao transversal de ¢ € um hiperplano ¥ que contém xqy e € transversal
a f(xo)-

Uma forma de explicitar a sec¢ao transversal seria da forma ¥ = {x ; a
7o) = 0}, sendo a constante com a’ f(xq) # 0. A solugdo ¢(t, ), portanto,
sai de X ; e depois de um tempo 7', retorna a .. Entao, pela dependéncia
continua que existe entre solugoes de um sistema e os valores iniciais, temos
que solugoes proximas a xy também vao cruzar a sec¢ao transversal. Ou seja,
se z é proximo de xg, entao existe um tempo 7(x), proximo de T, tal que
o(t(x),x) € X. 7 é chamado de tempo de primeiro retorno.

T(z—

Com isso, podemos definir o mapa

Definicao 2.1.9 O Mapa de Poincaré é dado pela aplicagao
Pz ¢(1(x), )

ou seja, P: N,y €Y — X
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Como estamos assumindo que f é uma funcao de classe C*, temos que

Lemma 2.1.3 Numa vizinhan¢a muito pequena de xy contida em Y, o mapa

de Poincaré e o tempo de primeiro retorno sao C*.

Demonstragao: Considere X = {z ; a’(x — zy) = 0}, sendo a constante
com a’ f(xg) # 0. Seja a funcio g(t,z) = a’ (¢(t,x) — zp). Temos, entdo,
que g(T,z9) =0 e g—g(T, z0) = aTo(T, xo) = a” f(zo) # 0. Agora utilizamos
o teorema da fungao implicita para construir a fungao tempo de primeiro re-
torno 7(x) numa vizinhanga N,, de xy € ¥ tal que g(7(z)),z) = 0 Vz € N, .
Esta expressao define ¥ (compare com ¥ = {x ; a’(z — 29 = 0)}) e 7
C* por construcao. Como o mapa de Poincaré é composicao de fungoes C*,
entao é C™. L]

Perceba agora que as solugoes periddicas sao pontos fizos do mapa de Poincaré.
Se o sistema admitir uma integral primeira, entao temos um novo conceito
de solugao periédica elementar, devido ao seguinte lema:

Lemma 2.1.4 Seja F uma integral ndao-degenerada na solucao periddica
o(t, xo). Entao o multiplicador 1 tem multiplicidade algébrica maior ou igual
a 2. Além disso, o vetor linha g—i(xo) é um autovalor a esquerda da matriz
de monodromia com autovalor 1 associado.

Demonstracao: Comegamos por derivar a equagao de conservagao de F
em relacao a x

F(o(t, x)) = F(x)

oF O0F 0¢
9z~ ac ax " (=9o(t, )
Fazendo x = x, ficamos com
oF [9J0) oF

%(1’0)8—%(71 ) = %(1'0)

0 que ja garante a segunda parte do lema. Agora, escolha um sistema de

coordenadas tal que f(z) seja o vetor coluna e] e ZE(zq) = e,. Completando

para uma base de R™, temos que B = %(T7 xp) fica representada por

I big big by ... 0
0 1 0 0O ... 0
0 bzo bzz bzs ... bzm
b= 0 bao baz baa ... bam (2.1.6)

0 bm2 bms bma ... bypm
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Com isso, o polinémio caracteristico p(\) = det(B — A) = (1 — \) det(B; —
Al), para o qual

1 0 0o ... 0
b3,2 b3,3 b3,4 v b3,m
Bl = b4,2 b4,3 b4,4 s b4,m
bm,? bm,3 bm,4 cee bm,m

Repetindo a operagao, temos que p(A) = (1 — A)det(By — AX[) = (1 —
A)?det(By — AI), para o qual

b3’3 63,4 Ce b3,m
baz bia oo bam
By = . .
bns bma .o bum
Portanto, concluimos o resultado [

Com isso, seguimos com a seguinte definicao:

Definicao 2.1.10 Suponha que 2.1.5 admite a integral F : O — R. Seja
o(t, xo) uma solugdo periddica de 2.1.5. Suponha que VF(xy) # 0, ou seja,
que a integral é nao-degenerada na solugdo periddica. ¢(t,xq) € dita elemen-

tar se 1 € autovalor com multiplicidade 2.

Nos sistemas hamiltonianos, H sempre é nao-degenerada (VH (zo) = 0 = x
é ponto de equilibrio). Vamos introduzir um novo conceito de mapa de
Poincaré:

O teorema da existéncia do flow bor' garante que existe um sistema de
coordenadas u = (u1,...,u,) tal que w3 = 1, 4 = 0 j = 2,...,n e
F = uy = cte. Portanto, a solugao agora estd na superficie us = cte.
Considere o mapa de Poincaré P : N — X, para o qual N é uma viz-
inhanca de oy em ¥ = {u; = 0}. Seja X, a interseccao de X e a superficie
de nivel F' = uy = e = cte. Como nesta superficie u; e uy sdo constantes,
entao o mapa de Poincaré sera definido apenas nas tltimas n — 2 coorde-
nadas, ou seja Q(e,y) = ¢(7(y),y) com y = (us,...,u,). Entdo defina
Q(e,-) : N, C ¥, — ¥ como o mapa de Poincaré numa superficie de nivel.

lver Meyer, Kenneth R. [4]
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2.2 Continuacao de Pontos de Equilibrio e
Solucoes Periddicas

Considere um sistema de EDO “s que depende de um conjunto de k parametros,
isto é,
T = f(x,v) (2.2.1)
R™ RS
paraoqual f: O x @ — R™éC™. Seja ro um ponto de equilibrio para
v =1y (id est f(xg,v9) =0)

Definicao 2.2.1 A continuag¢ao do ponto de equilibrio xo € uma funcgao
suave u : Qo — O, definida numa vizinhan¢a Qo de vy, tal que u(vy) = xo
e u(v) € ponto de equilibrio, Vv € Qo f(u(v),v) =0 Yv € Q.

Temos o mesmo conceito para solugoes periédicas. Considere que ¢(t, z,v) é
suave em v e que ¢(t, xo, vg) é uma solugao periédica com periodo T.

Definigao 2.2.2 A continuagdo de uma solugao periddica ¢(t,xo,v9) € um
par de fungoes suaves v +— u(v) e v — 7(v), definidas para v perto de vy tal

que u(vg) = zo , T(vg) =T € ¢(t,u(v),v) € 7(v)-periddica
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Observacao Diz-se também que a solugao periddica pode ser ”continuada”.
Isto significa que a solugao persiste quando os parametros sao mudados, e a
solucao periddica nao se distancia muito de ¢.

Com esses parametros, vamos relembrar os conceitos da secgao anterior. Um
ponto de equilibrio zy de 2.2.1, quando v = vy é elementar se %(zo,vo)
é nao-singular, ou seja, quando zero nao é um expoente. E uma solucao
o(t, o, v0) é T-periddica se, e s6 se, ¢(T,x0,v9) = To. E dita elementar se,
no caso geral de um sistema autonomo, 1 é autovalor da matriz de monodro-
mia %(T, Zo,v9) com multiplicidade 1, ou, no caso do sistema ter integral
nao-degenerada, com multiplicidade 2. Os autovalores de g—f(T , g, Vo) SA0
chamados de multiplicadores da solucao periddica.

A pergunta natural que se faz é, dados estes conceitos, se existem con-
tinuagoes para tais solucoes elementares. Responde-se provando-se a

Proposicao 2.2.1 Pontos de equilibrio elementares, solucoes periodicas el-
ementares, e solugoes periodicas elementares em sistemas com uma integral

nao-degenerada podem ser continuados.

Demonstragao: Para o caso dos pontos de equilibrio elementar, usamos o
teorema da fungao implicita(TFI), pelo fato de f(xo,v9) =0e %(mo, vg) # 0.
J& no caso de solucoes periddicas a prova sera um pouco mais longa. Como
o tempo de primeiro retorno e o mapa de Poincaré dependem diretamente
do TFI, entao dependem suavemente de v. No caso geral, queremos aplicar
o TFI para resolver a equagao ¥ (z,v) = P(z,v) — 2 = 0 em termos de v,
para o qual P(z,v) é o mapa de Poincaré da sec¢ao transversal da solugao
periddica para v = vg. Para isso, temos que provar que ¥(zg,vy) = 0 e que

9¥ (0, v0) # 0. Com efeito,

U(zg,v9) = P(xg,v0) — xg = ¢(7(x0), 0, v0) — Top = g — xg =0

ov 0 0
= D (plr(a)m) —2) €= (VT 4 90 T g

o termo %Vﬂ{ = f(x0)V,7E é nulo, pois podemos considerar uma base
ortonormal B = {by, ..., b,} de ¥ de forma que {f(zo), bo, ..., b, } é base orto-
normal do espaco todo. Logo, escreveremos V,7¢ como combinacao linear
dos elementos que sao ortogonais a f(xg). Portanto, o produto f(z¢)V,7¢ =
0. Com isso,

ov 0 9

%'gz%((ﬁ(T(x)vva)_x)'f:(ax ) §#0
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caso contrario, £ = af(xg) para algum o € R — | +. Logo, dado um v € R*
temos que ¢(7(v),z(v),v) = x(v), isto é, ¢(7(v),z(v),v) é uma solugao 7-
periédica de 2.2.1. No caso do sistema admitir uma integral I(x,v), vimos
também que o mapa de Poincaré também é C*. Portanto, basta aplicar
o teorema da fungao implicita a equacdo x(x,v) = Q(z,v) — 2z = 0, onde
Q(z,v) é o mapa de Poincaré na superficie integral da sec¢do transversal da
solugao periddica ¢(t, zo,vo). Analogamente, (g—;‘ —1I)- & = 0 se, e somente
se & = af(xg) + 5%(0, To, Vo) que nao estd na sec¢ao transversal L.. O que
nos fornece a mesma conclusao anterior m

2.3 Teorema do Centro (Lyapunov)
Estamos prontos agora para enunciar o teorema principal do capitulo

Teorema 2.3.1 Considere que um sistema com uma integral nao-degenerada

tem um ponto de equilibrio com expoentes ‘twi, A3, ..., A\, onde iw F#*
0 € imagindrio puro. Se {j‘—;} ¢ Z; j = 3,...,m, entao existe uma

familia uniparamétrica de drbitas periodicas emanando (saindo) do ponto de

equilibrio. Além disso, quando se aprorima do ponto de equilibrio ao longo

da familia, os periodos tendem a %’T e 0s multiplicadores nao-triviais tendem
21\

w

aexp(==L); j=3,...,m.

Demonstracao: Note que o hamiltoniano é uma integral nao-degenerada
para uma solugao periédica nao-constante. Sem perda de generalidade,
suponha que x = 0 ¢ tal ponto de equilibrio. Logo, podemos reescrever

&= Az + g(x)

com A = %(0) eg(x)=f(x)— Az (. g(0) =0e %(0) = 0). Procuramos
por funcoes periédicas numa vizinhanca da origem. Entao, considere x — ey

, 0 < |e] < 1. Com isso, o sistema fica resumido a
y = Ay +o(e)

Pois £2®(z,¢) := g(ex) depende quadraticamente de € e, ao fazermos tal
substituigao, cancelamos um e e chegamos a expressao acima para o(e) =
e®(x,e). Para € = 0, o sistema é linear. Mas, y = Ay tem expoentes Fwi.
Logo, admite solucao periddica, de periodo %”, da forma aexp(At) , a' =

(1,1,0,...,0). Os multiplicadores desta solugao periddica sao os autovalores



32

de exp(AQw—”), ou seja 1,1 e exp(Q’rT)‘i) 1 =3,...,m. Por hipétese, os multipli-

cadores sao # 1. Logo, tal solugao periddica é elementar. Pela Proposicao
anterior, existe uma solugao periddica da forma a exp(At)+o(e). Voltando-se
as antigas coordenadas, a solugao fica da forma ea exp(At) + o(£?) "



Capitulo 3

O duplo oscilador ressonante
1:1

O teorema do centro de Lyapunov se mostra, de fato, uma grande ferramenta
no estudo de fluxos numa vizinhanca do ponto de equilibrio. Porém, quando
se trata do duplo oscilador ressonante 1:1, isto é, o sistema hamiltoniano com
H=3(?+y}) + 523 +y3) + > Hi(x1,y1,22,92), ficamos impossibilitados
de utilizar o teorema, pois dependemos fortemente da incomensurabilidade
de ?_Z:)\j’ no qual (como vimos) os \;’s sdo os expoentes caracteristicos do
ponto de equilibrio. Portanto, até o fim desta tese descreveremos o método
de Kummer[2] para estabelecer um teorema a respeito do fluxo induzido neste
caso.

3.1 Fluxo em R* induzido por H = Hy(q,p)+O;

Pretendemos agora fazer o estudo do fluxo induzido em R* por um Hamilto-
niano

1 1 oo
k=3

onde Hj sao polindmios homogéneos de grau k em xq, 41, T2 € yo, € Y Hy,
analitica na origem do R*.

Seja a 2-forma simplética standard

2
W= Z dyi N dzy, (3.1.2)

k=1

33
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e a transformacao i~ !-simplética

1
= —=(xr +1 ck=1,2 3.1.3
Logo,
1
iZ, = (dxy — idyy)
= —(dxy —1

k NG k Yk

(S
— 1
de VAN de = (d]?k A dl’k - ZdIk VAN dyk + Zdyk VAN dmk + dyk VAN dyk)
(V2)?

1 _

2

1 __
W=~ > dzy ndZy, (3.1.4)
k=1
Considerando Ny = |Zx|* , k=1,2 ;¢ 5 — ai o argumento de Zj, podemos
escrever N
A7), = — e 3ol _ i\ /Npel5 g
k W k k
— de ™ . ™ .
dZ, = e~ Gl g/ Nye  (monidg
k VN, k k
com isso,
— dNi N d dNi N d
A2 NdZ = i 0 4 )

1 __

2
w=Y_dN; Aday (3.1.5)

k=1
Agora, seja M = (R*,w) e {-,-} : C*(M;R) x C>*(M;R) — R o Colchete

de Poisson: )
af 0Og dg Of )
= — — - 3.1.6
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Expressemos agora f , a derivada de f ao longo do fluxo gerado pelo hamil-
toniano H, usando o colchete de Poisson. Com efeito, suponha que H é o
Hamiltoniano que induz o fluxo (¢, p) em R*. Logo, i) = 6yk ey, = —24

df 22: 8f dxy, 8f%
—1 8l’k dt 8yk dt

f=§X?EQE—QLQE) (3.1.7)

k=1

1
Agora, utilizando as identidades 8ak \/§ (aizk + aizc)
0 0 ( 0 .0

= —— —1— | , temos que 3.1.7 se escreve como

“op V2
f=A{H, f} (3.1.8)

O estudo do fluxo em R* correspondente ao Hamiltoniano H ¢é facilitado se
colocarmos H na sua forma normal de Gustavson. Para isso, comecamos
introduzindo as seguintes expressoes quadraticas nas coordenadas:

1

My = §ZT0k2 (3.1.9)

onde z = ? 2= (Z, Zy) e oy sdo as Matrizes de Pauli dadas por
2
(10 (0 —i (01 (=10

0o = O 1 , 01 = Z 0 , 09 = 1 O e 03 = O 1 .
Com isso,
My=3(Zy Zy )( Zy Za)=5(Ni+Ny)
My =7y Zo ) ~iZs iZ1 ) = ~i(Z122— Z17) = Im(Z,2s)
M2 = %(71Z2 +7221) = R6(7122>

M3 = %( 71 72 )( —Z1 ZQ ) = %(NQ —Nl)
Considere My = J. Note que M2 + M2 + M2 J?, e além disso

177 1
— 32155 =
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(1Z2|* + | Z5|? — | Z1]* — | Z1|?). Portanto,

i
4

Os My, satisfazem as “relagoes do colchete de Poisson”que sao isomorfas
aquelas de u(2). Logo, por 3.1.10 concluimos que os My geram su(2) =
so(3) ~ TrSO(3). O Teorema da Forma Normal de Gustavson garante a
existéncia de uma transformacao simplética z;, — 2 tal que o Hamiltoniano

1 1 e
H= §(w%+y%>+§<x3+y§>+kzﬁHk(ZbZz) (3.1.11)

tem a forma 27 + K, onde K é uma série de poténcias (nas variaveis 2 que
tem colchete nulo com J = My = (2% + §1) + 5(23 + 93)) da forma

K =Y Kn(J, M, My, Ms) (3.1.12)

m=2

onde /C,,, sao polinomios homogéneos de grau m definidos na Algebra de Lie
u(2). Para fazer o estudo do Hamiltoniano 3.1.11, nao utilizaremos a forma
3.1.12, e sim truncaremos a transformacao simplética a uma parcela finita
da série, de forma que possamos garantir a analiticidade do Hamiltoniano (e
da propria transformagio) numa vizinhanga da origem do R%.

Portanto vamos considerar que a transformacgao simplética que leva H em
sua forma normal de Gustavson foi truncada de maneira que 3.1.11 nas novas
variaveis fica

H - 2j + ICn(j, Ml, MQ, M3) + 02n+1 (3113)

onde /C,, é o primeiro termo da forma normal 3.1.12 que nao ¢ identicamente
nulo, e Oy, 41 é uma série de poténcias convergente nas novas variaveis que
comeca com um pol. hom. de grau 2n + 1.

Primeiramente, vamos deletar Oy, 11 e estudar o fluxo do Hamiltoniano trun-
cado (ou nao perturbado) e sé depois procurar condigdes necessarias e/ou
suficientes sob as quais o fluxo mantenha algumas caracteristicas do fluxo
induzido em R* pelo Hamiltoniano 3.1.12

Observacao (1) Note que os coeficientes de K,, ndo sdo unicamente de-
terminados. Com efeito, se n é par, o polinomio P(J, My, My, M3) = (J* —
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M? — M2 — M2)™? que é identicamente nulo sob as condicdes 3.1.9. Por-
tanto, podemos somar estes zeros a K, de forma que os coeficientes de IC,
fiquem diferentes. Ademais, seja ajk,k,ks 0 cocficiente de ME M My2 My
em K, € Ciokikoks S€U coeficiente em P. Qualquer translacao ay, i, koks ——
Aok koks + ECkoky koks, cOM ¢ € R, mantém /C,, inalterado, mas, obviamente, os
seus coeficientes nao.

Observacao (2) SU(2) C Sp(2), i.e. qualquer U € SU(2) além de in-
duzir uma rotacio do vetor M = (M, My, Ms) (M := R(U)M) mantém
w = dNi Nday invariante. Obviamente, o espaco dos polinomios homogéneos
em u(2) é levado em si mesmo por U.

Apéndice A(da secgao 2.1)

Os Angulos de Euler

Seja K € R? um corpo rigido. Questionamos: Qual o numero minimo de
variaveis necessario para descrever a posicao deste corpo rigido? Primeira-
mente, como corpo rigido, K é tal que seus pontos satisfazem

rij=c¢y ;comiFjed,j=1,...,N (3.1.14)

com c¢;; constantes reais. Claramente, as equacoes 3.1.14 nao sao indepen-
dentes. Logo, fica desnecessario ”salvar’todas as 3N coordenadas, pois a
partir da determinagao de algumas podemos determinar a posicao de outras.
Com efeito, para situar um particula arbitraria do corpo basta informar a sua
distancia a trés particulas nao-colineares diferentes dela. Portanto, o niimero
minimo de varidveis é menor ou igual a 9. Podemos cortar 3 variaveis depen-
dentes se usarmos as equacoes 3.1.14 que dizem respeito a estas particulas,
OU S€ja Ty j, = Ciyjay Tizjs = Cisjs € Tirjs = Ciyj-
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Com isso, concluimos que sao necessarias no minimo seis variaveis indepen-
dentes para descrever a configuracao. Sem perda de generalidade, consider-
emos que as primeiras trés coordenadas sao usadas para descrever o lugar
da primeira particula. As trés restantes descrevem a orientacao do sistema
inercial de K. Vamos agora exibir os angulos de Fuler, que fazem referéncia
a determinacao da orientacao de K.

Segue a seqiiencia que descreve a definicao de tais varidveis:

1°) Rotagao de ¢ em relagao ao eixo z, antihoraria.

=2
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Chamemos de £n¢ o novo sistema de coordenadas.

2°) Rotagao de 6 do novo sistema em relagao ao eixo &, antihoréria.

G

Chamemos de {7’ o novo sistema.

3°) Rotagao de 1 em relagdo a ¢’ do novo sistema &'n/(’; antihoraria

definindo o sistema x'y'z’. Fica, entao, claro que x'y’z’ tem orientacao com-
pletamente especificada por ¢, 6 e 1. Portanto, a determinacao de ¢, 6 e ¥
¢ suficiente para definir a orientacao do corpo rigido. Vamos agora definir a

matriz de passagem A do sistema xyz para o 2'y’z’. Sejam A;, Ay e Aj as
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matrizes correspondentes aos passos 1, 2 e 3. Entao,

cos¢ sing 0
A = —sing cos¢ 0 |. (giro em torno de z) (3.1.15)
0 0 1
apos isso
1 0 0
Ay = 0 cosf sinf |. (giro em torno de &) (3.1.16)

0 —sinf cosf

e finalmente

cost siny 0
Az = —sinty cosy 0 |. (giro em torno de () (3.1.17)
0 0 1

Efetuando-se os calculos chegamos a formula de A := A3A>A; =

cos Y cos ¢ — cos 6 sin ¢ sin cos Y sin@ + cosfcos ¢siny  sinysinf
—sin cos ¢ — cosfsinpcostyy —sinysing + cosf coscosy cossinf
sin # sin ¢ sin # cos ¥ cos @
(3.1.18)
Assim, introduzimos os angulos de Euler descrevendo a orientacao de um
corpo rigido por uma transformagao ortogonal A em SO(3), ou seja A'A =
AA" = 1 e det A = +1. Verificamos isso via cdlculos diretos, confirmando
o fato de que sdo necessarias, no minimo, 3 varidveis independentes (neste

caso ¢, 0 e ).

Apéndice B(da seccao 2.1)

Os Parametros de Cayley-Klein

Comecemos por tomar uma nova notagao.

Notacao:

v =Y (3.1.19)
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Sabemos que, apesar de descrever completamente as orientagoes e coorde-
nadas do corpo rigido, as expressoes das matrizes do movimento em termos
dos angulos de Euler sao dificeis de serem calculadas explicitamente. Com
isso, surge a necessidade de utilizar os Parametros de Cayley-Klein, que sao
bem mais simples de lidar.

Consideremos, entao, o plano (u,v) , com u e v complexos. Suponha uma
transformagao linear de (u,v) em (u',v’) descrita por

u' = au+ Pu
v = yu+ dv

com matriz associada
v 0

Queremos encontrar a matriz geral de uma transformagao unitaria, ou seja,
uma matriz que satisfaca

Q= ( o 0 ) (3.1.21)

QQ=QQ =1 , onde Q' =Q" (3.1.22)

Definicao 3.1.1 Uma matriz A € M, ,, e dita unimodular se det A =1

Lemma 3.1.1 A forma geral de uma matriz unitdria unimodular é
Q= ( aB f ) , com aa + 3 =1. (3.1.23)
-0 @

Demonstracao:
Substituindo 3.1.21 na segunda igualdade de 3.1.22, chegamos a

ao+vy =1
BB +d6 =1 (3.1.24)
as+735 =0
Como o determinante do sistema linear em 3 e d definido pelas duas tltimas
equagoes tem determinante 5 — @d = —1, a regra de Chramer nos da
O N . B
IR

o que prova que Q é da forma 3.1.23 [
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Por enquanto, considere Q apenas unitaria, num espaco bidimensional com-
plexo. Todo operador hermitiano de trago nulo é da forma

p_ ( z T 1y )
T+ —Zz
onde z,vy, z € R. Para toda matriz unitaria Q, o operador
P’ = QPQf

também é hermitiano e tem traco nulo, pois QF = Q~'. Portanto, P’ é da

forma / S
;o z ' — 1y
P - ( :L,/ ‘I’ Zy/ —Z/ )

onde o', 9/, 2" € R. Note que se x = (z,y, ), entao
PP’ = |x|*I

logo, a transformacao linear Tq : R?* — R3, Tq(x) = x’ é ortogonal, pois
I = 1], uma vez que

x| = PP = QPPIQ" = ||Ix[|*QQ" = [|x||’X

Mostraremos abaixo que Tq nao ¢ uma reflexao e tem determinante positivo.
Obtemos, assim, uma aplicacao

T:SU(2) — SO(3)

que associa a cada ) € SU(2) o operador ortogonal Tq. Ademais, provare-
mos a sobrejetividade de T

Com as relagoes f = —5 e § = @ temos que a matriz da adjunta de Q é
dada por
(O B N
Q ( 33 ) ( ¥ a (3.1.25)
Para simplificar a notacao de P, considere x, = x+iy e x_ = x —1y. Assim,

, a [ z  x_ o —p 2 al
Peare = (0 0) (L) (8 ) (0 )

| (ad+ Bv)z — aya_ + Bz, —2afz + o*x_ — FPa,
N 2902 — y2w_ + 8%x —(ad + 7))z + ayr_ — Bz,
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Logo,
xl, = 2702 —y?z_  +0%r,
¥ = =28z +atr. —f%x, (3.1.26)
2= (ad+0y)z —ayx_ +p0xy

Logo, pela notacao introduzida no inicio do apéndice, a condicao de ortogo-
nalidade equivale a 2z’ = z;7;. Da terceira equacao de 3.1.26 resulta que

2= (ad + fy)z — ay(x —iy) + B0(z + iy)
2 :Za5 + B7v) 2+ r(—ow + 555 T+ i,(ow - 555 Y

Da segunda equacao de 3.1.26 temos que

7 = —-2afBz +’r_ — P,

v —iy = —2aBz + o*(z — iy) — [ (x + iy) (3.1.27)

Da primeira conclui-se que
iy = 2962 — A (x — iy) + 0% (x + iy) (3.1.28)
Somando 3.1.27 a 3.1.28 chegamos a

22" = 2(v6 — af)z + (o — ) (z —iy) + (6° — 5°)(z + iy)

ail a2
a13 A p -
¥ =00 = ap) o+ 5(0% = P =P+ ) o 5P+ 7 = P a?)y

(3.1.29)
Subtraindo 3.1.27 de 3.1.28, chegamos a

2i) = 2(af +70)z — (o +7%)(z — iy) + (5" + 0%)(z + iy)

2iy’ = 2(af +v0)z + (6% + 6% — o =)z +i(a® + 32+ 42 + 6%y

a21 a2
a3 7\ ~ ~ A
—— 1 1
Y =—i(af +70) z— 5(52 + 6% —a? —?) 2+ 5(042 + 8+ +0%)y

(3.1.30)
Portanto, a matriz de passagem A = (a;;) de (z,y,2) para (2/,y/,7") é da
forma

%(QZ _ ,Y2 + 52 . 52)
%

L -2+ @ - ) 46— af
<a2 + 72 . 52 . 52) %(a2 + 72 + ﬁ2 + 52) —i(aﬁ + 75) (3.1.31)
B6 — ary i(ay + (90) ad + [y
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Portanto, para cada matriz Q € SU(2) existe uma matriz A que especifica
a posicao de um corpo rigido no R? | e que provaremos agora que estd em
SO(3). As varidveis a, 3, 7, e § sdo chamados de Pardmetros de Cayley-
Klein, que estao relacionados por 3.1.24 e 3.1.25 . Como foi mostrado que
o = ey + ie3
B = ey +ies
A= A(eg,e1,69,¢3), poisaa+B3=1=e2+el+ei+e2=1=

0= —v"ed=a", entao considerando , podemos expressar

1 1
5(042 —7 48— ) = 5[(60 +ies)® — (—ex+ie1)? + (eg —ies) — (ex +ie1)’] =

1
= 5(268—26% —2e5+2e) =el+ el —e5— el

e

%(fyz —a?+ 8- = %[(62 —iey)? — (eg +ies)® + (eg —ie3)® — (eg +ie1)?] =

%(-42@162 — 4i€063) = 26162 + 26063

E assim, ao fazer as mudangas para todas as entradas de A = (a;;), temos

e +e?—es—e2  2(eren + eges) 2(ere3 — eges)
2(e1e0 —ege3) €2 —el+ed—ek 2(ezes +eger) (3.1.32)
2(eqe3 + eges) 2(ege3 — ege1) €5 — el — e+ el

Os valores e, e1, e5 e e3 sao chamados de Parametros de Euler As condicoes
de ortogonalidade ja dizem que det A = 1. Basta agora provar que A nao
pode ser uma inflexao. Suponha que A é uma inflexao. Entao,

eres + eges =0 eres =0
—
€1€3 — €ptgy = 0 €pta = 0

O que resulta nos seguintes resultados:

e1=¢e=0= ey =0o0ue3=0;
e1=e=0= e=0o0ue3;=0;
ep=e3=0= e =0o0uey =0;
eo=e3=0= ey =00ue =0;



-1 0 0 1 0 0
Portanto, para que A seja uma inflexao da forma 0O 101,10 —10
0 01 0 0 1
10 0
ou|l 01 O é necessario que pelo menos trés Parametros de Euler se-
0 0 —1
jam nulos. Portanto, temos quatro possibilidades:
( —e2 0 0
ecp=e1=e=0=> A= 0 —e2 0 |;
0 0 e
—e5 0 0
ep=e1=e3=0=> A= 0 e 0 :
0 0 —é
e? 0
cp=ey=e3=0= A= 0 —e! 0 :
0 0 —e
e2 0 0
e1=e=e3=0= A= 0 6% 0 ;
L 0 0 €

Visto que numa reflexao teriamos, exatamente, apenas um valor negativo na
diagonal, concluimos que A nao é uma reflexdo. Logo, A € SO(3).

Facamos agora o processo inverso. Daremos uma orientagao de um corpo
rigido no R? definida pelos Angulos de Euler e procuremos por uma matriz
em SU(2) que representa as trés rotagoes que definem tais angulos. Primeira-
mente, temos um giro de ¢ do sistema em torno do eixo z. Portanto, a fase
de z; diminui de ¢ e a fase de x_ aumenta de ¢. Se chamarmos de Q,
tal transformacao com entradas «, [, v e §, como em 3.1.21, chegaremos a
relagoes entre os parametros e os angulos. Per summa capita, temos:

al, = efi¢x+ =276z — yir_ + 6%x,
¥ =e%r_ = —2afz +tv_ — [, (3.1.33)
2 =z=(ad+ (7)z — ayr_ + Pox,

De 3.1.33 concluimos facilmente que v = 8 =0, a® = ¢€!® e 62 = e~*. Logo,

e% 0
Qy = ( i ) (3.1.34)
0 e 2
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representa tal giro. Agora, procuremos por uma matriz Qp que represente
uma rotacao de § em torno do eixo x . De forma anéloga, fazemos

v =1 =3(a" =+ 8 — )+ 517 — o + 8 — )y + (48 — af)z
' = cos Oy +sin = 5(a? 42 — 3 — ) + b, 8,7,0) % — (e + 16)
2 = —sinfy + cosfz = (66 — ay)z + i(ay + B0)y + (ad + [7)z

(3.1.35)
donde tiramos as seguintes relagoes:
( CV2—72+52—52:2
72_0524_52_&2:0
vo —af =0
a? 42— 3252 =0
 a?+ 32 ++92+6%=2cosb (3.1.36)
af +vd =1sind
B0 —ay=0
ay + (30 =isinf
ad + By = cosf

\

Somando-se a segunda e a quarta equacoes de 3.1.36 , chegamos a y? = 3% =
v = ou~vy = —0 . Unindo este resultado a sétima equacao de 3.1.36 ao
quadrado, temos que 6 = a ou 6 = —a. Com estes dois resultados, podemos
olhar para a terceira equacao de 3.1.36 e concluir que 6 = a < v = 3. Agora,
suponha que § = «. Entao, a oitava e a nona equacoes se resumem a

2a3 = isinf
1.
{ a? + 32 = cos (3.1.37)
Somar as duas equagoes de 3.1.37 resulta em (o + ﬂf = cosf + isinf =
oz—i—ﬁzcosg—i-ising . Mas,a=d=ae(=~vy=—0(. Logo, a é real puro
e (# é imaginéario puro. Com isso, a = cosg e f =isin g. Se considerarmos
que 0 = —a, entao chegaremos a uma contradigao. Com efeito, a oitava e a
nona equagoes se resumem a
—2af =1isinf
1.
{ —a? — (3% = cosf (3.1.38)

Analogamente, vamos somar as equagoes de 3.1.38 para encontrar a relagao

(ice + )% = cosf + isinf. Logo, a + 3 = sing — 1COs g. Mais uma vez,

a=—-6=—-aefl=—y =0 = aéimaginirio puro e 3 é real puro.
Portanto, o = —1 cosg e = sing. Isto implica que af + v = —2isin6,

o que nao é verdade para todo valor de 6 (compare com a sexta equagao de
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3.1.36). Finalmente, podemos expressar Qg como

cosg ising
— o 3.1.39
Qo zsmg cosg ( )

Para finalizar, temos uma rotacao de 1 em torno do eixo z, que tem forma
igual a de Qg:
et 0
Q, = i (3.1.40)
0 e 2

Logo, pela observacao feita na pagina 17, temos que a matriz procurada ¢é o
produto das matrizes de 3.1.34, 3.1.39 e 3.1.40, obtendo

i 0 i O io
2

Q = Q¢Q9Q¢ = _ . .9 0 _i9
0 e 2 ising cosg 0 e 2
(Y+¢) . (p—¢)
CcoSs geZ 2 7 sin gez 2
Q= N B ) o ;o) (3.1.41)
isin e 2 cos g€ 2

Com isso, os parametros de Cayley-Klein em termos dos angulos de Euler
Sao0 escritos

« = cos 5e' 2 B =isinge’ 2
.. W= @)
72@81nge’ 7 Jd=cosle 2
E os parametros de Euler

€y = COS 3 9 cos ¢+¢ e1 =sin ¢ % gin ¥=2

2 2 2

 cos Y22 <z> 0 i b= (3.1.42)
e = sin g cos €3 = COS 3 Sin

Considere 0; , 7 = 1,2,3 , as matrizes de Pauli. Entao, a transformacao
hermitiana P é dada por P = xo; + yoy + z03. Definindo r = (x,y,2) e
o = (01, 09,03), podemos escrever

P=<ro>

Usando a mesma idéia para Q, encontramos

(¥+9) . .. f

el 2 7sin ze

COS 5

0

Q= 2

- j0=2) L (Y+9)
72 sin g O~
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*<3os€cos¢+gzs L0 + 1 si Qs' Ly
=cos 5 01 i sin 5 sin — 10

reinDeos 200 71} oo ln 01 0
S 2COS 9 i 0 COSQS 5 0 —1

Q= egog+i(e1o1 + €209+ €303) = egop+i < e,0 >, come = (e,eq,€3).

A relacao acima deixa mais clara a relacao entre os parametros de Euler e a
matriz Q € SU(2), pois d4 a idéia de como a matriz é gerada a partir dos
mesmos.

- 27
Note que Qg—ar = < 60 e ) - ( 0 -1 > =1

Isto quer dizer que um giro de 27 em torno do eixo z esta relacionado com
—1. Mas, uma rotacao de 27 corresponde a identidade. Logo, 1343(R) esta
associada, desta forma, a 1oy s(C) e —1542(C). Pela observagao feita em
7?7, temos que uma matriz QQax2(C) corresponder a uma matriz Azy3(R) =
—Q2x2(C) também corresponder a Asy3. Portanto, concluimos que para ter-
mos um isomorfismo, teremos que identificar toda matriz de SU(2) com o
seu "simétrico”’em SU(2). Em outros termos, provamos que

SO(3) =2 SU(2),/Zs

ou seja, que SU(2) é topologicamente uma dupla cobertura de SO(3).

3.2 O Fluxo do Hamiltoniano Truncado

Nesta seccao vamos estudar algumas propriedades do fluxo correspondente
ao hamiltoniano

HO == 2j + ’Cn(j, M17 MQ, Mg) (321)

onde /C,, é um polindmio homogeénio de grau n nas variaveis M. Seja X o
unitario na direcao de M

M =Jx, x=(x,Y,2). (3.2.2)

Considere K™ (x) := J"K,(J, M) onde K™ (x) := K,(1,x). Isto
Kn(T, My, My, Ms) = Ko(T 1, S My, S My, ZMy) = JMKC, (1, 22, 22, 22) =
= J"K™(1,x). K™ (x) é um polinémio de grau n, definido na esfera S?, e,

D
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portanto, tem uma representacao’
n l
KM =" amYim(x) (3.2.3)
=0 m=—1
onde Y}, (x) sao os Harmonicos Esféricos
Yim ~ €™ P™(cos 6) (3.2.4)
onde P/ sao os Polinomios de Legendre

(=)™l + m)!
201(1 — m)!

B E) =

Devido ao fato de K™ (x) e J serem integrais do Hamiltoniano Hy, segue que
este Hamiltoniano induz um fluxo em S?, cujas érbitas sdo curvas de nivel
de K™ (x). Mostraremos, mais adiante, que este fluxo em S? determina
completamente o fluxo no espaco de fase original R*. Note que os pontos
criticos do fluxo induzido por Hy em S? sdo os pontos criticos de L™ em S2.
O vetor unitario e é ponto critico se existe A € R tal que

VoK™ |ee = e (3.2.5)

Como uma transformacao U € SO(3) mantém a 2-forma, entdo, sem perda
de generalidade, podemos considerar que —ez = (0,0, —1) é um ponto critico.
Com isso, temos que ZK™|,__., = (%/C(”)\z:,es = 0. Observamos também
que a transformacgado ortogonal das varidveis que leva e em —es3 pode ser es-
colhida de forma que ag‘?—c{f;le(”)|gC:_e3 = 0.

Vamos agora efetuar uma transformacao (N, ag k=12 — (J, ¥, M3, ¢), com
(J , M3) definido como anteriormente mais ¢ := g +ay € ¢ := @y —aq, para
seguir com a determinagao do fluxo induzido por Hy. Portanto, a 2-forma
torna-se

w = dNyAday+dNyAday = 271 d(T — M3)Ad(Yp—)+27 d(T +M3)Ad(p+¢) =
= 27(dJ ANdp—d T Ndp—dMzAdp+dMzAdd+d T Adp+d T Adp+dMsAdip+

+dMs A do) = dT A dy + dM; A do.

Além disso, Z1Z5 = _\/NlNQGi(alicm) = /NiNye™™. Pela definicao de M;,
temos que My = Im(Z17Z5) = /N1 Nysin . Mas, J? = 471 (N + 2N, N, +

! ver Morse, Philip [3]
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+N2) e M =471 (N2 + 2N, Ny + N2) = N; N, = J? — M2. Na seqiiencia,

M, = \/J? — M2sin ¢. Analogamente, concluimos que My = /J? — M2 cos ¢.

Em S2, temos que
xr=+1—22¢8in¢ , y=+1—2%2cos¢

e se introduzirmos 6 € R de forma que cosf = z, temos que 2v/ 7, ¢, 0 e 1
servem de coordenadas polares no R*. Desta forma, S® pode ser visto como
sendo um dupla cobertura do espago SO(3), onde ¢, 0 e 1) sdo os angulos
de Euler com seus valores restritos a [0, 27), [0,7) e [0, 47), respectivamente.
Pelo Apéndice B da seccao 2.1, temos que a matriz

Z:21\/7( vat it o > =(2j)1/2< A )
—T1 + 1 Yz — 1o —Z1 —129

pode ser escrita em termos dos angulos de Euler, ou seja

[ €O 2cosdh iel0¥)/2gin 10
ie'W=/2sin 10 e 1 PH)/2 cos 10

Em outros termos, temos uma rela¢ao entre as coordenadas (1, y1, T2, 92) €
as novas coordenadas (J, ¢,0,1) com

x1 =2/ T sin(3(¢) — ¢)) sin 36

y1 = 2/ T cos(3(¢ — ¢)) sin 36 (3.2.6)
Ty =2/ T sin(3(¢ + ¢)) cos 16 o
Yo = 23/ T cos(3 (¢ + ¢)) cos 16

E a 2-forma w = dJ Ndy+dMszAdip, nos novos parametros, considerando que
M3 = T cosb, ficaw = dJ ANdp+d(cos0dT — J sin 0df) A dip. Verifiquemos
quais sao as Fquagdes de Hamilton nestes termos, visto que w(x gy, ) = dH(+).
Com efeito,

w=dJ Ndy+ d(cos0dT — J sin0df) A di

jaj +¢a¢ +980 +¢a¢
=27 +J"KkM , com =K =0

Por um lado,

wxu,-) = (dT Nd+d(cos 04T — T sin 0d0)Adey)(F +¢ +¢ 0=

a0 a0,
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= Jdp —pdT + cos 0T dp — cos0pdT — T sin 00dg + T sin 0odb.
w(xm,-) = (=) —cos 00)dT + T dp + T sin 0pdd + (cos 0T — T sin 00)dep.

Enquanto que

0 0 0
dH = (2 n=lic)yg " —KMWdyp + —=K™do + —K™dg).
(2+nT )j+j(aw w+89 +a¢ d))
Logo,

—tp —cosfp =2+ nJ" KW = =-2— T (K" + cot 5K
jzj”%/C("):O = J=0
D N = e
cos0F — Jsinb = j”a%lC(”) = 0= —“Z;; a%IC(”)

(3.2.7)
Vamos agora analisar 3.2.7 para descrever a relacao entre o fluxo em R* e o
fluxo em S2. O R* é decomposto em esferas concéntricas de raio 272 que
sao invariantes pelo fluxo, e o fluxo em cada uma delas é completamente de-
terminado pelas duas ultimas equagoes de 3.2.7 (sabendo que temos ainda o
escalar J"1). Note que a primeira equagao de 3.2.7 é determinada pelas out-
ras duas (sé depende de ¢ e #). Vale ressaltar que esse sistema de coordenadas
local nao cobre os pélos (1 = y; = 0) e (x2 = yo = 0). Existe uma familia
uniparamétrica de solucoes periédicas com periodo 1 + %nj n=1KC()(e) para
cada ponto critico (a menos dos pélos) que satisfazem Kén)(e) = Ké")(e) =0
e cujo indice, o que determina sua natureza, ¢ o determinante

K5 K
(n) (n)
K @0 ’C¢¢

Se considerarmos que K™ é independente de ¢, entdo K™ é combinacao
dos primeiros polinémios de legendre (ver 3.2.4). E entdo, pela quarta
equacao de 3.2.7, temos que 6 é uma integral, isto é, as dérbitas na esfera
unitdria sao os paralelos, e movimento em R* relacionado é quasi-periédico
com freqiiéncias 1+ 37" nK™ + cot 0K e (T2 sin )™ respectiva-
mente. Os Unicos pontos criticos em S? sao os pélos. Eles representam
duas familias uniparamétricas de oOrbitas periddicas estaveis com periodo
1+ %j 1)) (Ley). Verifica-se tal fato usando coordenadas que sdo regu-
lares nos polos. Antes de introduzirmos a perturbagao Os,,. 1, vamos fazer tal
mudanca de coordenadas, para entao podermos entrar no préximo capitulo
com o teorema principal. Tais coordenadas sao uma variagao das projecoes
estereograficas. Primeiro, colocamos uma casca esférica centrada no polo
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norte de raio 27'/2. Tracamos a reta que passa pelo polo norte da esfera
unitdria e pelo ponto (z,y,2) € S% Depois, encontramos a interseccao de
tal reta com a esfera centrada no polo e projetamos o ponto no plano xy.
Projetamos em seguida o ponto no eixo x para definir a coordenada &, e
projetamos o ponto no eixo y pra definir a coordenada 7.

(x.y.2)

Sejam R o vetor posi¢ao (z,y,z) e k = (0,0,1). Entao, o ponto projetado
no plano zy, como definido acima, é dado por

R—k R—k
W TN oy T TR g
T A T i

Substituindo R = (z,y,2) e k = (0,0,1), vem

20T 2T

\/x2+y2+<2_1)2(x,y,z—1)—(0,0, \/x2+y2+(z—1)2(2_1)):

T 2/Ty
V2t + (212 o2+ y2+ (2 - 1)

L 2T 2Ty
V2P 22 =22+ 1 a2+ 22— 22+ 1

_(2\/7x 20/ Ty 0) = 2Tz 2Ty 0)
SN2 22 Ve NI V1=

2’0):
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Portanto, definimos ¢ := % e n:= % . Como x = /1 —22cos¢ e

y =1 — 22sin ¢, podemos expressar

\/2J (1+42)(1—z) sin ¢ .
n = \/1(Tz 2 = 2T (14 2)siné .

(3.2.8)

Definimos o novo sistema de coordenadas como (L, aq,&,7), onde L = 27.
Vejamos agora como ficard a 2-forma w = dJ Ady+(cos 0dT — T sin 0d) Ad .

Mas,
_ [/1+cost | J : :
d¢ = \/Tsnubdj + 4/ m(— sin ) sin ¢pdO+
+1/2J (1 + cos 0) cos pdb .
e
~ [14cosf / J :
dT] = TCOS¢dJ+ m<— Slne) COS (bde—
—v/2J (1 + cos ) sin pd¢ .
Logo,

dn N d¢ = %(— sin @) sin ¢ cos pdJ A df + (1 + cos ) cos® pd T A dp+

1
+§ sin @ sin ¢ cos pdJ A df + T sin 6 cos® ¢pdp A df+
+(1 + cos 0) sin® ¢d T A do + J sin 0sin® ¢pdg A df .
E assim,
dn Nd€ = (1+cos@)dT Ndp+ T sinbdo A db
Mas,
w—dnAdé =

=dJ Ndp+(cos0dT — T sin 0dO) Ndp— (1 +cos 0)dT ANdp+ T sin 0dO Adp =

=dJ Ndy — Tsin0dd ANdp —dT Ndo+ T sinfdi N do =
=dJ Nd(Y — @) =dT Nd(2aq) = d(2T) N da; .
w=dL Aday +dn A dE (3.2.9)
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Definimos o novo sistema de coordenadas, e achamos a 2-forma no mesmo.
Resta agora achar a expressao do hamiltoniano 3.2.1 nas novas coordenadas
e achar as equacoes de hamilton correspondentes. De 3.2.8, temos que

¢ = L(1+z)sin®¢

n?* = L(1+ z) cos® ¢ (3.2.10)

Somando as equagoes de 3.2.10 chegamos a
(3 (\/%77)2)

Consideremos é = \/%é* en = \/%77 para nao carregar muito a notacao.
(52 ) _ Lz

. Com isso, vamos substituir em &2 =

A 4z
Wz =k ng ==
)1 4—(&2+17%)

N 12
52:% N x:<1_m) é

(E+7* 4
1

E+n*=L01+2)=

Entao z =

obter

para

L
E em n? = 1_y para analogamente chegar a

S gy \ /2
y:<1_(£zn)) ;

Logo, podemos considerar que o hamiltoniano 3.2.1 é da forma

~

L .
Hy =L+ (5)”F(f,77)
onde

n £+ 172 E 4+ &40
com é’ = \/%f e N = \/%77 . Suponha, como fizemos antes, que K™ nao

depende de ¢. Logo, K™ é combinacdo linear dos primeiros n+ 1 polinoémios
de Legendre em fungao de z = cos . Portanto, podemos considerar P(p) :=
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K™  onde P é um polindémio de grau > n+1e p = 522”2 . Resumindo,
temos agora
w=dL Adoy +dnAd§
Xu = L + ol + i + &2 (3.2.11)
H=L+&Pp) . p=S

Pela terceira equacao de 3.2.11, achamos a 1-forma
dH = (1+2(L)" 1 P(p) = L2 a1+ (- Yday +(E)" (2P L)dn+ (%)™ (2P' £ ) de
E as equagoes de Hamilton ficam

(AL Adon +dn NdE)(Lgy + én g+, +£§;) = Ldoy — éndL +ndE — Edn =
(—dn)dL + (=&)dn + ndé.

Anélogo ao que comentamos anteriormente, o movimento é quasi-periddico
com periodos
(%)"‘1P’ e 145 ( )""YnP — pP") (3.2.12)

Agora estamos em condicoes de reafirmar o que haviamos dito em relagao
ao polo norte, pois este sistema de coordenadas é regular em (£,7) = (0,0).
Tal polo é um ponto critico que representa uma solugao periddica estavel
com freqiiéncia 1 + £(%)"'nP(0) . E para finalizar o capitulo, vamos es-
tabelecer as equacoes que definem as coordenadas (1, y1, T2, y2) do R%. Da
figura anterior (que ilustra a projecao que define £ e 1) tiramos facilmente
que \/2L — (€24 n?2) =2/ T sin g. Com isso, as duas primeiras equagoes de
3.2.6 se tornam z; = /2L — (& +n?)sina; e y; = /2L — (&2 +n?)cosy
. A terceira equacao de 3.2.6 se torna

29 = 2¢/J cos § sin(452) = 2/ T cos &[ cos ¥ sin(¢p— &) +sin L cos(p—2)] =
= 21/ cos &[ cos £ (sin ¢ cos £ —cos ¢ sin & )—i—sm Y (sinpsin £ +cospcos 2)] =
=2/ cos g[ sin ¢ cos % cos% — cosqbcos sin 5 o4 sin ¢ sin 3 Y sin ¢+

+ cos ¢sin & cos 2] = 24/ cos 9| sin gb(cos%cos ¢ +sin¥sing)—
in & ¢ Y i @
— cos ¢(sin & cos § — cos & sin 7)].
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'3 o1 n o1
7\ 7\

7 ~ — —
To :2\/7czos§singb cos(w_CZS —¢

)—l— Qﬁcosgcosgzﬁ sin(¢ 5 )

o9 = £cosay + nsinay (3.2.13)

De forma analoga a dedugao de 3.2.13, acha-se que a quarta equacao de 3.2.6
se torna

Y2 = —{sinay +ncosay (3.2.14)

Juntando, equivale a

xr = \/2L — (&2 +n?)sinay
y1 = /2L — (& +n?) cos oy

To =& cosay + nsinag

(3.2.15)

Yo = —Esinag + ncosay



Capitulo 4

O Fluxo do Hamiltoniano

Original

4.1 O teorema principal

Vamos nesta secgao estudar o fluxo quando o termo de perturbacao Os,11 é
adicionado a Hy. Continuemos a considerar que e = —e3 é um ponto critico

do fluxo induzido por Hy e que Aqp := aizle(") =0. Sejam x| :=x, T3 ==y
e x3 := z. Considere
oK)

A

ij = _
J 8%8:10] X=—e€3

De (2.2.4) chegamos a V,K™|—_,, = —Xes .. A = —%IC(”)L(:_%. Con-
sidere também
A 0 —Ais
A:)\—AH, B:A_AQQ, O:)\—Agge D = 0 B —A23
—Aiz —Ayy O

ou seja, D é o polindmio caracteristico do Hessiano de K™ avaliado em .
Sobre a existéncia de familias de érbitas periddicas em torno do ponto de
equilibrio, podemos estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 (i) Cada ponto critico nao-degenerado instdvel do fluxo que
o Hamiltoniano nao-perturbado induz em S? corresponde a uma familia uni-
paramétrica de solugoes periodicas instdvel das equacoes associadas ao hamil-

toniano original (a energia representa tal familia.)

o7
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(i1) Se o ponto critico é estdvel com
12(A%A3, + B3A3,) + (AB)*(A+ B+ C) —3D(A+ B)? #0

entao temos o mesmo resultado para orbitas periodicas estdveis.

Demonstracao: Na sec¢ao anterior definimos e estudamos

Ho= L+ (pré =1 Grrgf2ey 20

Portanto considere H = Hy+ O(L"" %), com L™% sendo funcao de L%7 \/%57

\/%77 e aq, apos a divisao por L3, Fazendo L = 52f), & = é‘é en =en,
temos

Considere a superficie de nivel H =2 ie, H=22 Temos que L torna-se
fungao de &, 1, a; e € (pela equagdo do H = 2), e ¢é analitica em o e L = 2
se € = 0. Para estudar o fluxo sobre H = 2, enunciaremos agora o

Lemma 4.1.1 Sejam Hy, Hy : R*® — R dois Hamiltonianos. Entdo, temos
que {Hy = €156 € R} = {Hy = €9;¢5 € R} = 0 fluzo induzido por Hy em
{H, = €1} coincide com o fluzo induzido por Hy em {Hy = €3}, a menos de
uma reparametrizacao s.

Entao, o fluxo induzido por H em {]:I = 2} é coincidente ao fluxo induzido
por A(&,n,a,¢) em {L = 2}, onde A é dada por

H(L =2,6n,¢) = L(0,0,01,0) + 2" V[F(&, ) + O )]

L(0,0,01,0) — H = 2" D[=F(&,n) + O™ )

e definimos
A<€7 1, aq, g) = 52(n_1)[_F(£7 77) + 0(5)] (411)
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Com a forma d€ A dn, definimos o fluxo sobre H = 2 utilizando as equagoes
de hamilton

L= =0
“oA
a1 = ~ 3L 1
— 90A
= 5
3 _0A
= -5
;o _dtédt ¢ /o dyp _ dndt _ _
Fazendo ¢ = dal = Gd = —Cen =3 =G 7, temos que o
sistema acima é equivalente a
g/ — _62(n71)%_5
1 2(n—1)0F
n =c¢ (n )8_§

Integrando de a; = 0 até a; = 27, temos que

M {6 €0+27T€ f(gna)
"l n=mo + 272 Vg(E n, €)

com f(&,1,0) = F,(&,m) e g(€,1,0) = —F¢(&,m). Vamos expandir K™ (z,y, z)
em séries de Taylor para achar uma expansao para —F (£, n). Com efeito,

0 0 0 1, 0
(n) — (L) Il () Il () Z
K" (z,y, z) ((%IC )x+(8le )y+(8le )z + (C%QIC )
1,07 1, 0 1, 0 1, 0
S Y2 - S (e 52 K )
5 (5K + 5 (5K + 5 (5, K )y + 5 (55 K™ ) eet
1 2
+§( 900 K )yz + ... (Aqui estamos considerando as derivadas avaliadas
Y0z
no ponto de equilibrio. Omitimos para nao carregar as notagoes)
2 1 2 2 | 2 2, 2
Como F(&,1n) —K(")(\/l—g jl_n f,\/l—g Zn 77,—14—g ‘;'77 ) , temos

que

2 2 2
Pem) = —K0 K0 () ok (- Py e L 0 S e

4 2w 4
ZKm(q Zm o> T > T
+2 Zz( - 2 )+2 v 4 ( 2 )£+
2 4 n2 2+
L1 4" (-148 2”)n+..
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2 1 2 2 2 2 1 2\2
Mas, /1 — f% =1- § ;:77 — (€ ;277 ) + Og. Logo, substituindo

na equagao de F'(§,n) e simplificando, vem

—F(&n) = %[()\ — A&+ (A — Ay’ + %(Anﬁ? + Agpn?)—
B L) LA+ A€ ) + Oy

£:(0,0,0) = ¢,(0,0,0) =0
f77<0, 0’0) — Fm,(0,0) - )\ - A22 == B (4.1.2)
95(07070) = _Fgg(O,O) = —(/\ — All) =_—A

Note agora que f(0,0,0) =0 e g(0,0,0) = 0 e que a matriz Q2 = ( 55 57’ )
€ Yn
tem determinante det 2 = AB. Mas, AB é exatamente o polinéomio carac-

teristico da matriz Hessiana de (™. Como se trata de um ponto critico néo-
degenerado, temos que det {2 # 0. Logo, pelo teorema da fungao implicita, ex-
istem duas fungoes reais analiticas y(¢) e no(e) tais que f(e€y(e),eno(e),€) =
0eg(e€(e),eno(e),e) = 0. Segue diretamente que (££y(¢), enp(e)) é um ponto
fixo da aplicagao M. Portanto, mostramos que para cada ponto critico do
hamiltoniano truncado correspondente existe uma familia de érbitas periddicas
do hamiltoniano original. Fazendo-se a mudanca de coordenadas

{525—550
0 =1n—¢eno

Temos que 4.1.1 é levado em

A1, an,) = AEteo, e, an, e)+e(npé—Em) = 20V [=F (€, 7)+0(e)]

Podemos desconsiderar os sinais ~ agora. Com isso, para identificar as
solucoes periédicas em qualquer superficie H = 2¢2, basta fazer £ = n = 0.
Logo, a expansao de A comeca pela parte quadratica que depende de ay
e dee. A parte quadratica de A é definida ou indefinida, dependendo se
Presscom(A) = (A — Ai)(A — Az) > 0 ou pyegem(A) < 0, respectiva-
mente. Como A é periédica em «aq, entao o resultado anterior vale para
todo oy e |e| pequeno. Se pyssice (A) < 0, entdo afirmamos que o mapa
M { £ =&+ 2me2 U f(E,m,€)

n=mno+ 2me*"Vg(&,m, €)
instaveis.

e a familia de orbitas periddicas sao
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Agora seguiremos pelo caminho mais arduo. Considere que py oo (A) > 0
e uma mudanca de coordenadas normais (§ = rcosvy,n = rsinvy), tal que
4.1.1, para € pequeno, tenha expansao

1 1
A<T7 v, O, 5) = 5[]/(@17 6)T2 - 5’1(@17 €>T4 + (95]

com Qs analitica em (r = 0, a1,7,e = 0). Depois desta mudanga de coorde-
nadas, temos a 2-forma transformada rdr A dy = d§ A dn. E as equagoes de

Hamilton ficam
{ r = 82<n_1)04

i =2 (v — kr?) 4 O4

Integrando em ay,

r=ry+eX V0O,
v =70+ 20D (v — k*r?) 4+ O3

para o qual v* e k* foram obtidas por integracao em «; e, portanto, nao de-
pendem mais de a1, nem O3 temos que a aplicacao M fica expressa como uma
perturbacao de uma apliacao twist que preserva a forma simplética. Tirando

T=To
as perturbacoes, teremos uma aplicacao twist M :

v =0+ 62(71—1)(]/* _ K)*?”2>
que é nao-degenerada se £*(g) # 0. Com célculo bastante extenso!, consegue-
se concluir que
v(ag,0) =v*(0) = /A(N)

1
w0 = 553 [12(A3A§3 + B3A%) + (AB)}(A+ B+ C) — 3D(A + B)?]
com A(}\) = PHessIC(") (A)
Por hipétese (do teorema), temos que v*(0) # 0 e k*(0) # 0. Logo, o twist
My é nado-degenerado para |e| pequeno. Para provar a estabilidade da solucao
periddica, utilizaremos, primeiramente, um resultado interessante de analise
na reta.

Proposigao 4.1.1 2 O subconjunto dos reais dado por B = {a € R ; ea-
istem dois numeros positivos, () e p(a), tal que para todo natural n e
todo inteiro m tem-se Inac — m| > e #} € denso em R. Um numero de B ¢é

chamado de fortemente irracional.

lyer Kummer, M. [2]
Zver Siegel , Moser [7]
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Portanto, pela proposicao, para cada niimero § > 0 escolha ws fortemente
irracional no intervalo

(2™ Vv (20) — 8K (e0)] ], g Vv (e0))

tal que |wg—p| > C—z (com p,q =1,2,...) para algum ¢y > 0 e algum p > 2.

Existe um intervalo aberto I5 que contém gy que nao contém e = 0 tal que
para todo € € I ten-se que ws também esta no intervalo

(2D v*(e) — 8*|k*(e)] |, 2V (e)).

Pelo Teorema do Tuwist (de Moser)® para cada ¢ € I existe uma curva
analitica r = r5(7, ) que é ponto fixo da aplicagdo twist perturbada M pela
passagem de 7 — v +ws. Como a curva é obtida a partir de uma deformagao
continua de do circulo de raio [1*(g) — ws/e2V]V2|k*()|71/2 € (0, 6), tem-
se que r5(y,€) < 20 para todo € € I5 e § pequeno.

Seja U uma vizinhanga aberta do ponto (r = 0,6 = g¢). Entao, podemos
escolher um 0 > 0 muito pequeno tal que a vizinhanga de (r = 0, = &)
dada por {(r,7v,¢) ; r < rs(7,€)} esteja contida em U e seja invariante por
M. Logo, temos que a aplicagao M ¢ estavel. Portanto, a familia de érbitas
periddicas é estavel. n

3ver Siegel , Moser [7]



Referéncias Bibliograficas

Goldstein, Herbert Classical Mechanics , Columbia, 1922.

Kummer, Martin On Resonant Non Linearly Coupled Oscillators with
Two Equal Frequencies , Commun. Math. Phys. 48, 53-79 (1976).

Morse, Philip and Feshbach, Herman Methods of Theoretical Physics -
International Student Edition , McGraw-Hill Book Company Inc., 1953.

Meyer, Kenneth R. Introduction to Hamiltonian Dynamaical Systems and
the N-body Problem , Springer-Verlag, 1937.

Braum, M. On the Applicability of the third integral of motion , J. Diff.
Eq.13, 300-318,1973.

Dos Santos, F. Formas Normais e Estabilidade de Equilibrios para
Sistemas Hamiltonianos,
http://www.dmat.ufpe.br/posgraduacao/teses/teses_mestrado.htm |
2004.

Siegel, C.L. ; Moser, J.K. Lectures on Celestial Mechanics, Springer-
Verlag, 1991.

Oliveira, G. Existéncia de solugoes periodicas com periodo diferencidvel
no problema dos N+1 vortices na esfera com um vortice no polo norte,
http://www.dmat.ufpe.br /posgraduacao/teses/teses_mestrado.htm |
2006.

Abraham, Ralph. Foundations of Mechanics - Second Edition, Addison-
Wesley Publishing Company, 1978.

63



