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freqüências unitárias
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Dedicatória

Blast
oxygen masks,

smoke filled cabin
Depressurize,
don′t be afraid,
hold onto me

We′re goin down,
but not our love.

Death
don′t seem so bad,
when I ′m with you

My only love,
so close your eyes

Kiss me one last time,
We′re gonna die,
but not our love,
not our love...

NOFX,Falling in Love.
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Introdução

Uma pergunta bastante comum no estudo dos Sistemas Mecânicos é sobre a
estabilidade de um ponto de equiĺıbrio, outra é sobre a existência de órbitas
periódicas em torno do mesmo. O objetivo principal desta dissertação é
estudar detalhadamente o fluxo induzido por

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +O3

em R4, no qual O3 representa uma série de potências convergente com o
primeiro termo não-nulo com grau maior ou igual a 3, discussão estimulada
por um caso especial do hamiltoniano de Hénon-Heiles (Ref.[5]). O trabalho
de Kummer (Ref.[2]) se utiliza de vários teoremas fortes sobre fluxos induzi-
dos por hamiltonianos. Na verdade, estudamos aqui a existência e a estabili-
dade de órbitas periódicas em torno do ponto cŕıtico. Começamos por estab-
elecer definições e resultados pré-requisitados para a leitura indubitável neste
trabalho sobre sistemas hamiltonianos, tais como transformações simpléticas
e o teorema da forma normal de Gustavson, que servem pra deixar o nosso
hamiltoniano mais operável, isto é, para termos em mãos mais ferramen-
tas na hora de estabelecer os resultados. Para dar uma idéia do estudo de
famı́lias de órbitas periódicas, seguimos com o caṕıtulo Teorema do centro de
Lyapunov, no qual exibimos conceitos como a secção transversal e o mapa de
Poincaré, necessários para a demonstração do teorema principal do caṕıtulo.
Na seqüencia (cap. 3), entramos com o estudo do hamiltoniano truncado

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +Kn(x, y, z)

no qual Kn é o primeiro termo não-nulo de O3. Para isso, definimos os
Ângulos de Euler e os Parâmetros de Cayley-Klein para esboçar a demons-
tração do isomorfismo SO(3) ' SU(2)/Z2 e utilizá-lo para definir o nosso
sistema de coordenadas no R4. E, assim, obtemos resultados concretos sobre
a existência de tais órbitas ao estudar as equações de Hamilton. Para concluir
o trabalho, analisamos o hamiltoniano inicial, fazendo-se os pequenos ajustes
na inclusão do termo perturbativo e demonstrando o resultado principal.

4



Resumo

Nesta dissertação, trabalhamos com Sistemas Mecânicos, sobre a estabili-
dade de um ponto de equiĺıbrio, e sobre a existência de órbitas periódicas
em torno do mesmo. Além disso, há questionamentos sobre a existência
de famı́lias de órbitas periódicas numa vizinhança de tal ponto. Lyapunov
estabeleceu o Teorema do Centro de Lyapunov, o qual dá condições sufi-
cientes para garantirmos a existência desta famı́lia. Mas, infelizmente (ou
felizmente!) tal teorema não se aplica ao problema discutido pelo Martin
Kummer no artigo On Resonant Non Linearly Coupled Oscillators with Two
Equal Frequencies, problema sugerido por um caso especial do hamiltoniano
de Hénon-Heiles (Ref.[5]). Tal trabalho se utiliza de vários teoremas fortes
sobre fluxos induzidos por hamiltonianos. O Teorema do Twist (de Moser)
aparece como protagonista na decisão de estabelecer uma condição suficiente
para que a famı́lia de órbitas seja estável.

Palavras Chave: 1. Sistemas Hamiltonianos. 2. Osciladores com
ressonância. 3. Soluções Periódicas. 4. Formas Normais.
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Abstract

This tesis is a detailed report about the flow induced by the Hamiltonian

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +O3

in R4, with O3 representing a power series with first nonvanishing term at
least cubic. Actually, we study the existence and the stability of periodic
orbits surrounding the critical point. We start by establishing definitions and
results required for the undoubted reading of this report about hamiltonian
systems. Such as symplectic transformation and the Gustavson Normal Form
Theorem, which serve to get the hamiltonian easier to one operates, i.e. to
have in hands more tools when producing the results. To have an idea of the
study of existence of families of periodic orbits, we go ahead with the chapter
Lyapunov Center Theorem, in which we state concepts like the cross section
and the Poincaré Map, needed to prove the main theorem of the chapter.
After these considerations, we follow with the study of the flow induced by
the truncated (or unperturbed) hamiltonian

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +Kn(x, y, z)

in R4, in which Kn is the first nonvanishing term of O3. To do this, we define
the Euler Angles and the Cayley-Klein Parameters to sketch the proof of
SO(3) ' SU(2)/Z2 and use this isomorphism to define our coordinate sys-
tem in R4. And then we get solid results about the existence of these orbits
by studying the Hamilton equations. To conclude this report, we analyze the
original hamiltonian, adjusting arguments when including the perturbative
term, and demonstrating the main assertion.

Key Words: 1. Hamiltonian Systems. 2. Oscillators with ressonance.
3. Periodic solutions. 4. Normal Forms.
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Caṕıtulo 1

O Teorema das Formas

Normais

1.1 Sistemas Hamiltonianos e Transformações

Canônicas

Nesta seção, vamos dar uma breve descrição dos objetos de estudo deste tra-
balho.

Seja (M,ω2) uma 2n-variedade simplética. Seja TxM o plano tangente à
variedade M no ponto x. Cada campo vetorial ξ tangente a M em x, ou seja
ξ ∈ TxM , pode ser associado a uma 1-forma através da aplicação

ω1
ξ = ı(ξ)ω2

onde ı : TM × T ∗M −→ R é tal que (ı(ξ)ω2)χ = ω2(ξ, χ) para todo campo
de vetores χ. Defina J como sendo a matriz 2n× 2n dada por

J =

(
0 I
−I 0

)

Definição 1.1.1 Seja

Ψ : Oab ⊆ R2n −→ R2n

uma função suave. Ψ é dita µ-simplética se
(∂Ψ

∂z

)T

J
(∂Ψ

∂z

)
= µJ (1.1.1)

e é dita simplética se µ = 1.
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Definição 1.1.2 Dada uma função H : R2n × R −→ R, o sistema de

equações hamiltoniano associado ao hamiltoniano H é dado por

ẋ = J∇xH(x, t)

Naturalmente, faremos a seguinte pergunta: Se temos o sistema hamiltoniano
ẋ = J∇zH(z, t) para o R2n, por exemplo, então será que Ψ, sendo simplética,
levará tal sistema em um sistema hamiltoniano? A resposta é afirmativa pelo

Teorema 1.1.1 Uma transformação de variáveis simplética leva sistemas

hamiltonianos em sistemas hamiltonianos.

Demonstração: Suponha que Ψ seja uma mudança de coordenadas z 7→ ζ
(ζ como coordenadas simpléticas), ou seja

ζ = Ψ(z, t)

Por 1.1.1, vemos que toda trandformação µ-simplética é localmente invert́ıvel.
Seja z = Z(ζ, t) uma inversa local. Logo, H(z, t) −→ Ĥ(ζ, t) , com Ĥ(ζ, t) =
H(Z(ζ, t), t) . Então, derivando ζ = Ψ(z, t) chegamos a

dζ

dt
=




∂Ψ1

∂z1
· · · ∂Ψ1

∂z2n
...

. . .
...

∂Ψ2n

∂z1
· · · ∂Ψ2n

∂z2n







dz1

dt
...

dz2n

dt


 +




∂Ψ1

∂t
...

∂Ψ2n

∂t




Mas,




dz1

dt
...

dz2n

dt


 =

(
O I
−I O

)



∂H
∂z1
...

∂H
∂z2n


 = J

(
∂H

∂z

)T

e
∂H

∂z
=

∂Ĥ

∂ζ
· ∂Ψ

∂z

Portanto,

ζ̇ =
∂Ψ

∂z
J

(
∂H

∂z

)T

+
∂Ψ

∂t

ζ̇ =
∂Ψ

∂z
J

(
∂Ĥ

∂ζ
· ∂Ψ

∂z

)T

+
∂Ψ

∂t

ζ̇ =
∂Ψ

∂z
J

(
∂Ψ

∂z

)T (
∂Ĥ

∂ζ

)T

+
∂Ψ

∂t
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Como Ψ é simplética, simplificamos a

ζ̇ = J∇ζĤ +
∂Ψ

∂z

∣∣∣∣
z=Z(ζ,t)

(1.1.2)

Se Ψ for independente de t, então acaba aqui a demonstração, pois ζ̇ = J∇ζĤ
é um sistema hamiltoniano. Suponha que Ψ depende de t. Seja O ⊆ R2n+1

tal que Z(O) ⊆ O. Considere Ot = {ζ ; (ζ, t) ∈ O} Vamos procurar por
uma função R : O −→ R que seja Ck , k ≥ 1 com J∇ζR(ζ, t) = ∂Ψ

∂z

∣∣
z=Z(ζ,t)

Observação: R é definido localmente, id est, dado p ∈ O ∃R definida numa
vizinhança de p J∇ζR(ζ, t) = ∂Ψ

∂z

∣∣
z=Z(ζ,t)

Usaremos um dos vários corolários do

Teorema 1.1.2 (Lema de Poincaré) Seja O um conjunto estrelado do

Rn e F uma k-forma fechada, dF=0. Então F é exata, id est, existe uma

(k-1)-forma f definida em O F = df

Corolário 1.1.1 Seja F = (F 1, · · · , Fm) um campo vetorial definido num

conjunto estrelado O ⊆ Rm . Então,

∃f : O −→ R F = ∇f ⇔
(

∂F

∂x

)T

=
∂F

∂x

Demonstração: Considere F = F 1dx1 + · · · + Fmdxm . Diferenciando F,
temos

dF =
∑
i<j

(
∂F i

∂xj

− ∂F j

∂xi

)
dxi ∧ dxj

Vemos, por essa expressão, a equivalência entre ∂F
∂x

ser simétrica e dF = 0.
Mas, o Lema de Poincaré afirma que F fechada ⇒ F é fechada. Logo, se ∂F

∂x

é simétrica, então existe f tal que ∇f = F . A rećıproca é imediata.

Pelo corolário, basta provar que
(

J
∂

∂z

(
∂Ψ

∂t
(z, t)

)∣∣∣∣
z=Z(ζ,t)

)T

= J
∂

∂z

(
∂Ψ

∂t
(z, t)

)∣∣∣∣
z=Z(ζ,t)

Ou seja, temos que mostrar que

Γ = J
∂2

∂t∂z
Ψ(z, t)

∣∣
z=Z(ζ,t)

∂Z

∂ζ
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é simétrica. Com efeito, Ψ é simplética, logo

(∂Ψ

∂z

)T

J
(∂Ψ

∂z

)
= J

Derivando com relação ao tempo, temos

∂2Ψ

∂t∂z

T

J
∂Ψ

∂z
+

∂Ψ

∂z

T

J
∂2Ψ

∂t∂z
= 0

(
∂ΨT

∂z

)−1
∂2ΨT

∂t∂z
J + J

∂2Ψ

∂t∂z

(
∂Ψ

∂z

)−1

= 0

Mas ∂Ψ
∂z

−1
= ∂Z

∂ζ
pois Z ◦Ψ = id ⇒ ∂Z

∂Ψ
· ∂Ψ

∂z
= id. Portanto,

(
∂Z

∂ζ

)T
∂2Ψ2

∂t∂z
J + J

∂2Ψ

∂t∂z

∂Z

∂ζ
= 0

−ΓT + Γ = 0

Com isso, garantimos a existência da função R : O −→ R. A equação 1.1.2,
portanto, resulta em

ζ̇ = J∇ζĤ − JJ
∂Ψ

∂z

ζ̇ = J∇ζĤ − J∇ζR

ζ̇ = J∇ζ(Ĥ −R)

ζ̇ = J∇ζH̃

onde H̃ = Ĥ −R

1.2 Funções Geradoras

Suponha uma mudança de coordenadas (q, p) 7→ (Q,P ) de B ⊆ R2n com
Q = Q(q, p) , P = P (q, p) e B aberto. Seja ω a 2-forma simplética canônica
definida por

ω = dq ∧ dp =
n∑

i=1

dqi ∧ dpi

Um condição necessária e suficiente para tal mudança ser um simplectomor-
fismo, ou transformação canônica, é preservar a forma simplética. Isto é

dq ∧ dp = dQ ∧ dP
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Isto é o mesmo que afirmar que d(qdp−QdP ) = 0 . A transformação é dita
µ-simplética se dq ∧ dp = µdQ ∧ dP . Chamemos de dqp − Qdp = ρ1.Então,
(q, p) 7→ (Q,P ) é simplética se e somente se ρ1 é exata. Analogamente, a
mudança é simplética se uma das formas

ρ1 = qdp−QdP , ρ2 = qdp + PdQ ,

ρ3 = pdq − PdQ ou ρ4 = pdq + QdP .

for exata. Considerando que todas essas (2n−1)-formas estão definidas numa
bola aberta, então, pelo lema de Poincaré, estas formas são exatas, pois a bola
aberta é estrelada. Logo, a mudança de coordenadas é simplética se existir
uma função, S1(p, P ) ou S2(p,Q) ou S3(q,Q) ou S4(q, P ), que satisfaça a
uma das equações

dS1(p, P ) = ρ1 , dS2(p,Q) = ρ2 ,

dS3(q, Q) = ρ3 ou dS4(q, P ) = ρ4 .

Assim, nós temos uma forma de construir uma mudança de coordenadas
simplética se uma das quatro equações acima for satisfeita. Por exemplo,
suponha que existe uma função S4(q, P ) tal que dS4 = ρ4. Então,

dS4 =
∂S4

∂q
dq +

∂S4

∂P
dP = pdq + QdP

De onde resulta nossa mudança de coordenadas p = ∂S4

∂q
(q, P ) e Q = ∂S4

∂P
(q, P )

. Se ∂2S4

∂q∂P
for não-singular, então o teorema da função impĺıcita garante que

podemos resolver P em função de p e q,e q em função de P e Q, numa
vizinhança de p e q e numa de P e Q. Este racioćınio serve também para S1,
S2 e S3. Vamos resumir isso tudo com o

Teorema 1.2.1 As seguintes equações definem uma mudança de variáveis

simpléticas

q = ∂S1

∂p
(p, P ) Q = −∂S1

∂P
(p, P ) quando ∂2S1

∂p∂P
é não-singular;

q = ∂S2

∂p
(p,Q) P = ∂S2

∂Q
(p, Q) quando ∂2S2

∂p∂Q
é não-singular;

p = ∂S3

∂q
(q,Q) P = −∂S3

∂Q
(q, Q) quando ∂2S3

∂q∂Q
é não-singular;

p = ∂S4

∂q
(q, P ) Q = ∂S4

∂P
(q, P ) quando ∂2S4

∂q∂P
é não-singular.

(1.2.1)



12

1.3 Forma Normal de Birkhoff

Nosso objetivo nesta secção é encontrar uma mudança de coordenadas simplética
(q, p) 7→ (Q, P ) numa vizinhança de um ponto de equiĺıbrio (que vamos con-
siderar, sem perda de generalidade, que é a origem) tal que o hamiltoniano

H(z, t) = H2(z, t) + H3(z, t) + . . .

do sistema hamiltoniano
ż = J∇zH(z, t)

seja mandado num hamiltoniano

Γ(Z, t) = Γ2(Z, t) + Γ3(Z, t) + . . .

onde os Γk´s são polinômios homogêneos 2π-periódicos em t(ou autônomos)
de grau k relativo a Z = (Q,P ). Dividiremos a nossa busca em duas partes.

Caso 1: Sistemas Hamiltonianos Lineares
Vamos considerar, inicialmente, que o sistema hamiltoniano é linear, ou seja,
que H é uma forma quadrática em z = (q, p)

H = H(z, t) =
1

2
zT S(t)z

para a qual S(t) é uma matriz simétrica. Então, as equações canônicas
q = ∂H

∂p
e p = −∂H

∂q
equivalem a

ż =

(
q̇
ṗ

)
= JS(t)z

para o qual J =

(
O I
−I O

)
. A fim de diagonalizar JS, estabelecemos,

primeiramente, o seguinte lema

Lemma 1.3.1 O polinômio caracteŕıstico de JS é par. Consequentemente,

se λ é autovalor de A = JS, então −λ também é.

Demonstração: Segue-se diretamente da definição que

det(A− λI) = det(JS − λI) = det(JS − λI)T = det(ST JT − λI) =

det(−SJ − λI) = det(J2SJ + λJ2) = det(J(JS + λI)J)) =

= det J2 det(A + λI) = det(A + λI)
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Daremos na seqüência uma demonstração do teorema 1.1.1 para este caso
particular. Sejam Sp(n,R) = {M2×2 ; MT JM = J}, o conjunto das matrizes
simpléticas, e sp(n,R) = {M2×2 ; MT J + JM = 0} o conjunto das matrizes
hamiltonianas (≡ ′′M é hamiltoniana ⇔ M = JS, com S simétrica′′). Seja
P ∈ Sp(n,R). Efetue a transformação simplética z 7→ P−1z = w. Então,

ẇ = P−1ż = P−1Az =

B︷ ︸︸ ︷
P−1AP w

Mas BT J + JB = P T AT P−T P T JP + P T JPP−1AP = P T (AT JP + JAP ) =
= P T (AT J + JA)P = 0, pois AT J + JA = ST JT J + J(JS) = −SJ2 − S =
S − S = 0. Logo, B = JR, com R simétrica. Com isso, P é tal que
P : ż = Az −→ ẇ = Bw. Portanto, provamos o

Lemma 1.3.2 Uma transformação simplética linear leva sistemas hamilto-

nianos lineares em sistemas hamiltonianos lineares.

Vamos agora definir uma classe de hamiltonianos e, a seguir, questionar
sobre condições suficientes para um hamiltoniano poder ser escrito como pré-
imagem por uma transformação simplética da sua forma normal de Birkhoff.

Definição 1.3.1 Seja H(q, p) uma hamiltoniana quadrática. H é dito estar

na Forma Normal de Birkhoff se

H(q, p) =
∑ ωk

2
(q2

k + p2
k)

com q = (q1, . . . , qn), p = (p1, . . . , pn) e ωk ∈ R k = 1, . . . , n.

Com esses dois lemas, estamos preparados para enunciar o primeiro teorema,
que diz respeito à forma normal da parte quadrática do hamiltoniano.

Teorema 1.3.1 (da Forma Normal de Birkhoff para Sistemas hamiltonianos

Lineares Autônomos Reais com valores caracteŕısticos distintos) Suponha que

os autovalores λ1, . . . , λn da matriz A = JS são distintos. Então, existe T

uma transformação simplética que leva o hamiltoniano associado a ż = Az

em

H̃(u, v) = H̃(w) =
∑

λkukvk

com u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) .
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Demonstração: Esta demonstração resume-se em procurar, de forma bem
engenhosa, tal transformação simplética. Comecemos por notar que λi 6=
λj ∀i 6= j =⇒ A ser diagonalizável. Portanto ∃C invert́ıvel CJSC−1 =
diag(λ1, . . . , λn,−λ1, . . . ,−λn) =: L. Considere P = (J−1CT J)−1. Então,

PJSP−1 = (J−1CT J)−1JSJ−1CT J = J−1(C−1)T JJSJ−1CT J =

= (−J)(C−1)T (−I)S(−J)CT J = −J(C−1)T SJCT J = (−JT CJT SC−1JT )T =

= (JC(−J)SC−1(−J))T = (JCJSC−1J)T = (JLJ)T = JT LJT = JLJ = L

Portanto, P diagonaliza JS também. Os autovalores de JS são todos dis-
tintos, então os autoespaços têm dimensão 1. Ora, se P e C diagonalizam
JS, então as colunas de uma são múltiplas das colunas da outra. Ou seja,
cj = ajpj, para aj ∈ R e cj, pj são as colunas de C e P , respectivamente.
Logo,

cj = ajpj =⇒ C = P.diag(a1, . . . , an, an+1, . . . , a2n)

Seja B := diag(a1, . . . , an, an+1, . . . , a2n). Provemos agora que JB é antis-
simétrico. Com efeito, temos que

C = (J−1CT J)−1B = J−1(CT )−1JB =⇒ CT JC = JB

Portanto,

(JB)T = (CT JC)T = CT JT C = −CT JC = −JB

∴ JB é antissimétrico, e isto implica que, se considerarmos B =

(
a≤n 0
0 a>n

)
,

temos

JB =

(
0 a>n

−a≤n 0

)
=⇒ a>n = a≤n

Portanto, B é da forma B = diag(a1, . . . , an, a1, . . . , an) =:

(
Bn 0
0 Bn

)
.

Considere agora D =

(
B−1

n 0
0 I

)
. Segue diretamente que D−1 =

(
Bn 0
0 I

)
.

Seja E := CD. Provemos que E também diagonaliza JS e é simplética.
Temos que

E−1JSE = D−1

A matriz C
diagonaliza

JS︷ ︸︸ ︷
C−1JSC D = D−1LD = L

e

ET JE = DT CT JCD = DJBD =

(
B−1

n 0
0 I

)(
0 Bn

−Bn 0

)(
B−1

n 0
0 I

)
=
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=

(
B−1

n 0
0 I

)(
0 Bn

−I 0

)
=

(
0 I
−I 0

)
= J

Portanto, E é a transformação simplética procurada, pois a transformação
z = Ew é simplética e leva ż = Az em Eẇ = JSEw ∴ ẇ = E−1JSEw =
Lw. Se considerarmos H̃ = −JL e w = (u, v), temos que ẇ = JH̃w e

H̃(u, v) =
∑

λkukvk

Um hamiltoniano escrito da forma acima é dito estar na sua forma normal
de Gustavson. Ademais, supondo que os autovalores são imaginários puros
λj = iωj com ωj ∈ R∗ j = 1, . . . , n, podemos compor a transformação
anterior com a aplicação simplética (uj, vj) 7→ 1√

2i
(Qj − iPj, Qj + iPj), para

obtermos o hamiltoniano na sua forma normal de Birkhoff

H(Q, P ) =
∑ ωk

2
(Q2

k + P 2
k )

Para hamiltonianos 2π-periódicos, utilizamos o Teorema de Floquet-Liapunov1,
para, primeiramente, levá-lo num sistema autônomo, e em seguida possivel-
mente aplicar o teorema anterior. Portanto, esta primeira parte desta secção
nos leva a considerar, sem perda de generalidade, que a parte quadrática
de um hamiltoniano já está normalizada (quando na linearização tivermos
autovalores distintos). A partir daqui consideraremos este fato e incluiremos
agora os termos cúbicos, quadricos et cetera.

Caso 2 Sistemas Autônomos ou 2π-periódico.
Suponha que o sistema é autônomo. Suponha ainda que a tranformação é
tal que Γ(Z) dependa funcionalmente apenas do produto Rk = QkPk. Neste
caso, escrevemos Ż = J∇ZΓ(Z) obtendo





Q̇k = ∂Γ
∂Rk

Qk

k=1,. . . ,n.

Ṗk = − ∂Γ
∂Rk

Pk

Segue que Ṙk = Q̇kPk + QkṖk = ∂Γ
∂Rk

(QkPK −QkPk) = 0. Teremos, então, n
integrais primeiras linearmente independentes para o sistema. A conclusão
que tiramos deste comentário é que achar tal transformação simplética im-
plica na resolução total do sistema (o sistema é integrável). O problema
que surge é o apresentado por Siegel[1941]: O processo de obtenção do novo

1ver Dos Santos, F. [6]
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hamiltoniano (método dos coeficientes a determinar) só converge para sis-
temas integráveis, ou seja, para uma pequena classe de problemas. Descrever-
emos, no fim da secção, tal procedimento. Até lá, prosseguimos com algumas
definições importantes

Seja Γ(Z, t) = Γ2(Z, t) + Γ3(Z, t) + . . . um hamiltoniano nas coordenadas
(Q,P ), tal que os Γk são polinômios homogênio de grau k. Realizemos a
seguinte mudança de coordenadas 2i-simplética





xj = Qj + iPj

j=1,. . . ,n
xj = Qj − iPj

Logo, definindo como H o novo hamiltoniano, temos

H(x, x, t) = 2iΓ(
x + x

2
,
x− x

2
, t) = H2(x, x, t) +H3(x, x, t) + . . .

Portanto, H(x, x, t) é imaginário puro. Escrevemos ainda que

Γ = Γ(Z, t) = Γ(Q,P, t) H = H(x, x, t)
7−→

Γj =
∑

|k|+|l|=j

γkl(t)Q
kP l Hj =

∑

|h|+|l|=j

gklx
kxl

onde k = (k1, . . . , kn) e l = (l1, . . . , ln) são n-uplas de inteiros positivos
com |k| = k1 + . . . + kn, γkl = γk1...knl1...ln os coeficientes do hamiltoni-
ano Γ, gkl = gk1...knl1...ln os coeficientes do hamiltoniano transformado H e
Qk = Qk1

1 . . . Qkn
n .

Considere Mω = {k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn ; < k, ω >= k1ω1 + . . . + knωn = 0}
(no caso não-autônomo, substituir = 0 por ≡ 0 mod(1))

Definição 1.3.2 Γ(Q,P, t) está na Forma Normal de Gustavson se, quando

expresso em série de potências de x e x, os termos são da forma (xx)k, ou

seja, gkl = 0 se {k − l} * Mω

Definição 1.3.3 Dizemos que λi = ωji não apresentam ressonâncias até a

ordem s, inclusive, se
∑

miωi 6= 0 ∀(m1, . . . ,mn) ∈ Zn k =
∑ |mi| , k =

1, . . . , s. (ou ≡ 0 mod(1) no caso 2π-periódico).

Observação: Se ω1, . . . , ωn são LI sobre Q, então Mω = 0 e, com isso,
Γ(Q,P, t) só tem termos da forma

xkxk = (Q2
1 + P 2

1 )k1 + . . . + (Q2
n + P 2

n)kn
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Definição 1.3.4 Γ(Q,P, t) como descrito na observação acima é dito estar

na Forma Normal de Birkhoff

Finalmente, enunciemos o teorema principal do caṕıtulo

Teorema 1.3.2 Existe uma transformação de coordenadas simplética (q, p) 7→
(Q,P ) que leva o hamiltoniano 2π-periódico em t (ou autônomo)

H(q, p, t) =
1

2

n∑

k=1

ωk(q
2
k + p2

k) + H3(q, p, t) + . . .

na sua forma normal de Birkhoff/Gustavson.

Demonstração: Procuremos tal transformação por uma função geradora
S(q, P, t) dada por

p =
∂S

∂q
e Q =

∂S

∂P
(1.3.1)

, com S(q, P, t) = qP + S3(q, P, t) + S4(q, P, t) + . . ., sendo Sj polinômios ho-
mogêneos de grau j em (q,P) e 2π-periódico em t. Faremos isto, estipulando
condições sobre os coeficientes da função geradora. Considere

Sj(q, P, t) =
∑

|k|+|l|=1

sklq
kP l

No caso autônomo, skl = cte, se for 2π-periódico, skl(t) = skl(t + 2π). É
sabido, da secção anterior que

H(q, p, t) +
∂S

∂t
= Γ(

∂S

∂P
, P, t) (1.3.2)

Lembre que ∂S
∂t

é proveniente da função resto (na demonstração do 1.1.1).
Procedendo com os cálculos da substituição das equações 1.3.1 em 1.3.2,
vem

H(q,
∂S

∂q
, t) = H(q, P +

∂S3

∂q
+ . . . , t) =

=
1

2

∑
ωk(q

2
k + (Pk +

∂S3

∂qk

+ . . .)2) + H3(q, P +
∂S3

∂q
+ . . . , t)

E

Γ(
∂S

∂P
, P, t) =

∑ ωk

2
((qk +

∂S3

∂Pk

+ . . .)2 + P 2
k ) + Γ3(q +

∂S3

∂Pk

+ . . . , t)
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Por 1.3.2, substituimos os termos da forma

∑ ωk

2
(q2

k + (Pk +
∂S3

∂qk

+ . . .)2) + H3(q, P +
∂S3

∂q
+ . . . , t) + . . . +

∂S

∂t
=

=
∑ ωk

2
((qk +

∂S3

∂Pk

+ . . .)2 + P 2
k ) + Γ3(q +

∂S3

∂Pk

+ . . . , t) (1.3.3)

Olhemos agora exclusivamente para os termos de grau 3. Temos que

∑
ωkPk

∂S3

∂qk

+ H3(q, p, t) +
∂S3

∂t
=

∑
ωkqk

∂S3

∂Pk

+ Γ(q, p, t) (1.3.4)

Seja D o operador linear definido por

D =
∑

ωj(Pj
∂

∂qj

− qj
∂

∂Pj

) +
∂

∂t

No caso autônomo, a expressão ∂
∂t

é nulo, logo descartado. Reescrevendo a
equação 1.3.4, chegamos a

Γ3(q, P, t)−DS3(q, P, t) = H3(q, P, t) (1.3.5)

Vamos agora utilizar o prinćıpio da indução finita na 1a forma para concluir
que podemos chegar a uma expressão análoga a 1.3.5 para todos os polinômios
homogêneos de S. Suponha que os termos de grau n satisfazem a

∑
ωkPk

∂Sn

∂qk

+ C1(H3, . . . , Hn−1, S3, . . . , Sn−1) + Hn(q, P, t) +
∂Sn

∂t
=

=
∑

ωkqk
∂Sn

∂Pk

+ C2(Γ3, . . . , Γn−1, S3, . . . , Sn−1) + Γn(q, P, t)

para a qual C1 e C2 são funções que dependem dos termos anteriores a n já
conhecidos na seqüência. Em função do operador D, vem:

Γn(q, P, t)−DSn(q, P, t) = En(q, P, t) (1.3.6)

para a qual En = Hn + Cn−1(H3, . . . , Hn−1, Γ3, . . . , Γn−1, S3, . . . , Sn−1) Em
coordenadas complexas xj = qj + iPj e xj = qj − iPk o operador D será
expresso por termos

∂

∂xj

=
∂qj

∂xj

∂

∂qj

+
∂Pj

∂xj

∂

∂Pj

=
∂

∂qj

− i
∂

∂Pj

e
∂

∂xj

=
∂qj

∂xj

∂

∂qj

+
∂Pj

∂xj

∂

∂Pj

=
∂

∂qj

+ i
∂

∂Pj
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da forma

D = −i
∑

ωj(xj
∂

∂xj

− xj
∂

∂xj

) +
∂

∂t

Também devemos estabelecer as novas formas dos hamiltonianos

Γn(
xj + xj

2
,
xj − xj

2
, t) =

∑

|k|+|l|=n

gklx
kxl

Sn(
xj + xj

2
,
xj − xj

2
, t) =

∑

|k|+|l|=n

fklx
kxl

En(
xj + xj

2
,
xj − xj

2
, t) =

∑

|k|+|l|=n

aklx
kxl

Nestas considerações, a equação 1.3.5 equivale a

Γn(x, x, t)−DSn(x, x, t) = En(x, x, t) (1.3.7)

Mas, −DSn =
∑

i
∑

ωjfkl(ljx
kxl − kjx

kxl) +
dfkl

dt
=

∑

|k|+|l|=n

i < ω, l − k >

·fklx
kxl +

dfkl

dt
. Logo, a equação 1.3.7 pode ser vista diretamente pelos coe-

ficientes das somas

dfkl

dt
+ i < ω, l − k > fkl − gkl = −akl

Analisemos, a partir daqui, os dois casos separadamente. Suponha que o
sistema é autônomo. Então, a equação anterior torna-se

i < ω, l − k > fkl − gkl = −akl (1.3.8)

Queremos eliminar os termos para os quais < ω, l − k > 6= 0. Se < ω, l −
k >= 0, então teremos que tomar gkl = akl, ou seja, o coeficiente gkl será
combinação dos termos já conhecidos, mas não poderá ser eliminado. Mas,
se < ω, l − k > 6= 0, então podemos fazer com que os coeficientes da função
geradora sejam

fkl =
−akl

i < ω, l − k >

e teremos eliminado o termo indesejado.

Suponha agora que o hamiltoniano é periódico. Procuramos agora por coe-
ficientes 2π-periódicos da função geradora para que Γn esteja na sua forma
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normal. Multiplicando a equação 1.3.8 pelo fator integrante e−i<ω,l−k>, cheg-
amos a

fkl(t) = fkl(0)e−bklt + eibklt

∫ t

0

e−ibklθ(gkl − akl)dθ

com bkl =< ω, l − k >. Logo, se {bkl} * Z, então fkl(t) é 2π-periódica se
fkl(2π) = fkl(0), ou seja, se

fkl(0) =

∫ 2π

0
eibklθ(gkl − akl)dθ

e2πibkl − 1

como fkl não depende de gkl para ser periódica, então podemos eliminar os
termos indesejados fazendo gkl = 0. Se bkl ∈ Z, então teremos que considerar

gkl =
eimt

2π

∫ 2π

0

e−imθakldθ para que fkl(t) seja periódica independentemente

de fkl(0). Substituindo este gkl na equação de fkl(t) obtemos o coeficiente da
função geradora. Aqui acabamos a indução, mostrando que encontramos os
coeficientes do termo de grau n da função geradora.

Vimos, portanto, que é forte a dependência deste teorema ao fato dos auto-
valores não admitirem ressonâncias até a ordem n. Portanto, ao realizar este
processo para a normalização dos termos do hamiltoniano, somos obrigados
a parar quando atingirmos uma ordem tal que apareça uma ressonância. No
caso do duplo oscilador ressonante 1:1, ou seja, quando H = 1

2
(x2

1 + y2
1) +

1
2
(x2

2+y2
2)+

∑
Kj≥3(x1, y1, x2, y2) para o qual Kj são polinômios homogêneos

de grau j (nosso objeto de estudo), temos uma ressonância de ordem 2. Con-
siderando este fato, não poderemos seguir adiante com a normalização do
termo cúbico.

Finalizando o nosso estudo sobre formas normais de Birkhoff/Gustavson,
seguiremos agora com o estudo do fluxo em torno do ponto de equiĺıbrio,
estabelecendo resultados sobre a existência de famı́lias de órbitas periódicas
em torno do mesmo.



Caṕıtulo 2

Teorema do Centro (Lyapunov)

2.1 Formulação Hamiltoniana

O objetivo desta secção é familiarizar o leitor com os sistemas hamiltonianos,
dando mais detalhes, definições e alguns exemplos. A segunda lei de Newton
estabelece equações diferenciais de segunda ordem em Rn , e de primeira em
R2n

mi
d2xi

dt2
=

n∑
i=1

Fij , x ∈ Rn

ou {
ẋi = yi

ẏi = 1
mi

∑n
i=1 Fij (x, y) ∈ R2n

O formalismo Hamiltoniano é a maneira natural de se desenvolver teorias
sobre sistemas mecânicos conservativos, pois os sistemas de força provenientes
de campos potenciais podem ser escritos como Sistemas Hamiltonianos.

Definição 2.1.1 (Sistema Hamiltoniano) Um sistema de 2n equações difer-

enciais ordinárias da forma




q̇ = ∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂q

(2.1.1)

ou 



q̇i = ∂H
∂pi

(t, q, p)

ṗi = −∂H
∂qi

(t, q, p) i = 1, . . . , n
(2.1.2)

21
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para o qual H : Oab ⊆ R × Rn × Rn −→ R é suave é chamado de sistema

hamiltoniano.

Os qi são chamados de posição (no Rn), os pi são os vetores velocidade, t é o
tempo e n é o número de graus de liberdade.

Considerando Z =

(
q
p

)
e ∇ZH =




∂H
∂Z1
...

∂H
∂Z2n


 podemos achar a forma

matricial do sistema hamiltoniano

Ż = J∇ZH onde J =

(
On×n In×n

−In×n On×n

)
(2.1.3)

O teorema da existência e unicidade das EDO´s suporta que ∀(t0, Z0) ∈
O ∃! Z = φ(t, Z0) solução definida numa vizinhança de (t0, Z0) que satisfaz
a condição inicial Z0 = φ(to, Z0).

Se ∂H
∂t

= 0, então as equações são autônomas e o sistema é dito conserva-
tivo. O teorema da existência e unicidade também garante que duas curvas
em O que são soluções do sistema autônomo nunca se cruzam. O é chamado
de espaço de fase.
Uma integral das equações é uma função F : O −→ R que é constante ao
longo das soluções do sistema 2.1.3, F (φ(t, Z0)) = cte = F (Z0) (exempli gra-
tia, a energia total do sistema e o momento). Se são conhecidas n−1 integrais
independentes, então o sistema é dito integrável, por que as superf́ıcies de
ńıvel das integrais são (n−1)−variedades, ou seja, você baixa uma dimensão
para cada integral.

2.1.1 Exemplos de Sistemas Hamiltonianos

Exemplo 1 O Oscilador Harmônico.

Considere a equação

ẍ + ω2x = 0 ; ω = cte ∈ R∗ .

Escreveremos
d

dt

(
ẋ

ω

)
+ ωx = 0

para ficar clara a seguinte formulação
{

ẋ = ωy = ∂H
∂y

ẏ = −ωx = −∂H
∂x

(2.1.4)
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do qual tiramos que H = ω
2
(x2 + y2) e

Ż = ωJZ ∴ Z = Z0e
ωtJ

Mas,

eA :=
∞∑

n=0

An

n!
=

∞∑
n=0

A2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

A2n+1

(2n + 1)!

Deduz-se de forma direta que (ωJ)2n = (−1)nω2nI e (ωJ)2n+1 = (−1)nω2n+1J .
Portanto,

eωtJ =
∞∑

n=0

(−1)nω2nI

(2n)!
+

∞∑
n=0

(−1)nω2n+1J

(2n + 1)!
= cos ωtI + sin ωtJ

eωtJ =

(
cos ωt sin ωt
− sin ωt cos ωt

)

Logo,

Z =

(
cos ωt sin ωt
− sin ωt cos ωt

)
Z0

(
x
y

)
=

(
cos ωt sin ωt
− sin ωt cos ωt

)(
x0

y0

)

Para melhor visualizar as curvas no plano de fase, utilizaremos coordenadas
polares r2 = x2 + y2 e tan θ = y

x
. Logo, ṙ · r = 0 ∴ ṙ = 0 e

(
1 + ( y

x
)2

)
θ̇ =

ẏx−ẋy
x2 = −ω

(
1 + ( y

x
)2

)
∴ θ̇ = −ω. E, portanto, as soluções estão contidas

em ćırculos do plano de fase

(x ,y )0 0

v

v

x

y

o
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Exemplo 2: O Problema dos n-corpos.

Considere a equação

miq̈i =
n∑

j=1

j 6=i

mimj

‖qi − qj‖3
(qj − qi) =

∂U

∂qi

com U =
∑
i<j

mimj

‖qi − qj‖ sendo a energia potencial. Podemos transformá-lo

num sistema hamiltoniano se definirmos




q̇i =
1

mi

pi =
∂H

∂pi

ṗi =
n∑

j=1

j 6=i

mimj

‖qi − qj‖3
(qj − qi) =

∂U

∂qi

= −∂H

∂qi

do qual, fazendo-se as devidas transformações, chegamos ao hamiltoniano

H =
∑ ‖pi‖2

2mi

− U

2.1.2 Soluções Periódicas, Pontos Fixos e Secções

Transversais

Vamos agora definir os principais objetos de estudo desta secção. Considere
a equação diferencial

ẋ = f(x) (2.1.5)

para a qual f : Oab ⊆ Rm −→ Rm é C∞ .

Definição 2.1.2 Um ponto de equiĺıbrio é uma solução φ(t, x0) φ(t, x0) =

x0 ∀t ∈ R.

Deduz-se imediatamente que x0 é ponto de equiĺıbrio ⇔ f(x0) = 0.

Definição 2.1.3 Seja x0 um ponto de equiĺıbrio. Os autovalores de
∂f

∂x
(x0)

são chamados de expoentes caracteŕısticos de x0.

Definição 2.1.4 Se os expoentes caracteŕısticos são não-nulos, chamamos

x0 de ponto de equiĺıbrio elementar.
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Definição 2.1.5 Uma solução φ(t, x0) de 2.1.5 é dita periódica se ∃ T ∈
R φ(t + T, x0) = φ(t, x0) ∀t ∈ R. Chamamos de peŕıodo de φ(t, x0) o

menor T ∈ R∗+ que tem a propriedade acima, ou dizemos que φ(t, x0) é T-

periódica.

Estamos considerando aqui que os pontos de equiĺıbrio não são soluções
periódicas. Enunciemos uma equivalência para essa definição.

Lemma 2.1.1 φ(t, x0) é T-periódica ⇔ φ(T, x0) = x0 .

Demonstração: (=⇒) Escolha t = 0 na equação φ(t + T, x0) = φ(t, x0)
para chegarmos a φ(T, x0) = x0 = φ(t0, x0).
(⇐=) φ(T, x0) = x0 ⇒ φ(t, x0) = φ(t, φ(T, x0)) = φ(t + T, x0) .

Em relação às soluções T-periódicas temos mais uma definição importante.

Definição 2.1.6 Seja φ(t, x0) T-periódica. A matriz
∂φ

∂x
(T, x0) é chamada

de matrix de monodromia de φ(t, x0), e seus autovalores são chamados de

multiplicadores caracteŕısticos de φ(t, x0).

Estabeleceremos agora um resultado que nos levará ao conceito de soluções
periódicas elementares.

Lemma 2.1.2 Soluções periódicas nunca são isoladas, isto é, dado um aberto

que contém uma solução periódica, então esse aberto contém outra solução

periódica. Além disso, 1 sempre é um multiplicador. Mais precisamente,

f(x0) é um autovalor da matriz de monodromia com autovalor 1.

Demonstração: Primeiramente, como o sistema 2.1.5 é autônomo, então
as translações de uma solução no tempo também é uma solução do sistema
( d

dt
φ(t + s) = f(φ(t + s))). Logo, soluções periódicas não são isoladas, pois

para todo aberto que contém uma solução, podemos deslocar um pouco a
solução no tempo de forma que achemos uma solução ainda neste aberto.
Com isso, concluimos a primeira parte do lema. Para a segunda parte, difer-
enciamos a expressão φ(τ, φ(t, x)) = φ(τ + t, x), e temos

∂φ

∂ζ
(τ, φ(t, x0))φ̇(t, x0) = φ̇(τ + t, x0) com ζ = φ(t, x0)

fazendo t = 0 e τ = T , ficamos com

∂φ

∂ζ
(T, x0)φ̇(0, x0) = φ̇(T, x0)
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e como φ é solução, temos que

∂φ

∂ζ
(T, x0)f(x0) = f(x0)

como estamos considerando que soluções periódicas não são pontos de equiĺıbrio,
então f(x0) 6= 0 é um autovetor da matriz de monodromia.

Já que todas as soluções periódicas têm 1 como autovalor, então coloquemos
em evidência aquelas cujo autovalor 1 tem multiplicidade 1.

Definição 2.1.7 Uma solução periódica φ(t, x0) é dita elementar se 1 é au-

tovalor com multiplicidade 1.

Portanto, ficamos impossibilitados de estudar uma solução periódica isolada-
mente. Para ”driblar”esta dificuldade, vamos fazer a seguinte definição

Definição 2.1.8 (Secção Transversal) Seja φ(t, x0) uma solução periódica.

Uma secção transversal de φ é um hiperplano Σ que contém x0 e é transversal

a f(x0).

Uma forma de explicitar a secção transversal seria da forma Σ = {x ; aT (x−
x0) = 0}, sendo a constante com aT f(x0) 6= 0. A solução φ(t, x0), portanto,
sai de Σ ; e depois de um tempo T , retorna a Σ. Então, pela dependência
cont́ınua que existe entre soluções de um sistema e os valores iniciais, temos
que soluções próximas a x0 também vão cruzar a secção transversal. Ou seja,
se x é proximo de x0, então existe um tempo τ(x), próximo de T , tal que
φ(τ(x), x) ∈ Σ. τ é chamado de tempo de primeiro retorno.

S
x0

v

v

v

Com isso, podemos definir o mapa

Definição 2.1.9 O Mapa de Poincaré é dado pela aplicação

P : x 7→ φ(τ(x), x)

ou seja, P : Nx0 ⊆ Σ −→ Σ
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Como estamos assumindo que f é uma função de classe C∞, temos que

Lemma 2.1.3 Numa vizinhança muito pequena de x0 contida em Σ, o mapa

de Poincaré e o tempo de primeiro retorno são C∞.

Demonstração: Considere Σ = {x ; aT (x − x0) = 0}, sendo a constante
com aT f(x0) 6= 0. Seja a função g(t, x) = aT (φ(t, x) − x0). Temos, então,
que g(T, x0) = 0 e ∂g

∂x
(T, x0) = aT φ̇(T, x0) = aT f(x0) 6= 0. Agora utilizamos

o teorema da função impĺıcita para construir a função tempo de primeiro re-
torno τ(x) numa vizinhança Nx0 de x0 ∈ Σ tal que g(τ(x)), x) = 0 ∀x ∈ Nx0 .
Esta expressão define Σ (compare com Σ = {x ; aT (x − x0 = 0)}) e τ é
C∞ por construção. Como o mapa de Poincaré é composição de funções C∞,
então é C∞.

Perceba agora que as soluções periódicas são pontos fixos do mapa de Poincaré.
Se o sistema admitir uma integral primeira, então temos um novo conceito
de solução periódica elementar, devido ao seguinte lema:

Lemma 2.1.4 Seja F uma integral não-degenerada na solução periódica

φ(t, x0). Então o multiplicador 1 tem multiplicidade algébrica maior ou igual

a 2. Além disso, o vetor linha ∂F
∂x

(x0) é um autovalor à esquerda da matriz

de monodromia com autovalor 1 associado.

Demonstração: Começamos por derivar a equação de conservação de F
em relação a x

F (φ(t, x)) = F (x)

∂F

∂x
=

∂F

∂ζ
· ∂φ

∂x
com ζ = φ(t, x)

Fazendo x = x0, ficamos com

∂F

∂x
(x0)

∂φ

∂x
(T, x0) =

∂F

∂x
(x0)

o que já garante a segunda parte do lema. Agora, escolha um sistema de
coordenadas tal que f(x0) seja o vetor coluna eT

1 e ∂F
∂x

(x0) = e2. Completando

para uma base de Rm, temos que B = ∂φ
∂x

(T, x0) fica representada por

B =




1 b1,2 b1,3 b1,4 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0
0 b3,2 b3,3 b3,4 . . . b3,m

0 b4,2 b4,3 b4,4 . . . b4,m
...

...
0 bm,2 bm,3 bm,4 . . . bm,m




(2.1.6)
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Com isso, o polinômio caracteŕıstico p(λ) = det(B − λI) = (1− λ) det(B1 −
λI), para o qual

B1 =




1 0 0 . . . 0
b3,2 b3,3 b3,4 . . . b3,m

b4,2 b4,3 b4,4 . . . b4,m
...

...
bm,2 bm,3 bm,4 . . . bm,m




Repetindo a operação, temos que p(λ) = (1 − λ) det(B1 − λI) = (1 −
λ)2 det(B2 − λI), para o qual

B2 =




b3,3 b3,4 . . . b3,m

b4,3 b4,4 . . . b4,m
...

...
bm,3 bm,4 . . . bm,m




Portanto, conclúımos o resultado

Com isso, seguimos com a seguinte definição:

Definição 2.1.10 Suponha que 2.1.5 admite a integral F : O −→ R. Seja

φ(t, x0) uma solução periódica de 2.1.5. Suponha que ∇F (x0) 6= 0, ou seja,

que a integral é não-degenerada na solução periódica. φ(t, x0) é dita elemen-

tar se 1 é autovalor com multiplicidade 2.

Nos sistemas hamiltonianos, H sempre é não-degenerada (∇H(x0) = 0 ⇒ x0

é ponto de equiĺıbrio). Vamos introduzir um novo conceito de mapa de
Poincaré:
O teorema da existência do flow box1 garante que existe um sistema de
coordenadas u = (u1, . . . , un) tal que u̇1 = 1, u̇j = 0 j = 2, . . . , n e
F = u2 = cte. Portanto, a solução agora está na superf́ıcie u2 = cte.
Considere o mapa de Poincaré P : N −→ Σ, para o qual N é uma viz-
inhança de x0 em Σ = {u1 = 0}. Seja Σe a intersecção de Σ e a superf́ıcie
de ńıvel F = u2 = e = cte. Como nesta superf́ıcie u1 e u2 são constantes,
então o mapa de Poincaré será definido apenas nas últimas n − 2 coorde-
nadas, ou seja Q(e, y) = φ(τ(y), y) com y = (u3, . . . , un). Então defina
Q(e, ·) : Ne ⊆ Σe −→ Σ como o mapa de Poincaré numa superf́ıcie de ńıvel.

1ver Meyer, Kenneth R. [4]
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F=e=u2

S={ =0}u1

Se

v
v

v

v
v

v

v

v

u1

u2

x0

2.2 Continuação de Pontos de Equiĺıbrio e

Soluções Periódicas

Considere um sistema de EDO´s que depende de um conjunto de k parâmetros,
isto é,

ẋ = f(x, v) (2.2.1)

para o qual f :

Rm

∪
O ×

Rk

∪
Q −→ Rm é C∞. Seja x0 um ponto de equiĺıbrio para

v = v0 (id est f(x0, v0) = 0 )

Definição 2.2.1 A continuação do ponto de equiĺıbrio x0 é uma função

suave u : Q0 −→ O, definida numa vizinhança Q0 de v0, tal que u(v0) = x0

e u(v) é ponto de equiĺıbrio, ∀v ∈ Q0 f(u(v), v) = 0 ∀v ∈ Q0.

Temos o mesmo conceito para soluções periódicas. Considere que φ(t, x, v) é
suave em v e que φ(t, x0, v0) é uma solução periódica com peŕıodo T.

Definição 2.2.2 A continuação de uma solução periódica φ(t, x0, v0) é um

par de funções suaves v 7→ u(v) e v 7→ τ(v), definidas para v perto de v0 tal

que u(v0) = x0 , τ(v0) = T e φ(t, u(v), v) é τ(v)-periódica
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Observação Diz-se também que a solução periódica pode ser ”continuada”.
Isto significa que a solução persiste quando os parâmetros são mudados, e a
solução periódica não se distancia muito de φ.
Com esses parâmetros, vamos relembrar os conceitos da secção anterior. Um
ponto de equiĺıbrio x0 de 2.2.1, quando v = v0 é elementar se ∂f

∂x
(x0, v0)

é não-singular, ou seja, quando zero não é um expoente. E uma solução
φ(t, x0, v0) é T -periódica se, e só se, φ(T, x0, v0) = x0. É dita elementar se,
no caso geral de um sistema autônomo, 1 é autovalor da matriz de monodro-
mia ∂φ

∂x
(T, x0, v0) com multiplicidade 1, ou, no caso do sistema ter integral

não-degenerada, com multiplicidade 2. Os autovalores de ∂φ
∂x

(T, x0, v0) são
chamados de multiplicadores da solução periódica.
A pergunta natural que se faz é, dados estes conceitos, se existem con-
tinuações para tais soluções elementares. Responde-se provando-se a

Proposição 2.2.1 Pontos de equiĺıbrio elementares, soluções periódicas el-

ementares, e soluções periódicas elementares em sistemas com uma integral

não-degenerada podem ser continuados.

Demonstração: Para o caso dos pontos de equiĺıbrio elementar, usamos o
teorema da função impĺıcita(TFI), pelo fato de f(x0, v0) = 0 e ∂f

∂x
(x0, v0) 6= 0.

Já no caso de soluções periódicas a prova será um pouco mais longa. Como
o tempo de primeiro retorno e o mapa de Poincaré dependem diretamente
do TFI, então dependem suavemente de v. No caso geral, queremos aplicar
o TFI para resolver a equação Ψ(x, v) = P (x, v) − x = 0 em termos de v,
para o qual P (x, v) é o mapa de Poincaré da secção transversal da solução
periódica para v = v0. Para isso, temos que provar que Ψ(x0, v0) = 0 e que
∂Ψ
∂x

(x0, v0) 6= 0. Com efeito,

Ψ(x0, v0) = P (x0, v0)− x0 = φ(τ(x0), x0, v0)− x0 = x0 − x0 = 0

e
∂Ψ

∂x
· ξ =

∂

∂x
(φ(τ(x), x, v)− x) · ξ = (

∂φ

∂t
∇xτ +

∂φ

∂x
− I) · ξ

o termo ∂φ
∂t
∇xτξ = f(x0)∇xτξ é nulo, pois podemos considerar uma base

ortonormal B = {b2, . . . , bn} de Σ de forma que {f(x0), b2, . . . , bn} é base orto-
normal do espaço todo. Logo, escreveremos ∇xτξ como combinação linear
dos elementos que são ortogonais a f(x0). Portanto, o produto f(x0)∇xτξ =
0. Com isso,

∂Ψ

∂x
· ξ =

∂

∂x
(φ(τ(x), x, v)− x) · ξ = (

∂φ

∂x
− I) · ξ 6= 0
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caso contrário, ξ = αf(x0) para algum α ∈ R→ | ←. Logo, dado um v ∈ Rk

temos que φ(τ(v), x(v), v) = x(v), isto é, φ(τ(v), x(v), v) é uma solução τ -
periódica de 2.2.1. No caso do sistema admitir uma integral I(x, v), vimos
também que o mapa de Poincaré também é C∞. Portanto, basta aplicar
o teorema da função impĺıcita à equação χ(x, v) = Q(x, v) − x = 0, onde
Q(x, v) é o mapa de Poincaré na superf́ıcie integral da secção transversal da
solução periódica φ(t, x0, v0). Analogamente, (∂χ

∂x
− I) · ξ = 0 se, e somente

se ξ = αf(x0) + β ∂φ
∂x

(0, x0, v0) que não está na secção transversal Σe. O que
nos fornece a mesma conclusão anterior

2.3 Teorema do Centro (Lyapunov)

Estamos prontos agora para enunciar o teorema principal do caṕıtulo

Teorema 2.3.1 Considere que um sistema com uma integral não-degenerada

tem um ponto de equiĺıbrio com expoentes ±ωi, λ3, . . ., λm, onde iω 6=
0 é imaginário puro. Se {λj

iω
} * Z ; j = 3, . . . , m, então existe uma

famı́lia uniparamétrica de órbitas periódicas emanando (saindo) do ponto de

equiĺıbrio. Além disso, quando se aproxima do ponto de equiĺıbrio ao longo

da famı́lia, os peŕıodos tendem a 2π
ω

e os multiplicadores não-triviais tendem

a exp(
2πλj

ω
) ; j = 3, . . . , m.

Demonstração: Note que o hamiltoniano é uma integral não-degenerada
para uma solução periódica não-constante. Sem perda de generalidade,
suponha que x = 0 é tal ponto de equiĺıbrio. Logo, podemos reescrever

ẋ = Ax + g(x)

com A = ∂f
∂x

(0) e g(x) = f(x) − Ax (∴ g(0) = 0 e ∂g
∂x

(0) = 0). Procuramos
por funções periódicas numa vizinhança da origem. Então, considere x 7→ εy
, 0 ≤ |ε| ¿ 1. Com isso, o sistema fica resumido a

ẏ = Ay + o(ε)

Pois ε2Φ(x, ε) := g(εx) depende quadraticamente de ε e, ao fazermos tal
substituição, cancelamos um ε e chegamos à expressão acima para o(ε) =
εΦ(x, ε). Para ε = 0, o sistema é linear. Mas, ẏ = Ay tem expoentes ±ωi.
Logo, admite solução periódica, de peŕıodo 2π

ω
, da forma a exp(At) , at =

(1, 1, 0, . . . , 0). Os multiplicadores desta solução periódica são os autovalores
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de exp(A2π
ω

), ou seja 1,1 e exp(2πλi

ω
) i = 3, . . . , m. Por hipótese, os multipli-

cadores são 6= 1. Logo, tal solução periódica é elementar. Pela Proposição
anterior, existe uma solução periódica da forma a exp(At)+o(ε). Voltando-se
às antigas coordenadas, a solução fica da forma εa exp(At) + o(ε2)



Caṕıtulo 3

O duplo oscilador ressonante

1:1

O teorema do centro de Lyapunov se mostra, de fato, uma grande ferramenta
no estudo de fluxos numa vizinhança do ponto de equiĺıbrio. Porém, quando
se trata do duplo oscilador ressonante 1:1, isto é, o sistema hamiltoniano com
H = 1

2
(x2

1 + y2
1) + 1

2
(x2

2 + y2
2) +

∑
Hk(x1, y1, x2, y2), ficamos impossibilitados

de utilizar o teorema, pois dependemos fortemente da incomensurabilidade
de 2π

iω
λj, no qual (como vimos) os λi’s são os expoentes caracteŕısticos do

ponto de equiĺıbrio. Portanto, até o fim desta tese descreveremos o método
de Kummer[2] para estabelecer um teorema a respeito do fluxo induzido neste
caso.

3.1 Fluxo em R4 induzido por H = H2(q, p)+O3

Pretendemos agora fazer o estudo do fluxo induzido em R4 por um Hamilto-
niano

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +

∞∑

k=3

Hk(x1, y1, x2, y2) (3.1.1)

onde Hk são polinômios homogêneos de grau k em x1, y1, x2 e y2, e
∑

Hk

anaĺıtica na origem do R4.

Seja a 2-forma simplética standard

ω =
2∑

k=1

dyk ∧ dxk (3.1.2)

33
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e a transformação i−1-simplética

Zk =
1√
2
(xk + iyk) ; k = 1, 2 (3.1.3)

Logo,

dZk =
1√
2
(dxk + idyk)

dZk =
1√
2
(dxk − idyk)

e

dZk ∧ dZk =
1

(
√

2)2
(dxk ∧ dxk − idxk ∧ dyk + idyk ∧ dxk + dyk ∧ dyk)

⇒ dyk ∧ dxk =
1

i
dZk ∧ dZk

∴ ω =
1

i

2∑

k=1

dZk ∧ dZk (3.1.4)

Considerando Nk = |Zk|2 , k = 1, 2 ; e π
2
− αk o argumento de Zk, podemos

escrever

dZk =
dNk

2
√

Nk

e(π
2
−αk)i − i

√
Nke

(π
2
−αk)idαk

dZk =
dNk

2
√

Nk

e−(π
2
−αk)i + i

√
Nke

−(π
2
−αk)idαk

com isso,

dZk ∧ dZk = i
(dNk ∧ dαk

2
+

dNk ∧ dαk

2

)

⇒ 1

i
(dZk ∧ dZk) = dNk ∧ dαk

ω =
2∑

k=1

dNk ∧ dαk (3.1.5)

Agora, seja M = (R4, ω) e {·, ·} : C∞(M ;R) × C∞(M ;R) −→ R o Colchete
de Poisson:

{f, g} =
2∑

k=1

(
∂f

∂Zk

∂g

∂Zk

− ∂g

∂Zk

∂f

∂Zk

)
(3.1.6)
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Expressemos agora ḟ , a derivada de f ao longo do fluxo gerado pelo hamil-
toniano H, usando o colchete de Poisson. Com efeito, suponha que H é o
Hamiltoniano que induz o fluxo (q̇, ṗ) em R4. Logo, ẋk = ∂H

∂yk
e ẏk = − ∂H

∂xk

df

dt
=

2∑

k=1

(
∂f

∂xk

dxk

dt
+

∂f

∂yk

dyk

dt

)

ḟ =
2∑

k=1

(
∂f

∂xk

∂H

∂yk

− ∂f

∂yk

∂H

∂xk

)
(3.1.7)

Agora, utilizando as identidades
∂

∂xk

=
1√
2

(
∂

∂Zk

+
∂

∂Zk

)

e
∂

∂yk

=
i√
2

(
∂

∂Zk

− i
∂

∂Zk

)
, temos que 3.1.7 se escreve como

ḟ = {H, f} (3.1.8)

O estudo do fluxo em R4 correspondente ao Hamiltoniano H é facilitado se
colocarmos H na sua forma normal de Gustavson. Para isso, começamos
introduzindo as seguintes expressões quadráticas nas coordenadas:

Mk =
1

2
z†σkz (3.1.9)

onde z =

(
Z1

Z2

)
, z† = ( Z1 Z2 ) e σk são as Matrizes de Pauli dadas por

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 −i
i 0

)
, σ2 =

(
0 1
1 0

)
e σ3 =

( −1 0
0 1

)
.

Com isso,

M0 = 1
2
( Z1 Z2 )( Z1 Z2 ) = 1

2
(N1 + N2)

M1 = 1
2
( Z1 Z2 )( −iZ2 iZ1 ) = −i(Z1Z2 − Z1Z2) = Im(Z1Z2)

M2 = 1
2
(Z1Z2 + Z2Z1) = Re(Z1Z2)

M3 = 1
2
( Z1 Z2 )( −Z1 Z2 ) = 1

2
(N2 −N1)

Considere M0 = J . Note que M2
1 + M2

2 + M2
3 = J 2, e além disso

{M1, M2} = i
2
Z2

1
2
Z2 − 1

2
Z2

i
2
(−Z2) + i

2
(−Z1)

1
2
Z1 − 1

2
Z1

i
2
Z1 =
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= i
4
(|Z2|2 + |Z2|2 − |Z1|2 − |Z1|2). Portanto,

{M1,M2} = iM3 (3.1.10)

Os Mk satisfazem as ”relações do colchete de Poisson”que são isomorfas
àquelas de u(2). Logo, por 3.1.10 conclúımos que os Mk geram su(2) ≈
so(3) ≈ TISO(3). O Teorema da Forma Normal de Gustavson garante a
existência de uma transformação simplética zk 7→ ẑk tal que o Hamiltoniano

H =
1

2
(x2

1 + y2
1) +

1

2
(x2

2 + y2
2) +

∞∑

k=3

Hk(Z1, Z2) (3.1.11)

tem a forma 2J +K, onde K é uma série de potências
(
nas variáveis ẑk que

tem colchete nulo com J ≡ M0 = 1
2
(x̂2

1 + ŷ2
1) + 1

2
(x̂2

2 + ŷ2
2)

)
da forma

K =
∞∑

m=2

Km(J ,M1,M2,M3) (3.1.12)

onde Km são polinômios homogêneos de grau m definidos na Álgebra de Lie
u(2). Para fazer o estudo do Hamiltoniano 3.1.11, não utilizaremos a forma
3.1.12, e sim truncaremos a transformação simplética a uma parcela finita
da série, de forma que possamos garantir a analiticidade do Hamiltoniano (e
da propria transformação) numa vizinhança da origem do R4.

Portanto vamos considerar que a transformação simplética que leva H em
sua forma normal de Gustavson foi truncada de maneira que 3.1.11 nas novas
variáveis fica

H = 2J +Kn(J ,M1,M2,M3) +O2n+1 (3.1.13)

onde Kn é o primeiro termo da forma normal 3.1.12 que não é identicamente
nulo, e O2n+1 é uma série de potências convergente nas novas variáveis que
começa com um pol. hom. de grau 2n + 1.

Primeiramente, vamos deletar O2n+1 e estudar o fluxo do Hamiltoniano trun-
cado (ou não perturbado) e só depois procurar condições necessárias e/ou
suficientes sob as quais o fluxo mantenha algumas caracteŕısticas do fluxo
induzido em R4 pelo Hamiltoniano 3.1.12

Observação (1) Note que os coeficientes de Kn não são unicamente de-
terminados. Com efeito, se n é par, o polinômio P (J ,M1,M2,M3) = (J 2 −
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M2
1 − M2

2 − M2
3 )n/2 que é identicamente nulo sob as condições 3.1.9. Por-

tanto, podemos somar estes zeros a Kn de forma que os coeficientes de Kn

fiquem diferentes. Ademais, seja ak0k1k2k3 o coeficiente de Mk0
0 Mk1

1 Mk2
2 Mk3

3

em Kn e ck0k1k2k3 seu coeficiente em P . Qualquer translação ak0k1k2k3 7−→
ak0k1k2k3 + tck0k1k2k3 , com t ∈ R, mantém Kn inalterado, mas, obviamente, os
seus coeficientes não.

Observação (2) SU(2) ⊂ Sp(2), i.e. qualquer U ∈ SU(2) além de in-
duzir uma rotação do vetor M = (M1,M2,M3) (M̂ := R(U)M) mantém
ω = dNk∧dαk invariante. Obviamente, o espaço dos polinômios homogêneos
em u(2) é levado em si mesmo por U .

Apêndice A(da secção 2.1)

Os Ângulos de Euler
Seja K ∈ R3 um corpo ŕıgido. Questionamos: Qual o numero mı́nimo de
variáveis necessário para descrever a posição deste corpo ŕıgido? Primeira-
mente, como corpo ŕıgido, K é tal que seus pontos satisfazem

rij = cij ; com i 6= j e i, j = 1, . . . , N (3.1.14)

com cij constantes reais. Claramente, as equações 3.1.14 não são indepen-
dentes. Logo, fica desnecessário ”salvar”todas as 3N coordenadas, pois a
partir da determinação de algumas podemos determinar a posição de outras.
Com efeito, para situar um part́ıcula arbitrária do corpo basta informar a sua
distancia a três part́ıculas não-colineares diferentes dela. Portanto, o número
mı́nimo de variáveis é menor ou igual a 9. Podemos cortar 3 variáveis depen-
dentes se usarmos as equações 3.1.14 que dizem respeito a estas part́ıculas,
ou seja ri1j2 = ci1j2 , ri2j3 = ci2j3 e ri1j3 = ci1j3 .
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ri1j2

ri j2 3

ri j1 3

i2

i1

i3

KP

Com isso, conclúımos que são necessárias no mı́nimo seis variáveis indepen-
dentes para descrever a configuração. Sem perda de generalidade, consider-
emos que as primeiras três coordenadas sao usadas para descrever o lugar
da primeira part́ıcula. As três restantes descrevem a orientação do sistema
inercial de K. Vamos agora exibir os ângulos de Euler, que fazem referência
à determinação da orientação de K.

Segue a seqüencia que descreve a definição de tais variáveis:

1o) Rotação de φ em relação ao eixo z, antihorária.

x

y

z = z

x

h

f

f

v

v
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Chamemos de ξηζ o novo sistema de coordenadas.

2o) Rotação de θ do novo sistema em relação ao eixo ξ, antihorária.

x = x’

h

h’

z

z’

q

q

v

v

Chamemos de ξ′η′ζ ′ o novo sistema.

3o) Rotação de ψ em relação a ζ ′ do novo sistema ξ′η′ζ ′, antihorária

x’

x’

h’

y’

z =’ ’z

v

v

y

y

definindo o sistema x′y′z′. Fica, então, claro que x′y′z′ tem orientação com-
pletamente especificada por φ, θ e ψ. Portanto, a determinação de φ, θ e ψ
é suficiente para definir a orientação do corpo ŕıgido. Vamos agora definir a
matriz de passagem A do sistema xyz para o x′y′z′. Sejam A1, A2 e A3 as
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matrizes correspondentes aos passos 1, 2 e 3. Então,

A1 =




cos φ sin φ 0
− sin φ cos φ 0

0 0 1


 . (giro em torno de z) (3.1.15)

após isso

A2 =




1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


 . (giro em torno de ξ′) (3.1.16)

e finalmente

A3 =




cos ψ sin ψ 0
− sin ψ cos ψ 0

0 0 1


 . (giro em torno de ζ ′) (3.1.17)

Efetuando-se os cálculos chegamos a formula de A := A3A2A1 =




cos ψ cos φ− cos θ sin φ sin ψ cos ψ sin φ + cos θ cos φ sin ψ sin ψ sin θ
− sin ψ cos φ− cos θ sin φ cos ψ − sin ψ sin φ + cos θ cos φ cos ψ cos ψ sin θ

sin θ sin ψ sin θ cos ψ cos θ




(3.1.18)
Assim, introduzimos os ângulos de Euler descrevendo a orientação de um

corpo ŕıgido por uma transformação ortogonal A em SO(3), ou seja AtA =
AAt = 1 e det A = +1. Verificamos isso via cálculos diretos, confirmando
o fato de que são necessárias, no mı́nimo, 3 variáveis independentes (neste
caso φ, θ e ψ).

Apêndice B(da seccão 2.1)

Os Parâmetros de Cayley-Klein
Comecemos por tomar uma nova notação.

Notação:

xixi :=
∑

i

x2
i (3.1.19)

x′j = aijxj :=
∑

i

ajixi (3.1.20)
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Sabemos que, apesar de descrever completamente as orientações e coorde-
nadas do corpo ŕıgido, as expressões das matrizes do movimento em termos
dos ângulos de Euler são dif́ıceis de serem calculadas explicitamente. Com
isso, surge a necessidade de utilizar os Parâmetros de Cayley-Klein, que são
bem mais simples de lidar.

Consideremos, então, o plano (u, v) , com u e v complexos. Suponha uma
transformação linear de (u, v) em (u′, v′) descrita por

{
u′ = αu + βv
v′ = γu + δv

com matriz associada

Q =

(
α β
γ δ

)
(3.1.21)

Queremos encontrar a matriz geral de uma transformação unitária, ou seja,
uma matriz que satisfaça

Q†Q = QQ† = 1 , onde Q† = Q
T

(3.1.22)

Definição 3.1.1 Uma matriz A ∈ Mn×n e dita unimodular se det A = 1

Lemma 3.1.1 A forma geral de uma matriz unitária unimodular é

Q =

(
α β

−β α

)
, com αα + ββ = 1. (3.1.23)

Demonstração:
Substituindo 3.1.21 na segunda igualdade de 3.1.22, chegamos a





αα + γγ = 1

ββ + δδ = 1
αβ + γδ = 0

(3.1.24)

Como o determinante do sistema linear em β e δ definido pelas duas últimas
equações tem determinante βγ − αδ = −1, a regra de Chramer nos dá

β = −
∣∣∣∣

1 δ
0 γ

∣∣∣∣ = −γ e δ = −
∣∣∣∣

β 1
α 0

∣∣∣∣ = α

o que prova que Q é da forma 3.1.23
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Por enquanto, considere Q apenas unitária, num espaço bidimensional com-
plexo. Todo operador hermitiano de traço nulo é da forma

P =

(
z x− iy

x + iy −z

)

onde x, y, z ∈ R. Para toda matriz unitária Q, o operador

P′ = QPQ†

também é hermitiano e tem traço nulo, pois Q† = Q−1. Portanto, P ′ é da
forma

P′ =
(

z′ x′ − iy′

x′ + iy′ −z′

)

onde x′, y′, z′ ∈ R. Note que se x = (x, y, z), então

PP′ = ‖x‖2I

logo, a transformação linear TQ : R3 −→ R3, TQ(x) = x′ é ortogonal, pois
‖x‖ = ‖x′‖, uma vez que

‖x′‖2 = P′P′† = QPP†Q† = ‖x‖2QQ† = ‖x‖2I

Mostraremos abaixo que TQ não é uma reflexão e tem determinante positivo.
Obtemos, assim, uma aplicação

T : SU(2) −→ SO(3)

que associa a cada Q ∈ SU(2) o operador ortogonal TQ. Ademais, provare-
mos a sobrejetividade de T .

Com as relações β = −γ e δ = α temos que a matriz da adjunta de Q é
dada por

Q† =

(
α γ

β δ

)
=

(
δ −β
−γ α

)
(3.1.25)

Para simplificar a notação de P, considere x+ = x+ iy e x− = x− iy. Assim,

P′ = QPQ† =

(
α β
γ δ

)(
z x−
x+ −z

)(
δ −β
−γ α

)
=

(
z′ x′−
x′+ −z′

)

=

(
(αδ + βγ)z − αγx− + βδx+ −2αβz + α2x− − β2x+

2γδz − γ2x− + δ2x+ −(αδ + βγ)z + αγx− − βδx+

)
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Logo,
x′+ = 2γδz −γ2x− +δ2x+

x′− = −2αβz +α2x− −β2x+

z′ = (αδ + βγ)z −αγx− +βδx+

(3.1.26)

Logo, pela notação introduzida no inicio do apêndice, a condição de ortogo-
nalidade equivale a x′jx

′
j = xjxj. Da terceira equação de 3.1.26 resulta que

z′ = (αδ + βγ)z − αγ(x− iy) + βδ(x + iy)

z′ =

a33︷ ︸︸ ︷
(αδ + βγ) z+

a31︷ ︸︸ ︷
(−αγ + βδ) x+

a32

i
︷ ︸︸ ︷
(αγ + βδ) y

Da segunda equação de 3.1.26 temos que

x′− = −2αβz + α2x− − β2x+

x′ − iy′ = −2αβz + α2(x− iy)− β2(x + iy) (3.1.27)

Da primeira conclui-se que

x′ + iy′ = 2γδz − γ2(x− iy) + δ2(x + iy) (3.1.28)

Somando 3.1.27 a 3.1.28 chegamos a

2x′ = 2(γδ − αβ)z + (α2 − γ2)(x− iy) + (δ2 − β2)(x + iy)

x′ =

a13︷ ︸︸ ︷
(γδ − αβ) z+

a11︷ ︸︸ ︷
1

2
(α2 − β2 − γ2 + δ2) x+

a12︷ ︸︸ ︷
i

2
(γ2 + δ2 − β2 − α2) y

(3.1.29)
Subtraindo 3.1.27 de 3.1.28, chegamos a

2iy′ = 2(αβ + γδ)z − (α2 + γ2)(x− iy) + (β2 + δ2)(x + iy)

2iy′ = 2(αβ + γδ)z + (β2 + δ2 − α2 − γ2)x + i(α2 + β2 + γ2 + δ2)y

y′ =

a23︷ ︸︸ ︷
−i(αβ + γδ) z−

a21︷ ︸︸ ︷
i

2
(β2 + δ2 − α2 − γ2) x+

a22︷ ︸︸ ︷
1

2
(α2 + β2 + γ2 + δ2) y

(3.1.30)
Portanto, a matriz de passagem A = (aij) de (x, y, z) para (x′, y′, z′) é da
forma




1
2
(α2 − γ2 + δ2 − β2) i

2
(γ2 − α2 + δ2 − β2) γδ − αβ

i
2
(α2 + γ2 − β2 − δ2) 1

2
(α2 + γ2 + β2 + δ2) −i(αβ + γδ)

βδ − αγ i(αγ + βδ) αδ + βγ


 (3.1.31)
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Portanto, para cada matriz Q ∈ SU(2) existe uma matriz A que especifica
a posição de um corpo ŕıgido no R3 , e que provaremos agora que está em
SO(3). As variáveis α, β, γ, e δ são chamados de Parâmetros de Cayley-
Klein, que estão relacionados por 3.1.24 e 3.1.25 . Como foi mostrado que

β = −γ∗ e δ = α∗, então considerando

{
α = e0 + ie3

β = e2 + ie3
, podemos expressar

A = A(e0, e1, e2, e3), pois αα + ββ = 1 ⇒ e2
0 + e2

1 + e2
2 + e2

3 = 1 ⇒
1

2
(α2−γ2 + δ2−β2) =

1

2
[(e0 + ie3)

2− (−e2 + ie1)
2 +(e0− ie3)− (e2 + ie1)

2] =

=
1

2
(2e2

0 − 2e2
3 − 2e2

2 + 2e2
1) = e2

0 + e2
1 − e2

2 − e2
3

e

i

2
(γ2−α2 + δ2−β2) =

i

2
[(e2− ie1)

2− (e0 + ie3)
2 +(e0− ie3)

2− (e2 + ie1)
2] =

i

2
(−4ie1e2 − 4ie0e3) = 2e1e2 + 2e0e3

.

E assim, ao fazer as mudanças para todas as entradas de A = (aij), temos




e2
0 + e2

1 − e2
2 − e2

3 2(e1e2 + e0e3) 2(e1e3 − e0e2)
2(e1e2 − e0e3) e2

0 − e2
1 + e2

2 − e2
3 2(e2e3 + e0e1)

2(e1e3 + e0e2) 2(e2e3 − e0e1) e2
0 − e2

1 − e2
2 + e2

3


 (3.1.32)

Os valores e0, e1, e2 e e3 são chamados de Parâmetros de Euler As condições
de ortogonalidade já dizem que det A = 1. Basta agora provar que A não
pode ser uma inflexão. Suponha que A é uma inflexão. Então,

{
e1e3 + e0e2 = 0
e1e3 − e0e2 = 0

=⇒ e1e3 = 0
e0e2 = 0

O que resulta nos seguintes resultados:





e1 = e0 = 0 ⇒ e2 = 0 ou e3 = 0;
e1 = e2 = 0 ⇒ e0 = 0 ou e3 = 0;
e0 = e3 = 0 ⇒ e1 = 0 ou e2 = 0;
e2 = e3 = 0 ⇒ e0 = 0 ou e1 = 0;
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Portanto, para que A seja uma inflexão da forma



−1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,




1 0 0
0 −1 0
0 0 1




ou




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 é necessário que pelo menos três Parâmetros de Euler se-

jam nulos. Portanto, temos quatro possibilidades:




e0 = e1 = e2 = 0 ⇒ A =



−e2

3 0 0
0 −e2

3 0
0 0 e2

3


;

e0 = e1 = e3 = 0 ⇒ A =



−e2

2 0 0
0 e2

2 0
0 0 −e2

2


;

e0 = e2 = e3 = 0 ⇒ A =




e2
1 0 0
0 −e2

1 0
0 0 −e2

1


;

e1 = e2 = e3 = 0 ⇒ A =




e2
0 0 0
0 e2

0 0
0 0 e2

0


;

Visto que numa reflexão teŕıamos, exatamente, apenas um valor negativo na
diagonal, conclúımos que A não é uma reflexão. Logo, A ∈ SO(3).

Façamos agora o processo inverso. Daremos uma orientação de um corpo
ŕıgido no R3 definida pelos Ângulos de Euler e procuremos por uma matriz
em SU(2) que representa as três rotações que definem tais ângulos. Primeira-
mente, temos um giro de φ do sistema em torno do eixo z. Portanto, a fase
de x+ diminui de φ e a fase de x− aumenta de φ. Se chamarmos de Qφ

tal transformação com entradas α, β, γ e δ, como em 3.1.21, chegaremos a
relações entre os parâmetros e os ângulos. Per summa capita, temos:

x′+ = e−iφx+ = 2γδz − γ2x− + δ2x+

x′− = eiφx− = −2αβz + α2x− − β2x+

z′ = z = (αδ + βγ)z − αγx− + βδx+

(3.1.33)

De 3.1.33 conclúımos facilmente que γ = β = 0 , α2 = eiφ e δ2 = e−iφ. Logo,

Qφ =

(
e

iφ
2 0

0 e−
iφ
2

)
(3.1.34)



46

representa tal giro. Agora, procuremos por uma matriz Qθ que represente
uma rotação de θ em torno do eixo x . De forma análoga, fazemos

x′ = x = 1
2
(α2 − γ2 + δ2 − β2)x + i

2
(γ2 − α2 + δ2 − β2)y + (γδ − αβ)z

y′ = cos θy + sin θz = i
2
(α2 + γ2 − β2 − δ2)x + 1

2
‖(α, β, γ, δ)‖2y − i(αβ + γδ)z

z′ = − sin θy + cos θz = (βδ − αγ)x + i(αγ + βδ)y + (αδ + βγ)z
(3.1.35)

donde tiramos as seguintes relações:





α2 − γ2 + δ2 − β2 = 2
γ2 − α2 + δ2 − β2 = 0
γδ − αβ = 0
α2 + γ2 − β2 − δ2 = 0
α2 + β2 + γ2 + δ2 = 2 cos θ
αβ + γδ = i sin θ
βδ − αγ = 0
αγ + βδ = i sin θ
αδ + βγ = cos θ

(3.1.36)

Somando-se a segunda e a quarta equações de 3.1.36 , chegamos a γ2 = β2 ⇒
γ = β ou γ = −β . Unindo este resultado à sétima equação de 3.1.36 ao
quadrado, temos que δ = α ou δ = −α. Com estes dois resultados, podemos
olhar para a terceira equação de 3.1.36 e concluir que δ = α ⇔ γ = β. Agora,
suponha que δ = α. Então, a oitava e a nona equações se resumem a

{
2αβ = i sin θ
α2 + β2 = cos θ

(3.1.37)

Somar as duas equações de 3.1.37 resulta em (α + β)2 = cos θ + i sin θ ⇒
α + β = cos θ

2
+ i sin θ

2
. Mas, α = δ = α e β = γ = −β. Logo, α é real puro

e β é imaginário puro. Com isso, α = cos θ
2

e β = i sin θ
2
. Se considerarmos

que δ = −α, então chegaremos a uma contradição. Com efeito, a oitava e a
nona equações se resumem a

{ −2αβ = i sin θ
−α2 − β2 = cos θ

(3.1.38)

Analogamente, vamos somar as equações de 3.1.38 para encontrar a relação
(iα + iβ)2 = cos θ + i sin θ. Logo, α + β = sin θ

2
− i cos θ

2
. Mais uma vez,

α = −δ = −α e β = −γ = β ⇒ α é imaginário puro e β é real puro.
Portanto, α = −i cos θ

2
e β = sin θ

2
. Isto implica que αβ + γδ = −2i sin θ,

o que não é verdade para todo valor de θ (compare com a sexta equação de
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3.1.36). Finalmente, podemos expressar Qθ como

Qθ =




cos θ
2

i sin θ
2

i sin θ
2

cos θ
2


 (3.1.39)

Para finalizar, temos uma rotação de ψ em torno do eixo z, que tem forma
igual à de Qφ:

Qψ =

(
e

iψ
2 0

0 e−
iψ
2

)
(3.1.40)

Logo, pela observação feita na página 17, temos que a matriz procurada é o
produto das matrizes de 3.1.34, 3.1.39 e 3.1.40, obtendo

Q = QψQθQφ =

(
e

iψ
2 0

0 e−
iψ
2

)(
cos θ

2
i sin θ

2

i sin θ
2

cos θ
2

)(
e

iφ
2 0

0 e−
iφ
2

)

Q =


 cos θ

2
ei

(ψ+φ)
2 i sin θ

2
ei

(ψ−φ)
2

i sin θ
2
e−i

(ψ−φ)
2 cos θ

2
e−i

(ψ+φ)
2


 (3.1.41)

Com isso, os parâmetros de Cayley-Klein em termos dos ângulos de Euler
são escritos

α = cos θ
2
ei

(ψ+φ)
2 β = i sin θ

2
ei

(ψ−φ)
2

γ = i sin θ
2
e−i

(ψ−φ)
2 δ = cos θ

2
e−i

(ψ+φ)
2

E os parâmetros de Euler

e0 = cos θ
2
cos ψ+φ

2
e1 = sin θ

2
sin ψ−φ

2

e2 = sin θ
2
cos ψ−φ

2
e3 = cos θ

2
sin ψ−φ

2

(3.1.42)

Considere σj , j = 1, 2, 3 , as matrizes de Pauli. Então, a transformação
hermitiana P é dada por P = xσ1 + yσ2 + zσ3. Definindo r = (x, y, z) e
σ = (σ1, σ2, σ3), podemos escrever

P =< r, σ >

Usando a mesma idéia para Q, encontramos

Q =


 cos θ

2
ei

(ψ+φ)
2 i sin θ

2
ei

(ψ−φ)
2

i sin θ
2
e−i

(ψ−φ)
2 cos θ

2
e−i

(ψ+φ)
2


 =
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= cos
θ

2
cos

ψ + φ

2

(
1 0
0 1

)
+ i

(
sin

θ

2
sin

ψ − φ

2

(
0 −1
1 0

)

+ sin
θ

2
cos

ψ − φ

2

(
0 −i
i 0

)
+ cos

θ

2
sin

ψ − φ

2

(
1 0
0 −1

))

∴ Q = e0σ0 + i(e1σ1 + e2σ2 + e3σ3) = e0σ0 + i < e, σ > , com e = (e1, e2, e3).

A relação acima deixa mais clara a relação entre os parâmetros de Euler e a
matriz Q ∈ SU(2), pois dá a idéia de como a matriz é gerada a partir dos
mesmos.

Note que Qφ=2π =

(
ei 2π

2 0

0 e−i 2π
2

)
=

( −1 0
0 −1

)
= −1

Isto quer dizer que um giro de 2π em torno do eixo z está relacionado com
−1. Mas, uma rotação de 2π corresponde à identidade. Logo, 13×3(R) está
associada, desta forma, a 12×2(C) e −12×2(C). Pela observação feita em
??, temos que uma matriz Q2×2(C) corresponder a uma matriz A3×3(R) ⇒
−Q2×2(C) também corresponder a A3×3. Portanto, conclúımos que para ter-
mos um isomorfismo, teremos que identificar toda matriz de SU(2) com o
seu ”simétrico”em SU(2). Em outros termos, provamos que

SO(3) ∼= SU(2)�Z2

ou seja, que SU(2) é topologicamente uma dupla cobertura de SO(3).

3.2 O Fluxo do Hamiltoniano Truncado

Nesta secção vamos estudar algumas propriedades do fluxo correspondente
ao hamiltoniano

H0 = 2J +Kn(J ,M1,M2,M3) (3.2.1)

onde Kn é um polinômio homogênio de grau n nas variáveis Mk. Seja x o
unitário na direção de M

M = J x, x=(x, y, z). (3.2.2)

Considere K(n)(x) := J −nKn(J ,M) onde K(n)(x) := Kn(1,x). Isto é,
Kn(J ,M1,M2,M3) = Kn(J .1, JJ M1,

J
J M2,

J
J M3) = J nKn(1, M1

J , M2

J , M3

J ) =

= J nK(n)(1,x). K(n)(x) é um polinômio de grau n, definido na esfera S2, e,
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portanto, tem uma representação1

K(n)(x) =
n∑

l=0

l∑

m=−l

almYlm(x) (3.2.3)

onde Ylm(x) são os Harmônicos Esféricos

Ylm ∼ eimφPm
l (cos θ) (3.2.4)

onde Pm
l são os Polinômios de Legendre

Pm
l (ξ) =

(−1)m(l + m)!

2ll!(l −m)!
(1− ξ2)−

m
2

dl−m

dξl−m
(1− ξ2)l

Devido ao fato de K(n)(x) e J serem integrais do Hamiltoniano H0, segue que
este Hamiltoniano induz um fluxo em S2, cujas órbitas são curvas de ńıvel
de K(n)(x). Mostraremos, mais adiante, que este fluxo em S2 determina
completamente o fluxo no espaço de fase original R4. Note que os pontos
cŕıticos do fluxo induzido por H0 em S2 são os pontos cŕıticos de K(n) em S2.
O vetor unitário e é ponto critico se existe λ ∈ R tal que

∇xK(n)|x=e = λe (3.2.5)

Como uma transformação U ∈ SO(3) mantém a 2-forma, então, sem perda
de generalidade, podemos considerar que −e3 = (0, 0,−1) é um ponto cŕıtico.
Com isso, temos que ∂

∂x
K(n)|x=−e3 = ∂

∂y
K(n)|x=−e3 = 0. Observamos também

que a transformação ortogonal das variáveis que leva e em −e3 pode ser es-
colhida de forma que ∂2

∂x∂y
K(n)|x=−e3 = 0.

Vamos agora efetuar uma transformação (Nk, αk)k=1,2 7−→ (J , ψ, M3, φ), com
(J , M3) definido como anteriormente mais ψ := α2 +α1 e φ := α2−α1, para
seguir com a determinação do fluxo induzido por H0. Portanto, a 2-forma
torna-se

ω = dN1∧dα1+dN2∧dα2 = 2−1d(J−M3)∧d(ψ−φ)+2−1d(J+M3)∧d(ψ+φ) =

= 2−1(dJ ∧dψ−dJ ∧dφ−dM3∧dψ+dM3∧dφ+dJ ∧dψ+dJ ∧dφ+dM3∧dψ+

+dM3 ∧ dφ) = dJ ∧ dψ + dM3 ∧ dφ.

Além disso, Z1Z2 =
√

N1N2e
i(α1−α2) =

√
N1N2e

−iφ. Pela definição de M1,
temos que M1 = Im(Z1Z2) =

√
N1N2 sin φ. Mas, J 2 = 4−1(N2

1 + 2N1N2 +

1 ver Morse, Philip [3]
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+N2
2 ) e M2

3 = 4−1(N2
1 + 2N1N2 + N2

2 ) ⇒ N1N2 = J 2 −M2
3 . Na seqüencia,

M1 =
√
J 2 −M2

3 sin φ. Analogamente, conclúımos que M2 =
√
J 2 −M2

3 cos φ.
Em S2, temos que

x =
√

1− z2 sin φ , y =
√

1− z2 cos φ

e se introduzirmos θ ∈ R de forma que cos θ = z, temos que 2
√J , φ, θ e ψ

servem de coordenadas polares no R4. Desta forma, S3 pode ser visto como
sendo um dupla cobertura do espaço SO(3), onde φ, θ e ψ são os ângulos
de Euler com seus valores restritos a [0, 2π), [0, π) e [0, 4π), respectivamente.
Pelo Apêndice B da secção 2.1, temos que a matriz

Z = 2−1
√J

(
y2 + ix2 x1 + iy1

−x1 + iy1 y2 − ix2

)
= (2J )1/2

(
iz2 z1

−z1 −iz2

)

pode ser escrita em termos dos ângulos de Euler, ou seja

Z =

(
ei(φ+ψ)/2 cos 1

2
θ iei(φ−ψ)/2 sin 1

2
θ

iei(ψ−φ)/2 sin 1
2
θ e−i(φ+ψ)/2 cos 1

2
θ

)

Em outros termos, temos uma relação entre as coordenadas (x1, y1, x2, y2) e
as novas coordenadas (J , φ, θ, ψ) com





x1 = 2
√J sin(1

2
(ψ − φ)) sin 1

2
θ

y1 = 2
√J cos(1

2
(ψ − φ)) sin 1

2
θ

x2 = 2
√J sin(1

2
(ψ + φ)) cos 1

2
θ

y2 = 2
√J cos(1

2
(ψ + φ)) cos 1

2
θ

(3.2.6)

E a 2-forma ω = dJ ∧dψ+dM3∧dψ, nos novos parâmetros, considerando que
M3 = J cos θ, fica ω = dJ ∧ dψ + d(cos θdJ −J sin θdθ)∧ dψ. Verifiquemos
quais são as Equações de Hamilton nestes termos, visto que ω(χH , ·) = dH(·).
Com efeito,





ω = dJ ∧ dψ + d(cos θdJ − J sin θdθ) ∧ dψ

χH = J̇ ∂
∂J + ψ̇ ∂

∂ψ
+ θ̇ ∂

∂θ
+ φ̇ ∂

∂φ

H = 2J + J nK(n) , com ∂
∂JK(n) = 0

Por um lado,

ω(χH , ·) = (dJ∧dψ+d(cos θdJ−J sin θdθ)∧dψ)(J̇ ∂

∂J +ψ̇
∂

∂ψ
+θ̇

∂

∂θ
+φ̇

∂

∂φ
) =
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= J̇ dψ − ψ̇dJ + cos θJ̇ dφ− cos θφ̇dJ − J sin θθ̇dφ + J sin θφ̇dθ.

∴ ω(χH , ·) = (−ψ̇− cos θφ̇)dJ + J̇ dψ +J sin θφ̇dθ +(cos θJ̇ −J sin θθ̇)dφ.

Enquanto que

dH = (2 + nJ n−1K(n))dJ + J n
( ∂

∂ψ
K(n)dψ +

∂

∂θ
K(n)dθ +

∂

∂φ
K(n)dφ

)
.

Logo,

−ψ̇ − cos θφ̇ = 2 + nJ n−1K(n) ⇒ ψ̇ = −2− J n−1(nK(n) + cot θ ∂
∂θ
K(n))

J̇ = J n ∂
∂ψ
K(n) = 0 ⇒ J̇ = 0

J sin θφ̇ = J n ∂
∂θ
K(n) ⇒ φ̇ = J n−1

sin θ
∂
∂θ
K(n)

cos θJ̇ − J sin θθ̇ = J n ∂
∂φ
K(n) ⇒ θ̇ = −J n−1

sin θ
∂
∂φ
K(n)

.

(3.2.7)
Vamos agora analisar 3.2.7 para descrever a relação entre o fluxo em R4 e o
fluxo em S2. O R4 é decomposto em esferas concêntricas de raio 2J 1/2 que
são invariantes pelo fluxo, e o fluxo em cada uma delas é completamente de-
terminado pelas duas últimas equações de 3.2.7 (sabendo que temos ainda o
escalar J n−1). Note que a primeira equação de 3.2.7 é determinada pelas out-
ras duas (só depende de φ e θ). Vale ressaltar que esse sistema de coordenadas
local não cobre os pólos (x1 = y1 = 0) e (x2 = y2 = 0). Existe uma famı́lia
uniparamétrica de soluções periódicas com peŕıodo 1 + 1

2
nJ n−1K(n)(e) para

cada ponto cŕıtico (a menos dos pólos) que satisfazem K(n)
θ (e) = K(n)

φ (e) = 0
e cujo ı́ndice, o que determina sua natureza, é o determinante

∣∣∣∣∣
K(n)

θθ K(n)
φθ

K(n)
φθ K(n)

φφ

∣∣∣∣∣

Se considerarmos que K(n) é independente de φ, então K(n) é combinação
dos primeiros polinômios de legendre (ver 3.2.4). E então, pela quarta
equação de 3.2.7, temos que θ é uma integral, isto é, as órbitas na esfera
unitária são os paralelos, e movimento em R4 relacionado é quasi-periódico
com freqüências 1 + 1

2
J n−1[nK(n) + cot θK(n)

θ ] e (J n−1/ sin θ)K(n)
θ respectiva-

mente. Os únicos pontos cŕıticos em S2 são os pólos. Eles representam
duas famı́lias uniparamétricas de órbitas periódicas estáveis com peŕıodo
1 + 1

2
J n−1nK(n)(±e3). Verifica-se tal fato usando coordenadas que são regu-

lares nos pólos. Antes de introduzirmos a perturbação O2n+1, vamos fazer tal
mudança de coordenadas, para então podermos entrar no próximo caṕıtulo
com o teorema principal. Tais coordenadas são uma variação das projeções
estereográficas. Primeiro, colocamos uma casca esférica centrada no polo
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norte de raio 2J 1/2. Traçamos a reta que passa pelo polo norte da esfera
unitária e pelo ponto (x, y, z) ∈ S2. Depois, encontramos a intersecção de
tal reta com a esfera centrada no polo e projetamos o ponto no plano xy.
Projetamos em seguida o ponto no eixo x para definir a coordenada ξ, e
projetamos o ponto no eixo y pra definir a coordenada η.

vv

v

2J
1/2

k

1

R

(x,y,z)R-k

O
x

h

v

q/2

q

Sejam R o vetor posição (x, y, z) e k = (0, 0, 1). Então, o ponto projetado
no plano xy, como definido acima, é dado por

2
√J R− k

‖R− k‖ −
〈
2
√J R− k

‖R− k‖ , k
〉
k

Substituindo R = (x, y, z) e k = (0, 0, 1), vem

2
√J√

x2 + y2 + (z − 1)2
(x, y, z − 1)− (0, 0,

2
√J√

x2 + y2 + (z − 1)2
(z − 1)) =

= (
2
√J x√

x2 + y2 + (z − 1)2
,

2
√J y√

x2 + y2 + (z − 1)2
, 0) =

= (
2
√J x√

x2 + y2 + z2 − 2z + 1
,

2
√J y√

x2 + y2 + z2 − 2z + 1
, 0) =

= (
2
√J x√
2− 2z

,
2
√J y√
2− 2z

, 0) = (

√
2J x√
1− z

,

√
2J y√
1− z

, 0) .
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Portanto, definimos ξ :=
√

2J x√
1−z

e η :=
√

2J y√
1−z

. Como x =
√

1− z2 cos φ e

y =
√

1− z2 sin φ, podemos expressar

ξ =

√
2J (1+z)(1−z) cos φ√

1−z
=

√
2J (1 + z) cos φ .

η =

√
2J (1+z)(1−z) sin φ√

1−z
=

√
2J (1 + z) sin φ .

(3.2.8)

Definimos o novo sistema de coordenadas como (L, α1, ξ, η), onde L = 2J .
Vejamos agora como ficará a 2-forma ω = dJ ∧dψ+(cos θdJ−J sin θdθ)∧dφ.
Mas,

dξ =

√
1 + cos θ

2J sin φdJ +

√
J

2(1 + cos θ)
(− sin θ) sin φdθ+

+
√

2J (1 + cos θ) cos φdθ .

e

dη =

√
1 + cos θ

2J cos φdJ +

√
J

2(1 + cos θ)
(− sin θ) cos φdθ−

−
√

2J (1 + cos θ) sin φdφ .

Logo,

dη ∧ dξ =
1

2
(− sin θ) sin φ cos φdJ ∧ dθ + (1 + cos θ) cos2 φdJ ∧ dφ+

+
1

2
sin θ sin φ cos φdJ ∧ dθ + J sin θ cos2 φdφ ∧ dθ+

+(1 + cos θ) sin2 φdJ ∧ dφ + J sin θ sin2 φdφ ∧ dθ .

E assim,
dη ∧ dξ = (1 + cos θ)dJ ∧ dφ + J sin θdφ ∧ dθ

Mas,

ω − dη ∧ dξ =

= dJ ∧dψ+(cos θdJ −J sin θdθ)∧dφ−(1+cos θ)dJ ∧dφ+J sin θdθ∧dφ =

= dJ ∧ dψ − J sin θdθ ∧ dφ− dJ ∧ dφ + J sin θdθ ∧ dφ =

= dJ ∧ d(ψ − φ) = dJ ∧ d(2α1) = d(2J ) ∧ dα1 .

∴ ω = dL ∧ dα1 + dη ∧ dξ (3.2.9)
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Definimos o novo sistema de coordenadas, e achamos a 2-forma no mesmo.
Resta agora achar a expressão do hamiltoniano 3.2.1 nas novas coordenadas
e achar as equações de hamilton correspondentes. De 3.2.8, temos que

ξ2 = L(1 + z) sin2 φ

η2 = L(1 + z) cos2 φ
(3.2.10)

Somando as equações de 3.2.10 chegamos a

ξ2 + η2 = L(1 + z) ⇒ z =

(
(
√

2
L
ξ)2 + (

√
2
L
η)2

)

2
− 1

Consideremos ξ̂ =
√

2
L
ξ e η̂ =

√
2
L
η para não carregar muito a notação.

Então z =
(ξ̂2 + η̂2)

2
− 1 . Com isso, vamos substituir em ξ2 =

Lx

1− z
para

obter

(

√
2

L
ξ)2 =

2x

1− (ξ̂2+η̂2)
2

+ 1
= ξ̂2 =

4x

4− (ξ̂2 + η̂2)

ξ̂2 =
x

1− (ξ̂2+η̂2)
4

⇒ x =

(
1− (ξ̂2 + η̂2)

4

)1/2

ξ̂

E em η2 =
Ly

1− z
para analogamente chegar a

y =

(
1− (ξ̂2 + η̂2)

4

)1/2

η̂

Logo, podemos considerar que o hamiltoniano 3.2.1 é da forma

H0 = L + (
L

2
)nF (ξ̂, η̂)

onde

F (ξ, η) = K(n)
((

1− ξ2 + η2

4

)1/2
ξ,

(
1− ξ2 + η2

4

)1/2
η,

ξ2 + η2

2
− 1

)

com ξ̂ =
√

2
L
ξ e η̂ =

√
2
L
η . Suponha, como fizemos antes, que K(n) não

depende de φ. Logo, K(n) é combinação linear dos primeiros n+1 polinômios
de Legendre em função de z = cos θ. Portanto, podemos considerar P (ρ) :=
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K(n) , onde P é um polinômio de grau ≥ n + 1 e ρ = ξ2+η2

L
. Resumindo,

temos agora




ω = dL ∧ dα1 + dη ∧ dξ

χH = L̇ ∂
∂L

+ α̇1
∂

∂α1
+ η̇ ∂

∂η
+ ξ̇ ∂

∂η

H = L + (L
2
)nP (ρ) , ρ = ξ2+η2

L

(3.2.11)

Pela terceira equação de 3.2.11, achamos a 1-forma

dH = (1+ n
2
(L

2
)n−1P (ρ)− P ′(ρ)ρ

L
)dL+(· · · )dα1+(L

2
)n(2P ′ η

L
)dη+(L

2
)n(2P ′ ξ

L
)dξ

E as equações de Hamilton ficam

(dL∧dα1 +dη∧dξ)(L̇ ∂
∂L

+ α̇1
∂

∂α1
+ η̇ ∂

∂η
+ ξ̇ ∂

∂η
) = L̇dα1− α̇1dL+ η̇dξ− ξ̇dη =

(−α̇1)dL + (−ξ̇)dη + η̇dξ.

∴





−α̇1 = 1 + n
2
(L

2
)n−1P (ρ)− P ′ ρ

L

−ξ̇ = 2P ′ η
L
(L

2
)n = (L

2
)n−1P ′η

η̇ = 2P ′ ξ
L
(L

2
)n = (L

2
)n−1P ′ξ

Análogo ao que comentamos anteriormente, o movimento é quasi-periódico
com peŕıodos

(L
2
)n−1P ′ e 1 + 1

2
(L

2
)n−1(nP − ρP ′) (3.2.12)

Agora estamos em condições de reafirmar o que hav́ıamos dito em relação
ao polo norte, pois este sistema de coordenadas é regular em (ξ, η) = (0, 0).
Tal polo é um ponto cŕıtico que representa uma solução periódica estável
com freqüência 1 + 1

2
(L

2
)n−1nP (0) . E para finalizar o caṕıtulo, vamos es-

tabelecer as equações que definem as coordenadas (x1, y1, x2, y2) do R4. Da
figura anterior (que ilustra a projeção que define ξ e η) tiramos facilmente
que

√
2L− (ξ2 + η2) = 2

√J sin θ
2
. Com isso, as duas primeiras equações de

3.2.6 se tornam x1 =
√

2L− (ξ2 + η2) sin α1 e y1 =
√

2L− (ξ2 + η2) cos α1

. A terceira equação de 3.2.6 se torna

x2 = 2
√J cos θ

2
sin

(
ψ+φ

2

)
= 2

√J cos θ
2
[ cos ψ

2
sin

(
φ− φ

2

)
+sin ψ

2
cos

(
φ− φ

2

)
] =

= 2
√J cos θ

2
[ cos ψ

2
(sin φ cos φ

2
−cos φ sin φ

2
)+sin ψ

2
(sin φ sin φ

2
+cos φ cos φ

2
)] =

= 2
√J cos θ

2
[ sin φ cos ψ

2
cos φ

2
− cos φ cos ψ

2
sin φ

2
+ sin φ sin ψ

2
sin φ

2
+

+ cos φ sin ψ
2

cos φ
2
] = 2

√J cos θ
2
[ sin φ(cos ψ

2
cos φ

2
+ sin ψ

2
sin φ

2
)−

− cos φ(sin ψ
2

cos φ
2
− cos ψ

2
sin φ

2
)].
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∴ x2 =

ξ︷ ︸︸ ︷
2
√J cos

θ

2
sin φ cos

(
α1︷ ︸︸ ︷

ψ − φ

2

)
+

η︷ ︸︸ ︷
2
√J cos

θ

2
cos φ sin

(
α1︷ ︸︸ ︷

ψ − φ

2

)

∴ x2 = ξ cos α1 + η sin α1 (3.2.13)

De forma análoga à dedução de 3.2.13, acha-se que a quarta equação de 3.2.6
se torna

∴ y2 = −ξ sin α1 + η cos α1 (3.2.14)

Juntando, equivale a





x1 =
√

2L− (ξ2 + η2) sin α1

y1 =
√

2L− (ξ2 + η2) cos α1

x2 = ξ cos α1 + η sin α1

y2 = −ξ sin α1 + η cos α1

(3.2.15)



Caṕıtulo 4

O Fluxo do Hamiltoniano

Original

4.1 O teorema principal

Vamos nesta secção estudar o fluxo quando o termo de perturbação O2n+1 é
adicionado a H0. Continuemos a considerar que e = −e3 é um ponto cŕıtico
do fluxo induzido por H0 e que A12 := ∂2

∂x∂y
K(n) = 0. Sejam x1 := x, x2 := y

e x3 := z. Considere

Aij :=
∂2K(n)

∂xi∂xj

∣∣
x=−e3

De (2.2.4) chegamos a ∇xK(n)|x=−e3 = −λe3 ∴ λ = − ∂
∂z
K(n)|x=−e3 . Con-

sidere também

A = λ− A11, B = λ− A22, C = λ− A33 e D =

∣∣∣∣∣∣

A 0 −A13

0 B −A23

−A13 −A23 C

∣∣∣∣∣∣

ou seja, D é o polinômio caracteŕıstico do Hessiano de K(n) avaliado em λ.
Sobre a existência de famı́lias de órbitas periódicas em torno do ponto de
equiĺıbrio, podemos estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 (i) Cada ponto cŕıtico não-degenerado instável do fluxo que

o Hamiltoniano não-perturbado induz em S2 corresponde a uma famı́lia uni-

paramétrica de soluções periódicas instável das equações associadas ao hamil-

toniano original (a energia representa tal famı́lia.)
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(ii) Se o ponto cŕıtico é estável com

12(A3A2
23 + B3A2

13) + (AB)2(A + B + C)− 3D(A + B)2 6= 0

então temos o mesmo resultado para órbitas periódicas estáveis.

Demonstração: Na secção anterior definimos e estudamos

H0 = L + (
L

2
)nF (ξ̂, η̂) = L + (

L

2
)nF (

√
2

L
ξ,

√
2

L
η)

Portanto considere H = H0+O(Ln+ 1
2 ), com Ln+ 1

2 sendo função de L
1
2 ,

√
2
L
ξ,√

2
L
η e α1, após a divisão por Ln+ 1

2 . Fazendo L = ε2L̂, ξ = εξ̂ e η = εη̂,

temos

H = ε2L̂ + (
ε2L̂

2
)nF (

√
2

ε2L̂
εξ̂,

√
2

ε2L̂
ε̂η) +O((ε2L̂)n+ 1

2 )

H = ε2 L̂

2

(
2 + (

εL̂

2
)n−1F (

√
2

L̂
ξ̂,

√
2

L̂
η̂) +O((ε2L̂)n− 1

2 )
)

︸ ︷︷ ︸
Ĥ(L̂, ξ̂, η̂, ε)

Considere a superf́ıcie de ńıvel Ĥ = 2, i.e., H = 2ε2. Temos que L torna-se
função de ξ, η, α1 e ε (pela equação do Ĥ = 2), e é anaĺıtica em α1 e L = 2
se ε = 0. Para estudar o fluxo sobre Ĥ = 2, enunciaremos agora o

Lemma 4.1.1 Sejam H1, H2 : R2n −→ R dois Hamiltonianos. Então, temos

que {H1 = ε1; ε1 ∈ R} = {H2 = ε2; ε2 ∈ R} ⇒ o fluxo induzido por H1 em

{H1 = ε1} coincide com o fluxo induzido por H2 em {H2 = ε2}, a menos de

uma reparametrizaçao s.

Então, o fluxo induzido por Ĥ em {Ĥ = 2} é coincidente ao fluxo induzido
por Λ(ξ, η, α1, ε) em {L = 2}, onde Λ é dada por

Ĥ(L = 2, ξ, η, ε) = L(0, 0, α1, 0) + ε2(n−1)[F (ξ, η) +O(ε2n−1)]

L(0, 0, α1, 0)− Ĥ = ε2(n−1)[−F (ξ, η) +O(ε2n−1)]

e definimos
Λ(ξ, η, α1, ε) := ε2(n−1)[−F (ξ, η) +O(ε)] (4.1.1)
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Com a forma dξ ∧ dη, definimos o fluxo sobre Ĥ = 2 utilizando as equações
de hamilton 




L̇ = ∂Λ
∂α1

= 0

α̇1 = −∂Λ
∂L

= −1
η̇ = ∂Λ

∂ξ

ξ̇ = −∂Λ
∂η

Fazendo ξ′ = dξ
dα1

= dξ
dt

dt
dα1

= −ξ̇ e η′ = dη
dα1

= dη
dt

dt
dα1

= −η̇, temos que o
sistema acima é equivalente a

{
ξ′ = −ε2(n−1) ∂F

∂η

η′ = ε2(n−1) ∂F
∂ξ

Integrando de α1 = 0 até α1 = 2π, temos que

M :

{
ξ = ξ0 + 2πε2(n−1)f(ξ, η, ε)
η = η0 + 2πε2(n−1)g(ξ, η, ε)

com f(ξ, η, 0) = Fη(ξ, η) e g(ξ, η, 0) = −Fξ(ξ, η). Vamos expandirK(n)(x, y, z)
em séries de Taylor para achar uma expansão para −F (ξ, η). Com efeito,

K(n)(x, y, z) =
( ∂

∂x
K(n)

)
x +

( ∂

∂y
K(n)

)
y +

( ∂

∂z
K(n)

)
z +

1

2

( ∂2

∂x2
K(n)

)
x2+

+
1

2

( ∂2

∂y2
K(n)

)
y2 +

1

2

( ∂2

∂z2
K(n)

)
z2 +

1

2

( ∂2

∂x∂y
K(n)

)
xy +

1

2

( ∂2

∂x∂z
K(n)

)
xz+

+
1

2

( ∂2

∂y∂z
K(n)

)
yz + . . . (Aqui estamos considerando as derivadas avaliadas

no ponto de equiĺıbrio. Omitimos para não carregar as notações)

Como F (ξ, η) = K(n)
(√

1− ξ2 + η2

4
ξ,

√
1− ξ2 + η2

4
η,−1 +

ξ2 + η2

2

)
, temos

que

F (ξ, η) = −K(n)
z +

1

2
K(n)

z

(
ξ2+η2

)
+

1

2
K(n)

xx

(
1−ξ2 + η2

4

)
ξ2+

1

2
K(n)

yy

(
1−ξ2 + η2

4

)
η2+

+
1

2
K(n)

zz

(−1 +
ξ2 + η2

2

)2
+

1

2
K(n)

xz

√
1− ξ2 + η2

4

(−1 +
ξ2 + η2

2

)
ξ+

+1
2
K(n)

yz

√
1− ξ2 + η2

4

(−1 +
ξ2 + η2

2

)
η + . . .
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Mas,

√
1− ξ2 + η2

4
= 1 − ξ2 + η2

8
− (ξ2 + η2)2

32
+ O6. Logo, substituindo

na equação de F (ξ, η) e simplificando, vem

−F (ξ, η) =
1

2
[(λ− A11)ξ

2 + (λ− A22)η
2] +

1

8
(A11ξ

2 + A22η
2)−

−A33

8
(ξ2 + η2)2 − 1

2
[A13ξ + A23η](ξ2 + η2) +O5

Com λ = K(n)
z |−e3 e

fξ(0, 0, 0) = gη(0, 0, 0) = 0
fη(0, 0, 0) = Fηη(0, 0) = λ− A22 = B
gξ(0, 0, 0) = −Fξξ(0, 0) = −(λ− A11) = −A

(4.1.2)

Note agora que f(0, 0, 0) = 0 e g(0, 0, 0) = 0 e que a matriz Ω =

(
fξ fη

gξ gη

)

tem determinante det Ω = AB. Mas, AB é exatamente o polinômio carac-
teŕıstico da matriz Hessiana de K(n). Como se trata de um ponto cŕıtico não-
degenerado, temos que det Ω 6= 0. Logo, pelo teorema da função impĺıcita, ex-
istem duas funções reais anaĺıticas ξ0(ε) e η0(ε) tais que f(εξ0(ε), εη0(ε), ε) =
0 e g(εξ0(ε), εη0(ε), ε) = 0. Segue diretamente que (εξ0(ε), εη0(ε)) é um ponto
fixo da aplicação M . Portanto, mostramos que para cada ponto cŕıtico do
hamiltoniano truncado correspondente existe uma famı́lia de órbitas periódicas
do hamiltoniano original. Fazendo-se a mudança de coordenadas

{
ξ̂ = ξ − εξ0

η̂ = η − εη0

Temos que 4.1.1 é levado em

Λ(ξ̂, η̂, α1, ε) = Λ(ξ+εξ0, η+εη0, α1, ε)+ε(η′0ξ−ξ′0η) = ε2(n−1)[−F (ξ̂, η̂)+O(ε)]

Podemos desconsiderar os sinais ̂ agora. Com isso, para identificar as
soluções periódicas em qualquer superf́ıcie H = 2ε2, basta fazer ξ = η = 0.
Logo, a expansão de Λ começa pela parte quadrática que depende de α1

e deε. A parte quadrática de Λ é definida ou indefinida, dependendo se
pHessK(n)(λ) = (λ − A11)(λ − A22) > 0 ou pHessK(n)(λ) < 0, respectiva-
mente. Como Λ é periódica em α1, então o resultado anterior vale para
todo α1 e |ε| pequeno. Se pHessK(n)(λ) < 0, então afirmamos que o mapa

M :

{
ξ = ξ0 + 2πε2(n−1)f(ξ, η, ε)
η = η0 + 2πε2(n−1)g(ξ, η, ε)

e a famı́lia de órbitas periódicas são

instáveis.
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Agora seguiremos pelo caminho mais árduo. Considere que pHessK(n)(λ) > 0
e uma mudança de coordenadas normais (ξ = r cos γ, η = r sin γ), tal que
4.1.1, para ε pequeno, tenha expansão

Λ(r, γ, α1, ε) =
1

2
[ν(α1, ε)r

2 − 1

2
κ(α1, ε)r

4 +O5]

com O5 anaĺıtica em (r = 0, α1, γ, ε = 0). Depois desta mudança de coorde-
nadas, temos a 2-forma transformada rdr ∧ dγ = dξ ∧ dη. E as equações de
Hamilton ficam {

ṙ = ε2(n−1)O4

γ̇ = ε2(n−1)(ν − κr2) +O3

Integrando em α1,
{

r = r0 + ε2(n−1)O4

γ = γ0 + ε2(n−1)(ν∗ − κ∗r2) +O3

para o qual ν∗ e κ∗ foram obtidas por integração em α1 e, portanto, não de-
pendem mais de α1, nem O3 temos que a aplicação M fica expressa como uma
perturbação de uma apliação twist que preserva a forma simplética. Tirando

as perturbações, teremos uma aplicação twist M0 :

{
r = r0

γ = γ0 + ε2(n−1)(ν∗ − κ∗r2)

que é não-degenerada se κ∗(ε) 6= 0. Com cálculo bastante extenso1, consegue-
se concluir que

ν(α1, 0) = ν∗(0) =
√

∆(λ)

κ∗(0) =
1

∆(λ)

[
12(A3A2

23 + B3A2
13) + (AB)2(A + B + C)− 3D(A + B)2

]

com ∆(λ) := PHessK(n)(λ)
Por hipótese (do teorema), temos que ν∗(0) 6= 0 e κ∗(0) 6= 0. Logo, o twist
M0 é não-degenerado para |ε| pequeno. Para provar a estabilidade da solução
periódica, utilizaremos, primeiramente, um resultado interessante de análise
na reta.

Proposição 4.1.1 2 O subconjunto dos reais dado por B = {α ∈ R ; ex-

istem dois números positivos, ε(α) e µ(α), tal que para todo natural n e

todo inteiro m tem-se |nα −m| > ε−µ} é denso em R. Um número de B é

chamado de fortemente irracional.

1ver Kummer, M. [2]
2ver Siegel , Moser [7]
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Portanto, pela proposição, para cada número δ > 0 escolha ωδ fortemente
irracional no intervalo

(
ε
2(n−1)
0 [ ν∗(ε0)− δ2|κ∗(ε0)| ] , ε

2(n−1)
0 ν∗(ε0)

)

tal que |ωq−p| ≥ c0

qµ
(com p, q = 1, 2, . . .) para algum c0 > 0 e algum µ ≥ 2.

Existe um intervalo aberto Iδ que contém ε0 que não contém ε = 0 tal que
para todo ε ∈ Iδ ten-se que ωδ também está no intervalo(
ε2(n−1)[ ν∗(ε)− δ2|κ∗(ε)| ] , ε2(n−1)ν∗(ε)

)
.

Pelo Teorema do Twist (de Moser)3 para cada ε ∈ I existe uma curva
anaĺıtica r = rδ(γ, ε) que é ponto fixo da aplicação twist perturbada M pela
passagem de γ 7→ γ +ωδ. Como a curva é obtida a partir de uma deformação
cont́ınua de do ćırculo de raio [ν∗(ε)− ωδ/ε

2(n−1)]1/2|κ∗(ε)|−1/2 ∈ (0, δ), tem-
se que rδ(γ, ε) < 2δ para todo ε ∈ Iδ e δ pequeno.

Seja U uma vizinhança aberta do ponto (r = 0, ε = ε0). Então, podemos
escolher um δ > 0 muito pequeno tal que a vizinhança de (r = 0, ε = ε0)
dada por {(r, γ, ε) ; r < rδ(γ, ε)} esteja contida em U e seja invariante por
M . Logo, temos que a aplicação M é estável. Portanto, a famı́lia de órbitas
periódicas é estável.

3ver Siegel , Moser [7]
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