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A Vontade e o Desejo duelavam
Para manter o ser

No caminho do sonho

Mas proximo a alma

O brilho do sol refete

na majestade entre as armas
As laminas dancam

e lambem as feridas

Sobre essas sopra o vento

e cat a chuva

O beijo suave da neve
congela o sangue fluente.

O resurgir do sol refaz os campos em verde
Enquanto os guerreiros continuam a danca
A cada nova cicatriz, um novo talho.

Enquanto a luta for justa,

o caminho serd o do meio.

Os guerreiros estarao saciados de luz
e livres de ferrugem e tédio

Dando o melhor de si

Lutando sem lutar

Se entregando ternamente

em nunca se entregar.

O Autor.
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Resumo

Seja M uma matroide conexa e e um elemento de M tal que M/e seja
conexa. Seja C.M o conjunto dos elementos de M que contém e, v.M o ta-
manho de uma maior subfamilia C, na qual cada dois membros se encontram
somente em e e 0, M o tamanho de uma maior subfamilia de C,M que cobre
M. Lemos e Oxley demonstraram que v.M + 6 .M < r*M + 2, e, em par-
ticular, vo.M + 0. M < r*M + 1 se M nao possui um menor F7 usando e. O
objetivo deste trabalho é apresentar a prova para tal teorema, bem como a te-
oria necessaria para seu entendimento e algumas de suas consequéncias. Em
paricular, o trabalho inclui alguns resultados importantes em conectividade
em matroides(especialmente em 3-connectividade), e, como consequéncia do
teorema principal, um teorema de Seymour, o qual diz que, em uma matroide
conexa M, a soma do tamanho de uma maior familia de circuitos disjuntos
com o tamanho de uma menor familia cobrindo M é, no maximo, r*M + 1.

Palavras-Chave: Matroéides, Conectividade, Cobertura, Empacotamento.



Abstract

Let M be a connected matroid and e be an element of M such that M /e is
connected. Let C.M be the set of circuits of M containing the element e, v, M
be the maximum size of a subfamily of C. in which each two members meet
only in e and 6.M be the minimum size of a subfamily of C.M that covers
M. Lemos and Oxley proved that v.M +6.M < r*M + 2, and, in particular,
veM +0.M < r*M +1 if M has no Fr-minor using e. The aim of this work is
present the proof for such theorem, the required theory for its understanding
and a few of its consequences. In paricular, the work includes several impor-
tant results in matroid connectivity (specially in 3-connectivity) and, as a
corollary of the main theorem, a theorem of Seymour, which says that, in a
connected matroid M, the sum of the maximum number of disjoint circuits
and the mininum number of circuits needed to cover a connected matroid
M is, at most, r*M + 1.

keywords: Matroids, Connectivity, Covering, Packing.



Introducao

“Se nao conseguirmos resolver um problema matematico, o motivo fre-
quentemente consiste em nao vermos o aspecto mais global, do qual o nosso
problema é apenas um elo numa cadeia de problemas correlatos. Uma vez,
encontrado esse aspecto, o problema, nao somente, torna-se mais acessivel as
nossas investigacoes, mas, também, ganhamos um método aplicavel a outros

problemas que se relacionam com o original.”
David Hilbert

O texto acima é um trecho do lendério discurso de Hilbert no Segundo
Congresso Internacional de Matemética, em Paris no ano de 1900. Diferen-
temente da maioria das teorias em matematica, as matroides nao nasceram,
em esséncia, na tentativa de solucionar um problema, mas na filosofia das
palavras supracitadas. Aproximadamente 35 anos ap6s o discurso de Hil-
bert, Hassler Whitney, num trabalho intitulado “On the abstract properties
of linear dependence”, introduziu o termo “matroide”. O trabalho de Whit-
ney relaciona os conceitos de dependéncia em espagos vetorias e grafos. Em
1937, na segunda edicao do classico “Moderne Algebra”, de van Der Waerden,
estao relacionados os conceitos de dependéncia linear a e algébrica.

Em analogia ao conceito de conectividade para grafos, nasceu a idéia de
conectividade para matroides. Seymour, em [Seymour, 1980|, provou uma
conjectura de Welsh, uma inequacao que relaciona, em uma matroide conexa,
o tamanho da maior familia de circuitos disjuntos, o tamanho da menor fami-
lia de circuitos que cobre a matroide e o seu coposto. Em [Lemos, Oxley, 2006],
Manoel Lemos e James Oxley apresentaram uma versao para esse teorema
que em vez de familias de circuitos quaisquer, trabalha com familias de cir-
cuito com um elemento em comum. Este Gltimo teorema é o objetivo central
do presente trabalho.

No primeiro capitulo, juntamente com a primeira secao do segundo capi-
tulo, estao os pré-requisitos para o teorema principal que geralmente constam
no contetido de cursos introdutérios sobre matroides. Essa parte do trabalho
tem o objetivo de ser um resumo para tal contetido, no intuito de dispen-
sar possiveis consultas a textos introdutorios, para relembrar detalhes aqui e
acola durante a leitura do trabalho. A fim de evitar delongas, as demonstra-
coes estao omitidas nessa parte do texto.



No capitulo 2, esta apresentada o béasico da teoria que se refere a matroi-
des de mais alta conectividade e aos processos de construcao de matroéides
por ligacoes em série, paralelo e 2-somas, com ponto cuminante no teorema
que relaciona 2-separacoes de matroides conexas e 2-somas e no teorema de
decomposicao Cunninghan e Edmonds, o qual apresenta uma caracterizagao
das matroides conexas.

No capitulo 3, temos resultados mais direcionados & demonstracao do te-
orema principal, onde nos deparamos com alguns resultados consagrados da
teoria de conectividade em matroides, como o Lema do Triangulo de Tutte
e uma caracterizacao das matroides de Sylvester.

No ultimo capitulo temos a demonstracao do teorema principal, um tanto
longa e minunciosa, mas que faz uso de técnicas interessantes, o que se é de
esperar, ja que os valores envolvidos na inequacgao atestada pelo teorema se
comportam de forma pouco previsivel quanto a delecoes e contragoes. Na
segunda secao desse capitulo temos algumas consequéncias do teorema prin-
cipal, dentre as quais, se destaca o supracitado teorema de Seymour, que
ganha, com isso uma nova demonstracao.

A grande maioria das demonstragbes seguem [Lemos, Oxley, 2006 e
|Oxley, 1992], algumas apresentam adaptages a linguagem e ao corpo do
trabalho, pequenas corregoes e esclarecimentos, umas poucas simplificacoes,
e possivelmente, alguns erros.

Boa Leitura!
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Capitulo 1

Teoria Basica

1.1 Primeiras definicoes e notacoes

Usaremos a notacao |X| para indicar a cardinalidade de um conjunto X e o
sinal de subtracao, “—”, para denotar a operacao diferenca de conjuntos e um
conjunto da forma {e} serd denotado simplesmente por e a menos que haja
risco de confusdo, o conjunto poténcia de X sera denotado por 2¥. Quando
a intersecao de dois conjuntos X e Y ¢é vazia dizemos que eles se evitam, caso
contrario dizemos que eles se encontram, analogamente, se x € X dizemos
que z e X se encontram, ou que X passa por x, caso contrario dizemos que
eles se evitam.

Defini¢ao 1.1.1 Uma matroide M é um par (E,Z), onde E é um conjunto
finito e T C 2F, que satisfaz os sequintes aziomas:

I1)0 ez
I2) Se X CY eY €7, entao X €T
I13) Se X, Y €T e |X| < |Y| entdo existee €Y — X tal que X Ue €T

Poderiamos relaxar a condicao da finitude do conjunto E e trabalhar com
uma familia de independentes finitos, mas isso acarretaria na perda de incal-
culaveis propriedades interessantes das matroéides.

Os elementos de Z serao chamados os independentes da matroide M,
os outros subconjuntos de F serao ditos os dependentes de M. Em especial
os independentes maximais e dependentes minimais (da ordem de inclusao)
de uma matroide serao chamados respectivamente de circuitos e bases da
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matroide. O conjunto E como na defini¢cao acima é dito o conjunto base
da matroide M , em geral, dada uma matroéide M denotaremos seu conjunto
base por Ey;. As familias dos independentes, dependentes, bases e circuitos
de uma matroide M serao denotadas respectivamente por: Zys, D, Coas € Bay.

Ao longo de todo o presente trabalho, M representard uma matroide ar-
bitraria, F = Ey; Z = Iy, D = Dyy,C = Cypr e B = By, e no caso de alguma
acentuacao aplicada a M, essas familias receberao o mesmo respectivo acento.
Por exemplo: Z* := Ty, L := Ly, etc.

Isso economizara o trabalho de repetir inimeras vezes frases do tipo: seja
M uma matroide ...e seja Z' a familia de independentes de M’, etc.

Em nome da praticidade, ao longo do presente trabalho, essa politica de
abuso de notacao se extenderd as novas estruturas definidas.

Sejam M e N matroéides, uma bijecdo ¢ : Fyy — En é um isomorfismo
entre as matroides M e N quando X C FE,; é independente em M se e so-
mente se p(X) é independente em N. Quando existe um isomorfismo entre
Me N, dizemos que M e N sao isomorfas e donotamos: M = N.

1.2 Exemplos mais relevantes

O termo “matroéide ” significa “falsa matriz” ou “matriz fraca” e foi introduzido
em 1935 por Whitney em um trabalho intitulado On the abstract properties
of linear dependence. O fato é que num espaco vetorial n-dimensional, a
familia Z dos conjuntos linearmente independentes satisfaz os axiomas da
definicao 1.1.1. A demonstracao de tal fato é simples e pode ser encontrada
em textos basicos de algebra linear ou entao em [Oxley, 1992]. Na verdade,
mais geralmente:

Exemplo 1.2.1 Considere uma matriz m xn, com entradas em um corpo, e
considere os rotulos 1,2,...,n para as respectivas colunas da matriz. Entao
(E,ZI) € uma matrdide, onde E :={1,...,n} e um subconjunto X de E estd
em I se e somente se o conjunto dos vetores-coluna rotulados por elementos
de X € linearmente independente e quaisquer dois elementos de X rotulam
colunas distintas.

Definicao 1.2.2 Uma matrdide, como no exemplo acima, € dita uma ma-
troide vetorial. Uma matroide M é dita representavel sobre um corpo F se

12



existe uma matriz com entradas em F' que, tendo as colunas rotuladas por ele-
mentos de M , nos fornece M como matrdide vetorial.

Em especial, quando uma matrdide M é representdvel sobre 7./27. (resp.
Z/3Z), dizemos que M ¢é binaria (resp. ternaria).

Exemplo 1.2.3 Considere, em especifico, a sequinte matriz com colunas ro-
tuladas:

1 234567
1001101
01 01011
0010111

As colunas de rotulos /4,5 e 6 sao dependentes se e somente se o corpo em
questao possui caracteistica 2, neste caso, dizemos que a matroide associada a
matriz € a matroide de Fano, denotada por I, caso a caracteristica consi-
derada seja distinta de 2 dizemos que a matroide é a matrdide nao fano, F, .
F; (resp. F.) € representdvel sobre um corpo k se e somente se car(k) = 2

(resp. car(k) # 2).

Exemplo 1.2.4 Dado um corpo F', considere o espago projetivo n-dimensio-
nal P*(F) formado pelo conjunto dos subespagos vetoriais 1-dimensionais de
F™. Dado um subconjunto finito E C P"(F), temos uma matrdide de con-
Junto base E na qual um conjunto I C E ¢é independente quando um conjunto
formado por um vetor nao nulo de cada elemento de I forma um conjunto
linearmente independente em F™". Observe que essa matrdide € isomorfa a
matroide vetorial associada a uma matriz que tem como conjunto de colunas
um conjunto formado por um vetor ndo nulo de cada elemento de E.

Exemplo 1.2.5 Considere um grafo finito G com um conjunto de arestas
E. DefinaT :={X C E; as arestas de X nao formam ciclos}. Entio (E,T)
€ uma matrdide. A demonstracao desse fato se dard como coroldario do pri-
meiro teorema da secao sequinte. Tal matrdide denotada por Mg é dita a
matrdide associada a G. Uma matroide M é dita grafica quando existe
um grafo G tal que M = M.

Observe que, se uma aresta e de G é um lago, entao {e} é um circuito de
M. Em geral, se um conjunto da forma {e} ¢ um circuito de uma matroéide,

13



entao dizemos que e ¢ um lago da matroide. Observe que e é um laco se e
somente se e ndo esta contido em nenhum independente (resp. base).

Exemplo 1.2.6 Seja E := {1,...,n} eZ = {I; |I| < m}, com m < n,
(E,Z) é uma malrdide, chamada o matréide uniforme em n elementos
com posto m e € denotada por U,, .

1.3 Bases, circuitos e novas axiomatizacoes

Até agora a tnica forma que temos de conhecer uma matroide é através da
familia de seus independentes, mas neste capitulo veremos que as familias
de bases e circuitos podem desenvolver esse papel e nos proporcionar novos
sistemas de axiomas para definir o que é uma matroide.

Teorema 1.3.1 (Aziomatizacao através de circuitos) A familia C, dos
circuitos de M satisfaz os sequintes axiomas:

C1)0¢c
02) Se 01702 eC e Ch C CQ, entao C1 = Cy

C3) Se C1,Cy € C, Cy # Cy e e € C;NCy, entdo existe Cy € C, tal que
Cg g (Cl U CQ) — €.

Reciprocamente, se temos um conjunto E e uma familia C de subconjuntos
de E satisfazendo C1),C2) e C8), entio eriste uma unica matréide com con-
junto base E e familia de circuitos C. Essa matrdide tem a sequinte familia
de independentes:

{I C E; nao existe C € C tal que C C I},

Proposigao 1.3.2 O axioma C3) pode ser substituido no teorema acima por
uma versao mais forte:

C3’) Se C1,Cy€C,e e C1NCy e f € Cy—Cy entao existe C3 € C, tal que
fEng(C1UCQ)—6.

Proposicao 1.3.3 Se I € 7T e I Ue € D, entao existe um tunico circuito
contido em I U e, que, naturalmente, contém e.

14



Corolario 1.3.4 Se B € B e e ¢ B, entao existe um tnico circuito contido
em B Ue, este circuito contém e.

Definicao 1.3.5 Os circuitos como na proposi¢cao e no coroldrio, recém-
enunciados serao denotados respectivamente por C(1,e) e C(B,e) e sio de-
nominados os circuitos fundamentais de e com respeito a [ ¢ B, res-
pectivamente.

Lema 1.3.6 Os elementos de B sao equicardinais.

Teorema 1.3.7 (Azxziomatizacao através de bases) A familia B, das ba-
ses de M satisfaz os sequintes axiomas:

B1) B+

B2) Se By,By € B e x € By — By, entdo eziste y € By — By tal que
(B —z)Uy € B.

Reciprocamente, se temos um conjunto F e uma familia B de subconjuntos
de E satisfazendo B1) e B2), entao existe uma unica matrdide com conjunto
base E e familia de bases B. FEssa matrdide tem a sequinte familia de inde-
pendentes:

{X C F; existe B € B tal que X C B}.

Proposicao 1.3.8 (Azxiomatizagcao por bases, seqgunda forma) O sis-
tema de axiomas formado por B1) e B2) acima € equivalente ao sistema B1),

B2)*, onde:

B2)* Se B1,By, € B ey € By — By, entao eziste x € By — By tal que
(Bl — J]) Uy € B.

Observagao 1.3.9 Uma boa descri¢io coloquial da diferenca entre B2) e
B2)* ¢ que em B2) se escolhe o elemento de By do qual se desfaz para for-
mar uma nova base sem liberdade de escolha de qual elemento serd acrescido
no lugar. Enquanto em B2)*, se escolhe qual elemento serd acrescido sem
liberdade de escolha do elemento que serd descartado.
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1.4 Restricao e Posto

Definimos o posto de M como sendo o niimero de elementos de uma base de
M e denotamos por rM.

Dado um subconjunto X C F podemos definir uma estrutura de matroide
com conjunto base X, com a familia de independentes ZN2%. Essa matroide
sera chamada a restricdo de M a X e denotada por M|X.

Definimos a funcao posto em M como:
ra 28 — 7,

Xr—rX:=rM|X

Quando nao houver risco de confusao denotaremos rj; simplesmente por

Segue da equicardinalidade das bases em M|X que o conjunto dos inde-
pendentes maximais contidos em X, que coincide com By x, tem elementos
os equicardinais e a cardinalidade de um elemento desse conjunto coincide
com rX. Algumas vezes dizemos que um independente maximal contido em

X é uma base de X .

Teorema 1.4.1 (Azxziomatizacao através do posto)
A funcao posto de uma matrdide satisfaz as sequintes propriedades:

R1) 0 <rX < |X|, para todoX C E
R2) Se X CY CE, entaorX <rY

R3) (Semimodularidade) Para todos X, Y C E, r(XUY)+r(XNY) <
rX +rY

Reciprocamente, se uma funcao r : 2¥ — 7, satisfaz R1), R2) e R3), entdo
r € a funcao posto de uma matrorde com conjunto base E, cujos independentes
sao aqueles conjuntos I tais que rI =|I|.

Teorema 1.4.2 (Aziomatiza¢do através do posto, segunda forma)
O sistema formado por R1), R2) e R3) é equivalente a:

R1)’ r) =0
R2)’ Se XCEexec FEentiorX <r(XUz)<rX+1
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R3)’ Se X CE,z,y€ Eer(XUy) =r(XUz) =rX, entdo r(XUzUy) =
rX.

1.5 Fecho e Geradores

Dizemos que um conjunto X gera e se (X Ue) = r(X). Denotamos o con-
junto de todos os elementos de M gerados por X por ¢lX e o chamamos fecho
de X. Se cIX = X, entao dizemos que X é um fechado de M. A familia dos
fechados de M sera denotada por F. Se Y C clX, dizemos que Y é gerado
por X e X é um gerador de Y. Quando um conjunto X gera F, dizemos que
X gera M . O conjunto dos geradores de M serd denotado por §. Quando
H é um fechado de posto rM — 1 dizemos que H é um hiperplano de M.
O conjunto do hiperplanos de M serd denotado por H.

Teorema 1.5.1 Para todos conjuntos X, Y C E:
CL1) X C clX,
CL2) Se X CY, entio clX C clY,
CL3) cl(cl(X)) = clX; i.e: clX € F,

CL4) Sex €F ey e cl(X Ux)—clX entiox € cl(X Uy)

Teorema 1.5.2 Para todos os subconjuntos X,Y C E:
(1) Se X, Y € F, entao XNY € F
(i) clX = () F

XCFeF
(11i) r(cX) =rX
(iv) See € clX e f € cl(X Ue) entio f € clX

(v) e € clX se, e somente se, existe C € C tal quee € C C X Ue
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1.6 Dualidade

Teorema 1.6.1 Dada uma matréide M, a familia B* := {E — B; B € B}
€ a familia de bases de uma matrdide M *, denominada a matréide dual de
M.

Ao se referir a algum objeto relativo a matréide dual, utilizamos o prefixo
“co”. Os independentes, bases, circuitos, lacos, fechados, a funcao posto,
etc, da matroide M*sao os coindependentes, cobases, cocircuitos, colacos,
cofechados, funcao coposto, etc. de M.

Observe que um elemento é um laco se e somente se ndao estd em nenhuma
base, assim como um elemento ¢ um colaco se, e somente se, estd em toda

base.

Teorema 1.6.2 (i) Z*={F —5;5 € S}
(ii) C* ={E — H; H € H}
(i1i) 7(X) = | X| —rM +r(F — X)

Teorema 1.6.3 (Ortogonalidade) Se C é um circuito e C* um cocircuito
de M, entao |C N C*| # 1.

A seguinte proposicao é uma generalizacao do lema anterior.

Proposicao 1.6.4 Um subconjunto D C E é um circuito de M se e somente
se D é minimal ndo-vazio na propriedade de que |D N C*| # 1 para todo co-
circuito C* de M.

1.7 Menores

Definicao 1.7.1 Seja T C FE, definimos a delecao de T em M por
M|(E —T), e denotamos M\T. Definimos também a contragao de T em
M por (M*\T)* e denotamos M/T. Também denotamos M/(E — T) por
M-T.

A proposicao que segue diz que ha uma forma de associatividade e comu-
tatividade para delecoes e contragoes.
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Proposicao 1.7.2 Se X e Y sao subconjuntos disjuntos de E, entdo:
(MAX)\Y = M\(X UY) = (M\Y)\X;
(M/X)/Y = M/(X UY) = (M/Y)/X; e:
M\X/Y = M/Y\X;

Definicao 1.7.3 Uma matrdide da forma M\X/Y ¢é dita um menor de M.

Proposicao 1.7.4 Os independentes, dependentes e circuitos de M\T sdo
respectivamente os independentes, dependentes e circuitos de M que evitam
T, rane = 7lye-1), chane : X +— clX =T e os geradores de M\T sio os
subconjuntos de E — T que geram E —T em M.

Teorema 1.7.5 Seja Br € Byyr, entao:
(i) ragyr : X — r(XUT) —rT;

(ii) Ty = {I CE—T;1UBp € T} =
={I CE-T; existe B € By com BUI €1},

(ZZZ) B]w/T:{BgE—T;BUBTGB}:
={BC E—T; existe B' € Byyr com B'U B € B};

(iv) Cayr € a familia dos membros minimais e ndao vazios de {C'—=T;C € C};
e

(v) Se C € C, entao C —T é uma unido de circuitos de M/T.

Corolario 1.7.6 r(M/e) = r(M)—1 a menos que e seja um lago er(M\e) =
r(M), a menos que e seja um colago.

Proposicao 1.7.7 M\T = M/T se, e somente se, rT +r(E —T) =rM.

Corolario 1.7.8 M\e = M/e se, e somente se, e é um lago ou colago.
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1.8 Simplicidade e elementos em série e para-
lelo

Definicao 1.8.1 Dizemos que dois elementos estao em paralelo quando for-
mam um circuito de tamanho 2. Dizemos que X # 0 é uma classe em
paralelo de M se X é maximal na propriedade de que cada dois elementos
distintos de X estejam em paralelo em M. Definimos uma classe em série
de M como sendo uma classe em paralelo de M *. Uma classe em série ou
paralelo € dita trivial se possui um unico elemento. Quando dois elementos
pertencem & mesma classe em série de uma matrdide dizemos que estes ele-
mentos estao em série.

Uma matroide é dita simples se nao possui lagos ou elementos em pa-
ralelo e dita cossimples se M* ¢ simples, i.e.. se nao possui colacos ou
elementos em série.

A cada matrdide M podemos associar sua simplificagao simM, que é
uma matrdide obtida a partir de M pela delecao de seus lacos e pela delecao
de todos, exceto um elemento de cada classe em paralelo. Analogamente,
definimos a cossimplificagao de M por coM = (sim(M*))*, i. e.: coM é
obtida a partir de M através da delecao de seus colagos e pela contracao de
todos, exceto um elemento de cada classe em série.

Proposicao 1.8.2 Dois elementos e e f estao em série se e somente se
estao exatamente nos mesmos circuilos.
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Capitulo 2

Conectividade

2.1 Conectividade e Soma

Lema 2.1.1 A relagao ~ definida em EXE que relaciona x ey se, e somente
se, existe C' € C tal que {z,y} C C é uma relacio de equivaléncia.

Definicao 2.1.2 Cada classe de equivaléncia da relagao definida no lema
anterior € dita uma componente conexa de M. Se todos os elementos de
E estao na mesma componente conexa entao dizemos que M € conexa. Se
nao existem x € X ey € E — X tais que v ~ y, entao X é um separador
de M e (X, E — X) é uma separacao de M.

Proposicao 2.1.3 Um conjunto X C E é um separador de M se e somente

serX +r(E—X)=rM.

Teorema 2.1.4 (Tutte, 1966) Se M é conexa e e € E, entao M\e é conezxa
ou M/e € coneza.

Lema 2.1.5 Suponha que E; N Ey = (), entao existe uma matrdide de con-
junto base Ey U FEy e familia de circuitos C; U Cs.

Definicao 2.1.6 A matrdide cuja existéncia € afirmada pelo lema acima €
dita o soma de My e M, e é denotada por My & M,. Dessa forma estd
definido um operador soma de matrdides, que podemos verificar que funciona
de forma associativa e comutativa.

Corolario 2.1.7 Um conjunto X C E ¢ um separador de M se e somente

se .
M= M|X & M\X.

Se Xq,...,X, sao as diferentes componentes conexas de M, entao:

M=MX & & M|X,.
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Proposigao 2.1.8 Seja M = My ® Ms, entao:
(i) T ={LUly; 1} €Ty e I, € Tr};
(ii)) B={B1UBy; By € By e By € By};
(111)) H ={H, U Ey; Hi € H1} U{Hy U Ey; Hy € Ho};
(i) F={F;FNE €F e FNE, € F}; e
(v) S ={S1USy; 51 €81 ey €8s}
Proposicao 2.1.9
(i) (My & Ms)* = M & My,
(i1) (My & Ma)\X = (MI\(X NEY)) & (Ma\(X N Ey)); e
(13i)(My & My)/ X = (M, /(X NEY)) & (My/(X N Ey)).

2.2 k-conectividade

Nessa secao apresentaremos uma generalizacao dos conceitos a respeito de
conectividade introduzidos na secao anterior.

Definigao 2.2.1 Uma particao (X,Y) de E é uma k-separagao de M se:
(i) min{|X],[Y[} = k e

(1)) rX +rY —rM <k —1.

Quando a igualdade ocorre em (ii), dizemos que (X,Y’) é uma k-separa-
¢ao exata de M e quando a igualdade ocorre em (i) (X,Y) é uma k-
separacao minimal de M . Quando existe uma k-separacao de M, dizemos
que M é k-separavel ou k-separada.

Se M é k-separada para algum k, entao definimos a conectividade de
M (notagao: AM) por min{k; M é k-separada}, caso contrario, definimos
AM = oo. Se AM > k, dizemos que M é k-conexa.

Note que os conceito de separacao e conectividade dados na secao ante-
rior coincidem com o conceitos de 1-separacao e 2-conectividade ha pouco
definidos.
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Dada uma matroide M, definimos sua funcao conectividade:
k28 — 7.
Xr—rX+r(E-X)—rM

Lema 2.2.2 A funcao conectividade de M coincide com a funcdao conectivi-

dade de M*.

Demonstragao: Para X C F:

kX = X +r(E-X)—1r"M
= | X|-"M+r(E-X)+|E-X|—rM+rX —|E|+rM
= r X+r(E-X)—rM
= rkuX

Corolario 2.2.3
AM = \M™.

O 1ultimo corolario nos diz que os argumentos relativos a conectividade
podem ser dualizados.

Proposicao 2.2.4 Se M ¢ n-conexa e |E| > 2(n — 1), entdo todos os cir-
cuitos (e, portanto, por dualidade, os cocircuitos) de M tém, no minimo, n
elementos.

Demonstracao:  Por contradicao, suponha que M tem um circuito
C'com j < n elementos. Vamos checar que (C, F — (') é uma j-separagao de
M: & facil verificar que min{|C|,|E — C|} > j (pelo o que a hipotese afirma
sobre a cardinalidade de F). Agora, note que:

rC+r(C—E)—rM=j—-14r(C—E)—rM<j—-1<k-1.

Isso completa a demonstracao. 0

Proposigao 2.2.5 Seja M n-conexa com pelo menos 2n — 1 elementos. En-
tao M nao tem um circuito-cocircuito de n elementos.
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Demonstragcao: Suponha que exista tal circuito-cocircuito, o denomi-
nemos C'. Como E — C' ¢é um hiperplano de M,

min{|C|,|E —C|} >n—1,e:
rC+r(E-C)—rM=n—14rM—-1—rM=n—-2<n-1,

ou seja: M tem uma (n — 1)-separac¢do, uma contradigao. O]

Proposicao 2.2.6 Se A\M = oo, entao M € uniforme, e, mais precisamente:

r+1sen>2r+2;
ANU,p=q n—r+1sen<2r—2;
oo em outro caso.

Demonstracao: Podemos nos limitar a caracterizar os casos em que

rM < ‘gﬂ Os outros seguem por dualidade.
|E|

Suponha que AM = oco. Seja (X,Y) uma particio de £, com |X| < &

Entao:

rX =rX +r(EF—-X)—rM>min{|X|,|Y|} = |X| >rX.

Entao rY¥ = rM e rX = |X|. Portanto X é independente sempre que
| X| < @ e M é uniforme. Em particular |E| < 2rM + 1.

Se M = U,, en < 2r + 1, entdo, dado |X| C E, com, no méximo,
r elementos, da mesma forma, rX +r(E — X) —rM = rX = |X| >
min{|X|,|F — X|}. Segue que M nao é | X|-separavel, além disso, verifica-se,
neste caso, que M nao é k-separada se k > r. Portanto, AM = oc.

Se M 2 U, en > 2r+2, dado X C E com |X| < |E — X]|, entao
|E—-X|>r+1e
rX+r(E—-X)—rM=rX.

Mas verificamos que X < |X| —1 = min{|X|,|E — X|} — 1 se, e somente
se | X| > r+1, segue que AM =1+ 1. O

Proposicao 2.2.7 Sejam M e N matrdides tais que M\e = N. Suponha
que N € n-conexa e M nao. FEntao, ou e € colago de M, ou M possui um
circuito com menos de n elementos contendo e.
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Demonstracao: Sendo M ndo n-conexa, entdo M é (n — j)-separada
para algum j > 0. Le.: Existe uma parti¢do (X,Y) de E tal que:

min{|X|,[Y[} >n—jerX+rY —rM<n—j—1

Suponha, s.p.g., que e € X, suponha também que e nao é colago de M, o
que implica que rM = rN. Entao:

r(X —e)+rY —rN<n-—j—1.

Mas N ndo é (n — j)-separada, entdo | X — e| < n — j, o que implica que
| X —el=n—j—1e, como Ntambém nao é (n — j — 1)-separada, entao
rX =r(X —e), ouseja e € cl(X — e) e existe um circuito C' contido em
X contendo e e | X| < n. O

Proposicao 2.2.8 Seja M k-coneza e (X,Y) uma k-separagio de M com
| X| = k, entao X é um circuito coindependente ou um cocircuito indepen-
dente de M.

Demonstracao: Se X é dependente, entdo, por 2.2.4 (note que |[E| =
| X| + |Y| > 2k), X é um circuito, e, pelo mesmo motivo, se X contém um
cocircuito este deve ser o proprio X, mas isso contraria 2.2.5, entao, se X é
dependente, X é um circuito coindependente. Por dualidade, se X é code-
pendente , entao X é um cocircuito independente.

Falta mostrar que X nao pode ser independente e coindependente , supo-
nha o contrario, entao Y é um gerador e, como (X,Y) é uma k-separagao de
M:

k=1>rX+7rY —rM=|X|+rM —rM =k,
uma contradigao. O
Proposicao 2.2.9 Seja (X,Y) uma k-separagao de M e suponha que |Y| >

k+ 1. Entao: ou X € fechado e cofechado de M , ou, para algum elemento e
emY, (XUeY —e) € uma k-separacao de M.

Demonstracao: Suponha que X nao é fechado ou cofechado, digamos
que nao seja um fechado, e seja e € cl(X) — X, entdo rX =r(X Ue) e:

r(XUe)+r(Y —e)—rM<rX+rY —rM<k-—1.
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Além disso, como |Y'| > k+1, entao min{| X Ue|,|Y —e|} > k e isso completa
a demonstracao. 0

Proposigao 2.2.10 Se M ¢é n-coneza, |E| > 2(n — 1), entao M\e e M/e
sao ambas (n — 1)-conezas.

Demonstracao: Suponha que M\e tenha uma (n—j)-separagio (X,Y)
para algum j > 2, digamos que |X| > |Y|. Pela cardinalidade de F, se
| X| =n—j, entdo |Y| > n — j Temos que:

rX +rY —rM\e <n—j—1e, portanto: :

r(Xue)+rY —rM <rX+1+4+rY —rM\e<n-—j.

Como min{| X Uel,|Y|} > n—j+1, entdo (X Ue) é uma (n—j)-separacao
de M, uma contradicdo. Entdao M\e é (n — 1)-conexa e, por dualidade, o
mesmo vale para M /e. O

2.3 2-somas e Ligagoes em Série e Paralelo

Lema 2.3.1 Dadas matrdides My e My tais que Eyy O Ey, = {p}, onde p
nao € lagco ou colaco de M ou N, 0s conjuntos abaizo sao familias de circuitos
de matrdides com conjunto base E := Ey;, U Eyy,:

Cp CZC]V[lUCMQU{(ClLJCQ)—p;pGCl ECMl epe Cy ECMQ}

Cs:=1{C1 €Cny;p & C1} U{Cs € Cogs p ¢ Co}
U{ClLJCg;pGCl EC]M1 epc Cg ECMQ}

Demonstracao: Os axiomas C1) e C2) sao facilmente verificados para
Cp e Cg, verifiquemos C3) para:

(i) Cp: Sejam Cy,Cy € Cp, suponha que C) # Cy e e € C; N Cy. Se
C1,Cy € Cyy, ou C1,Cy € Cypy,, a demonstragao é direta. Temos os seguintes

casos a considerar:

(i.i) Cy € Cpy, e Cy € Cyyy, neste caso, e = p e temos o circuito (C;UC,) —p.
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(i.ii) Se C1 € Cpp, € Cy = (DU Dy) —p, com p € Dy € Cpp, € p € Dy € Cyy,
entao, necessariamente, e #= p e e € C7 N Dy, logo, existe um circuito
C € Cy, CCp,talque C C (C1UD;)—e. Sep ¢ C, entao C é o circuito
que procuramos, caso contrario o circuito procurado é (C'U Dy) — p.

(1111) Se Cl = (Dl U Dg) —pe CQ = (Dll U D/Q) —p, com p ng Dé € CM2
e p € Dy,D} € Cp,. Podemos supor, s.p.g. que e € C; N Dy, entdo,
existe C' € Cyyy, tal que C' C (D N Dy) —e. Sep ¢ C, entdo C'é o cir-
cuito que procuramos, caso contrario o circuito procurado é (CUD))—p.

(i) Cs: Sejam Cy,Cy € Cp. Suponha que C; # Cy e e € C1 N Cy. Se
C1,Cy € {C € Cypy; p ¢ C1}, a demonstragao é direta, o mesmo vale para
My no lugar de M;. Os casos a se considerar sao:

(ii.i) Quando Cy € Cyp,, com p ¢ Cp, e Cy = Dy U Dy, com p € Dy € Cyy, €
p € Dy € Cyy,. Neste caso, existe C' € Cyy, tal que C C (C1ND;) —e, se
p ¢ C, entdo C'é o circuito que procuramos, caso contrario um circuito
que vai satisfazer C3) neste caso ¢ (Dy UC') — p.

(ii.ii) Se C; = D1 UDy e Cy = DU DL, com p € Dy, Dy € Cppy € p €
Dy, D} € Cyy,. Podemos supor, s.p.g. que e € Dy N D}, entdo, existe
C € Cyy, tal que C C (DU DY) —e. Novamente, se p ¢ C, entao C'é o
circuito que procuramos, caso contrario um circuito que vai satisfazer
C3) neste caso é (Co UC') — p.

O

Definicao 2.3.2 No lema acima, a matrdide com familia de circuitos Cp
(resp, Cs) é chamada a ligagdo em paralelo(resp. ligagao em série) de
M e M; e ¢ denotada por My &p My (resp. My @g Ms).

Observacao 2.3.3 Fssas operacoes podem ser extendidas para o caso no
qual p € lago ou colaco de alguma das matrdides M ou N da sequinte forma:

Se p € laco de M, :

M, ©p My := My ®p My := M, ® (My/p); e
M1 @S M2 = M2 @S Ml = (Ml/p) ) MQ.

Se p € colaco de M;:

M, ©p My := My ®p My := (Mi\p) ® Ms; e
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Ml EBS M2 = M2 @S M1 = M1 EB (MQ\p)

Mas o objetivo do presente trabalho € trabalhar com matroides conezas,
entao vamos desconsiderar estes casos.

Note que My ®&p My = My ®p My e My Bg My = My &g M.

As matroides M; ®p My e M, &g My foram definidas em termos das
familias de circuitos, a proxima proposicao da uma caracterizacao em termos
de bases:

Proposicao 2.3.4 Suponha que F1 N Ey = p e seja £ = Ey U Ey, suponha
também que p nao € laco ou colaco em My ou M, entdo:

(Z) B]VhGBSMQ = {Bl U BQ; BiNBy = @ e Bz < Bi; 1€ {172}}, e:

(ii) Baryapar, € 0 conjunto dos elementos B € 2% tais que p € BN E; € B;
para todo i € {1,2} oup ¢ B e BNE; € B, e (BNE;)Up € B; para
algum i # j em {1,2}.

Demonstracgao:

(i) Sejam By e By bases disjuntas de M; e M,. Verificamos diretamente
que B; U By nao contém nenhum circuito de M; &g M,. Como temos ba-
ses disjuntas By e By, entao r(M; &g My) > |By U By| = rM; + rMs,. Por
outro lado, dada uma base Bde M; &g M>. Suponha que By := BN E; e
By := BN FE5 nao sao bases para M; e Ms. S.p.g., podemos supor que B
é dependente. Como B; C B, B; nao contém circuito de M; evitando p,
entao existe um circuito C, de My, tal que p € C C By, portanto, By — p
é independente em M. Nestas circunstancias, B, é independente em Ms,
pois caso contrario, assim como argumentado para B; existiria D € Cy tal
que p € D C By, logo C'UD € Caryeqm, estaria contido em B. Ou seja: B
¢ uniao disjunta dos independentes By — p e By de M; e M,. Logo, como
r(My @s My) > rMy + rMs por cardinalidade, By — p € By e By € Bs.

(ii) Se By e By sao bases de M e My contendo p, entdo, verifica-se que, em
M, &p Ms, B := B;U By nao contém nenhum circuito. Entao r(M; ®p My) >
rMy + rMs — 1. Por outro lado, seja B € By, contendo p. Como nao
existe circuito de M; ou M, contido em B, entao By := BNFE; e By := BNE,
sao independentes em M; e, como r(M; ®p My) > rM; + rMy — 1, por
cardinalidade, sdo bases. Se p ¢ By, By, By Up € By e By € By, entao
B, U By é independente em M; @p M,. Por outro lado, seja B € By, pis,-
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Verificamos que By := BN E; e By := BN E5 sao independentes de M; e
M. Se B;Up, © = 1,2 sao ambos dependentes em M;, entao, em M;, existem
circuitos C; C B; Up contendo p, o que implica que (C1 UCs) —p € Canop,
estd contido em B, uma contradi¢ao. Entao supomos, s.p.g., que ByUp € 1,
por cardinalidade, como r(M; @p My) > rM; +rMy — 1, entdo By Up € By
e By € By, completando a demonstracao. (]

A proxima proposicao mostra uma relacao de dualidade entre as opera-
coes de ligacao em série e paralelo.

Proposi¢ao 2.3.5
(My ®s Ma)" = My &p My

Demonstragao:
Se B € Bapagn,, digamos que B = By U By tal que: By N By = 0 e
BZ' € B“ 1€ {1,2}

Se p € B, digamos que p € By — By. Temos que
E - B=(E— B)U((Ey— By) —p).

E, — By € By, e (B2 — By) —p) Up = By — By € Byy,. Pela proposigao
anterior, B € BJWTEBPMQ*‘

Se p ¢ B, entdao E — B = (E; — B1) U (Ey — Bs), que ¢ uniao de bases de
M7 e M5 contendo p.

Por outro lado, as bases de M7 @©p M; contendo p sao da forma E —
B := (Ey, — By) U (FEy — By), onde p ¢ B; € B;, entao BiN By = 0 e
B=B,UBy € BM1@SM2'

As bases de M @&p M nao contendo p, podemos assumir, s.p.g., que sao
da forma (£, — B;) U(E; — By), onde By — By € By, e (Ey — By)Up € By,
com p ¢ Ey — By, entdo B := By U By é uniao disjunta de bases de M; e Ms.
O

Seguem algumas propriedades “aritméticas” das ligacoes em série e para-
lelo:

Proposicao 2.3.6 Suponha que E\NEy=p, ExsNEs=qe i NE;=0¢
p e q nao sao lacos ou colagos de My, My ou M3, entao:
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(i)

(i1)

(iii)

(iv)
(v)

(vi)

r(My @s My) =rMy +1rMs; e

r(My ®p My) =My +rMy — 1.

My = (M, ©s M) /(E2 —p); e

My = (My &p Ma)\(E2 — p).

(My &5 M2)\p = (M1\p) ® (Ma\p); €

(My ®p Ma)/p = (Mi/p) ® (Mz/p).

(M1 &5 Ms)/p = (M1 @p Ma)\p.

Para e € Ey — p:

Se e nao estd em série com p em M;:

(My ®s Ma)\e = (Mi\e) B Mp;

(M; ®&p My)\e = (Mi\e) ®p Ms; e

Se e nao estd em paralelo com p em M.
(M g My)/e = (M, /e) ®s My;

(M) ®@p My)/e = (M /e) ®p Ms.

(My ®s M) Bs My = My Bg (My Bg Ms);
(My ®@p Ms) ®p M3 = My ®p (My ©p Ms);
(My ®g M) ®p M3 = My ®g (Mo ®p Ms); e

(My ®&p M) ®s M3 = My &p (My Bg Ms).

Demonstragao: As afirmacao (i) decorre diretamente da proposigao
2.3.4, enquanto (iv) segue de 2.3.5 s6 se faz necessaria a constatagao de algu-
mas das afirmacoes, as outras seguem por dualidade, segundo a proposicao
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2.3.5.

Basta observar o formato de C(M; ®&p Ms) para concluir que M; =
= (My ®p Mx)\(E2 — p) e (My &p Ma)\e = (Mi\e) ©p M,. Idem para
C(My @5 M), (My ®s Mzx)\p = (Mi\p) & (Ma\p) e (M ©s Ma)\e =
= (Mi\e) g M. O

Definicao 2.3.7 Se Ey N Ex = p, introduzimos uma nova operagcao entre
M e N: a 2-soma, definida por:
M &2 N = (M & N)/p= (M &p N)\p.

O elemento p € dito o ponto base da 2-soma M ®5 N.

Proposigéo 2.3.8 (Ml @QMQ)* = MI*@QMQ*, T(Ml @2M2> = T’Ml —I—T'MQ—l
e o0s itens (iii)-(vi) da proposi¢ao anterior permanecem vdlidos se quaisquer
simbolos Bg e ®p forem substituidos por ®-.

Proposicao 2.3.9

(Z) C(Ml D2 MQ) = {Cl S CMl;p ¢ Cl} U {CQ S CMQ;p ¢ CQ}U
U{(Cl U CQ) —p,pE C; e CMZ}

(i) Bareon, € 0 conjunto dos elementos B € 20FYE2=P  tais que

BNE; €B;, e (BNE;)Up e B; para algum i e j distintos em {1,2}.
Proposicao 2.3.10 Sao equivalentes:
(i) My e My sao conezas;
(i) My ©s My é conexa;
(i1i) My ®p My € conexa; e
(iv) My @9 My é conexa.

Demonstragdo: Vamos comecar demonstrando que (i) implica (iv). Su-
ponha (i), sejam e e f em M; @&y My. Se e € Ey e f € E,, entdo seja
pecCieCiep felCy el e feCiUl EC(Ml S MQ), see, fe kb,
entdo e, f € C € Cy, se p ¢ C, entdo e, f estdo na mesma componente co-
nexa, caso contrario, tome Cy € Cy contendo p, entao, e, f € (C;UCy) —p €
C(M; @y Ms) e o resultado segue. Vamos mostrar que (iv) implica (iii), para
isso basta observar que, se M; @s Ms é conexa, entao: dado e € My &y My,
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em M; @ p Ms, e e p estdo na mesma componente conexa. Supondo (iii), veja
que, em M; ou Ms todo elemento estd na mesma componente conexa que
p. Para completar a demonstracao: M; e M, sao conexas se e somente se
My e My sdo conexas se e somente se M| @®p My = (M; g Ms)* é conexa
se e somente se M; @g My é conexa. falta mostrar que (ii) implica em (i).
Suponha (ii), sejam e e f em M;, entdo existe um circuito C'de M; ©g M,
contendo {e, f}, se Cé circuito de M; a prova esta completa, caso contrario
C'é um circuito da forma Cy U Cy com C; € C;. entao {e, f} C C;. Logo M;
e conexa e, da mesma forma, M, também o é. O

2.4 2-somas e 3-conectividade

Vimos que (X,Y) ¢é uma l-separacdo de M se e somente se
M = (M|X) @& (M|Y), veremos um resultado analogo para 2-separacoes
e 2-somas.

Teorema 2.4.1 Seja M conera. Entao (X1, Xs) € uma 2-separacao de M se
e somente se min{|X1|,|Xz|} > 2 e M = My @y My, onde My e My sao ma-
tréides de conjuntos base X,Up e XoUp, comp ¢ E. Além disso as matrdides
M e My sdo unicamente determinadas em funcdo de (X1, Xs), a menos, é
claro, do rotulo do elemento p.

Demonstracao: Suponha que uma matrboide conexa M seja a 2-soma
My @y My, com p = E; — E e |E;] > 3. Um conjunto X C E; —p é
independente em M se e somente se X ¢é independente em M;. Como M; é
conexa (portanto sem colagos), existe um independente maximal contido em
E; que evita p. Entao rM; = rE; = r;(E; — p), portanto:

r(Ey—p)+1(Ea—p)—rM =ri(Ey —p) +ro(EBa—p) = (rMy+rMy—1) =1
Portanto (E; — p, B — p) € uma 2-separagao de M.

Por outro lado, suponha que (X7, X5) seja uma 2-separagao de M. Vamos
precisar de dois lemas para construir a matroides M; e M,, cuja 2-soma é M.

Lema 2.4.2 Sejam C; e Cs circuitos de M que encontram tanto X, como
X5, Entao C1 N X1 nao estd contido propriamente em Cy N X7.
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Demonstracgao: Suponha o contrario e escolha z; € C; N X e
To € (CQ N Xl) - (Ol N X1> Como 02 N X1 é independente de ]\47 Og N X1
estd contido em uma base B; de X;. Seja By uma base para X,. Como
By C (B1UBy) — {x1, 22}, entdao Xy C cl((B1 U By) — {z1,x2}) Pela existén-
ciade Cy e Cy, {x1,22} C cl((B1UBy)—{x1,25}), ouseja: (B1UBy)—{x1, 22}
¢ um gerador de M e:

rM =r((ByUBsg) —{z1,25}) < |Bi| + |Ba| =2 =7X; + 71Xy — 2

Entao rX; + rXy — rM > 2 contrariando o fato de (Xi, X3) ser uma
2-separacao de M. O

Lema 2.4.3 Seja 0 CY; C X;, i = 1,2. Suponha que, para i = 1,2, C; seja
circuito de M tal que C;NX; =Y, e C;NX; # 0 para i,j € {1,2}. Entao
Y1UY; €Cpy.

Demonstracao: Suponha que o lema nao seja valido sejam C e Cy

um contra-exemplo com C7 U Cy minimal, observe que se C, = C5 o lema é
valido, entao C; # Cs.

Afirmacao: (C;UCy) N X; é independente para i = 1, 2.

De fato, suponha, s.p.g., que ¢ = 1 e suponha, por contradicao, que exista
um circuito C contido em (C7 U Cy) N X;. Temos que C' # (4, pois Cy, ao
contréario de C, encontra Xs. Seja x € C'—C1, o que implica que x € C5. Seja
y € Co N Xy, Aplicamos C3’) a C, Cy, x e y, de forma a obter um circuito
C) C (C'UC(Cy) — z contendo y. Temos que: y € CHN Xy C CyN Xy e C)
contém, necessariamente, um elemento de C. Portanto C encontra tanto X,
como X3 e esta contido em (C} U Cy) —x € Cy U Cy. Vamos mostrar que
Cy N Xy =Y, para entrar em contradigado com a minimalidade de C; U Cs.
Para isso, basta aplicar o lema 2.4.2 em C5 e C) que diz que C} N X, nao
pode estar contido propriamente em Cy N X5, como C4,N Xy C CyN Xo, entao
CiN Xy = CyN Xy, Isso demonstra a afirmagao.

Para i = 1,2, seja B; uma base para X; contendo (C; U Cy) N X;. Se
Ci N Xy, =Y, entao a demonstracao estd completa, pois, neste caso, C; =
Y; UYs. Suponha que Cy N Xy # Ys. Pelo lema anterior, Cy N Xy € Ys. Seja
xe € (C1 N Xy) — Y; e, analogamente, podemos tomar z; € (Cy N X;) — V7.
Dessa forma z; € B; e (B; U By) — {1, 22} contém Cy — x5 e Cy — 1. Entdo
(B1 U Bg) — {1, 22} é gerador de M . Portanto:

rM < |By|+ |Bs] —2=71X; +1rXs — 2,
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o que contradiz o fato de (X, X3) ser uma 2-separagdo de M. A demons-
tragao deste lema estd concluida. Note a semelhanca nos desfechos das de-
monstracoes do presente lema e do lema anterior. O

Vamos a construcao de M; e My de conjuntos base X; Up e X5 U p, que
serao caracterizadas através de suas familias de circuitos. No que se refere a
heuristica, se invertermos o processo de construcao da familia de circutos de
uma 2-soma, chegamos, necessariamente, a:

Ci = Cux, U{(C NX;)Up; C é circuito de M encontrando X; e X5}

Vamos verificar que estes argumentos heuristicos se concretizam. Se
tais matroides com as familias de circuitos acima existem, verificamos que
M = M, &5 M. além disso, observe que, nao poderiam existir outras matroi-
des com essa propriedade. Falta verificar que C; e Co, como definidas acima,
obedecem a C1), C2) e C3):

(i) C1) é trivialmente satisfeito.

(ii) O tnico caso um pouco mais problemético para se verificar C2) é quando
temos dois circuitos da forma (C; N X;) Up e (Cy N X;) U p, mas neste
caso 2.4.2 nos garante o resultado.

(iii) Digamos que ¢ = 1. Se um dos circuitos estd em C(M;\p) a verificagao
¢ imediata. Suponha a nao verificagdo de C3). Entdo os circuitos que
servem de contra-exemplo sdo da forma (C7; N X;)Upe (CoN X;) Up,
em particular, escolha tais circuitos C; e Cy com C5N X5 minimal. Seja
rex e (CiNCyNX;)Up. Por 24, (C1NX;)U(CaNXy) é um circuito
de M contendo z. Sejay € (Ci1NX;) — (ConNXy)ez e Cyn Xo.
Por C3’) existe um circuito C' de M contido em [(C; N X;) U Cy) — =
contendo y, e, portanto, interceptando X;. Pela minimalidade de C e
Cy, C C X;. Entao x # p, ou seja, z € C; N CyN X;. Entao, por C3'),
temos D € [(Cy N X;) U Cy] — & contendo y, que ¢ um membro de Cy
atestanto a veracidade de C3) nessa situacao, uma contradigao.

OJ

Definicao 2.4.4 No enunciado do teorema precedente, as matréides de con-
junto base X1 Up e Xo Up sao denominadas 2-fatores de M com respeito a
X1 e Xy, respectivamente.

A proxima proposicao mostra que cada 2-fator é naturalmente isomorfo a
um menor proprio de uma 2-soma. Sua demonstracao é de facil verificacao.

34



Proposicao 2.4.5 Seja M = M; &y My com Ey N Ey = p. Seja C um
circuito de M encontrando E; e Ey e e um elemento de C' N Ey.  Entao
M, = M\(Ey, — C)/[(C N Ey) —e¢]. Além disso tal isomorfismo consiste
apenas na troca do rétulo do elemento p em M por e.

Definicao 2.4.6 Dada M conexa, uma arvore de decomposicao de M é
um grafo drvore T com arestas rotuladas por ey, ..., ex_1 e vértices rotulados
por matroides My, ..., My de forma que:

(i) Cada M; é 3-conexa com, ao menos, 4 elementos ou é um circuito ou
cocircuito com, pelo menos 8 elementos;

(ii) E1UUEk :Eu{el,...,ek_l};

(iii) Se a aresta e; incide aos vértices M; e My, entao E; N Ej = e;;

iv) Se os vértices M; e M; nao sio adjacentes, entao E; N E; = 0; e
j J j

(v) M € obtida exaustivamente pelo sequinte processo: Cada aresta rotulada
por e ligando os vértices rotulados por M; e M; € contraida no grafo T e
os vértices M; e M; dao lugar a um novo vértice rotulado por My ©q My.
Tal processo é repetido até que se obtenha um tnico vértice, rotulado
por M.

Teorema 2.4.7 (Cunninghan e Edmonds) Toda matrdide conexa M tem
uma decomposicao em drvore T (M) na qual dois vértices adjacentes nao sao
rotulados ambos por circuitos ou ambos por cocircuitos. Tal drvore € unica,
a menos de rotulacao de arestas.

Definicao 2.4.8 A drvores T(M) cuja existéncia € atestada pelo teorema
acima ¢ chamada a drvore de decomposicao candnica de M e denotada
por T(M). O conjunto das matrdides que rotulam os vértices de T (M) serd
denotado por Ay(M).

Demonstracao do teorema 2.4.7: A existéncia de uma arvore de de-
composicao de M pode ser demonstrada aplicando-se o teorema 2.4 sucessivas
vezes.

Vamos a demonstracao da unicidade. Suponha que M seja um contra-

exemplo para o teorema minimizando |Ey|. Sejam T e T arvores de de-
composi¢ao de M distintas conforme o enunciado do teorema. Sejam e e €’
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arestas de T e T”, respectivamente.

A remocao de e de T', divide essa arvore em duas outras, considere as ma-
troides My e My, resultantes do processo em 2.4.6, (v) aplicado a essa duas
arvores menores. Sejam X = Ey, —eeY = Ey, —e. Pelo teorema 2.4,
(X,Y) é uma 2-separacao de M. Analogamente, a partir de ¢’ e T" definimos
matroides My, e My e uma 2-separagao (X', Y”') de M.

Como, pela escolha de M, o teorema vale para as matroides My, My, Mx:
e My, entdo as 2-separacoes (X,Y) e (X',Y’) sdo distintas. Além disso
T e T' nao podem possuir subarvore terminal em comum, isso segue da uni-
cidade atestada pelo teorema 2.4 e da minimalidade de M.

Seja
Q={XnX, XnY ,YnX YNY'}

Lema 2.4.9 Eziste um 2-separador de M em Q.

Demonstragao: Se () € Q, entdo a verificagio é direta. Vamos assumir
que () ¢ Q. Primeiro provaremos que:

2.4.10 Se Z € Q, entao |Z| =1 ou Z é 2-separador de M.

Podemos supor que Z = X N X'. Temos que:
rX4+rY —rM)+ (rX' +rY' —rM) <2,

ou seja,
rX +rX' —rM)+ (rY +7Y —rM) < 2.

Por submodularidade:
rXUX'+rXNX' —rM)+ (YUY +rYNY' —rM) <2
ou seja:
rXUX' +rYNY' —rM)+ (YUY +rXNX —rM) <2.
Como 0 ¢ Q, entao min{|X U X'|,|Y UY’|} > 1. Da dltima equagao:
rXUX +rYNY' —rM=rYUY' +rXNX —rM=1

2.4.10 esté, portanto, demonstrado.
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Suponhamos que |Z| = 1 para todo Z € Q. Entao |Ey| = 4, e como
M é conexa rM = 2. Podemos supor também que rX < rY. Entao, como
rX +rY —rM = 1, X é um par de elementos em paralelo, da mesma
forma, podemos supor que X’ também é um par de elementos em paralelo.
Chegamos, portanto, a conclusao de que M possui uma classe em paralelo
com 3 elementos, entao, como rM = 2, o quarto elemento deve ser um colaco,
uma contradi¢ao. Isso finaliza a demonstracao do lema. 0

Podemos supor que um 2-separador de Mem O é X N X'. Definimos
Z=X'NXeW =Y UY’. Vamos mostrar agora dois lemas.

Lema 2.4.11 Numa matroide N, se U CV C Ey e se T C Exn nao inter-
cepta UUV, entao rU —rV <rUUT —rUUYV.

Demonstragao: Basta observar que, se U gera t € T" entao, V' também o
gera, logo rU —rV <rU Ut —rU Ut. O resultado segue indutivamente. [

Lema 2.4.12 (Z, W) é uma 2-separacio de Mx.

Demonstracao: Temos que Z C X e Y C W. Como as 2-separacoes
diferem, temos que X N W # (). Temos que:

TM:TMX+7’My—1 (21)

Sery, WNX)Ue=ry, WNX+1, entdo W N X nao gera e em My,
ou seja , ndo ha um circuito contendo e e contido em (W N X) U e, portanto
MW = M|W NX @ M|Y. Neste caso por (2.1) por 2.4.11:

vy Z + 1, (WNX)Ue —rMx

Ty Z +ru WNX+1—(M—rMy —1)
= rZ+rWnNnX+rY —rM
= rZ+rW —-—rM <1.

Agora, no caso em que r, (WNX)Ue = ry, WNX, entdo temos que e
nao ¢ colago de Mx|(WNX)Ue. Segue que M|W = My @y Mx|(WNX)Ue
e rW =ry, +rMx|(WNX)Ue— 1. Portanto:

2 1 (WNX)Ue —rMx
= ru L +ruWNX—(rM—rMy —1)
= rZ+rWnX+rMy —1—rM
= rZ+rW —-—rM <1.
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Em todo caso Z é 2-separador de M. [

Temos que X N X' é 2-separador de My, e, simetricamente, este conjunto
também é 2-separador de M’ . Decompomos My como Mx = Mx 7@ Mxw,
onde Mxz e Mxw sao os 2-fatores de Mx com respeito a (X NW)Uee Z,
respectivamente. Analogamente, temos My = Mx/z Go Mxmy.

Temos, entao:

M = My ©y Mxw ©2 Mxz = My @2 Mxw @2 Mxi .

Pela unicidade atestada no teorema 2.4, Mx, e Mx/z sao iguais a menos
do rétulo do ponto base das 2-somas. Como vale a unicidade das arvores de
decomposicio para My e My, temos que T(Myxz) é subarvore terminal de
T(Mx) que, por sua vez é subarvore terminal de T. Analogamente T'(Mx z)
também é subarvore terminal de 7”. Uma contradi¢ao. 0
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Capitulo 3

Preliminares do Resultado
Principal

3.1 Alguns resultados em 3-conectividade

Lema 3.1.1 A dnica matrdide 3-conexa com exatamente 4 elementos € Uy 4.

Demonstragao:  Suponha que |F| = 4 e M seja 3-conexa. Entao,
como M deve ser simples e cossimples rM > 2 e r*M > 2, logo rM = 2.
Novamente, pela simplicidade de M, todo conjunto de tamanho menor ou
igual a 2 serd independente. UJ

Definicao 3.1.2 Um triangulo(resp., triade) de M é um 3-circuito (resp.
3-cocircuito) de M. Se M é 3-conera, dizemos que uma reta de M é um
conjunto L C E mazimal na propriedade de que M|L = Uy .

Lema 3.1.3 Se L € uma reta de M e existe um triangulo contido em L U e,
entao e € L.

O lema que segue ¢é de grande utilidade para se trabalhar com matroides
3-conexas, o lema foi publicado num trabalho de Tutte, em 1966.

Lema 3.1.4 (Lema do tridngulo de Tutte) Seja M 3-conexa com, pelo
menos, 4 elementos na qual {e, f,g} € um triangulo tal que M\e e M\ f
sejam ambas nao 3-conexas. Entao M possui uma triade que contém e e
exatamente um dos elementos f e g.
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Demonstracao: Se |E| =4, entdo M = U,y e o resultado ¢ valido. Po-
demos supor que M tem, pelo menos, 5 elementos. Se M possui uma triade
T, contendo e, entdo, por ortogonalidade, T encontra {f,g}. Mas como
|E| > 5 e M é 3-conexa, entdo M ndo pode ter um circuito-cocircuito com 3
elementos, logo T' # {e, f, g} e o resultado é valido nesse caso. Tudo o que
temos a demonstrar é que M tem uma triade contendo e.

Suponha, primeiramente que, M\e, f seja desconexa e seja (X7, Xo) uma
separacdo dessa matroide com g € X;. Como {e, f, g} é um tridngulo de
M, entao rX; U{e, f} <rX;+ 1. Como M é 3-conexa com, |E| > 5, entdo
qualquer delecao ou contracao de um elemento de M é conexa, isso implica
que rM =rM\e =rM\e, f. Entao, como:

rXy+rXeo—rM=rX;+1rXo—rM\e, f =0, logo:
r(XiU{e, f})+rXo—rM < 1.
Mas M nao é 2-separavel, logo | Xs| = 1. Escreva Xy = {z}. Entdo x é um

colago de M\e, f e, pela cossimplicidade de M, {e, f, g} é uma triade de M.

Suponhamos entdo que M\e, f é conexa. Como, nem M\e, nem M\ f
sao 3-conexas, entdo, como |F| > 5, essas matroides sao conexas, e, por-
tanto, 2-separadas. Seja (Ej, E) uma 2-separagdo de M\e e idem para
(Fy, Fy) e M\ f. Digamos que f € Eyj ee € Fy. Se g € Ey, entdo (E;Ug, E»)
é uma 2-separagao de M, uma contradi¢ao, similarmente g ¢ F}, i.e.: g €
Ey N Fy. Veja que, rM\e, f =rM\e =rM\f =rM, portanto:

r(Ey) +r(Ey) <rM+1; e (3.1)

r(F) +r(Fy) <rM+1. (3.2)

Observe que |E1|, |Fi| > 3, caso contrario, pelas inequagoes acima e pela
simplicidade e M\e e M\ f, tertamos (E, — f, Ey) ou (F} — e, F3) como 2-
separacao de M\e, f. Se adicionarmos (3.1) e (3.2) e aplicarmos semimodu-
laridade, obtemos:

T(El U Fl) + T(El N Fl) + T’(EQ U Fg) + T(EQ N Fg) S 2rM + 2, e (33)

T(El U Fg) + ’I“(El N FQ) + T(Eg U Fl) + T’(EQ N Fl) S 2rM + 2. (34)

Da segunda dessas desigualdades:

r(EyUFy) +r(EanNFy) <rM+1; ou (3.5)
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T(EQ U Fl) + T(El N FQ) < rM + 1. (36)

Mas e,gc EyUF e f,g < E1UF2, lOgO f S CZ(EQUF1> eec CZ(E1UF2),
portanto:
r(FyUFyUe)+r(E1NFy) <rM+1; ou (3.7)

Como M nao é 2-separada, entdao: |Ey N Fy| <1 ou |Ey N Fy| <1, entdo,
como ’E1’7 ‘Fl‘ > 2, El N Fl 7& @

(E1NFy, E; U Fy) é uma particdo de Eppe r, que é uma matroide conexa,
além disso min{|E; N Fi|, |Ey U Fy|} > 1, entdo:
T(El N Fl) —|—T(E2 U FQ) > rM + 1.

Este resultado combinado com (3.3) nos da:

T(El U Fl) + T(EQ N Fg) S rM + 1.

Mas (E1UF;, EyNF}) é uma particdo de Eyy, e como M é 3-conexa, entao
|Ey N Fy| < 1, mas g € Fy N Fy, logo:

mas isso implica que:
|EaNF| > 1 (3.10)
|Ey N Fy| > 1. (3.11)

Como (Ey U Fy, B, N Fy) particiona Eyp e (Ey U Fy, By N Fy) praticiona
En g, entao:
r(EyUFR)+r(E1NF) >rM+1, e (3.12)

r(BeUF)+r(EyNFy) >rM+ 1. (3.13)

Por (3.4) vale a igualdade em (3.12) e (3.13), e, portanto, em (3.5) e
(3.6), e, por consequéncia, também em (3.7) e (3.8). De (3.7), temos que
|Ey N Fy| < 1, entdo, por (3.10), |Es N Fy| = 1, e, portanto, por (3.9),
|E5| = 2. Logo (E1, E5) é uma 2-separagao minimal de M\e. Por 2.2.8, F; é
circuito ou cocircuito de M\e. Mas M\e nao possui 2-circuitos, entao Ey é

cocircuito de M\e e EyUe é uma triade de M. Isso finaliza a demonstragao.
O

Lema 3.1.5 Seja M conexa com, ao menos dois elementos e C = {eq, ..., en}
um circuito de M com a propriedade de que M\e; seja desconexa para i =
1,...,m — 1. Entao C contém um 2-cocircuito evitando €,,.
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Demonstracao: Suponha que o lema nao seja valido e considere m
como o menor valor para o qual o teorema nao vale, é facil observar que
m > 3.

Se 2 <j<m-—1eM\e;/e; é conexa, entdo, como M\e; é desconexa,
podemos escrever M\e; = M; @ M, com e; sendo elemento de M;. Entao
M\ej/er = (Mi/e1) & Ma, ou seja, M /ey é vazia e e; é um colago de M\e;,
entao e; e e; estdo em série em M e o teorema vale. Logo M\e;/e; é desco-
nexa para todo 2 < j<m — 1.

Vamos ver que m > 3, para isso suponha que m = 3, entdo M/e; é
conexa, pois M\e; é desconexa e ey e eg estdo em paralelo em M /ey, logo
M /e1\es é conexa e o teorema vale como atestado acima.

Entao o teorema vale para C' —e em M /ey, pois, como M\e; é desconexa
M /ey é conexa. Logo, temos um 2-cocircuito de M/e; (e, portanto de M )
contido em {eg, ..., €, 1} O

Lema 3.1.6 Seja (X,Y) uma 2-separagio de wma matrdide coneza e cos-
simples M e C' um circuito de M encontrando X e Y. Entao Ctem um 2-
subcongunto A com M\A coneza.

Demonstracao:  Suponha que o lema nao seja valido e seja M =
Mx @2 My com Ey, = X Upe Ey, =Y Up para algum p ¢ E. Se
para Z = XY, My possui um elemento ey € C tal que M\ey é conexa
entdo {ex,ey} é o conjunto A que faz o teorema valer, digamos entao que
My \e é desconexa para todo e € C'NY. Entao pelo lema anterior aplicado
a My e C'U p, temos um 2-cocircuito A contido em C, que também sera
cocircuito de M, contrariando a cossimplicidade de M. O]

Definigao 3.1.7 A matréide associada ao grafo de vértices {0,...,n} com
uma aresta incidente a cada par (1,2),(2,3),...,(n — 1,n),(n,1),(0,1),
(0,2),...,(0,n) é chamada a roda de tamanho n: W, e dizemos que o
circuito formado pelas arestas (1,2),(2,3),...,(n—1,n),(n,1) € sua calota
e os elementos fora da calota serao chamados de raios.

O proximo resultado é um teorema de [Akkari, 1992]:
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Teorema 3.1.8 Seja M uma matrdide 3-conexa com, pelo menos 4 elemen-
tos e C'um circuito de M. Suponha que, no caso de M ser isomorfa uma
roda de posto maior que ou igual a 4, C nao seja sua calota. Se M\ A é des-
conexa para cada 2-subconjunto A de C', entdo cada 2-subconjunto de C estd
em uma triade de M.

O proximo lema é uma variante desse tltimo teorema:

Lema 3.1.9 Seja M uma matrdide 3-conexa com, pelo menos, 4 elementos
e C'um circuito de M. Suponha que, no caso de M ser isomorfa uma roda
de posto maior que ou igual a 4, C nao seja sua calota. Se M\ A é desconeza
para cada subconjunto A C C, com r*A = 2, entdao cada 2-subconjunto de
C esta em uma triade de M com terceiro elemento fora de C.

Demonstracao: Suponha a nao validade do lema e escolha um contra-
exemplo M nimizando |E|. Se |E| = 4, entdo M = U4, mas as hipoteses
do lema nao sao validas para essa matroide. Entao |[E| > 5. Como M é um
contra-exemplo, temos um 2-subconjunto Y de C'que nao estd contido em
nenhuma triade com terceiro elemento fora de C. Por 3.1.9, Y esta contido
em um a triade T™ de M, que estara, portanto contida em C. Vamos provar
o seguinte.

3.1.10 Se e € T*, entao M/e nao é isomorfa a uma roda com posto maior
que ou tqual a 4 de calota C' — e.

Suponha que T* := {e, f,g}. Veja que g estd num triangulo 7', de M/e
com dois raios. Observe que, por ortogonalidade com 7™, T' nao é circuito
de M e, portanto T"U e o é. Seja A um 2-subconjunto de C' — e evitando
g e formado por elementos de C' — e nao adjacentes se olharmos M /e como
um grafo tipo roda. Veja que T'U e é um circuito de M\ A, portanto e nao
¢ colaco dessa matroide. Observe que M/e\A nao possui colagos. Portanto
M\ A nao possui colagos. Observe que todo elemento de M\ A fora de C' —e
estd em um circuito com um elemento de C' — (A U e). Para mostrar que
M\ A é conexa, basta mostrar que todos os elementos de C' — (A U e) estao
numa mesma componente, sejam fi, fo € C'— A. Por 3.1.8 existe uma triade
T} = {f1, f2, f3} de M. como M\ A nao possui colagos, entdo 17 é triade de
M\ A ou seus elementos estdo em série em nessa matroide, que é, portanto
conexa. O que contraria o fato de M ser um contra-exemplo para o teorema.
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3.1.11 M/e € nao 3-conexa para todos elementos e € T*.

Suponha que tenhamos e € T* tal que M /e seja 3-conexa. Seja A C C'—e
tal que 7*A = 2. Se M/e\A é conexa, como, por hipdtese, M\ A é desco-
nexa, entdao e é um colaco de M\ A e A gera e em M*. Logo r*AUe = 2
e M\(AUe) = M/e\A é conexa, uma contradi¢do. Portanto M/e\A é des-
conexa para todo A C C com r*A = 2. Pela escolha de M, , o lema vale
para M /e, ou seja, por 3.1.10, para cada 2-subconjunto X C C' — e existe
uma triade, T% de M/e tal que X C Tk e Ty ¢ C — e. Evidendtemente,
T% também é uma triade de M. Entdo M*[(T*UT;._,) = Uy e T*UTr. _,
contém Y e o elemento f de T;._, fora de C. Portanto Y U f é uma triade
de M; uma contradi¢ao. Concluimos a validade de 3.1.11.

Pelo lema do triangulo de Tutte, os elementos ¢, f e g de T™ podem ser
ordenados de forma que E —T™ contenha elementos d e h tais que {d,e, f} e
{f,g,h} sdo tridngulos de M. Chegamos a uma contradigio, pois podemos
ver que M\T* é conexa, T* C C, e r*T™ = 2. O

Lema 3.1.12 Seja C um circuito com, pelo menos 3 elementos em wma ma-
tréide conexa e cossimples M. Se M\A é desconexa para cada subconjunto
A C C, comr*A = 2, entao existe uma matrdide 3-conera H em AY(M),
com pelo menos 4 elementos, onde C é um circuito de H, e:

(1) H é isomorfa a uma roda na qual C € a calota; ou

(1) cada 2-subconjunto de C estd contido em uma triade de H ndo contida
em C'.

Além disso, existe um subconjunto W C E — C' e uma familia M de
matrdides conexas {Ny;b € W}, tal que M é a 2-soma de H com todos os
elementos de M.

Demonstracao: Observe que o lema 3.1.6 implica que:
3.1.13 Para cada 2-separacio (X,Y) de M, C C X ou C CY.
Por 3.1.13, existe uma matréide H € AY(M) da qual C'¢é um circuito,

H nao é um cocircuito, pois |C| > 3, e H nao é um circuito, pois M é cos-
simples. Entao H é 3-conexa com pelo menos 4 elementos. Dado A C C,
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com rg«A = 2, como H*|A = M*|A, temos que ry+«A = 2, entdo M\ A é
desconexa. Consequentemente H\A também ¢ desconexa.

Entao, pelo lema 3.1.9, ou H é uma roda de calota C, ou cada 2-subconjunto
de C'esta contido em uma triade de H nao contida em C. As outras afir-
magoes do lema seguem da estrutura da arvore de de composicao de M:
W = Ey — Ey, ou seja: W é o conjunto dos elementos que rotulam as
arestas adjacentes a H na arvore de de composicao de M e N, é a matroides
adjacentes a b na arvore obtida pela contracao de todas as arestas da arvore

de de composi¢ao de M que nao estao em W (segundo o processo descrito
em 2.4.6, (v)). O

Lema 3.1.14 Seja M 3-conexa com, pelo menos, 4 elementos e C um cir-
cuito de M . Suponha que M\A é desconexa para cada A C C tal que
r*A =2. Seja Z := {e € E—C; AUe é triade de M para algum 2-subconjunto
A C C}. Entao:

(Z) ‘Z| =leM*= U|C\71,|C|+1; ou.

(1) M nao possui um circuito D tal que |D N Z| = 1.

Demonstracgao:

Supondo a validade de (i), é facil observar a existéncia do circuito D que
contraria (ii).
Se M é uma roda de posto, pelo menos, 4 com calota C', entao Z é o conjunto
de seus raios e a interse¢ao e cada circuito de M distinto de C' tem pelo menos
dois raios. Entao, pelo lema 3.1.9, podemos assumir que cada 2-subconjunto
{a,b} de C'esta contido em uma triade de M com o terceiro elemento fora de
C, denotaremos uma tal triade por T7;.

Suponha a nao validade de (ii), seja D um circuito com DN Z = {e}.
Temos ag,by € C tais que T, = {ao, by, e}. Por ortogonalidade, digamos
que ag € D, por ortogonalidade novamente, qualquer que seja b € C' — D,
necessariamente e € T, ,. Entdo {ag,e} U (C — D) esta contido em uma
reta L* de M*. Como o processo pode ser feito para qualquer ay € D — e,
concluimos que C U e esté contido em L*. Mas como todo elemento de Z
estd numa triade com dois elementos de C C L* entao C U Z C L*. Por
ortogonalidade, Z = {e}, pois se tivéssemos outro elemento f em Z, e e f
estariam numa triade com terceiro elemento em C', uma contradicao. Observe

que:

r(CUe)+r(E—(CUe))—rM = r(CUe)+r*(CUe)—|CUe| < |C|+2—(|C|+1) = 1.
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Como M nao é 2-separada, entdo |[E — (C' Ue)| < 1. Caso existir um
elemento em E — (C'U e) este estaria em L*, mas isso contraria o fato deste
elemento nao estar em Z. Logo E — (C'Ue) = (). Segue que E = L* e
M Z Uic—1,cj+1- O

3.2 Matroéides de Sylvester

O seguinte resultado esta em [oxley,10.2.5], e parte de sua demonstracao foi
omitida por ser demasiadamente longa.

Lema 3.2.1 As sequintes condicoes sao equivalentes se M possui, ao menos
4 elementos.

(i) Cada par de elementos distintos de M estd em uma triade;

(i) M é coneza e para cada par de elementos distintos e e f, M\e € conezxa
e M\e, f desconeza.

(111) M é 3-conexa e M\e, [ é desconeza para cada par de elementos e e f
distintos.

Demonstracao: Vamos mostrar que (i) implica (ii) e (ii) implica (iii),
mas vamos omitir a demonstracdo de que (iii) implica (i):

Suponha que (i) vale, entdo M nao possui elementos em série. Os menores
cocircuitos de M\e sdo os pares de elementos em série, que sdo, justamente
aqueles que estavam em triade com e em M. Estes elementos estao todos
numa mesma componente conexa, enquanto as outras triades de M que nao
continham e continuam sendo triades em M\e. Logo dois elementos estao
em uma mesma triade ou estdao em série. Portanto, M\e é conexa. Por outro
lado, dados elementos e e f de M, como e e f estao em uma mesma triade,
digamos {e, f, g}, entdo g serd um colago de M\e, f.

Suponha que M ndo seja 3-conexa, e (ii) continue valendo. Entao po-
demos escrever M = M; @9 My com o elemento p sendo a intersecao dos
elementos de M; e M. Tome e € My e f € My como M\e = (M;\e) G M,
e M\f = M; @y (M\f) sdo conexas, entao Mj\e e M\ f também o sao,
assim como M\e, f = (M;\e) @2 (Ms\ f), uma contradigio. O
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Definigao 3.2.2 Se a dual de uma matrdide atende as condigées (i)-(1ii) do
teorema acima, esta matroide € dita uma matréide de Sylvester. Observe
que uma matroide € de Sylvester se e somente se cada par de elementos dis-
tintos estd em um tridngulo.

Corolario 3.2.3 Uma matroide N, com pelo menos 4 elementos, é dual de
uma matrdide de Sylvester se, e somente se, € cossimples, conexa e, para
cada 2-subconjunto A, de En, N\A € desconeza.

Definicao 3.2.4 Dizemos que uma subfamilia C' C C cobre X C E dupla-
mente se cada elemento de X estd em, pelo menos dois elementos de C'.

Lema 3.2.5 Suponha que N* é uma matroide de Sylvester com, ao menos
4 elementos, ou N = U, para algum m > 3. Entao, dado um circuito Cy
de N e g € C, existem circuitos Cy,...,Chiq de N tais que:

(i) Ci,...,Chyq1 sao distintos;

(i) {C4,...,Chri1} cobre Ex duplamente;

(iii) C; — (Cimy U Ci—a U ... U CY) # 0 para todo i € {2,...,n};
() g ¢ CoU...UC,; e:

(v) n=r*N.

Demonstracao: Se, N = Uy, seja a1 = g, Ex = {a1,...,an},
n:=m-—1, C; :={a;,a;41} para 1 <i <ne Cy, :={ay,a,}. Entdo olema
vale com essa familia de circuitos.

Seja N* uma matroide de Sylvester, com |Ey| > 4 e g € C; € Cy,

seja by := g e {by,...,b,} uma cobase para o cohiperplano E — C, en-
tao B := {by,...,b,} & uma cobase de Ne E — B uma base de N. Para
1= 2,...,n seja C; o circuito fundamental de b; com respeito a £ — B em

N, note que C] é o circuito fundamental de b; com respeito a £ — B em N.
Para cada i € {2,...,n}, {b1,by} esta contido numa triade {by, b;, b}, en-
tao {b1,0,... b} gera B em N* e é, portanto, uma cobase de N, considere

o hiperplano H* gerado por {b,... b/} em N* e seja Cp, 11 := E — H*.

Vamos verificar que C1, ..., C, 1 satisfaz (i)-(v):
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(iii), (iv) e (v) se verificam por construgao.

(i): C4,...,C, sdo distintos pois, para¢,j € {1,...,n}, b; € C; se e somente
se i = j. Como by ndo estd em H* (isso implicaria que by, ..., b, € H*)
e, para 2 < i < n, b; ¢ H* (isso implicaria que b; € H*), entao
Cnt1:= E — H* é distinto dos circuitos anteriores pois contém B.

(ii): No item anterior, vimos que a familia de circuitos escolhida cobre
B duplamente, falta verificar essa propriedade para os elementos de
E — B: Suponha, por contradicao, que e € E — B esteja num 1nico
circuito da familia construida: Cj. Entao, para j #1i, C; C E — B —e,
ou seja: £/ — B — e gera b; em N, mas I/ — B — e nao gera b; em
N\e, pois o tnico circuito de N contido em (E — B) Ub; é C;. Entao
chine(E — B —e) = FE —{e,b;} e b; ¢ colaco de N\e, o que contraria o
lema anterior.

3.3 Spikes

Definicao 3.3.1 Para r > 3, M é um spike de posto r, pernas Lq,..., L,
e tip e se:

(i) cada L; é um tridngulo contendo e;

(i1) para 1 < k <r —1 a unidgo de k conjuntos distintos dentre Ly, ..., L,
tem posto k + 1; e:

(11i)L1, ..., L, cobre E .

Segue, diretamente da definicao, que duas pernas se encontram somente
no tip, e M é uma matroide simples.

Durante esta secao, M denotard um spike arbitrario de posto r, tip e e
pernas Ly, ..., L. e L; := {a;, b;, e}.

Proposicao 3.3.2

(i) Para i # j (L; U L;) — e € um circuito e cocircuito de M .
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(ii) Com exce¢io das pernas e dos circuitos listados no item anterior, os
circuitos de M sao hiperplanos ou geradores.

(i1i) M /e pode ser obtida de um circuito pelo acréscimo de um elemento em
paralelo a cada elemento do circuito.

(iv) Existe um circuito D = {e,dy,... d.} com e # d; € L;.

(v) Os tnicos possiveis hiperplanos de M sao aqueles formados pela uniao
de r — 2 pernas, os circuitos-hiperplanos do item (ii) e conjuntos for-
mados por r — 1 elementos distintos do tip de um circuito da forma

{e,dl...,dr}.
(vi) Para cada i =1,...,r, M\e/a; e (M\e\a;)* sao spikes de posto r — 1
e tip b;.

Demonstracao: (i) Por C3) em L;, L; e e , temos a existéncia de um
circuito C' C {a;,b;,a;,b;}. Suponha por contradicao que |C| < 4, entdo
C'intersecta, digamos, L; em somente um elemento, digamos a;, entao, como
e e a; sao gerados por L;, logo b; , e, portanto, L;, o sao. Uma contradi-
¢do com o item (ii) da defini¢do de spike. Digamos que i = 1 e j = 2. Se
L3y U...U Ly gera algum elemento de Ly (resp. Ls) entdo Lz U...U Ly gera
Ly (resp. Ls), e, consequentemente, gera M. Uma contradigao, pois rM = r
er(LsU...ULy) =7r—1.

(ii) Suponha que C'¢é um circuito que nio esteja listado no item (i) nem
seja uma perna. Dogamos que C'encontre exatamente as pernas Lq,... Ly
fora do tip, conforme o que foi analizado no item anterior, temos que k£ > 3
e que C'encontra, no maximo, uma perna em mais de um elemento. Pela
existéncia de C, Ly U... U Ly gera Ly segue, por 3.3.1, (ii), que k = r.
Entao |C| =7+ 1 ou |C] = r. No primeiro caso C encontra uma perna em
dois elementos, logo C' gera o tip, e gera, por consequéncia, Fy;. No segundo
caso, observe que C'nao pode gerar um elemento de E); — C, pois isso impli-
caria que C gera o tip e, potanto a matroide, uma contradigdo com |C| = r.
C' é, portanto, nesse caso, um hiperplano.

(iii) Como M é simples, entdo r(M/e) = r — 1. Seja X := {aq,...,qa,},
como |X| = r, X € Dyy., ou seja, existe um cicuito C' € Cy tal que
C —e C X, segue da classificacao dos circuitos de M dada pelos itens anteri-
oresque C' —e= X e: C =X ou C = X Ue, nos dois casos verificamos que
X € Ca/e, como cada b; & paralelo a a; em M e, segue o resultado.
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(iv) Observe que D :={e,a;...,a,} é dependente e gerador de M , logo
contém um circuito C, se C' # D, entao, pelo item (ii), C' = D —e. Por C3’),
temos um circuito C’ contido em (L; UC') — a; que contém e, pelo item (ii),
segue que C' = (D — {e,a;}) U b;. Isso finaliza a demonstragao de (iv).

(v) Suponha que o tip estd em um hiperplano H. Complete o tip até
um independente [ gerador do hiperplano. Observe que em [, além do
tip, s6 pode haver mais um elemento de cada perna. Entao [é formado
pelo tip mais r — 2 elementos de » — 2 pernas distintas:L;, ..., L; —o. Mas
H=cll=1L,U...UL;_,. Poroutro lado, se e ¢ H, entdao H pode ter, no
maximo, um elemento de cada perna, ou seja: o H conterd r — 1 elementos
de r — 1 pernas distintas, se o conjunto X destes r — 1 elementos nao estiver
contido num circuito-hiperplano listado em (ii), entdo X é um hiperplano,
pois podemos verificar que X € Z (n@o contém circuito). Logo rX =r — 1
e X nao pode evitar exatamente um elemento de um dos circuitos de M .
Portanto X é um fechado.

(vi) Digamos que i = r, quando deletamos o elemento e de M os tnicos
circuitos que restam sao aqueles nas formas {a;, a;, b;,b;} e {dy,...,d,}, con-
forme itens (i) e (ii); quando conbtraimos a, obtemos os triangulos K; :=
{br,a;,b;} que sdo as pernas de M\e/a,, de fato, elas cobrem E —z — e e:

T]V[/aT(ijU"-UKjk) :T(Kjlu...UKijGT>—T(lT:

Portanto, M\e/a; é spike de tip b;. Do item (v) concluimos que os cocir-
cuitos, por serem complementos dos hiperplanos podem ter cardidnalidade
4, r 4+ 1 ou r + 2, os cocircuitos de 4 elementos sdo aqueles listados em (i)
e ndo encontram o tip. Entdo qualquer elemento de {C* — {e,a,}; C* € C*}
com 3 elementos é minimal nessa familia e é, portanto, um circuito de
(M\e\a1)* = M*/e/ay e estes sao os conjuntos da forma K; := by,b;,a;,

que sdo as pernas de (M\e\a;)*, de fato, dada uma familia £ C {2,...,r}:

M*/ay/e (UJECKj) = Ty ((UjeﬁKj> U {6, al}) = Ty {67 al} —
=7 (Ujez:ij) —2= ‘ Ujez:m Lj‘ —Tr+r (E - (Ujez:ij)) —2=
=21LUl[+1—7r+r((U, Lj)—e)—2=

{2,...,r}—L
:2|‘C|+1 _T+T(Uj€{2 L]) =

r

..... r}—L
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=21L|+1—r+|{2,....r} = L|+1=|L]|+1
0

O spike livre de posto r é aquele cujos tinicos circuitos nao geradores sao
as pernas e aqueles listados no item (i) da proposigao.

No caso binario, existe apenas um tnico spike de posto r: Considere um
circuito D como no item (iv) da proposigao, digamos que D = {e, aq, ..., a,},
podemos representar a; ..., a, por I., consequentemente, e serd representado
por (1,1,...,1) e b; sera representado pelo vetor cuja tnica entrada nula é a
i-ésima. M é a matroide vetorial associada pela matriz [I.|J, — I,|1], onde
J- € a matriz r X r com todas as entradas iguais a 1 e 1 o vetor coluna com
entradas iguais a 1, com os respectivos rotulos aq, ..., an,b1,...,0,, €.

Definicao 3.3.3 Sejam C'e D circuitos de wuma matrdide N, onde
D = {e,a,b} e CN D = {e,a}, dizemos que C é indiferente com respeito
a D—eem N, se (C—a)Ub também é um circuito de M.

Lema 3.3.4 Se M tem um menor spike em Ly U Ly U Lg nao isomorfo a Fx,
entdo eriste um circuito D, como no item (iv) da iltima proposicdo, que é
indiferente com respeito a L; em M, para i € {1,2,3}.

Demonstracao: Seja M; um menor spike de M em L; U L, U L3. En-
tao M; tem um 4-circuito C conforme item (iv) da tltima proposicao, o qual
podemos assumir que é {e, ai, as, az}. Digamos que M; = M\ X/Y. Entao
XUY = (LyU...UL,) —e. Podemos assumir que Y = {ay,...,a,} e
X = {by,..., b}, pois se deletassemos dois elementos da mesma perna per-
deriamos todos os circuitos nao listados em (i), impossibilitando a existéncia
de C, e se contraissemos dois elementos da mesma perna transformariamos
o tip num laco. O circuito C teve de ser originado de um circuito de M pela
exclusao de elementos de Y, pela caracterizagao dos circuitos de M que a
proposicao precedente nos deu, podemos esgotar as possibilidades e concluir
que o unico possivel circuito que originou C'foi D := C' UY, que é, portanto
um circuito de M.

Suponha que D nao seja indiferente com respeito a nenhum dos conjuntos
L —e={a;,b}, i =123, ie.:{e,a;,a;, by} nao é circuito para {i,j,k} =
{1,2,3}, o que implica que {a;,a;,by} é circuito para {i,j,k} = {1,2,3}
(item (ii) da proposi¢ao). Suponha agora que M; ndo é isomorfa a F;. Entao
{b1,b2,b3} ¢ Cy, logo {e, by, by, b3} € Cy(observe que chegamos a conclusao de
que My = Fr-). Assim como mostramos que D := Y UC € C, verifica-se
que {e, by, by, b3} UY é circuito de M. e o mesmo para {e,a;,b;,b,} UY,
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com {i, 7, k} = {1,2,3}. Entdo {e, by, bs,b3} UY & o circuito indiferente com
respeito a L; — e em M que desejavamos. O

O seguinte lema sera usado na proxima demonstragao, é um resultado de
[Seymour, 1981].

Lema 3.3.5 Se M ¢ uma matrdide 3-conexa nao bindria e e e f sao elemen-
tos de M, entao M possui um menor isomorfo a Us 4 utilizando e e f.

Lema 3.3.6 M possut circuitos Dy e Dy que contém o tip e Lo U ... UL, C
D1 U Dy. Além disso a menos que M seja um spike bindrio de posto impar.
Tais circuitos D1 e Dy podem ser escolhidos de forma que L1 C Dy U Ds.

Demonstragao: Vejamos, primeiramente, o caso no qual M é um spike
binério, olhe para os elementos de M como sendo vetores de GF(2)": e tem
todas as coordenadas iguais a 1, a; tem somente a i-ésima coordenada igual
a 1 e b;, somente a i-ésima coordenada igual a 0. Se r é par, entao a; = > b;

i
ou seja: by,...,b. € uma base de M e, como by +---+ b, =e, {e,by,...,b.}
é um circuito Dy entao basta escolher Dy = {e,ay,...,a,}. Se r for impar,
entdo >, b; = 0, em particular, {by,...,b,} é um circuito (pela caracte-

i=1,...,7r
rizagao dos circuitos de um spike). Como {bs,...,b.} é um independente e
ai+ >, b;=e, entdo {as, by, ...,b.} ndo é circuito e nao pode ser depen-
1=2,...,7"

dente por causa da estrutura de spike, entao os circuitos que buscamos sao:
{e,ay,by,....b.} e{e,ay,... a.}.

Suponha que M é nao binéria, entao M tem um menor N = Usy que
usa e e a;. Podemos assumir que NN usa by, pois b; nao pode ser contraido
no processo de obtencao de N como menor de M. Digamos que o quarto
elemento usado em Nseja ay e que N = M\X/Y. Note que nem Y ou
X podem conter dois elementos de uma mesma perna e by, € X, digamos
que Y ={as,...,a,} e X = {by,...,b.}. Observe que Y Uay é uma classe
em série de M/e\X e portanto de M\ X, isso implica que Y U {e, ay,as}
e Y U{e, b,as} sdo circuitos de M\ X, logo de M. Entao {e,as,...,a,} é
um circuito de M indiferente com respeito a L; —e. Se {e,by,...,b.} é um
circuito de M nao temos mais o que mostrar, entao, podemos assumir que
{b1,...,b.} é circuito e portanto {e,ay,bs,...,b.} & um circuito, por C3’),
juntamente com {e, by, as,...,a,}, temos os circuitos que procuravamos. [
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Capitulo 4

Empacotemento e cobertura por
circuitos

4.1 Demonstracao do teorema principal

Nesta secao vamos apresentar e demonstrar o teorema-alvo do trabalho, um
resultado de James Oxley e Manoel Lemos, publicado em 2006.

Definicao 4.1.1 Seja M conexa e e um elemento de M, denotamos por
ceM e ciM o tamanho de um maior circuito e de um maior cocircuito de
M contendo e, respectivamente.

Denotamos por C.:M a familia dos circuitos de M contendo e . Denotamos
por 0. M o tamanho da menor subfamilia de C.M cuja uniao é E e por v.M
o tamanho da menor subfamilia de C.M na qual quaisquer dois circuitos se
encontram somente em e.

Teorema 4.1.2 Seja M conexa com pelo menos dois elementos e seja e um
elemento de M tal que M /e seja conexa. Entdo:

veM + 6, M < r*M + 2.
Se M nao tem um menor F; usando e, entao:
veM + 6, M < r*M + 1.

Demonstragao:
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Suponha que o teorema nao seja valido e seja M um contra-exemplo mi-
nimizando |E]|.

Note que M nao é um spike de tip e pois, neste caso:
o 7y =71y + 1.
o v M =ry

e Pelolema 3.3.6, .M = 2, amenos que M seja um spike binério de posto
impar, mas neste caso M tem um menor Fano usando e e . M < 3.

Definicao 4.1.3 Dado um menor conexo M' de M usando e e diferente de
um colago, definimos sM' = 2 se M’ tem um menor Fano usando e e sM’ =1
caso contrdrio. Observe que se M" e menor de M', entao sM" < sM’, em
particular sM’ < sM.

Como M desrespeita o teorema:

veM + 0.M > r*M + sM + 1.

Observe que M nao e um circuito, o que implica que r*M > 1.

Seja C',...,C,, uma familia de tamanho méximo de elementos de C.M
tais que a intersecao de dois elementos da familia seja e. Entao m = v, M.

Vamos ver que:

414 :m>2

Para isso, vamos precisar do seguinte lema, um resultado em [Lemos,
Oxley, 2001].

Lema 4.1.5 Seja M conexa com pelo menos dois elementos e seja e um
elemento de M. FEntao 0. M* < c,M — 1. Onde c.M € o tamanho de um
circuito de tamanho mdrimo contendo e.

Demonstracao: A demonstracao sera por inducao em n := ¢, M. Se
ceM = 2, entdao, como M é conexa, dado f € E, {e, f} esta contido em um
circuito de tamanho 2, entao M é uma classe de elementos em paralelo com
e, ie: M = Ul,\e\-

Suponha que n > 3 e o lema seja valido para todo natural em {2,...,n—

1}. Seja C* um cocircuito de M contendo e. Podemos assumir que C* # E,
pois neste caso o lema ja esta provado.
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Usando o teorema 2.1.4 |C*| — 1 vezes, nos elementos de C* —e, chegamos
a existéncia de uma particao (X,Y’) de C* tal que N := M\ X/Y seja conexa.

Por ortogonalidade, cada circuito de M contendo e encontra X ou Y, en-
tao todos os circuitos contendo e serao eliminados durante a dele¢cao ou re-
duzidos de tamanho durante a contracao. Entao:

ceN < c.M.

Como C* # E, |Ey| > 2. Entao, pela hipotese de inducdo, existem
k < c.N — 1 cocircuitos C7,...,C; de N contendo e cuja uniao cobre Ely.
Para cada C} existe um cocircuito D] de M tal que C] = D7 — X. Entao
C*,Dy,...,D;sao k+1 < c.M — 1 cocircuitos de M contendo e e cobrindo
E'e o resultado segue. 0

Se m =1 entdo:
1+60.M=v.M +6,M >r"M+ sM + 1.

Portanto: .M > r*M +sM > r*M +1 > c;M — 1, contrariando o lema que
acabamos de demonstrar.

Lema 4.1.6 M nao possui cocircuito D* contendo e e contido em algum C;.

Demonstragao: Suponha o contrario, por ortogonalidade, {e} C D* N C;
para todo j = 1,...,m. Mas, para i # j, C; N C; = e e, como m # 1, entao
D* N C; = {e}, contrariando a ortogonalidade. O

Lema 4.1.7 M € cossimples.

Demonstragao: Suponha o contréario, entao M , por nao ter colacos, possui
uma classe em série nao trivial S. Pelo lema anterior, e nao esta em S. Seja
f € 5. Observe que, como f estd numa classe em série nao trivial, entao
CM/f={C—f,CeC.M}. Daisegue que M/f contraria a escolha de M.
O

Lema 4.1.8 Para todo f € E— (C1U...UC,,), M/e\f é desconexa.
Demonstracao: Suponha que exista f contrariando o teorema, sendo

M /e\f conexa, entao, por argumentagao analoga a apresentada na demons-
tracao anterior, M\ f é conexa, pois {e, f} ndo é cocircuito de M e este fato
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¢ a chave da demonstragao:
Pelas minimalidade de M:

VeM\f + 0. M\f <r*M\f+sM\f.

Observe que:
(i) veM\f =veM, pois f ¢ C1U...UCp;

(ii) 0. M\ f > 0.M — 1, pois dada um subfamilia de C.M\ f cobrindo E — f
basta acrescentar um circuito de M contendo f e e para chegar a uma
subfamilia de C.M cobrindo FE;

(iii) r*M\f = r*M —1; ¢
(iv) sM\f < sM.
Por (i)-(iv):
veM +0.M —1 < v M\f+0.M\f <r"M\f+sM\f <r"M — 1+ sM,

contrariando a minimalidade de M. O

Lema 4.1.9 Para todo i = 1,...,m, M/e\A € desconexa para todo A €
C; —e, com |A] > 2.

Demonstracao: A demonstracao desse lema segue a idéia anterior.

Dado um conjunto A C C; — e com, pelo menos, 2 elementos, entao:
(i) r*M\A < r*M — 2, pois M é cossimples;
(ii) veM\A > v .M — 1, pois sej # i, entdo C; € Cpp a;

(iii) 0. M\A > 0.M — 1, pois uma subfamilia de C.M\ A que cobre £ — A
unida com Cj cobre E; e

(iv) sM\A < sM.

Pelas desigualdades acima e pela minimalidade de M:
veM +0.M —2 < v M\A+ 0. M\A < sM\A+r*M\A < sM +r*M — 2,

contrariando a prépria minimalidade de M. O
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Lema 4.1.10
E=Ciu...uC,

Demonstragao:

Suponha a nao validade do lema e escolha f € E — (C; U...UC,,). Por
4.1.8, M/e\f é desconexa. Como M /e &, por hipotese, conexsa, temos que
M/e, f & conexa. Como e nao é lago ou colaco de M, entdo M/ f é conexa e,
portanto:

veM/f+0.M/f <r*M/f+sM/f.

Temos que r*M/f = r*M e sM/f < sM, além disso cada C; contém
um circuito de M/ f, pois se o predprio C; nao for circuito de M/ f, entao
existem um circuito C] de M tal que C] — f C Cj, entao por C3*), existe
C! C C;uUC! = C; U f contendo e e, por consequéncia, f neste caso, tal
circuito de M/ f contido em C; é C!' — f. Portanto v.M/f > v.M. Ou seja:

veM + 0. M/ f <r*M + sM,

o que implica que . M/f > .M. Seja n = 0.M/f e seja Dy,..., D, uma
subfamilia de C. M/ f cobrindo E — f. Entao, para cada i, ou D;U f é circuito
de M, ou D; é circuito de M. Como 0. M/f > .M, entdo D; é circuito de
M para cada i. Como M/e\ f é desconexa podemos supor que D;—e e Dy—e
estdo em componentes conexas distintas de M/e\ f. Seja C’ um circuito de
M /e minimal em C'—(D;UDy) na propriedade de encontrar tanto D; quanto
Dy, o que implica que f € C’, mais precisamente, f € C'—(D;UD,). Vamos
nos utilizar da seguinte afirmagdo mais & frente:

4.1.11 C"—(D1UDy) e uma classe em série de (M/e)|[(D1UDyUC") —e].

Vamos demonstrar essa tltima afirmacao por contradigao. Se os elemen-
tos de C'" — (D U Dy) nao estao em série, entdo existe um circuito C” que
contém um, mas nao todos, os elementos de C' — (D; U D). Pela mini-
malidade de C’, digamos que C” nao encontra D, mas somente Ds. Seja
ce(C'"NC")—=Dyedy € DyNC. Por C3*) em C', C”, ¢ e dy, temos um
circuito C"” C (C'"UC") — ¢ C (C"U Dy) — ¢, que contém dy € Dy e, por
nao estar contido em C’, deve encontrar também D,, e por nao conter c,
contraria a minimalidade de C".

M|(D,UD,UC") & conexa e tem C' — (DU D3) como classe em série. Seja

N a cossimplificacao dessa matroide: N := co[M|(D; U Dy U C")] podemos
assumir que f é elemento de N. Sejam D), Dj e C” os circuitos formados
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pelos elementos de, respectivamente, Dy, Dy e C' em N. Se |D)| = 2, entao
como D; consiste em duas classes em série unidas em M|(DyUDyUC”). Mas
nessa matroide, Dy N Dy = ¢, logo e nao pode estar em série com nenhum
outro elemento. Entdo D; — e é uma classe em série em M |(D; UDyUC"), 0
que implica que Dy — e é circuito classe em série de (M /e)|[(D;UDyUC") —e],
mas esta tltima matrbide nao possii i — e como componente conexa, uma
contradigao, entao | D1, |D5| > 3. Vamos reunir informacoes sobre N:

(i) N é conexa e cossimples;

(ii) N tem circuitos D] e D) cuja intersecdo é e e cuja unido evita um tinico
elemento f de M;

(iii) Cada um desses dois circuitos acima tem, ao menos 3 elementos; e:

(iv) M\ f/e possii duas componetes conexas nos conjuntos D} —e e D} —e.

Vamos fazer uso do seguinte fato:

4.1.12 Uma matrdide N que satisfaz (i)-(iv) tem o conjunto base escrito
como unigo de dois circuitos, ambos contendo e e f.

De fato, (sugiro que comege a desenhar) observe que rN*\e/f =, este
fato, juntamente com (iv) implica que N*\e/f tem as componetes conexas
de posto 1, i.e.: cada componente é uma classe em paralelo, mas N*\e é
conexa e cossimples,; entdo, cada par de arestas em paralelo de rN*\e/f =
unido com f é um tridngulo em N*\e, e, como rN*\e = 3, entdo cada 4-
conjunto dessa matroide que evita f é um circuito, concluimos entao que
N*\f é a conexdo em paralelo de duas retas nos conjuntos (D] —e) U f e
(Dy—e)U f. Sejam a;, b; elemento distintos de C; —e. Considere as retas em
N* geradas por {ay,as}, {as, b1}, {b1,b2}, e {by,a1}. Como N* é simples,
entao e nao pode estar na intersecao de duas dessas retas consecutivas na
ordem ciclica dada, mas isso implica que e evita duas dessas retas nao con-
secutivas: 7 e o . Observe que F = (E — 1) U (E —13) e, como rM* = 3,
entao 71 e 7y sao hiperpalnos de M* e EE —r; e £ — ry sao os circuitos que
procuramos (pode parar de desenhar).

Entao Ey € escrito como a unido de dois circuitos, ambos contendo e e
fr Ex:=D{UDj, ie:M|(D;UDyUC") tem circuitos D; e Dy que cobrem
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Dy U Dy U C' e cuja intersegao contém {e, f}. Entao Dy, Dy, Ds,....D,
cobrem E, entao, 0. M < .M/ f, uma contradigao. O

Como, por hipotese M/e é conexa, entdo e nao estd em paralelo com
nenhum outro elemento de M. Podemos supor que existe um inteiro nao
negativo [ tal que (1 <i<Il=|Ci|>4)e (1+I1<i<m=|C;| =3).

Para cadai € {1,...,l}, C;—e éum circuito de M/e e |C;—e| > 3. Como
M /e & conexa e cossimples e, pelo lema 4.1.9, M/e\ A é desconexa para cada
2-subconjunto A C C; — e. Entao, pelo lema 3.1.12, existe uma matroide
3-conexa, com, ao menos 4 elementos, H; € AYM /e, a qual tem C; — e como
circuito e:

4.1.13 (i) H; é uma roda com C; como calota, ou:

(i1) Cada 2-subconjunto de C; — e estd contido em uma triade de H; ndo
contida em C; — e.

Além disso, existe um subconjunto W; C Ey, — (C; — e) e uma familia
M, de matrdides conexas {Ny; b € W;}, tal que M/e é a 2-soma de H; com
todos os elementos de M.

Defina: 7Z; = {f € Ey, — C;; AU f é uma triade de H; para algum
2-subconjunto A C C; — e}.

Lema 4.1.14 Para 1 <: <1, Z; CW,.

Demonstragdo: Suponha o contrario, e tome f em Z; —W; (O que implica
que f ¢ C;). Seja T* uma triade de M/e (e, consequentemente, de M)
contendo f e tal que 7" — f C C; — e. Pelo tltimo lema, f € C; — e para
algum j € {1,...,m} —i. Como C;NC; = 0, entdo T* N C; = f, uma
contradi¢ao a ortogonalidade. 0

Lema 4.1.15 Sei € {1,...,l} e z € Z;, entao r*(H; - [(C; —e)Uz]) > 3.

Demonstracao: Como H; é 3-conexa com, ao menos 4 elementos,
entdo r*H; - [(C; — e) U z| > 2. Suponha que r*H; - [(C; — e) U z] = 2. Como
H; - [(C; —e) U z] é cossimles, entdo H; - [(C; — e) U 2] = Ujg|—2,c|, OU s€ja,
cada 3-conjunto nessa matrbide é uma triade. Seja f € C; —e. Como H;
é 3-conexa com, pelo menos 4 elementos, entdo, H;/f é conexa. Como H;
¢ uma componente 3-conexa de M /e, entdo M/e, f é conexa. Se M/ f fosse
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desconexa, entdo f estaria em paralelo com e, uma contradigdo. Entdo M/ f
¢ conexa. Pela minimalidade de M:

veM/f+0.M/f <r*M/f+sM/f <r*M + sM.

Como v.M/f > v.M, r*M/f = r*M, sM/f < sM e M contraria o
teorema, concluimos que 0. M/f < 6.M. Seja Di,..., D, uma subfamilia
com tamanho minimo de C.M/f cobrindo Ey; . Para cada i, ou D; ou
D; U f é um circuito de M, mas como 6. M > 0.M/ f, entao, cada D; é um
circuito de M, e, assim sendo, nenhum D; pode conter C; — {e, f}. Agora,
ou |C; —{e, f}| = 2 ou cada 3-subconjunto de C; — {e, f} estd em ¢ uma
triade de H;, e portanto, de M /e e de M. Como C; —{e, f} C D;U...UD,,
podemos supor que D1 N (C;—{e, f}) # 0, i.e.: existe 1 € (C;—{e, f})ND;.
Mas (C; — {e, f}) € D1, ou seja, existe zo € (C; — {e, f}) — Dy. Entao, por
ortogonalidade {z1,xs, f} &€ um coindependente de M . Mas {x, x5, f} esta
contido em (C;—e), logo ¢ uma triade de H;-[(C;—e)Uz], e, consequentemente,
de H;, de M/e e de M, uma contradigao. 0

Lema 4.1.16 Sei € {1,...,l} e C € um circuito de H;, entao |C N Z;| # 1

Demonstragao: Se |Z;| = 1, entdo como H; é conexa essa matroide tem
um circuito C' tal que |C'NZ;| = 1, tudo o que temos de fazer é mostrar que a
existéncia de tal circuito C é contraditoria, para isso suponha tal existéncia.
Pelo lema 3.1.14 temos que H; = U\c;|-1,/c;]+1, © que implica que r*(H;) = 2,
contradizendo o lema 4.1.15. 0

Para cada i € {l + 1,...,m}, denotamos C; = {e,a;,b;}. Como M é
cossimples, entdo M /e também é cossimples. Entao, cada classe em série
nao trivial de M/e\{a;;1,...,a,} contém, no maximo, um elemento fora de
{bis1,...,b,}. De fato, sejam f e g distintos em FE — {e,a;11,...,a,}, estes
elementos nao estao em série em M /e e existe um cocircuito C* contendo f,
mas nao g. Se f e g estao em série em M/e\{ay1,...,a,},
entdo C* intercepta {aji1,...,a,}, em, digamos, {a;1,...,a;}. FEntao
(C* —A{ai1, -, ar}) U{bis1,. .., bk} & um cocircuito de M/e\{as1,...,a,}
contendo f, mas nao g, logo, este elementos nao estao em série em
M/e\{ais1,...,a,}. Mas, de acordo com 4.1.10, C} —e,...,C,, — e é uma
familia de circuitos disjuntos de M /e cobrindo E — e. Portanto, por or-

togonalidade com C7 — e,...,(; — e, cada classe em série nao trivial de
M/e\{ajs1,...,a,} esta contida em {b;1,...,bn}
Seja:

N :=co(M/e\{aj1,...,an}).
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Entao N é conexa e tem Cy —e,...,C,, — e dentre seus circuitos. Defina

também:
X =(C1U...uC)) —e.

Entao:
EN - X C {bl+1> s 7bm}

Observe que:
rN > 0.

Considere a arvore de decomposicao canodnica T'(M/e) de M/e. Para
cada i € {1,...,l}, H; estd em AY(M/e). Entdo, se necessario, mudando
os rotulos de alguns elementos dos conjuntos W, podemos assumir que os
elementos de W; rotulam as arestas de T'(M/e) incidentes a H;. Vamos frisar
que Hy, ..., H; ndo sao necessariamente distintas. Agora, em T(M/e), con-
traimos, sucessivamente, as arestas que ligam dois vértices que estao ambos
fora de {H,,..., H;} até que ndo haja mais vértices adjacentes dessa forma.
Em cada contracao desse processo, rotulamos o novo vértice pela 2-soma das
matroides que rotulavam os vértices relacinados com a resta contraida. No
final desse processo vamos obter uma arvore T7"(M/e) com conjunto de ares-
tas Wi U ... UW,. Mais especificamente, como, para cada i € {1,...,l},
Zi; € Wi e |Z;| > 2, nenhum H; é um vértice terminal de T7"(M/e) e, além
disso, |Eg,| > |C; —e|+|Z;| > 3+2 = 5. Note que, se [ = 0, entao, T"(M/e)
consiste de um unico vértice, rotulado por M/e. Como Hy, ..., H; sdo sim-
ples, nao existem dois vértices adjacentes que evitam {Hy, ..., H;}, e 0s C;—e
cobrem F — e, entao dado um vértice H que nao esteja em {Hy,..., H;}, este
vértice ¢ uma uniao disjunta de 2-circuitos entre Cj.q —e,...,C,, —e.

De T'(M/e), contruimos uma &arvore de decomposi¢ao T'(N) para N,
induzindo as contragoes e dele¢oes que nos dao N a partir de M /e nos res-
pectivos vértices que contém os elementos deletados ou contraidos. Se no
final desse processo sobrarem vértices rotulados por matrides com 2 elemen-
tos, estes serao vértices terminais, os eliminamos contraindo a aresta que o
liga ao resto da &rvore e rotulando o novo vértice pela 2-soma dos antigos. A
arvore resultante desse processo serd T'(N). Para cada i € {1,...,[} existe
um vértice H! obtido a partir de H;, por, possivelmente, uma 2-soma com
uma matroide constituida por 2 elementos, i.e., pela troca de rotulo de alguns
elementos de W; por membros de {b;;1,...,b,}. Seja Z! o conjunto Z; apds
essa mudanca de rétulos.

Lema 4.1.17 Se C é um circuito de N, entio |C — X| # 1.
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Demonstracao: Como rN > 0 e N é conexa, o resultado é valido para
[ = 0. Suponha que [ > 0 e que haja um circuito C'de N tal que |C'— X| = 1.
Para cada subarvore 7" de T'(N), associamos uma matroide conexa M (T")
formada pela 2-soma de cada par de vértices adjacentes exaustivamente. Seja
T’ uma tal subarvore com ntimero minimo de vértices na qual M (7") possua
um circuito ¢’ com |C" — X| = 1. Como |C’| > 1, segue que C'N(Cj—e) # 0
para algum j € {1,...,}, digamos que j = 1. Entao C; — e encontra E 1,
e, pela construcao de T"(NV), Cy — e C Eprry. Suponha, primeiramente, que
M (T") é 3-conexa, ou seja M (T") = Hj. Por ortogonalidade, ou C; —e C (',
ou C"'N Z; # (). No primeiro caso, teriamos C; — e C C’, uma contradigao.
Portanto C' N Z] # (). Como C' N Z; C C" — X e este tltimo conjunto tem
apenas um elemento, digamos f, entdao C' N Z; = C' — X = {f}. Pelo lema
3.1.14, |Z1| = 1, contradizendo 4.1.16. concluimos, dessa forma, que M (T")
nao pode ser 3-conexa, ou seja, 7" ndo é constituida de apenass um vértice e
possui uma aresta b. Sejam T e Ty as componentes conexas de 7" — b. Isso
¢, M(T") = M(Ty) @&y M(T5). Pela escolha de 7', nem M(7}), nem M (T5)
possui C’ como circuito. Entao existem circuitos Dy e Dy de M (1) e M(T3),
ambos contendo b, tais que C’ = (Dy U Dy) — b. digamos que f € D;. Entao
Dy —bC X, ie., {b} = Dy — X, contradizendo a minimalidade de T". O

Seja B = {bl+1, ce 7bm} N EN.

Lema 4.1.18 Se A ¢ um 2-subconjunto de B e N\A € conezxa, entio A é
um circuito de N.

Demonstracao: Seja A um contra-exemplo para lema. Entao existe
um circuito C'de N, com ao menos 3 elementos, contendo A. Pela definicao
de N, existe um circuito D de M/e\{a;;1,...,a,} tal que C = D N Ey.
Sejha A = {s1,s2}. como |C| > 3, entao D encontra ao meonos 3 (possi-
velmente triviais) classes em série de M/e\{a;41, ..., an}, incluido as classes
de s1 e sq9, digamos, S; e S, respectivamente. Como N\A é conexa, entao
M/e\{as1,...,an}\(S1USy) é conexa. Seja S" = {a;, b;;b; € S; U Sy}, En-
tao M/e\S" é obtida de M/e\{aj;1,...,amn}\(S1 U Ss), adicionando-se, para
cada j € {{+1,...,m} tal que a; ¢ S', o elemento a; em paralelo com b;.
Entao M/e\S’ é conexa. Além disso M\S’ é conexa, de outra forma, e seria
colago de M\ S’ contradizendo o fato de que Eyp g € a unido dos circuito em
{C1,...,Cn} —{Ci;b; € S1 U Sy} Dessa forma, M\S’ satifaz as hipoteses
do teorema. Entao:

ve M\S' + 0. M\S" < r*M\S" + sM\S". (4.1)
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Observe que v, M\S" = v M —(|S1|+|S2|). Além disso, r*M\S" = r*M/e\S’,
e, em M /e, os elementos de S’ constituem duas classes em paralelo distintas,
nas quais, cada elemento foi substituido por dois elementos em paralelo.
Entao r*M/e\S" = r*M/e — (|S1| + 1) — (|S2] + 1) e, portanto r*M\S" =
rM — (|S1| + [Ss| + 2). Como sM\S" < SM, de (4.1), temos:

veM — (1S1| + |Sa]) + 0. M\S" < r*M — (|S1] + |Sa| + 2) + sM.

ou seja,
veM + (0. M\S" +2) < r*M + sM.

Para completar a demonstragao, precisaremos do seguinte:
4.1.19 M possui dois circuitos, ambos contendo e e cuja unido contém S’.
Admitindo-se 4.1.19, teremos que
0. M < 6, M\S" + 2,
o que contradiz o fato de M ser um contra-exemplo para o teorema.

Para provar 4.1.19, basta mostrar que:

4.1.20 M possui um menor spike M' com tip e cujas pernas incluem o0s
conjuntos C; tais que b; € Sy U Sy, juntamente com, pelo menos, um outro
conjunto.

Pois assim, na validade de 4.1.20, o lema 3.3.6 nos garante a existéncia
dos circuitos que validam 4.1.19.

Para demonstrar 4.1.20, vamos considerar duas possibilidades para o cir-
cuito C:

i) CN(B—A) £0; e
(i) CN B = A.

Suponha a validade de (i). Seja s3 um elemento de C'N (B — A). Entao
o circuito D contém Si, S5 e a classe em série na qual estd s3, digamos, Ss.
Seja D' = DU{a;;b; € S;U Sy U S35} O menor com estrutura de spike dese-
jado sera M’ := [M|(D'Ue)]/[D — (S1 U S2 U S3)]. Observe que os conjuntos
{e,a;,b;} tais que b; € S; U Sy U S3 s80 um a familia de triangulos que s6 se
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encontram em e e cobrem EY,, estes conuntos serdo as pernas do spike. Veri-
ficamos que a uniao de k dessas “pernas” tem o posto desejado pela existéncia
do circuito DNE}, = {b; € S1US,US;}. Entao, na validade de (i), vale 4.1.20.

Suponha agora a validade (ii). Segue da defini¢do de N que C—X = CNB
e estamos supondo que C'N B = {s1, 52}, entdo, como C' ¢ A, C encontra X.
Portanto C'encontra C; — e para algum 1 < j <.

Vamos mostrar que S;US; é uma classe em série de (M /e)|[C'U(C; —e)].
Suponha o contrario. Como C'N B = {s1, s2}, entao:

NI[CU(C; —e)] = [(M/e)|(C U (C; = e)]][(51 — 1) U (52 — 52)].

Entao S; e S; nao estao em série em N|[C' U (C; — e)]. Entao N possui
um circuito C’ que contém exatamente um dos elementos entre s; e sy. Este
circuito encontra C; —e. Como C' — X = {s1, 52}, entao |C' — X| =1, con-
tradizendo o lema4.1.17. Portanto, S; U S5 estd em uma classe em série de
(M/e)[[DU(C; — )]

Seja Dy um circuito de (M/e)|[C U (C; — e)] contendo Sy U Sy tal que
D, — (C; — e) seja um circuito de ((M/e)|[C U (C; —e)])/(C; — e). Observe
que Dy — (C; —e) é classe em série de (M/e)| D, U (C; — e). Observe que os
circuitos de (M /e)| D1 U(C;—e) sdo C; —e e aqueles que contém Dy —(C;—e).
Seja ¢; € D1 N (C; —e) e Dy um circuito de (M/e)| Dy U (C; — e) contido em
[C1 U (Cj —e)] —c¢j. Seja d; € Dy — Dq. Observe que

(M/e)|[Dy U (Cj = e)])/(Cj = {e.¢j dj)})
é um circuito em [D; — (Cj —e)] U¢; com o elemento d; em paralelo com c;.
Seja
M" = (M|[DyU 5" U Cy])/(Cj — {e, ¢j,d)) }.
Segue de 1.7.5,(v), que:
4.1.21 Se T € um triangulo de M ou M" contendo e e tal que T — e seja

um circuito de M" /(V Ue) para algum V que evita e, entio, ou e € um lago
de M" [V, ou T € um triangulo de M"/V.

E facil ver que {e,c;,d;} é um circuito de M”. Entdo, segue de 4.1.21,
que para cada b; € S; U Ss, {e,a;,b;} é um circuito de M”. Pela escolha
de ¢; e dj, segue que [Dy — (C; — e)] U¢; € um circuito de M"/e. Seja
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Y =[D1—(C; —e)] = (S1US,). Entdo M"/e/Y tem entre seus circuitos
S1U Sy Ucy, {¢j,d;} e todos os conjunto {a;,b;} tais que b; € S1 U Ss.

Nossa intengao é provar que M"”/Y é o spike desejado. Para tal, temos
que provar que e nao é um lago de M"/Y. Como [D; — (C; —e)]U¢; é um
circuito de M" /e, entdo, ou [D; — (C; —e)]Uc;, ou [D; — (C; —e)|UcjUe é
circuito de M”. No primeiro caso, escolha b; € S;USy. Entao {e, a;,b;} é um
circuito de M"”. Lembrando que M"” é um circuito em [D; — (C; —e)]Uc; com
o elemento d; em paralelo com ¢;, temos que [D; —(C; —e)]Uc¢; é um circuito
de M" que contém b; e ndo gera e. Logo [(D1 —b;) — (C; —e) Uc;|U{e, a;}
é um circuito de M". Para verificar que M”/Y é um spike, podemos entao
assumir que [D; — (C; —e)] U ¢; Ue é um circuito de M”, se necessario,
trocando os rotulos de a; e b;. Como Y C [D; —(Cj —e)]Uc; Ue, entdo e nao
¢ um laco de M"/Y. Por 4.1.21, {e,c;j,d;} e todos os conjuntos {e,a;,b;},
tais que b; € S; U Sy sdo tridngulos (e as pernas) de M”/Y, a condicao dos
postos se verifica pela existéncia do circuito ([D; — (C; —e)]Uc¢; Ue) =Y.
Portanto, 4.1.20 se verifica e 0 mesmo para o lema. O

Lema 4.1.22 OurN =1, ou N é 3-conexa, com, pelo menos, 4 elementos.

Demonstragao: Suponha que N > 2. como N é cossimples e conexa,
entao N possui, no minimo, 4 elementos. Para provar que N é 3-conexa vamos
provar que 7"(N) possui um tnico vértice. Suponha que T'(N) possui, ao
menos dois vértices e sejam K e K vértices terminais de 7"(N). Sejam ky e
ks as arestas de T"(NV) incidentes a K e Ky, respectivamente. Vamos provar,
primeiramente que:

4.1.23 Para cada @ € {1,2}, existe um elemento e; em Ex, N B tal que
K;\e; € coneza e, quando rK; # 1, {e;, k;} ndo é um circuito de K;.

Suponha, primeiramente, que K; = H para algum j € {1,...,l}. Neste
caso existe um elemento e; em Z; — k;, pois, por 4.1.16, 2 < |Z;| = |Z]].
Como K; é 3-conexa com, no minimo, quatro elementos, M\e; é conexa e
{ei, ki} ndo é um circuito de K;. Logo 4.1.23 vale neste caso.

Suponha agora que K; ¢ {Hj,...,H]}. Pela construgdo de T'(N), se-
gue que Ex, C BUk;. Como N é cossimples, se K; possui um 2-cocircuito,
este 2-cocircuito deve conter k;, além disso K; pode ter, no maximo um
2-cocircuito, caso contririo teriamos um 2-cocircuito nao contendo k;. En-
tao, se rK; # 1, podemos escolher um circuito C'de K;, com, no minimo, 3

65



elementos, que contenha k;. Por 3.1.5, existe um elemento e; em C, tal que
K;\e; seja conexa. Se rK; = 1, entdo qualquer e; € Fi, N B estara numa
classe nao trivial de elementos em paralelo e 4.1.23 segue de qualquer forma.

Temos que N = K; @&y N’ @y K, para alguma matroide conexa N’ (no
caso em que N = K| ® Ko, N' é par de elementos em paralelo formado por
ki e ko). Como K;\e; é conexa para i = 1,2, entao N\eq, ey é conexa e, por
4.1.18, {e1,e2} € um circuito de N. Ou seja, existem circuitos Dy de K e
Dy de N' @y Ko, tais que (D; U Ds) — k1 = {e1, ea}, por cardinalidade, isso
implica que Dy = {ey, k1 }. Uma contradicao.

O fato de que rN > 1 implicar que N = H| = --- = H| segue do que
acabamos de mostrar e da construcao de 7"(N). O

Lema 4.1.24 Se C ¢ um circuito de Ne C ¢ {Cy —e,...,C; — e}, entio
C' — X € um circuito de N/X. Além disso, N|X € a soma direta dos 1 cir-
cuitos Cy —e,...,Cy—e e, em particular, | < m.

Demonstracgao:

Se N é uma roda de posto maior do que ou igual a 4 com calota C; — e,
entdo, como C — X C C — (C; — e) verificamos que o lema vale. Vamos
assumir entdo que N nao é uma roda com calota em {C} —e,...,C; —e}.

Podemos assumir que [ > 0. Como C] — e é um circuito de N com, ao
menos 3 elementos, entao N > 2 e, pelo lema precedente, temos que N é
3-conexa, com, no minimo, 4 elementos. Mais especificamente, N = H| =

_ !/

.= HI.

Vamos mostrar, primeiramente, que C' ¢ X. Suponha que C' C X.
Entédo, digamos, C' N (C; — e) # 0. Por hipotese, C # C; — e. Sejam
a€ (Ci—e)—Cebe(CnN(Cy —e). Como N = Hj, por 4.1.13, temos
uma triade 7™ contendo {a, b} e com o terceiro elemento, ¢, fora de C;. Por
ortogonalidade em C' e T™, segue que ¢ € C'. Como C' C X, entao ¢ € C; para
algum i € {2,...,1l}; uma contradi¢do a ortogonalidade, pois C; N T = {c}.
Portanto C' — X # ().

Para completar a demonstracao, basta provar que:

4.1.25 N nao possui circuito C' tal que C' — X € um subconjunto proprio
de C' — X nao vazio.
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Para cada i € {1,...,l}; tome g; € {C;—e}—C. Suponha a nio validade
de 4.1.25 e seja C’" um contra-exemplo que minimize |C'N{g1,..., g }|. Supo-
nha, primeiramente, que C' N {gi, ..., g} ¢ ndo vazio. Digamos que g, € C".
Como C" — X é nao vazio, seja ¢ € C' — X. Entao N possui um circuito C”
tal que c € C" C [C"U (C} —e) — ¢1]. Claramente, ) # C" — X C C' — X,
além disso, como g; € C' — C”, entao C" N {g1...,q} S C"N{q1...,q1},
contrariando a escolha de C”. Portanto C"' N {g1...,q} = 0.

Se C'N(C1—e) C CN(Cy—e) paratodo j € {1,...,l} entdo C'NX C CNX
e, protanto C’ C C, uma contradi¢do. Entdo, digamos, C' N (Cy —e) ¢
CN(Cy—e). Tome h € (C"—C)N(Cy —e). Como N = Hj, existe, uma
triade 7" de N tal que T*N(Cy —e) = {g1, h} e T*— (Cy —e) = { f} digamos.
Como g1 ¢ ', segue, por ortogonalidade em C’" e T*, que f € C’. Como, por
ortogonalidade, f ¢ X, entao f € C. Mas C'N{gy,h} = 0, uma contradigao
a ortogonalidade. Esta completa a demonstracao de 4.1.25, e portanto da
primeira parte do lema.

Suponha que C'é um circuito de N fora de {C; —e,...,C; — e}. En-
tao C' — X ¢é circuito de N/X, logo C ¢ X. Portanto, os unicos cir-
cuitos de N contidos em X sdo Cy} —e,...,C; —e. Segue que N|X =
N|(Cy —e)®--- @ N|(C) —e).

Para finalizar, suponha que [ = m. Entao N|X = M/e. Como m > 2 e
N|X =N|(Cy —e)®---® N|(C; —e), entdo N|X = M/e & desconexa, uma
contradicao. O

Lema 4.1.26 N/X ¢é cossimples e conexa.

Demonstragao: Veja que N/X é cossimples, pois No é. Sejam a e b
elementos de N/X. Como N é conexa, existe um circuito C'de N contendo
a e b. Pelo lema 4.1.24, C' — X & um circuito de N/X contendo a e b. O

Lema 4.1.27 Suponha que rN/X > 2. Se A é um 2-subconjunto de Ex—X,
entao N/ X\A € desconeza.

Demonstragao: Como rN/X > 2, por 4.1.22, N é 3-conexa, com, pelo
menos, 4 elementos. Em particular N = H; = --- = H,. Suponha que
N/X\A seja conexa. Como N é 3-conexa, A nao é circuito de N. Como
AC Ey — X C B, segue de 4.1.18, que N\ A é desconexa. Como N/X\A é
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conexa, entdo existe uma componente conexa H de N\ A tal que Ey C X.
Se H é um colaco h, entao, como N é 3-conexa, AUh é uma triade de N que
encontra X em somente um elemento, o que implica que essa triade encontra
um dos circuitos C; — e em somente um elemento, uma contradigao. Entao
|Ey| > 2 e H contém um circuito de N. Mas como Ex C X, entdo, por
4.1.24, os unicos circuito de N contidos em X sao Cy—e,...,C;—e. Mas esses
circuitos sao disjuntos e H é conexa entao, podemos supor que Ey = C] —e.
Recordemos que estamos supondo que N = Hj. Como rN/X > 2 entdo
N nao é uma roda com calota contida em X. Portanto, cada 2-subconjunto
de ('} —e esta contido numa triade de /N com terceiro elemento em Z]. Vamos
mostrar que Z; C A, suponha o contrario, seja z € Z] — A. Como temos
um 2-subconjunto A" C C; — e em triade com z, e, em N\A, A’ é um 2-
cocircuito e estd numa componente conexa distinta de z, entao z é um colago
de M\ A, e portanto, também de M /(X Ue)\A, que é conexa com, a0 menos
dois elementos, uma contradigdo. Portanto Z; C A. Pelo lema 4.1.16, temos
que |Z1| = |Z1| > 2 e Z] = A. Pelo lema 3.1.14, ndo temos um circuito
de N que intercepte Z; = A em exatamente um elemento, entao, pelo lema
1.6.4, como A possui um subconjunto minimal nao vazio que nao encontra
qualquer circuito de N em, exatamente, um elemento, entdo A contém um
cocircuito de N, uma contradicao com a cossimplicidad e de N. [

Lema 4.1.28 rN/X < 2 ou N/X € dual de uma matrdide de Sylvester com,
pelo menos, 4 elementos.

Demonstragao: Suponha que rN/X > 2. Pelo lema 4.1.26, N/X é
conexa e cossimples e, portanto, possui, ao menos, 4 elementos. Entao, por
4.1.27 e por 3.2.3 esta matroide é dual de uma matroéide de Sylvester. 0]

Lema 4.1.29 Seja X; um circuito de N que nao esteja em {Cy—e,...,C;—
e}. Seja g um elemento de X1 — X. Entao N possui circuitos Xo, ..., Xn11
tais que:

(i) X1, ..., X1 sao distintos;

(i1) {X1,..., Xps1} cobre Ey;

(111) { X1, ..., Xni1} cobre Exy — X duplamente;

(i) X; — (Xq7U...UX; 1 UX) #0 para todo i € {2,...,n};

(v)g¢ XoU...UX, UX; e
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(vi) n =1r*N/X.

Demonstracao:

Se N é uma roda com calota em {C} —e,...,C; — e} observamos que
Il =1e X = (C; — e é sua calota, entao basta tomar os circuitos X; como
sendo os triangulos de N. Suponha entao que N nao é roda com calota em

{Cy—e,...,C,—e}.

Pelo lema anterior, N/X é dual de uma matréide de Sylvester com, ao
menos quatro elementos, ou rN/X < 2, se rN/X < 2 por 4.1.26, N/X
sendo cossimples e conexa, ou é um laco, ou uma classe em paralelo. Mas,
por 4.1.17, N/X nao é um laco. Por 4.1.24, X{ := X; — X & um circuito de
N/X. Seja g € X{. Pelo lema 3.2.5, existem circuitos Xj,..., X, de N/X
tais que:

a) X{,..., X, sao distintos;

b) {X{,..., X}, ,} cobre Ey — X duplamente;

)

(
(
() Xi— (Xj_;UX{ ,U...UX]) # 0 para todo i € {2,...,n};
(d)gé¢ XoU...UX];e

(

Paracadai € {2,...,n+1}, seja X; um circuito de N tal que X/—X = X.
Em especial, escolhemos Xo, ..., X, 1 minimizando |Ey — (XjU...UX, 1)
Observe que (i) e (ii)-(vi) seguem de (a)-(e), respectivamente . So falta
mostrar a validade de (ii).

Seja x € X tal que x ¢ X; U...U X, ;. Digamos que x € C; —e. Por
4.1.13, existe uma triade 7% := {z,y,2} em N com z fora de C} —e. Por
ortogonalidade, z ¢ C; —e para j € {2,...,l}. Entao z € Ey — X. Observe
que y e z estao em série em N\z. Como = ¢ X7 U...U X, 1, estes circuitos
de N ainda estdo em N\z. Por (iii) existem dois desses circuitos, digamos,
X1 e X5 contendo z, e, portanto, contendo y também. Entao todo elemento
de C) — {e,x} & coberto duplamente por Xi,..., X, +1. Como X; — X é um
circuito de N/ X, entao N|[(C;—e)UX;] tem X; —X como classe em série ndo
trivial. Em particular uma base de N|[(C} —e)UX;] é formada pela unido de
uma base de N|(X;NX) com X; — (X Uzy), onde 21 é um elemento arbitrario
de X; — X. Dai, como N|X é a soma direta das matroides N|(C; —e), segue
que uma base de N|[(C] —e) U X)] sera

(€ = {e,a)U[(Co—e) N X ] U...U[(C—e) N X1 U[X) — (X Uzy)].

69



Segue que
rNI[(C = e) U Xy)] = |[X; U (Cr = )] = {z, 21}
e, consequentemente, que
r*N|[X; U (Cy —e)] =2.

Como X;—(Cy—e) é classe em série da matrdide conexa N|[(C}—e)UX7)],
entao

T*NH(Ol —G)UXl)]/(Xl —X) :T’*NH(CI —6> UXl)] = 2.

Logo (C1 —e) — X esté contido num circuito de N|[(C; —e)U X1)] /(X1 — X)
e, portanto, é classe em série de N|[(C; — e) U X7)]. Temos que

Xl = [(Cl — 6) U Xl)] — [(Cl — 6) le]

é circuito de N|[(Cy —e)U X,)], e, portanto, de N. Como x € XieX,—X =
X1, entao Xy, Xo, ..., X, 41 contraria a minimalidade de Xy,..., X,,,1. O

Lema 4.1.30
.M <r*M+sM =rN/X + sM.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que:

4.1.31 Para todo i € {l+1,...,m}, o elemento b; estd numa classe em
série nao trivial de M /e\{aj1, ..., an}.

Suponha que tenhamos b; numa classe em série trivial de M/e\{ai41, ..., am},

entdo b; € N, além disso M/e\{ay1,...,an}\b; € uma extensdo em série de
N\b;. Pelo lema 4.1.22, ou N é 3-conexa com ao menos 4 elementos ou
rN = 1. Portanto N\b; é conexa. Mas por 4.1.9, M/e{a;,b;} e desconexa, e
como M/e\{as1,-..,a,}\b; ¢ uma extensdo em paralelo dessa tltima ma-
troide, entao esta também ¢é desconexa, uma contradicao. Entao vale 4.1.31.

Concluimos que M é obtida de N pelo seguinte processo:

(i) Substitui-se, em N, cada elemento f fora de X por uma classe em série
nao trivial Sy de forma a abtermos Ny := M/e\{ai+1, ..., am};
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(i) adicionando-se um elemento em paralelo com cada elemento de cada
série Sy em N; para obter M/e;

(iii) coextendendo-se M /e a M.

Se rN > 1, por 4.1.22, entao N = H;. Logo, como |Z!| > 2, temos,
ao menos, 2 elementos de B em N e, portanto, por 4.1.31 duas classes em
série nao triviais em Nj. Seja D um circuito de N; cotendo duas classes em
série nao triviais. Entao D é um circuito de M/e e D contém, no minimo,
quatro elementos de {bj1,...,b,}, digamos que dentro os quais estejam
by by—1,b;m—2 € byy_3. Ou Dou D Ue é um circuito de M. Se D é circuito
de M, entao D nao gera e em M e por conequéncia, também nao gera a,,_3.
Neste caso (D—by,—3)U{e, a;y—3} ¢ um circuito de M. Mudando-se os rotulos,
se necessario, temos que D U e é um circuito de M. Verifica-se que

M/ = (MlD U {G’Gm, Am—1, am—Q})/(D - {bma bm—la bm—Q})

é¢ um spike de posto 3. Se tal spike é isomorfo a F7 deixamos D inalterado.
Caso contrario, pelo lema 3.3.4, mudando os r6tulos, se necessario, podemos
escolher tal D, de forma que D N Ey; indiferente com respeito a {a,,, by}
em M.

Seja g = b, e X1 = DN Ey. Sejam Xo, ..., X, circuitos de N como no
enunciado do lema 4.1.29. Para i € {1,...,n + 1}, seja X] = Upex,Sh. Ob-
serve que 4.1.29 (i)-(vi) continuam valendo, trocando-se X; por X/ e N por
Ni. Vamos “extender” essa cobertura para M /e, da seguinte forma. Indutiva-
mente, seja Dy = X7, uma vez definido D;_; construimos D, trocando-se em
X os elementos b; com [+1 < j < m tais que b; € D1U...UD;_4, pelos res-
pectivos a;’s que estao em paralelo com tais b;’s. Observe que {Dy, ..., D, 11}
¢ um conjunto de circuitos que cobre Ej.. Vamos a partir destes contruir
uma familia de circuitos que cubra E);.

Para cada i € {1,...,n + 1}, seja D} o circuito de M que estd em
{D;,D; Ue}. Lembrando que D] = D; U e, definimos D} = Dj. Vamos
continuar o processo indutivamente. Suponha que DY, ..., D! | foram cons-

truidos em C.M de forma que {D} —e,..., D! | —e,D;,...,D,.1} seja um
conjunto de circuitos de M/e que cubra Ey; .. Se e € Dj, entdo defina
D! = D.. Agora, suponha que e ¢ D}, neste caso a escolha de D! sera
condicionada ao valor de i. Em particular, temos que ¢ > 1, pois e € D.

Suponha que ¢ < n. Como ¢ > 1, por 4.1.29, (iii), podemos escolher um
elemento h € X; — (X; 1 U...UX; UX). Seja P, a classe em paralelo de
M /e que encontra Sj, em h. Entado |P,| = 2 e P, é uma classe em paralelo
de [M|(D;U P,Ue)]/e e D, — (P, Ue) é uma classe em série dessa matroide
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e, por consequéncia, uma classe em série de M|(D, U P, Ue). Observe que
(P, Ue) — D também ¢ uma classe em série dessa altima matroide. Como
|D; N (P, Ue)| =1, segue que DIA(P, Ue) é um circuito de M. Definimos
D! = D/A(P, Ue). Note que o elemento pertencente a P, N D) que nao
estd em D} nao pode estar em nenhum dos conjuntos D1, ..., D,+1. Como
i < n, segue, da escolha de h e de 4.1.29, (ii), que, para algum j > i, te-
mos que h € X;, portanto P, N D; # (. Se P —hnN D; = P, N D}, entao
{D!/—e,...,D!'—e,Diy1,...,Dpi1} & um conjunto de circuitos de M/e que
cobre Eyy/e.

Suponha agora que i = n + 1. Como estamos no caso em que e ¢ D},
temos que e ¢ D). Por (v), {am,bm} N Dypi1 # 0. Neste caso, D,yq é um
circuito de M e, consequentemente, D, 11 A{a,, by, e} também o é. Defini-
mos D! := D,1A{am,bm,e}. Seja D := {DY,...,D,1}. Claramente, D
cobre Ey — a,, e, se a,, € D'n+ 1, entao D cobre Ej;;. Suponhamos que
am nao esteja em D) ;. Entdo b, € D ;. Se M nao possui um menor I
usando e, entdo D} = D U e ¢é indiferente com respeito a {a,, b, } em M.
Portanto (D} — b,,) U a,, é um circuito de M. Substituindo D] por este

ultimo circuito, temos que D cobre E)y,.

Temos que D cobre E,, — a,, e, em especial, D cobre E); se M nao possui
um menor F; que usa e. Entao .M < n + sM. Mas, por 4.1.29, (vi),
n =r*N/X. Estd demonstrado o lema. O

Vamos completar a prova do teorema. Pelo lema 4.1.24, r*N|X = [, ou
seja, TN* - X = [, entdo rN* — rN*\ X = [. Entao

r*N —r*N/X =1. (4.2)

Como N := M/e\{ait1,...,am} €, em M/e, a; e b; sdo paralelos para
cada i€ {l+1,...,m}, temos que:

r*N =r*M/e\{a;1,...,an} =1"M/e —(m —1) =r"M — (m —1).

Substituindo em (4.2), temos que r*M — (m — 1) — r*N/X = [, ou seja,
r*M —r*N/X = m. Entao:

veM =r*M —r*N/X.

E, pelo altimo lema,

veM +0.M < ("M —r*N/X)+ (r"N/X +sM) =r"M + sM.

72



O que contradiz o fato de M ser um contra-exemplo para o teorema e
finaliza a demonstracao.

4.2 Consequéncias do Teorema Principal

Definicao 4.2.1 definimos por vM o tamanho de um maior subconjunto de
Cn formado por elementos disjuntos e por OM o tamanho da menor familia
de circuitos de M cuja uniao contém Ey;.

Definicao 4.2.2 Seja M uma matroide e e um elemento que nao esteja em
M. Definimos a matroide M + e, chamada a extensao de M pela adi¢ao do
elemento livre e pela matrdide com conjunto base FyUe e familia de circuitos
CyU{BUe; B € By}. E ficil verificar que este tiltimo conjunto é a familia
de circuitos de uma matrdide em Ey Ue. Observe que (M + e)\e = M.
Em geral, um elemento numa matrdide M tal que M = (M\e) + e € dito um
elemento livre de M, em outras palavras, se C(B,e) = BUe para toda base

B de M.

O corolario que segue ¢ uma conjectura de Welsh, demonstrada por Sey-
mour, em [Seymour, 1980].

Corolario 4.2.3 Se M ¢ uma matroide distinta de um colaco, entdo:
vM +0M < r*M + 1.

Demonstracao: Seja N* a extensao de M pela adicao de um elemento
livre e. Observe que N* nao possui um menor F7 usando e , pois [ nao
possui elementos livres. Veja que M = N/e, em particular, r*N = r*M,
além disso:

C.N =eUC;C €Cyy.

Observe que 0M = 0.N e vM = v, N. Aplicando-se o teorema a N o corolario
segue. O

O préximo corolario é obtido pela aplicagao do teorema principal & ma-
troide associada a um grafo e sua dual.
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Definicao 4.2.4 Seja G um grafo 2-conexo e sem lacos. Sejam u e v vér-
tices desse grafo. Denotamos por v, G o maior conjunto de caminhos de u
até v que que nao tenham arestas em comum. Denotamos por 0,,G o maior
nimero de caminhos de u até v necessdrios para cobrir Eg (o conjunto da
arestas de G ). Dizemos que um uv-corte é um conjunto de arestas de G mi-
nimal na propriedade de que u e v estejam em componentes distintas de sua
dele¢ao. Sejam v G e 0 G, respectivamente, o maior numero de uv-cortes
sem aresta em comum e o menor numero de uv-cortes necessarios para o
cobertura de G.

Corolario 4.2.5 Sejam u e v vértices distintos e nao adjacentes de um grafo
G 2-conexo e sem lagos, entao:

Vo T 0 < Vel
E, se G — {u,v} € conexo, temos que:
Vyw + euv S |EG’ + |Vg‘ + 3.

O proximo corolario extende o teorema para o caso em que M/e seja
desconexa.

Corolario 4.2.6 Seja e um elemento de uma matréide M, onde M nao é
um colago. Sejam En, ..., E, 0s conjuntos bases da componentes conexas de
M/e. Digamos que i :== 1,...,k sejam os indices para os quais M|(E; Ue)
possut um menor F; usando e. Entao:

veM +60.M <r*M +n-+k

Demonstracao: Observe que M ¢ a ligacao em paralelo das matroides
M|(E,Ue),...,M|(E,Ue) e v, 0. e r* sao aditivos pela ligagdo em paralelo
através de e. Basta usar o teorema em cada uma das matroides M|(E; Ue)
para concluir o resultado. O]
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