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RESUMO

Discutimos existéncia e unicidade de solucoes classicas para a equagao de Burgers
com viscosidade e para o sistema de Navier-Stokes em duas e trés dimensoes espaciais.
Provamos existéncia e unicidade de solugoes locais no tempo para cada um dos
modelos estudados. Além disso, para a equacao de Burgers e para as equacoes de
Navier-Stokes bidimensionais, utilizamos estimativas a priori para garantir a existéncia
global de solucoes. Indicamos por que o método nao pode ser aplicado para o caso
tridimensional.

Palavras-chave: solugoes, Navier, Stokes.



ABSTRACT

We study existence and uniqueness of classical solutions for the viscous Burgers
equation, as well as for the Navier-Stokes system for viscous incompressible fluids,
in both two and three space dimensions. We prove local existence of solutions in all
cases. Moreover, global existence is shown for two dimensional Navier-Stokes and
Burgers. We show why one does not get global solutions for the Navier-Stokes in the
three dimensional case.

keys-word: solutions, Navier, Stokes.
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Capitulo 1

Introducao

O principal interesse dessa dissertacao € identificar o que nos impede de encontrar
uma solugao global para o sistema de Navier-Stokes em trés dimensoes.

Nesse capitulo, enunciamos algumas notagoes, damos algumas defini¢oes, estu-
damos alguns resultados relevantes para o desenvolvimento da dissertacgao, e retrata-
mos, brevemente, a descricao fisica do sistema de Navier-Stokes.

No segundo capitulo, consideramos que todas as fungoes sao de classe C*™ e 1-
periédicas. Estudamos quando uma aplicacdo u : R?> — R, com condicao inicial
u(x,0) = f(z) é (atnica) solugao da equacao de Burgers u; = uu,+€u,,. Inicialmente
supomos que u, com as condicoes acima, satisfaz essa equacao. Com isso, provamos
que essa solugao ¢ unica, ou seja, se uma solucao existe, conseqiientemente ¢é tnica.
Logo em seguida, estimamos todas as derivadas de v em um intervalo de tempo fixo.
O mesmo é feito com uma iteracio definida indutivamente por v’ = 0 e u} ™ u u ! +
eu ™ paran =1,2,3,.... Com esses controles sobre as derivadas da iteragao acima
mostramos que uma solucao existe localmente. Dessa forma, estendemos essa solucao
local a uma solucao global.

No terceiro capitulo, também admitimos que todas as aplicacoes sao de classe
C*, todavia de periodo 27. Primeiramente, supomos que existe uma solucao para
o sistema de Navier-Stokes. Assim sendo, provamos que essa solugao é tinica. Em
seguida, damos o conceito de vorticidade. Provamos que encontrar uma solucao do
sistema de Navier-Stokes é o mesmo que encontrar uma solu¢ao para o sistema da
vorticidade. Realizamos um processo analogo ao que ¢ feito no capitulo dois com esse
ultimo sistema. Com isso, encontramos uma solucao global do sistema de Navier-
Stokes.



No Capitulo 4 o principal interesse, além dos que foram relatados nos Capitulos
anteriores, é mostrar por que nao podemos utilizar o método relacionado ao caso
bidimensional para encontrar uma tnica solucao global do sistema de Navier-Stokes
em trés dimensoes. Provamos que quando uma solucao do sistema de Navier-Stokes
¢ limitada entao podemos estender o seu intervalo de existéncia.

Em toda a dissertagao consideramos que a notacao das constantes é mantida
mesmo que essa seja modificada, por operacoes elementares, a uma nova constante.
Por exemplo,

lull < Clull+K[[ul < Cllull.

A nossa abordagem segue de perto [3]. Para abordagens utilizando técnicas mais
fortes de Anélise Funcional, ver [4, 5, 6, 7, 10, 2, 9].

1.1 Notacoes e definicoes para o Capitulo 2

Primeiramente, denotaremos as derivadas parciais para uma aplicacao que depende
de z e t pelos operadores

. 07 , o’

onde j € NU{0}. Dadas duas aplicacoes u = u(x,t) e v = v(z,t) definiremos, para
cada p € N, o seguinte produto interno

(w,v)pr = Y _(Diu, Div). (1.2)

J=0

Desse produto interno definimos, para cada p € N, a norma H? de uma funcao
u = u(x,t) por
p .
Fullfe = D>l Diull?. (1.3)
§=0

Utilizaremos também o produto

(-, 8),0(- 1) = /Ou(x,t)v(x,t)dx. (1.4)



Desse produto induzimos a grandeza

Lu(t) |2 = /Ou2(a:,t)dx, (1.5)

chamada a norma L? da aplicacio u = u(z,t). Definimos também para a fungao
u = u(z,t) a norma do supremo

| u(,t) |0 = max{|u(x,t)|;z €0,1]}. (1.6)

1.2 Notacoes e definicoes para o Capitulo 3
Denotemos o operador derivada para uma aplicacao que depende de =,y e t por
Py , oi P

j . j o Jj . 7
Dl = D77’ Dy = 8yj7 D; = ErR (1.7)

onde j € NU {0}. Dadas duas aplicagoes u = u(x,y,t) e v = v(z,y,t) definimos o
seguinte produto interno

(u(-,t),v(-,t)) = /OW/OWu(x,y,t)v(x,y,t)dxdy. (1.8)

Desse produto interno induzimos a seguinte norma para uma fungao u = u(x,y,t)

2T 27
fuCa) B o= [ ] ey (19)

Definimos a norma do supremo para uma fungdo u = u(x,y,t) por
|u(+,t) |oo = max{|u(z,y,t);0 <z,y<2rm}. (1.10)
Seja u = (u,v), entao definimos a norma do supremo de u por
|0 |00 = max{| u |oo,| v |00} (1.11)
A norma L? de u = (u,v) é dada por

Tl = ful®+Iv]*. (1.12)
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Definimos o Laplaciano de uma aplicagao u = u(x,y,t) por
Au = D2u+ Du. (1.13)
Defina o operador
k. pkipk
D* = DD, (1.14)

onde k = (ky, k) e | k |= k1 + ko. Definimos a norma H’ por

luC) 7 = D Il Drula,y. ) |7, (1.15)

k<4

onde j € NU{0}. Se u = (u,v), definimos

lalfy = lullf +1vl5- (1.16)
Também definimos
Ju(,t) B == Y | Drula,y,t) |1 (1.17)
|k|=3
Para u = (u,v), temos
luliy = luly +1vl (1.18)

1.3 Notacoes e definicoes para o Capitulo 4

Para aplicagoes de trés variaveis defina
. o , o A o Py
Dl = =y D! = PR D! = T DJ = i 1.19
v OxJ Y oyJ # 027 t otJ ( )

onde 7 € NU {0}. Dadas duas fungoes reais u = u(z,y,z,t) e v = v(z,y, 2,t) de
classe C'*° defina o seguinte produto

(- 1), 0( 1) = /0%/Ozﬂ/OQWu(a:,y,z,t)v(x,y,z,t) dedyd=.  (1.20)

Com isso, obtemos uma norma para u = u(z,y, z,t);

| u(-,t) [|* = / / / (x,y,z,t) dedydz. (1.21)



Definimos a norma do supremo para uma func¢ao u = u(z,y, z,t) por
| u(-,t) |o = max{|u(x,y,z,t);0 <z,y,z <271}

Seja u = (u, v, w), entdo definimos a norma do supremo de u por

[ufe = max{| o, | Voo, [ wls},
e a norma L? por

Fall® = ful*+lv*+wl®.
O Laplaciano da fungao u = u(x,y, z,t) é dado por

Au = D’u+ Dzu + D2u.
Defina o operador
D* = DMDD,

onde k = (ky, ko, k3) e | k |= ki + ky + k3. Definimos a norma H’ por

luC) 17 = ) Il Drulz,y,2.0) |1

|k <4
onde j € NU{0}. Para u = (u,v,w), definimos

(R8P

a7

Também definimos

[ult) [ = ) I Drulz,y . 8) | -

|k|=3
Se u = (u, v, w), temos
lulfy = Julf + v+ ol

Definimos a norma L* de uma aplicacao u por

2w 27 2
|ullfe = / / / u' drdydz.
o Jo Jo
13
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(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)



Seja u = (u,v,w). Entao

fulle o= Jullps+ ol + 1wl (1.32)
Definimos
& lmr = sup {[|&C,0) lm}, (1.33)
0<t<T

onde &(-,0) = rot u(-,0), u = (u,v,w) e T'> 0 é uma constante. Para qualquer
7 =20,1,2,3, ... denotamos

Jit) = [l Dyu(t) [P + || Dyu(,t) |* + || Diu(-,t) |%, (1.34)
onde u = (u,v,w). A partir da norma do méaximo definimos

| u o = sup {[u(1) |}, (1.35)
0<t<T

onde u = (u,v,w) e T' > 0 é uma constante.

1.4 Resultados preliminares

1 1
Teorema 1.1 Sejam p e q conjugados expoentes, isto é, —+— =1, onde 1 < p < 0.

Seja X um espaco mensurdvel, com medida p. Sejam f e g fungcoes mensurdveis
sobre X, com imagem [0, 00]. Entdo

/ng dp < {/Xfpd,u};{/xquu};. (1.36)

A desigualdade (1.36) é denominada desigualdade de Hélder.

Proposicao 1.2 Dados dois nimeros reais positvos a e b. Entao
1 1
ab < —d’ + -b, (1.37)
p q
onde p e q sao expoentes conjugados. A desigualdade (1.37) é conhecida como desiqualdade
de Younyg.

14



Lema 1.3 Seja u € C'[0,1]. Entdo

lulee < Nl +2ulll v

Demonstracao: Existem nimeros reais x; e xs, tais que

{m1n{|u(m) 0<z<1} ( )I7

= | u(x;
max{| u(z) 1 0 <x <1} = |u(xg)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que x; < z5. Portanto,

u?(z1) — u?(x0) = /r2 %uQ(x)dx

1

T2
2/ Ul dT
1

< 2(u,ug)
< 2w il ua I -
Para todo z € [0, 1], temos
u(zy) < u?(w).

Integrando de 0 a 1,

u?(z9) < /01u2(x)dx

= [lul®.
Logo,
Juls < wz) +2 [ u ] we |l
< lullP+2 0wl ue |-

(1.38)

O

O Lema de Gronwall serd muito utilizado. Portanto, nada é mais justo que prova-lo.

15



Lema 1.4 Sejam y € C*0,T], z € C[0,T] tais que
y(t) < Cy(t) +=(b),

para todo t € [0,T], onde C' € uma constante nao-negativa. Entao,

y(t) < eCt{y(O)Jr/ot\z(T)\dT}, Vtelo,T].

Demonstragao: Defina f(t) = e"“*y(t). Pela desigualdade (1.39), temos

fit) = —ee”y(t) +e Y (1)
= ¢ “(y'(t) - Cy(t)
< e Y1),

Pelo Teorema Fundamental do Caélculo,

f(t) = f(0) < / [ 2(r) | dr.

Conseqiientemente,

e Cy(t) — e (0) < / | 2(r) | dr,

ou seja,

y(t) < et {y(()) +/0t | 2(7) | dT}, Vtel0,T].

(1.39)

O

Em um determinado momento do Capitulo 2 precisaremos de uma versao nao-linear

do Lema de Gronwall. Essa versao é o

Lema 1.5 Seja ¢ € C'[0,00), e sejam y(t) e yo(t) fungées de classe C', ndo-

negativas, definidas para todo t € [0,T]. Se

{ y'(t) < o(y(t), yo(t) = elyo(t)), ¥t e[0,T],
y(0) < 1(0),

entao

16
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Demonstracgao: Sabemos pelo Teorema Fundamental do Célculo que

p(y) —ply) = /yoy ¢'(v)dv
= {/01 ¢ (yo+ (y — yo)S)dS} {y — vo}-

Dﬁmw@zy@—mwedﬂA%MM@+@®-%@%M&M@,

W) = y'(t) —wo(t)
< @) = ¢(y(?))
= c(t)n().
Agora, defina z(t) = e o M4y (t). Dessa forma,
Z/(t) _ —c(t)e_ Ie c(T)drn(t) +e I C(T)dTn/(t)
= [/ (t) = e(tmp)]e o <
< 0.

Logo, z(t) é uma aplicacdo nao-crescente. Usando o sistema (1.40), temos

2(0) = e heinyo)
e’n(0)
= 1(0)
= y(0) — 5(0)

IA
o

Assim,
z2(t) < z2(0) < 0,Vtel0,T].
Utilizando a definigao de z(t) concluimos que n(t) < 0, Vt € [0, T]. Equivalentemente,

y(@) —yo(t) = n(t) < 0 < y@) < w(t), Vtel[0,T].

O Lema a seguir é conhecido como Lema de Picard.
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Lema 1.6 Seja (0" (t)) uma seqiiéncia de aplicagdoes continuas nao-negativas tais que

o" () < a+ﬁ/ T)dr, ¥t € [0,T], VneN

para o e 3 constantes nao-negativas. Entdo

k1k nin
< azﬂt bt max o'(7), V¢t €[0,7], VneN.

n! o0<r<t

Em particular, a seqiiéncia o™(t) € uniformemente limitada no intervalo [0,T], para
cada T > 0. Se o = 0, entdo a seqiiéncia o"(t) converge a 0 uniformemente em [0,T].

Utilizaremos um resultado proviniente do Teorema de Arzela-Ascoli. Portanto, enun-
ciaremos esse Teorema e em seguida sua aplicagao.

Teorema 1.7 Seja A C R® um conjunto fechado, e denote uma seqiiéncia de funcoes
U+ A — C" com as sequintes propriedades:

1. Para cada € > 0, existe um 0 > 0 independente de m tal que
| um(Y) —um(y) | < 6

seyyedely—y| <

2. Existe uma constante K > 0, independente de m, tal que
lum(y) | < K,
para todo y € A e todo m € N.
Entao existe uma funcao u: A — C" e uma seqiiéncia de indices mj; — oo tais que

lim max’um (z,t) —u(z,t)| = 0.

m;—00 l‘

Corolario 1.8 Seja (u™) uma sequéncia de fungoes de classe C™ tais que u™ : R® —
R para todo m € N e

‘ opta

x| g nl@0)| < Cloa)

18



para cada p,q € NU{0}. Entao existe uma func¢ao u : R® — R € C e uma seqiiéncia
de indices mj — 00 tais que

ap+q ap-HI
m 7t -
un @) = 5 o

lim max u(x,t)| = 0,

my—co mt | OzPOL

para cada p,q € NU{0}. Em palavras, uma subseqiiéncia de (u,,) converge uniforme-
mente, juntamente com todas suas derivadas, a um limite C'.

1.5 Alguns resultados para equacoes elipticas

Lema 1.9 Se F': R? — R ¢ uma funcgao 2w-periddica (em x,y) com (1, F) = 0 entdo
o sistema

Aw = F,
(1,w) =0,

tem uma unica solu¢do w 2m-periodica (em x,y). Além disso, existe uma constante
K >0, independente de F, tal que

lwlf < K|F|*.

Demonstracao: Representando as aplicacoes F' e w por suas respectivas séries de
Fourier, obtemos

Flay) = Y P, wlzy) = > dlk)e ™,

k70 k+#0

onde k = (k1,k2), x = (z,y), (k,x) = kix + koy. Observe que k # 0, pois o
coeficiente de Fourier de F', por exemplo, é dado por

~

1 21 27 ]
F(k) = —— F —ikX) Jody.
(k) (27T)2/o /0 (z,y)e xdy

19



Logo,

Agora, note que,

AW = Wy + Wy,

= D? (Z zﬂ(k)ei<k7x>> + D2 (Z @(k)ei<k’x>>

k#40 K#0

= D! (Z W (k)e ) . k1> + D, <Z W(k)e' ) . k:2>
k+£0 k#0
= D k)N (k) + ) @(k)e™ N (k)
k=0 k#£0

= > -k — K)o,

K#£0
Dessa forma,

Aw = F & 0k)(-k-k) = Fk)

F(k)

=T TR

pois k # 0. Dai, w estd unicamente determinada pelo coeficiente de Fourier da fungao
F'. Resta-nos provar a estimativa enunciada no Lema 1.9. Primeiramente, observe

20



que

2 2
(Waz, Wyy) = / / Wey - Wyydrdy
o Jo

2 27
= / [(wyyw,) gﬂ _/ Wy, - Wyydr]dy

= / / Wy + Wyyzdrdy
o Jo
2 2
= / / Wy * Wyzydrdy
o Jo

21
= - [(wmwxy) 0 _/ wxy-wzydx]dy
0

|
C\
¥
O\
[\
3
S
8
<
S
8
<
QU
I
Q
<

= |l way |
> 0,
ou seja,
(Waz, wyy) > 0.
Dali,
| e H2 < | wae ||2 + [ wyy ||2 +2(Wz, Wyy)
= || wew +wyy |7
= || Aw |?
= || F|*.
Analogamente,

| Wyy “2 < e H2 + | Wyy ”2 +2(wx$7wyy)
= || wes +wyy |12
= || Aw |?
= || F|*.

21



Portanto,

| Way H2 = (Wey, Way)
= (Waz, Wyy)
| wea ||l wyy ||

2

IA A

Utilizando a desigualdade de Poincaré, concluimos que

Fw e = lwll®+ Fws I* 4 1wy 7 42 0 way 7+ | wew [I* + ] wyy [
< 2| way [ +C (I waa I + 1 wyy )
< @+20) | FIP,

onde C' é uma constante positiva. E finalmente,
(L,w) = 0,

devido a relagao comprovada acima entre os coeficientes de Fourier de F' e w, e a
hipétese que (1, F') = 0 . Desta maneira, concluimos a prova do Lema 1.9. a

Lema 1.10 Sejam F,G : R*? — R fungoes 2n-periddicas (em z,y), de classe C™,

tais que
G, —F, =0,
(LF) = (1,G) = 0.
Existe uma unica solugao ¢ € C™ de
T = F7 = G,
{ ((pl ) :(;Oy (141)

tendo-se p 2m-periddica em x,y. A func¢do ¢ € também unica solu¢do 2mw-periodica

de

{ Ap=F,+ Gy,
(1,) =0.

22



Demonstracao: Como na prova do Lema 1.9, representamos as aplicacoes F', G, ¢
por suas respectivas séries de Fourier, ou seja,

ZF ’<kx ZG kx) e p(z,y) ng kx)

k40 kA0 k#£0

onde k = (k1,k2), x = (z,y), (k,X) = kix + koy. Por hipdtese, sabemos que
G, — F, =0. Assim,

ik1G(k) — iks F(k) = 0.
Logo,
1G(k) — ko F(k) = 0. (1.42)

Suponhamos que o sistema (1.41) é satisfeito. Entao

Multiplicando a primeira equagao de (1.43) por —ik; e a segunda por —iks, chegamos
ao sistema

K23(k) = —ik F(k),
{ k25(k) = —iksG(K). (1.44)

Somando as equagoes do sistema (1.44), obtemos
oK) + 2p(k) = —iki F(k) — iksG(K).
Por conseguinte,
(k3 + k)P(k) = —i(kF (k) + kG(K)).
Por fim,

(k) + kG(k)

e CEE

(1.45)
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pois k # 0. Reciprocamente, se (k) é solugao de (1.45), temos

~ o~

o kiF (k) + kikG(k)
(kf + £3)
k2F (K) + koky G (K)
(k% + k3)

ik’ﬂ/ﬁ(k) =

Pela equagao (1.42), concluimos

K3 (K) + koo F (k)
(kT + k3)
k2EF(K) + k2F (k)
(kf + k3)
(K3 + k3)F (k)
(k? + k3)

= F(k).

ikl@(k) =

Dai, ¢, = F. Analogamente, por (1.45), obtemos

P krko F (k) + k22G(K)
(KF + k3)

kiko F (k) + k2G(K)
(kT + k3)

ikQS/D\(k> =

Utilizando novamente (1.42), temos

ke k1 G(K) + k2G(K)
(ki + K3)
k2G(K) + k2G (k)
(kf +k3)
(k2 + k3)G(K)
(ki + k3)
= G(k),

ika@(k)

ou seja, ¢, = G. Além disso, (1,¢) =0, pois (1, F') = (1,G) = 0. Com isso, o sistema
(1.41) tem solugao tnica ¢ devido a unicidade dos coeficientes das séries de Fourier
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estabelecidas acima. Agora, note que,

A‘P = ‘me"'(pyy
= F,+G,

Logo,
Ap = F,+G,.
Por outro lado,

(LF,+G,) = (1,F)+(1,Gy)
= 0.

Dessa forma, pelo Lema 1.9, conclui-se que ¢ ¢ a tnica solugao do sistema

{ Ap=F,+ Gy,
(1,¢) = 0.
Logo o Lema 1.10 estd demonstrado. a

Lema 1.11 Sejam F,G : R? — R (€ C*) 2n-periddicas (em x,y). Se (1,F) =
(1,G) =0, entdo o sistema

{ Uy + vy = I,

o —G (1.46)

onde (1,u) = (1,v) = 0, admite uma unica solu¢ao (u,v). Além disso, paraj=1,2, ...
existe uma constante K; > 0 independente de F', G, tal que

Fulli + vl < K (1 F [ +1 G i) - (1.47)

Demonstracao: Suponha que o sistema (1.46) tem solu¢do. Provaremos que essa
solugao é unica. Derivando a primeira equacao de (1.46) em relagao a x, temos

Ugy + Uy = F. (1.48)
Em seguida, derivando a segunda equagao de (1.46) em relagao a y, encontramos

Upy — Uy = Gy (1.49)
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Subtraindo a equagao (1.49) da (1.48), obtemos
Upy T Vyg — Vgy + Uy = Fp — Gy,
isto é,
Au = F, -G,
Analogamente, derivando a primeira equagao de (1.46) em relagao a y, chegamos a
Upy + 0y = F. (1.50)
Derivando a segunda equacao de (1.46) em relacao a x, temos
Ugy — Uy = Gy (1.51)
Somando as equagoes (1.50) e (1.51), concluimos que
Ugy + Vyy + Vg — Uy, = Iy + Gy
Logo,
Av = F,+G,.

Dessa forma, se u e v sdo solugoes do sistema (1.46), entao u e v satisfazem os sistemas

Au = F, — Gy,
{ (1,u) = 0, (1.52)
e
Av=F,+G,.
{ (1,0) = 0, (1.53)

Assim a unicidade de u e v sao garantidas pelo Lema 1.9. Agora vamos provar que u e
v existem, para isso encontraremos uma forma adeqiada de defini-las. Analogamente
ao que foi feito na prova do Lema 1.9, trabalharemos com os coeficientes de Fourier
de F, G, u e v. Utilizando a primeira equacao do sistema (1.52), temos

—BAK) — K2ak) = ik F(K) —ikG(K).
Conseqlientemente,

(K +k)ak) = —i(kiF(k) — kG(K)).



Por fim,

_.kjﬁ(k) — koG(k)
k3 + k3
O mesmo processo pode ser aplicado a primeira equagao do sistema (1.53). Assim,

—k20(k) — K20(K) = ikoF(K) + ik G(K).

u(k)

Dali,
(K + ko) = —i(kaF (k) + k1 G(K)).
Por conseguinte,
_ s F(K) + k1 G (k)
k _
o) ki + k3

Dessa forma, definimos u e v por seus coeficientes de Fourier

~

_ihPKk)—kh@GQ‘

ﬂ(k) - )
kR (1.54)
k3 + k3

Logo, u e v solucionam o sistema (1.46). Com efeito,

~ -~

RE() — hiksG(K)

ki(k) =
lu( ) t k%‘f‘k% )
€
K2F(K) + k1kyG(K)
ko(k) = —i2
=TT
Dai,

K2F(K) — kikoG(K)  k2F(K) + kikoG(K)
ki + k3 kT + k3
k2F(K) + k2F(K)
k3 + k3
(3 + K3) F(K)
ki + k3
= F(k),

ikii(k) + ikoo(k) =
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ou seja,
Uy +v, = F.
Analogamente,

kyko F(K) + K2G(K)  kiko F(K) — K2G(K)
k2 + k3 a k2 + k2
K2G(k) + k3G (k)
ki + k3
(k3 + k3)C (k)
k3 + k3

= G(k),

ik (k) — ikyii(k)

isto é,
vy —uy = G,

onde (1,u) = (1,v) = 0, pois, (1,F) = (1,G) = 0. Portanto, u e v solucionam o
sistema (1.46) . Resta-nos provar a estimativa (1.47). Pelo sistema (1.54), obtemos

~ ~ 2
R E(k) — ksG(k)
k3 + k3

@09F + [ = ‘ ‘—i’””k) sl

k3 + k3

1

|k|2{!F(k)\ +GE)1}

Portanto, a estimativa segue. O

Lema 1.12 Suponhamos que g = é(‘ra Y, Z) = (£I(x7 Y, Z)7 £2<'T7 Y, Z>7 63(‘%7 Y, Z)) satis-
faz div€ =0, (1,§) =0, i =1,2,3. Entao o sistema

Wy — Uy 51

Lu = Uz ™ W | & (1.55)
Uy — Uy &3
Uy + Uy + W, 0
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com condicoes laterais
(Lu) = (Lv) = (1l,w) =0

tem uma unica solugcao uw. Para cada j = 1,2,..., existe uma constante K; > 0
independente de & com

lulfy < Kjl€ G-

Demonstragao: Primeiro consideremos que ha uma solugao para o sistema acima.
Assim sendo,

Au = fzz—§3y, Av = & — &y Aw = fly—f%-

Com efeito,

fo: = &y = (uz —wy): — (Vs — 1y,
= Uzz — Wgz — Ugy + Uqgypyy

= —(w; 4+ vy)z + Uyy + Uss.
Como ug + vy, +w, = 0, entao

oo — &3y = —(Ws+vy)a + Uy + Uss
= _(_uz>x + Uqgyy + U,
= Uy + Uqyyy + U,
= Au.

Analogamente,

§30 — &1 = (Uz - uy):c - (wy - Uz)z
VUgg — Uyy — Wyz + Vs

= — (W + Ug)y + Vgz + V2
—(—vy)y + Voz + Uz

Vg + Uyy + Vzz

= Av.
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Por fim,

§1y — 2 = (wy - UZ)y — (U — W),

wyy - Uzy — Uz + Wy

—(vy + Us) s + Way + Wyy
—(—w,); + Wey + Wyy
= Wy + Wy + w,,

= Aw.

Esses resultados permitem conhecer os coeficientes da série de Fourier de &, &, &3
em funcao dos de u, v e w. De fato, suponha que os coeficientes de Fourier de

u, v, wef;, j=1,2,3, sejam, respectivamente, dados por: u(k), v(k), @(k),gj(k),j =
1,2,3. Logo,

Au = &.—&, o —kUKk)—kuk) —kuk) = iksé(k) — ik (k).

Consequentemente,

oK) — ko (K)
_'L s
k3 + k3 + k3
lembre que k # 0 pelo mesmo motivo do caso bidimensional. Analogamente,
Av = GG & —kok) —kik) - kKik) = ikék) —iki(k),
Dali,

k) =

B ihé&(k) — ks (k)
5 12 1 12
21 k1R

Por fim,

Aw = Gy —G & —KB(K) — k) — Kik) = ikE(k) - ik&(K),
Dai,
_ o (k) — kr&(k
Mm—zﬁf)gﬁf)

kY + k5 + k3

Com isso, pode-se concluir que se o sistema ¢ solivel é possivel provar a unicidade
deste através dos coeficientes de Fourier das aplicagoes u, v, w e &;, onde j1,2,3.
Reciprocamente, se forem definidas estas mesmas aplicacoes em termos coeficientes

de Fourier encontrados acima o sistema tem solucao. A estimativa segue da relacao
existente entre os coeficientes de Fourier. O
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1.6 Descricgao fisica do sistema de Navier-Stokes

Seja x a posicao de uma particula em um fluido contido em uma regiao D C R3. Dese-
jamos descrever a trajetdria desta particula neste fluido. Seja x(t) = (x(¢),y(¢), 2(t)).
Assim, o campo velocidade u desta particula é

u(z(t), y(t), 2(t),t) = (&(t),9(t), 2(1)),
ou seja,

ux().0) = %)

Dessa forma, a aceleragao da particula é dada por

a(t) = %u(x(t), t).

Pela regra de Leibniz, temos

a(t) = wd+uy+u.i+u.
A partir deste momento utilizaremos a seguinte notagao

u(z,y,z,t) = (u(z,y,zt),v(x,y, 2t),w(x,y,zt)).

Dai, a aceleragao pode ser escrita como

a(t) = wu, +ovu, +wu, + u,
isto é,

a(t) = du+u-Vu,

onde dyu = u; e u- Vu = uu, + vuy, + wu,.

Definicao 1.13 O operador

¢ denominado derivada material.
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Deste modo, a aceleragao de uma particula em um fluido é dada por

Du

i

Para cada tempo ¢ > 0, admita que o fluido tem uma densidade bem-definida p(x,t).
Deste modo, se W é uma subregiao de D, a massa do fluido em W é dada pela integral

m(W.) = /W p(x, 1)V,

a(t) =

Definicao 1.14 Um fluido é denominado ideal quando satisfaz a sequinte propriedade:
para qualquer movimento do fluido existe uma aplica¢io p(x,t) chamada pressao tal
que se S € uma superficie no fluido com um vetor normal unitario n, a for¢a de
tensao exercida através da superficie S por unidade de drea em x € S no tempo t €

p(x, t)n.

E importante ressaltar que, no nossso caso, estamos interessados em fluidos com
viscosidade.

Proposicao 1.15 Seja W uma regiao no fluido ideal em um tempo particulart > 0.
A forca total exercida sobre o fluido dentro de W por meio da tensao sobre sua
fronteira é

S&W = —/ pn dA,
ow

onde Sgw = forca sobre W.

Seja a um vetor fixo. Pelo Teorema da divergéncia, temos
a-Sow = —/ pa-n dA
oW
= —/ div(pa) dV/
w
= —/ div(pa) dV/
W

= —/(gradp)-adV.
W

Como a é arbitrario, entao

Sow = —/ grad p dV.
w
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Definicao 1.16 Seja b(x,t) a for¢a externa por unidade de massa atuando sobre o
fluido. A for¢a externa total numa regico W do fluido devido ao campo b(z,t) € dada
por

B——/pde.
w

Dessa forma, em qualquer ponto do fluido a forca exercida por unidade de volume é
dada por

—grad p + pb.

Utilizando a segunda Lei de Newton obtemos uma forma diferenciada da Lei do
Balango do Momento

D
pﬁltl = —grad p + pb.

Descrevemos a trajetéria de uma particula em um fluido por uma aplicagao suave
o(x,t). Se W é uma subregiao da regiao D, entao p(W) = W; é o volume de W
movendo com o fluxo. A aplicacdo ¢; é definida por x — ¢(x,t), para um tempo
t > 0 fixo. Com isso, estamos aptos a enunciar o Teorema do Transporte, isto é, o

Teorema 1.17 Para qualquer aplicagcao f = f(x,t), temos

D
DI v

d
— [ pfdV = p
w, Dt

dt Jw,
Definicao 1.18 Dizemos que um fluido é incompressivel quando div u = 0.
Definicao 1.19 Um fluido é homogéneo se p = constante em todo espago.

Pelo Teorema do transporte, da divergéncia e o balango do momento é possivel provar
que as equacoes de Navier-Stokes sao

Du

Por = —Vp+ (A + p)V(div u) + pAu, (1.56)

. : . . L
onde A e A + —u sao constantes denominadas primeiro coeficiente de viscosidade e

segundo coeficiente de viscosidade, respectivamente. Esta equacao descreve o fluxo
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de um fluido viscoso. Se o fluxo em questao for incompressivel e homogéneo, entao
p = ¢ = constante, e conseqiientemente, as equacgoes de Navier-Stokes se tornam

D
D_u = —grad p’ + vAu,

t (1.57)
divu =0,

mo, . . . . . " p
onde v = = é denominado coeficiente de viscosidade cinemdtica, e p’ = =. Para uma
c

c
discussao mais detalhada, ver [1].
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Capitulo 2

Equacao de Burgers com viscosidade

A Equacao de Burgers que ira ser estudada é
Up = Uy + EUgg,

onde u(z) = u(z+1), para todo € R e u é de classe C*. Consideremos o problema
de valor inicial e de fronteira da Equacao de Burgers

U = UlUy + €Uy,
{ u(z, 0) = f(a) (21)

onde f € C®, f(x) = f(z + 1) e € = constante > 0 é a viscosidade. Provaremos que
esse problema tem uma unica solucao global.

2.1 Unicidade de solucoes

Teorema 2.1 O problema (2.1) tem no mdximo uma solugao cldssica (periddica).

Demonstracao: Suponha que u,v : R x [0,00) — R sao solugoes do sistema (2.1).
A intencao é provar que u e v sao idénticas.

Seja w = u — v. Conseqiientemente, devemos provar que w é a fungao nula. Com
efeito, ja que u e v solucionam (2.1), temos

Up = Ulg + EUgy,

Vp = VUp + EVspy.
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Assim, subtraindo as duas equacgoes acima concluimos que

Wy = Uy + EUze — (VU + €Vyy)

Uty — VU + €(Ugy — Vag)-

Defina a := u + v. Logo,

(aw)y = Sl(u+v)(u—-0),

Portanto,

Wy = Uy — V0 + €(Upy — Vyz)

1
= §(aw)x + €Wyyp.

Note que

Como

(w, (aw);) = (w, 0w+ aw,)
= (w,0pw) + (w, aw,)

= (0, aq,w) — (w, (qw),),

entao
(w, (qw),) = %(w, Qw).
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Dessa forma,

|
'
&

I
DN | —
%)
B
g

I
£
g

1
w, é(aw)m + ewm)

wylaw), ) + e

B(w, axw)] + e(w, wy,)

I
= N =

(w, azw) + €(w, Wyy).

Integrando por partes,
1
(W, W) = /wwmdx
0

1
= (w,wx)]é—/ Wow,dx
0

1
= —/ WapWedx
0

= —(wWg, wy).
Deste modo, obtemos
1d 1
§£(w,w) = Z(w,axw)—ke(w,wm)
1
= Z(w,azw)—e(ww,wx)
< w,aw)
< 4w,ozxw
1
< ekl
1

Seja T' > 0 um tempo arbitrario, porém fixo. Assim sendo,

| (1) oo < K(T), para0 <t <T,
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onde K(T') é uma constante dependendo de T'. Por conseguinte,

d

— w0 < SKT) [ w(t)|* para0 <t <T.

1
2
Pelo Lema de Gronwall, inferimos que

| w(-t) > < e O | w(-,0)||>= 0, para 0 <t < T,

pois

w(z,0) = wu(x,0)—v(x,0)

Il
=
5
S~—
|
=
S

Como T ¢ arbitrario, concluimos que

Portanto,

2.2 Estimativas a priori

Supondo que existe uma solucao u do sistema (2.1), provaremos algumas estimativas

para u e suas derivadas.

Lema 2.2 Ezistem um tempo T' > 0 e uma constante Ky > 0, ambas dependendo
somente de || f ||g2, com a sequinte propriedade: se uma solug¢io u(z,t) (periddica)

do sistema (2.1) € definida para 0 <t < T, entdo

H U(,t) ||H2 S KQ, emOStST

Demonstragao: Suponhamos que u seja uma solugao do sistema (2.1). Assim sendo,
desejamos controlar as normas L? das aplicacoes u, u, e ug, por constantes, que
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dependem somente de || f ||z, em algum intervalo de tempo que serd determinado
no decorrer da demonstragao. Para isso, tome o produto interno de v com a primeira
equacgao do sistema (2.1). Dali,

1d
5@(%“) = (u,w)
= (u,uty + €uyy)
= (u,uuy) + e(u, uzg).
Observe que
(u,uu,) = —§(u,uxu).
Logo,
(u,uu,) = 0.
Por conseguinte,
1d
§E(u,u) = (u,uty) + (U, u)
= €(Ugy, 1)
= —€(ug, uy)
= —ellu |
< 0
Logo
d 2
— t < 0
Sl | <
Integrando de 0 a t, obtemos
[uC ) I < [Jul0) =171 (2.3)

Ou seja, conseguimos controlar a norma L? de u por uma constante que depende
somente da norma H? de f. Como u é periddica, vale a seguinte desigualdade de
Poincaré

luz | < C | thaa | (2.4)



onde C é uma constante positiva. Assim, se controlarmos a norma L? da aplicacao
Uy, encontraremos uma cota superior para a norma L? da funcao u,. Dessa forma,
derivando a primeira equagao do sistema (2.1) duas vezes em relagdo a x obtemos

Uggt = (uux)xz + €Uzrza-

Logo, tomando o produto interno com t,,

1d

5% (umca u:c:(}) = (uxxa uxxt)

+ E(wa, umxww)
- E(ua:xza ux:px)

(

(U (

(T

(Uas (W )z) — € || U |?
(U (

(

(

IA I

Ugary (Uglly + Ullyy)s)

(Ux:m Su:cuzz + Uu:c:c;r>,

= 3 Uz, uxu:r:p) + (umm uua:xm)

(
(

= 3 Uz, uxua}az) - §(uxx7 uxuxx)
5
Assim, utilizando a equacao (1.38) e a desigualdade de Pincaré (2.4),
d

5 | Uy |OO|| Uz ”2

5C || e || (| o 1 +2 | e || s 1)
5C || e || (C | taw || +C || tra [|%)?
5C || tta ||| tae |I2

5C || Uy ||3 )

(VAN VAN VANSR VAN VAN

Para estimar || u,, ||, utilizaremos o Lema 1.5. Deste modo, defina

e

y(t) = lluaa(t) 1% @(y(t)) = 5Cy(t)2.
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Assim sendo,
y'(t) < eyd).
Agora, analisemos o seguinte sistema
. 3

Yo(0) = fau [I*-

Observe que yo(t) é nado-decrescente. De fato,

Logo, como yy(0) > 0, temos que yo(t) > 0 para t > 0. A solugao do sistema (2.5) é

wlt) = —
-
2 fea l
Assim,
lim yo(t) = lim ! 5
s Sl
2 fea
= 0,
onde T, := 2z > (0. Agora, defina
5C || faw |l
- 1 1 (2.6)
5C || fau |l

note que T" depende somente de || f ||z2. Dessa forma pelo Lema 1.5 concluimos que
y(t) < wo(t), para 0 <t < T < T,
ou seja,

| e (5 8) || < V9o(t), para0 <t <T < T.
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Como yo(t) é ndo-decrescente, entao

Mas,
1
—2 T+ 1
B 1
- 1 1
T 2 T
= 2 || fm H .
Dali,
| o 0) || < 2| fau|l, VEE[0,T). (2.7)

Portanto, a norma L? de u,, ¢ controlada por uma constante que depende somente da
norma H? de f, conseqiientemente, a de u, também é, pela desigualdade de Poincaré
(2.4). Com isso, as desigualdades (2.3), (2.4) e (2.7) implicam

Fu ) 7 = e ll® + e 7 + [} s |2

1 f 1P +C [ g |1+ 1] e |12
FIP+C faa P

C |l f Iz, ¥t e[0T

IA A CIA

Desta maneira finalizamos a prova do Lema 2.2. a

A partir deste momento o nosso interesse é conseguir estimativas para todas as
derivadas espaciais de u no mesmo intervalo de tempo do Lema 2.2. Assim sendo,
enunciemos o

Lema 2.3 Suponha que u é uma solugcao C™ (periddica) do sistema (2.1) definida
para 0 < t < T, onde T estd definido em (2.6). Para cada j = 2,3,... existe uma
constante K; > 0 dependendo somente de || f ||gi, com

| u(t) s < Kj, Yte[0,T).
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Demonstracao: Para demonstrar esse resultado vamos utilizar indugao sobre j. O
caso j = 2 foi provado no Lema 2.2. Suponhamos que a desigualdade acima seja
valida para j — 1. Vamos provar que o Lema continua verdadeiro para j. Aplicando
o operador D? (ver notagao (1.1)) ao sistema (2.1) obtemos

Diuy = Di(uuy)+ eDiT?u,
D%ut(-,()) = D%f-
Portanto,
§£(D;U>D;u) = (D;Uﬂ D;ut)
= (D, D’ (uuy) + eDi?u)
(D2, DY (uuy)) + e(Diu, DIt2).

Integrando por partes, temos
1
(Diu, Dit?y) = / DiuDi?udx
0
= (Diu, Dittu) |3 —/ DIty DIt ydy
0

1

_ j+1 j+1

= —/ D’ u, DI, dx
0

= _(DiJrluaD:](;Jrlu)
= —(DJ"'u, D )

= — || DI ulf.
Logo,
1d . . .
5%(D3u Diu) = (Diu, D’ (uuy)) —e | DI u |2, (2.8)
A regra de Leibniz nos diz que
D7 (uuy) i ( > DYuD’* "y, para todo j € NU{0}. (2.9)

v=0

Dessa forma, para estimar (D7u, D?(uu,)) analisaremos o produto interno
(D?u, DYuD’ "),

em trés casos:
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1. Primeiramente, consideremos que v = 1,2, ..., 7 — 2. Logo, pelas desigualdades
(1.38) e (2.4), obtemos
(Dju, DyuDy™ " u) | Dyu |l Dy [ DI~ u ||
| Dy ool w e |l w [
| Dy Jool| w [
C I Dy u ] w 17 -

VAN VAN VAN VAN

Como v < j —2 entao v+ 1 < j — 1. Por conseguinte,

(Dju, DyuDL™ " u) < C ]| [l -

2. Sev=j7—1ouv=j, temos
(Dju, DyuDy ™ ") | DI ||| Dy ||| Dy ||
| DI ool w [l -

Novamente pelas desigualdades (1.3 (2.4), concluimos que

8)
(Dju, D7uD}™""u) < | DI u ool |1
< ClIDF* ulll vz -

Comov=j3>3ouv=75—12>2 entaov > 3. Assim, j+2—v < j—1. Com
isso,

(Du, DyuD ™ u) < Clu||gi-a] w7 -
3. Se v = 0, obtemos

(Dju, DyuDi ' ~%) = (Dju,uDi" u)
—(((Dju)u)e, D).

Esta ultima igualdade é facilmente verificada. De fato, integrando por partes,

1
(Dlu, uD? y) = /(Diu)u(Diu)d:c
0

((Diuwyu, Diu) |} — / (D3, (D) de

- - / (Diwyu),(Diu)de
— —(((Diuyu),, Diu).
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Portanto,

(Dyu,uDiu) = —(((Dju)u)s, Diu)
= —((Di"w)u + (Diu)ug, Dju)
—((D3 w)u, Diu) — ((Du)us, Dju).

Por isso,
2(Dlu,uDit ) = —((Diu)u,, Diu).

Deste modo, pelas desigualdades (1.38) e (2.4),

(Diu.uDin) = —L(Duju,, Diw
1 .
< 2 | Ug |00|| Diu H2
< O || e | (1
< Clu gl s,

pois j—1 > 2. Dessa forma, fica estabelecido o caso 3. Agora, de posse das estimativas
encontradas nos trés casos, substituimos a expressao (2.8) em (2.9). Por conseguinte,

1d . . o d ; ‘ .
5@@%% Diu) = (Diu, ( ,]/ ) DZuDiH_”U) —e| DIt |?

v=0
J .
< > (1) i pznz)
v=0
~ (]
< e () hulwluld,

Portanto,
d Fo12 2
o I Dau ™ = Gyl il w [l
onde C; > 0 depende de j. Pela hipétese de inducao,

| w||gi-n < Kj_q, onde K;_; depende somente de || f || gi-1 .
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Assim,

d )

pr | Diu > < Cjllullgill ullis
= Cj|lullgs— ([ u ||?p—1 + || Diu|?)
< CiK; (K7 + || Diu |?)
< Kjfl(l—i_ || D;u H2>7 Vite [O,T],

onde K1 = K;_1(|| f ||ms-1). Note que, o tempo 7' > 0 é o definido em (2.6). Pelo
Lema de Gronwall (Lema 1.4), temos

t
I DI P < e () D2 0) I+ [ K
0
< M T(|| Diu(-,0) 1P +K54T)
< eKjilT(H D;f ||2 +Kj—1T)’ Vie [OvT]'
Por fim
lullyy = llullips + 1 Diu|?

< Kiy e (| DIf P+ KT
= K; Vt e [0, T],

onde K = K;(|| f |lms), pois T' = T(|| f ||u2) e Kj—1 = K;_1(|| f ||g5-1). Logo,
| w(,t) lms < K;, YVt € [0, T] e K; depende somente de || f ||z -

Assim, encerramos a prova do Lema 2.3. O

Uma consequéncia importante do Lema 2.3 é que as derivadas mistas

Py (x, t)

também podem ser estimadas no intervalo de tempo [0,7]. Por exemplo, o sistema
(2.1) nos diz que

Uy = Uly + EUyy.
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Logo,

| uy | | uu, + €y, |
| wty | +€ | Uy |
| w || ug | e | U |

C, Vtelo,T],

IA A CINA

onde C' > 0 depende somente de || f ||zz. Derivando a primeira equagao do sistema
(2.1) em relacdo a z, temos

Uty = (uum)a} + EUzzy

UgpUy + Ulgy + EUgpgy -

Logo,

|utx| = ’uxum+uuxx+€uxxx|
< | Uty | A | Uty | A€ | Uy |

Dessa forma, é possivel estimar todas as derivadas mistas de u. Pelo Lema 1.3, temos

lulee < lulP+2 0 ullllue -

Dali,
[ulls < C%lug [I” +2C || uq |I?
S C || Ug ”27
ou seja,
[l < Cllug | (2.10)
A seguinte estimativa é importante:
[l < Clug |
< Cllullpe
S KQ; v [07T]
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onde a desigualdade (2.10) foi utilizada e Ky = Ks(|| f ||g2) > 0 é uma constante.
Agora consideremos uma seqiiencia (u") de fungoes periédicas definida indutivamente
poru’ = f e

W (2,0) = f(2), n=0,1,2, .., (2.11)

Lema 2.4 Existe Ty = T1(|| f ||g2) > 0 tal que
| (- t) |2 < 2| f g2, Yt € [0,T1], VneNuU{0}.

{ u;l—i-l —u unJrl + 6unJrl

Demonstragao: Provaremos esse Lema por inducao sobre n. Para n = 0 o resultado
¢é 6bvio. Denote w = u™ e v = u"!. Portanto, suporemos que o resultado é vélido
para w e provaremos, a partir disto, que o mesmo pode ser dito a respeito de v. Nesta
nova notagao, o sistema (2.11) se torna

{ Vp = WU + €Vgy, (212)

v(z,0) = f(x).

Portanto,

v, )

5&(’0,1)) =

U, WU + €Uy

el v |®

(v,
(v,
(v, wvy) + €(V, Vgy)
(
(v,
(v,

)

U, W) — €(Vg, Vy)
) —
)

IN

1
= —i(v,wxv)
1 2
L el v

1
_C T 2
5C 1w Il v |
1 2

5C lw llmellv e -

IN - IA

IA

Logo,
= H2 -
=l ] v
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Derivando a primeira equagao do sistema (2.12) em relagao x, obtemos

Conseqiientemente,

1d<
2dt

Pela equacao (2.2),

Logo,
1d

Vgt = (wvx):r + EVpgg-

Uz, Vz)

(Ve (WU)z) =

2dt I

v ||”

I~ N N N N
<
8

IN

1
B | Wa Jool| Ve Hz

C | wao Il 0z |

Cllw gzl v Il -

IN A

Analogamente, derivando a equagao (2.13) em relac¢do a x, temos que

Por um raciocinio anédlogo,

1d
5% (Uxx> Uxx)

Vgt =

IN

(wvx)xw + EVprra-

Ve, Umxt)

V)

(

(

( (

(Ve (

(Vaw, (WV2)gw) — € || Vaaa |17,
(Ve (

(Ve (

(

(
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ou seja,

d
a(vm,vm) = 2(Vpg, WyzUsy) + 4(Vag, WypUsz) + 2(Vgg, WOz )

2(Vggy Wiz V) + A(Vag, WoUsz) — (Vggy WUy

2(Vaz, WazVs) + 3(Vggy WyUgy)

< 2] 0 ool Vaa [l Waa || 43 ] wa ool Vs |
< O vge Il vae [l Waa || 43 | W |ooll v |22
< Cllvllgl| wee | +3 | we |soll v ||

= Cllv el we |

< Cllwllmlvlf-

Dessa forma, pela hipétese de inducao,

R A B e P e P
< Cllwlml vl
< Ol el v I
< Ol fllwllo e, Ve € 0,7

ja que

[ uCo8) w2 < 21 f w2, VE € [0,T3].
Aplicando o Lema de Gronwall, concluimos

o t) [l Mzt (] (-, 0) ||}
U a1, 0) |3}

Wzt (|| £ 117}
S (33

Escolha T} > 0, menor se necessdrio, tal que e“Ifln27t < 4. Dessa forma,

Fum™ o) e < Wl f 5}
< 4l flZe Yt € [0,73].

VAN VAR VAR VAN

Portanto,

[uCot) [l2 < 21 f g2, VE € [0,13], VneN.
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O que conclui a prova do Lema 2.4. O
A seguir, demonstraremos que todas as derivadas espaciais de u"”, para todo n € N,
podem ser estimadas no intervalo de tempo [0, T3], com 77 determinado no Lema 2.4.

Lema 2.5 Para cada j = 2,3, ..., existe K; > 0 tal que
| u"(,t) [|lms < Kj, Vtel0,T1], Vne NU{0}.
A constante K; depende de || f || gi, mas € independente de n (e de € > 0).

Demonstracao: Para provarmos este resultado utilizaremos inducao sobre j. Para
j = 2, este resultado segue do Lema 2.4. Seja j > 3 e defina w = u™ e v = u"™h.
Suponha que,

H w HHj—l < Kj,l, H v ”ij1 < Kj,l, Vite [O,Tl]. (2.14)
Aplicando o operador DJ ao sistema (2.12), concluimos que
Divy = Di(wuvy) + eDIT 2,

Dgzvt('a()) - Dgc.f

Logo,

d .

S (Dlv, Div) = (Div, Div)
= (Div, D (wv,) + eDi*?y)
= (DJv, Di(wv,)) + e(Div, DIt2y)
= (D]’U D](U}Ux)) (Di—‘rlva‘ng—lU)
= (D, Di(wv,)) — € || DI |2
< (D]U D](wvx))

Pela regra de Leibniz, temos que

J .
Di(wv,) = ( ‘Z ) DYwDit vy,

v=0
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Logo,

d . ' J . .
2Dl < 2 (D;v,z ( Z ) D;wD;“—”v)

v=0

IN
[N}
MQ.

J (Dlv, DYw DI ")
v x xT x

IN
P

j (D£U7DZU}D1;+1_V’U)7

onde C; > 0 depende de j.
1. Sev=1, 2, 3, ..., j— 2, entao

(D, DiwD] ") | Diw ool Dv || D0 |

<
< C| Dy wl|l| Div ||| D |
Como v + 1 < j — 1, entdo pela primeira desigualdade em (2.14), temos

I Dl < ol < K.
Observe que 7+ 1 — v < j. Logo, pela desigualdade de Poincaré,

I D | < G|l Dyv |l
onde C; > 0 é depende de j. Dessa forma,
(Djv, DywD™™"0) < CjKj || Diw [[I| Div |

= CjKj1 | Div |*.

2. Agora, se v = j — 1, entao utilizando o fato que j7 > 3, temos

(Dv, DYwD? ") (DI, DI~tp DI+1=0=1y)
(Do, (D1 w)ves)

| Ve [ooll D30 || DI M ||
Cj Il w |1 vae [I| Div ||

CiKj1 || Div ||

IN A IA
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3. Sev =7,

(D2v, DXwD’ ™ "y) = (Div, D2wDit9y)
= (Djv, (Djw)uvy).

Como j —12> 2,

| 0z Jool| Div ([ Dy |

C || vae Il D3v [ Diw |

C || v a5l Div [[Il Diw |
CKj1 || Djv ||| Djw |
CKja(ll Dlv [I* + || Diaw |

(D, (Diw)v,)

VAN VAN VAN VAN VAN

4. Resta somente estudarmos o caso em que v = 0. Nesse caso,
J v Jj+1l-v — J j+1-0
(DJv, D2wDI™""v) = (Dlv,wD ™" v)
_ j j+1
= (Dlv,wDi™v)

1 . .
——(D2v,w,Dlv)

2
1 P2
< 2 | Wy |<>0|| Div ”
< C'|| waa ||| Div HQ
< G llw el D2 P
< CjK;_1 || Dv |,

isto é,
(Djv,wD}v) < CjKj1 || Div |*.

Portanto, estabelecemos o caso 4. Usando as estimativas encontradas nos quatro
casos acima, obtemos

d . I .
S I D |* < G} (Dlv, DiwDi™ ™)
v=0
< GiKjo || Div P +CiK o || Div | +CiK (|| Div |2 + || Diw [%)
< Ki(l Do |P + || Dhw |P), ¥t € [0.T1], Kj = K;(| f ).
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Pelo Lema de Gronwall, concluimos que
t
I Diott) P < et ) Do) P+ [ 1 | D2ter) Pl
0
t
< e {20 P+ [ | D) 2 ar |
0
t
< LY DU P [ Dl ) P ar)
0

t
< K, {H DI I+ [ D) I dr}.
0

Dessa forma,
t
| D" (1) |7 < K {H Dif |? +/ | D3 (-, 7) |17 dT} Vit e 0,7
0

Aplicando o Lema de Picard (ver Lema 1.6), concluimos que a seqiiéncia (DI u"(-,t))
¢ uniformemente limitada para todo t € [0,7}], isto é, existe uma constante A; > 0
que depende de || DJf || , mas independe de n e de € > 0, tal que

| Diu™(-,t) || < A, VEE[0,Th], n=0,1,....

Por conseguinte,

lu" 1% = |l u" |3 + || Diu™ |2
2 2
< Kjg+ A
= KJQ, Vte [07T1]7
onde K; = KJ’(H f |lgs). Com isso, o Lema 2.5 estd provado. [

O Lema 2.5 nos permite estimar a seqiiéncia (u") juntamente com todas as suas
derivadas mistas. Ou seja, aplicando o Lema 2.5,
8p+q

OxPOte b

Note também que, a seqiiéncia (DIu™) estd limitada na norma do méximo. Com
efeito,

"z, t)] < C(p,q), Vtel0,T]. (2.15)

| D" | < O] DIu |
Cll w™ || givs

CKj, YVt €[0T,

IA A IA

onde Ko = K| f [lmi+2) > 0.
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2.3 Existéncia local de solucoes
Teorema 2.6 Seja Ty = T (|| f ||g2) determinado como no Lema 2.4. Para qualquer
€ >0, o sistema (2.1) tem uma dnica solu¢ao periddica u(x,t) de classe C™ definida

para todo t € [0, T1].

Demonstragao: Seja (u™) a seqiiéncia definida indutivamente no sistema (2.11) e

denote v = vt —u" e w = u™ — u" L. Portanto,
— n+1 n
vy = uptt =
_ n, n+l n+l _  n-1,n n
= U U, =+ €U, U U, — €Uy,
= uu — "M+ u Ml — "+ eu T — el

= u(uy =) Fup(ut — ") e — )

= Uy + ULW + EVyy.
Além disso,

v(z,0) = u"(z,0) —u"(z,0)

= flz) - f(=)
0.

Resumindo, temos

(2.16)

Ve = UV + ULW + EVgy,
v(z,0) = 0.

Com isso, pelo Lema 2.5, temos

- (Ua vt)
(v, UV + Ubw + €vyy)

(v, u™v,) + (v, ufw) + €(v, Vyy)

1
= —5('0, upv) + (v, ulw) — €(vy, vy)

= —5©u) + (v, upw) — el v, |
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onde Ky = Ks(|| f ||z2) é independente de n. Portanto,

1d 1 .

5% ” v ||2 S _i(vﬂuxv) + (U?U’xw)
1 n 2 n

5 Lz Lol v 7+ T ool v ([l |

IN

< Cllug, (T [P+ o)
< K[ vl + [ wl?), Vteo,n].

onde Ky = Ks(|| f ||g2) é independente de n. Usando o Lema de Gronwall,
lot 17 < @ o P+ [ | 2ke | utr) P ar)
< K/t | w(-,7) ||*>dr, ¥ te[0,T],
0
onde K = K(|| f ||z2) é independente de n. Portanto,
L) =P < K [ ) — e P Ve 0T
0

Assim, pelo Lema de Picard, temos

lim (u"*! —u") = 0, uniformemente,

n—oo

e, além disso, (u™) é de Cauchy. Como L? é um espaco métrico completo, entao

lim v* = wue L

n—oo

Utilizando o Corolario 1.8, a estimativa dada em (2.15) nos permite concluir que
u™ — u € C* e que as derivadas mistas de u™ convergem as respectivas derivadas
mistas da aplicacao u, isto é,
opta orta
lim u(z,t) =
n—oo QrPOtY (z.1) OxPOte

u(z,t), ¥V p, ¢ € NU{0}.
Deste modo, fazendo n tender a infinito no sistema (2.11), temos

n—oo n—oo n—oo rz
lim v"*(z,0) = f(z).
n—oo

{ lim w*t = lim (u"u™™) + € lim vt
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Portanto,

{ Up = Uy + Elgy,
u(r,0) = f(x),

ou seja, o sistema (2.1) tem uma tnica solugao u (periédica) de classe C* no intervalo
[07 Tl] . O

2.4 Existéncia global de solucoes

Nesta secao estenderemos o intervalo de existéncia da tunica solucao da equacao de
Burgers. Para isso, utilizaremos o Teorema da existéncia local juntamente com as
estimativas provadas nas secoes anteriores.

Lema 2.7 Seja u uma solugao C* do sistema (2.1) no intervalo [0,T]. Entao

| u(,t) o < | ul-,0) |0, ¥t €0,T].

Demonstragio: Seja A > 0 uma constante e defina v(x,t) = e Mu(z,t), onde u é a
solugao do sistema (2.1) no intervalo [0,7]. Assim,

(e Mu(z, 1))
= e My, — e My
e M(uy — \u)
= e M(utty + Uyy — M)

ue Mu, + ee Mug, — e Mu

vy =

UV, + €Vpp — AU,
isto é
Vi = UVy + €Uyy — AU. (2.17)

Suponha, por absurdo, que a aplicagao v(z,t) assume um maximo em (xg, ), com
v(xg,t9) >0 e que 0 <ty < T. Dessa forma,

Ut(l‘[))t()) Z 07 vx(x())t()) = 07 wa(xovtO) S O
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Todavia, pela equagao (2.17), temos
0 < w(xo,t0) = u(®o,to)ve(To,to) + €vza(wo, to) — Av(x0,t0) < 0,

o que ¢ uma contradi¢ao. Logo, to = 0. Portanto, um méximo positivo s6 pode ocorrer
quando t = 0. De maneira andloga, podemos mostrar que um minimo negativo sé
pode acontecer em t = 0. Desse modo,

[v( 1) foo < [ 0(+,0) [oo;, VE=0.
Isto é equivalente a
e Mu(z,t) oo < | e %u(x,0) |oo, V>0,
ou seja,
M u(z,t) | < | u(x,0) s, V0.
Fazendo A — 0, obtemos

| u(r,t) [0 < | u(,0) |0
= | fle, VE>0.

Teorema 2.8 Seja f = f(z) uma fun¢ao C* com periodo 1, e denote u € C™ a
solucao periddica do sistema (2.1) no intervalo [0,T]. Existe uma constante K > 0,
dependendo apenas de || f ||gz (e € > 0), mas independente de T, com

lu(t) we < K, ¥te[o,T]. (2.18)

Demonstracao: Para estimarmos a norma H? de u precisamos estimar a norma, L?
das aplicagoes u, u, € u,,. Como u é solu¢ao do sistema (2.1) no intervalo [0, 77,
entao

1

5@(% u) = (u,u)

= (u,utly + €uyy)

= (u,uuy) + (U, Uyy)
= —€(ug, uy)

= —cllu. |*.
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Logo,
d 2 2
o eGP = =2eflu(t) |7 < 0.

Integrando de 0 a ¢, temos
t
= [ uC0) 1P < JluCt) [P = u,0) I < —26/0 lue I* < 0. (2.19)
Dessa maneira,

2% / lua(eom) 1P dr < [ (-, 0) |12 o

Ful6) 1 < [Fu-0) 1%

para todo t € [0,T]. Encontremos uma estimativa para norma L? da aplicacao u,.
Derivando o sistema (2.1) em relagao a z, temos

Upp = (Uly)z + Ui,
{uz(wo) = fo
Assim,
N D
= (Ua, (W) y + EUggy)
= (Ug, (utiy)z) + €(Ug, Upgs)
= —(Uae, Uy) — €(Ugy, Uga)

< |u |<>0|| Uzz HH Ug H —€ ” Uzz ||2a

Como para todo € > 0 temos que

1 €
| fooll wa (]| was || < glugo\l Uy ||2+§ [

Entao aplicando o Lema 2.7, obtemos

d 1
Tl < = el [ € [l e [ =26 || v |

| =

= = Julillus 7 —€ [l uas |2

IN
A=

| f 1ol e 1 =€ v 1% -
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c\ﬁ
=
=
Sy
3
S~—
e
QL
\]
AN

d tr1

~ < | <—\f|§oH (o 7) [ e || e, 7) u?)dr
]‘ 2 2 2
IR [t 2 dr - ||um, 2 dr.

IA

Portanto,

a8 P = a0 1P < 2R [ o) = [ o) 2

Aplicando a primeira desigualdade em (2.20), concluimos que

lwa ) I < e 0) P42 | £ B / a7 |12 r—e/ | o, 7) |2 dr
< I+ —||fx||2/ a7 12 T—e/ | taa (-, 7) |12 dr
< 2 C 2 1 2 vtelo,T
S A VA S PR X
€ €

Logo

C 1
max | uo(, 6 [° < IS lP+— 1 1P 5 17 IP (2.21)

0<t<T

Observe que

1 T T
luG TV < 1 B p 1B [ aar) B =e [ ) [ ar

Portanto, usando a primeiraequagao do sistema (2.20), temos

T 1 T
[ Ml P dr < WL Bl B [ ) I dr= T P

2, C 2 ’ 2
< I llF+— 11 fe i | (-, 7) [I° dr
C 1
S HEP+— L1111
€ €
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Realizando céalculos andlogos para u,,, ¢ possivel mostrar que

25
8 1< a0 I +22 17 B [ o) 12 = [ et 17
De fato, derivando o sistema (2.1) duas vezes em relacdo a x, obtemos

{ Ugzt = (uux)xr +€uxmcm7

Dai, pelo Lema 2.7,

1d
2 dt

(u:m:; u:m:) Ugg, ux:pt)

(

(U, (W) gz + EUagas)

(Uge, (W) o) + €(Usa, Uraan)
= (Uga, (UUg)22) — € || Ve H2

(

(

(

Uy, Ulgys + 3“x2u1> — € || Ugzx ||2

Ugs Ullgag) + 3(Uga, Usglln) — € || Usge ||
uacmyuu:vacm) - 6(umx7uua:xac) — € || Ugzx ||2

- - 5(ux:v7uu:rx:r) — € || Uzza ||2

< 5 ’ u |OO|| Ugx ”” Uz ” —¢€ ” Uzzx ”2
5
€
< % | / |go|| Uzpz ||2 +§ || Uzzz ||2 —€ || Uzzz H2

€

Logo, integrando de 0 a t, temos
e t) 7 < (-, 0) 2 += | 3 / |t (-, 7) || d7 — / | (-, 7) ||

Analogamente, Joax | e (1) ||? € |? dr podem ser estimados por

H szm( ) )

constantes que dependem somente de || f || 2. Com isso,

[l < K,
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onde K = K(|| f ||z2) é independente de T Isto conclui a prova do Teorema 2.8. O

Vamos provar o Teorema da existéncia de solugdes globais para o sistema (2.1). Esse
éo

Teorema 2.9 Seja f € C*. O sistema (2.1) tem uma tnica solu¢do 1-periddica
u € C™ definida para todo t € [0,00).

Demonstracao: Pelo Teorema 2.6, sabemos que existe T} > 0 e uma aplicacao
u € C* que ¢ solugao do sistema (2.1) para todo t € [0,7}]. E, pelo Teorema 2.8,
concluimos que existe K > 0, tal que

[ u(-,t) lue < K, Vtel0,T3]. (2.22)
Em particular,
| u(Th) e < K. (2.23)

Agora, considere a funcao x +— u(z,T}), e considere o sistema (2.1) com essa condi¢ao
inicial. Novamente pelo Teorema 2.6, existe T > 0 dependendo somente da norma H?
de u(z,T)) e uma solugao v € C* do sistema (2.1) no intervalo [0, T3], com condi¢ao
inicial u(x,T1). Pelo Teorema 2.8, temos

[o(-t) lue < K, Ve[0T,

a constante K é a constante que foi encontrada na desigaldade (2.22), basta observar
a desigualdade (2.23). Em particular,

v, 12) lm2 < K.
Agora, defina a aplicagao w por

w( t) _ u('7t)7 se 0 S t S Tl,
7 B U(.’t_Tl)a se Th <t <T,+1Ts.

Afirmamos que w é de classe C* e é solugao do sistema (2.1) para t € [0, + T3]
Além disso,

[wi,Ti+T2) | < K.
Para provar esses fatos, primeiro note que essa aplicacao estda bem definida, pois

U(',Tl—Tl) = ’U(',O) = U(',Tl).
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Como u(-,t) e v(-,t—T}) sdo de classe C* nos intervalos [0, 7] e [T, T} + T3], respec-
tivamente, entao provar que w(-,t) € C* é equivalente a mostrar que Dz w(-, 1) existe
e é continua no ponto t = 717, para todo j = 0, 1,2, .... Assim sendo, demonstraremos
apenas a continuidade de D{ w(-,t) no ponto t = T} realizando indugao sobre j. Se
j =1, temos

lim w(-, Ty +h) —w(-,T) — im v(-,h) —o(-,0)
h—0+ h h—0+ h
— Ut('a())

Por outro lado,

lim wi, T+ h) —w(, Th) = lim
h—0— h h—0— h

= Ut(', Tl)

Como u e v sao solugdes da primeira equagao do sistema (2.1) nos intervalos [0, 7] e
[0, T3], respectivamente, temos

w (- T1) = u(-,T)ug(s, Th) + euge (-, T1)
= v(-,0)vg(+,0) + €vge(,0)
= u(+,0).

Com isso,
wt('aTl) = Ut(',Tl) = Ut(',0)7

isto é, a fungao w; existe e é continua em ¢ = Ty. Agora, suponhamos que D]w existe
e é continua no ponto ¢ = T7. Observe que,

wa(-,T1+h)—wa(-,T1) ng(-,h)—ng(-,O)

hli»r(]gl+ h B hli% h
= DI (-,0).

Por outro lado,

i P0G Tl = Diw( ) Diu( T+ h) = Diu(Th)
hes0— h h—0~ h

= DI, T).
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Porém, aplicando o operador D] & primeira equacao do sistema (2.1), temos

+1
DIy

Pela regra de Leibniz,

Dz (uug) =

= D! (uuy) + eDlug,.

J )
(‘]7{) Dqug_kum.
k=0

Dessa forma, pela hipdtese de inducao, concluimos

Dj (uu,)(-, T1)

Assim, obtemos

DIt (-, Ty)

Portanto,

DIt hw(-, Ty)

Deste modo, D{ 1w existe e é continua em ¢ = Ty. O que conclui a indugao. Portanto,
w é uma aplicacao de classe C™ e é solugao do sistema (2.1) no intervalo de tempo
t € [0,T1 + T3], pois u e v 0 sdo nos intervalos [0, 7] e [0, Ts], respectivamente. Note

que,

i (‘,1) Dyu(-, T1) D} u (-, Th)

k=0

Z]: (i) DEo(-,0) DI Fu,(-, 0)

k=0

Di (UUI)(" 0)

Di(uum)(a Tl) + GDz{uxw<'7 Tl)
D{(vvx)(~, 0) + evam(-, 0)
DIthu(-,0).

DI 'u( ) = D{"u(,0).

[w( T+ 1) |z = [l o(T2) (a2

Considere, agora, a funcao = — w(-,T; + T3). Pelo Teorema 2.6 e pela demonstracao
do Lema 2.4, existe uma tnica solugao z de classe C'* do sistema (2.1) no intervalo

IN

K.

de tempo t € [0, T3], tal que z(+,0) = w(-, 71 + T3). Assim, pelo Teorema 2.8,

|| Z(,t) ”H2 S K, \V/ t e [O,TQ]
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Defina

(1) = z(+, t), se 0<t<Ty,
T L wt-T), se o<t <Ti+2D

E possivel provar que a é uma solucdo de classe C*° do sistema (2.1) no intervalo de
tempo t € (0,77 + 273], onde

H CI/(',Tl + 2T2> ||H2 = H w(',Tl + T2) ”H2 S K.

Logo, seguindo este raciocinio, concluimos a prova do Teorema 2.9. O
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Capitulo 3

Sistema de Navier-Stokes em duas
dimensoes espaciais

3.1 Caso periddico em duas dimensoes espaciais

Sem mais prolongamentos, consideraremos que todas as aplicagoes desse capitulo sao
reais, de C™ e 2m-periédicas nas duas variaveis (z e y). O sistema de Navier-Stokes é

U + Uty +vuy +p, = VA,
v+ v, +ovy +p, = vAw, (3.2)
Uy +vy, = 0,

onde v > 0 é a viscosidade, u = (u,v) é a velocidade e p ¢ a pressao de um fluido
incompressivel. As condicoes iniciais sao as seguintes

U((I),y70) = f([L‘,y),
{ v(2,y,0) = g(z,y). (3.4)

Exigimos, por compatibilidade, que
fz+g, = 0. (3.5)

Observe que em uma solugao (u, v, p) do sistema de Navier-Stokes a pressdo nao
estd unicamente determinada, pois se tomarmos uma nova aplicacdo py = po(t) de-
pendendo somente de ¢ temos que (u, v, p;) também soluciona o mesmo sistema,
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onde py(x,y,t) = p(x,y,t) + po(t). Dessa forma, para que uma solugao do sistema de
Navier-Stokes seja unicamente determinada, estabelecemos a normalizacgao

(Lp(,t) = 0,Vt>0, (3.6)

onde 1 indica a funcao identicamente 1 para quaisquer valores de x e y. O resultado
mais importante a ser provado nesse capitulo é o

Teorema 3.1 Assuma que a condi¢ao de compatibilidade (3.5) € satisfeita. O sistema
(3.1)-(3.4) com condi¢do (3.6) tem solugdo unica (periddica) (u,v,p). A solug¢io é C™
e existe para todo tempo t > 0.

3.2 Equacao da vorticidade

Suponha que (u,v,p) é solugao do sistema de Navier-Stokes. Da equagao (3.1) con-
cluimos que

(Lu) =
1, —uu, — vuy, — p, + vAu)
= —(lLuu,) — (1,vuy) — (1, pz) + (1, Au).

Observe que (1,p,) = (1, Au) = 0 pois, integrando por partes, temos

2 2
(pr) = / / prdxdy
0 0
2w

_ / (27, y,t) — p(0,y, 1) dy
= 0.
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Nesta ultima igualdade utilizamos a 27-periodicidade de p na varidavel z. Analoga-
mente,

2m 2w
(1,Au) = / / Audzdy

o Jo
2 27

_ / / (e + 11y, )drdy
o Jo
2 2 27 2

= / / Ugpdrdy + / / Uy dydx
o Jo o Jo

2 27
= / [uz (2, y,t) — u,(0,y,t)|dy +/ [uy(x,2m,t) — u,(z,0,t)]dx
0 0
= 0.
Com isso,
d
dt
Integrando por partes novamente, temos

2m 2m
(1,vu,) = / / vuy,dydz
o Jo
2 2
= [t i = [ i
/ / uv,dydx.

Como u, + vy, = 0, entao v, = —u,. D

2m 2m
(1,vu,) = / / uudydz
= (1, uuy).
2m 2m
(1L,uu,) = / / uudrdy
= / [u? 37 — / uudx)dy
= / / uuzdrdy

= —(1,uuy).

(Lu) = —(L,uu,) — (1,vuy).

Mas,
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Conseqiientemente,
(Luu,) = 0.

Portanto,

d
%(1,u) = —(1,uu,) — (1,vu,) = 0.

Integrando de 0 a ¢, temos que

(17 u('v t)) - (17 u('? O)) = 0.
Com isso,
Para uma simplificagdo dos cédlculos, mostraremos que podemos supor que (1,u) =

1 1
(1,v) = 0. De fato, defina @& = u — 4—7T2(1,u) ev=uv-— 4—7T2(1,v). Logo,

(L) = (Lu- #(1,@)

= (1,u) — 4—;2(1,10(1, 1)
= (1, )—4—;2(1,11)4#2
(1L,u) — (1,u)
0.
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1 1
i, = (u—-—(1 -~
Uiy (u 47T2( ,u)) (u 47r2( ,u))z
1 1
- (u--"nq1 —
(1= m21.0) (42— 7002
1
Da mesma forma,
. 1 1
on, = (U - m(l,v)) (u = H(LU))y
1 1
= (U - m(l,@)) (Uy - m(l,ﬂ)y)
1
= (U - @(Lv)) Uy
Além disso,
AU = Upp + Uy = Ugg + Uy = Au
Portanto,
o 1 1
Uy + Ul + 00y +p, = VAU — m(l,u)ux — 4—7T2(1,v)uy
. 1 1
= vAu-— H(l,u)ux - W(l,v)uy

Realizando calculos andlogos, conseguimos uma equagao para v, semelhante a que foi

encontrada para u, isto é,
1
’1715 + ﬁﬁx + 17'13y +py = vAD— @(1,?11)'036 — m(l,?})vy.

Ou seja, (4, v, p) satisfaz o sistema de Navier-Stokes com for¢a nao-nula ja conhecida.
Dessa forma, podemos admitir que

(Lu) = (Lv) = O (3.8)

Portanto, consideraremos, no decorrer da dissertacao, que o sistema (3.8) é satisfeito.
Além disso, pela equagao (3.7), também teremos que (1, f) = (1,¢9) = 0.
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3.3 Formulacao da vorticidade

Agora introduziremos o conceito de vorticidade.

Definicao 3.2 A expressao

5 = Uz Uy, (3 9)
¢ chamada vorticidade.
Definicao 3.3 O sistema
&+ uéy + vy, = VAE,
{ £C,0) = go— f,, (3.10)

¢ denominado sistema da vorticidade.

Pela definicao 3.9, obtemos

Uy + v, =0, (3.11)

Uy — Uy = €. )
O sistema de Navier-Stokes para as varidveis (u,v,p) é equivalente ao sistema da
vorticidade juntamente com o sistema de Cauchy-Riemann nao-homogéneo (3.11) e
a equacao eliptica para a pressao

{ Ap + 2(vyuy — uyvy) =0,
(1,p) = 0.

Teorema 3.4 Suponha que f, +g,=0, (1, f) = (1,9) =0. Seu, v, p satisfazem

(3.12)

g + uy + vuy + pp = vAu,

vy + uvy + vvy + py, = VA,

Uy + Uy = 0,

(Lp) =0, u(z,y,0) = f(z,y), v(z,y,0) = g(z,y),

entdo p satisfaz (3.12) e

(3.13)

& +ubs + 0§y = VAS,

5(‘7;7:%0) :gm(xvy>_fy(x7y)7 (314)
uy +v, =0, (1,u) =(1,v) =0.

Reciprocamente, se u, v, £ solucionam o sistema (3.14) e p € definida como a solugao
do sistema (3.12), entdo u, v, p satisfazem o sistema (3.13).
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Demonstracao: Se (u, v, p) satisfaz o sistema (3.13), entao (u,v,§) satisfaz o
sistema (3.10) e p o sistema (3.12). De fato, derivando a segunda equagao do sistema
(3.13) em relacdo a x e a primeira em relagdo a y, temos

{ (7 + (uvx>z + (va)x —|—py$ = VAUm,
Uty + (uum)y + (Uuy)y +p$y = VAUy.

Equivalentemente,

Vg + UgUsp + UVgg + VgUy + Vg + Pya = VAU,
Upy + Uyly + Ullgy + Vylly + Vlyy + Doy = VAU,

Dessa forma, subtraindo a segunda equagao do sistema acima da primeira e utilizando
o sistema (3.11), obtemos

& tule +v§y = VAL

Note que a condigao inicial é facilmente verificada. Com efeito,

f(-,O) = vx(-,O)—uy(-,O) = gw—fy'

Logo, conhecendo u e v, obtemos que a vorticidade £ soluciona o sistema (3.10).
Derivando a primeira equacao do sistema (3.13) em relacao a = e segunda em relacao
a Y, encontramos o sistema

Uz + (uuw)z + (Uuy>x + Doz = VAU:E;
Uty + (Uvs)y + (Vvy)y + pyy = vAv,.

Equivalentemente,

Uty + UgUy + Uz + Vg Uy + VUyg + Dza = VAU’$7
Uty + Uy Uy + Uy + VyUy + VVyy + Dy = VA,

Somando as equagoes deste novo sistema e levando em consideragao que u, + v, = 0,
obtemos

{ Ap + 2(vpuy — uyvy) =0,
(1,p) = 0.

Este sistema tem solugao tnica pelo Lema 1.9. Desse modo, se (u, v, p) satisfazem o
sistema (3.13), obtemos que (u, v, &) soluciona o sistema (3.14) e p satisfaz o sistema
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(3.12). Para provar a reciproca, suponhamos que u, v, £ satisfazem o sistema (3.14).
Defina F' e G por

F = + uuy, + vuy — vAu, (3.15)
G = v+ w, + v, — vAw. (3.16)

Derivando a equagao (3.16) em relac¢ao a x, concluimos que

Gy = v+ (uvy), + (vuy), — vAY,

= Ugt T UWVgq + UgVsp + VpUy + VU — VA,.
Derivando a equagao (3.15) em relacdo a y, obtemos

Fy =y + (uug)y + (vuy)y — vAu,

Uyt + UyUy + Ullgy + VylUy + VU, — VAW,

Dai,

G, —F, = (vy — uy>t + u(vy — uy)m +v(ve — uy)y + (uz + Uy)(vz - uy) - vA{
— ét + uéz + ’Ugy — I/Af = 0

Além disso,

(1,F) = (1,u + vug + vu, — vAu)
= (1, uw) + (1, uuy, + vuy) — v(1, Au)
= (17ut)7

d
- %n
L)

= 0.
Analogamente, (1,G) = 0. Com efeito,

(1,G) = (1,v + uwv, +vu, — vAD)
(1,v) + (1, uvy + voy) — v(1, Av)
= (L, v)

d
- E(l’v)

= 0.
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Com esses dois 1ltimos resultados, o Lema 1.10 afirma que existe uma tinica aplicagao
© que soluciona

QDLU = F7
pr = G7
(1,¢) = 0.
Seja p = —. Logo,
U + Uty +vuy —vAu = F
= ()OCC
Assim,
U + Uty +vuy +p, = vAu.
Analogamente,
v+ uvy +vvy —vAv = G
= gpy
= _py7
isto é,

v+ uvy +vvy +p, = vAw.
Agora, observe que

Fy = w4 (uuy)y + (vuy), — vAu,

= Uy + Uglly + Ulgy + Vply + VUyy — VAU,

Gy = vy + (uvy)y + (vv,), — vAv,

= Vg + UyUp + UVgy + Uy, + VU — VAV,
Como u, + v, = 0, entao
F,+G, = uyuy + vyvy + 20,0y + u(ug + vy) e + v(ug + vy)y — v(Au, + Avy)

= 2(vyuy — Uzy).
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Por outro lado,

ASO = Pzt Pyy
P+ G,

= 2(vyuy — uyvy).
Portanto,

Ap + 2(vguy — uzvy) = A=) + 2(vauy — ugvy)
—Ap + 2(vpuy — ugvy)
= 0,

isto é, p satisfaz a equagado (3.12). Note que,

(LP) = (17_90)
= _(174P)
= 0.

Portanto, u, v e p satisfazem o sistema (3.13). Resta-nos provar que as condigdes
iniciais sdo satisfeitas. Com efeito, usando o sistema de Cauchy-Riemann (3.11),
obtemos

{ Uz (+,0) +v,(-,0) =0,
Uz('yo) - uy('ao) = 5('7())7

onde (1,u(-,0)) = (1,v(-,0)) = (1,£(-,0)) = 0. Pelo Lema 1.11, u(-,0) e v(-,0)
formam a tnica solucao do sistema acima. Por outro lado,

{ Je+9,=0,
Gz — fy = g(a())
Conseqlientemente,
u(-,0) = f, v(-,0) = g,
o que conclui a prova do Teorema 3.4. a
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3.4 Unicidade de solucoes
Teorema 3.5 O sistema (3.13) possui no mdzimo uma unica solugao cldssica (periodica).

Demonstracao: Sejam (u;, vj, p;), j = 1,2, duas solugdes para o sistema (3.13).
Defina @ = uy — ug, v = v1 — v2 € p = p; — po. Conseqiientemente,

Ut + UL Uy + V1lUy + U2y + VUy + Pz = Urp — Uzp T UU1p — UIUgg + V1U1y — V1Uzy
+ UilUoy — UUgy + VilUoy — Volzy + P1z — P2a

= Uy + UIU1 + V1U1y + D1z — Uzt — UgUoy

— VaUgy — P2z
= vAu — vAu,
= v(Au; — Auy)
= vAu.
Analogamente,
Ut + U1 Vg + V1Uy + UV + VV2y + Py = V1p — Vot + ULV1p — UV2 + V1V1y — V1V2y

+ U V2p — U2y + V1V2y — VaVU2y + P1y — P2y
= V1t + U1V1p + V1V1y F+ P1y — Vor — U2,
+ VaV2y — P2y

= vAv — vAuvy

= v(Av; — Auwy)
= vAD.
Além disso,
Uy + @y = Uip — Uy + V1y — Voy
= Uiz + V1y — (UQm + Ugy)

= 0.
Logo,
7,_Lt —+ ulﬂw —+ Ulﬂy —+ E’LLQx + T)Ugy + ﬁz = VAZ_L,

Uy + u1Ug + 010y + V2, + VU9 + Py = VAD,
liy + 7, = 0.
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Seja T' > 0 fixo. Utilizando integragao por partes, concluimos que
1d
spllalP o’} = @a)+ @)

= (U, —u1lly — V1Uy — Ulgy — VUgy — Py + VAT)

(0, —u1 0y — V10, — WVay; — VU9 — Py + VAD)

(

+ (Uy, ) + (Uy, P) + v(G, Au) — (0, u10,) — (U, v17,)

(0, avgy) — (U, Dvgy) + v(0, AD)

IA

1 1 _
i‘ulx‘oo+§‘vly|oo+’u2x|00>Hu”2

1 1 .
(5 e oo 45 Loy oo + vy ) 119
+

([ 2y loo + | 02z |oo) [ @ [[[[ @]
< K@{llal®+ o]}, vVtelo,T]

onde K(T') > 0 depende somente de T > 0. Como

| a(-,0) II” = |l ui(-,0) —uz(-,0) ||?
= | f=rl?
= 0,
e
[ 9(-,0) > = |l vi(-,0) = va(-,0) |7
= Jlg—gl
= 0,

aplicando o Lema de Gronwall concluimos que
Fa, o) 11>+l o(,t) 7 < 0, VteloT].
Como T > 0 é arbitrario, obtemos
laG,t) >+l o¢.0) > = o,
isto é,

u = v =0, (3.17)



para todo t € [0,T]. Ou seja, u; = uz € v; = vo. Resta provar que p = 0. Pela

igualdade (3.17), conclui-se
Ap = —2(0,u, — Uy0y)
0.

Além disso,

(L,p) = (L,p1—p2)
(17p1) - (1,]92)
0,

ou seja, p € solucao do sistema

{ o

Utilizando o Lema 1.9, existe uma tunica solugao para o sistema acima. Logo, p =0,

isto é, p1 = po.

3.5 Estimativas a priori

O

Consideremos a seqiiéncia (u”, v", &) definida indutivamente por u® = 0% = £° = 0,

e para cadan =0,1,2,...

(&G ungt ot = pAETT

£n+1(,70) = Gz — fy7

n+1 n+1 __ n+l _ ,n+l _ ¢n+l
up™ oy =0, vy uy ="

(1, u™) = (1,0") = 0.

\

(3.18)

Lema 3.6 Seja h = g, — f,. Existe uma constante K > 0 dependendo de v e || h ||,

mas independente de n e t, tal que

et 1% < K, n=0,1,2,... ¥ t>0.
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n

Demonstragao: Denotemos & = "y = u™, v = v, onde (u”

sistema (3.18). Assim,

v™, €") satisfaz o

(g5
Dessa forma,
5@ Iel® = (€&)
= (5’ _ufﬂc - Ufy + VAg)
= —(§u&) — (§,08) + (€, Af)
= —(§u&) — (§v8y) +v(& &a) + (6, Eyy)
= —(§us) = (Evg) —v & IP—v I & I®
G R R P e P
1
= @ tv))—vi&l” &I
= vl &IP+11& 1)
= B
Dai
d 2 2
S Iel™ = —2vfelp < 0. (3.21)
Integrando de 0 a ¢, temos
€60 1= 160 17 = ~20 [ €6 o ar.
Como h = £(-,0), entdo
—Irl* < et I° - \|h|!2——2V/I€ ) [ dr < 0.
Portanto,
e < AP,
(3.22)

t
2v/|s|%pdfs||h||2,
0
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para todo n € N. Agora, note que

Como

entao

d
Analogamente, podemos obter uma estimativa para — || £,

2
el

|

- 2
e

ININ A

2dt

VAN

(Saas 08y) <

(5:177 gast)

—(&ear &)
(T
Eaa, UEs
§ax, s

Saxs VEy
Eaa, UGy

s USy
oas Uy

gx:cavfy -V || gx:c ||2

( )+ ( ) =
( )+ ( ) —
(Saws u€s) + (Eaar vEy)
( )+ ( )
( ) + (aas v&y) — v || & ”2

ué, — vé, + vAE)

V(Eazy AE)
V[(&aas Eoa) + (oo Eyy)]
-V || gm ”2 (fmafyy>
—v || &ay II?

| ool &az (Il & I,
|V fooll &aa M1 &y I,

| ool €aa 11 €a Il + 10 ool Eaa 1 & I =2 || 2z |17

oo Il ([0 fooll & 1+ T focll & 1) = v I &aa 117
[ fooll oo 1 & I+ 1165 1) =2 1l oo 17 -

Lle 1 =

IA
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o |?. Com efeito,

(gyu gyt)

_(fy?ﬁ gt)

_(fyy: —uy — Ugy + VA&)

(gyya u&c) + (gyw Ugy) - V(gyya Af)

(Eyyr u€a) + (Eyys vEy) — V[(Eyys Eux) + (Eyus Suw)]
= (& us) + (Eyys V&) — V(Eyyr &) — v || H2

(Eyy» ube) + (§yys vEy) — Vv | €y ||2 —v || §yy ”2

(Eyy u€a) + (g vEy) — v || &gy H2 :



Mas,

(Eyyr u€e) < | u ool &gy Il &o I,
&y v&y) < | ool Eyy Il & Il -
Dai,
1d 9 9
s & 17 = Tulool &y Il &+ T looll &y 11 &y 1 =2 1 &y |
< &yl lulell &l +1u leall & D —v [ &y I
< ool uy TN &+ 1€ 1) — v Il Eyy ”2 .
Com isso,

d
&l < 2 alee (1 & 1+ 11 & DA & 1T+ 1164 1D
= 20(| &aa I + 11 &y II)-

Observe que,

;1
2 ool & Ml oo | =¥ 1 €ao 1P = 1207 |0 |oo & Il V&a | =¥ || &aa 1P
4
< —Julillé |
v
Analogamente,
4
2[ufooll & & | v & 1P < —TulSll & I
Conseqiientemente,
d
&l < Clull&lin, (3.23)

8
onde C' = " Pela desigualdade (3.21), temos

d +1 12
— || & < 0. 3.24
Y < (3.24)
pois £ = "1, Dessa forma, somando as desigualdades (3.23) e (3.24), obtemos
d n d n n n
CNET P+ B < Clur e
< Cllu Gl & i
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Aplicando o Lema 1.11, concluimos

d
S e i < CLE fnl €7 in

dt
< CLE [l €7 [l -

A

Equivalentemente,

d n n n
N i =C 1 il &7 - < 0.

t
Defina «f(t) := C’/ | €"(-,7) |3 dr. Assim,
0

v d o o
e (U(EHS—H H%{l —le |%11||§+1 ”%{1> < 0

Dai,

d —Q n
S(ee® ¢ ) < o

Integrando de 0 a ¢, concluimos que

O &) G < e | € (0) [

= [ nli -
Logo,
Fe 13 < @l h |5
C 2 : :
Observe que, a(t) < 5 || b ||, pela segunda desigualdade estabelecida em (3.22).
%
Assim sendo,

Fe 7 < el h|lin

es M || |12,

IN

0 que prova o resultado. O
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Lema 3.7 Suponha que £" seja definida indutivamente por (3.18). Dado T > 0, para
cada j =1, 2,... , existe uma constante K; > 0 tal que

1€ ¢ 0) lws < K, vt e [0,7].

A constante K; depende de v, T, e || h ||y, mas é independente de n.

Demonstragao: Provaremos este resultado por inducao sobre j. Para j = 1 a
estimativa foi provada no Lema 3.6. Denotaremos, novamente, £ = "1 u = u”,
v = 0" e consideraremos que j > 2. Suponha que o Lema 3.7 acima seja verdadeiro
para j — 1, isto ¢, suponha que existe uma constante K;_; > 0, tal que

1€ (1) lgsr < Ky, Vt€[0,T], Vn

onde K1 = K;_1(v,T, || h ||gs-1). Por conseguinte, pelo Lema 1.11,

Ju' i € ClE lma < CKji,
onde C' é uma constante positiva. Aplicando o operador D’ ao sistema (3.20), obtemos
Di& = —Di(u&) — Di(vg,) + vADIE,
Di¢(,0) = Dih.
Dessa forma,
S0 I DI = (D€ Di&)

= (D&, —Di(u&) — D (v€y) + vADIE)
= —(D}& Di(u&)) — (D€, Dy(v€,)) + v(Di€, ADE).

Integrando por partes, temos
2 21
(D Diuss)) = [ [ DieDlug,)dudy
0 0
2 2w
— [ Dt we) [ - [ DDy g )doldy
0 0

2w 2m
= —/ / DIt e DI~ (g, ) dady
0 0
—(D371E, DI (ugs))-
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Analogamente,
27 2
Dig DI = Di¢DI dyd
(Dig, Di(v€,)) /0 /0 1€ D3 (o€, )dyd
27
~ [ uinit) / DIFLEDI (v, )yl
0

2T 2m ) )

= —/ / DI DI (vE,)dxdy
o Jo

= —(Di*'¢, DimY(vgy)),

2 21
(Die, Div%) = / / DIeDIedudy
0 0

27
= [ waenirig / DIFEDIgda]dy
0

27 27
-~ || prepiicisay
0 0

_ _(Dj+15’ Dj+1§)
= — I DI ?.

Da mesma maneira,
) ) 2 27 ) )
(DDl = [ [ DDty
o Jo

2w

27
- /0 (DigDig,) 27— [ Die,Dig,dy)ds

0

2 2w
_ / / Dig,Di€, drdy
0 0

= —(Di&, Di&,)
= — | Dig, I

Logo
|| DIl = —(Di& Di(u&)) — (D€, Di(v€y)) + v(DiE, ADE)

= (D¢, DI (ue)) + (DI€, DI (vE,)) — vl DIVE |1 + 1| D&y I1P)
< (DIYE, Dy (k) + (DI, DI (vgy)) — v [ DIFE1”

2dt
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Observe que

(DI, DI (ug) — 2 | DI P = (voDite, D we)) — ¥ || Dife P

Analogamente,

(D16, D7 (vg)) — 5 | DI IF = (VDite,

Portanto,

NG
1 .

< — || DY) |2 .

< o 1D |

1
\/_
1 i
< o | DIwE) I

I DN < Ol DI M (u&e) I* + Il DI (vgy) I1P),

1
onde C' = —. Pela regra de Leibniz, temos
v

( i=1 .
DI ug,) = <J - 1> DiuDIl7*¢,
=0

k

—_

j_

priee) Y (7 ) pheni i

0

B
Il

\

Assim, resta somente estimar

I (Dyu) (D7) 1P, (1 (Dpo) (DI 7" D8) ||, para 0 <k < j — 1.

Note que,

I (Dru)(DIF) I = (Dyu)(D57¢), (Dyu) (D177€))

IN

| (Dyu) Bl (DR 117

1. Se 0 < k < j—2, pelo Lema 1.11, temos

| (Dyu) [ < C'l Dy |?
Cjlu ||§{a
Cy | € [f
Cy 1 €" -1
CiK?

j=b

(VAN VAN VAN VAN VAN

8

ot

pi—1 _ Y pitie 2
_DI7(g,)) — 5 || D57 |

(3.25)



onde C; > 0 depende de j. Além disso,

HDIF 1P < Helzy = 1€ Iz,

pois j — k < j.

2. Agora, se k = j — 1, temos

| Dyu 3 = | D uls
< Cjllulfpm
< CGiffu” H?{J'-H
< Gyl € |
< Gyl € [l
onde C; > 0 depende de j, e
I DI *e1* = || DigII?
I & |12
< €l
< Ki

Portanto, o caso 2 estd estabelecido. Com esses dois casos, temos

| (Diu)(DI*O) 17 < CHll € I3 + 11 € 17}
< C{1+ € |5 + 1€ i,

onde C; = Cj(v, 4,T,|| h ||gi-1). Analogamente, analisemos a segunda expressao em

(3.25).

1. Se 0 < k < j — 2, obtemos

| (Dgv) [ < G5 || Dyo |?
< Cillvlim
< Cillull
< G l€" [
< Cj ” " “%Ij—l
< OjK‘]?—17

Q0
(@}



onde C; > 0 depende de j. Além disso,

LD D) 1P < €l < 116" I,

pois j — k < .

2. Se k=7 —1, temos

| Dyv I3 | Dy [

T [e.9]

< Cillv

< Cjllu [

< G l€

< Gl € N7

onde C; > 0 depende de j, e
| DD P = || Dyg |1”

< (1€
< K&

Com isso, finalizamos o caso 2. Esses dois ultimos casos, implicam que

Cilll € 17 + 11 € 13}
Ci{l+ | & |3y + 1€ 3,

I (D) (DL D) 1P <
<

onde C; = C;(v,T,|| h ||gi-1) > 0 depende de j. Usando as estimativas obtidas nos
quatro casos acima, obtemos

d .
— | Dig |2

AR |

Ci{ll DI (uge) II* + 1| DI (vey) 17}
Ci{lt+ | €" [ + 1€ |5}

d .
Sl D

IA A

Analogamente, é possivel provar que
d j ¢ n n
SNDIE P < G 1€ fy 4167 ),

87



onde C; = Cj(v, T, || h ||gi-1) depende de j. Agora, para cada n € N, defina a funcao
Gp(t) = || DIE"(t) |* + || Dig (1) |I*.
Por conseguinte,

d .. d o d .

Lar = L D) P+ Djeni |

Ci{l+ | € |3 + 1 €1 7}

Ci{l+ || DIE™ |1 + || DIE™ |12 + || Dig™ |I* + || Dig™* |I*}
Ci{l1+ G;L(t) + G?H(t)}.

IAIA

Deste modo,

d

Gn+1

SGr(n) < G+ G+ G

japara todo t € [0, T], C; = Cj(v,T,|| h || gi-1) depende de j. Aplicando o Lema de
Gronwall, obtemos

GIH(t) < {G "+ / | C; + C;GI(r )|d7}
< {G "HH0) + Cjt + C / G;(r)dr}
t
< eC]T{Gn—H )+ C;T + G / G’;(T)dT},

para todo t € [0, T]. Note que,

GITH0) = || Dig"(,0) I + || Dyg™ (-, 0) |I*
= | DI P+ 1 Dy * < (1A Il -

¢
eCiT {H h |3 +CT + C'j/ G;L(T)dT}
0
¢
K; {1 +/ G;L(T)dT} , Vtel0,T],
0
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G;L+1 (t)

IN

IN



onde K; = K;(v,T,]| h ||gi) > 0 depende de j. Dessa forma, pelo Lema de Picard,
conclufmos que (G7%(t)) é uma seqiiéncia uniformemente limitada. Ou seja, existe
uma constante positiva F; = F;(|| h ||gs) > 0 depende de j, tal que

G(t) < Fy, Vtelo,T), Vn

Resulta da hipétese de inducao que

1€ 13 < Cle |
< Oyl Die" I + || DiEy 1P}
ereity
< GF, Vie0T],

onde C; = Cj(v, T, || h ||gi-1), Fj = Fj(|| b ||ns) sdo constantes positivas que depen-
dem dej. Dessa forma, fica estabelecida a prova do Lema 3.7. O

Com o Lema 3.7, concluimos que

ap+q+r

n . < . '
guragiors 1) Cp.q,rT), Vte[0,T], Yne NU{0}.  (3.26)

3.6 Existéncia local de solucoes

Agora estamos aptos a demonstrar a existéncia local do sistema de Navier-Stokes em
duas dimensoes espaciais. Assim, enunciemos o seguinte

Teorema 3.8 Dado T > 0, o sistema (3.14) com condigoes iniciais h = g, — f,
fo+9,=0e(1,f)=(1,9) =0 admite solugao unica (periddica) definida em [0,T.

Demonstragao: Dado T > 0, defina £ = "t — ¢, u = u"*' —u”, £ = & — &1,
a=10"—-u"" onde u= (u,v) et = (%,7). Assim,

& = g -¢g
— _uné':_"l _ Ung;b—‘—l 4 VAgn—i-l 4 un—lg;b 4 Un—lé;g . VA&”
= g — R Ut IR — UG e — 0+ 0T VA
= —u"& —agy — v, — 08, + VAL,
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Logo,

1d

SSIElr = (€8)
(

£, —u"& — ugy — v"Ey — v§; + vAg)

1 1
1 1
< Slud el 1P+ 1€ ol €M E N 45 Tvy Lol €17+ T T E N1

Pelo sistema (3.18), temos que

uy + vy =0,
vy —uy =&",
onde (1,u") = (1,v") = (1,£") = 0, para todo n € N. Por conseguinte,
Uz + 63/ - Qa
Uy — '&y =¢,

onde (1,a) = (1,0) = (1, é) = 0. Pelo Lema 1.11, existe uma tnica solucao do sistema
acima tal que

Fall ol < lali+lolE < Cleh = Clel?

onde C' é uma constante positiva. Dai,

la| < ClEL; .
{Ilﬁ\lscngn. (3.27)

O sistema (3.27) juntamente com os Lemas 1.11 e 3.7 nos conduzem a

1d .

57 Ol u Mz + | 0™ [lz=) 1€ 11° +C 1 €™ =l € MM €
(€™ Nzl €11 + 1€ Nzall € N E )
(K 1€ 1° +Ks €€ D

Cren+nelneln
(

CUEN+1ENP),

e

|
N —

VAN VAN VAN VAN
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onde C = C(T,v,|| h ||g3). Logo, pelo Lema de Gronwall,

Lt < {HE |2 +C / 18 u?dT}

< «r{leno-eeo o [ & 1)

= < fjn- huzw/ |66 12 dr )
= e [ &) P ar

- /ng V2 dr, vt e [0,7],

onde C = C(v,T,|| h ||gs) > 0. Ou seja,

t
|| gn—H("t) - gn(7t) ||2 < O/O H gn(.’,r) - fn_l('vT) ||2 dT: Vite [07T])
Pelo Lema de Picard,
| €, t) — €1, t) || — 0, uniformemente em [0, T, (3.28)

e, com isso, (") é uma seqiiéncia de Cauchy. Como L? é um espago métrico completo,
entdao £" — £ € L2 Pelo Corolério 1.8, £ converge, passando a uma subseqiiéncia se
necessario, a uma aplicagao £ de classe C'*™° juntamente com todas as suas derivadas,
isto é,

opratr opratr

lim —————&"(-,t) = —8x1’8y‘18t’”

n—o0 axpﬁyqatr ’5(7 t)7 Vite [O, T]

Note que (3.27) é equivalente a

{ [w" —wu=t < Ol & =&,
[o" =0t < g =¢"t

Portanto, por (3.28),

n n—1 HQ7 || n n—1 HQ

| u" —u V" —w — 0, uniformemente em [0, 7.
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Novamente, o Coroldrio 1.8, nos permite afirmar que u" e v™ convergem, passando
a uma subseqiiencia se necessario, a fungoes u e v, respectivamente, de classe C*
juntamente com todas as suas derivadas. Logo,

optatr optatr

i no,m eny(. _ _ . T.
0 Sagar 0D = g w08, V0T

Dessa forma, se fizermos n — oo no sistema (3.18), obtemos

(lim & 4 lim (") 4 lim (V") = vA lim
n—oo n—oo n—oo n—oo
: 1
lim €71(,0) = g, —
lim w2 + lim o)™ = 0,
n—oo n—oo
lim v — lim uZ“ = lim &',
n—o00 n—0o0 n—oo
(1, lim »"™) = (1, lim ") = 0,
\ n—oo n—oo

paran =0,1,2, ..., ou seja,

gt + ng + Ufy = VA&

f(,O) = gx_fz,n
Uy +v, = 0,
Uy — Uy = §,

(17u) = (17U) = 0,

isto é, (u,v,€) é solugao do sistema (3.14) no intervalo de tempo [0,7]. Aplicando
o Teorema 3.4, existe uma tunica soluc¢ao (u,v,p) do sistema de Navier-Stokes para
t € [0,7], onde p satisfaz (3.12). O

3.7 Existéncia global de solucoes

Agora, passemos ao seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.9 Seja h = g, — f,. Considere que f, +g, =0 e (1, f) = (1,9) = 0.
Entao o sistema (3.14) admite uma unica solucao (periddica) de classe C™ para todo
tempo.
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Demonstracao: Tome 7} > 0 fixo. Pelo Teorema 3.8, existe (u,v,{) solucao
(periddica) de classe C*° do sistema (3.14) no intervalo de tempo [0,77], tal que
£(-,0) = h. Pelo Lema 3.6, obtemos

1ECt) P2 < e 2 = K, Vtelo,T), (3.29)

onde C' é uma constante positiva. Considere a aplicacao (x,y) — &(x,y,T7). Pelo
Teorema 3.8, existe (ug,v1,&;) solugao (periédica) C* do sistema (3.14) no intervalo
de tempo [0, T1], tal que & (+,0) = £(+,T1). Aplicando o Lema 3.6, obtemos

< ef. )12
[ &(t) 170 < e lECTIF e, ) (30
< ewfK = K, Vtel0,T]
< K, Vtel0T,

onde Ky = max{K, K;} é uma constante positiva que depende de v e || h ||g:. Com
isso,

H §(>t> ”%{1 S K27 Vite [O,Tl],
Defina

§(1); t €[0,71],
e(t) = { &t —=TY); t € [Th,2TY],

Note que ¢ estd bem definida, pois, £(+,77) = &1(+,0). Defina também,

u(-,t); t€[0,71],
a('vt) = { ul(-,t—Tl); te [Tl’ZTI]‘

onde a = (a,b). Note que u;(-,0) = u(-,77). Com efeito,

Uy('aTl) = 07
u,(, 1) = &(-,T1).

De forma anéloga,

{ ulx(-,0)+v1y(-,0) = 0,
le('70)_u1y('7TI) = 1('70) = 5('7T1)-

Como a solucao deste sistema é tnica, concluimos

{ ul('v()) = u('le)u
Ul('vo) = U("Tl)a
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isto ¢, uy(-,0) = u(-,71). Para provar que a e ¢ € C'°, basta somente demonstrar
que, para todo j € N, as aplica¢oes Dja e D] sao continuas em t = T;. Provaremos
isto por inducao sobre j. Para j = 1, temos que

lim W(?Tl—{_h) _90(7T1) —  lim 51(7h) _51(70)
h—0+ h, h—0t h

= §1t<’7 O)

Por outro lado,

90(7T1+h>_g0(7T1) 5(7T1+h')_£(7T1)

hli%l— h B hhjgl— h
= gt('aTl)-
Agora, pelo sistema da vorticidade (3.10), conclui-se que
§1(,0) = —u1(+,0)&1.(+,0) — v1(+,0)&14 (-, 0) + VA& (-, 0)
= _u<'?T1>£x<'7T1) - U('vTI)gy('le) + VA&(WTl)
= gt('aTl)'
Dai,
e Th) = &u(,0) = & Th). (3.30)

Portanto, a fungao ¢, existe e é continua em ¢t = T7. Além disso, as fungoes u e v
satisfazem o sistema de Cauchy-Riemann nao-homogéneo (3.11), logo,

{utx(';T1)+Uty(';T1) = 0,
Vi (5 Th) —ug(Th) = &(T1) = @i, Th).

De forma anéloga,

{ ultw(';o)+vlty('70) = O,
V1t (4, 0) — iy (+, T1) = &u(-,0) = (-, T1).

Como a solucao deste sistema é Unica, concluimos

{ ue(+,0) = w(-, 1),
Ult(',o) = Ut(',T1)>
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isto é, uy(-,0) = w(+,T1). Agora, observe que,

a(-, Ty +h)—a(-,T)

lim = lim

ui (-, h) —u(-,0)

h—0+ h h—0+ h
- ult('aO)a

(§]

lim a(-,T1+h) —a(-,Tl) _ lim ll(',Tl +h) —U(',Tl)

h—0~ h h—0+ h

- ut(‘7T1)~
Portanto,
at('7T1) = ult('70) = ut('>T1>7 (331)

e entao a fungao a; existe e é continua em ¢t = T). Agora, suponhamos que as
aplicacoes Dja e D] sejam continuas em t = T}. Dali,

lim D]o(-, Ty +h) — Dip(-,Th) ~ lim DJ&i(-,h) = DJ&(-,0)
h—0+ h h—0* h

= Dg—i_lgl('v O)

Por outro lado,

h—0~ h h—0~ h

= Dz+1§('7 TI)'

Aplicando o operador D{ ao sistema da vorticidade (3.10), temos

DI*'¢ = —D](u&,) — D] (vé,) + vAD]E,
DI*¢(-,0) = DI™'h.

Pela regra de Leibniz,



Assim, pela hipdtese de inducao,

M~

k=0

B (i)Dfu1<-,o>Dz—’fsm<-,0>

=0

= D{(Ulfm)(v 0)-

||

bl

Analogamente,
D] (&) (- T1) = Dj(ui&wy)(-0).
Dessa forma,
DY) = —Di(u&) (- Th) — DI(v&,)(- Tv) + vADIE(, Th)

= —D](ui&12)(,0) — D} (v1&1,) (-, 0) + vAD& (-, 0)
DI (-, 0).

Logo, D{Hgo(-,Tl) = Df“f(-,Tl) = Dg“&(-,O). Note que, aplicando o operador
DI™" ao sistema de Cauchy-Riemann nao-homogéneo (3.11), temos

Dg+1vx(-,T1)—Dg’fluy(-,Tl) - D{“g(.,Tl) — D{+1¢(-,T1), (3.32)

D] u, (-, Th) + DI, (-, Ty) = 0. '
Analogamente,

Do (+,0) = DI ugy (,0) = DIY'&(-,0) = DIT'e( T, (3.33)

D] uy,(+,0) + DItuy,(-,0) = 0. :

Pelo Lema 1.11 os sistemas (3.32) e (3.33) tém solugao unica , logo

DIty (-,0) = DI u(-, 1),
Di+lvl('a O) = Dg—i—lv('?Tl))

ou seja, DITu(-,0) = DI uy (-, T1). Agora, observe que

Dzu('a h) — Dzu('a O)

Dia(-, Ty + h) — Dia(-, T1)
m

li = 1
hL0+ h hi%l‘*‘ h
= DI/Mlu(-,0).
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Por outro lado,

iy DG Ti+h) —Dla(.h) . Djw( Ty +h) - Diw(, 1)
h—0~ h h—0— h

= Dz+1u1(', T1>

Portanto,
Dg+1a<'7T1) = Derlu('?Tl) = Dnglul('aO)'

Assim sendo, o sistema (3.14) tem uma solugao tnica (a, ¢) de classe C*° definida no
intervalo |0, 2T1]. Observe que,

let.2T) I3 = [1&GT) [ < Ko VEe[0,T).

Continuando o processo, considere a fungao (z,y) — ¢(z,y, 271). Logo, pelo Teorema
3.8, existe uma solugdo (ay,;), onde a; = (ay,by), do sistema (3.14) para todo
t € [0,T1], tal que ¢1(+,0) = (-,277). Novamente, pelo Lema 3.6, temos

lor(ot) 30 < e 0O | o1 (,0) 3
= ez llel2T)I? | (-, 21%) |12
S GEKQKQ =. Kg
S K47 Vi € [OaTl]v
onde K; = max{Ks,, K3} é uma constante positiva que depende somente de v e

|| b ||z Defina

(- t); t € 0,271,
pa(t) = {zl( t—2T); t € [213,3T1),

Observe que @9 estd bem definida, pois, ¢1(+,0) = ¢(+,27}). Defina também,

a(t) — [ b1 te 0,27
2\ o al(-,t— 2T1)7 t e [2T1,3T1]7

onde ay; = (ag, b2). Analogamente ao que foi feito anteriormente, é possivel provar que
(ag, p2) ¢ uma solucao de classe C* do sistema (3.14) definida no intervalo [0, 377].
Note que,

lo2(3T0) I = e Th) 7 < Ka Yt €[0,Th).

Repetindo esse argumento, obtemos uma solugao global do sistema (3.14). O
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Capitulo 4

Sistema de Navier-Stokes em treés
dimensoes espaciais

O sistema de Navier-Stokes em dimensao trés é

w, + uu, +vu, +wu, +grad p = vAu, (4.1a)
divu = 0, (4.1b)
u(x,0) = f(x), (4.1c)

onde v > 0 e f = (f1, f2, f3). Como no capitulo 3, as aplicagoes aqui sao reais, de
classe C*° e 2m-periddicas nas variaveis z, y e z. Além disso, assumimos que

(1,f)=0,Vi=1,2,3 (4.2)

(1, u( ) = (1,0(~ 1)) = (1,w(-,1)) = 0, ¥t > 0. (4.3)

4.1 Equacao da vorticidade

Definicao 4.1 A wvorticidade € definida por

Wy — U,
E:=rotu = u, —w, | . (4.4)
Uy — Uy



Se representarmos £ em coordenadas por (&, &, &), entdo & = wy, — v, & =
u, — w, e & = vy — u,. Aplicando o operador rotacional a equacado (4.1a) e usando
(4.1b), obtemos

£ +ul, + v, +w, — J(u)§ = vAg, (4.5)
onde J(u) é matriz jacobiana do vetor velocidade u = (u, v, w), ou seja,

Uy Uy Uy
Ju)=| v, v, v,
Wy Wy W,

A equagao (4.5) é denominada equacao da vorticidade.

4.2 Unicidade de solucoes

Teorema 4.2 O sistema (4.1) possui no mdzimo uma unica solugao cldssica (periédica).

Demonstracao: Suponhamos que o sistema (4.1) admita as solucoes (u;,p;), j =
1,2. Denote (@, p) = (u; — ug, p; — p2). Portanto,

U + uil, + 01Uy + Wi, + Uy, + DUy, + WUy, +grad p = vAT,

e divu = 0. Com isso,
1d
2dt

=]

al* = (@)

(
(

= —(ﬁ, Ulﬁm) — (ﬁ, Ulﬁy) — (ﬁ, wlﬁz) — (ﬁ, HUQI) — (ﬁ, 51123/) — (ﬁ, EUQZ)

u, —wu, — v, — Wi, — Uly, — VlUy, — Wuy, — grad P + vAu)

— (d,grad p) —v | T |3

< %(\ Uts oo | U1y oo + [ Wi |oo) | T 7 —(W, Tuz) — (T, Tu,) — (T, D)
+ (div u, p)
= %(I Uts oo | V1y oo + [ w1z |oo) | T [ —(W, Tuze) — (T, T0z,) — (W, Wus.).
Observe que
(U, uuy,) = (w,ug) + (T, avq,) + (W0, tws,)

| e Jooll T II” + | V20 lool T T 1| + | wae |ooll @ ||| @ ||
(| 2z loo + | V2z oo + | W2z |oo) || T H2

C | U2z |O<>|| u ||27

INIAIA
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onde C' = 3. Analogamente,

(W, tuy,) < Clugy |l Wl

e
(Wuug,) < Clug|of @ H2 .
Portanto,
1d ,_ e
S NI = Cllue oo + 1 vay oo + [ wis oo + [ 820 foo + | Uy foo + | 122 foo) [T
Tome T > 0 arbitrario. Assim,
SO P < K a1 v ee 0,T)

onde K = K(T') > 0. Pelo Lema de Gronwall, obtemos
lac o < a0 |

KT 2
= e [ f=r
0.
Portanto, W = 0, pois T > 0 é arbitrario. Por conseguinte, u; = uy. Resta somente

provar que p; = ps. Semelhante ao caso em duas dimensées consideramos que (1,p;) =
(1, p2) = 0 para que a pressao seja unicamente determinada pela equacao (4.1a). Logo,

{ Ap = —U Uy — VyUy — W,W, — 2(@6@9 +wu, + @y@) =0,
(171_)) = (17p1 _p2) = 0.
Como esse sistema acima tem solugao tnica, concluimos que p = 0. O

4.3 Estimativas a priori

Considere a seqiiéncia definida indutivamente por u’ = £€° = 0 e, para cada n =
0,1,2,3, ...,

( ?+1+un€2+1+vnsz+l+wnsz+l_J(un)€n+1 — UA£n+17

€"(-,0) = rot f = h,
Lun+1 _ ( €n+1 ) ’ (46)

(1,u”+1) = (1,7)"“) = (1,w”+1) =0,
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rot u

onde Lu = ( div u

) eh= (hl, hg, hg)

Lema 4.3 Existe T = T(|| h ||g1) > 0 e uma constante positiva K que depende
somente de v, T, || h ||, tal que

1€ t) |l < K, Vte[0,T], ¥neNU{0}. (4.7)

Demonstracao: Provaremos o Lema 4.3 por inducao sobre n. Para n = 0, temos

1 €CH) lm = 0 < K.

Suponhamos que a desigualdade (4.7) seja valida para n > 0. Denote u = u” e
€ = ¢""'. Fazendo o produto interno de € com todos os termos da equacio (4.5),
temos

H £ = (5,&)
= (& —ug, —v€, —w€, + J(0)§ + vAE)
(& us8) + (& v,8) + (& w.8)] + (€, J(0)§) + v (€, AE)
(&, (us + v, +w.)€) + (&, J(W)E) —v [ € [3n
= (& J(w)E) —v &l .
Se & = (&1,&,&3), entdo
(& J(w)€) = (& uln +uyo +u.83) + (S, 281 + 0,60 +0:83) + (&3, wali + wybo + w2E3).

Estimaremos um dos produtos que aparecem acima. Os demais podem ser controlados
de maneira andloga. Pela desigualdade de Holder (ver desigualdade (1.36)) e pelo

2dt

1
2
1
2
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Lema 1.12, temos

(&, uyée) = /027r /027T /027r uy&1&adadydz

27 27 2
< / / / | uy || &1&2 | dxdydz
0 0 0
27 27 27 % 27 2 27 %
( / / / | uy |? dwdydz) ( / / / | &6 |? d:cdydz)
0 0 0 0 0 0

<
o p2m p2m i or 2 p2m 3

< (/ ] rer dxdydz) (/ [ rer dazdydz)
0 0 0 0 0 0

< g & [zl €2 [l

< C & & el &2 [l

< K| & lzall &2 |z

< K| &|[fs, VE€0,T),

onde K = K(v,T,|| h |[g1). Observe que o método aplicado ao caso bidimensional
nao pode ser aplicado ao produto (&1, u,€>), pois para controlar a norma do maximo
de qualquer aplicacao presente nesse produto, é necessario estimar a norma H? da
vorticidade. Porém, sé temos controle sobre a norma H! de &". Seguindo com a
demonstragao, temos

1d
S NEP < KIER —Cvll€ 3,

onde C' é uma constante positiva. Como estamos trabalhando com funcoes periddicas
podemos utilizar a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

3 1
[€ls < CLEMIEN7. (4.8)
Com isso, obtemos

1d

3 1
s €I < KU&IEIIE> —Cv &1l -
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Pela desigualdade de Young (ver a desigualdade (1.37)), obtemos

_3 4 3 %
1d 9 1 4 E3 1 3 4 4 3 .
_ < = - K 2 — — 21 — 1
salelr < 1| (50) wuen| +3|(Gev) et —ovienm
1 4 - 4 2 2 2
= 1(5ov) KUEP v el —ov €l
1/4 = )
= Z(§CV) K2 |1E
< K|EIP,
onde K = K(v,T,| h ||51), ou seja,
Liep < kel (49)
dt - ’

onde K = K(v,T,|| h ||g:). Para estimarmos a norma | £ |: precisamos controlar a
norma L* de €, £, e £,. Dessa forma,

1d
3 1€ N7 = (€..6.)

—(&2ar &1)

(€owr u€, + 0§, + W, — J(1)§ —VAE)

(€uar u€y) + (§10y vE,) + (€uy WE,) — (§1py J(W)E) — (&, AE)

|0 ool oo | (1€ 1+ 11E Il + 1€ 1) + (&, J(0)2€) + (&sr J(WE,)

-V H éaca: H2 N ” £J:y ”2 N || €a:z ||2

IA

Observe que, analogamente ao caso bidimensional,

ClulLll g, I
Cllullf:l & 17

ClE [inll &, I
K& 1%

14
[ ool & & Ml = 1 & P

IA N CIA
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onde C = C(v) e K = K(v,T,|| h ||g) sao constantes positivas. Analogamente,
obtemos

v
[ looll & 1€, =7 11 & I < KITE, P,

14
[ looll oo 1€ 1T =7 e 1P < KITE NP

Portanto, pela desigualdade de Holder e pelo Lema 1.12, temos

1d v

ST NE N S K 1€ R +E T0:8) + (€, TWE) = 2 1 € 12 =0 11 &y IP —v | & IP
< K€ +K 11 & llmall € e +K (| &, |17 —Cv | &, i,

onde C e K = K(v,T,| h ||g) sdo constantes positivas. Pela desigualdade (4.8),
concluimos que

Cll&, 2l & 1 €12 € 1I7
C |l & llmll & |,

&0 sl € lles

IA A

onde C' > 0. Analogamente,

16,12 < Cl& & I1®
< ClE €N

Por conseguinte,
1d
2.dt
Mas,

3 1
Fe 17 < K€l +K 1€ lall €l +K 11 & 17001 € 150 —Cv || & 1,

Cv
F&s [l ll € Ml == 11 &a 17 < C € [lin,

onde C' = C(v) > 0. Utilizando a desigualdade de Young, obtemos

3 1 Cv
D& 2l €7 5 & I3 < ClEN -

Assim sendo,

d
&I < K€l
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Analogamente, é possivel mostrar que

d
SNE NP < K€,

d
el < K€l

Portanto,
d
onde K = K(v, T || h ||z1). Pelas desigualdades (4.9) e (4.10), temos

d
&GO i < K 1&€C0) [z, ¥t € [0,T],
onde K = K(v,T || h ||z1). Pelo Lema de Gronwall, obtemos
HEC.t) 17 < " [ b7 .
Tome T" > 0, pequeno o suficiente, tal que
T n < K
Com isso, concluimos a prova do Lema 4.3. O

Lema 4.4 Suponha que &" seja definida indutivamente por (4.6). Para cada j =
1,2,3, ... emiste uma constante K; > 0 tal que

| € (1) |l < K;, Ytel0,T], VneNu{0},
onde T =T(|| h||z) > 0 é determinado como no Lema 4.3.

A demonstragao desse resultado é analoga ao caso bidimensional.

4.4 Existéncia local de solucoes

Teorema 4.5 Sejam h=€£(-,0) € C*® e T =T(|| h||g) > 0 determinado no Lema
4.3. Entao o sistema (4.1) tem uma unica solu¢ao (periddica) (u,p) de classe C™
definida para todo t € [0,T].
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Demonstragio: Denote (u, &) = (u"™ —u™! £ —¢") e (1, €) = (uw"—u™ !, &" —
E”_l). Observe que,

sElal = @&

= (&, —u"Ht — §n+1 whETF et 4y §n+1+u gl
+ ’/Aan (U 161:5 G 1€1y +w"” 151z_ Uy~ 151 - Z 152
—ulEy — VALY,

Estimaremos somente dois dos termos dos produtos acima, os outros podem ser esti-
mados de forma andloga. Assim,

(&, _Unfn-i-l + ,Un—lglzy) — (gh _Ungn-i-l + Ung?y . vng{zy + Un—lg?y)
= (&,—v "1y — 55{2,)
= _(gla Ungly) - (617@/5?3/)

1 ~
< 5(51,71;51) — (&1,083,)

1 ~
< Sl l<l & 12+ €5 ool & 11112

1 ~
< SONE Nl &P +C N Hasll & €I

< Ko |l & P K (&Il E
< CUEP+1EIP),
onde C' = C(v, T, || h ||gs) é uma constante positiva. Analogamente,
(Eug&s ™ —uy ') = (G uy& T — gl +uy€y — uyT'ER)
= (517uy£2+ﬂy€§)
< Ly fsoll €0 &2 11+ 165 fooll €0 Ml g |]
< CUE Nl €I +C 1 & el ENNE
< K(l€IP+1€N1ED
< K(|E1°+I1EIP),

onde Ky = Ky(v, T, | h ||g2) é uma constante positiva. Como

(&L, VAT —vALY) = (&,vAG)
—v & [in
0.

IN
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Entao obtemos
d -
7 I&l? < CUEIP+ €17, YiEelo,T].

Estimativas andlogas valem para & e £5. Assim,

d ~
€I < CUENI+IEN, ¥te T,

Pelo Lema de Gronwall, temos que

let.o ) < e“(u 0) P +C [ &7 szf)

< c/ | &C.7) P dr. ¥ t € 0,7,
0

onde C' = C(v,T,|| h ||g3) é uma constante positiva. Logo, existe uma solugao (u, §)
de classe C™ da equacao da vorticidade no intervalo de tempo [0, T'] (ver demonstracao
do Teorema 3.8). A partir disso, conseguimos uma solugao (periédica) (u, p) de classe
C* do sistema (4.1) por um resultado, em dimensao trés, analogo ao Teorema 3.4.
O

4.5 Extensao do intervalo de existéncia

Nessa se¢ao estabelecemos condicao suficiente para que o intervalo de existéncia de
uma solucao do sistema de Navier-Stokes possa ser estendido.

Seja (u,p) uma solucdo periddica, de classe C*°, do sistema (4.1), definida no
intervalo de tempo 0 < ¢ < T. Afirmamos que se a velocidade ¢é limitada entao essa
solucao pode ser estendida a T'. Provaremos essa afirmagao através de alguns Lemas.
O primeiro deles é o

Lema 4.6 Se u € uma solugao de classe C™ do sistema (4.1) em 0 <t < T, entdo

d
% || ’U,(,t) ||2 - _QVJIQ(t)a\V/t € [07T>a

com J? definido por (1.34). Além disso,
Fu(, ) 12 < £

T
2y/ 2mdt < | £
0
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para todo t € [0,T).

Demonstracgao: Note que

Sl = ()
= (u,—uu, —vu, —wu, — grad p + vAu)
= (u uux) (u,vuy) — (u,wu,) — (u,grad p) + v(u, Au)
= [(u up) + (0, vyu) + (0, won)] + (div u,p) =[] ug [I* + | uy |
+ s 117
1
= §(u, (div u)u) — vJ;
= —vJ?
ou seja,
d 2 2
pr |u(-,t) [ = —2vJ; < 0,Vtel0,T). (4.11)

Portanto, integrando a desigualdade (4.11) de 0 a ¢, obtemos

[uCt) 2 < Jut0) 1 = [ £]7
e7
—[[uC0) [ < fut) [P = [lu0) [ < —2V/ JE(t)

Conseqiientemente,

T

w [ Bod < a0 P = (P,

0

para todo t no intervalo de tempo [0, 7). O

Suponhamos que u seja limitada em [0, 7)), isto é,

|0 oo = sup {|u(-?t) |} < oo
0<t<T
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Provemos que, nesse caso, essa solucao pode ser estendida a T'. Para isso, provaremos
estimativas para as aplicagoes

JE) = aa(t) 17+ Ty (5 0) 12+ e 0) 117

J3(t) = [ vaa () 12+ gy (5 8) 17+ e 0) |

e entao controlaremos a norma
1€ t) [ = sup {[[&(.t) ([},
0<t<T

no intervalo de tempo [0,7"). Esse tltimo fato nos conduz a extensao da solucao
u, pelo Teorema da existéncia local de solucoes do sistema de Navier-Stokes. Dessa
forma, enunciemos o Lema que nos d4 um controle para a fungao JZ, ou seja, o

Lema 4.7 A aplicagiao J? satisfaz a desigualdade

Cluls
Tt < TR0+ = | I

onde C' € uma constante positiva e t € [0,T). Além disso, o lado direito da desigual-
dade acima € também uma cota superior para

T
v / J2(t)dt,
0

onde J? estd definida em (1.34)

Demonstracao: Represente por D um dos operadores D, D,, D,. Assim sendo,
para estimar a fungao J? basta controlar a norma L? de Du. Logo, aplique D a
equagao (4.1a) para encontrar

Du; + D{uu, +vu, +wu,} +grad Dp = vADu.

Portanto,
1d
Sor | Dl = (Du, Du)

(Du, —D{uu, + vu, + wu,} — grad Dp + vADu)

—(Du D{uu, + vu, +wu,}) — (Du, grad Dp) + v(Du, ADu)

(D*u,uu,) + (D*u,vu,) + (D*u,wu,) + (u,grad D?p) — v || D*u ||°

(D*u,uu,) + (D*u,vu,) + (D*u,wu,) + (div u, grad D?p) — v || D*u ||?
(

(D*u,uu,) + (D*u,vu,) + (D*u,wu,) — v || D*u |*.

IA A CIA
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Observe que

(D', vuy) < [0 o] uy [ D]

<
< Jule Jido
Analogamente, obtemos
(D*u,uu,) < | u s Jido,
(D*u,wu,) < |u s J1o.
Portanto,
d 2 2.2
S IDull” < Clule Side =20 | D7u |7,

onde C'(= 6) é uma constante positiva. Portanto,

d
—J12 S C ‘ u ’oo J1J2 — 2VJ22

dt
Clule J
o (Chn) (g - o

Clul? J?
< —| 5 Ji +vJi—2wJ;
v
Clul? J?
< | |Oo 1 I/J22,
v
onde C' é uma constante positiva. Dali,
d o Cluli J? 2
%Jl S + — VJ2.

Integrando a desigualdade (4.12) de 0 a ¢, obtemos

2 2 Clu |go ! 2 ! 2
0 0

Pela demonstracao do Lema 4.6, temos que

Cluld [* Cluli 1
L [ rmar < S Ly
0

v - v 2v

Clul

T
e
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Portanto,

Clufi

T
e H

Jit) < JH0)+

Por outro lado, integrando de 0 a T" a desigualdade (4.12), concluimos que

r0) < @ -no < L paa ey [ poa

v 0

C’u‘goT 2 r 2
< S [ g
Ou seja,
T Clu 2
y/ J3(tydt < Jf(0)+¥\|f|]2.
0

Resta-nos somente encontrar uma estimativa para a aplicagiao J3.

Lema 4.8 A aplicagdo J3 satisfaz

C”U/KO’T{ 2

2 Ji(0) +

2 2

2
para todo t € [0,T).

Demonstracao: Denote D? por cada um dos operadores D,,, Dy,, D,,. Assim,
controlar a fungao J7 é o mesmo que estimar a norma L? da aplicagdao D?*u. Com
isso, aplicando o operador D? a equacao (4.1a), obtemos

D*u + D*{uu, +vu, + wu,} + grad D*p = vADu.

Logo,

1d

oI DPu P = (DPu, DPw)

—(D*u, D*{uu, + vu, + wu,}) — (D*u, grad D*p) + v(D*u, AD?*u)
—(D*u, D*{uu, + vu, +wu,}) — (div u, D*p) — v || D*u ||?
—(D*u, D*{uu, +vu, +wu,}) — v || D*u ||*.

IAINA
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Observe que, pela regra de Leibniz,

D*(vu,) = D((Dv)u, +v(Duy))
— (Do), + (Du)(Du,) + (Do)(Du,) + o(Du,)
= (D*v)u, + 2(Dv)(Du,) + v(D*u,).

Note também que estimando os termos (D*u, (D?v)u,), (D*u, (Dv)(Duy)) e (D*u,v(D?u,))
encontramos uma estimativa para o produto (D*u, D*(vu,)). Dessa forma, podemos
encontrar uma cota superior para o produto (D*u, D*{uu, + vu, + wu,}). Logo,

D?u, (D*v)u —(D*u,, (D*v)u) — (D*u, (D*v,)u

Y Y y
[ lucll D2y [l D% || + | || DPu || Do, |
Clu ol ullgs]l ullae

C ’ u ‘oo J2J37

IANIAIA

onde C' é uma constante positiva. Analogamente,

(D%, (Dv)(Du,)) = —(D*u,v(Du,)) — (D*u,0(D%,))
o loll Dullll Duy || + | v ||l D%u [ D*u, |
C Lol w s

C ’ u ‘oo J2J37

INIAIA

onde C' é uma constante positiva. Da mesma forma,

(Du,0(D*uy)) < [ o] D*u ]| D*uy ||

<
< lufeof wllaz] wflas
< Clulw Jods,

onde C > 0 é uma constante. Conseqiientemente,
d 2. 112 300112
EHDUH < Clule Jods—2v || D?u ||*.

Portanto,

d
EJg(t) < O Jo(t)J3(t) — 20 J5 (1),
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para todo t € [0,T). Com isso,

ijg < (M) Vovs —2wJi

dt NoY,
Clul2 J2
< Glubedy | o0
1%
2 2
1%
< Clul J3
1%

Integrando de 0 a t, obtemos, da demonstracao do Lema 4.7, que
C 2 t
20 < B0+ e
0

Clul?r1 Clul? | £

v v Iz

Clul? u |2 2
< gy CL0r [ L Bend 1)

2

onde C' > 0 é uma constante e ¢t € [0,T). O

Pelos Lemas 4.7 e 4.8 temos que, no intervalo de tempo [0,7), as aplicagoes J? e
JZ estdo limitadas, caso | u |7 < 0o. Dessa forma, pelo Teorema da existéncia local
do sistema de Navier-Stokes, podemos estender o intervalo de tempo [0,7"), onde a
solucdo u estd definida, a T, pois a norma | £ |1 7 estd controlada. Com isso, esta
provado o seguinte

Teorema 4.9 Se uma solugdo (periddica) (u,p), de classe C*, definida no intervalo
de tempo [0,T), do sistema de Navier-Stokes satisfaz

| U|oor < 00,

entdo u pode ser estendida a uma solug¢ao (periddica) definida no intervalo 0 < t <
T+ AT, onde AT > 0.
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