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Resumo

Há cerca de cinqüenta anos, H. Hopf descobriu uma importanteferramenta para a teoria de

superfícies com curvatura média constante, peça fundamental para demonstrar o seu teorema

de rigidez da esfera redonda no espaço euclidiano.

Recentemente, Uwe Abresch e Harold Rosenberg generalizaram a técnica de Hopf para

outros espaços, entre os quais o produto isométrico de uma esfera por uma reta. Estenderam

o resultado de rigidez, provando que uma esfera imersa com curvatura média constante nesse

espaço deve ser rotacional. Nesta dissertação descrevemosdetalhadamente essa extensão .



Abstract

Fifty years ago, H. Hopf discovered an important tool in the theory of surfaces with

constant mean curvature, essential to prove his famous theory on the rigidity of a round sphere

in Euclidian space.

Recently, Uwe Abresch end Harold Rosenberg generalized Hopf’s technique to other spaces,

such as the isometric product of a sphere by a line. The rigidity theory was extended, in the

sense that any immersed sphere with constant mean curvaturemust be rotational. This disserta-

tion describes this extension by Abresch end Rosenberg.
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Introdução

Em 1955, H. Hopf ([9]) descobriu uma diferencial quadráticaem superfícies deR3 que,

aliada ao fato de ser holomorfa quando a curvatura média é constante, tornou-se peça funda-

mental para demonstrar seu importante teorema de rigidez: que uma esfera imersa emR3 com

curvatura média constante é a esfera redonda. Este resultado foi estendido para esferas imersas

com curvatura média constante emS3 eH3.

Em 2004, Uwe Abresch e Harold Rosenberg ([1]) generalizarama diferencial de Hopf para

superfícies imersas emS2×R e H2×R, mantendo a propriedade de ser holomorfa quando a

curvatura média constante; classificaram as imersões com essa diferencial nula e obtiveram um

resultado correspondente ao de Hopf sobre a geometria de esferas imersas com curvatura média

constante nestes espaços, que apresentamos a seguir:

Teorema de Abresch-Rosenberg: Toda esfera imersa emS2×R ouH2×R com curvatura

média constante é uma superfície de rotação mergulhada.

Este trabalho tem por objetivo descrever sistematicamenteo teorema acima no caso de

S2×R e será baseado essencialmente em [1], [9], [10] e [14]. Usaremos também dois fortes re-

sultados: a existência de parâmetros isotérmicos e o teorema de uniformização para superfícies

simplesmente conexas. Introduziremos, no capítulo 1, conceitos preliminares tanto para apre-

sentarmos as diferenciais quadráticas de Hopf e Abresch-Rosenberg, quanto para entendermos

a geometria deS2×R.

Na demonstração do teorema de Hopf, que será tratada no capítulo 2, usaremos uma ca-

racterização da esfera e o fato de que uma diferencial quadrática holomorfa definida numa
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superfície de Riemann homeomorfa à esfera deve ser identicamente nula, fato este que será

também usado na conclusão do teorema de Abresch-Rosenberg.

No capítulo 3 estudaremos as superfícies emS
2×R com diferencial de Abresch-Rosenberg

nula, entre as quais as esferas imersas com curvatura média constante. Concluiremos então que

estas imersões são superfícies invariantes por rotação em torno de um eixo{C0}×R, C0 ∈ S2.

Finalmente no capítulo 4, obteremos a conclusão deste trabalho, analisando um sistema de

equações diferencias ordinárias associado à uma superfície de revolução com curvatura média

constante emS2×R.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, vamos desenvolver conceitos clássicos de Álgebra Linear e Geometria Rie-

manniana, que terão um papel fundamental para o entendimento da diferencialQ de Abresch-

Rosenberg e da geometria deS2×R.

1.1 Preliminares algébricos

O objetivo desta seção é facilitar a compreensão pontual da diferencial Q de Abresch-

Rosenberg (definida em [1]).

SejaV um espaço vetorial real de dimensão dois com produto interno. Dada uma forma

bilinear simétricaB : V ×V → R, existe um único operador auto-adjuntoB̃ tal queB(v,w) =

〈B̃v,w〉.

Exemplo 1.1.1 : a segunda forma fundamental A num ponto P de uma superfícieM imersa

emR3 ou S2×R com normal N. Dados v,w ∈ TPM temos que A(v,w) = 〈−∇vN,w〉 é uma

forma bilinear simétrica; o operador correspondenteÃ(v) = −∇vN é o operador de forma.

Exemplo 1.1.2 : a forma bilinear simétrica dada por B(v,w) = 〈u0,v〉〈u0,w〉, onde u0 é um

vetor fixo; a projeçãõB(v) = 〈u0,v〉u0 é o operador auto-adjunto associado a B.
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Convém lembrar que o traço de um operador é o traço de sua matriz em qualquer base,

pois as matrizes̃B e B̃′
de um mesmo operador nas basesU eU ′ deV, respectivamente, estão

relacionadas por̃B
′
= P−1B̃P, ondeP é a matriz de passagem da baseU ′ paraU . Entretanto

o traço da matriz de uma forma bilinear pode mudar com a base, já que suas matrizesB e B’

nas referidas bases estão relacionadas porB′ = PtBP. Sendo assim, define-se o traço deB ou

o traço da forma quadrática associada, como o traço deB̃. Em uma base{e1,e2} deV, onde

〈ei,ej〉 = λδi j , as matrizes deB e B̃ satisfazem:[B] = λ[B̃] (por conveniência chamaremos uma

tal base deisotérmica). Em particular, numa base ortonormal essas matrizes coincidem.

Definição 1.1.3 (i) Dada uma forma bilinear simétrica B: V ×V → R, define-se a parte de

traço nulo de B por B0 = B−
tr(B)

2 〈 , 〉.

(ii) Dado um operador linear auto-adjuntõB : V →V, define-se a parte de traço nulo deB̃

por B̃0 = B̃−
tr(B̃)

2 I .

Observe que a notação é consistente, poisB0 é a forma bilinear associada ao operadorB̃0. Além

disso,

tr(B0) := tr(B̃0) = tr(B̃)−
tr(B̃)

2
tr(I) = 0,

justificando o termo traço nulo.

Fixada uma orientação emV, denota-se porJ o operador rotação deπ2 no sentido positivo.

Proposição 1.1.4Sejam B uma forma bilinear simétrica e B0 a forma bilinear simétrica de

traço nulo associada a B definida em 1.1.3. Então se verificam as seguintes propriedades:

(i) B(u,v)+B(Ju,Jv) = tr(B)〈u,v〉

(ii) B0(u,v) = 1
2{B(u,v)−B(Ju,Jv)}

(iii) B0(u,Ju) = B(u,Ju)

Prova: (i) Note queL(u,v) := B(u,v)+B(Ju,Jv) = 〈B̃u,v〉+ 〈B̃Ju,Jv〉 é uma forma bilinear

simétrica, poisB̃ é um operador linear auto-adjunto eJ é linear. Portanto, basta mostrar que as

formasL(u,v) e tr(B)〈u,v〉 coincidem numa base ortonormal.
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De fato, se{e1,e2} é uma base ortonormal positiva, então

Je1 = e2 e Je2 = −e1.

Logo,

L(e1,e1) = B(e1,e1)+B(e2,e2) = tr(B̃) = tr(B)〈e1,e1〉

L(e2,e2) = B(e2,e2)+B(−e1,−e1) = B(e2,e2)+B(e1,e1) = tr(B)〈e2,e2〉

L(e1,e2) = B(e1,e2)+B(e2,−e1) = 0 = 〈e1,e2〉

Portanto fica provado (i).

(ii) Por definição,B0(u,v) = B(u,v)− tr(B)
2 〈u,v〉. Pelo item (i), obtém-se:

B0(u,v) = B(u,v)− 1
2{B(u,v)+B(Ju,Jv)}, logo

B0(u,v) = 1
2{B(u,v)−B(Ju,Jv)} e obtemos o resultado (ii).

(iii) É uma conseqüência imediata do item anterior, uma vez queJ2 = −I .

Este resultado também pode ser obtido apenas pela definição :

B0(u,Ju) = B(u,Ju)− tr(B)
2 〈u,Ju〉 = B(u,Ju), pois〈u,Ju〉= 0. 2

1.1.1 Complexificação de um espaço vetorial

SejaV um espaço vetorial real de dimensão dois munido com produto interno〈 , 〉, como

no início deste capítulo. Seja{e1,e2} uma base isotérmica deV e{µ1,µ2} sua base dual.

A complexificação deV, que denotaremos porVC, é um espaço vetorial complexo de di-

mensão dois, definido por:

VC = {w = u+ iv; u,v∈V}.



1. Preliminares 15

Defina e= 1
2(e1− ie2) e ē= 1

2(e1+ ie2). É fácil ver que{e, ē} é uma base deVC. Além disso,

afirmamos que

µ= µ1+ iµ2 e µ̄= µ1− iµ2, (1.1)

formam a base dual de{e, ē} em(VC)∗.

De fato,

µ(e) =
1
2
(µ1+ iµ2)(e1− ie2) =

1
2
[µ1(e1)+µ2(e2)+ iµ2(e1)− iµ1(e2)] = 1.

Analogamente,

µ(ē) =
1
2
[µ1(e1)−µ2(e2)+ iµ2(e1)+ iµ1(e2)] = 0;

µ̄(e) =
1
2
[µ1(e1)−µ2(e2)− iµ2(e1)− iµ1(e2)] = 0;

µ̄(ē) =
1
2
[µ1(e1)+µ2(e2)− iµ2(e1)+ iµ1(e2)] = 1.

2

Estendemos o produto interno〈 , 〉 aVC, como uma forma bilinear complexa (não hermi-

tiana) do seguinte modo

〈u1+ iv1,u2+ iv2〉 = 〈u1,u2〉−〈v1,v2〉+ i{〈v1,u2〉+ 〈u1,v2〉}.

Observação 1.1.5Note que

〈e, ē〉 =
λ2

2
; 〈e,e〉 = 〈ē, ē〉 = 0,

onde||e1|| = ||e2|| = λ. Com efeito,

〈e, ē〉 =
1
4
〈e1− ie2,e1+ ie2〉 =

1
4
{〈e1,e1〉+ 〈e2,e2〉+ i〈e1,e2〉− i〈e2,e1〉} =

λ2

2
,

〈e,e〉 =
1
4
〈e1− ie2,e1− ie2〉 =

1
4
{〈e1,e1〉− i〈e1,e2〉− i〈e2,e1〉−〈e2,e2〉} = 0 = 〈ē, ē〉

Exemplo 1.1.6 Em cada ponto P∈ M # S2×R, temos uma base isotérmica{ ∂
∂x,

∂
∂y} de TPM

com base dual{dx,dy}(veremos com mais detalhes a existência de uma tal base, no próximo

capítulo). Assim,∂∂z = 1
2{

∂
∂x− i ∂

∂y} e ∂
∂z̄ = 1

2{
∂
∂x + i ∂

∂y} formam uma base de(TPM)C com base

dual dada por dz= dx+ idy e d̄z= dx− idy.
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1.1.2 Complexificação de uma forma bilinear

SejaB : V ×V → R uma forma bilinear simétrica. Acomplexificação de B, denotada por

BC, é uma forma bilinear complexa, obtida pela extensão deB aVC.

A seguir, obteremos uma expressão paraBC. Suponha que

B = aµ1⊗µ1 +b(µ1⊗µ2 +µ2⊗µ1)+cµ2⊗µ2,

ondea = B(e1,e1), b = B(e1,e2) = B(e2,e1) ec = B(e2,e2).

(Lembramos que o produto tensorial satisfaz:µ⊗ν(u,v) = µ(u)η(v), ver [16]).

Por (1.1), µ1 = 1
2(µ+ µ̄) eµ2 = −i

2 (µ− µ̄), logo

aµ1⊗µ1 =
a
4
(µ⊗µ+µ⊗ µ̄+ µ̄⊗µ+ µ̄⊗ µ̄);

bµ1⊗µ2 =
−ib
4

(µ⊗µ−µ⊗ µ̄+ µ̄⊗µ− µ̄⊗ µ̄);

bµ2⊗µ1 =
−ib
4

(µ⊗µ+µ⊗ µ̄− µ̄⊗µ− µ̄⊗ µ̄);

cµ1⊗µ2 =
−1
4

(µ⊗µ−µ⊗ µ̄− µ̄⊗µ+ µ̄⊗ µ̄).

Somando as equações acima, obtemos a partir deB

BC =
1
4
{(a−c−2ib)µ⊗µ+(a+c)(µ⊗ µ̄+ µ̄⊗µ)+(a−c+2ib)µ̄⊗ µ̄}. (1.2)

Um simples cálculo mostra que os coeficientes das partes(2,0), (1,1)e (0,2)deBC

(que correspondem aµ⊗ µ, (µ⊗ µ̄+ µ̄⊗ µ) e µ̄⊗ µ̄) são iguais aB(e,e), B(e, ē) e B(ē, ē),

respectivamente.

Fazendo

β = 2B(e,e) =
a−c

2
− ib, tr(B) = a+c, µ2 = µ⊗µ e µ̄2 = µ̄⊗ µ̄, (1.3)

resulta de (1.2) que

BC =
1
2
{βµ2+ tr(B)(µ⊗ µ̄+ µ̄⊗µ)+ β̄µ̄2}. (1.4)
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Observe que a parte(1,1) de BC
0 é nula, poistr(B0) = 0. Além disso, a parte(2,0) e (0,2)

das complexificaçõesBC
0 e BC coincidem. Em outras palavras

BC
0 =

1
2
(βµ2+ β̄µ̄2).

De fato, se a matriz deB numa base isotérmica{e1,e2} é [B] =



 a b

b c



 , resulta de〈ei ,ej〉=

λδi j e dos itens (ii) e (iii) da Proposição 1.1.4 que

[B0] =




a−c

2 b

b c−a
2



 . (1.5)

Usando (1.2), obtemos

BC
0 =

1
4
{(

a−c
2

−
c−a

2
−2ib)µ⊗µ+(

a−c
2

−
c−a

2
+2ib)µ̄⊗ µ̄} =

1
2
{(

a−c
2

− ib)µ⊗µ+(
a−c

2
+ ib)µ̄⊗ µ̄}.

2

Na proposição a seguir, usaremos as notações de 1.1.1 e (1.3).

Proposição 1.1.7Dada uma forma bilinear simétrica B, sejaB = βµ2 a parte (2,0) de2BC

(veja (1.4)).

(i) Se a matriz de B numa base isotérmica{e1,e2}, é [B] =



 a b

b c



, entãoB admite a

expressão

B = 2B(e,e)µ2 = (
a−c

2
− ib)µ2.

(ii) A complexificaçãoB pode ser definida em V da segunte maneira:

B(u,v) = B0(u,v)− iB0(Ju,v),

com u, v∈V.



1. Preliminares 18

Prova: (i) É imediato do que vimos para obter (1.4).

(ii) Supondo a expressão dada como definição, mostraremos que ela coincide com a ante-

rior.

Observe queRe(B) = B0 é uma forma bilinear simétrica. Para mostrar queIm(B) é simétrica

usamos 1.1.4 (ii) eJ2 = −I . Assim,

Im(B)(u,v) = B0(Ju,v) = 1
2{B(Ju,v)−B(J2u,Jv)} = 1

2{B(v,Ju) + B(u,Jv)}, óbviamente

simétrica em relação aos vetoresu,v.

Decorre da linearidade deJ queB é uma forma bilinear simétrica.

Por (1.5) temos

[B0] =




a−c

2 b

b c−a
2



 .

Seja{µ1,µ2} a base dual de{e1,e2}. Então a parte real deB fica

Re(B) = B0 = (
a−c

2
)µ1⊗µ1+b(µ1⊗µ2 +µ2⊗µ1)+(

c−a
2

)µ2⊗µ2.

Para a parte imaginária deB, note que

[B0][J] =




a−c

2 b

b c−a
2



 ·



 0 −1

1 0



 =



 b c−a
2

c−a
2 −b



. Logo,

−Im(B) = bµ1⊗µ1+
c−a

2
(µ1⊗µ2 +µ2⊗µ1)−bµ2⊗µ2.

Note que

µ2 = µ⊗µ= (µ1+ iµ2)⊗ (µ1+ iµ2) = µ1⊗µ1+ i{µ1⊗µ2 +µ2⊗µ1}−µ2⊗µ2.

Assim,

Re(B)+ iIm(B) = (
a−c

2
)µ1⊗µ1+b(µ1⊗µ2+µ2⊗µ1)+(

c−a
2

)µ2⊗µ2+

−i{bµ1⊗µ1+
c−a

2
(µ1⊗µ2 +µ2⊗µ1)−bµ2⊗µ2} =
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(
a−c

2
− ib)µ1⊗µ1 + i(

a−c
2

− ib)(µ1⊗µ2 +µ2⊗µ1)− (
a−c

2
− ib)µ2⊗µ2 ⇒

B = (
a−c

2
− ib)µ2

2

Exemplo 1.1.8 : a diferencial de HopfA num ponto, que é a complexificação obtida da

proposição 1.1.7, associada a forma bilinear A dada no exemplo 1.1.1. Suponha que a ma-

triz de A numa base isotérmica{Fx,Fy} seja[A] =



 l m

m n



. Utilizando a notação complexa

dz= dx+ idy, onde{dx,dy} é a base dual de{Fx,Fy} obtemos, pela proposição 1.1.7 (i), a

diferencial de Hopf expressa localmente por:

A = (
l −n

2
− im)dz⊗dz= α dz2

Exemplo 1.1.9 : denotemos porT = τ dz2 a complexificação da proposição 1.1.7, associada

a forma dada no exemplo 1.1.2, onde em cada ponto P∈ M # S2×R, o vetor u0 = T é a

projeção ortogonal de e4 = (0,0,0,1) sobre TPM.

Definição 1.1.10A diferencial de Abresch-RosenbergQ num ponto P∈M # S2×R, é definida

em termos dos exemplos 1.1.8 e 1.1.9, por:

Q = 2HA −T = (2Hα− τ)dz2

onde H é a curvatura média deM.

1.2 Preliminares geométricos

Dadas uma variedade riemannianāMn+1 e uma hipersuperfície orientada imersaMn
#

M̄n+1 com a métrica induzida, sejam∇ e∇ as conexões riemannianas emMn eM̄n+1, respectiva-

mente. SejamR e R̄ os respectivos tensores de Riemann, e N o campo normal da imersão (ver

[6]).
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Proposição 1.2.1SejaÃ(v) = −∇vN o operador de forma da imersão Mn # M̄n+1. Então se

verifica, para campos X,Y,Z e W de Mn:

R̄(X,Y)Z ·W = R(X,Y)Z ·W−{(ÃX ·Z)(ÃY ·W)− (ÃX ·W)(ÃY ·Z)}

(Equação de Gauss)

Prova: Por definição , temos que

R(X,Y)Z := ∇Y(∇XZ)−∇X(∇YZ)+∇[X,Y]Z,

∇XZ = ∇XZ+(∇XZ ·N)N.

Segue-se de∇XZ ·N = −Z ·∇XN e ÃX = −∇XN que

∇XZ = ∇XZ+(ÃX ·Z)N, (1.6)

logo∇Y(∇XZ) = ∇Y(∇XZ)+∇Y[(ÃX ·Z)N]. Usando mais uma vez (1.6),

∇Y(∇XZ) = ∇Y(∇XZ)+(ÃY ·∇XZ)N+Y[ÃX ·Z]N+(ÃX ·Z).∇YN =

∇Y(∇XZ)+(ÃY ·∇XZ)N+{(∇Y(ÃX) ·Z)+(ÃX ·∇YZ)}N− (ÃX ·Z)ÃY =

∇Y(∇XZ)− (ÃX ·Z)ÃY+{(ÃY ·∇XZ)+(∇Y(ÃX) ·Z)+(ÃX ·∇YZ)}N

Analogamente,

∇X(∇YZ) = ∇X(∇YZ)− (ÃY ·Z)ÃX+{(ÃX ·∇YZ)+(∇X(ÃY) ·Z)+(ÃY ·∇XZ)}N

Portanto,

R̄(X,Y)Z := ∇Y(∇XZ)−∇X(∇YZ)+∇[X,Y]Z =

= ∇Y(∇XZ)− (ÃX ·Z)ÃY+{(ÃY ·∇XZ)+(∇Y(ÃX) ·Z)+(ÃX ·∇YZ)}N−

−∇X(∇YZ)+(ÃY ·Z)ÃX−{(ÃX ·∇YZ)+(∇X(ÃY) ·Z)+(ÃY ·∇XZ)}N−

∇[X,Y]Z+(Ã[X,Y] ·Z)N =
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R(X,Y)Z− (ÃX ·Z)ÃY+(ÃY ·Z)ÃX+{ÃX · (∇YZ−∇YZ)+ ÃX · (∇XZ−∇XZ)+

(∇Y(ÃX) ·Z)− (∇X(ÃY) ·Z)+(Ã[X,Y] ·Z)}N.

Tomando o produto interno com o vetor tangenteW obtemos:

R̄(X,Y)Z ·W = R(X,Y)Z ·W− (ÃX ·Z)(ÃY ·W)+(ÃX ·W)(ÃY ·Z) 2

Considere uma superfície imersaM # S2 ×R ⊂ R4. Denotaremos por∇, ∇ e ∇ as

respectivas conexões riemannianas emM, S2×R e R4, assim comoR, R̄ e ¯̄R os respectivos

tensores de Riemann.

Corolário 1.2.2 ([14]) A equação de Gauss torna-se

R̄(X,Y)Z ·N = −(e4 ·N){(X ·Z)(Y ·T)− (X ·T)(Y ·Z)}

onde, relativamente aM, os campos X, Y e Z são tangentes, N é normal e T= e4− (e4 ·N)N

é a componente tangente de e4.

(Equação de Codazzi da imersãoM # S2×R.)

Prova: SejamN̄ o campo normal deS2×R emR4 e Ã(v) = ∇vN̄ o respectivo operador de

forma. Como¯̄R≡ 0, segue-se da equação de Gauss paraS2×R ⊂ R4 que

R̄(X,Y)Z ·W = (ÃX ·Z)(ÃY ·W)− (ÃX ·W)(ÃY ·Z),

paraX,Y,Z eW campos suaves deS2×R.

SeP= (p, p4) ∈ S2×R, então o campo normal̄N deS2×R é dado por̄N(p, p4) = (−p,0).

Um vetorV ∈ TP(S2×R) decompõe-se na formaV = (V1,V4), comV1 ∈ TpS
2 eV4 ∈ R. Temos

que

ÃV = −∇VN̄ = (V1,0).

Sendo assim,

R̄(X,Y)Z ·W = (X1 ·Z1)(Y1 ·W1)− (X1 ·W1)(Y1 ·Z1). (1.7)

(Observe que usamos( · ) para denotar o produto interno tanto deR3 quanto deR4)
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SejamX, Y eZ campos suaves deM. ComoTPM⊂ TP(S2×R) eN(P) ∈ TP(S2×R), pela

equação (1.7) temos:

R̄(X,Y)Z ·N = (X1 ·Z1)(Y1 ·N1)− (X1 ·N1)(Y1 ·Z1) =

(X ·Z−X4Z4)(Y ·N−Y4N4)− (X ·N−X4N4)(Y ·Z−Y4Z4) =

−N4{(X ·Z)Y4−X4Y4Z4−X4(Y ·Z)+X4Y4Z4} =

−(e4 ·N){(X ·Z)(Y ·e4)− (X ·e4)(Y ·Z)} =

−(e4 ·N){(X ·Z)(Y ·T)− (X ·T)(Y ·Z)}. 2



Capítulo 2

O teorema de H. Hopf

2.1 Introdução

Neste capítulo, introduziremos algumas ferramentas para provar o teorema de H. Hopf [9],

que serão constantemente usadas neste trabalho, sobretudono capítulo 3.

O teorema de H. Hopf afirma que uma esfera imersa emR3 com curvatura médiaH constan-

te é a esfera redonda. A demonstração que faremos consiste emmostrar que todos os pontos da

imersão são umbílicos, já que a esfera é a única superfície compacta com esta propriedade. De

fato mostraremos que tal esfera é mergulhada. Para isto, usaremos a existência de parâmetros

isotérmicos (ver [15], [7]).

2.2 A diferencial de Hopf em parâmetros isotérmicos

Nesta seção, assim como no capítulo 3, estudaremos a geometria de uma superfície orien-

tadaM imersa emR3 ou S2×R com a métrica induzida, usando uma linguagem complexa.

Desta forma, é necessário introduzirmos alguns conceitos.

Uma aplicaçãof : U ⊂ C → M é uma aplicaçãoconforme, se para todoz= x+ iy ∈ U,
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D f (z) : C → Tf (z)M é um isomorfismo que preserva ângulos, equivalentemente, existe uma

função positivaλ definida emU, tal que

〈D f (z)w,D f (z)v〉M = λ〈w,v〉,

para todow, v∈ C, onde〈 , 〉M é a métrica induzida.

Um sistema de coordenadas emM que satisfaz essa condição é chamadossistema de coor-

denadas isotérmicas, cujos coeficientes da primeira forma fundamental satisfaz

E = G > 0, F = 0.

A existência de um tal sistema de coordenadas(parâmetros isotérmicos), provada primeiro

por Gauss em 1822, nos diz que toda variedade riemanniana de dimensão dois é localmente

conformemente equivalente ao plano, isto é, em torno de cadapontop∈ M existe um sistema

de coordenadas isotérmicas (ver [7] ou [15]). Neste caso, umfato bem conhecido é que as

mudanças de coordenadas que preservam a orientação são funções holomorfas. Sendo assim,

podemos admitir queM é uma superfície de Riemann, ou seja,M possui uma estrutura com-

plexa dada por um atlas compatível com sua orientação, onde as mudanças de coordenadas são

bi-holomorfas.

Portanto, podemos supor queF : M → R
3(ou S

2 ×R) é uma imersão conforme de uma

superfície de Riemann, isto é, em coordenadas locaisz= x+ iy,

‖Fx‖
2 = ‖Fy‖

2 = E > 0, Fx ·Fy = 0.

A métrica induzida éds2 = E|dz|2 e o campo normal orientado éN = (Fx × Fy)/E. A

segunda forma fundamental é dada porldx2 + 2mdxdy+ ndy2, ondel = Fxx ·N,m= Fxy ·N e

n = Fyy ·N. As curvaturas médiaH e GaussianaK, são dadas por

H =
l +n
2E

e K =
ln−m2

E2 .

Lema 2.2.1 Uma função complexa diferenciávelϕ = U + iV é holomorfa se, e somente se,

ϕz̄ = 0.
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Prova:

ϕz̄ = Uz̄+ iVz̄ ⇒ 2ϕz̄ = (Ux + iUy)+ i(Vx + iVy) = (Ux−Vy)+ i(Uy+Vx).

A conclusão segue das equações de Cauchy-Riemann (ver [2]). 2

É importante recordar o exemplo 1.1.8, onde está definida a diferencial de Hopf.

Pela seção 1.1.1,Fz = 1
2(Fx− iFy) eFz̄ = 1

2(Fx + iFy) formam uma base deTPM
C em cada

ponto.

Proposição 2.2.2Em termos da coordenada complexa z, a imersão satisfaz:

(i) Fzz= (Ez
E )Fz+ α

2N

(ii) Fzz̄ = (EH
2 )N

(iii) Equação de Codazzi:αz̄ = EHz

(iv) Se H é constante, então a diferencial de HopfA , localmente expressa por,A = αdz2 é

holomorfa e definida globalmente emM; além disso os zeros deA são os pontos umbíli-

cos da imersão .

Prova: Esta proposição e sua demonstração podem ser vistas em [4]. Entretanto, uma

demonstração para os três primeiros ítens será obtida como conseqüência da demonstração da

proposição 3.1.1 no próximo capítulo.

(iv): SeH é constante,Hz = 0 e pela equação de Codazzi,αz̄ = 0. Portanto, pelo lema 2.2.1,

α é holomorfa.

Pelo que vimos nos preliminares algébricos,A está golbalmente definida. Entretanto,

podemos ilustrar essa propriedade observando que, dada umamudança de coordenadasz 7−→w,

comA = ψ(w)dw2 localmente, resulta de (i) que

ψ(w) = 2(F(z(w))ww ·N) = 2(
dz
dw

Fz)w ·N =
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2[
d2z
dw2Fz+(

dz
dw

)2Fzz] ·N = 2(Fzz·N)(
dz
dw

)2 = α(z)(
dz
dw

)2.

Assim,

A = ψ(w)dw2 = α(z)(
dz
dw

)2dw2 = α(z)dz2

é uma diferencial quadrática holomorfa definida globalmente emM.

Além disso,

|α|2 =
(l −n)2

4
+m2 =

(l +n)2

4
+m2− ln = E2H2−E2K =

E2(
k2

1 +k2
2 +2k1k2

4
−k1k2) = E2(k1−k2)

2

4
,

ondek1 ek2 são as curvaturas principais.

Portanto os zeros deA ocorrem nos pontos ondek1 = k2, isto é, nos pontos umbílicos.

2

2.3 O teorema de Hopf

Teorema 2.3.1(Hopf, [9]) SeM é uma superfície homeomorfa à esfera imersa emR3 com

curvatura média constante, entãoM é uma esfera redonda.

Para demonstrarmos esse teorema, necessitamos de alguns resultados.

Teorema 2.3.2SeM é uma superfície de Riemann homeomorfa à esfera, então toda diferencial

quadrática holomorfa, globalmente definida em M, é nula.

Prova: Sabemos, pelo teorema de uniformização para superfícies simplesmente conexas (ver

[3] p. 142 ou [8], p. 194) que existe somente um tipo conforme de superfície de Riemann

compacta homeomorfa à esferaS2. Portanto podemos supor que nossa superfície é a esfera de

Riemann̂C = C∪{∞}, cuja topologia consiste dos abertos usuais juntamente com os conjuntos

da formaV ∪{∞}, ondeV é o complemento de um compactoK ⊂ C.
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Temos uma estrutura complexa em̂C, dada por um atlas formado por dois sistemas de

coordenadas: um é a identidadeϕ1 : Ĉ−{∞} → C, que cobre toda a esfera excetoz= ∞; o

outroϕ2 : Ĉ−{0}→ C, cobrindo toda a esfera excetoz= 0, é dado por

ϕ2(z) =





z−1, se z6= ∞

0, se z= ∞

Uma diferencial quadráticaC admite expressões locais holomorfas nesses sistemas, a saber,

γ(z)dz2, z∈ ϕ1(Ĉ−{∞}) = C, β(w)dw2, w∈ ϕ2(Ĉ−{0}) = C.

Na interseçãoC−{0} das vizinhanças de coordenadas, temos a mudançaw= z−1, e conseqüente-

mente,

γ(z) = β(w)(
dw
dz

)2 = β(w)z−4 = β(w)w4.

Ora,γ e β são funções inteiras e

lim
z→∞

γ(z) = lim
w→0

β(w).w4 = β(0).0= 0.

Pelo teorema de Liouville, resulta queC ≡ 0. 2

Corolário 2.3.3 SejaM uma superfície de Riemann homeomorfa à esfera imersa emR3 com

curvatura média constante. EntãoM está contida numa esfera redonda.

Prova: Resulta da proposição 2.2.2 (iv), que a diferencialA de Hopf é holomorfa e definida

globalmente emM. Pelo teorema anterior,A é identicamente nula. Como os zeros deA são

os pontos umbílicos da imersão (2.2.2), segue-se queM é totalmente umbílica. Sabendo que

a curvatura médiaH é constante e pelo fato deM ser compacta, resulta queH 6= 0. SendoM

conexa, está contida numa esferaS2
r de raior = 1

|H| . 2

Prova: (do teorema de Hopf)

Pelo corolário 2.3.3, a imagem deM pela imersãoF (do início deste capítulo) está contida

numa esferaS2
r . Portanto, podemos considerar queF : M → S2

r é uma imersão entre superfí-

cies de mesma dimensão, logo um difeomorfismo local. ComoM é compacta eS2
r é conexa,
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obtemos queF é sobrejetiva e, além disso, uma aplicação de recobrimento.Do fato deS2
r

ser simplesmente conexa, concluímos queF é injetiva (ver, por exemplo [11], pg 136). Sendo

assim,F é um difeomorfismo global e fica provado o teorema de Hopf. 2



Capítulo 3

A diferencial de Abresch-Rosenberg em

S
2×R

Neste capítulo, provaremos que a diferencialQ de Abresch-Rosenberg é holomorfa e em

seguida estudaremos a geometria de uma superfície imersaM # S2×R comQ = 0, provando

que é rotacional. A técnica usada neste capítulo difere daquela de [1] e segue [10].

3.1 A diferencial Q de Abresch-Rosenberg em parâmetros

isotérmicos

SejaF : M # S2×R ⊂ R4 uma imersão conforme de uma superfície de Riemann, ou seja,

em relação à coordenada complexaz= x+ iy,

‖Fx‖
2 = ‖Fy‖

2 = E > 0, Fx ·Fy = 0.

SejaN o campo normal unitário deM compatível com sua orientação . O operador de

forma éÃ(v) = −∇vN e a segunda forma fundamental é dada porldx2 +2mdxdy+ndy2, onde

l = ∇FxFx ·N, m= ∇FyFx ·N en = ∇FyFy ·N.
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Estendemos a conexão∇ a campos complexos (ver 1.1.1) de maneira linear. Verifica-se

facilmente a equação de compatibilidade de∇ com a extensão bilinear do produto interno.

Lembramos que a atuação deFz = 1
2(Fx− iFy) eFz̄ = 1

2(Fx+ iFy) como derivação sobre funções

é exatamente a dos operadores∂
∂z e ∂

∂z̄.

Proposição 3.1.1Em termos da coordenada complexa z, a imersão satisfaz:

(i) ∇Fz
Fz = (Ez

E )Fz+
α
2N, ondeα é o coeficiente local da diferencialA de Hopf definida em

1.1.8.

(ii) ∇Fz̄
Fz = EH

2 N

(iii) Equação de Codazzi:2Hαz̄− τz̄ = E(H2)z, ondeτ = 2(Fz ·e4)
2.

Prova: Pela observação 1.1.5, temos:

Fz ·Fz = Fz̄ ·Fz̄ = Fz ·N = Fz̄ ·N = 0 e Fz ·Fz̄ =
E
2

.

(i) ∇Fz
Fz = 1

4∇(Fx− iFy)
(Fx− iFy) = 1

4{∇Fx
Fx−∇Fy

Fy−2i∇Fy
Fx}.

Tomando o produto interno porN, temos:

∇Fz
Fz ·N =

1
4
(l −n−2im) =

1
2
(
l −n

2
− im) =

α
2
. (3.1)

Da equaçãoFz ·Fz̄ = E
2 , obtemos

∇Fz
Fz ·Fz̄+Fz ·∇Fz

Fz̄ =
Ez

2
.

Observamos queFz ·∇Fz
Fz̄ = Fz ·∇Fz̄

Fz = 1
2Fz̄[Fz ·Fz] = 0z̄ = 0 e portanto

∇Fz
Fz ·Fz̄ =

Ez

2
. (3.2)

Consideremos a decomposição∇Fz
Fz = aFz+bF̄z+cN.
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Por (3.1), obtemosc = α
2 e de (3.2) segue-seaE

2 = Ez
2 , logoa = Ez

E

Finalmente, tomando o produto interno porFz

∇FzFz ·Fz = 0⇒ b
E
2

= 0 ⇒ b = 0

e assim provamos (i)

(ii) ∇Fz̄
Fz = 1

4∇(Fx + iFy)
(Fx− iFy) = 1

4(∇Fx
Fx +∇Fy

Fy). Logo:

∇Fz̄
Fz ·N = 1

4(∇Fx
Fx ·N+∇Fy

Fy ·N) = l+n
4 = EH

2 .

Como∇Fz̄
Fz ·Fz = 0 = ∇Fz̄

Fz ·Fz̄, temos:

∇Fz̄
Fz =

EH
2

N

e concluímos o resultado de (ii).

(iii) Pelo exemplo 1.1.9 e pela proposição 1.1.7,τ = 2B(Fz,Fz), ondeB(u,v)= (u·T)(v·T).

Logo,

τ = 2(Fz ·T)2 = 2(Fz ·e4)
2.

Pela regra da cadeia,

τz̄ = 4(Fz ·T)Fz̄[(Fz ·T)] = 4(Fz ·T)(∇Fz̄Fz ·T +Fz ·∇Fz̄T). (3.3)

Decorre de (ii) que∇Fz̄Fz ·T = 0, e comoT = e4− (e4 ·N)N, temos:

∇Fz̄T = −Fz̄[(e4 ·N)]N− (e4 ·N)∇Fz̄N = −(e4 ·∇Fz̄N)N− (e4 ·N)∇Fz̄N, portanto

Fz ·∇Fz̄T = −(e4 ·N)(Fz ·∇Fz̄N) = (e4 ·N)(∇Fz̄Fz ·N) = EH
2 (e4 ·N).

Desta forma a equação (3.3) torna-se:

τz̄ = 2EH(Fz ·T)(e4 ·N). (3.4)

Para obter a equação de Codazzi, lembramos que:

R̄(Fz̄,Fz)Fz ·N = (∇Fz
∇Fz̄

Fz−∇Fz̄
∇Fz

Fz) ·N (3.5)
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Calculando:

∇Fz
(∇Fz̄

Fz) = ∇Fz
{(1

2EH)N} = 1
2Fz[EH]N+ 1

2EH.∇Fz
N

∇Fz̄
(∇Fz

Fz) = ∇Fz̄
{Ez

E Fz+ α
2N} = Fz̄[

Ez
E ].Fz+ Ez

E .∇Fz̄
Fz+Fz̄[

α
2 ]N+ α

2∇Fz̄
N

Portanto a componente normal de∇Fz
∇Fz̄

Fz−∇Fz̄
∇Fz

Fz é

(
EzH

2
+

EHz

2
−

Ez

E
1
2

EH−
αz̄

2
).

Logo, o lado direito de (3.5) é:
1
2
(EHz−αz̄). (3.6)

E o lado esquerdo de (3.5) é obtido do corolário 1.2.2:

R̄(Fz̄,Fz)Fz ·N = −(e4 ·N){(Fz̄ ·Fz)(Fz ·T)− (Fz̄ ·T)(Fz ·Fz)} =

−E
2 (e4 ·N)(Fz ·T). Assim a igualdade (3.5) torna-se:

−E(e4 ·N)(Fz ·T) = EHz−αz̄.

Multiplicando a equação acima por 2H e usando a equação (3.4), chega-se a:

−τz̄ = 2EHHz−2Hαz̄ ⇒ 2Hαz̄− τz̄ = E(H2)z,

e fica provada a equação de Codazzi na formulação do item (iii). 2

Observação 3.1.2As demontrações (i) e (ii) se aplicam aos mesmos itens da proposição 2.2.2.

Além disso, note que para obter (3.6) não usamos a geometria de S2×R. Portanto se consi-

derarmos a imersãoM # R3 do capítulo 2, entãōR≡ 0 e assim o lado esquerdo de (3.5) é

nulo. De (3.6) obtemos queαz̄ = EHz, demonstrando o item (iii) daquela mesma proposição.

Corolário 3.1.3 (Teorema 1 de [1]) A diferencialQ de Abresch-Rosenberg paraM # S
2×R

com curvatura média constante é holomorfa.

Prova: Usando (iii) é imediato queH constante implica que(2Hα−τ)z̄ = 0, ou seja,(2Hα−

τ)dz2 é uma expressão holomorfa da diferencial quadráticaQ . 2
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Observe que a diferencialQ é globalmente definida, pois, pelo que vimos nos preliminares

algébricos,A e T são definifda globalmente. Contudo, um simples cálculo reforça o fato de

que a diferencial quadráticaT = ψ(w)dw2 independe de coordenadas (da mesma maneira que

foi feito paraA na demonstração de 2.2.2). De fato,

ψ(w) = 2(Fw ·e4)
2 = 2(

dz
dw

Fz ·e4)
2 = 2(Fz ·e4)

2(
dz
dw

)2.

Logo

T = ψ(w)dw2 = 2(Fz ·e4)
2(

dz
dw

)2dw2 = τ(z)dz2

está bem definida.

3.2 Superfícies emS
2×R com diferencial de Abresch-Rosenberg

nula

Nesta seção, utilizaremos cálculos expostos em [14], com a abordagem de [10]. Mantemos

a notação da seção anterior.

Proposição 3.2.1 A diferencial quadráticaT se anula em P∈ M, se, e somente se, N(P) =

±e4.

Prova: ComoT = τdz2 e τ = 2(Fz ·T)2 seτ = 0, entãoFz ·T = 0. SendoFz = 1
2(Fx− iFy),

segue queFx ·T = 0 = Fy ·T. LogoT = 0, ou equivalentemente,N = ±e4. 2

Corolário 3.2.2 ([1]) Se M é uma superfície homeomorfa à esfera imersa emS2 ×R com

curvatura média H≡ 0, então M = S2×{ξ0}; ξ0 constante.

Prova: SeH ≡ 0,resulta da equação de Codazzi: 2Hαz̄− τz̄ = E(H2)z, queτ é holomorfa.

Pela proposição 2.3.2,τ deve ser identicamente nula, ou sejaN ≡ e4 ou N ≡ −e4 e portanto

F(M) ⊂ S2×{ξ0}. Usando o mesmo argumento da prova do teorema de Hopf, temos que

F : M → S2×{ξ0} é um difeomorfismo. 2
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Proposição 3.2.3([10]) Se a diferencialQ de Abresch-Rosenberg é nula eT (P) 6= 0, então

T e JT são direções principais nesse ponto associadas a k1 = H + ||T||2

4H e k2 = H − ||T||2

4H ,

respectivamente, com H6= 0.

Prova: Note queT = 2HA ⇔ B0 = 2HA0, ondeA0 eB0 são as formas de traço nulo associa-

das à segunda forma fundamentalA e B(v,w) = (v ·T)(w ·T), respectivamente. Além disso,

H 6= 0, pois T = 2HA 6= 0. Pela proposição anterior temosT 6= 0.

SejamÃ o operador de forma ẽB o operador linear simétrico associado aB. ComoB̃(u) =

(u ·T)T eT ·JT = 0 é fácil ver que a matriz dẽB na base isotérmica{T,JT} é

[B̃] =



 ||T||2 0

0 0



 .

Assim a matriz dẽB0, na mesma base fica:

[B̃0] =




||T||2

2 0

0 −
||T||2

2



 .

ComoÃ0 = 1
2H B̃0, tem-se:

[Ã0] =




||T||2

4H 0

0 − ||T||2

4H



 .

Da definição 1.1.3, temos̃A = HI + Ã0. Logo

[Ã] =



 H + ||T||2

4H 0

0 H −
||T||2

4H



 .

Isso comprova queT e JT são direções principais associadas ak1 = H + ||T||2

4H e k2 = H −

||T||2

4H , respectivamente. 2

Lema 3.2.4 Seja(X,ρ) campo deS2×R, onde X(P) ∈ TpS
2 e ρ(P) ∈ R e seja(γ(t),γ4(t))

curva suave deS2×R. Então :

∇(γ′,γ′4)(X,ρ) = (X′+(X · γ′)γ,ρ′). (3.7)
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onde X′ e ρ′ denotamd
dt{X(γ(t),γ4(t))} e d

dt{ρ(γ(t),γ4(t))} respectivamente.

Prova: ∇ é a conexão Riemanniana emS2×R, portanto∇(γ′,γ′4)(X,ρ) é a componente tan-

gente aS2×R da derivada emR4,(X′,ρ′). Denotando um ponto deS2×R por P = (p, p4), a

normalN deS2×R é dada porN(P) = (−p,0). Logo:

∇(γ′,γ′4)(X,ρ) = (X′,ρ′)−{(X′,ρ′) · (−γ,0)}(−γ,0) = (X′,ρ′)− (X′ · γ)(γ,0).

Note queX(γ(t)) · γ(t) = 0. Sendo assim,X′ · γ = −X · γ′.

Finalmente,∇(γ′,γ′4)(X,ρ) = (X′,ρ′)+(X · γ′)(γ,0) = (X′+(X · γ′)γ,ρ′). 2

Proposição 3.2.5([10]) Considere a decomposição ortogonal do campo normal N= (V,ρ).

Se a diferencialQ de Abresch-Rosenberg é identicamente nula, então T e JT satisfazem:

(i) T = (−ρV,1−ρ2).

(ii) JT = (−V⊥,0), onde V⊥ denota a rotação positiva de V em TpS
2.

(iii) ||T||2 = ||V||2 = k2
1−k2

2 = 1−ρ2

Prova: (i) T = e4− (e4 ·N)N = e4−ρN = e4−ρ(V,ρ) = (−ρV,1−ρ2).

(ii) Para obter a expressão deJT, note que(±V⊥,0) é tangente aS2×R, ortogonal aT eN

e possui a mesma norma deT. Logo, JT = (±V⊥,0). O sinal decorre da orientação adotada.

(iii) ||T||2 = ||e4−ρN||2 = ||e4||
2−2ρ2+ρ2 = 1−ρ2.

Como||N|| = 1⇒ ||V||2+ρ2 = 1⇒ ||V||2 = 1−ρ2.

Além disso, seH 6= 0, k1−k2 =
||T||2

2H =
||T||2

k1+k2
⇒ k2

1−k2
2 = ||T||2.

SeH = 0, entãoτ = 0. Sendo assim, pela proposição 3.2.1 temosT = 0 e portanto

k2
1−k2

2 = 0 = ||T||2.

2
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A partir de agora, assumimos a diferencialQ de Abresch-Rosenberg identicamente nula e

H constante diferente de zero.

Proposição 3.2.6([10]) SejaΦ(t) = (φ(t),φ4(t)), t ∈ (−ε,ε), uma curva integral de JT , pas-

sando por um ponto não-umbílico P= (p, p4) ∈ M # S2×R. Então verificam-se as seguintes

propriedades:

1. Φ é horizontal comφ4(t) = p4 para todo t; k1 e k2 são constantes ao longo deΦ .

2. Se k2(P) 6= 0, entãoφ(t) está contido num círculo geodésico deS
2 de raio r(P) =

arctan
√

(k1
k2

)2−1∈ (0, π
2) e centro Q(P)

||Q(P)||, onde Q(P) = p+ V(P)
k2(P) .

3. Se k2(P) = 0, entãoφ(t) está contida numa geodésica deS2.

Prova: O fato do pontoP não ser umbílico significa, pela proposição 3.2.3, queT(P) 6= 0.

ComoΦ(t) = (φ(t),φ4(t)) é uma curva integral deJT, entãoΦ′(t) = JT(Φ(t)) e Φ(0) = P =

(p, p4).

Pelo item (ii) da proposição anterior,φ′4(t)= 0. Assimφ4(t)= φ4(0) = p4, ou seja, as curvas

integrais deJT são horizontais, no sentido de estarem contidas emS2×{p4}.

Do lema 3.2.4, para o campo normal restrito aΦ segue-se:

∇JT(V,ρ) = ∇(−V⊥,0)(V,ρ) = (V ′− (V ·V⊥)φ(t,P),ρ′) = (V ′,ρ′).

ComoJT é principal temos∇JTN = −k2JT = k2(V⊥,0). Logo

V ′ = k2V
⊥, ρ′ = 0. (3.8)

De ρ′ = 0 concluímos que

ρ(Φ(t)) = ρ(Φ(0)) = ρ(P), ∀t.

Portanto, usando o item (iii) da proposição anterior,k1 = H + ||T||2

4H e k2 = H − ||T||2

4H são

constantes ao longo deΦ.
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Agora, suponha quek2(P) 6= 0. Vamos mostrarφ(t) está contida na interseção deS2 com

uma esfera emR3.

SejaQ(t) = φ(t)+ V(t)
k2

, onde usamos a notação simplificada

Q(t) = Q(Φ(t,P)), φ(t) = φ(t,P) eV(t) = V(Φ(t,P)).

Sabemosk2 é constante ao longo deΦ. Assim,

Q′(t) = φ′(t)+
V ′(t)

k2
.

Mas,φ′(t) = −V⊥(t) e pela equação (3.8),V ′(t) = k2V⊥(t). Logo Q′(t) = 0, onde con-

cluímos queQ(t) = Q(P) é constante.

Desta forma||φ(t)−Q(P)||= ||V(t)
k2

|| é constante e diferente de zero, poisV = 0⇔ T = 0.

Portantoφ(t) está contido na interseção deS2 com uma esfera de centroQ(P) emR3.

Para o raio geodésico, temos

tanr(P) = ||
V(P)

k2
|| =

√
k2

1−k2
2

k2
2

. Logo r(P) = arctan
√

(k1
k2

)2−1.

Sek2(P) = 0 por (3.8), temosV ′ = 0, ou seja, além de ser tangenteV = V0 é constante ao

longo deφ(t). Logoφ(t) está contida no plano ortogonal aV0 passando porp, cuja intersecão

com a esfera é um círculo. Tal círculo é máximo, pois o campo constanteV0 é tangente aS2. 2

Observação 3.2.7A seguir, redefinimos os círculos da proposição 3.2.6 de modoa expressar

seus centros por uma função suave.

Se k2(P) < 0, temos o círculo de centro C(P) = −
Q(P)

||Q(P)|| e raioπ− r(P);

Se k2(P) = 0, interpretamos a geodésica como um círculo geodésico de raio π
2 e centro

C(P) = V(P)
||V(P)|| .

Se k2(P) > 0 temos C(P) = Q(P)
||Q(P)|| e raio r(P)

Se P é umbílico, temos r(P) = 0 e C(P) = ±p, conforme o sinal de H.
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Desta forma os centros são unificados pela função suave

C(P) =
k2p+V(P)

||k2p+V(P)||
. (3.9)

De fato, se k2 6= 0, então

C(P) =
k2

|k2|

Q(P)

||Q(P)||
.

Se k2 = 0, então

C(P) =
V(P)

||V(P)||
.

Proposição 3.2.8([10]) SejaΓ(s) = (γ(s),γ4(s)), s∈ (a,b) uma curva integral de T e denote

por C(s) o centro C(Γ(s)) do círculo definido em (3.9). Então C(s) = C0 é constante.

Prova: Usando as notações :k2(s) = k2(Γ(s)) eV(s) = V(Γ(s)), temos

C(s) =
q(s)

||q(s)||
,

ondeq(s) = k2(s)γ(s)+V(s).

Sendo assim,

C′ =
q′

||q||
−

q′ ·q
||q||3

q (3.10)

Um cálculo simples usando a equação (3.10) mostra que para obtermos o resultado desejado

é suficiente que

q′(s) = λ(s)q(s), (3.11)

comλ(s) ∈ R.

A demonstração de (3.11) é dada a seguir.

Diferenciandoq(s) = k2(s)γ(s)+V(s), obtemos

q′(s) = k′2(s)γ(s)+k2(s)γ′(s)+V ′(s). (3.12)
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Pelo fato deΓ ser uma curva integral e do item (i) de 3.2.5 (omitindo o parâmetros), resulta

que (γ′,γ′4) = T = (−ρV,1−ρ2), portanto

γ′ = −ρV, γ′4 = 1−ρ2. (3.13)

Além disso, fora dos pontos umbílicos,T é principal

−k1T = ∇(γ′,γ′4)(V,ρ) = (V ′+(V · γ′)γ,ρ′),

assim

V ′+(V · γ′)γ = k1ρV, ρ′ = −k1(1−ρ2).

Seque-se de (3.13) e do item (iii) de 3.2.5 queV · γ′ = −ρ(k2
1−k2

2). Logo

V ′ = k1ρV +ρ(k2
1−k2

2)γ e ρ′ = −k1(k
2
1−k2

2). (3.14)

Por outro lado,

k2 = H −
1−ρ2

4H
⇒ k′2 =

ρρ′

2H
.

Usando (3.14), tem-se

k′2 =
−ρk1(k2

1−k2
2)

k1 +k2
= −ρk1(k1−k2). (3.15)

Substituindo (3.13), (3.14) e (3.15) na equação (3.12), obtemos

q′ = −ρ(k2
1−k1k2)γ−k2ρV +k1ρV +ρ(k2

1−k2
2)γ = ρ(k1−k2)k2γ+ρ(k1−k2)V ⇒

q′ = ρ(k1−k2)q.

Como as curvas não triviais deT e JT não passam pelos pontos umbílicos, mostramos que

o gradiente deC se anula nos pontos não-umbílicos, já que sua derivada é zeronas direçõesJT

(proposição 3.2.6) eT (pelo resultado acima).
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Suponha que exista um abertoU de pontos umbílicos. EntãoU ⊂ S2×{ξ0} e assimH = 0,

contrariando nossa hipótese inicial. Desta forma, por continuidade, temos∇C≡ 0 eC(s) = C0

constante. 2

O corolário a seguir, prova uma parte do teorema de Abresch-Rosenberg, que uma esfera

imersa emS2×R é rotacional, isto é, invariante por rotação em torno de um eixo emS2×R.

O teorema anterior fornece{C0}×R como candidato ao eixo de rotação.

Corolário 3.2.9 SejaM uma superfície homeomorfa à esfera e imersa emS
2×R com curvatu-

ra média constante. EntãoM é rotacional.

Prova: Falta o casoH 6= 0. Pelo corolário 3.1.3 a diferencialQ de Abresch-Rosenberg é

holomorfa. Pelo argumento utilizado no capítulo 2 para demonstrar o teorema de Hopf, conclui-

se queQ ≡ 0. Como M é completa, as curvas integrais deJT estão definidas para todo tempo

e tem velocidade constante por 3.2.6 e 3.2.5, logo cobrem todo o paralelo. Além disso, um

ponto é umbílico se, e somente se, está sobre o eixo{C0}×R. 2



Capítulo 4

O teorema de Abresch-Rosenberg

Vimos no capítulo anterior que uma esfera imersaM # S2 × R com curvatura média

constante é invariante por rotação em torno de um eixo{C0}×R. A menos de uma isome-

tria deS2×R, podemos supor queC0 coincide com o polo norte(0,0,1). Queremos provar que

M é mergulhada. A classificação destas superfícies de rotaçãoencontra-se em [13].

4.1 A geometria de uma superfície de revolução emS2×R

Para obtermos uma parametrização deM, introduzimos o sistema de coordenadas geodési-

cas polaresY(r,θ) ∈ S2 a partir do pólo norte,

Y(r,θ) = (sinr cosθ,sinr sinθ, cosr), r ∈ (0,π), θ ∈ (0,2π).

As geodésicas deS2 que partem do pólo norte intersectam a órbita de cada ponto deM

apenas uma vez. Assim obtemos uma curva suave

c̃(s) = (r(s),ξ(s)) ∈ (0,π)×R, (4.1)

ondes∈ (a,b) é o parâmetro comprimento de arco.

Uma curva perfil deM é dada porc(s) = (0,sinr(s), cosr(s), ξ(s))∈ {0}×S1×R⊂S2×R
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Obtemos assim uma parametrização paraM,

X(s,θ) = (Y(r(s),θ), ξ(s)) ∈ S
2×R.

Note que

Xs = (r ′Yr , ξ′), Xθ = (Yθ, 0), (4.2)

ondeYr = (cosr cosθ, cosr sinθ, −sinr), Yθ = (−sinr sinθ,sinr cosθ, 0) satisfazem:

Yr ·Yr = 1; Yr ·Yθ = 0 e Yθ ·Yθ = sin2 r. (4.3)

Os coeficientes da primeira forma fundamental deM são :

E = 1, F = 0, G = sin2 r. (4.4)

De fato,

E = Xs ·Xs = r ′2Yr ·Yr +ξ′2 = 1, F = Xs ·Xθ = r ′Yr ·Yθ = 0, G = Xθ ·Xθ = Yθ ·Yθ =

sin2 r.

Recordemos a notação introduzida no capt́ulo 3: N é o campo normal deM, o operador de

forma éÃ(v) = −∇vN com tr[Ã] = 2H (∇ é a conexão Riemanniana emS2×R) e a segunda

forma fundamental é dada porlds2 + 2mdsdθ + ndθ2, ondel = ∇XsXs ·N, m = ∇XθXs ·N e

n = ∇XθXθ ·N.

Proposição 4.1.1Referente a parametrizaçãoX(s,θ) de M, verificam-se:

(i) N(s,θ) = (−ξ′(s)Yr(r(s),θ), r ′(s)) ∈ TY(r,θ)×R

(ii) l = k, m = 0 e n= ξ′ sinr cosr, onde k(s) é a curvatura normal da curva c(s) em

M # S2×R.

(iii) Os meridianos e paralelos são curvas principais e2H = k+ξ′cotr
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Prova: (i) Os campos(Yr ,0) ee4 = (0,0,0,1) são tangentes aS2×R. Assim

N = −ξ′(Yr ,0)+ r ′e4 = (−ξ′Yr , r ′)

é tangente aS2×R e satisfazN ·Xs = N ·Yθ = 0, N ·N = 1.

PortantoN = (−ξ′Yr , r ′) é normal unitário deM.

(ii) Observe que∇XsXs = Xss− (∇XsXs · N̄)N̄, ondeN̄(r,θ) = (−Y(r,θ), 0) é o campo

normal deS2×R. Decorre deN · N̄ = 0 que l = ∇XsXs ·N = Xss·N.

Analogamente,m= Xsθ ·N, n = Xθθ ·N.

Por (4.2) obtemos:

Xss= (r ′′Yr + r ′2Yrr , ξ′′), Xsθ = (r ′Yrθ, 0), Xθθ = (Yθθ, 0). (4.5)

De Yr ·Yr = 1 em (4.3), resulta queYrθ ·Yr = 0 = Yrr ·Yr .

Assim,

l = Xss·N = (r ′′Yr + r ′2Yrr , ξ′′) · (−ξ′Yr , r
′) = −r ′′ξ′Yr ·Yr − r ′2Yrr ·Yr + r ′ξ′′ = r ′ξ′′− r ′′ξ′.

Um cálculo simples mostra quek(s) = r ′ξ′′− r ′′ξ′ é a curvatura normal da curvac(s) (ver [12]).

Segue-se por (4.5) e (i) que

m= Xsθ ·N = −r ′ξ′Yrθ ·Yr = 0

Finalmente, para calcularmosn note queNθ = (−ξ′Yrθ, 0) e da expressãoYθ ·Yθ = sin2 r

de (4.3), obtém-seYrθ ·Yθ = sinr cosr. Logo,

n = Xθθ ·N = −Xθ ·Nθ = ξ′Yθ ·Yrθ = ξ′ sinr cosr

e fica provado (ii).

(iii) Como F = m= 0, temos que os meridianos e paralelos são curvas principais. A matriz

do operador de formãA na base{Xs,Xθ} é obtida de (4.4) e (ii).
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[Ã] =




l
E 0

0 n
G



 =



 k 0

0 ξ′ cotr





2

4.2 O teorema de Abresch-Rosenberg

O teorema de Abresch-Rosenberg será obtido através da análise de um sistema de equações

diferenciais ordinárias associado a uma esfera imersaM # S2 ×R com curvatura média

constante, que sabemos ser rotacional pelo Teorema 3.2.9.

Para obtermos expressões semelhantes às de [1], seção 2.2, considere a função ânguloϕ(s)

determinada por ˜c tal quec̃′(s) = (−sinϕ(s),cosϕ(s)). Assim, temos quek(s) = ϕ′(s)(ver [5]).

Por (4.1) e pelo item (iii) do teorema 4.1.1, obtemos o seguinte sistema:





r ′ = −sinϕ

ξ′ = cosϕ

ϕ′ = 2H −cosϕcotr

(4.6)

A útima equação deste sistema equivale a

ϕ′ sinr = 2H sinr −cosϕcosr

que multiplicada porr ′ torna-se:

−ϕ′ sinϕsinr + r ′ cosϕcosr −2Hr ′ sinr = 0⇒

d
ds

{cosϕsinr}−
d
ds

{4H sin2(
r
2
)} = 0⇒

L := cosϕsinr −4H sin2(
r
2
) (4.7)

ondeL é constante (ver [1], seção 2.3).
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Note que ser ′(s) = 0 ∀s, entãor = r0 eϕ = 0 ouϕ = π. Assim obtemos um cilindro de raio

r0 e curvatura médiaH = ±cotr0
2 . Tais soluções são excluídas pois o cilindro não é homeomorfo

à esfera.

Em [1] seção 2, Uwe Abresch e Harold Rosenberg fazem uma classificação detalhada das

soluções de (4.6).

Como estamos considerando a imersão de uma esfera, a curva ˜c definida em (4.1) é limitada

e deve encontrar o eixo de rotação .

Desta forma, fazendor → 0⇒ L = 0 e como sinr > 0, obtemos de (4.7)

cosϕ =
4H sin2( r

2)

sinr
=

4H sin2( r
2)

2sin( r
2)cos( r

2)
⇒

cosϕ = 2H tan(
r
2
) (4.8)

Observações:

Note que, se H= 0, entãocosϕ = 0. Portantoϕ =±π
2 eξ = ξ0 que corresponde às soluções

do tipo S2 ×{ξ0} conforme o corolário 3.2.2. Por outro lado, se H6= 0 entãocosϕ 6= 0,

portanto o máximo e o mínimo da altura ocorrem quando r= 0.

Além disso, a equação (4.8) confirma que a curvac̃ deve encontrar o eixo de rotação

perpendicularmente, poiscosϕ → 0 quando r→ 0.

Usando (4.8), podemos eliminar o fatorcotr em (4.6) e tirar algumas conclusões sobre

suas soluções .

De fato, da identidade

cotr =
1− tan2 r

2

2tanr
2

,

se H 6= 0 obtemos

ϕ′ = 2H −2H tan(
r
2
)
1− tan2( r

2)

2tan( r
2)

= H +H
cos2ϕ
4H2 ⇒
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ϕ′ =
1

4H
(4H2+cos2ϕ). (4.9)

A equação (4.9) indica queϕ(s) é estritamente crescente ou decrescente conforme o sinal

de H seja positivo ou negativo, respectivamente.

Por (4.9) e (4.6), vemos que ser 6= 0, entãoξ′ > 0 ouξ′ < 0 (dependendo do sinal deH).

Logo,M está mergulhada emS2×R e atingimos o objetivo deste trabalho.

Teorema 4.2.1(Abresch-Rosenberg, teorema 2 de [1]) SejaM # S2×R uma esfera imersa

com curvatura média constante. EntãoM é uma superfície de rotação mergulhada emS
2×R.
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