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Resumo

Ha cerca de cinquienta anos, H. Hopf descobriu uma importamtenenta para a teoria de
superficies com curvatura média constante, peca fundahpara demonstrar o seu teorema

de rigidez da esfera redonda no espaco euclidiano.

Recentemente, Uwe Abresch e Harold Rosenberg generatizatacnica de Hopf para
outros espacgos, entre os quais o0 produto isométrico de uera gor uma reta. Estenderam
o resultado de rigidez, provando que uma esfera imersa coratara média constante nesse

espaco deve ser rotacional. Nesta dissertacdo descredetatisadamente essa extensao .



Abstract

Fifty years ago, H. Hopf discovered an important tool in thedry of surfaces with
constant mean curvature, essential to prove his famousytlbeahe rigidity of a round sphere

in Euclidian space.

Recently, Uwe Abresch end Harold Rosenberg generalizefi$tepghnique to other spaces,
such as the isometric product of a sphere by a line. The tygideory was extended, in the
sense that any immersed sphere with constant mean curvaiistdoe rotational. This disserta-

tion describes this extension by Abresch end Rosenberg.
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Introducao

Em 1955, H. Hopf ([9]) descobriu uma diferencial quadratea superficies d&23 que,
aliada ao fato de ser holomorfa quando a curvatura média $tasr, tornou-se peca funda-
mental para demonstrar seu importante teorema de rigidezuga esfera imersa éRY com
curvatura média constante é a esfera redonda. Este restdiastendido para esferas imersas

com curvatura média constante &fhe H3,

Em 2004, Uwe Abresch e Harold Rosenberg ([1]) generalizaraiferencial de Hopf para
superficies imersas eff x R e H? x R, mantendo a propriedade de ser holomorfa quando a
curvatura média constante; classificaram as imersdes caddsrencial nula e obtiveram um
resultado correspondente ao de Hopf sobre a geometriaetagghersas com curvatura média

constante nestes espacos, que apresentamos a seguir:

Teorema de Abresch-Rosenberg Toda esferaimersa eff x R ouH? x R com curvatura

média constante € uma superficie de rotacdo mergulhada

Este trabalho tem por objetivo descrever sistematicamerigmrema acima no caso de
S? x R e sera baseado essencialmente em [1], [9], [10] e [14]. bsaéambém dois fortes re-
sultados: a existéncia de parametros isotérmicos e o taateraniformizacdo para superficies
simplesmente conexas. Introduziremos, no capitulo 1,eitmscpreliminares tanto para apre-
sentarmos as diferenciais quadraticas de Hopf e Abressbfi®erg, quanto para entendermos

a geometria d&2 x R.

Na demonstracéo do teorema de Hopf, que sera tratada nalodhitusaremos uma ca-

racterizacdo da esfera e o fato de que uma diferencial di@dit@olomorfa definida numa
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superficie de Riemann homeomorfa a esfera deve ser idemta nula, fato este que sera

também usado na concluséo do teorema de Abresch-Rosenberg.

No capitulo 3 estudaremos as superficiesSém R com diferencial de Abresch-Rosenberg
nula, entre as quais as esferas imersas com curvatura noégdiacte. Concluiremos entdo que

estas imersdes sdo superficies invariantes por rotagaoremde um eixdCo} x R, Cp € S?.

Finalmente no capitulo 4, obteremos a conclusao destdhml@nalisando um sistema de
equac0es diferencias ordinarias associado a uma supeatéicievolucdo com curvatura média

constante erfi? x R.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos desenvolver conceitos classicosgdira Linear e Geometria Rie-
manniana, que terdo um papel fundamental para o entendidamiferencialQ de Abresch-

Rosenberg e da geometria$fex R.

1.1 Preliminares algébricos

O objetivo desta secado é facilitar a compreensao pontuaifdeenicial Q de Abresch-

Rosenberg (definida em [1]).

SejaV um espaco vetorial real de dimensao dois com produto intebaala uma forma
bilinear simétricaB : V x V — R, existe um Gnico operador auto-adjudal queB(v,w) =
(Bv,w).

Exemplo 1.1.1: a segunda forma fundamental A num ponto P de uma superfitienersa
emR3 ou S? x R com normal N. Dados,w € TpM temos que &,w) = (—0,N,w) é uma

forma bilinear simétrica; o operador correspondev?t(a/) = —0OyN é o operador de forma.

Exemplo 1.1.2: a forma bilinear simétrica dada por ®,w) = (up, V) (Up, W), onde @ & um

vetor fixo; a projecads(v) = (up, V)Up € 0 operador auto-adjunto associado a B.
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Convém lembrar que o tragco de um operador € o traco de suaraatrgqualquer base,
pois as matrizeB e B" de um mesmo operador nas baldesU’ deV, respectivamente, estdo
relacionadas polﬁl = P~1BP, ondeP é a matriz de passagem da bakeparal. Entretanto
o traco da matriz de uma forma bilinear pode mudar com a baspig suas matrizés e B’
nas referidas bases estéo relacionada®per P'BP. Sendo assim, define-se o tracoRleu
o traco da forma quadratica associada, como o trag. dm uma basde;, e} deV, onde
(a,€) = A§jj, as matrizes dB e B satisfazem{B] = A[B] (por conveniéncia chamaremos uma

tal base desotérmicg. Em particular, numa base ortonormal essas matrizesideimc

Definicdo 1.1.3 (i) Dada uma forma bilinear simétrica B/ xV — R, define-se a parte de

traco nulo de B por B=B — @( ;)

(i) Dado um operador linear auto-adjunt®: V — V, define-se a parte de traco nulo Be

porBo=B— "B,

Observe que a notacéo é consistente, Bgisa forma bilinear associada ao operaggrAlém
disso,
tr(B)

tr(Bo) :=tr(Bo) =tr(B) — 5 tr(h) =0,

justificando o termo trago nulo.
Fixada uma orientacéo evf) denota-se pal o operador rotagéo dgno sentido positivo.

Proposicéo 1.1.4Sejam B uma forma bilinear simétrica g B forma bilinear simétrica de

traco nulo associada a B definida em 1.1.3. Ent&o se verificageguintes propriedades:

(i) B(u,v)+B(Ju,Jv) =tr(B)(u,v)
(i) Bo(u,v) = 3{B(u,v) —B(Ju,Jv)}
(iii) Bo(u,Ju) = B(u,Ju)
Prova: (i) Note queL(u,v) := B(u,v) + B(Ju,dv) = (Bu,v) 4+ (BJu Jv) é uma forma bilinear

simétrica, poid3 é um operador linear auto-adjuntd € linear. Portanto, basta mostrar que as

formasL(u,v) etr(B)(u,Vv) coincidem numa base ortonormal.
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De fato, se{e;, &2} € uma base ortonormal positiva, entéo
Je=e elJe=—e.
Logo,
L(ex,e1) = B(ex,e1) + B(ey, &) = tr(B) = tr(B)(ey, e)
L(€2,€2) = B(€2,€2) + B(—€1, —€1) = B(€2,€2) + B(ey, e1) = tr(B)(ez, &)
L(e1,e2) = B(e1,€2) + B(e2, —€1) = 0= (&1, &)
Portanto fica provado (i).
(ii) Por definicdoBo(u,v) = B(u,V) — @(u,v}. Pelo item (i), obtém-se:
Bo(u,V) = B(u,v) — 3{B(u,v) + B(Ju,Jv)}, logo
Bo(u,V) = 3{B(u,v) — B(Ju,Jv)} e obtemos o resultado (ii).
(iii) E uma conseqiiéncia imediata do item anterior, uma vezl§ = —I.

Este resultado também pode ser obtido apenas pela definigdo :

=

Bo(u,Ju) = B(u,Ju) — @(u,\]u) = B(u,Ju), pois(u,Ju) = 0. O

1.1.1 Complexificacdo de um espaco vetorial

SejaV um espaco vetorial real de dimens&o dois munido com prodtgoio( , ), como

no inicio deste capitulo. Sef&;, e} uma base isotérmica dee {|, 2} sua base dual.

A complexificacdo d&, que denotaremos p¥®, é um espaco vetorial complexo de di-
mensao dois, definido por:

VE = {w=u+iv; uveV}.
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Defina e= (&1 —ie) e €= 3(e;+iep). E facil ver que{e, €} é uma base d¢®. Além disso,
afirmamos que
M= +ilz € U= —ilp, (1.1)

formam a base dual dee, €} em(VC)*.

De fato,

M) = 2 (1 + o) (e1 — ) = [l (ex) +pi(er) + iba(er) — it ()] = 1

Analogamente,

@) = 2 (er) —po(e) +ika(e) +ika(e)] = O
fle) = 5 ha(e) — bole2) — tler) —ika(€)] = O

(@) = 5 lba(en) + Holeo) —ta(en) +iba(e)] = 1

Estendemos o produto interrig ) aV®, como uma forma bilinear complexa (n&o hermi-

tiana) do seguinte modo

<U1—|— iVl, Uo + iV2> = <U1, U2> — <V1,V2> + i{<V1, U2> + <U1,V2>}.

Observacéo 1.1.5Note que
)\2
(e€) = ?; (ee) =(e€) =0,

ondel||e1|| = ||e2|| = A. Com efeito,
)\2

(€8 = (61— ies 61 tien) = 7{(ene1) + (e8) +iler, &) —iler o)) =

(e e) = %(el—iez,&—iez) = %{<e1,e1>—i<e1,ez>—i<ez,e1>—<ez,ez>}=0= (e,€)

Exemplo 1.1.6 Em cada ponto R 9 4- §? x R, temos uma base isotérmi¢g, 7} de B
com base dua{dx dy}(veremos com mais detalhes a existéncia de uma tal base omomr
capitulo). Assimg, = 3{3 —ig} e &= 3{5 +is ) formam uma base d&p9)“ com base

dual dada por dz= dx+idy e dz=dx—idy.
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1.1.2 Complexificagdo de uma forma bilinear

SejaB :V xV — R uma forma bilinear simétrica. Aomplexificagéo de Blenotada por

BC, é uma forma bilinear complexa, obtida pela extensab d&/©.
A seguir, obteremos uma expressao BiraSuponha que
B=ap ® M1+ b(p ® po + Ho @ M) + Cle ® o,
ondea = B(er,e1), b= B(e1,&) = B(e,€1) ec = B(ez, &).
(Lembramos que o produto tensorial satisfaz:v(u,v) = p(u)n(v), ver [16]).
Por (1.1), by = 3(u+) epz = 5 (L— ), logo

a — _
s @y = 7 (HOUFHO U+ HO U+ RO W);

—ib _ _
by @ Hp = —= (M@ H— U@ H+ HO U~ PO );
—ib _ _
ble®Hy = — = (MO U+ U H— HO U~ PO );
-1 _ _
Cl ® M2 = —= (HOU—HOU—HOU+HD ).
Somando as equacdes acima, obtemos a partd de

BC = %{(a— C—2ib)pR@u+ (a+C) (MO P+ HR M) + (a—C+ 2ib)p@ p}. (1.2)

Um simples célculo mostra que os coeficientes das p@@y (1,1)e (0,2)de B

(que correspondem g |, (LR U+ H® W) € H® 1) sdo iguais aB(ee), B(e €) e B(e,e),

respectivamente.
Fazendo
B—2B(ee) — a%c “ib, tr(B)=a+tc, P=pop e =[O (1.3)
resultade (1.2) que
BC = Z(Bi2+tr (B) (e L+ o g + B}, (L.4)

2
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Observe que a partd,1) deBf é nula, poigr(Bg) = 0. Além disso, a parté2,0) e (0,2)

das complexificacdeBS e B coincidem. Em outras palavras

BS = S (B + BiP).

ab
De fato, se a matriz d8 numa base isotérmidee;, e} é [B] = ( ) ,resulta deg, gj) =
b c

Agjj e dos itens (ii) e (iii) da Proposic¢éo 1.1.4 que

[Bo] = ( 'z e ) : (1.5)
b =~

1 _
BS = —{<a—c— CT —2ib)u® u+(%:— —- 2 L 2ib)em =

(on

Usando (1.2), obtemos

1 a—-c . a—c¢c .  _
S —ibueu+ (——+ibjue .

Na proposicéo a seguir, usaremos as notacoes de 1.1.1.e (1.3)

Proposicdo 1.1.7Dada uma forma bilinear simétrica,BejaB = B2 a parte (2,0) de2B®
(veja (1.4)).

a b
(i) Se a matriz de B numa base isotérmie, e}, é [B] = ( ) , entdoB admite a
b c

expressao

B —=2B(e. ) = (2=° _ib)2
(i) A complexificacadB pode ser definida em V da segunte maneira:
@(U,V) = BO(U,V) - iBO(JU,V),

com yveV.
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Prova: (i) E imediato do que vimos para obter (1.4).

(i) Supondo a expressédo dada como definicdo, mostrarengoslgwoincide com a ante-

rior.

Observe qu&e B) = Bp € uma forma bilinear simétrica. Para mostrar queB) é simétrica

usamos 1.1.4 (i) §° = —1. Assim,

Im(B)(u,v) = Bo(Ju,v) = 3{B(Ju,v) — B(J?u,Iv)} = 3{B(v,Ju) + B(u,Jv)}, bbviamente

simétrica em relagéo aos vetores.

Decorre da linearidade dequeB é uma forma bilinear simétrica.

[Bo]<azc ° )
b &5

Seja{, 2} a base dual dée;, ex}. Entdo a parte real d8 fica

Por (1.5) temos

a—c c—a
REB) =Bo = ()l @l +b(l @ o+ ® ) + ()@ ke

Para a parte imaginaria d& note que

a—c b 0 —1 b c—a
[Bo][J]—< g )( )-( 2 ).Logo,
o 52 ) N1 o) L b

cC—a
—Im(B) = bU1®U1+T(H1®U2+H2®H1) — be ® po.

o
QD

Note que

W= U@ MU= (H1+il2) ® (M1 +iM2) = la @ P+ i { i @ P2+ o @ P} — Mo ® .

Assim,

. a—c c—a
ReB) +ilm(B) = (T)m@ M+ bl @ e+ @ ) + (T)H2® Ho+

. c—a
—iH{b @M+ = (W @2+ e @ He) — Dl ® Ho} =
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a—C . .,a—C a—C .
(= D@ +i(—=—ib) (@t + @) — (5~ —ib)le@ k=
3= (TS —ib)f

Exemplo 1.1.8: a diferencial de Hopf4 num ponto, que é a complexificacdo obtida da

proposicéo 1.1.7, associada a forma bilinear A dada no exerhd.1. Suponha que a ma-

[ m
triz de A numa base isotérmid#y, F,} seja[A] = . Utilizando a notagéo complexa
m n

dz= dx+idy, onde{dx dy} € a base dual d¢Fy,F,} obtemos, pela proposi¢éo 1.1.7 (i), a

diferencial de Hopf expressa localmente por:

4= ('_T” _im)dzo dz= a dZ

Exemplo 1.1.9: denotemos pofl’ =1 dZ a complexificacdo da proposicédo 1.1.7, associada
a forma dada no exemplo 1.1.2, onde em cada porto9R - S°x R, o vetor y=T é a

projecdo ortogonal deg£= (0,0,0,1) sobre BIN.

Definicdo 1.1.10A diferencial de Abresch-Rosenbedgum ponto R= 9t - S? x R, é definida

em termos dos exemplos 1.1.8 e 1.1.9, por:
Q=2HA—-T =(2Ha —1)dZ

onde H é a curvatura média d&.

1.2 Preliminares geomeétricos

Dadas uma variedade riemanniadd*! e uma hipersuperficie orientada imeindd -
M1 com a métrica induzida, sejame 0 as conexdes riemannianas bthe ML respectiva-

mente. Sejanik e R 0s respectivos tensores de Riemann, e N o campo normal dséion@rer

[6)).
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Proposicéo 1.2.1SejaA(v) = —O,N o operador de forma da imersao™- M™, Entdo se

verifica, para campos X,Z e W de M:
R(X,Y)Z-W = R(X,Y)Z-W —{(AX-Z)(AY -W) — (AX-W)(AY-Z)}

(Equacao de Gauss)

Prova: Por definicdo , temos que
R(X,Y)Z := Oy(OxZ) — Ox(BvZ) + O v Z,
OxZ = OxZ+ (OxZ-N)N.
Segue-se d&lxZ-N = —Z-0OxN e AX = —OxN que

OxZ = OxZ+ (AX-2)N, (1.6)

logo Oy (OxZ) = Oy (0xZ) 4 Oy[(AX- Z)N]. Usando mais uma vez (1.6),
Oy (OxZ) = Oy (OxZ) + (AY - OxZ)N+ Y[AX - Z]N 4 (AX - Z).0OyN =

Oy (OxZ) 4 (AY - OxZ)N+{ (Oy (AX) - Z) 4 (AX - Oy Z) }N — (AX - Z)AY =
Oy (OxZ) — (AX-Z)AY + {(AY - OxZ) + (Oy (AX) - Z) + (AX-TOyZ) }N
Analogamente,

Ox(OyZ) = Ox(OyZ) — (AY-Z)AX + {(AX - OyZ) + (Ox (AY) - Z) 4 (AY - OxZ) N

Portanto,

R(X,Y)Z := Oy(0OxZ) — Ox(By2) + OjxyjZ =

= Oy(OxZ) — (AX-Z)AY +{(AY - OxZ) + (Oy (AX) - Z) + (AX - Oy Z) }N—
—Ox(OyZ) + (AY-Z)AX — {(AX-OyZ) + (Ox (AY) - Z) + (AY - OxZ) }N—

Oy Z+ (AIX,Y]-Z)N =
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R(X,Y)Z — (AX-Z)AY + (AY - Z)AX 4 {AX - (OyZ — OyZ) + AX- (OxZ — OxZ)+
(Ov(AX)-Z) — (Ox(AY) - Z) + (AIX,Y]- Z)}N.

Tomando o produto interno com o vetor tangaMebtemos:

R(X,Y)Z-W = R(X,Y)Z-W — (AX-Z)(AY -W) 4 (AX -W)(AY - Z) m

Considere uma superficie imers2it & S%2 x R ¢ R*. Denotaremos pobl, 0 e O as
respectivas conexdes riemannianasf®ins? x R e R4, assim comdR, ReRo0s respectivos

tensores de Riemann.

Coroléario 1.2.2 ([14]) A equacédo de Gauss torna-se

ROX,Y)Z-N = —(es-N){(X-Z)(Y-T) = (X-T)(Y-2)}

onde, relativamente #t, os campos XY e Z sdo tangentes, N é normal e=Te; — (e4-N)N

é a componente tangente dg e

Equacdo de Codazzi da imers@d & S? x R.
(Equag

Prova: SejamN o campo normal d62 x R emR* e A(v) = 0,N o respectivo operador de

forma. ComoR = 0, segue-se da equacio de Gauss ParsaR C R* que
R(X,Y)Z-W = (AX-Z)(AY -W) — (AX-W)(AY - Z),
paraX,Y,Z eW campos suaves @& x R.

SeP = (p, ps) € S? x R, entdo o campo norm&l deS? x R é dado poN(p, ps) = (—p,0).
Um vetorV ¢ TP(S2 x R) decompde-se na forma= (V1,V4), comV; € Tp82 eV, € R. Temos
que
AV = —OyN = (V1,0).

Sendo assim,

RX,Y)Z-W = (X1-Zy)(Y2-Wa) — (X0 -Wa) (Y1~ Z3). (1.7)

(Observe que usamgs ) para denotar o produto interno tantoRféquanto deR?)
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SejamX, Y e Z campos suaves d&. ComoTpdt C Tp(S? x R) eN(P) € Tp(S? x R), pela
equacao (1.7) temos:

ROX,Y)Z-N = (X1-Z1)(Y2-N1) — (X1-Np)(Y1-Z1) =

(X+Z—XaZs)(Y -N—YaNa) — (X-N = XaNa) (Y - Z—YaZy) =

—Na{ (X Z)Ya — Xa¥YaZsy — Xo(Y - Z) + XaYaZs} =

—(es N){(X-Z)(Y - e5) — (X -e)(Y - 2)} =

(e N){(X-2Z)(Y-T) ~ (X-T)(Y-2)}. 0



Capitulo 2

O teorema de H. Hopf

2.1 Introducéo

Neste capitulo, introduziremos algumas ferramentas paseapo teorema de H. Hopf [9],

gue serao constantemente usadas neste trabalho, sobretcaloitulo 3.

O teorema de H. Hopf afirma que uma esfera imers®&gom curvatura médid constan-
te € a esfera redonda. A demonstracao que faremos consistesnar que todos os pontos da
imerséo sdo umbilicos, j4 que a esfera € a Unica superficipamia com esta propriedade. De
fato mostraremos que tal esfera € mergulhada. Para istenugs a existéncia de parametros

isotérmicos (ver [15], [7]).

2.2 Adiferencial de Hopf em parametros isotérmicos

Nesta secao, assim como no capitulo 3, estudaremos a geodeetrma superficie orien-
tada?t imersa emR3 ou S? x R com a métrica induzida, usando uma linguagem complexa.

Desta forma, € necessario introduzirmos alguns conceitos.

Uma aplicacad : U ¢ C — Mt é uma aplicagcdoconforme se para toda = x+1y € U,
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Df(2) : C — T2 € um isomorfismo que preserva angulos, equivalentemeritte @xma

fungéo positiva\ definida emt, tal que
(Df (2w, DF (2)V)m = A(w,v),
para todow, v € C, onde(, ) € a métrica induzida.

Um sistema de coordenadas 8fhque satisfaz essa condicdo é chamaistema de coor-

denadas isotérmicasujos coeficientes da primeira forma fundamental satisfaz

E=G >0, F=0.

A existéncia de um tal sistema de coordenadas(parametrt@snscos), provada primeiro
por Gauss em 1822, nos diz que toda variedade riemannianandesfio dois é localmente
conformemente equivalente ao plano, isto €, em torno depauta p € 9t existe um sistema
de coordenadas isotérmicas (ver [7] ou [15]). Neste casofatonbem conhecido é que as
mudancas de coordenadas que preservam a orientagéo saesfinogomorfas. Sendo assim,
podemos admitir qu&t € uma superficie de Riemann, ou sé&j@,possui uma estrutura com-
plexa dada por um atlas compativel com sua orientacéo, egnueidancas de coordenadas sao

bi-holomorfas.

Portanto, podemos supor qgée: 9 — R3(ou S? x R) é uma imersdo conforme de uma

superficie de Riemann, isto é, em coordenadas lacaiz+ iy,

IRl = lIFy|?=E >0, Fe- Fy=0.

A métrica induzida &’ = E|dZ? e o campo normal orientado = (Fx x F))/E. A
segunda forma fundamental é dada jtbe + 2mdxdy+ ndy?, ondel = Fyx-N,m= Fey-N e
n=Fy-N. As curvaturas médiel e Gaussian¥, sdo dadas por

In — m?
— e K= .
2E E2

| +n
H=

Lema 2.2.1 Uma fungédo complexa diferenciavigl= U + iV € holomorfa se, e somente se,
¢z=0.
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Prova:
dz=Uz+Vz= 207= (Ux+ in) +i(W+ iVy) = (Ux —Vy) +i (Uy+VX).

A concluséo segue das equagdes de Cauchy-Riemann (ver [2]). O

E importante recordar o exemplo 1.1.8, onde estéa definidiegedtial de Hopf.

Pela secdo 1.1.15, = 3(Fx—iFy) e Fz= 3(Fx+iFy) formam uma base d&9° em cada

ponto.

Proposicéo 2.2.2Em termos da coordenada complexa z, a imerséo satisfaz:

(i) Fz= (EP)N
(i) Equacéo de Codazzioz=EH,

(iv) Se H é constante, entdo a diferencial de Hdpflocalmente expressa poff = adZ é
holomorfa e definida globalmente ém; além disso os zeros d& s&o os pontos umbili-

cos da imersao .

Prova: Esta proposicdo e sua demonstracdo podem ser vistas em ftietadato, uma
demonstracao para os trés primeiros itens sera obtida conse@liéncia da demonstracdo da

proposicao 3.1.1 no proximo capitulo.

(iv): SeH é constante;, = 0 e pela equacéo de Codazzj,—= 0. Portanto, pelolema 2.2.1,

a é holomorfa.

Pelo que vimos nos preliminares algébricog, esta golbalmente definida. Entretanto,
podemos ilustrar essa propriedade observando que, dadaudaaca de coordenadas— w,

com.4 = P(w)dw? localmente, resulta de (i) que

W) = 2(F (2 N) = 2( SN =
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2
2 2Rt (%R N = 2R N) (2 = (D) (o

Assim,

= P(w)dw? = cz((z)(E)de2 = a(2)dZ

dw
€ uma diferencial quadréatica holomorfa definida global@en?.

Além disso,
a2 = (l_m = 4> +m? —In=E?H2-EXK =
k2 k2 4 2kq k —ko)?
EZ( 1t 2: 1 2—k1k2):E2<kl 4k2> :

ondek; e ko sdo as curvaturas principais.

Portanto os zeros d& ocorrem nos pontos ondte = ko, isto €, nos pontos umbilicos.

2.3 O teorema de Hopf

Teorema 2.3.1(Hopf, [9]) Sedt é uma superficie homeomorfa a esfera imersaRehtom

curvatura média constante, ent&® € uma esfera redonda.

Para demonstrarmos esse teorema, necessitamos de aguteices.

Teorema 2.3.2SeMt é uma superficie de Riemann homeomorfa a esfera, entdoifedardtial

quadratica holomorfa, globalmente definida emdéhula.

Prova: Sabemos, pelo teorema de uniformizacao para superfioggesmente conexas (ver

[3] p. 142 ou [8], p. 194) que existe somente um tipo conformesdperficie de Riemann
compacta homeomorfa & esféa Portanto podemos supor que nossa superficie é a esfera de
RiemanrC = CU {0}, cuja topologia consiste dos abertos usuais juntamente s@oMuntos

da formaV U {e}, ondeV é o complemento de um compadta_ C.
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Temos uma estrutura complexa @Er,l dada por um atlas formado por dois sistemas de
coordenadas: um é a identidagle: C — {0} — C, que cobre toda a esfera excete- ©; 0

outrod, : C — {0} — C, cobrindo toda a esfera excete- 0, é dado por

—1 00
ba)={ e

0, sez=

Uma diferencial quadratica admite expressdes locais holomorfas nesses sistemagra sab

Y(2)dZ, z€ ¢1(C—{e}) =C, PBW)dw?, we ¢o(C—{0}) =C.

Na interseca® — {0} das vizinhancas de coordenadas, temos a mudaaga X, e conseqiiente-
mente,
dw,,

V(2 =Bw)(,)"= B(w)z % = B(ww’.

Ora,y e[ séo funcdes inteiras e

lim y(z) = VIViTOB(W).V\/“ = B(0).0=0.

Z— 00

Pelo teorema de Liouville, resulta qge= 0. O

Corolario 2.3.3 Seja®t uma superficie de Riemann homeomorfa & esfera imers&%rom

curvatura média constante. Ent&8 esta contida numa esfera redonda.

Prova: Resulta da proposigéo 2.2.2 (iv), que a diferengiale Hopf € holomorfa e definida
globalmente emt. Pelo teorema anteriod é identicamente nula. Como 0s zerosAlsao
0s pontos umbilicos da imersao (2.2.2), segue-s&fjuetotalmente umbilica. Sabendo que
a curvatura médiél € constante e pelo fato @8 ser compacta, resulta qtie# 0. Sendodt

conexa, esta contida numa esffade raior = 1. O

E
Prova: (do teorema de Hopf)

Pelo corolério 2.3.3, aimagem @8 pela imerséd- (do inicio deste capitulo) esta contida
numa esfer&?. Portanto, podemos considerar deie Mt — S? é uma imers&o entre superfi-

cies de mesma dimens&o, logo um difeomorfismo local. Coiné compacta &7 é conexa,
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obtemos qué= é sobrejetiva e, além disso, uma aplicacdo de recobrimedtofato deS?
ser simplesmente conexa, concluimos Eug injetiva (ver, por exemplo [11], pg 136). Sendo

assim, F € um difeomorfismo global e fica provado o teorema de Hopf. O



Capitulo 3

A diferencial de Abresch-Rosenberg em

S2x R

Neste capitulo, provaremos que a diferenQatle Abresch-Rosenberg é holomorfa e em
seguida estudaremos a geometria de uma superficie ifieesasS? x R com Q = 0, provando

que é rotacional. A técnica usada neste capitulo diferecdagie [1] e segue [10].

3.1 A diferencial Q de Abresch-Rosenberg em parametros
Isotérmicos
SejaF : M 3+ S? x R ¢ R* uma imersé&o conforme de uma superficie de Riemann, ou seja,
em relacdo a coordenada complexax-+ iy,
IFd[? = [IFy|[> =E >0, Fe- Fy = 0.
SejaN o campo normal unitério d&9t compativel com sua orientagdo . O operador de

forma éA(v) = —O,N e a segunda forma fundamental é dadal g&f + 2mdxdy+ ndy?, onde
| =Og - N, m=DOgF-Nen=DOgFR-N.
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Estendemos a conex@da campos complexos (ver 1.1.1) de maneira linear. Verifica-s
facilmente a equacdo de compatibilidade@eom a extenséo bilinear do produto interno.
Lembramos que a atuacao ge= %(FX —iFy) eFz= %(FX+ iFy) como derivagéo sobre fungdes

é exatamente a dos operadofes Z.
Proposicéo 3.1.1Em termos da coordenada complexa z, a imerséo satisfaz:
0] EFZFZ = (%)Ffr SN, ondea € o coeficiente local da diferencial de Hopf definida em
1.1.8.
N T EH
(i) URF=5N
(i) Equacéo de CodazzHaz—13=E(H?),, ondet = 2(F;- e4)°.

Prova: Pela observacao 1.1.5, temos:

E
FZFZ:FZ_'FZ_:FZN:FZ_N:O e FZFZ_ZE.

. p— p— . 1 — e P
() Op,F.= %D(FX_ i,:y)(lrx— iFy) = 2{0RF— OR Ry — 20R R

Tomando o produto interno pdt, temos:

11—n

— 1 ) ) a
Da equacad, - Fz= 5, obtemos
Te Ry Frt Fy- O Fr— 2
Frz =z z Uz = 2"
Observamos queF, - O Fz= ;- OpF, = $FF,-F]=0;=0 e portanto
— E
Op,F-Fz= EZ (3.2)

Consideremos a decomposigﬁ),:ZFZ = ak+bF+cN.
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Por (3.1), obtemosc = $ e de (3.2) segue-sat = &, logoa= %
Finalmente, tomando o produto interno [per
— E

e assim provamos (i)

(ii) EFZFz: %E(FXHFy)(FX—iFy) = Zl(D,:XFX+E|:yFy). Logo:

N

OpF N =3O - N+Dg Ry -N) = 2 = B2,

ComoEFZFZ- F,=0= EFZFZ' 5, temos:

e concluimos o resultado de (ii).
(iii) Pelo exemplo 1.1.9 e pela proposicéo 1.1t % 2B(F,, F;), ondeB(u,v) = (u-T)(v-T).
Logo,
1=2(F-T)?2=2(F,-&)2
Pela regra da cadeia,
z=4F T)F(F-T)] = 4(F- T)(OrF2- T+ F,- O, T). (3.3)
Decorre de (ii) qudﬁFZFZ-T =0, e comol =es— (e4-N)N, temos:
Or.T = —Fl(ea-N)IN — (4 N)OEN = —(es- DrN)N — (e5- N)Dg,N, portanto
Fo- Or, T = — (&~ N) (- D) = (& N)(Tr- N) = (es-N).
Desta forma a equacéo (3.3) torna-se:
T7=2EH(F,- T)(es-N). (3.4)

Para obter a equacao de Codazzi, lembramos que:

R(F; F)F;-N = (EFZEFZFZ — EFZ_EFZFZ) -N (3.5)
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Calculando:
Ur,(0RF2) = O, {(GEH)N} = 3F[EHN + 3EH.OE N
Or0FFo) = DR EFet+ SN} = Rl 2] o+ &0+ Rl §IN + S0 N

Portanto a componente normalidg Op.F, — O, O F; €

EzH EHZ Ezl CX{
Z 2 TEFH )
Logo, o lado direito de (3.5) é:
1
5(EH;—az). (3.6)

E o lado esquerdo de (3.5) é obtido do corolario 1.2.2:

R(FzF)Fz N = —(ea-N){(Fz- F)(Fz' T) = (Fz- T)(Fz- F) } =
—5(e4-N)(F,- T). Assim a igualdade (3.5) torna-se:
~E(esN)(F,- T) = EH;— 0z
Multiplicando a equacgao acima porZ2 usando a equacao (3.4), chega-se a:
—17=2EHH, — 2Haz= 2Haz— 7= E(H?),,

e fica provada a equacédo de Codazzi na formulacgéo do item (iii) O

Observacao 3.1.2As demontragdes (i) e (ii) se aplicam aos mesmos itens dapigio 2.2.2.
Além disso, note que para obter (3.6) ndo usamos a geometi§d d R. Portanto se consi-
derarmos a imersa®t & R3 do capitulo 2, entddR = 0 e assim o lado esquerdo de (3.5) é

nulo. De (3.6) obtemos que = EH, demonstrando o item (iii) daquela mesma proposicao.

Corolario 3.1.3 (Teorema 1 de [1]) A diferencial de Abresch-Rosenberg pa - S? x R

com curvatura média constante é holomorfa.

Prova: Usando (iii) é imediato quil constante implica qu&Ha —1)7=0, ou seja(2Ha —

1)dZ é uma expressao holomorfa da diferencial quadragica O
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Observe que a diferencigl € globalmente definida, pois, pelo que vimos nos prelimsare
algébricos,4 e 7 sao definifda globalmente. Contudo, um simples calculargafo fato de
que a diferencial quadratica = y(w)dw? independe de coordenadas (da mesma maneira que
foi feito para4 na demonstracao de 2.2.2). De fato,

W) = 2(Fy-e0)? = 2 S2F, ) = 2(Fy- e0)’(G)2

Logo
T = P(w)dw? = 2(F, - e4)2(3—vzv)2dvv2 =1(2)dZ

esta bem definida.

3.2 Superficies en$? x R com diferencial de Abresch-Rosenberg

nula

Nesta sec¢dao, utilizaremos céalculos expostos em [14], cdno@agem de [10]. Mantemos

a notacao da secéo anterior.

Proposicdo 3.2.1 A diferencial quadratical’ se anula em R 901, se, e somente se(R) =

tey.

Prova: Como7 =1dZ et =2(F,-T)2set =0, entdor,-T = 0. Sendd, = 3(F—iFy),
segue quéx- T =0=F,-T. LogoT = 0, ou equivalentementbl, = +ey. O

Corolario 3.2.2 ([1]) Se M é uma superficie homeomorfa & esfera imersaSém R com

curvatura média H= 0, entdo M = S? x {&g}; &o constante.

Prova: SeH = 0,resulta da equacgéo de CodazaH o — 17 = E(H?),, quet é holomorfa.
Pela proposicao 2.3.2,deve ser identicamente nula, ou sBja& 4 ou N = —e4 e portanto
F(M) C S? x {&}. Usando o mesmo argumento da prova do teorema de Hopf, temeos q

F: 9 — S? x {&} € um difeomorfismo. O
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Proposigéo 3.2.3([10]) Se a diferencialQ de Abresch-Rosenberg é nulaZ€P) # 0, entéo
T e JT séo direcdes principais nesse ponto associadas-al + % elk=H- %,

respectivamente, com 4 0.

Prova: Note que7 =2H 4 < By = 2HAg, ondeAg e By sdo as formas de traco nulo associa-
das a segunda forma fundamentad B(v,w) = (v-T)(w- T), respectivamente. Além disso,

H # 0, pois 7 = 2H A # 0. Pela proposi¢ao anterior temds# 0.

SejamA o operador de forma @ o operador linear simétrico associadB.aComoé(u) =

(u-T)T eT-JT = 0 é facil ver que a matriz d na base isotérmicfl,JT} é

0 0
Assim a matriz d&y, na mesma base fica:
meE
Bol={ e
0 -5
ComoAg = - Bo, tem-se:
mE
N1 4H
ZH
Da definicdo 1.1.3, temds= HI + Ag. Logo
T2
o H-WF
ZH

2
Isso comprova qué e JT sao dire¢cdes principais associaddg a H + % eko=H—

2 -
%, respectivamente. 0

Lema 3.2.4 Seja(X,p) campo deS? x R, onde XP) € T,S? e p(P) € R e seja(y(t),ya(t))

curva suave d&2 x R. Entdo :

Dy (X.0) = (X' + (X-Y)y, 0). (3.7)
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onde X e p’ denotam$ { X (y(t),ya(t))} e ${p(Y(t),ya(t))} respectivamente.

Prova: [ é a conexdo Riemanniana é&fx R, portantoﬁ(ym(x, p) é a componente tan-
gente &2 x R da derivada eniR?, (X', p). Denotando um ponto d& x R porP = (p, ps), a
normalN deS? x R é dada poN(P) = (—p,0). Logo:

E(y’y;) (X7 p) = (le p/) - {<Xl7 p/> ’ <_Y7 O)}(_yv O) = (le p/) - (X/ Y> <y7 O)
Note queX(y(t))-y(t) = 0. Sendo assimX’-y=—X V.

Finalmente,ﬁ(yw (X,p)=(X",p") + (X-¥Y)(Y,0) = (X' + (X-Y)y,p'). o

Proposicao 3.2.5([10]) Considere a decomposi¢éo ortogonal do campo normat KV, p).
Se a diferencial) de Abresch-Rosenberg € identicamente nula, entédo T e J3fagatin:

() T=(-pV.1-p.

(i) IT = (-V+,0), onde \*- denota a rotagéo positiva de V ergSF.

(ii)) [[T]Z=|IV|* =k -k =1—p?

Prova: () T=es—(es-N)N=e,—pN=e4—p(V,p) = (—pV,1—p?).

(i) Para obter a expressao d&, note qug+V ', 0) é tangente &% x R, ortogonal a eN

e possui a mesma norma@leLogo, JT = (£V+,0). O sinal decorre da orientacdo adotada.
(iii) [[T||?=[|ea—pNI[* = ||es||* — 2p% +p* = 1~ p*.

Como||N||=1=||V|[?+p?>=1=||V|?=1-p>%

Além disso, st # 0,k —kp = [T = ITIZ 12 2 — |72,

SeH =0, entdar = 0. Sendo assim, pela proposicéo 3.2.1 tefinesO0 e portanto

Ki—ks=0=T|J
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A partir de agora, assumimos a diferenaialde Abresch-Rosenberg identicamente nula e

H constante diferente de zero.

Proposicao 3.2.6([10]) Seja®(t) = (@(t),@(t)), t € (—¢,€), uma curva integral de JT, pas-
sando por um ponto n&o-umbilicoP(p, ps) € M & S? x R. Entéo verificam-se as seguintes
propriedades:

1. ® é horizontal conygy(t) = ps paratodot; k e k séo constantes ao longo de.

2. Se k(P) # 0, entdog(t) esta contido num circulo geodésico §& de raio r(P) =
n /(K — p4 V(P)
arcta ( ) -1€(0,5)e centroHQ( )H’ onde @QP) = p+ k(P

3. Se k(P) = 0, entdo@(t) esta contida numa geodésicasfe

Prova: O fato do pontd® ndo ser umbilico significa, pela proposicéo 3.2.3, ue) # 0.
Como®(t) = (@(t),@s(t)) € uma curva integral d&T, entdod’(t) = JT(PD(t)) e P(0) =P =
(p7 p4)

Pelo item (i) da proposicéo anteriqg,(t) = 0. Assim@s(t) = @4(0) = pas, OU Seja, as curvas

integrais deJ T s&o horizontais, no sentido de estarem contidaS§em{ps}.
Do lema 3.2.4, para o0 campo normal restritd® aegue-se:
O37(V,p) =Ty g(Vip) = (V= (V-VH)e(t,P),p) = (V' 0').
ComoJT é principal temo&l;TN = —koJT = kz(VL,O). Logo
=kVt, p'=0. (3.8)

De p’ = 0 concluimos que

2
Portanto, usando o item (iii) da proposicao antetkgr= H + H ” eky=H— % sao

constantes ao longo de.
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Agora, suponha quie(P) # 0. Vamos mostrag(t) esta contida na interse¢&o §€com

uma esfera er3.

SejaQ(t) = @(t) + \%) onde usamos a notagao simplificada

Q(t) = Q(®(t,P)), @(t)=(t,P)eV(t)=V(®(t,P)).

Sabemo%;, é constante ao longo @& Assim,

Mas, @ (t) = —V-(t) e pela equagdo (3.8V'(t) = kpV*(t). LogoQ'(t) =0, onde con-

cluimos que(t) = Q(P) é constante.

Desta formd|@(t) — Q(P)|| = ||\%)|| é constante e diferente de zero, pdis-0< T =0.

Portantag(t) esta contido na intersegdo §&com uma esfera de cent@(P) emR3,

Para o raio geodésico, temos

2 12
tanr(P) = H\%D)H =,/ klk%kZ. Logor(P) = arcta (%)2— 1

Sekx(P) = 0 por (3.8), temo¥’ = 0, ou seja, além de ser tangekte= \ é constante ao

longo de@(t). Logo @(t) esta contida no plano ortogonalgapassando pop, cuja intersecéo

com a esfera é um circulo. Tal circulo é méaximo, pois o campstenteVy é tangente &§2. O

Observacao 3.2.7A seguir, redefinimos os circulos da proposicéo 3.2.6 de naoeikpressar

seus centros por uma fungéo suave.

Se k(P) < 0, temos o circulo de centro(@) = —% e raiomt—r(P);

Se k(P) = 0, interpretamos a geodésica como um circulo geodésico @eJa centro

V(P
C(P) = ipy-

Se k(P) > 0temos GP) = % e raio r(P)

Se P é umbilico, temo$R) = 0 e C(P) = +p, conforme o sinal de H.
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Desta forma os centros séo unificados pela funcao suave

C(P) = % (3.9)
De fato, se k=% 0, entio
)= TP
Se k =0, entdo
)= ip

Proposicéo 3.2.8([10]) Sejarl (s) = (y(s),Ya(s)), s€ (a,b) uma curva integral de T e denote
por C(s) o centro GT (s)) do circulo definido em (3.9). Entad §) = Cp € constante.

Prova: Usando as notagdesi(s) = ka(I'(s)) eV(s) =V(I'(s)), temos

q(s)

C —

® =@
ondeq(s) = ka(s)y(s) +V(s).
Sendo assim,

, d d-q

C = — 3.10
ol Tl (3.10)

Um calculo simples usando a equacao (3.10) mostra que piaaras o resultado desejado
é suficiente que
q(s) =A(s)a(s), (3.11)

comA(s) € R.
A demonstracédo de (3.11) é dada a seguir.
Diferencianda(s) = k2(s)y(s) +V(s), obtemos

q'(s) = ka(s)¥(s) +ka(S)Y (S) +V'(s)- (3.12)
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Pelo fato dd” ser uma curva integral e do item (i) de 3.2.5 (omitindo o p&téns), resulta
que (Y,y;) =T = (—pV,1—p?), portanto

Y =-pV, Yy=1-p~ (3.13)

Além disso, fora dos pontos umbilicds g principal

—kT =0y (Vo) = (V' + (V-Y)y,p),

assim

V' (VY)y=kipV, p' = —ki(1—p?).

Seque-se de (3.13) e do item (iii) de 3.2.5 §ug/ = —p(k? —k3). Logo

V' = kipV +p(K2 —K3)y e p’ = —ky (k& —k3). (3.14)
Por outro lado,
. 1-p2 . pp

Usando (3.14), tem-se

_ —Pka(kE - K)

k/
2 ki +ko

= —pky (k1 — ko). (3.15)
Substituindo (3.13), (3.14) e (3.15) na equacao (3.12gmbs
o = —p(k; — kake)y—kepV +kipV +p(ki — K3)y = p(k1 — kz)key+ p(ky — k2)V =

q = p(ki—k2)a.
Como as curvas nao triviais dee JT n&do passam pelos pontos umbilicos, mostramos que

o gradiente d€ se anula nos pontos ndo-umbilicos, ja que sua derivada @éaeirecoedT

(proposicéo 3.2.6) & (pelo resultado acima).
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Suponha que exista um abeftbde pontos umbilicos. Ent&@l C S? x {&g} e assinH =0,
contrariando nossa hipo6tese inicial. Desta forma, poricoittade, temo&IC = 0 eC(s) = Cp

constante. a

O corolério a seguir, prova uma parte do teorema de Abressiiiberg, que uma esfera
imersa enf5? x R é rotacional isto &, invariante por rotacdo em torno de um eixoS#m R.

O teorema anterior fornecéCp} x R como candidato ao eixo de rotacao.

Corolario 3.2.9 Seja®t uma superficie homeomorfa & esfera e imers&émR com curvatu-

ra média constante. Entdnt é rotacional.

Prova: Falta o casdd # 0. Pelo corolario 3.1.3 a diferenci@ de Abresch-Rosenberg é
holomorfa. Pelo argumento utilizado no capitulo 2 para destrar o teorema de Hopf, conclui-
se queQ =0. Como 9t é completa, as curvas integraisiieestédo definidas para todo tempo
e tem velocidade constante por 3.2.6 e 3.2.5, logo cobremdgzhralelo. Além disso, um

ponto é umbilico se, e somente se, esta sobre o{€xpx R. O



Capitulo 4

O teorema de Abresch-Rosenberg

Vimos no capitulo anterior que uma esfera ime98a- S® x R com curvatura média
constante é invariante por rotagdo em torno de um €63 x R. A menos de uma isome-
tria deS? x R, podemos supor qu& coincide com o polo nortd, 0, 1). Queremos provar que

M € mergulhada. A classificacao destas superficies de rotac@ntra-se em [13].

4.1 A geometria de uma superficie de revolucdo ef¢ x R

Para obtermos uma parametrizacaddieintroduzimos o sistema de coordenadas geodési-

cas polare¥ (r,8) € S? a partir do p6lo norte,
Y (r,0) = (sinrcosd, sinrsinb, cosr), r € (0,17), 6 € (0, 2m).
As geodésicas dg? que partem do polo norte intersectam a 6rbita de cada ponfit de
apenas uma vez. Assim obtemos uma curva suave
€(s) = (r(s),&(s)) € (0,m) x R, (4.1)
ondes € (a,b) é o pardmetro comprimento de arco.

Uma curva perfil d& é dada poc(s) = (0,sinr(s), cosr(s), &(s)) € {0} xS* xR c S? xR
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Obtemos assim uma parametrizagéo para
X(s,8) = (Y(r(s),6), &(9)) € S*x R.

Note que

XS: (rera E,)7 Xe = (Y97 O): (42)

ondeY, = (cosr cosh, cosrsind, —sinr), Yg = (—sinrsind,sinrcosd, 0) satisfazem:

Ye-Yr=1Y;-Yg=0 e Yg-Yg=Sirer. (4.3)

Os coeficientes da primeira forma fundamentadiséo :

E=1, F=0, G=sirr. (4.4)

De fato,

E=XsXs=r2Y;-Y,+8%2=1 F=Xs-Xg=rY;-Yo=0, G=Xg-Xg=Yg-Yg=
Sirér.

Recordemos a notagéo introduzida notaép3: N € o campo normal di, o operador de
forma éA(v) = —OyN comtr[A] = 2H (O é a conexdo Riemanniana &fx R) e a segunda
forma fundamental é dada plats® + 2mds® + nd6?, ondel = Ox Xs-N, m= Ox,Xs-N e
n= Ox,Xg-N.

Proposicéo 4.1.1Referente a parametrizagaqs,0) de M, verificam-se:

(i) N(s.68) = (~€/(9)Y(1(9).0), I'(5)) € Ty (o) xR

(i) I =k, m=0 e n= ¢ sinrcosr, onde Ks) é a curvatura normal da curva(s) em
M S? x R.

(iii) Os meridianos e paralelos sdo curvas principaigt¢ = k+ &’ cotr
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Prova: (i) Os campogY;,0) ee; = (0,0,0, 1) sdo tangentes$F x R. Assim
N=—8(Y;,0)+r'es= (=&Y, 1)
é tangente &% x R e satisfazN-Xs=N-Yg=0, N-N=1.
PortantoN = (=&Y, r’) € normal unitario dén.

(i) Observe quelx Xs = Xss— (Ox.Xs- N)N, ondeN(r,8) = (=Y(r,8), 0) é o campo
normal deS? x R. Decorre deN-N =0 que | = OxXs-N = Xss- N.

Analogamente,m= Xg-N, n=Xgg-N.
Por (4.2) obtemos:

Xss= (I"Yr +1Y &), X =(r'Yrg, 0), Xgg=(Yes, 0). (4.5)

De Y, -Y,=1em (4.3), resultaqu&g- Y, =0=Y - Y,.

Assim,
| = XN = ("Y1, &) (EY 1) = —t"EY Y =02 Y 078 =18 1T
Um calculo simples mostra qkés) = r'¢” —r”’&’ é a curvatura normal da cureés) (ver [12]).

Segue-se por (4.5) e (i) que

m=Xg-N=—1'8Y,9-Y, =0

Finalmente, para calcularmosote queNg = (—&'Y g, 0) e da expressaddg - Yg = sirer

de (4.3), obtém-seY,g-Yg = sinrcosr. Logo,
Nn=Xgg-N=—-Xg-Ng=&Ygq-Y,g=E& sinrcosr

e fica provado (ii).

(iif) Como F = m= 0, temos que os meridianos e paralelos sao curvas princhaistriz
do operador de formA na basgXs, Xg} é obtida de (4.4) e (ii).
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4.2 O teorema de Abresch-Rosenberg

O teorema de Abresch-Rosenberg sera obtido através daeadalum sistema de equacoes
diferenciais ordinarias associado a uma esfera ime¥8a— S% x R com curvatura média

constante, que sabemos ser rotacional pelo Teorema 3.2.9.

Para obtermos expressdes semelhantes as de [1], secaonBidece a fungédo angudds)

determinada pac tal quec’(s) = (—sind(s),cosp(s)). Assim, temos quk(s) = ¢'(s)(ver [5]).
Por (4.1) e pelo item (iii) do teorema 4.1.1, obtemos o sdgusistema:

r'=—sind
& = cosp (4.6)
¢’ = 2H — cosp cotr

A Utima equacao deste sistema equivale a

¢’ sinr = 2H sinr — cosp cosr

que multiplicada por’ torna-se:

—’sing sinr +r’ cosp cosr — 2Hr'sinr =0 =
dgs{cosnb sinr} — dgs{4H sinz(%)} =0=
L := cosp sinr — 4H sinz(%) (4.7)

ondelL é constante (ver [1], secdo 2.3).
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Note que se’(s) =0 Vs, entdar =rged =0 oud = 1. Assim obtemos um cilindro de raio
ro € curvatura medibl = % Tais solucdes sdo excluidas pois o cilindro ndo é homeomorf

a esfera.

Em [1] se¢do 2, Uwe Abresch e Harold Rosenberg fazem umafidagdo detalhada das

solucdes de (4.6).

Como estamos considerando a imersao de uma esfera, acaefraida em (4.1) é limitada

e deve encontrar o eixo de rotacao .

Desta forma, fazendo— 0=-L = 0 e como sim > 0, obtemos de (4.7)
4HsIrP(5)  AHsIre(%)

sinr 2sin(5)cog%)

cosp =2H tan(%) (4.8)

cosh =

Observacoes

Note que, se H=0, entdocosp = 0. Portantop = +7 e = &g que corresponde as solugdes
do tipo S? x {&} conforme o corolario 3.2.2. Por outro lado, se #0 entdocosp # O,

portanto 0 maximo e o minimo da altura ocorrem quandge@.

Além disso, a equacdo (4.8) confirma que a cur®adeve encontrar o eixo de rotacao

perpendicularmente, posp — 0 quando r— 0.

Usando (4.8), podemos eliminar o fatarotr em (4.6) e tirar algumas conclusdes sobre

suas solucoes .

De fato, da identidade

1—tarf 5
cotr = <,
2tan;
se H+# 0 obtemos
r 1—tarf(5) cog ¢
'=2H - 2Htanz)———+2 =H+H
¢ N 2y MR 7
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o = %(4H2+Cosz¢). (4.9)

A equacdo (4.9) indica quf(s) é estritamente crescente ou decrescente conforme o sinal

de H seja positivo ou negativo, respectivamente.

Por (4.9) e (4.6), vemos que e~ 0, entdo’ > 0 ou&’ < 0 (dependendo do sinal d¢).

Logo, M esta mergulhada eBf x R e atingimos o objetivo deste trabalho.

Teorema 4.2.1 (Abresch-Rosenberg, teorema 2 de [1]) S¥a- S? x R uma esfera imersa

com curvatura média constante. Entidé uma superficie de rotacdo mergulhada®hx R.
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