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Resumo

O objetivo desta dissertação é estudar dois métodos de bifurcação de soluções periódicas

de uma equação diferencial. Tais métodos permitem obter soluções periódicas de um

sistema perturbado quando todas as soluções do sistema não-perturbado são periódicas.

Essas idéias podem ser aplicadas para determinar a existência de geodésicas fechadas em

superfícies que são perturbações de uma superfície dada, quando desta última já sabemos

serem todas as geodésicas fechadas, como a esfera, por exemplo.

Palavras Chave:Soluções Periódicas, Bifurcação, Sistemas Hamiltonianos.
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Abstract

The purpose of this work is to study two bifurcation methods of differential equations

periodic solutions. These methods leave to find periodic solutions of a perturbed system,

when all solutions of non-perturbed system are periodic. Wecan apply this idea to de-

termine the existence of closed geodesics in surfaces, which are perturbations of others

surfaces, whose geodesics are closed, for instance, the sphere.

Key Words: Periodic Solutions, Bifurcation, Hamiltonian Systems.
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Introdução

No presente trabalho, estudamos dois métodos de bifurcaçãode soluções periódicas de

uma equação diferencial. Estes métodos permitem obter soluções periódicas de um sis-

tema perturbado quando todas as soluções do sistema não-perturbado são periódicas. Este

é o conteúdo do Capítulo 1.

No Capítulo 3, fazemos uma tentativa de usar um dos métodos para determinação de

geodésicas fechadas em uma superfície que é uma deformação da esfera. Embora incon-

clusivo, o esforço neste sentido permitiu desenvolver maior familiaridade com o método

e talvez uma modificação no tratamento do problema venha a daralgum resultado.

No Capítulo 2, fazemos uma pequena incursão à teoria dos Sistemas Hamiltonianos em

preparação ao estudo do Capítulo 3.
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CAPÍTULO 1

Bifurcação de Soluções Periódicas

1.1 Primeiro Método

Consideremos a equação diferencial

ẋ = f (x)+ εg(x)+O(ε2), (1.1)

definida em um abertoΩ× I de R
n×R. Suponhamos que o lado direito de(1.1) é de

classeCk,(k≥ 2) em(x,ε). Sejaϕ(t,x,ε) a solução que emt = 0 valex. O fluxoϕ(t,x,ε)

tem a mesma classe de diferenciabilidade da equação.

Pela Fórmula de Taylor aplicada à funçãoε 7→ ϕ(t,x,ε), temos

ϕ(t,x,ε) = ϕ(t,x,0)+ εDεϕ(t,x,0)+O(ε2). (1.2)

Supondo, agora, que existeT ∈ R tal que

ϕ(T,x,0) = x, para todox∈ Ω, (1.3)

buscaremos soluções de (1.1) tais que

ϕ(T,x,ε) = x. (1.4)

Uma propriedade que o fluxo de uma equação diferencial autônoma satisfaz é a seguinte:

ϕ(t +s,x) = ϕ(t,ϕ(s,x)).

Assim, se encontrarmosx tal queϕ(T,x,ε) = x, teremos que

ϕ(t +T,x,ε) = ϕ(t,ϕ(T,x,ε),ε) = ϕ(t,x,ε), (1.5)

e portanto a solução que em t=0 passa porx será uma soluçãoT-periódica de (1.1).
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4 INTRODUÇÃO

Substituindoϕ(T,x,ε) = x em(1.2), temos:

ϕ(T,x,0)+ εDεϕ(T,x,0)+O(ε2)−x = 0. (1.6)

Comoϕ(T,x,0) = x, ficamos com a seguinte equação

G(x,ε) = Dεϕ(T,x,0)+O(ε) = 0, (1.7)

ondeG é de classeCk−1 em(x,ε).

Suponhamos que existex∗ ∈ Ω tal queG(x∗,0) = Dεϕ(T,x∗,0) = 0 e que, além disso,

DxG(x∗,0) é invertível. Neste caso, o Teorema da Função Implícita garante que existe

uma vizinhançaI0 deε = 0 e uma função de classeCk−1,x = x(ε), tais queG(x(ε),ε) =

0, para todoε ∈ I0. Assim, a equação(1.4) será satisfeita parax = x(ε) e, portanto,

teremos soluçõesT-periódicas de(1.1).

Exemplo 1.1.1.Determinar soluções periódicas do sistema
{

ẋ = y+ ε f1(x,y)+O(ε2)

ẏ = −x+ ε f2(x,y)+O(ε2),
(1.8)

com período2π, quandof1(x,y) = ax+αx3 e f2(x,y) = by+βy3.

Sejamχ =

(

x

y

)

, f =

(

f1

f2

)

e A =

(

0 1

−1 0

)

. A equação torna-se:

χ̇ = Aχ + ε f (χ)+O(ε2), (1.9)

cujo fluxo denotamos porϕ(t,χ,ε).

O fluxo do sistema não-perturbado é o fluxo linear

ϕ(t,χ,0) = etAχ = (xcos(t)+ysen(t),−xsen(t)+ycos(t)), (1.10)

donde vemos que todas as soluções são periódicas com o mesmo períodoT = 2π.

Seguindo o método descrito acima, procuraremos soluções daequaçãoG(χ∗,0) = 0 com

a propriedade adicional de serDχG(χ∗,0) invertível.

Pela Fórmula da Variação dos Parâmetros, temos

ϕ(t,χ,ε) = etAχ + ε
∫ t

0
e(t−s)A f (esAχ)ds+O(ε2).
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ComoT = 2π, temoseTA = I , donde:

Dεϕ(T,χ,0) =

∫ T

0
e−sAf (esAχ)ds. (1.11)

Por(1.10), temos

f (etAχ) =

(

a(xcos(t)+ysen(t))+α(xcos(t)+ysen(t))3

b(−xsen(t)+ycos(t))+β (−xsen(t)+ycos(t))3

)

e comoAT = −A, donde,

e−tA =

(

cos(t) − sen(t)

sen(t) cos(t)

)

,

vemos que a integração em(1.11) requer o conhecimento das seguintes integrais:
∫ 2π

0
cos2(t)dt =

∫ 2π

0
sen2(t)dt = π,

∫ 2π

0
cos4(t)dt =

∫ 2π

0
sen4(t)dt =

3π
4

,

∫ 2π

0
sen2(t)cos2(t)dt =

π
4

,

∫ 2π

0
sen(t)cos(t)dt =

∫ 2π

0
sen3(t)cos(t)dt =

∫ 2π

0
sen(t)cos3(t)dt = 0.

A primeira componente dee−tA f (etAχ) sendo

acos(t)(xcos(t)+ysen(t))+α cos(t)(xcos(t)+ysen(t))3

−bsen(t)(−xsen(t)+ycos(t))−β sen(t)(−xsen(t)+ycos(t))3

e a segunda, sendo

asen(t)(xcos(t)+ysen(t))+α sen(t)(xcos(t)+ysen(t))3

−bcos(t)(−xsen(t)+ycos(t))−β cos(t)(−xsen(t)+ycos(t))3,

a integração em(1.11) nos dá

Dεϕ(T,χ,0) = π

(

(a+b)x+ 3
4(α +β )(x3+xy2)

(a+b)y+ 3
4(α +β )(x2y+y3)

)

.
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Vemos queDεϕ(T,χ∗,0) = 0 se, e só se,χ∗ = (0,0) ou χ∗ = (x∗,y∗) é um ponto do

círculo

x2 +y2 = −
4(a+b)

3(α +β )
, (1.12)

supondoγ = −
4(a+b)
3(α+β ) > 0.

Observação 1.1.2.Os pontos do círculo incluem as soluçõesx∗ = 0, y∗ 6= 0ex∗ 6= 0, y∗ =

0.

Agora,

DχDεϕ(T,χ,0) = π

(

a+b+ 9
4(α +β )x2+ 3

4(α +β )y2 6
4(α +β )xy

6
4(α +β )xy a+b+ 3

4(α +β )x2 + 9
4(α +β )y2

)

donde se vê imediatamente que, quandoχ∗ = (0,0),

DχDεϕ(T,χ∗,0) = π

(

a+b 0

0 a+b

)

é invertível, desde que tenhamos(a+b) 6= 0.

Assim, existeχ = χ(ε) comχ(0) = 0 e obtemos uma solução periódicaϕ(t,χ(ε),ε) com

χ(ε) próximo de0.

Calculando o determinante deDχDεϕ(T,χ,0), encontramos que ele é igual a

π2
[

(a+b)2+3(a+b)(α +β )(x2 +y2)+
27
16

(α +β )2(x2+y2)2
]

e verificamos que ele se anula em qualquer ponto do círculo dado em (1.12). Isto é

devido ao fato que estas raízes da equaçãoG(χ∗,0) = 0 não são isoladas. Neste caso, não

podemos garantir a existência de soluções periódicas de(1.9) com condição inicialχ(ε)

próximas deχ∗ no círculo, tendo período2π.

1.2 Segundo Método

Consideremos agora a equação(1.1), supondo que o período das soluções do sistema não-

perturbado depende das condições iniciais, ou seja, existeT : Ω→R tal queϕ(T(x),x,0) =

x,para todox∈ Ω.
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Por(1.5), uma solução da equação de periodicidade(1.4) será tal que

ϕ(t +T(x),x,ε) = ϕ(t,ϕ(T(x),x,ε),ε) = ϕ(t,x,ε),

e portanto a solução que em t=0 passa porx será uma soluçãoT(x)-periódica de (1.1).

Substituindoϕ(T(x),x,ε) = x em(1.2), temos

ϕ(T(x),x,0)+ εDεϕ(T(x),x,0)+O(ε2)−x = 0.

Comoϕ(T(x),x,0) = x, ficamos com a seguinte equação

G(x,ε) = Dεϕ(T(x),x,0)+O(ε) = 0.

Suponhamos que existex∗ ∈ Ω tal queG(x∗,0) = Dεϕ(T(x∗),x∗,0) = 0. A derivada (em

relação a x) deG(x,0) emx∗ é dada por:

DxG(x∗,0) ·ξ = DtDεϕ(T(x∗),x∗,0) · (DT(x∗) ·ξ )+DxDεϕ(T(x∗),x∗,0) ·ξ . (1.13)

Seja

v = DtDεϕ(T(x∗),x∗,0).

Analisemos dois casos:

[Caso I] Sev = 0 eDxDεϕ(T(x∗),x∗,0) é um isomorfismo, então, de (1.13),DxG(x∗,0)

também é um isomorfismo.

Portanto, pelo Teorema da Função Implícita, existe uma vizinhançaI0 de ε = 0 e uma

funçãox = x(ε), de classeCk−1, tais queG(x(ε),ε) = 0,para todoε ∈ I0. Neste caso, a

equação(1.3) será satisfeita e teremos soluçõesT(x(ε))-periódicas de(1.1).

[Caso II] Sev 6= 0, suponhamos que:

1. v não está contido no subespaçoIm(DxDεϕ(T(x∗),x∗,0));

2. DxDε ϕ(T(x∗),x∗,0) é injetiva quando restrita ao subespaçoE = kerDT(x∗).
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Neste caso, de (1.13), a hipótese(i) implica que, seDxG(x∗,0) ·ξ = 0, temos

DT(x∗) ·ξ = 0 eDxDεϕ(T(x∗),x∗,0) ·ξ = 0

e da hipótese(ii) segue-se queξ = 0. Portanto,DxG(x∗,0) é injetiva, logo é um isomor-

fismo, e segue-se a mesma conclusão do caso anterior.

A determinação de soluções periódicas por estes métodos requer o conhecimento de

X(t) = Dεϕ(t,x,0),

que por sua vez requer a solução de um sistema linear com coeficientes periódicos, como

veremos a seguir.

Comoϕ(t,x,ε) é solução de(1.1), temos:

Dtϕ(t,x,ε) = f (ϕ(t,x,ε))+ εg(ϕ(t,x,ε))+O(ε2).

Derivando a expressão acima em relação aε e trocando a ordem de derivação do lado

esquerdo, obtemos:

DtDεϕ(t,x,ε) = D f (ϕ(t,x,ε))·Dεϕ(t,x,ε)+g(ϕ(t,x,ε))+εDg(ϕ(t,x,ε))·Dεϕ(t,x,ε)+O(ε).

Agora, tomandoε = 0, obtemos

DtDεϕ(t,x,0) = D f (ϕ(t,x,0)) ·Dεϕ(t,x,0)+g(ϕ(t,x,0)).

Sabemos queDεϕ(0,x,0) = 0, pois ϕ(0,x,ε) = x,para todoε. DenominandoA(t) =

D f (ϕ(t,x,0)) temos queX(t) é solução do seguinte sistema linear com coeficientes per-

iódicos (de período igual aT(x)):

{

Ẋ = A(t)X +g(ϕ(t,x,0), t),

X(0) = 0
(1.14)

Uma vez obtido o fluxo da equação linear homogênea associada a(1.14), a fórmula da

variação dos parâmetros nos fornecerá a solução procurada para a equação não-homogênea.

A dificuldade para a obtenção do fluxo da equação homogênea é a presença de algum

termo não-constante. Temos que buscar uma representação deFloquet, o que em geral

não é fácil.
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Exemplo 1.2.1.Pesquisar soluções periódicas para o sistema
{

ẋ = (γ + r2)y+ ε f1(x,y)+O(ε2)

ẏ = −(γ + r2)x+ ε f2(x,y)+O(ε2),
(1.15)

onder =
√

x2 +y2, f1 = axe f2 = by.

O fluxo do sistema não-perturbado éϕ(t,x,y;0) = (x0(t),y0(t)), onde

{

x0(t) = xcos((γ + r2)t)+ysen((γ + r2)t)

y0(t) = −xsen((γ + r2)t)+ycos((γ + r2)t).
(1.16)

Assim, todas as soluções são periódicas com o período dado por

T = T(x,y) =
2π

γ +x2 +y2 . (1.17)

Sejamχ =

(

x

y

)

, f =

(

f1

f2

)

e A =

(

0 1

−1 0

)

, de modo que o sistema (1.15)

corresponde à equação

χ̇ = (γ + r2)Aχ + ε f (χ)+O(ε2), (1.18)

cujo fluxo denotamos porϕ(t,χ,ε). Queremos saber se a equação de periodicidade

ϕ(T(χ),χ,ε) = χ

admite uma solução. Fazendo

f0(χ) = (γ + r2)Aχ

e usando o processo descrito no Segundo Método, temos que encontrar a solução do

problema de valor inicial

{

Ẋ = B(t)X + f (ϕ(t,χ ;0))

X(0) = 0,
(1.19)

onde a matrizB(t) = D f0(ϕ(t,χ;0)) e o termo não-homogêneof (ϕ(t,χ ;0)) são periódi-

cos emt de períodoT(χ). Tal solução nos daráDεϕ(t,χ;0) = X(t) e, por conseguinte,

~v = DtDεϕ(T,χ,0) = X′(T), ondeT = T(χ).
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Como

D f0(χ) ·ξ = (γ + r2)Aξ +2〈χ,ξ 〉Aχ,

fazendoχ0(t) = ϕ(t,χ;0) e notando que‖χ0(t)‖= ‖χ(t)‖ = r(t), obtemos

B(t)X = D f0(χ0(t))X = (γ +‖χ‖2)AX+2〈χ0(t),X〉Aχ0(t)

e, assim, temos que resolver a seguinte equação linear com coeficientes periódicos de

períodoT(χ):

Ẋ = (γ +‖χ‖2)AX+2〈χ0(t),X〉Aχ0(t)+ f (χ0(t)), (1.20)

com condição inicialX(0) = 0.

Consideremos a rotaçãoR(t) pelo ângulo−(γ + r2)t. Na base canônicae1,e2 de R
2,

temos:

R(t) ·e1 = cos((γ + r2)t)e1− sen((γ + r2)t)e2

R(t) ·e2 = sen((γ + r2)t)e1+cos((γ + r2)t)e2,

cuja matriz, nesta base, é
(

cos((γ + r2)t) sen((γ + r2)t)

− sen((γ + r2)t) cos((γ + r2)t)

)

.

Consideremos, agora, a mudança de variáveis

X = R(t)U. (1.21)

ComoR(t)χ = R(t)(xe1+ye2) = χ0(t), a equação(1.20) é transformada na equação

RU̇ + ṘU = (γ + r2)ARU+2〈Rχ,RU〉ARχ + f (R(t)χ)

ou

U̇ = −R−1ṘU+(γ + r2)R−1ARU+ 〈χ,U〉R−1ARχ +R−1 f (Rχ).

Uns cálculos mostram que

R−1Ṙ= (γ + r2)A e R−1AR= A,

de modo que a equação diferencial se reduz a

U̇ = −(γ + r2)AU +(γ + r2)AU +2〈χ,U〉Aχ +R−1 f (Rχ)
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= 2〈χ,U〉Aχ +R−1 f (Rχ), (1.22)

cuja equação linear homogênea, agora, tem coeficientes constantes.

FazendoU = (u,v), a equação homogênea associada a (1.22), em coordenadas, é::
{

u̇ = 2y(xu+yv)

v̇ = −2x(xu+yv)

ou
(

u̇

v̇

)

=

(

2xy 2y2

−2x2 −2xy

)(

u

v

)

= B

(

u

v

)

,

isto é,

U̇ = BU. (1.23)

A matriz B é nilpotente de ordem 2, logoetB = I + tB, e assim o fluxo de(1.23) é dado

por

ψt(U) = etBU,

onde

etB =

(

1+2xyt 2y2t

−2x2t 1−2xyt

)

. (1.24)

Pela Fórmula da Variação dos Parâmetros, o fluxo de (1.22), isto é, o fluxo da equação

U̇ = BU +G(t), (1.25)

onde

G(t) = R−1 f (Rχ)

é dado por

φ(t,U) = etBU +

∫ t

0
e(t−s)BG(s)ds.

ComoR(χ) = χ0(t) = ϕ(t,χ,0), de(1.16), temos

f (R(χ)) =

(

a(xcos((γ + r2)t)+ysen((γ + r2)t))

b(−xsen((γ + r2)t)+ycos((γ + r2)t))

)

(1.26)

A solução de (1.19) corresponde, via (1.21), à solução de (1.25) comU(0) = 0. Assim,

precisamos achar
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φ(t,0) = etB
∫ t

0
e−sBG(s)ds. (1.27)

De (1.21), temosX(t) = R(t)φ(t,0), donde, fazendoT = T(x,y), temos

~v = R′(T)φ(T,0)+R(T)φ ′(T,0) = (γ + r2)Aφ(T,0)+φ ′(T,0). (1.28)

Para encontrarDεϕ(T,χ;0) = X(T) = φ(T,0) e~v, temos que fazer a integração

E =

∫ T

0
e−tBG(t)dt. (1.29)

De (1.24), temos

e−tB =

(

1−2xyt −2y2t

2x2t 1+2xyt

)

,

donde, fazendoµ = (γ + r2), temos

e−tBR−1 =

(

(1−2xyt)cos(µt)−2y2t sen(µt) (2xyt−1) sen((µt)−2y2t cos(µt)

2x2t cos(µt)+(1+2xyt) sen(µt) −2x2t sen(µt)+(1+2xyt)cos(µt)

)

.

(1.30)

Vemos de (1.26) e (1.30) que a integração em (1.29) requer o cálculo das seguintes inte-

grais:

∫ T

0
cos2(µt)dt =

∫ T

0
sen2(µt)dt =

π
µ

,

∫ T

0
sen(µt)cos(µt)dt = 0.

∫ T

0
t cos2(µt)dt =

∫ T

0
t sen2(µt)dt =

π2

µ2 ,

∫ T

0
t sen(µt)cos(µt)dt = −

π
2µ2 .

Procedendo a esta integração, obtemos para

Dεϕ(T,χ,0) = eTBE
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e

~v = µAeT BE +BeTB+G(T)

as seguintes expressões:

Dεϕ(T,χ,0) =





(a+b)π
µ x+

2(a−b)π
µ2 xy2−

2(a+b)π2

µ2 x2y− 2(a+b)π2

µ2 y3

(a+b)π
µ y+

2(a+b)π2

µ2 xy2−
2(a−b)π

µ2 x2y+
2(a+b)π2

µ2 x3



= X(T), (1.31)

~v =

(

0 µ
−µ 0

)

X(T)+

(

2xy 2y2

−2x2 −2xy

)

X(T)+

(

ax

by

)

. (1.32)

Ilustremos a aplicação do método em duas situações:

Suponhamos primeiroγ > 0 e sejaχ∗ = (0,0). EntãoDεϕ(T,χ∗,0) = 0,~v = 0 e

DχDεϕ(T,χ∗,0) =

(

(a+b)π
µ 0

0 (a+b)π
µ

)

,

logo é um isomorfismo quando(a+ b) 6= 0. Estamos assim no[Caso I] do Segundo

Método e concluímos que existe uma soluçãoT(χ(ε))−periódica de (1.15) próxima da

origem.

Para um exemplo de aplicação do[Caso II], suponhamosγ = 0 ea = −b. Neste caso, os

pontosχ∗ = (x,0), para todox 6= 0, são zeros deDεϕ(T,χ,0), mas

DχDεϕ(T,χ∗,0) =

(

0 0

0 4bπ
µ2 x2

)

não é isomorfismo. Temos~v = (ax,0) 6= 0 e

kerDT(χ∗) = ker
(

−4π
x3 0

)

= 〈(0,1)〉.

Com isso, temos que~v /∈ Im(DχDεϕ(T,χ∗,0)). Além disso, se tivermos

DχDεϕ(T,χ∗,0) · (0,η) =

(

0 0

0 4bπ
µ2 x2

)(

0

η

)

=

(

0

0

)

,

entãoη = 0. Logo,DχDεϕ(T,χ∗,0) é injetiva quando restrita a kerDT(χ∗).

Portanto as hipóteses de método são satisfeitas e concluímos que, na vizinhança de qual-

quer ponto da formaχ∗ = (x,0),x 6= 0, passa uma soluçãoT(χ(ε))−períodica de (1.15).

Esta mesma análise se aplica aos pontos da formaχ∗ = (0,y), comy 6= 0.
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1.3 Caso de uma Variedade Invariante

Suponhamos, agora, que para cadaε, o fluxoϕ(t,x,ε) da equação(1.1) deixa invariante

uma superfícieMε ⊂ Ω. Para a equação de periodicidade

ϕ(T,x,ε) = x [ouϕ(T(x),x,ε) = x]

não poderíamos, em princípio, reescrevê-la na forma

ϕ(T,x,ε)−x = 0,

pois, no ambiente curvo, não-euclideano, a diferença dos vetores poderia não fazer sen-

tido. Mas como para todoε, Mε ⊂ R
n, esta diferença não só faz sentido como podemos

fazer a expansão emε, como anteriormente, para obter

Dε ϕ(T,x,ε)+O(ε) = 0,

impondo adicionalmente a restrição de quex∈ Mε .

No capítulo 3 aplicaremos estas idéias ao fluxo geodésico de uma perturbação da esfera.

Antes faremos, no próximo capítulo, algumas consideraçõessobre Sistemas Hamiltoni-

anos.



CAPÍTULO 2

Considerações Sobre Sistemas Hamiltonianos

Neste capítulo, estudaremos alguns fatos sobre sistemas hamiltonianos que serão usados

na abordagem do problema no Capítulo 3.

2.1 Variedades Simpléticas

Definição 2.1.1.Uma variedade simplética é um par(M,ω), ondeM é uma variedadeC∞

e ω é uma2−forma diferencial fechada e não-degenerada sobreM.

Comoω é bilinear e não-degenerada em cada espaço tangente, então,para cadap ∈ M,

obtemos um isomorfismo:

L : TpM −→ T∗
p M,

v 7−→ L ·v= ω(−,v).

Fixado um sistema de coordenadasϕ(p) = (x1(p), · · · ,xn(p)) num abertoU deM temos

a base
∂

∂x1
, · · · ,

∂
∂xn

emTpM

e sua dual

dx1, · · · ,dxn emT∗
p M.

SeL = (Li j ) é a matriz deL nestas bases, isto é,

L ·
∂

∂x j
= ∑

i
Li j dxi ,

obtemos

Li j =

(

L ·
∂

∂x j

)

·
∂

∂xi
= ω

(

∂
∂xi

,
∂

∂x j

)

.

15
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Assim, a matrizL é anti-simétrica e comoL é um isomorfismo, esta matriz é invertível.

De LT = −L, obtemos detL = (−1)ndetL, donde concluímos quen é par. Isso mostra

que toda variedade simplética tem dimensão par.

Seu = ∑ui
∂

∂xi
e v = ∑v j

∂
∂x j

são vetores emTpM, então

ω(u,v) = ∑
i, j

uiv jω
(

∂
∂xi

,
∂

∂x j

)

= ∑
i, j

Li j uiv j ,

isto é, nas coordenadasU = (u1, · · · ,un) eV = (v1, · · · ,vn), temos

ω(u,v) = UTLV. (2.1)

Exemplo 2.1.2.O exemplo padrão de uma variedade simplética é o espaçoR
2n com a

forma simplética canônicaω dada pela matrizL = J,onde,

J =

(

0 I

−I 0

)

,

sendoI a matriz identidaden×n. Assim, paraX,Y ∈ R
2n, temos

ω(X,Y) = XTJY. (2.2)

Exemplo 2.1.3.Outro exemplo importante da ocorrência natural de uma variedade sim-

plética é o fibrado cotangenteP = T∗M de uma variedadeC∞. Define-se emP uma

1−forma diferencial canônica, da seguinte maneira: Dado(p,q) ∈ T∗M, com p ∈ M e

q∈ (TpM)∗, fazemos

θ(p,q) ·v = q(Dπ(p,q) · (v)),

ondev ∈ T(p,q)(T
∗M), π : T∗M → M é a projeção eDπ(p,q) : T(p,q)(T

∗M) → TpM é a

sua derivada. Agora definimos emT∗M uma2−formaω fazendo:

ω = −dθ .

Dada uma variedade simplética(M2n,ω), dizemos que um sistema de coordenadas

ϕ(p) = (x1(p), · · · ,x2n(p))

écanônicose, para cada ponto do domínio deϕ, a matrizL =

(

ω
(

∂
∂xi

, ∂
∂x j

))

é a matriz

simplética padrãoJ.

É um teorema devido a G. Darboux que na vizinhança de qualquerponto existe um sis-

tema canônico de coordenadas. Assim, localmente, uma variedade simplética é oR2n

com a forma simplética padrão.Ver [7].
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2.2 Sistemas Hamiltonianos

Definição 2.2.1.Um Sistema Hamiltoniano é uma terna(M,ω,H), onde(M,ω) é uma

variedade simplética eH ∈ C∞(M). A funçãoH é chamada o Hamiltoniano ou energia

total do sistema.

O campo de vetoresXH definido pela condição

ω(XH ,Y) = dH(Y), para todo campoY emM, (2.3)

é chamado o campo Hamiltoniano do sistema, e seu fluxoϕXH
t é o fluxo Hamiltoniano.

Proposição 2.2.2.Seλ ,G∈C∞(M), então:

XλG = λXG+GXλ .

Prova:
ω(XλG,Y) = dλG(Y) = λdG(Y)+Gdλ (Y) =

= λω(XG,Y)+Gω(Xλ ,Y) = ω(λXG +GXλ ,Y), para todoY.

Comoω é não-degenerada,XλG = λXG+GXλ .

As curvas integrais do campoXH , σ(t) = ϕXH
t (p), p∈M, são caracterizadas pela condição

σ ′(t) = XH(σ(t)), σ(0) = p.

No R
2n com a forma simplética padrão(2.2) e o produto interno Euclideano〈 , 〉, a

equação(2.3) é escrita na forma

XT
HJY = 〈∇H,Y〉, para todoY,

e como

XT
HJY = 〈XH,JY〉 = 〈JTXH ,Y〉 = 〈J−1XH ,Y〉,

concluímos que

〈J−1XH ,Y〉 = 〈∇H,Y〉, para todoY ∈ R
2n,

logo

XH = J∇H. (2.4)
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Assim, a equação que define as curvas integrais deXH é

Ẋ = J∇H(X), (2.5)

ou, reescrevendo os pontos deR
2n na formaX = (x,y) ∈ R

n×R
n,

ẋ = Hy, ẏ = −Hx, (2.6)

ondeHx e Hy são os gradientes deH em relação ax(mantendoy fixo) e em relação a

y(mantendox fixo).

A equação(2.5) ou as equações(2.6) são asequações Hamiltonianasdefinidas pela

função Hamiltoniana H= H(x,y).

Assim, um sistema Hamiltoniano é definido num aberto deR
2n em termos de coordenadas

(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn) por

ẋ j =
∂H
∂y j

, ẏ j = −
∂H
∂x j

( j = 1, · · · ,n), (2.7)

ondeH = H(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn).

Definição 2.2.3.O Colchete de Poissonde duas funçõesF,G : U → R diferenciáveis no

abertoU ⊂ R
2n é a função{F,G} definida por

{F,G}(X) = ∇F(X)TJ∇G(X), X ∈U.

Em coordenadas(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn), o Colchete de Poisson é dado por

{F,G} = ∑
(

∂F
∂xi

∂G
∂yi

−
∂G
∂xi

∂F
∂yi

)

.

SeD(U) é o espaço das funções diferenciáveis deU emR, a aplicação

{ , } : D ×D −→ D , (F,G) 7−→ {F,G}

é, claramente, bilinear e anti-simétrica.

Observação 2.2.4.Ela também satisfaz a Identidade de Jacobi

{{F,G},H}+{{H,F},G}+{{G,H},F} = 0,

dando, assim, uma estrutura de Álgebra de Lie aD(U).
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2.3 Sistemas Hamiltonianos com Vínculos

Consideremos a variedade simpléticaR
2n com a forma simplética canônica. SejamGi :

R
2n → R, i = 1,2...,2m funções diferenciáveis e analisemos o conjunto

M = {x∈ R
2n|Gi(x) = 0, i = 1, ...,2m}.

Proposição 2.3.1.Se{∇G1, ...,∇G2m} é L.I., entãoM é uma subvariedade deR2n cuja

dimensão é2n−2m.

Esta proposição é um corolário do seguinte teorema visto no curso de Análise noRn:

Teorema 2.3.2.SejaF :U −→R
m uma função de classeCk(k≥1) definida no abertoU ⊂

R
n. Sejac∈R

m um valor regular deF, isto é,c é tal que, para todop∈ F−1(c), a derivada

DF(p) : R
n −→ R

m é sobrejetiva. Então,M = F−1(c) é uma variedade diferenciável de

R
n, de dimensãon−m e, para cada pontop∈U , TpM = kerDF(p).

Prova: Ver [8].

Proposição 2.3.3.A variedadeM é simplética se e só sedet({G j ,Gk}) 6= 0.

Prova: Ver [10].

Dado um HamiltonianoH : R
2n −→ R, quandoM ⊂ R

2n é uma variedade simplética,

temos que a função HamiltonianaHM = H|M : M −→ R induz um campo Hamiltoniano

XHM em M. Ocorre queXHM 6= XH |M, pois, em geral, o campoXH em R
2n não é tan-

gente à subvariedadeM ⊂ R
2n. Para, a partir deH obtermos um campo tangente aM,

consideramos a função

H∗ = H −
2m

∑
j=1

λ jG j , (2.8)

para certas funçõesλ j ∈ C∞(R2n), j = 1· · · ,2m que serão determinadas precisamente

para fazeremXH∗ ser tangente aM. Para que isso aconteça, devemos ter, para todok =

1, · · · ,2m,

0 = 〈XH∗,∇Gk〉.
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Agora, usando(2.4), podemos reescrever a última igualdade como

0 = 〈J∇H∗,∇Gk〉.

Usando(2.8) temos

0 =

〈

J∇
(

H −
2m

∑
j=1

λ jG j

)

,∇Gk

〉

=

{

Gk,H −
2m

∑
j=1

λ jG j

}

= {Gk,H}−
2m

∑
j=1

λ j{Gk,G j}.

(2.9)

A última equação permite calcular osλ j , uma vez que, sendoM simplética (por hipótese),

a Proposição 2.3.3 dá

det({G j ,Gk}) 6= 0 j,k = 1, · · · ,2m.

Teorema 2.3.4.O campo de vetores induzido pela função hamiltoniana(2.8) é o campo

XH∗ = XH −
2m

∑
j=1

λ j(x)XG j . (2.10)

Prova: Ver [2].

Definição 2.3.5.Denominamos a terna(M,J|M,H∗) de sistema vinculado e o campoXH∗

de campo vinculado à variedade simpléticaM.

Exemplo 2.3.6. [Fluxo Geodésico na Esfera]

SejaS2 a esfera unitária emR3. Consideremos as funçõesG1,G2 : R
6 −→ R dadas por

G1(x,y) = ‖x‖2−1 e G2(x,y) = 〈x,y〉.

Podemos descrever o fibrado tangente deS2 como sendo

M = TS2 = {(x,y) ∈ R
6|G1(x,y) = G2(x,y) = 0}.

Como{ , } é uma aplicação anti-simétrica, temos

{G1,G1} = {G2,G2} = 0.

Calculemos agora{G1,G2}.
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Temos∇G1(x,y) = (2x,0) e ∇G2(x,y) = (y,x). Assim

{G1,G2} = ∇GT
1 J∇G2 =

(

2x 0
)

(

0 I

−I 0

)(

y

x

)

= 2‖x‖2 = 2 = −{G2,G1}.

(2.11)

Portanto

det

(

{G1,G1} {G1,G2}

{G2,G1} {G2,G2}

)

=

(

0 2

−2 0

)

= 4 6= 0, para todox∈ M.

Assim, pelo discutido acima, a estrutura simplética canônica deR
6 induz uma estrutura

simplética emM.

Pela Segunda Lei de Newton, o movimento de uma partícula livre emR
6, não sujeita à

ação de qualquer campo de forças, é descrito pela equaçãoẍ = 0, ou equivalentemente,

pelas equações Hamiltonianas
{

ẋ = y

ẏ = 0,

associadas ao HamiltonianoH(x,y) =
‖y‖2

2 .

Portanto, o fluxo geodésico emR6 é o fluxo do campo HamiltonianoXH, comH(x,y) =
‖y‖2

2 .

Consideremos, então, o sistema vinculado(M,J|M,XH∗), onde

H∗ = H −λ1G1−λ2G2 =
‖y‖2

2
−λ1(‖x‖2−1)−λ2〈x,y〉. (2.12)

Determinamosλ1 e λ2 usando(2.9). Temos

0 = {G1,H −λ1G1−λ2G2} = {G1,H}−λ2{G1,G2} e

0 = {G2,H −λ1G1−λ2G2} = {G2,H}−λ1{G2,G1}

Portanto,

λ2 =
{G1,H}

{G1,G2}
e λ1 = −

{G2,H}

{G1,G2}
.
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Já sabemos que{G1,G2} = 2 e {G2,G1} = −2. Calculemos{G1,H} e {G2,H}. Como

∇H = (0,y) temos

{G2,H} =
(

y x
)

(

0 I

−I 0

)(

0

y

)

= ‖y‖2.

{G1,H} =
(

2x 0
)

(

0 I

−I 0

)(

0

y

)

= 2〈x,y〉.

Portanto,λ1 =
−‖y‖2

2 e λ2 = 〈x,y〉 = 0.

Assim, de(2.12), temos

H∗(x,y) =
‖y‖2

2
−λ1(‖x‖2−1)−λ2〈x,y〉 =

‖y‖2

2
−

‖y‖2

2
+

‖x‖2‖y‖2

2
=

‖x‖2‖y‖2

2
.

Logo, as equações para o fluxo geodésico na esferaS2 são:

{

ẋ = H∗
y = ‖x‖2y = y

ẏ = −H∗
x = −‖y‖2x.

(2.13)

Exemplo 2.3.7. [Pêndulo Esférico]

Sejae3 o terceiro vetor da base canônica doR
3, e consideremos o movimento de uma

partícula de massa 1, sujeita à ação do campo gravitacionalF = µe3 (movimento em

queda livre). Escolhamos convenientemente as unidades de modo queµ = 1. Tal movi-

mento é descrito pelo HamiltonianoH : TR
3 −→ R dado por

H(x,y) =
‖y‖2

2
+ 〈x,e3〉.

Suponhamos agora que a partícula move-se apenas emS2 (pêndulo esférico). Usando as

mesmas funçõesG1 eG2 do exemplo anterior, então o Hamiltoniano do sistema vinculado

é

H∗ = H −λ1G1−λ2G2 =
‖y‖2

2
+ 〈x,e3〉−λ1(‖x‖2−1)−λ2〈x,y〉. (2.14)

Impondo as condições dadas em(2.9) temos



INTRODUÇÃO 23

λ2 =
{G1,H}

{G1,G2}
e λ1 = −

{G2,H}

{G1,G2}
.

Já sabemos que{G1,G2} = 2 e {G2,G1} = −2. Calculemos{G1,H} e {G2,H}. Como

∇H = (e3,y) temos

{G2,H} =
(

y x
)

(

0 I

−I 0

)(

e3

y

)

= ‖y‖2−〈x,e3〉.

{G1,H} =
(

2x 0
)

(

0 I

−I 0

)(

e3

y

)

= 2〈x,y〉.

Portanto,λ1 =
−‖y‖2+〈x,e3〉

2 e λ2 = 〈x,y〉 = 0.

Assim, de(2.14), temos

H∗(x,y) =
‖y‖2

2
−λ1(‖x‖2−1)−λ2〈x,y〉=

‖y‖2

2
−
‖y‖2

2
+

3
2
〈x,e3〉+

‖x‖2(‖y‖2−〈x,e3〉)

2
=

=
3
2
〈x,e3〉+

‖x‖2(‖y‖2−〈x,e3〉)

2
.

Logo, as equações para o movimento restrito à esferaS2 são:







ẋ = H∗
y = ‖x‖2y = y

ẏ = −H∗
x = −

(

3
2e3 +x(‖y‖2−〈x,e3〉)−

e3
2

)

= −(〈x,F〉+‖y‖2)x+F.
(2.15)





CAPÍTULO 3

O Problema

3.1 Descrição do Problema

SejaSρ a esfera de raioρ emR
3, p∈ Sρ , e consideremos a superfícieM = ∑ε obtida da

esfera por meio de uma perturbação radial:

M :=

{

x∈ R
3|x =

(

ρ + ετ
(

p
ρ

))

p
ρ

}

,

ondeτ : S1 → R é uma função diferenciável.

Comoq = ( x
||x||) ∈ S1, sex∈ M, então||x||=

∣

∣

∣

∣

ρ +ετ( x
||x||)

∣

∣

∣

∣

. Desde queτ é diferenciável,

é possível escolherε suficientemente pequeno de modo queρ + ετ seja positivo, e assim

teremos

||x|| = ρ + ετ
(

x
||x||

)

.

Definindo as funções

G1(x,y) = ||x||−ρ − ετ
(

x
||x||

)

e

G2(x,y) =< ∇xG1(x,y),y >,

o fibrado tangente à variedadeM é dado por

TM := {(x,y) ∈ R
6|G1(x,y) = 0,G2(x,y) = 0}.

Consideremos o hamiltoniano das geodésicas deR
6, H(x,y) =

||y||2

2 . De acordo com o

capítulo anterior, como

{G1,G2} = (∇G1)
TJ∇G2 =

(

∇xG1 0
)

(

0 I

−I 0

)(

∇xG2

∇yG2

)

=

25
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=
(

0 ∇xG1

)

(

∇xG2

∇yG2

)

= ||∇xG1(x,y)||
2 > 0,

TM é uma variedade simplética, pela Proposição(2.3.3). Além disso, o Hamiltoniano

das geodésicas deTM é dado por

H∗ = H −λ1G1−λ2G2,

ondeλ1 e λ2 são determinados pelas condições{G1,H∗} = {G2,H∗} = 0.

O fluxo das equações emR6 = R
3×R

3,
{

ẋ = H∗
y

ẏ = −H∗
x ,

(3.1)

deixaTM invariante. As geodésicas deM são as soluções destas equações restritas às

condiçõesG1(x,y) = 0 eG2(x,y) = 0.

Se denotarmos porϕ(t,x,y;ε) o fluxo das equações(3.1), entãoϕ(t,x,y;0)= ϕ0(t,x,y)=

(x0(t),y0(t) é o fluxo geodésico na esfera, logo:

x0(t) = ‖x‖

(

cos

(

‖y‖
‖x‖

t

)

x
‖x‖

+ sen

(

‖y‖
‖x‖

t

)

y
‖y‖

)

, (3.2)

y0(t) =

(

−‖y‖ sen

(

‖y‖
‖x‖

t

)

x
‖x‖

+‖y‖cos

(

‖y‖
‖x‖

t

)

y
‖y‖

)

. (3.3)

O período deϕ0(t,x,y,) éT(x,y) = 2π‖x‖
‖y‖ . O problema que queremos resolver é:

Existe solução x = x(ε),y = y(ε) para a equaçãoϕ(T(x,y),x,y;ε) = (x,y)? (3.4)

3.2 Cálculo das Equações

O objetivo desta seção é calcular explicitamente (em funçãode τ) as equações(3.1).

Comecemos com as expressões deλ1 e λ2.
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Afirmação 3.2.1. λ1 =
−<∇xG2(x,y),y>
||∇xG1(x,y)||2

e λ2 =
<∇xG1(x,y),y>
||∇xG1(x,y)||2

Prova: Sabemos queλ1 eλ2 são determinados pelas condições{G1,H∗}= {G2,H∗}=

0. Assim, temos:

0 = {G1,H
∗} = {G1,H}−λ1{G1,G1}−λ2{G1,G2}.

Logo

λ2 =
{G1,H}

{G1,G2}
.

Analogamente

0 = {G2,H
∗} = {G2,H}−λ1{G2,G1}−λ2{G2,G2}

Portanto

λ1 =
{G2,H}

{G2,G1}
.

Agora

{G1,H} =
(

∇xG1 0
)

(

0 I

−I 0

)(

0

y

)

=
(

0 ∇xG1

)

(

0

y

)

= 〈∇xG1(x,y),y〉.

{G2,H} =
(

∇xG2 ∇yG2

)

(

0 I

−I 0

)(

0

y

)

=

=
(

−∇xG1 ∇xG2

)

(

0

y

)

= 〈∇xG2(x,y),y〉.

{G1,G2} = ||∇xG1(x,y)||
2.

Portanto,

λ1 =
− < ∇xG2(x,y),y >

||∇xG1(x,y)||2
,

λ2 =
< ∇xG1(x,y),y >

||∇xG1(x,y)||2
=

G2(x,y)
||∇xG1(x,y)||2

.

EmTM, temosG1 = G2 ≡ 0, logoλ2 = 0. Assim, o campo hamiltoniano emTM é:

XH∗ = XH −λ1XG1 −G1Xλ1
−λ2XG2 −G2Xλ2

= XH −λ1XG1.
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Além disso,

H∗
x = Hx−λ1xG1−λ1G1x−λ2xG2−λ2G2x = Hx−λ1G1x.

H∗
y = Hy−λ1yG1−λ1G1y−λ2yG2−λ2G2y = Hy.

Portanto, as equações emTM são dadas por:
{

ẋ = H∗
y = Hy = y,

ẏ = −H∗
x = −Hx +λ1G1x = λ1G1x .

(3.5)

Pasemos agora ao cálculo efetivo deλ1 eG1x.

ComoG1(x,y) = ||x||−ρ − ετ
(

x
||x||

)

, temos:

DxG1(x,y) ·v =
〈x,v〉
‖x‖

− εDτ
(

x
‖x‖

)

·

(

D

(

x
‖x‖

)

·v

)

.

Portanto,

〈∇xG1(x,y),v〉 =

〈

x
‖x‖

,v

〉

− ε
〈(

D

(

x
‖x‖

)T

∇τ
(

x
‖x‖

)

,v

〉

.

Assim, obtemos

∇xG1(x,y) =
x

‖x‖
− εD

(

x
‖x‖

)T

∇τ
(

x
‖x‖

)

. (3.6)

Agora,

D

(

x
‖x‖

)

·v=
‖x‖ ·v− x〈x,v〉

‖x‖

‖x‖2 =
1
‖x‖

(

v−
〈x,v〉x
‖x‖2

)

=
1
‖x‖

(v−Projxv) =
1
‖x‖

Projx⊥v.

Observemos queD

(

x
‖x‖

)

é uma aplicação simétrica, pois:

〈

D

(

x
‖x‖

)

·v,w

〉

=
1
‖x‖

〈v,w〉−
1

‖x‖3〈x,v〉〈x,w〉 =

=
1
‖x‖

〈w,v〉−
1

‖x‖3〈x,w〉〈x,v〉 =

〈

D

(

x
‖x‖

)

·w,v

〉

.

Assim,

D

(

x
‖x‖

)T

= D

(

x
‖x‖

)

=
1
‖x‖

Projx⊥.
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Portanto, chegamos a:

∇xG1(x,y) =
x

‖x‖
− ε

1
‖x‖

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)

. (3.7)

Da equação acima, tiramos:

‖∇xG1(x,y)‖
2 = 1+ ε2 1

‖x‖2

∥

∥

∥

∥

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)∥

∥

∥

∥

2

. (3.8)

Para o cálculo deλ1, precisamos de(∇xG2(x,y) ·y). Comecemos notando que

∇xG2(x,y) ·v= 〈Dx∇xG1(x,y) ·v,y〉

Portanto, precisamos encontrarDx∇xG1(x,y) · v. Derivando(em relação a x) a expressão

(3.6) temos:

D

(

x
‖x‖

)

·v− ε
[(

D

(

1
‖x‖

)

·v

)

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)

+
1
‖x‖

Projx⊥

(

D

(

∇τ
(

x
‖x‖

))

·v

)]

.

Agora

D

(

∇τ
(

x
‖x‖

))

·v= D∇τ
(

x
‖x‖

)

·

(

D

(

x
‖x‖

)

·v

)

=

= D∇τ
(

x
‖x‖

)

·

(

1
‖x‖

Projx⊥v

)

=
1
‖x‖

D∇τ
(

x
‖x‖

)

·Projx⊥v.

E ainda

D

(

1
‖x‖

)

·v= −
〈x,v〉
‖x‖3 .

Portanto,

Dx∇xG1(x,y) ·v=

=
1
‖x‖

Projx⊥v− ε
[

−
〈x,v〉
‖x‖3 Projx⊥∇τ

(

x
‖x‖

)

+
1

‖x‖2Projx⊥

(

D∇τ
(

x
‖x‖

)

·Projx⊥v

)]

=

=
1
‖x‖

Projx⊥

{

v+ ε
[

〈x,v〉
‖x‖2 ∇τ

(

x
‖x‖

)

−
1
‖x‖

D∇τ
(

x
‖x‖

)

·Projx⊥v

]}

.

Assim, o termo procurado é:

〈∇xG2(x,y),y〉 = DxG2(x,y) ·y= 〈Dx∇xG1(x,y) ·y,y〉=
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=
1
‖x‖

〈Projx⊥y,y〉+ε
{

〈x,y〉
‖x‖3

〈

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)

,y

〉

−
1

‖x‖2

〈

Projx⊥

(

D∇τ
(

x
‖x‖

)

·Projx⊥y

)

,y

〉}

.

De (3.8) temos:

1
‖∇xG1(x,y)‖2 =

1

1+ ε2 1
‖x‖2

∥

∥

∥

∥

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)∥

∥

∥

∥

2 =

= 1− ε2 1
‖x‖2

∥

∥

∥

∥

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)∥

∥

∥

∥

2

+O(ε4).

Assim:

λ1 =
− < ∇xG2(x,y),y>

||∇xG1(x,y)||2
= −

1
‖x‖

〈Projx⊥y,y〉+ εQ(x,y)+O(ε2),

ondeQ(x,y) =− 1
‖x‖2

{

〈x,y〉
‖x‖

〈

Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)

,y

〉

−

〈

Projx⊥

(

D∇τ
(

x
‖x‖

)

·Projx⊥y

)

,y

〉}

.

Como Projx⊥y = y− 〈x,y〉
‖x‖2 x, podemos reescreverλ1 da seguinte maneira:

λ1 = −
‖y‖2

‖x‖
+

〈x,y〉2

‖x‖3 + εQ(x,y)+O(ε2).

Agora usamos(3.7) para calcularλ1∇xG1(x,y) =

=−
‖y‖2

‖x‖2x+
〈x,y〉2

‖x‖4 x+ε
{

Q(x,y)
x

‖x‖
+
‖y‖2

‖x‖2Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)

−
〈x,y〉2

‖x‖4 Projx⊥∇τ
(

x
‖x‖

)}

+O(ε2) =

=
1

‖x‖4

(

〈x,y〉2−‖x‖2‖y‖2
)

x+ εP(x,y)+O(ε2).

Logo, as equações(3.5) ficam:






ẋ = y

ẏ = 1
‖x‖4

(

〈x,y〉2−‖x‖2‖y‖2
)

x+ εP(x,y)+O(ε2)
(3.9)

Observação 3.2.2.Na esfera unitária, temosε = 0,〈x,y〉 = 0 e ‖x‖ = 1. Neste caso, as

equações(3.9) ficam:
{

ẋ = y,

ẏ = −‖y‖2x,

que são as já conhecidas equações das geodésicas da esfera.[Deduzidas no Exemplo

(2.3.6).]
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3.3 Aplicação da Técnica de Bifurcação

O sistema(3.9) é um sistema da forma(1.1) com

f (x,y) =

(

y,
1

‖x‖4

(

〈x,y〉2−‖x‖2‖y‖2
)

x

)

e g(x,y) = (0,P(x,y)).

Logo, para montarmos o sistema com coeficientes periódicos(1.14), precisamos calcular

D f (ϕ(t,x,0)), ondeϕ(t,x,0) é o fluxo geodésico na esfera dado em(3.2) e(3.3), ou seja,

seϕ(t,x,0) = (x0(t),y0(t)), então:

x0(t) = ‖x‖

(

cos

(

‖y‖
‖x‖

t

)

x
‖x‖

+ sen

(

‖y‖
‖x‖

t

)

y
‖y‖

)

, (3.10)

y0(t) =

(

−‖y‖ sen

(

‖y‖
‖x‖

t

)

x
‖x‖

+‖y‖cos

(

‖y‖
‖x‖

t

)

y
‖y‖

)

. (3.11)

Calculando a derivada e aplicando no fluxo não-perturbado, temos

D f (x0,y0) · (ξ ,η) =

(

η,−
‖y0‖

2

‖x0‖2

(

ξ −
2〈x0,ξ 〉
‖x0‖2 x0

)

−
2〈y0,η〉
‖x0‖2 x0

)

.

Mas‖x0‖ = ‖x‖ e‖y0‖ = ‖y‖. Portanto, o sistema homogêneo associado a(1.14) fica:






ξ̇ = η,

η̇ = −‖y‖2

‖x‖2 ξ + 2
‖x‖4

(

‖y‖2〈x0,ξ 〉−‖x‖2〈y0,η〉
)

x0
(3.12)

O sistema acima é um sistema linear com coeficientes periódicos. Buscaremos uma mu-

dança de coordenadas que seja uma Transformação de Floquet,ou seja, que transforme

(3.12) em um sistema com coeficientes constantes.

Dado(x,y) ∈ TS(fibrado tangente da esfera de raioρ), consideremos o seguinte referen-

cial ortonormal emR
3:

F =

(

x
‖x‖

,
y

‖y‖
,e=

x
‖x‖

×
y

‖y‖

)

.

SejaR(t) a rotação em torno dee, pelo ângulo‖y‖
‖x‖ t, no sentido dex

‖x‖ para y
‖y‖ , ou seja
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





















R(t) · x
‖x‖ = cos

(

‖y‖
‖x‖ t

)

x
‖x‖ + sen

(

‖y‖
‖x‖ t

)

y
‖y‖

R(t) · y
‖y‖ = − sen

(

‖y‖
‖x‖ t

)

x
‖x‖ +cos

(

‖y‖
‖x‖ t

)

y
‖y‖

R(t) ·e= e.

(3.13)

Observação 3.3.1.Note queR(t)x= x0(t) eR(t)y= y0(t).

Consideremos a seguinte mudança de coordenadas

{

ξ = R(t)u

η = R(t)v
(3.14)

Usando a primeira das equações (3.11), temos

Ru̇+ Ṙu= ξ̇ = η = Rv.

Logo

u̇ = −R−1Ṙu+v = −Σu+v,

ondeΣ = R−1Ṙ. Agora

Ṙ
x

‖x‖
= y0(t), Ṙ

y
‖y‖

= −
‖y‖
‖x‖

x0(t) e Ṙ(e) = 0.

Portanto

Σ(e) = 0, Σ
(

x
‖x‖

)

= R−1y0(t) = y e Σ
(

y
‖y‖

)

= −
‖y‖
‖x‖

R−1x0(t) = −
‖y‖
‖x‖

x.

Observação 3.3.2.Σ atua na base fixa
(

x
‖x‖ ,

y
‖y‖ ,e

)

levando-a nos vetores fixosy,−‖y‖
‖x‖x,0.

Logo,Σ é independente det. Ela é, na verdade, uma matriz anti-simétrica constante.

Pela segunda equação em (3.12), temos

Rv̇+ Ṙv= η̇ = −
‖y‖2

‖x‖2R(u)+
2

‖x‖4

(

‖y‖2〈x0,Ru〉−‖x‖2〈y0,Rv〉

)

Rx.

Assim

v̇+Σv = −
‖y‖2

‖x‖2u+
2

‖x‖4

(

‖y‖2〈x,u〉−‖x‖2〈y,v〉

)

x.
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Portanto, o sistema (3.12) é transformado em






u̇ = −Σu+v

v̇ = −Σv− ‖y‖2

‖x‖2 u+ 2
‖x‖4

(

‖y‖2〈x,u〉−‖x‖2〈y,v〉

)

x,
(3.15)

que é um sistema linear com coeficientes constantes.

Escrevendou e v em coordenadas na baseF e denominandoW = (u,v), reescrevemos

(3.15) como

Ẇ = AW,

onde

A =



























0 ‖y‖
‖x‖ 0 1 0 0

−
‖y‖
‖x‖ 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
‖y‖2

‖x‖2 0 0 0 −‖y‖
‖x‖ 0

0 −‖y‖2

‖x‖2 0 −‖y‖
‖x‖ 0 0

0 0 −
‖y‖2

‖x‖2 0 0 0



























No cálculo da solução de (3.15), mostrou-se útil fazer uma segunda mudança de coorde-

nadasW = P(Z). O fluxo do sistema na varíavelZ = (z1, . . . ,z6) foi então determinado

como sendo

ψ(t,Z) =

(

z1,
‖y‖
‖x‖

z1t +z2,−
‖y‖2

‖x‖2z1t
2−2

‖y‖
‖x‖

z2t +z3,z4,e
i ‖y‖
‖x‖ t

z5,e
−i ‖y‖

‖x‖ t
z6

)

.

Voltando às variáveis(ξ ,η), temos que a matriz fundamental do sistema (3.12) é

X (t) = R(t)PZ(T),

sendoZ(t) é a matriz fundamental do sistemaŻ = BZ, ondeB = P−1AP. Pela Fórmula da

Variação dos Parâmetros, concluímos que

Dεϕ(T(x,y),x,y;0) = X (T(x,y))
∫ T(x,y)

0
X

−1(s)g(s)ds. (3.16)

Fazendo os cálculos, denominandoa = ‖y‖
‖x‖ ,b = ‖x‖

‖y‖ ,

A =
1

‖x‖3

〈

D∇τ
(

x0

‖x‖

)

·y0,y0

〉
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e

V =

[

A (‖x‖cos(at),‖x‖ sen(at),0

)

+a2Projx⊥0
∇τ
(

x0

‖x‖

)]

,

temos

X
−1(t)g(t) =





























































〈(bcos(at),bsen(at),0),V 〉
〈(

−cos(at)t + b
2 sen(at),−b

2 cos(at)− sen(at)t,0

)

,V

〉

〈(−acos(at)t2+ sen(at)t−bcos(at),−asen(at)t2−cos(at)t−bsen(at),0),V 〉

〈(

− b
2 sen(at), b

2 cos(at),0

)

,V

〉

〈(

0,0, b
2i e

−iat

)

,V

〉

〈(

0,0, −b
2i eiat

)

,V

〉





























































.

(3.17)

Integrando (3.17) e substituindo em (3.16), teríamosDεϕ(T,x,y;0). Estaríamos assim

em condições de verificar a aplicabilidade do Segundo Métodode bifurcação.

Para calcular a integral em (3.17), poderíamos escolher umafunçãoτ específica e assim

encontrarA eV , ou buscar propriedades da funçãoτ que tornassem possível a aplicação

do método de maneira conclusiva. Esse é o passo seguinte a esta dissertação.
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