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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar dois métodos dedfiw de solucdes periddicas
de uma equacao diferencial. Tais métodos permitem obtac®ed periddicas de um
sistema perturbado quando todas as solu¢des do sistenpernédado séo periodicas.
Essas idéias podem ser aplicadas para determinar a eiastérgeodésicas fechadas em
superficies que séo perturbacdes de uma superficie data@desta Ultima ja sabemos
serem todas as geodésicas fechadas, como a esfera, pot@xemp

Palavras Chave:Solucdes Periddicas, Bifurcacdo, Sistemas Hamiltonianos
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Abstract

The purpose of this work is to study two bifurcation methotigliferential equations
periodic solutions. These methods leave to find periodiatswis of a perturbed system,
when all solutions of non-perturbed system are periodic. cfe apply this idea to de-
termine the existence of closed geodesics in surfaces hvene perturbations of others
surfaces, whose geodesics are closed, for instance, teessph

Key Words: Periodic Solutions, Bifurcation, Hamiltonian Systems.
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Introducao

No presente trabalho, estudamos dois métodos de bifurckcdolugdes periddicas de
uma equacao diferencial. Estes métodos permitem obteg@dperiddicas de um sis-
tema perturbado quando todas as solucdes do sistema riéidspdo sao periddicas. Este
€ o conteudo do Capitulo 1.

No Capitulo 3, fazemos uma tentativa de usar um dos métodasdeterminacéo de
geodésicas fechadas em uma superficie que é uma defornmemedteda. Embora incon-
clusivo, o esforgo neste sentido permitiu desenvolver nfamiliaridade com o método
e talvez uma modificacdo no tratamento do problema venhaaglan resultado.

No Capitulo 2, fazemos uma pequena incursdo a teoria desristHamiltonianos em
preparacao ao estudo do Capitulo 3.






CAPiTULO 1

Bifurcacao de Solucbes Periddicas

1.1 Primeiro Método

Consideremos a equacao diferencial
x = f(x)+€g(x) +O(?), (1.1)

definida em um abert® x | deR" x R. Suponhamos que o lado direito (k1) é de
classeCk, (k> 2) em(x,£). Sejag (t,x, £) a solugdo que emn=0 valex. O fluxod(t,x, £)
tem a mesma classe de diferenciabilidade da equacéo.

Pela Formula de Taylor aplicada a fun@e- ¢ (t,x, ), temos
¢ (t,x,€) = ¢ (t,x,0) + €D (t, X, 0) + O(€?). (1.2)
Supondo, agora, que exiskec R tal que
¢(T,x,0) =x, paratodx € Q, (1.3)
buscaremos solucdes delLtais que

¢(T,x &) =X (1.4)

Uma propriedade que o fluxo de uma equacéo diferencial amé@satisfaz € a seguinte:
¢(t+sx) =¢(t,(sX)).
Assim, se encontrarmogtal que¢ (T, x, €) = X, teremos que
P(t+T,x)=¢(t,¢(T,x €),€)=0(t,X€), (1.5)
e portanto a solugcéo que em t=0 passaqs®ra uma solucab-periddica de (1).

3



4 INTRODUCAO

Substituindap (T, x, £) = xem(1.2), temos:
¢(T,X,0) 4D (T,x,0) +O(e?) —x = 0. (1.6)
Como¢(T,x,0) = x, ficamos com a seguinte equagao
G(x,&) = D¢(T,x,0)+0O(g) =0, (1.7)
ondeG é de class€< em(x,¢).

Suponhamos que exiské € Q tal queG(x*,0) = D¢¢(T,x",0) =0 e que, além disso,
DxG(x*,0) é invertivel. Neste caso, o Teorema da Funcdo Implicitangargue existe
uma vizinhancdg de & = 0 e uma funcéo de clas€¥ 1, x = x(¢), tais queG(x(¢), &) =
0, paratodoe € lg. Assim, a equaca¢l.4) sera satisfeita para= x(€) e, portanto,
teremos solugdeB-periodicas d¢1.1).

Exemplo 1.1.1. Determinar solug¢ées periodicas do sistema

x=y+efi(xy)+0O(g?) (L.8)
y=—x+ef2(x.y) +O(e?), '
com period®@r, quandofy(x,y) = ax+ax® e fa(x,y) = by+ By>.
i X f]_ 0 1 -
Sejamy = , f= e A= . A equacgéo torna-se:
y fa -1 0
X =Ax+ef(x)+0(£?), (1.9)
cujo fluxo denotamos pdr(t, x, €).
O fluxo do sistema ndo-perturbado € o fluxo linear
§(t, X,0) = € = (xcogt) +ysen(t), —xsert) +ycost)), (1.10)

donde vemos que todas as solucbes sdo periddicas com o mesodop = 211.

Seguindo o método descrito acima, procuraremos soluctegudgdds(x*,0) = 0 com
a propriedade adicional de 424G(x*,0) invertivel.

Pela Formula da Variagdo dos Paréametros, temos

t
B(1.x.8) =& +s | el-IAT(EX)ds+O(e?)
0
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ComoT = 2m, temose™ = |, donde:
.
D:p(T.X,0) = [ & f(e*x)ds (1.11)
0

Por(1.10), temos

3
f(e4x) = ( ba(xcosm+yseﬂ(t)>+a(><008(t>+yseﬂ(t)> )

(—xsen(t) +ycogt)) + B(—xsent) +ycogt))3
e comoAT = —A, donde,

o tA cogt) —sent)
sent) cogt)

vemos que a integragdo m11) requer o conhecimento das seguintes integrais:

2 2m
/ cog(t)dt = / serf(t)dt =,
0

0
3T

2n §' 2n [f
/o co (t)dt:/0 se (t)dtzj,

2 T
/O serf(t) co(t)dt = 7.

2 21 21
/ ser(t) cogt)dt = / ser?(t) cogt)dt = / ser(t) coS(t)dt = 0.
0 0 0

A primeira componente de'Af (é”x) sendo
acogt)(xcogt) +ysent)) + acogt)(xcogt) +ysent))3
—bser(t)(—xser(t) +ycogt)) — B sen(t)(—xsent) +ycogt))>
e a segunda, sendo
aser(t)(xcogt) +ysent)) + a sert)(xcogt) +ysent))3

—bcogt)(—xsert) +ycogt)) — Bcogt)(—xsent) +ycogt))3,

a integracéo eril.11) nos da
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Vemos queD:¢ (T, x*,0) =0 se, e sO sex* = (0,0) ou x* = (X*,y*) € um ponto do
circulo

4(a+b)
X 4y? = 3B (1.12)

supondoy = —3‘,‘((212)) > 0.

Observagédo 1.1.2.0s pontos do circulo incluem as solucg&es- 0, y* £0ex* #0, y* =
0.

Agora,

Dng¢(T X,0) = r[< a+b+%(a+ﬁ)xz+%(a+ﬁ)y2 %(G+B)Xy

S(a+B)xy a+b+%(a+/3)x2+%(a+[3)y2>

donde se vé imediatamente que, quagte- (0,0),

at+b O
DD ¢(T,x*,0) =11
xDed (T, x*,0) ( 0 a+b>

é invertivel, desde que tenhaniast b) # 0.

Assim, existeq = x (&) comyx(0) =0 e obtemos uma solugéo periodigd, X (€),€) com
X (€) proximo deO.

Calculando o determinante BgD:¢ (T, x,0), encontramos que ele € igual a
| (a+b)?+3(a+b)(a + B)(C+y?) + a+[3 )20 +y?)?

e verificamos que ele se anula em qualquer ponto do circulo dad1.12). Isto é
devido ao fato que estas raizes da equ&tad,0) = 0 ndo séo isoladas. Neste caso, ndo
podemos garantir a existéncia de solugbes periodic&s. 9ecom condigdo iniciak (€)
proximas dex* no circulo, tendo periodarrt.

1.2 Segundo Método

Consideremos agora a equa¢dd ), supondo que o periodo das solugdes do sistema néo-
perturbado depende das condigdes iniciais, ou seja, @xisde— R tal qued (T (x),x,0) =
X, para todax € Q.
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Por(1.5), uma solugdo da equacéo de periodicidgdé) sera tal que
¢(t+T(x),x €)= ¢(t,¢(T(X),X¢€),€) = d(t,x,€),
e portanto a solucdo que em t=0 passaq®s®ra uma solucab(x)-periddica de (11).
Substituindap (T (), x, &) = xem(1.2), temos
¢ (T (x),%,0) + €D (T (x),x,0) +O(e?) —x = 0.
Como¢(T(x),x,0) = x, ficamos com a seguinte equagao
G(x,€) = D@ (T (x),x,0)+0O(g) =0.

Suponhamos que existé € Q tal queG(x*,0) = Dg¢ (T (x*),x*,0) = 0. A derivada (em
relagéo a x) d&(x,0) emx* é dada por:

DxG(x*,0) - & = DtDg¢ (T (X*),x*,0) - (DT(X") - &) + DxDed (T (X*),x",0)- &.  (1.13)
Seja
v=DiD¢ (T (X"),X",0).
Analisemos dois casos:

[Caso I] Sev=0 eDxD:¢(T(x*),x",0) é um isomorfismo, entédo, de (1.18,G(x*,0)
também é um isomorfismo.

Portanto, pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe umalaicalg des =0 e uma
funclox = x(¢), de class€*1, tais queG(x(¢), ) = 0,para todce € lg. Neste caso, a
equacadl.3) sera satisfeita e teremos solucd€s(¢))-periodicas d¢1.1).

[Caso Il] Sev# 0, suponhamos que:

1. vnéo esta contido no subespdg DyD:¢ (T (x*),x*,0));

2. DyD:¢(T(x*),x*,0) é injetiva quando restrita ao subespége kerDT (x*).
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Neste caso, de (1.13), a hipot¢seimplica que, séxG(x*,0) - & =0, temos
DT(X")-& =0eDxDep(T(X),x",0)-&=0
e da hipoteséii) segue-se qué = 0. PortantoDyG(x*,0) é injetiva, logo € um isomor-
fismo, e segue-se a mesma conclusdo do caso anterior.
A determinacéo de solucdes periddicas por estes métodasrregonhecimento de
X<t) = D£¢(t,X,O),
gue por sua vez requer a solucdo de um sistema linear comienefgperiédicos, como

veremos a seguir.

Como¢(t,x, &) é solucdo dél.1), temos:

Did(t,x, &) = f((t,x,€))+£g(d(t,x €))+O(£?).

Derivando a expressao acima em relac@eatrocando a ordem de derivagéo do lado
esquerdo, obtemos:

Dth¢(t,X, 8) = Df(d)(tvxv 8)) ’ DE¢(t7X7 8)+g(¢(t,x,s))+ng(¢(t,X,$)) ’ D£¢(t7xv 8>+O(£)'

Agora, tomand& = 0, obtemos

DiDed (t,x,0) = Df(¢(t,x,0)) - De¢(t,x,0) +9(¢(t, x, 0)).

Sabemos qu®:¢(0,x,0) = 0, pois ¢(0,x,&) = x,para todos. DenominanddA(t) =
Df(¢(t,x,0)) temos queX(t) é solugédo do seguinte sistema linear com coeficientes per-
iodicos (de periodo igual &(x)):

{ X =At)X+g(¢(t,x,0),1), (1.14)

X(0) =0

Uma vez obtido o fluxo da equacé&o linear homogénea associgddady, a formula da
variacao dos parametros nos fornecera a solucao procuaedala pquacdo ndo-homogénea.
A dificuldade para a obtencéo do fluxo da equacdo homogéneaesenpa de algum
termo n&o-constante. Temos que buscar uma representa¢doquet, o que em geral
nao é facil.
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Exemplo 1.2.1. Pesquisar solucbes periddicas para o sistema

{ %= (y+r2)y+efi(xy) +O(e?) (1.15)

y=—(y+r2)x+efa(xy) +O(g?),

onder = \/x2+Yy2, f; =axe f, =by.

O fluxo do sistema néo-perturbad@ é,x,y; 0) = (Xo(t),Yo(t)), onde

{ Xo(t) = xcog(y+r2)t) +ysen (y+r)t) (1.16)

Yo(t) = —xsen((y-+r?)t) +ycog(y+ra)t).

Assim, todas as solucbes sdo periddicas com o periodo dado po

2mn
y+X2 4y

f 0 1
Sejamy = X , F= Y)lea= , de modo que o sistema.{5)
Yy f2 -1 0

corresponde a equagao

T=T(XYy) = (1.17)

X = (y+r?)Ax +ef(x) +0O(e?), (1.18)
cujo fluxo denotamos pa# (t, x, £). Queremos saber se a equacao de periodicidade
¢(T(X).X.€) =X
admite uma solucéo. Fazendo
fo(X) = (v+r?)Ax
e usando o processo descrito no Segundo Método, temos gaetemca solu¢do do

problema de valor inicial

{ X =B(t)X+ f((t,x;0)) (1.19)

X(0) =0,

onde a matriB(t) = Dfp(¢(t, x;0)) e o termo ndo-homogéndd¢ (t, x;0)) sdo periodi-
cos emt de periodar (x). Tal solugéo nos darB:¢(t, x;0) = X(t) e, por conseguinte,
V=DiD¢¢(T,x,0) = X'(T), ondeT =T(X).
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Como
Dfo(x)- & = (y+r?)AE +2(x, )AX,
fazendoxo(t) = ¢(t, x;0) e notando qué xo(t)|| = ||x(t)|| =r(t), obtemos
B(t)X = Dfo(Xo(t)X = (v+ [ X|2)AX+2(xo(t). X)AXo(t)

e, assim, temos que resolver a seguinte equacao linear csfimientes periddicos de
periodoT (x):

X = (y+[IXIP)AX+2(Xo(t), X)AXo(t) + f (Xo(t)), (1.20)
com condic&o iniciaK (0) = 0.

Consideremos a rotacaR(t) pelo angulo—(y+r?)t. Na base canénice;, e, de R?,
temos:

R(t) - €1 = cog(y+r?)t)er— sen((y+r2)t)e;
R(t)- e = sen((y+r?)t)e; +cod (y+r)t)ey,

cuja matriz, nesta base, é

cog(y+r2)t)  sen((y+r?))
—sen((y+r2t) cog(y+rit) )

Consideremos, agora, a mudanca de variaveis

X = R(t)U. (1.21)

ComoR(t)x = R(t)(xeL +ye) = xo(t), a equacddl.20) é transformada na equagéo
RU +RU = (y+r?)ARU+2(Ry,RU)ARY + f(R(t)X)

ou
U=—-RRU+(y+r>)RARU+ (x,U)R AR + R 1f(Ry).

Uns calculos mostram que
RIR=(y+r>)A e RIAR=A,
de modo que a equacéao diferencial se reduz a

U = —(y+r?)AU+ (y+r2)AU + 2(x,U)Ax + R 1f(Ry)
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=2(x,U)Ax +R 1f(Ry), (1.22)

cuja equacao linear homogénea, agora, tem coeficiententes

FazenddJ = (u,v), a equacdo homogénea associada a (1.22), em coordenadas, é:

U= 2y(Xu+yv)
V= —2X(Xu+yv)

(v)-(3 Z)0)=(2)

U = BU. (1.23)

ou

isto é,

A matriz B é nilpotente de ordem 2, log#P = | 4-tB, e assim o fluxo d¢1.23) é dado
por

(V) =€"®u,
onde
5 _ 14+2xyt 2yt (1.24)
o\ 2@ 12yt ) '

Pela Férmula da Variacao dos Parametros, o fluxo de (1.2@%¢,i® fluxo da equacao
U =BU+G(t), (1.25)

onde
G(t) =R *f(Rx)
€ dado por t
e(t,U)=¢&58u +/ e-9BG(s)ds
0

ComoR(x) = Xo(t) = ¢(t, x,0), de(1.16), temos

[ a(xcog(y+r3)t)+ysen((y+r2)t))
FRX)) = ( b(—xsen((y+r?)t) +ycog(y+r2)t)) ) (1.26)

A solucéo de (1.19) corresponde, via (1.21), a solu¢édo @)Y tomuU (0) = 0. Assim,
precisamos achar
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t
@(t,0) = éB/ e BG(s)ds (1.27)
0
De (1.21), temo¥X(t) = R(t)¢(t,0), donde, fazendd = T(x,y), temos

V=R(T)p(T,0)+R(T)¢ (T,0) = (y+r?)A@(T,0) + ¢ (T,0). (1.28)

Para encontraD:¢ (T, x;0) = X(T) = ¢(T,0) eV, temos que fazer a integracéo

)
_ —tB
E— /0 e BG(t)dt. (1.29)

De (1.24), temos

e m_ [ 120 —2y%t |
2t 14 2xyt

donde, fazendp = (y+r?), temos

(1—2xyt) cogpt) — 2yt sen(ut)  (2xyt—1) sen((ut) — 2y’t co t)

tBy-1 _
© B ( 23tcog ut) + (1+ 2xyt) sen(ut) —2x%t sen(ut) + (1+ 2xyt) cod ut) ) '
(1.30)

Vemos de (1.26) e (1.30) que a integracdo em (1.29) requdcule@as seguintes inte-
grais:

T T
/o co§(ut)dt:/o serf(ut)dt = g,
/OT sen pit) co ut)dt = 0.

T T 7'[2
/Otcos?(ut)dt:/o tser?(ut)dt:P

Y

T ] T
/0 t sen(ut) coq ut) t__Z—uZ'

Procedendo a esta integragcéo, obtemos para

Ds¢<T7X7O> = eTBE
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V= pAe BE + Be' B+ G(T)

as seguintes expressoes:

(a—i—b)nx_'_ Z(a—b U a+b)n2X2 a+b)n2
E YR Y E ) —xn, aay
X

_ H
DE¢(T7X7O>_ ( (aJLb) yan a+b XyZ x2y+ (a+b)n=2

([ 0 Xy 2y? ax
V= ( o >X(T)+< o oy ) X(T)+< by). (1.32)

llustremos a aplicacdo do método em duas situacgdes:

Suponhamos primeirp > 0 e sejgx* = (0,0). EntdoD:¢ (T, x*,0) =0,v=0e
(atb)m 0
* 0) = [T
DXDS¢<T7X 70) - < 0 (a+b)n ) ’
u
logo € um isomorfismo quand@ + b) # 0. Estamos assim ni€aso I] do Segundo

Método e concluimos que existe uma solugdg (&))—periodica de (1.15) proxima da
origem.

Para um exemplo de aplicacao [@aso I1], suponhamog = 0 ea= —b. Neste caso, os
pontosy™ = (x,0), para todok # 0, séo zeros dB:¢(T, x,0), mas

. 0 0
DxDs‘p(TaX ,0) = 0 43271)(2
n&o é isomorfismo. Temas= (ax,0) #0 e

kerDT (x*) = ker( 547 0 ) =((0,1)),

Com isso, temos qué¢ Im(DyD¢¢ (T, x*,0)). Além disso, se tivermos

0 0 0 0
mmwﬁfﬂ%@m:<o4m%><n>:<0>
112

entdon = 0. Logo,Dy D¢ (T, x*,0) € injetiva quando restrita a KBIT (x*).

Portanto as hipoteses de método séo satisfeitas e conslgimepna vizinhanca de qual-
quer ponto da formg* = (x,0),x# 0, passa uma solucdd x (¢))—periodica de (1.15).
Esta mesma analise se aplica aos pontos da fgrma(0,y), comy # 0.
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1.3 Caso de uma Variedade Invariante

Suponhamos, agora, que para cada fluxo ¢ (t,x, €) da equacaol.1l) deixa invariante
uma superficid; C Q. Para a equacao de periodicidade

¢(T.x.€)=x [oud(T(x),x.€) =X
nao poderiamos, em principio, reescrevé-la na forma
¢(T7X78> —X= 07

pois, no ambiente curvo, ndo-euclideano, a diferenca dimsegepoderia ndo fazer sen-
tido. Mas como para tode, M C R", esta diferenca nédo sé faz sentido como podemos
fazer a expansao e como anteriormente, para obter

Ds¢(T7X7 3) + O(E) =0,
impondo adicionalmente a restricdo de gqueM;.

No capitulo 3 aplicaremos estas idéias ao fluxo geodésicondeperturbacao da esfera.
Antes faremos, no préximo capitulo, algumas consideragflese Sistemas Hamiltoni-
anos.



CAPIiTULO 2

Consideracbes Sobre Sistemas Hamiltonianos

Neste capitulo, estudaremos alguns fatos sobre sistemmalédmianos que serdo usados
na abordagem do problema no Capitulo 3.

2.1 Variedades Simpléticas

Definicdo 2.1.1.Uma variedade simplética é um &k, w), ondeM é uma variedade”
e w é uma2—forma diferencial fechada e ndao-degenerada Sdbre

Comow é bilinear e ndo-degenerada em cada espaco tangente, gant@Ecadg € M,
obtemos um isomorfismo:
L TpM — TM,

Vi— Z V= w(—,V).

Fixado um sistema de coordenadd®) = (x1(p),- - ,Xn(p)) num abertdJ deM temos
abase

2 2 emTM
ax1’ A, P

e sua dual
dxg,---,dX, engM.

Sel = (Ljj) € a matriz deZ nestas bases, isto €,

0

J J J 0
Hi = (i”'a—xj) '0_>q_w<0_>q’0—xj)'

15

obtemos
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Assim, a matrid. € anti-simétrica e com&’ é um isomorfismo, esta matriz € invertivel.
DelL" = —L, obtemos ddt = (—1)"detL, donde concluimos queé par. Isso mostra
gue toda variedade simplética tem dimensao par.

Seu= 3 Uiz eV= 73 V] sdo vetores effipM, entdo
o 0
w(u,Vv) =Y uvjw| =—,=— | = ) Lijuvj
)= S e o) =3 Lu,
isto é, nas coordenaddls= (uy,---,Un) €V = (vq,---,Vpn), temos
w(u,v) =UTLV. (2.1)

Exemplo 2.1.2.0 exemplo padrdo de uma variedade simplética é o edp@toom a
forma simplética candnioa dada pela matriz = J,onde,

(%)

sendd a matriz identidada x n. Assim, par&.,Y € R?", temos
w(X,Y) = XTJY. (2.2)

Exemplo 2.1.3. Outro exemplo importante da ocorréncia natural de uma dade sim-
plética é o fibrado cotangene= T*M de uma variedad€”. Define-se enP uma
1-forma diferencial canénica, da seguinte maneira: Dgdq) € T*M, compe M e
qe (TpM)*, fazemos

6(p,q) V= q(Dﬂ(p, CI) ) (V)>7
ondev € Ty (T*M), m: T*M — M € a proje¢do ®m(p,q) : Tpq)(T*M) — T,M € a
sua derivada. Agora definimos dmM uma2—formaw fazendo:

w=—do.

Dada uma variedade simplétitsl?", w), dizemos que um sistema de coordenadas
¢(p) = (xa(p),---,Xen(P))

é candnicose, para cada ponto do dominioglea matrizL = (w(dixi, dixj)) é a matriz

simplética padrad.

E um teorema devido a G. Darboux que na vizinhanca de quapguo existe um sis-
tema canénico de coordenadas. Assim, localmente, umadadeesimplética é &2
com a forma simplética padréder [7].
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2.2 Sistemas Hamiltonianos

Definigéo 2.2.1.Um Sistema Hamiltoniano é uma tertd, w,H), onde(M, w) é uma
variedade simpléticald € C*(M). A funcdoH é chamada o Hamiltoniano ou energia
total do sistema.
O campo de vetoredy definido pela condicao

w(Xy,Y) =dH(Y), para todo camp¥ emM, (2.3)
é chamado o campo Hamiltoniano do sistema, e seu fi%cé o fluxo Hamiltoniano.

Proposigéo 2.2.2.SeA,G € C*(M), ent&o:

XAG:/\XG+GXA-

Prova:
wW(X)6,Y) =dAG(Y) =AdG(Y)+GdA (Y) =
=Aw(Xs,Y)+Gw(X,,Y) =wAXs+GX,,Y), para todoy.
Comow é nao-degenerad¥, g = A Xg + GX; . [ |

As curvas integrais do camp@y, o (t) = ¢txH (p), p€ M, séo caracterizadas pela condi¢cdo
o'(t) =Xu(o(t)), o(0)=p.

No R?" com a forma simplética padrd@.2) e o produto interno Euclideanp, ), a
equacad?2.3) é escrita na forma

X7 JY = (OH,Y), paratodoy,

e como
XgJIY = (Xq,3Y) = (3TX4,Y) = 37Xy, Y),

concluimos que
(371Xy,Y) = (OH,Y), para todd¥ € R?",
logo
Xy = JOH. (2.4)
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Assim, a equacao que define as curvas integral§de
X = JOH(X), (2.5)
ou, reescrevendo os pontos&#&' na formaX = (x,y) € R" x R",
x=Hy, y=-—Hy, (2.6)

ondeHy e Hy sdo os gradientes d¢ em relacdo a(mantendoy fixo) e em relagédo a
y(mantendo fixo).

A equagdo(2.5) ou as equacdef.6) sdo asequagBes Hamiltonianadefinidas pela
funcdo Hamiltoniana H=H(x,y).

Assim, um sistema Hamiltoniano é definido num abert&#leem termos de coordenadas
(X1, -y X0, Y1,---,Yn) POr

OH _ 0H

ijé.—yj, y1——0~.—xj (j=21---,n), (2.7)
ondeH =H(xq,...,Xn,Y1,---,Yn)-

Definicdo 2.2.3.0 Colchete de Poissodle duas fun¢bdes, G : U — R diferenciaveis no
abertoJ c R?" é a fungadF,G} definida por

{F,G}(X)=0F(X)TJOG(X), XeU.

Em coordenada&, ..., Xn,Y1,--.,Yn), 0 Colchete de Poisson é dado por

Se%(U) é o espaco das fungdes diferenciaveidamRR, a aplicagdo
{,}:9x2—92, (FG)+— {F,G}
é, claramente, bilinear e anti-simétrica.
Observacéo 2.2.4 Ela também satisfaz a Identidade de Jacobi
{{F.G}.H} + {{H,F},G} + {{GH},F} =0,

dando, assim, uma estrutura de Algebra de L9(d).
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2.3 Sistemas Hamiltonianos com Vinculos

Consideremos a variedade simplétR#& com a forma simplética candnica. Sej@n:
R — R,i = 1,2...,2mfunces diferenciaveis e analisemos o conjunto

M = {x e R?"|Gj(x) = 0,i = 1,...,2m}.
Proposicéo 2.3.1.Se{0G;,...,0Gzm} € L.I., entddVl € uma subvariedade &" cuja
dimens&o &n— 2m.
Esta proposicao é um corolario do seguinte teorema vistorsm ce Analise n&R":

Teorema 2.3.2.SejaF :U — R™ uma funcéo de clas§¥(k > 1) definida no abertd ¢
R", Sejac € R™ um valor regular d€, isto éc € tal que, para todp < F~1(c), a derivada
DF(p) : R" — R™ € sobrejetiva. Entdd) = F~(c) é uma variedade diferenciavel de
R", de dimensda—m e, para cada pontp< U, T,M = kerDF (p).

Prova: Ver[8]. [ |

Proposicéo 2.3.3.A variedadeM é simplética se e so set{G;,Gy}) # 0.

Prova: Ver [10]. ]

Dado um Hamiltoniandd : R" — R, quandoM c R?" ¢ uma variedade simplética,
temos que a fungdo Hamiltoniakky = H|v : M — R induz um campo Hamiltoniano
Xny €mM. Ocorre queXy,, # Xu|m, pois, em geral, o camp¥y em R?" n&o é tan-
gente a subvariedadd c R?". Para, a partir d&l obtermos um campo tangentévg
consideramos a funcao

2m
H*=H- ) A;G;j, (2.8)
2
para certas fungoes; € C*(R?"), j =1---,2m que serdo determinadas precisamente
para fazerenXy- ser tangente 8. Para que isso aconteca, devemos ter, parakedo

0= (Xy+,0G).
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Agora, usandd2.4), podemos reescrever a ultima igualdade como
0= (JOH*,0G).
Usando(2.8) temos
2m 2m 2m
0= <JD(H — Z /\jGj),DGk> = {GK,H — z /\jGj} ={Gx,H}— Z Ai{Gk,Gj}.
j=1 j=1 j=1
(2.9)

A Ultima equacéo permite calcular 5 uma vez que, sendd simplética (por hipotese),
a Proposicao 2.3.3da

det({Gth}>7éO J?k:]-vvzm

Teorema 2.3.4.0 campo de vetores induzido pela fungdo hamilton{@) é o campo

2m

Xy+ = Xy — Z )\j(X)XGj. (2.10)
=1

Prova: Ver|[2]. [ |

Definigéo 2.3.5.Denominamos a terrid,J|m,H*) de sistema vinculado e o camyg-
de campo vinculado a variedade simpléhta

Exemplo 2.3.6.[Fluxo Geodésico na Esfera]

SejaS’ a esfera unitéria efR®. Consideremos as funcé@s, G, : R® — R dadas por

Gixy) =IX|*~1 e Ga(xy) = (xY).

Podemos descrever o fibrado tangent&deomo sendo

M =TS = {(xy) € RYGa(xy) = Gal(xy) = O}.

Como{ , } é uma aplicacdo anti-simétrica, temos
{G1,G1} ={G2,G2} =0.

Calculemos agor§Gi, Gy}
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TemosG1(x,y) = (2x,0) e OGa(x,y) = (V,X). Assim

{G1,G2} = 0G]I0G, = ( 2x 0 ) ( 0 ) ( Y ) = 2||x||* = 2= —{G,G1}.
-1 0 X
(2.11)

Portanto

e<{Gl’Gl} {Gl’GZ}> ( 0 2>:47é0, para todo € M.
{G2,G1} {G2, G2} -2 0

Assim, pelo discutido acima, a estrutura simplética car@deR® induz uma estrutura
simplética enM.

Pela Segunda Lei de Newton, 0 movimento de uma particuka émR®, ndo sujeita a
acdo de qualquer campo de forcas, € descrito pela eqiac®p ou equivalentemente,
pelas equagcbes Hamiltonianas
X=y
L

- - - 2
associadas ao Hamiltoniakdx,y) = ”y” .

Portanto, o fluxo geodésico €R? € o fluxo do campo Hamiltoniarky, comH (x,y) =
ly|I?
>

Consideremos, entéo, o sistema vincul@dod|u, X4+ ), onde

2
H = H - MG MG = UL (P -1 - hofxy).  @12)

Determinamod e A, usandd2.9). Temos
0={Gy,H —A1G1 — 123Gz} = {G1,H} = 22{G1, G2} €

0={Go,H —A1G1—A2Gy} = {G2,H} — A1{G, Gy}

Portanto,
{G1,H} {Gz,H}

A e —— f—
2 {G]_,Gz} {GLGZ}
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Jé sabemos ques,,Gy} =2 e{Gy,G1} = —2. Calculemoq Gi1,H} e {G,,H}. Como
OH = (0,y) temos

(G} = (y x)(_oI g><3>zuyr\?
{GLH} = ( 2 o)(_oI (')><3>=2<X7y>~

2

PortantoA; = ’”g” e A= (xy)=0.

Assim, de(2.12), temos

2 ) )
H*(x,y) = I — M (X2 = 1) = Aa(xy) = IVIZ _ Il

O 7 1
2 = :

2 2 2 2

Logo, as equacdes para o fluxo geodésico na eStesdo:

{x ;= IxPy=y .13

Y= —H = [yl
Exemplo 2.3.7.[Péndulo Esférico]

Sejae; 0 terceiro vetor da base canénicald, e consideremos o movimento de uma
particula de massa 1, sujeita a acdo do campo gravitadtogalies (movimento em
queda livre). Escolhamos convenientemente as unidadesde queu = 1. Tal movi-
mento é descrito pelo Hamiltoniakb: TR3 — R dado por

_ Ivli?

H(xy) = T+<X793>-

Suponhamos agora que a particula move-se apen&$ gréndulo esférico). Usando as
mesmas fungoés, eG, do exemplo anterior, entdo o Hamiltoniano do sistema vadwl

s

e
2
HY = H - 4G~ AGo = I 4 () - (X2~ 1)~ Aoly). (214)

Impondo as condi¢bes dadas &) temos
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_ {GuH} A= — {Gz,H}

{G1, G2} {G1,G2}
Ja sabemos ques,,Gy} =2 e{Gy,G1} = —2. Calculemod Gi,H} e {G,,H}. Como
OH = (es,y) temos

{Gl,H}:<2x O)(_OI :))(if):ax,y).

Portanto)y = YA @ 3, — (x y) = 0.

A2

Assim, de(2.14), temos

2 2 2 2(11vl12 _

HY ) = 05 (1122 Aoy = A5 IIE B g IXEOVIE= (080)
X121~ (x.e))
_—

— e +

Logo, as equacgdes para o movimento restrito a eSfesdo:

{ x=Hy = [x|[?y=y

2.15
y— —H; = —(%e3+x<r|yr|2— (xe)) %) (P +lyxeE G






CAPiTULO 3

O Problema

3.1 Descricdo do Problema

SejaS, a esfera de raip em R3 pe Sy, e consideremos a superfidie= 3¢ obtida da
esfera por meio de uma perturbacéo radial:

mi= {xeix=(p+er(2)) 1,

ondert : S, — R é uma func¢éo diferenciavel.

Comoqg = (HXH) € S, sexe M, entdo||x|| = +er(|x|)’ Desde que é diferenciavel,

€ possivel escolhersuficientemente pequeno de modo gue T seja positivo, e assim

teremos
= "*”(H H)

Definindo as funcdes

Guty) = x| -p-er( ) e

Ga(x,y) =< OxG1(X,y),y >,

o fibrado tangente a variedalfeé dado por

TM:={(x,y) € R%Gi(x,y) = 0,Gy(x,y) = 0}.

. - - Ve - 2
Consideremos o hamiltoniano das geodésicaR¥jeH (x,y) = % De acordo com o
capitulo anterior, como

uea- T (e 0)( 1) (25 -

25



26 INTRODUCAO

UxG
=(0 o) < e ) = IDG1(x Y)| > 0

y\I2
TM é uma variedade simplética, pela Proposi¢&8.3). Além disso, o Hamiltoniano
das geodésicas deM é dado por

H*=H —A1G1 — A6y,
ondeA; e A, sdo determinados pelas condicd&s,H*} = {G,,H*} = 0.

O fluxo das equacdes eRf = R3 x R?,

{ X=Fy (3.1)
y: _H)Ta

deixaT M invariante. As geodésicas dié sdo as solucdes destas equacdes restritas as
condigfes5i(x,y) =0eGy(x,y) =0

Se denotarmos pdr(t,x,y; €) o fluxo das equact€é8.1), entdop (t,x,y; 0) = ¢o(t,X,y) =
(Xo(t),yo(t) € o fluxo geodésico na esfera, logo:

vt = 1 oo it i+ sen 5t 7). &3
ot = =y sen( 50 ) 5+ woos( 5 ) ) &)

O periodo depp(t,x,y,) € T(X,Y) = 2@‘]‘”. O problema que queremos resolver é:

Existe solugdo x=x(¢),y=y(¢e) paraaequacdod(T(xy),XV;&)=(XYy)? (3.4)

3.2 Calculo das Equacdes

O objetivo desta secéo é calcular explicitamente (em fughn) as equacg6e§3.1).
Comecemos com as expressoed gde As.
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. .  —<[kGo(xYy).y> _ <OxGi(xy)y>
Afirmagao 3.2.1. Ay = — 55505 Ao = S5 i

Prova: Sabemos qu#; e A, sdo determinados pelas condi¢d€s, H*} = {Go,H*} =
0. Assim, temos:

0={G1,H"} = {G1,H} = A1{G1,G1} — A2{G1,G2}.

Logo
A, — CuH}
{G1,G2}
Analogamente
0={Gz,H"} ={Go,H} —A1{G2,G1} — A2{ G2, G2}
Portanto
A — (G2 H)
{62761} ‘
Agora

{GLH} = ( 0,61 0)<_0I ;) <$>=(o Dxel)<$>=<mxel<x,y>,y>-
{GZ,H}:<DXGZ Dsz><_OI l’)(ij):

— ( —DXG]_ DXGZ ) ( 3 ) = <DXGZ(X7y)7y>'

{G1,G2} = ||0xGa(x,Y)| %

Portanto,
)\1 _ - < DXGZ<X7y)7y>
||DXG1(X7y>||2 ,
< OGixy),y>  Ga(xy)

Ay =

DG x WP [[DGa(x.y)|*

EmTM, temosG; = G, =0, logoA, = 0. Assim, o campo hamiltoniano efrM é:

X = Xu — ArXg, — G1X), — A2Xg, — G2X), = Xy — A1 X, -
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Além disso,
H;(f = Hy — A1xG1 — A1G1x — Ao Go — AoGoy = Hy — A1Gax.

H;‘ = Hy — A1yG1 — A1G1y — ApyGo — A2Gyy = Hy.

Portanto, as equacdes dnVl sdo dadas por:

Y =YY (3.5)
y=—Hy = —Hy+A1G1x = A1G1x

Pasemos agora ao calculo efetivoddes Giy.

ComoGi(x,y) = ||X||—p — sr(|x|) , temos:

v v 533 (o(3) 9
s~y (o) ()

Assim, obtemos

Portanto,

X T X
OxG1(x,y sD(—) Dr(—). (3.6)
Gulxy) = o= €0 1 El
Agora,
(xV)
X ”X”'V_XHX” 1 ( (x V)X) 1
D — ) v=— 5 = —(v— 2 = —(v—Projyv Pro V.
(qu) KE YTz ) T PR = ok
Observemos qub ( |X|) € uma aplicacéo simétrica, pois:
X 1 1
D(— ) -v,w)=—(V,W X, VY (X, W) =
< (qu) > T e v o)
1 1 X
= —WV)— —=XW){XV)=(D| — | -wW,v ).
g V)~ TR e W V) < <||x||) >
Assim,

X T X
DIl — =Dl — —Proj., .
(qu) (qu) ok
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Portanto, chegamos a:

X
DxGl(x,y):W X ||Pr0}XL|:|T<|| ||) (3.7)

PrOJXLDr(”X”>

Para o calculo d&,, precisamos dé€l1yGy(X,y) - y). Comecemos notando que

Da equacao acima, tiramos:

2

1
DG Y)II* = 1+ €%

X2 (3.8)

O0xGo(X,Y) - V= (DxOxG1(X,y) -V, y)

Portanto, precisamos encontfy1,G1(x,y) - v. Derivando(em relacéo a x) a expressao
(3.6) temos:

o () v (055 )Prowe o () + prprane (o= (3 )) )

Agora
(o)) =0 () () ) =
X X X
X 1 . 1 .
=Dt — ) - —Pro,.v| = —DU -Proj,. v.
(nxn) <||x|| ’*) X <H H) k
E ainda L < >
X,V
D — | . v=—""72.
(qu) NE
Portanto,

DxOxG1(X,y) -v=
aProie 0t (g ) + gzProke (07 (13 ) -Proie)
PI’O V— & Proj Lt PI’OL DUt -Proj,. v =
TNk l!l ERRR AN quz X ) ok

=P {vre o (g ) - oo () Prowe

Assim, o termo procurado é:

(OxG2(x,Y),y) = DxGa(X,Y) -y = (Dx[xG1(X,Y) - Y, y) =
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:H_iH<Pr°j”’y>“{ s <Pr°“m(||x||) > ||x1||2<Pr°'XL (DDT(H ||) 'Pr°jxly)’y>}'

De (3.8) temos:

1 1

OG1(x V)2
B 6ol 1421, PrO}XLDT<| |>
2

5 =

[IX][?

=1-¢2_—||Proj. T<H H) +0(eh.
Assim:

M= ey = POk 20 1O
ondeQ(x,y) = —|X1|2{<|X|> <Pro;xLDT<|X|) y> <Pro;XL (DDT(|X|) -PronLy),y>}.
Como Proj.y=y— ﬁxﬂgx podemos reescrevai da seguinte maneira:

=5+ e -0

Agora usamos$3.7) para calculai;[0xG1(X,y) =

VIE, (k)2 L Iy? O\ xy? N
- e e £ Qe+ eProe ) e ok o () b+ 0060 -

||x1||4 ((X y)2 = IIX| Hy”2)x+gp(x y)+O(e2).

Logo, as equacgd€8.5) ficam:

X=y
3.9
{ 7= ke (002~ X211 )+ £P(xy) +O(e? o9

Observacéo 3.2.2.Na esfera unitéaria, temas= 0, (x,y) = 0 e ||x|| = 1. Neste caso, as
equac6e$3.9) ficam:

X=Y,

y=—lyll*x,

que séo as ja conhecidas equacbes das geodésicas dalesterzijas no Exemplo

(2.3.6).]
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3.3 Aplicacédo da Técnica de Bifurcagao

O sistemg3.9) é um sistema da form@d.1) com

f(xy) = (y@ (<x,y>2— ||x||2||y||2)x) e glxy) = (0.P(xY)).

Logo, para montarmos o sistema com coeficientes periodicdd), precisamos calcular
Df(¢(t,x0)),onde¢(t,x, 0) é o fluxo geodésico na esfera dado@2) e (3.3), ou seja,
sed(t,x,0) = (xo(t), yo(t)), entéo:

w5 B

Iyl LY v
Yolt) = (— vl sen( HX”t) nrlvleo <W‘) M)' (3.11)

Calculando a derivada e aplicando no fluxo nédo-perturbadwms$

otbase) (n)= (1. 00 (2008, Zsom )

%ol[2 I%ol[2
Mas ||xo|| = ||X|| €||Yol| = |ly||- Portanto, o sistema homogéneo associadiola) fica:
¢&=n,
n= \XHZE + |XH4 HyH <X0 E) - HX” <y07 >

O sistema acima é um sistema linear com coeficientes pesgdRuscaremos uma mu-
danca de coordenadas que seja uma Transformacdo de Flogseja, que transforme
(3.12) em um sistema com coeficientes constantes.

Dado(x,y) € T Jfibrado tangente da esfera de raip consideremos o seguinte referen-

cial ortonormal eniR3:
T — <L Y e X L)
X Iyl X[ [yl

SejaR(t) a rotacdo em torno de pelo anguld—t no sentido def— parai:

ou seja
T J

HVH’
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R(t)- % = —sen( Mt ) X+ cos Mt) A (3.13)

Observagéo 3.3.1.Note queR(t)x = Xp(t) eR(t)y=yo(t).

Consideremos a seguinte mudanca de coordenadas

=R(t
&=R(t)u (3.14)
n =R(t)v
Usando a primeira das equacdes (3.11), temos
RU+Ru=¢& =n =Ry
Logo
U= -—-R Rut+v=—3u+vy,
ondeZ = R"IR Agora
o X oY Iyl '
R— =yo(t), R— = —=—Xo(t) e R(e) =0.
i~ o0 Ry = e ¢ R
Portanto
X . y IVl 51 Iyl
) =02 — | =R lyt)=y e Z<—) = R () = — 12
@=0.2( ) =R M) =TI =Ty

Observacéo 3.3.22 atua na base fix ﬁ, H—;’H , e) levando-a nos vetores fixgs— Hx, 0.

Logo, Z € independente de Ela é, na verdade, uma matriz anti-simétrica constante.

Pela segunda equacgao em (3.12), temos

y||2 2
—%R(u) * (X4 <HYHZ<X0, Ru) — [|x][*(yo, RV)) Rx

RV+Rv=n =
Assim

'Z——Wi 2 2
o = it o (1200w = Pl )
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Portanto, o sistema (3.12) é transformado em
U= —-3u+v

2 3.15
v=—2v— P+ o2 (P - X2 )x (819
gue é um sistema linear com coeficientes constantes.

Escrevenda e v em coordenadas na bage e denominand®V = (u,v), reescrevemos
(3.15) como

W = AW,
onde i
Wyl
?w Moo 1 0 o0
Moo 0 0 10
R o o o o0 0 1
=1 P _ vl
X2 |0|2 0 |°| (.
_ Iy~ _ vl
O e O T 00
o o -y o o o

Xl

No calculo da solugéo de (3.15), mostrou-se util fazer urgarsga mudanca de coorde-
nadasW = P(Z). O fluxo do sistema na variavBl= (z,...,z) foi entdo determinado
como sendo

2 il vl
Yt,z2) = (ZL %Zﬂ +2, —%Zﬂz — Z%Zzt +23,24,€ ' 25,8 'X'tze) :

Voltando as variavei& , n), temos que a matriz fundamental do sistema (3.12) é
2°(t) = R()PZ(T),

sendaZ(t) é a matriz fundamental do sistedia= BZ, ondeB = P~1AP. Pela Formula da

Variacdo dos Parametros, concluimos que

. TRy
De(T(xy).x¥%0) = 2 (T(xy) [ 2 X(9g(s)ds (3.16)

Fazendo os calculos, denominaraie H, b= H

1 X0
A = —<DDT(—) 'y07YO>
X3 ]
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e
— 2brai X0
V= [%(Hx“cos(at), [|1X| sen(at),O) +a Pro&ém(”x”)}’
temos
((bcogat),bsen(at),0), )
< ( —cogat)t + 3 sen(at), - cogat) — sen(at)t, 0) : %>

((—acogat)t?+ sen(at)t —bcogat), —asen(at)t’ — cogat)t — bsen(at),0), #)

2L(t)g(t) = <<— %ser‘(at),gcos(at),o),7/>

(o).
(1))

(3.17)

Integrando (3.17) e substituindo em (3.16), teriae® (T, x,y;0). Estariamos assim
em condicdes de verificar a aplicabilidade do Segundo Méledunfurcacao.

Para calcular a integral em (3.17), poderiamos escolherfumgdot especifica e assim
encontrarey e 7', ou buscar propriedades da fungague tornassem possivel a aplicacao
do método de maneira conclusiva. Esse € 0 passo seguintedisssrtacao.
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