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Resumo

Um famoso teorema de D. Hilbert de 1901 afirma que nio existem superficies completas de
curvatura gaussiana constante negativa imersas em R>.

Em 1964, N. V. Efimov demonstrou que no teorema de Hilbert podemos trocar a hipétese
de curvatura gaussiana constante negativa por curvatura gaussiana limitada superiormente por
uma constante negativa.

Neste trabalho apresentamos uma demonstra¢do do Teorema de Efimov. A demonstracio
ndo utiliza técnicas sofisticadas, mas € bastante elaborada.

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Teorema de Efimov, curvatura negativa.






Abstract

A famous D. Hilbert’s theorem of 1901 affirms that no exists surfaces complete with Gauss
curvature constant inmersed in R3.

In 1964, N. V. Evimof demonstrated that in the theorem of Hilbert we can change the
hypothesis of Gauss curvature constant for Gauss curvature superior limited for a negative
constant.

In this work we present a demonstration of the Efimov’s theorem. The demonstration
doesn’t use sophisticated techniques but it is sufficiently elaborated.

Keywords: Differential Geometry, Efimov’s theorem, negative curvature.
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Introducao

Um famoso teorema de D. Hilbert de 1901 afirma que nio existem superficies completas de
curvatura gaussiana constante negativa imersas em R>.
Em 1964, N. V. Efimov demonstrou a seguinte generaliza¢do do Teorema de Hilbert.

Teorema de Efimov: Nenhuma superficie S pode ser imersa no espaco euclidiano R, tal que
na métrica induzida S seja completa e tenha curvatura gaussiana K < constante < 0.

Neste trabalho estamos interessados em apresentar uma demonstracdo detalhada desse teo-
rema. A demonstracado ¢ baseada no trabalho de Tilla Klotz Milnor [5], porém a versdo encon-
trada em [5] é um pouco mais forte do que a versdo acima, pois restringe a imersdo a uma C2-
imersdo. O trabalho de Tilla é baseado no artigo de Efimov [3].

O texto estd dividido em dois capitulos:

O Capitulo 1 € iniciado com uma breve exposi¢do de alguns fatos basicos de geometria
(secdo 1.2). Os pré-requisitos necessarios para o entendimento de quase todo o Capitulo 1 sdo
apresentados nesse momento. Os principais resultados s@o todos apresentados no Capitulo 1,
a saber, lemas (A), (B) e Principal. A demonstra¢do do Lema (A) (se¢ao 1.5) serd reduzida ao
Lema Principal. O Lema (B) € independente do Lema Principal e também é demonstrado no
primeiro capitulo (se¢do 1.6). Ainda no primeiro capitulo, demonstramos o Teorema de Efimov
(secdo 1.4). O texto foi dividido de forma que ao final do Capitulo 1 o leitor ja tivesse uma
idéia da demonstragcdo do Teorema de Efimov.

O Capitulo 2, é todo dedicado a demonstracao do Lema Principal (secdo 2.7). Varios
resultados antecedem essa demonstracao.

Dois resultados necessérios para a demonstragdo do teorema de Efimov ndo sdo demon-
strados, a saber, o segundo item do Lema 1.6.5 ¢ o Lema 2.4.1. Pois, as demonstra¢des sao
muito técnicas e dessa forma nada mais nos restaria se ndo fazer uma cépia do exposto em
[5] nas secdes 1.3 e 2.5. Pela mesma razdo, duas outras afirma¢des nao sdo demonstradas,
mas suas demonstragdes podem ser encontradas em [5]. A omissdo dessas demonstragdes nao
comprometem o resultado final.






CAPITULO 1

Teorema de Efimov

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os principais resultados do trabalho e admitimos o resultado prin-
cipal para que no final deste capitulo ja se tenha uma idéia da demostra¢do do Teorema de
Efimov. Com o objetivo de estabelecer uma notagdo, comecaremos o capitulo com alguns
conceitos basicos de Geometria.

1.2 Preliminares

Seja S uma 2-variedade diferencidvel (C™) conexa (que chamaremos simplesmente de uma su-
perficie). Uma aplicagdo diferencidvel ¢ de S em R> é dita uma imersao, se a aplicacio linear
de, : T,S — R3 ¢ injetiva para todo p pertencente a S. Se além disso, ¢ é um homeomor-
fismo sobre sua imagem (a imagem com a topologia de subespago) entdo dizemos que ¢ ¢ um
mergulho.

Proposicio 1.2.1. Se ¢ : S — R3 é uma imersdo entdo, para todo p € S existe uma vizinhanca
V de p tal que a restricdo @|y é um mergulho.

Sendo ¢ como na proposi¢do, definimos em cada 7),S um produto interno pondo,
<u,v>,=<d@yu,de,v >

onde u e v pertencem a 7,8 e o ultimo produto interno € o euclidiano de R3.

Assim, definimos uma primeira forma quadritica em cada T),S por I,,(u) =< u,u >, para
todo u em T,S.

Em um sistema local de coordenadas podemos escrever,

[ = Edx* + 2Fdxdy + Gdy?,

onde £ =< X, X, >, F =< X, X, >, G=<X,,X, >.
Considerando um sistema local de coordenadas, e sendo W uma vizinhanca coordenada de
p, podemos definir uma aplicacdo N : W — S? pondo,

(@oX)xA(@oX),
[(@oX)x A(@oX)yl

3

N(x7y> =
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Escrevendo N em coordenadas locais, podemos definir uma segunda forma quadrética,
11 = edx® + 2 fdxdy+ gdy2

onde,e = — < Ny, Xy >, f = — <Ny, Xy >= — <N,, X, >, g=— <N, X, >.
Definimos a curvatura gaussiana de S em p por,
eo— 2
K(p) = EgG—_sz — det(dN,).

Se olharmos uma vizinhanca de p, digamos U, mergulhada no R? vemos que essa definicio
coincide com a defini¢do de curvatura gaussiana no ponto ¢ (p) pertencente a superficie regular
¢©(U). Logo, a curvatura independe do sistema de coordenadas escolhido. Note ainda que a
curvatura depende da imersao ¢.

Dada uma métrica em S defina uma distancia entre dois pontos g € ¢’ tomando o infimo dos
comprimentos de todos os caminhos C! por partes em S ligando ¢ e ¢’. Com essa distancia,
S torna-se um espago métrico e a topologia induzida pela métrica coincide com a topologia
original de S. § € dita completa se € um espago métrico completo.

1.3 Lema(A) e Lema(B)

Algumas observagdes e definicdes serdo necessdrias para enunciarmos os lemas (A) e (B).

Seja S uma superficie ¢ @ uma imersio de S em R>, suponha que S na métrica induzida
por @ é completa e satisfaz K < —k < 0 para algum nimero positivo k. Suponha ainda que S é
orientavel e seja N : § — S? a aplicagiio normal de Gauss.

Como dN, ¢ um operador linear ¢ det(dN,) = K(p) # 0, vemos que este operador linear ¢
uma bijecdo, em particular N € uma imersao e difeomorfismo local.

Seja III a forma quadrética sobre S induzida por N e denote por S(III) a superficie rieman-
niana obtida usando a métrica riemanniana associada a forma quadratica III em S, denotaremos
por g* essa métrica. Sendo X é um sistema local de coordenadas, temos que os coeficientes E*,
F*, G* da forma quadratica III sdo dados por,

E* =< Ny,Ny, >

F* =< Ny,Ny, >

G* =< Ny,N, >.

A curvatura gaussiana em todo ponto p de S(III) ¢ igual a 1 uma vez que N € uma isometria
local.

Observacao 1.3.1. A superficie riemanniana S(III) ndo € completa. De fato, supondo S(I1I)
completa, obtemos uma superficie completa com curvatura gaussiana constante igual a 1, logo
pelo Teorema de Bonnet S(IIT) é compacta. Como S(III) e S sdo homeomorfos, S ¢ compacta,
assim como ¢(S). Seja p o ponto de S tal que @(p) é o ponto de @(S) mais distante da origem.
Temos que K(p) > 0, mas por hipétese K < —k < 0.

Como S(III) ndo € um espaco métrico completo denotaremos por §(III) 0 seu completa-
mento.
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Sabendo que N:S(IIT)— S? é uma isometria local, temos que N é Lipschitziana. Logo, pode-
mos estender N de forma continua ao seu completamento, veja [4] pagina 177. Denotaremos
essa extensao por N. B _

Para o nosso objetivo serd importante estudar N nos pontos que pertencem a S(III) e ndo
pertencem a S(III). Nesse sentido, se 2 € uma superficie com uma métrica e d é a fungdo
distancia definida na se¢do anterior, dizemos que o conjunto

Dy(a) = {q € Qld(a,q) <r}

¢ um disco geodésico de centro a € Q e raio r > 0. No caso em que Q = S? ¢ a métrica é a
induzida por R3, dizemos que a fronteira de um disco geodésico é um circulo nio-geodésico
se a fronteira ndo € um grande circulo. O centro de um circulo ndo-geodésico ¥ € o centro do
disco geodésico de menor drea que possui Y como fronteira.

Definiciio 1.3.2. Sejam y um arco circular nio-geodésico fechado em S? (por fechado enten-
demos, um subconjunto fechado de $?) e p um ponto interior a y. Definimos o retingulo
geodésico fechado com base 7, R(7, €), da seguinte forma:

Seja ¢ o centro do arco ndo-geodésico y. Para cada ponto g de ¥ considere a geodésica que
contém c¢ ¢ g. Partindo de g, caminhe ao longo dessa geodésica uma distancia € de ¥ no sentido
de ¢ para ¢ de modo que a distancia percorrida entre c e ¢ é a menor possivel. R(y,€) € a unido
desses arcos geodésicos (Figura 1.1).

Dizemos que o interior de R(Y,€) é um retngulo exterior a p e denotaremos esse interior
simplesmente por R(7,€).

Figura 1.1 R(7,¢€)

Suponha agora que € ¢ uma superficie com uma métrica para a qual uma imersao isométrica
i1 Q — S? é especificada. (S(IIT) com a aplicacdo normal de Gauss ¢ um exemplo dessa situ-
acdo.)

Como €2 € um espago métrico podemos tomar o seu completamento, Q. Caso Q seja com-
pleto temos ) = Q. Estenda i auma aplicagiio continua i : Q — $2, como fizemos anteriormente
com a aplicag¢do normal de Gauss.

_ SejamU CQeV C Q. Denotaremos por U, o fecho de U em Q e por V, o fecho de V em
Q.

Definicao 1.3.3. Seja p € Q \ Q. Dizemos que Q é concavo em p, se p € 7 para algum
subconjunto abertoN% € Q tal que:

(@)ié1-1em % (em particular i € 1-1 em %); N

(b) i(% ) contém o interior de algum retdngulo exterior a i(p).
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Definicao 1.3.4. Dizemos que  é pseudo-convexo se ndo existe p € Q \ Q para o qual Qé
cOncavo em p.

Vejamos dois exemplos para ilustrar as definicdes acima .

Exemplo 1.3.5. 1. Seja H o hiperbolside de uma folha dado por x> +y> —z2 =1, com a
métrica induzida do R3. E seja N a aplicaciio normal de Gauss,

(2x,2y,—2z)
2022422 -1

Como o hiperboléide acima é uma superficie de revolucdo gerada pela rotagdo do ramo
y > 0 dahipérbole y* — 72 =1e

N(x,y,2) =

\/ 21 1 1

lim N(0,y,z) = lim (0, —— Y )= (0, +——

y—o0 y—ro0 \/ y _1 \/zy ) \/7 \/_
Concluimos que N(H) = {(x,y,z) € §? | —ﬁ <z< ﬁ}

H (IIT) € concavo em todos os pontos que pertencem a H(III) e ndo pertencem a H. Para
ver isso, tome p € H(II)\ H, ou seja, p é limite de uma seqiiéncia (x;) contida em H(III).

Nessas condig¢des, € claro que x; sai de todo conjunto compacto de H(III), logo a coorde-
nada z de N(x;) tende a+ 7 Pela continuidade de N temos que N (p) pertence ao plano

7= —% ouz= \/i’ isto é, N(p) pertence a um arco ndo-geodésico, agora basta tomar

% =Hee<7Z.

Note que H tem curvatura gaussiana negativa, mas nao satisfaz as hipéteses do Teorema
de Efimov, uma vez que a curvatura tende a zero na medida que os pontos se afastam da
origem.

2. Seja G o gréfico da fungdo f(x,y) = ¢*siny, com a métrica induzida do R3. Considere a
aplicag@o normal de Gauss,

(=fo,—fys1)  (—€*siny, —e*cosy, 1)

Ny Ve

1 . . . . .
Como 0 < T < 1, vemos que a imagem de N estd contida na regido 0 < z < 1. E

N(xay) =

facil ver que a imagem é de fato toda a regido 0 < z < 1. Observe que N(x,y) se aproxima
do equador quando x—o0oeN (x y) se aproxima do polo Norte quando x — —eo. Logo,

existe p em G(III) para o qual N (p) é o polo Norte. Mostraremos que G(III) € cdncavo
em p. Para isso, considere o conjunto

U ={(x,y,e'siny) |x<0;—w <y< 7}

e observe que N|g é 1-1. Mostraremos que N | 7 ¢ 1-1 mostrando que existe um nico

pem “j/v\ % . Sejam yq e y; nimeros reais entre —7 e . Note que N(x,yo) — (0,0,1)
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quando x — —oo e N(x,y;) — (0,0,1) quando x — —eo. Como a métrica em G(III) &
o pull-back da métrica esférica, vemos que (x,yo,e*sinyg) — p e (x,y1,e*siny;) — p
quando x — —oo. Logo, N|-¢é 1-1. E claro que N(%/) contém um retngulo exterior a

4
N(p).

Seja S uma superficie munida de uma métrica . Dizemos que uma curva parametrizada y é
uma geodésica, se localmente ela minimiza a distancia entre quaisquer dois pontos.

Definicao 1.3.6. Seja S uma superficie munida de uma métrica . Um subconjunto H de S € dito
fortemente convexo se ele € ndo vazio e quaisquer dois de seus pontos pode ser ligado por um
tnico arco de geodésica contido em H cujo comprimento ¢ igual a distancia (em §) entre esses
dois pontos.

Lema 1.3.1 (A). Seja S uma superficie completa, orientada, imersa em R> e com curvatura
gaussiana K satisfazendo K < —k < 0. Entdo, S(11l) é pseudo-convexo.

Lema 1.3.2 (B). Se i : Q — S? é uma imersdo isométrica de uma superficie Q munida de uma
métrica e se L) é pseudo-convexo entdo,

(a)iél-I;

(b) ou i(Q) = S?, ou i(Q) é um subconjunto fortemente convexo de S* (em particular, Q. é
simplesmente conexo);

(c) a drea de Q é finita, igual a 47 se i(Q) = S e menor ou igual a 27 caso contrdrio.

1.4 Demonstracao do Teorema de Efimov

A demonstracio serd feita por contradi¢do e primeiramente vamos supor S orientdvel. Sendo
assim, sejam S é uma superficie orientdvel ¢ ¢ uma imersio de S em R>. Suponhamos ainda
que S é completa na métrica g induzida por ¢ e satisfaz K < —k < 0. Escolha uma orientagcao
para S escolhendo uma aplicacdo normal de Gauss N.

Pelo Lema (A) temos que S(II1) é pseudo-convexo. Sabemos da observagdo 1.3.1 que S ndo
¢ compacto, logo N(S(III)) ndo € toda a esfera, pelo primeiro item do Lema (B). Segue que
S(IIT) tem &rea menor ou igual a 27.

Seja p um ponto qualquer de S e considere o disco geodésico, na métrica g, D,(p) para
algum r > 0. Denote por A(r) a drea na métrica g do disco geodésico D,(p) e A*(r) a drea na
métrica ¢g* (induzida por N) do mesmo disco geodésico. Com essa notagao temos

A*(S) <27

Por um teorema de Hadamard, veja Apéndice, a vizinhanga de coordenadas polares geodési-
cas € global. Logo,

A(r) = VGdpd#.
Dr(P)

Pela formula da mudanca de varidveis temos

A*(r) = /D . K|v/Gdpd.
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Logo,
2w > A*(r) > kA(r).
Isto €, )
Ar) < 7” (1.1)

Para concluirmos a demonstragdo admitiremos o seguinte afirmac¢do: uma superficie simples-
mente conexa, imersa em R, com curvatura gaussiana K < 0 e completa na métrica induzida
pela imersdo, tem drea infinita. Para demonstra¢do dessa afirmagdo veja o Apéndice.

Pela parte (b) do Lema (B), S(IIT) é simplesmente conexo. Logo, S é também simplesmente
conexo. Fazendo r — oo, a afirmagdo acima nos diz que A(r) — oo, contrariando (1.1), como
desejdvamos.

Uma vez demostrado o Teorema de Efimov no caso orientdvel € facil estender o resultado
para o caso ndo-orientdvel. Basta considerar o recobrimento duplo orientdvel.

Portanto fica estabelecido o Teorema de Efimov. Todo o trabalho seguinte ¢ dedicado a
estabelecer os resultados admitidos nesta demonstragao.

1.5 Demonstracao do Lema(A)

Nesta se¢do enunciaremos o resultado mais importante para a demonstragao do Teorema de Efi-

mov, o Lema Principal. Esse lema serd demonstrado no proximo capitulo. Agora, mostraremos

que a demonstra¢do do Lema (A) pode ser reduzida a demonstragdo do Lema Principal.
Sejam c e r constantes positivas. Consideremos o conjunto

D={(x,y)|0< x2+y2 <rix> —cyz}.

Seja 2 uma regido aberta de R? contendo D, simplesmente conexa e que niio contenha a origem
(Figura 1.2).

Figura 1.2 A regifo aberta

Seja F : 2 — R? uma imersdo. Denotemos por g* a métrica riemanniana em 2 induzida
por F. Dados g e ¢ pertencentes a D, definimos a distancia d}, entre os pontos ¢ e ¢', tomando
o fnfimo dos g*-comprimentos de todos os caminhos C! por partes em D ligando g e ¢'. Assim,
D se torna um espaco métrico.
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Lema 1.5.1 (Principal). Sejam F : 2 — R? uma imersdo e A (x,y), A2 (x,y) os autovalores de
dF (x,y). Suponha Ai(x,y) e A»(x,y) reais satisfazendo

—0 < A‘l(x7y) < )'Z(x7y) Sa

para alguma constante ¢ e para todo (x,y) € D. Entdo, D com a distancia dj, ndo é um espago
métrico completo.

Para fazermos a redug@o desejada, suponhamos, além das hipoteses do Lema (A), que S(IID)
ndo é pseudo-convexo. Isto é, S(III) é concavo em algum ponto p € S(I)\S(III). Assim, por
definicdo, p € 7 para algum subconjunto aberto % C S, Nél-lem% eN (%) contém o
interior de algum retidngulo exterior a N(p), digamos R(y,€). Trocando % por um aberto
menor, se necessdrio, podemos supor que N(% ) = R(y,€). Fazendo uma rotagdo em ¢(S)
podemos supor que N (p) é o polo norte de S?. Observe que o arco nio-geodésico ¥ que contém
N(p) é tangente a um grande circulo em N(p). Esse grande circulo determina dois hemisférios
e um deles contém Y. Com mais uma rota¢do, se necessdrio, podemos supor ¥ contido no
hemisfério y > 0 e y tangente ao grande circulo y = 0. Finalmente, suponha que R(Y,€) estd
contido na regido z > 4 em S

Denote por (x,y,z) o vetor N(gq), onde ¢ é um ponto pertencente a % . Pelo que acabamos
ver z > ‘/TE, logo (N(q),(0,0,1)) > % Isto é, o Angulo entre N(g) e o vetor (0,0,1) é menor
que 45 graus. Defina a aplicacao

v — R2
q — (Tyoo)(q)

onde 7,, ¢ a projecdo sobre o plano xy. Sabemos que 7, ¢ ¢ sdo fungdes C=°, e ainda 7y,
restrito a @(U) é 1-1. Logo, a aplicagdo g — (7, 0 ¢)(g) é uma imersdo de % em R>.
Chamaremos de 7 essa imersdao. Como ¢ € localmente 1-1, temos para todo ¢ € % uma
vizinhanga (em %) para a qual € 1-1. Usando uma inversa local de © podemos descrever
uma vizinhanga suficientemente pequena em %/ por uma fungéo z = f(x,y) de classe C*(se @
for 1-1 descrevemos todo % por uma fung@o z = f(x,y)). Assim, temos que o vetor normal a
q= (x,y,f(x,y)) € % é dado por

JIHR+R

onde fy e fy sdo calculados em (x,y). Em particular temos

I V2

-
JIHR+R

ff+f<l

N(q) =

logo,

para toda a vizinhanga em questao.
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Seja H o hemisfério norte aberto de S e considere a aplicagio auxiliar u : H — R? dada
por
—y x
Hixy,2) = (7).
Assim, p é um difeomorfismo sobre sua imagem e aplica N(% ) = R(y,€) numa regido
aberta de R?, que chamaremos de 2. A escolha da aplicagiio u se tornard clara em alguns
instantes. Note que (N (p)) = u(0,0,1) = (0,0), u(y) estd contido no semi-plano x < 0 e

tangencia o eixo y no ponto (0,0).

\{

Figura 1.3 O conjunto

Logo, para algum n suficientemente grande p(7) estd contido na regifo x < —%yz (Figura
1.4).
Considere r um nimero real positivo suficientemente pequeno para que o conjunto

1
D={(x,y) € R2|O <)62—|—y2 < I’Z;x > __yZ}
n

esteja contido em & (Figura 1.5).
O lema principal serd aplicado a fungido F : 2 — R? (Figura 1.6) dada por

F=moN"! ou_l.

Nosso préximo passo € verificar que a funcdo F satisfaz as hipéteses do Lema Principal.
Afirmacdo 1: Os autovalores A;(x,y) e A2(x,y) de dF(x,y) sdo reais, tem sinais opostos,
tem mesmo moédulo e existe um « tal que

—a < )Ll (x7y) < 2’2(x7y) <o

para todo (x,y) € 2.
Demonstracdo da Afirmacdo 1. Seja g € 2/. Considere uma vizinhanca de ¢ (em %)
descrita por z = f(x,y), temos que

[.LoN(x,y,f(x,y)) = (fy7 _fx)’

onde fy e f; sdo calculados em (x,y).
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n

n(v)

\{

Figura 1.4 p(y) contido na regido x < —%yz

VA

B
v

=Y

FiguralS DC 9

Logo, podemos expressar uma inversa local de F por

F7l(xy) = (moNor™)(x,y) = (oN)(x,y, f(x,y)) = (fy. —fo).

~1p S fyy>
[dF ]—(_fxx _fxy

det[dF_]] = fexcSyy = fynSoy-

A fung@o f ¢ de classe C*, 1ogo fyx = fyy. Os autovalores {; e §, de dF ~1 sd0 as rafzes de

fu=C  fy ) _
det ( _fxx _fxy_c =0

Calculando o determinante a equacao acima se torna

CZ - fxzy - fxxfyy-

Assim,

e o determinante Jacobiano é
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/ 1 Ty

Y
D

-1

Figural.6 F=noN 'opu

fxxf _f2
e oK s k<0,

segue que fxzy — fucfyy > 0, ou seja, &) e {p sdo reais, tem mesmo médulo e sinais opostos.

Usando que a curvatura gaussiana em (x,y, f(x,y)) é dada por K =

Assim, [dF 1] é diagonalizdvel e
detldF ' =G =K(1+ f+f1)* < —k

portanto
GGl =187 =167 > &

ou ainda

61| =8| >V
|

Finalmente, observe que os autovalores de [dF]| sio A; = é el = e Claramente 4 e A,
sdo reais, tem mesmo maddulo, sinais opostos e satisfazem

1 1
——= <Al <h<—

vk vk

Portanto demonstramos a Afirmagdo 1 para uma vizinhanga em % de g. Mas como a limi-
tacao acima encontrada ndo depende da escolha da inversa local de F' concluimos a Afirmacgao
1.

Afirmacio 2: D com a métrica dj, € um espagco métrico completo.

Demonstracdo da Afirmacdo 2. Seja g* a métrica obtida em %/ a partir do pull-back da
métrica g* pelo difeomorfismo o N. Como g* é a métrica em 2 induzida por F = toN~'o
1! vemos que a métrica g* é o pull-back da métrica euclidiana pela aplicacdo 7. Considere o
conjunto U = (o N)~ (D) e defina uma distancia em U, que denotaremos por dy;, pondo

diy(9,4") =dp((LoN)(q),(LoN)(q)),Yq,4 € U.

Isto é, d};(q,q’) é o infimo dos g*-comprimentos de todos os caminhos C'! por partes em U
ligando ¢ e ¢. Logo, a Afirmagéo 2 é equivalente a seguinte afirmacdo: U com a métrica dj; é
um espago métrico completo.

Mostraremos que U com a métrica d;; € um espago métrico completo.
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Seja ¢ um ponto de acumulacdo de U. Mostraremos que U é fechado em S, na topologia
original, mostrando que ¢ € U. Suponha por absurdo g € S\ U. Como U e D sdo home-
omorfos, (it oN)(g) é ponto de acumulagdo de D e ndo pertence a D. No entanto, o dnico
ponto de acumulag@o de D que ndo estd em D é a origem, logo i(N(gq)) = (0,0). Sendo p um
difeomorfismo segue que N(g) = (0,0,1) = N(p). Sabendo que N é 1-1 em U temos p = q.
Contradi¢do! Pois p ndo pertence a S.

Sendo U um subconjunto fechado de uma superficie completa (na métrica induzida por @)
obtemos que U é também completo (na métrica de subespaco de S). Como U € uma subvar-
iedade de S com fronteira C' por partes, segue que se medirmos a distincia dy(¢,q’) entre ¢
e ¢’ tomando o infimo dos comprimentos (na métrica induzida por @) dos caminhos C' por
partes em U ligando g e ¢/, U continua sendo completo. A demostragio desse fato pode ser
encontrada em [5].

Resta mostrar que se U é completo na métrica dy também o serd na métrica dy;. Para isso,
seja y um caminho C! por partes em U. Denote por /(¢ o ¥) o comprimento euclidiano de ¢ o y
(que é igual ao comprimento de y na métrica induzida por @) e [(7y, 0 @ 0 ¥) 0 comprimento
euclidiano de 7y, o ¢ o ¥ (que € igual ao comprimento de y na métrica g*).

E claro que I(@ o y) > [(Ttyy 0 @ oY) (conseqiientemente dyy(q,q") > di;(q,4’)) e como para
cada g € % o angulo entre N(q) e (0,0, 1) é menor que 45 graus temos que o dngulo entre cada
vetor (9o y)(t) e (0,0,1) estd entre Z e 3%, logo

17y ((@ o) ()| = gll(q?w)'(t)H-

Ou seja,

oo = [ I@or)Wlldr < V2 [y ((9 o/ () |dr = Vi(myop0v

Logo,
di(q,q) < dy(q,q") < V2d};(q,q).

Portanto toda seqiiéncia de Cauchy na métrica d;; € uma seqiiéncia de Cauchy na métrica
dy, como desejavamos.

Uma vez demonstrado o Lema Principal fica estabelecido o Lema (A), ja que o Lema Prin-
cipal nos diz que nenhuma imerséo F : 2 — R? pode satisfazer as afirmagdes 1 e 2 simultane-
amente.

1.6 Demonstracao do Lema(B)

A demonstrac¢do do Lema (B) € independente do Lema Principal e é precedida de alguns resul-
tados.

Observacio 1.6.1. Suponhamos Q uma superficie munida de uma métrica , i : @ — $? uma
imersao isométrica e ¥ uma geodésica em . Entdo, io 7y € um arco de grande circulo cujo
comprimento € igual ao comprimento de y. De fato, pois as curvas que minimizam distancias
em §? sdo os grandes circulos.
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Lema 1.6.1. Nas hipdteses da observacdo anterior, se 'y tem comprimento menor que T, entdo
i restrito a 'y é 1-1 e y é um caminho minimizante entre quaisquer dois de seus pontos.

Demonstracdo. Se tivéssemos dois pontos distintos em 7, digamos g € ¢/, para os quais i(g) =
i(¢'), digamos ainda que o é o arco de ¥ com extremos ¢ € ¢', terfamos que i o & seria um
arco fechado de grande circulo. Absurdo! Pois, & tem comprimento menor que 7 (observe
que, se Y tem comprimento 7 ainda temos que i restrito a ¥ € 1-1). Claramente, um arco de
grande circulo de comprimento menor que 7, minimiza a distancia entre quaisquer dois de seus
pontos. Logo, para quaisquer dois pontos g € ¢’ pertencentes a ¥, o arco de ¥ cujos extremos
sdo g e ¢’ é o caminho minimizante entre eles. L]

Defini¢io 1.6.2. Dizemos que um disco geodésico D,(a) C Q é um disco geodésico cheio, se
podemos partir de a, em qualquer direco, ao longo de um raio geodésico semi-aberto em €2 de
comprimento r.

Lema 1.6.2. Suponhamos que Q é uma superficie munida de uma métrica , i : Q — S* é uma
imersdo isométrica e Dy(a) é um disco geodésico cheio com r > m. Entdo, § é uma esfera e
i:Q — S? ¢ uma isometria.

Demonstragdo. E claro que o disco geodésico cheio Dy(a) estd contido em D,(a).

Primeiramente mostraremos que a aplicagdo i restrita a Dy (a) é 1-1. Sejam g e ¢’ pontos
distintos pertencentes a D (a) e considere os arcos geodésicos a e B ligando a a g e a a ¢/,
respectivamente. Segue pelos dois dltimos resultados que io o € i o B sdo arcos de grandes
circulos, ambos de comprimento menor que 7. Pelo lema anterior, i restrito a ¢ ¢ 1-1, assim
como i restrito a B. Se ¢ = a ou ¢’ = a temos imediatamente i(q) # i(¢'). Se esta ndo € a
situagéio, entdo io o e io 3 possuem apenas o ponto i(a) em comum. De fato, ioa e iof3
nao podem coincidir, pois i é localmente 1-1, sabendo que io @ ¢ io 3 sdo arcos de grandes
circulos distintos de comprimento menor que 7, concluimos que ndo podem se interceptar em
dois pontos. Logo, i(q) # i(¢'). (Pelo mesmo argumento, se < 7 temos também que i|p (4 ¢
1-1.)

Agora, mostraremos que i(Dy(a)) = 82\ {—i(a)}. Cada arco geodésico partindo de a com
o comprimento menor que 7 é mapeado por i num arco de grande circulo partindo de i(a) com
0 mesmo comprimento. Sabendo que i Dx(a) € 1-1 € que podemos partir de a ao longo de uma
geodésica em qualquer que seja a diregdo, obtemos i(Dy(a)) = S*\ {—i(a)}. (Esse mesmo
raciocinio pode ser utilizado para mostrar que: se r < 7 entéo i(D,(a)) é um disco geodésico
de raio r em §2.)

Assim, i|p,(q) : Dr(a) — §2\ {—i(a)} é umaisometria. Sendo i continua, temos i(dDz(a)) =
—i(a). Como dDy(a) é um conjunto conexo e i € localmente 1-1, temos que d Dz (a) é um tnico
ponto.

Resta-nos mostrar que Dy(a) = Q. Para isso, mostraremos o seguinte: se A é um sub-
conjunto aberto de S (uma 2-variedade diferencidvel conexa) e dA = {p}, entdo S = AU {p}.
Claramente, AU {p} é fechado, pois AU {p} = A. Logo, o conjunto B =S\ AU {p} é aberto,
isto é, S=AU{p} UB com A e B abertos. Afirmamos que B é o conjunto vazio. Se ndo fosse
assim, teriamos S — { p} desconexo. Absurdo!

Portanto, Dz (a) = Qe i: Q — S? é uma isometria. O
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Lema 1.6.3. Sob as hipdteses do Lema(B), se Dr(a) é um disco geodésico cheio, com r > %,
entdo Q é uma esfera e i : Q — S* é uma isometria.

Demonstracdo. Dado um tal disco D,(a), se pudermos aumentar o raio de r para ¥’ com v’ > 7
entdo pela observagdo anterior segue o resultado. Suponhamos entdo que 7 <r<rmwequeré
maximal no seguinte sentido: ndo existe um disco geodésico cheio de raio maior que r € centro
a. Logo, existe p na fronteira (em Q) de D,(a) que pertence a Q e ndo pertence a Q.

Como j4 observamos anteriormente, i(D,(a)) é um disco geodésico de raio r em S e i Dy (a)

é 1-1. Logo, i(p) pertence a fronteira do disco geodésico i(D,(a)). Seja I um circulo ndo-
geodésico contendo i(p) escolhido de tal forma que I" ndo seja um paralelo e a regido de maior
drea em S? limitada por I esteja contida em i(D,(a)). Denotemos por y um arco de I" contendo
i(p) (Figura 1.7). Escolhendo & pequeno o bastante e fazendo % =i~ (R(y,€)) vemos que

Q é concavo em p. Contradi¢do! Se r = 7 temos i(p) = —i(a) e é imediato que o resultado
permanece.

Assim, sempre € possivel aumentar o raio de r para ¥, com ¥ > 7. Portanto, segue o
resultado pelo lema anterior. ]

antipoda de i(p)

/_._\‘<ntro de "
1(p)
i
B
i(p)

Figura 1.7 i(D,(a))

Lema 1.6.4. Sob as hipoteses do Lema(B), se Q ndo é uma esfera, entdo qualquer geodésica
ligando dois pontos no interior de L tem comprimento menor que T.

Demonstracdo. Sejam pg, go pertencentes a L2 e Y uma geodésica ligando pg € gg. Suponhamos
por absurdo que /(y) > m. Trocando 7y por um arco préprio, se necessario, podemos supor que
I(7y) = m. Por simplicidade, suponhamos que io ¥ estd parametrizando a parte y < 0 do equador.

Uma e-faixa sobre i oy é a unidio de todos os discos geodésicos sobre S? de centro em algum
ponto de io Yy e raio €.

Seja p um ponto arbitrario de Q. Como i é localmente 1-1, podemos escolher 0 < g, < 5 e
uma vizinhanga N), de p tal que,

vy : Ny = De, (p)
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€ bijecdo. Considerando para cada p uma vizinhanca N, e fazendo a unido de todas essas
vizinhangas obtemos uma cobertura aberta de Y. Sendo Yy compacto, podemos extrair uma
subcobertura finita, digamos

n
v UNy,
=

Pelo Lema 1.6.1, temos que il € 1-1. Logo, se escrevemos N = |J}_; N,,;, segue que i|y €
1-1. Escolha um € > 0 de tal forma que D¢ (p) C U, D, (pj),Vp € 7. Assim, se escrevemos

Ng=i! (UpeyDe(p)), temos que

i:No— | De(p)
peY

¢ uma bije¢éo. Tomando € suficientemente pequeno, podemos supor que a imagem por i de ]Va
(lembrando que Ny € o fecho de Ny em Q) estd inteiramente contida em £2.

Dado um nimero 6 > 0, considere as rotagdes em $2 da e-faixa em torno do eixo x (para
cima ¢ para baixo). O interior do conjunto dos pontos sobre S? atingidos durante o percurso
dessas rotagdes é o que chamamos de 0-regido. (Se 0 < 6’ < 0 entdo, a 6-regido contém a
0’-regido.)

Seja A um conjunto constituido pelos valores de 6 em [0, §], para os quais existe alguma
vizinhan¢a Ny de 7y que é mapeado por i biunivocamente na 6-regido em S2. Note que esse
conjunto € ndo vazio, pois a 0-regido € exatamente a €-faixa. Agora, chame de 6 o supremo
do conjunto acima. Se 6 > (5) — &, entdo existe um disco geodésico de centro em (0,—1,0) e
raio maior que % inteiramente contido numa 6-regido, isto é, existe um disco geodésico em €
de centro i~ (0, —1,0) e raio maior que Z que ndo é uma esfera. Pelo lema anterior, absurdo!
Se 6 < (%) — €, entdo 6 pertence ao conjunto A. Observe que o fecho de Nz em Q contém um

ponto p que ndo pertence a Q. Sabendo que i(Np) é a e-faixa e que o fecho de Ny em Q estd
contido em £, temos que p ndo pertence a Ny. Logo, i(p) estd a uma distancia maior que € dos
extremos de ioy. Assim, i(p) pertence a parte da fronteira de Ny que estd sobre um arco ndo

geodésico. Segue facilmente que Q é concavo em p. Mas, por hipétese Q é pseudo-convexo.
Portanto, segue o resultado. L]

Lema 1.6.5. Sob as hipoteses do Lema(B), se Q ndo é uma esfera e se 'y é um arco geodésico
em Q ligando o centro do disco geodésico cheio Dy(a) ao centro do disco geodésico cheio
D,(b), entdo

(i) l(y)+2r<m;
(ii) existe um conjunto aberto fortemente convexo H em Q contendo 7y, Dy(a) e D,(b);

(iii) 7y é a unica geodésica em Q ligando a e b. E ainda, 1(y) = d(a,b).

Demonstra¢do. (i) Se tivéssemos [(y) + 2r > 7, poderiamos estender a geodésica y a uma
geodésica de comprimento 7. Absurdo! (Lema anterior.)
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(i1)) Demonstracdo em [5].

(iii) Por (i) e (ii), I(y) = d(a,b) < m. Isto é, i(a) e i(b) pertencem a um mesmo hemisfério
(aberto). Logo, se existisse outra geodésica y ligando a e b, teriamos /() > 7. Absurdo!
O]

Agora estamos em condi¢des de demonstrar o Lema B.

Demonstracdo do Lema B. Primeiramente observe que se £ é uma esfera, entdo o lema segue
facilmente. Assim, podemos supor que € ndo é uma esfera.

Sejam p, g € Q pontos distintos. Como £ € conexo, existe um caminho I" ligando p e q.
Sabendo que i ¢ isometria local e I' é compacto, existe um € > 0 tal que todo ponto p em I" é
centro de um disco geodésico cheio de raio €. Escolha pontos p = po, p1, p2,---,pn =qgem T,
de tal forma que d(pj—1,pj) < €,Vj=1,2,3,...,n. Seja D; o disco geodésico cheio de centro
pj eraio €. Observe que p;_ € Dj, paratodo j =1,2,3,...,n.

Mostraremos por inducdo que existe uma Unica geodésica ligando pg a p,. Como pg € D
podemos ligar py a p; por uma tnica geodésica y; em Q, com [(y;) = d(po, p1). Suponhamos
que para todo j = 1,2,...,n— 1, podemos ligar py a p; por uma dnica geodésica y; em £2, com
[(y;) =d(po,pj). Pelo Lema 1.6.5, existe um conjunto fortemente convexo H contendo 7;,
Dy e Dj. Como pjy € Dj, existe uma Unica geodésica yj,1 em H ligando py a pj; 1, com
[(Yj+1) = d(po,pj+1)- Resta mostrar que ndo existe uma outra geodésica em Q ligando pg e
pj+1. Para isso, basta observar que [(7yj41) +2¢€ < 7. Assim, mostramos que Q é um conjunto
fortemente convexo.

Para demostrar o item (i), considere p,q € €2 pontos distintos e tome a geodésica y ligando
p e g. Sabendo que i restrito a y é 1-1 temos i(p) # i(q).

Para demostrar o item (ii) basta observar que € € fortemente convexo e i € 1-1 em Q.

Finalmente, demostraremos o item (iii) mostrando a seguinte afirmacéo: se E C S° é forte-
mente convexo, entio E estd contido em um hemisfério de S2. E claro que a afirmag@o demon-
stra (iii), pois ja sabemos que i é uma isometria e i(Q) C S? é fortemente convexo.

Demostragdo da Afirmacdo. Seja ¢ um ponto em S? cuja distancia de E é maximal. Se
r > & aafirmagio estd demonstrada.

Suponhamos 0 < r < % e que existe um tnico ponto p € E a uma distancia r de g. Seja
U o disco geodésico de raio € < 5 e centro p. Entdo o conjunto compacto E\ (U OF) estd
a uma distancia p maior que r de g. Seja 6 < min{p —r, % — r}. Partindo de ¢, caminhe ao
longo do grande circulo contendo p e ¢, no sentido de p para g, uma distdncia 6. Denote por ¢
o ponto atingido ao final desse processo. Claramente o ponto ¢ estd a uma distdncia maior que
r do conjunto U NE. Pela escolha de 8, a distancia entre g e o conjunto E' \ (UNE) é também
maior que r. Logo, g estd mais distante de E do que g, contradizendo a escolha de g. Assim,
vemos que existe pelo menos dois pontos p; € p» em E a uma distancia r de g. Considere o
arco geodésico minimizante sobre S? ligando p; e pa. Exceto p; e p, esse arco estd fora de E.
Como p; e py pertencem a E existem pontos g € g» em E arbitrariamente préximos de p; e
P2, respectivamente. Podemos escolher g; e g, de tal sorte que o arco geodésico minimizante
ligando esses dois pontos contenha pontos fora de E, contrariando a convexidade forte de E.
Portanto, 0 < r < ¥ ndo ocorre.
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Resta mostrar que também nao ocorre » = 0. Suponha por absurdo que » = 0. Em particular,
E é denso em S2. Escolha um ponto ¢ fora de E (um tal ponto existe, pois $? néio é fortemente
convexo). Considere o hemisfério aberto H centrado em ¢ e escolha um tridngulo geodésico
em H que contém ¢ como ponto interior em H. Como E é denso em S podemos supor que
os vértices desse tridngulo geodésico estdo em E. Assim, os lados do tridngulo geodésico
também estdao contidos em E. Denotemos por p; um dos vértices do tridngulo. Assim, o arco
de geodésica minimizante em S> ligando p; e ¢, pode ser estendido até atingir um ponto g
pertencente ao lado do tridngulo geodésico oposto ao vértice p;. Absurdo! Pois, g pertence a
E e no entanto o arco de geodésica minimizante ligando esse ponto a p; ndo estd contido em
E. O



CAPITULO 2

O Lema Principal

2.1 Introducao

Neste capitulo todos os nossos esfor¢os serdo dedicados a estabelecer o Lema Principal.
Em todo o capitulo vamos supor D, , F : I — R2e g* como no capitulo anterior. E ainda,
7, : R? — R é a projecio sobre o eixo x e Ty : R? — R é a projegio sobre o eixo y.

2.2 Raios

Definic¢io 2.2.1. Seja Y um caminho em D parametrizado por g*-comprimento de arco ligando
dois pontos p e g. Dizemos que ¥y é um caminho g*-minimizante em D, se nenhum outro
caminho em D ligando p e g tem g*-comprimento menor que o g*-comprimento de 7.

Pode-se mostrar que um caminho g*-minimizante em D é de classe C'. Uma sugestio para
a demonstragdo desse fato pode ser encontrada em [5], no Apéndice 3.

Defini¢fio 2.2.2. Dizemos que uma curva p : [0,00) — D € um raio se a restri¢do p|j € um
caminho g*-minimizante em D para todo s > 0.

Denotaremos por /(}) o comprimento euclidiano de uma curva y em R? e se ¥ é uma curva
em Z o seu g*-comprimento sera denotado por [*(7y). Assim, [*(y) =I(F o).
Note que um raio p é C! e estd parametrizado por g*-comprimento de arco. E ainda,

I*(p) = ee.

Observacdo 2.2.3. Se p é um raio entdo limy . p(s) = (0,0). Caso contrério, existiria um
€ > 0 tal que o conjunto compacto

C={(xy)€eD|x*+)*>¢€*}

conteria p(s) para valores suficientemente grandes do pardmetro s. Como o g*-comprimento
entre quaisquer dois pontos de p € igual a distincia dj, entre eles, terfamos pontos dentro de
um compacto arbitrariamente distantes. Absurdo!

O principal objetivo dessa se¢do € mostrar que, se D € completo na distincia d, entdo existe
um raio em D. Porém, serdo necessdrios alguns resultados precedentes.

Definicao 2.2.4. Dado um ndmero real 0, considere o funcional linear em R2

E(x,y) =xcos O +ysin6.

19
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Considere ainda um caminho retificivel ¥ : [a,b] — R2. Definimos a variagio total de & sobre
Y por

le(y) = supL
P
onde Z ={a=1ty<t) <t <..<t=b}éuma parti¢io de [a,b] e

k

Ly =) |&(v(n)—&(v(ti1) .

i=1

A definicdo acima coincide com a defini¢do de comprimento do caminho o = € o y. Logo,
se 7 é C! temos

5= [ 19 e |

Quando 6 =0 temos a variag¢do total de x sobre ¥, neste caso escreveremos & = 7, e le(y) =
I:(y). Quando 6 = % temos a variagdo total de y sobre ¥ e usamos uma notagdo andloga a
anterior (apenas trocamos x por y).

Definicao 2.2.5. Se y ¢ uma curva em & definimos
Lz (7) =1 (Foy).

Seja y uma curva em R?. Pela Desigualdade Triangular temos que 1(y) < L(y) + ly(y) ese
yestdem 2 temos, I*(y) < i () +15(7).

Definicdo 2.2.6. Uma quase-distancia d em D é uma funcdo de D x D em R que satisfaz as
propriedades usuais de uma distancia, exceto que d(p,q) =0 < p = ¢. Isto é, pode ocorrer

o~

d(p,q) = 0 mesmo com p # q.

Definic¢io 2.2.7. Sejam ¥ : [a,b] — D um caminho retificivel e d uma quase-distancia. Defini-
mos o quase-comprimento /(7y) em D por

I(y) = supWy
7

onde, Z ={a=1ty<t; <t <...<ty =b} é uma particéo de [a,b] e

k
Wa =Y d(y(t), Y(ti 1))

i=1

Exemplo 2.2.8. 1. Uma distancia em D € trivialmente uma quase-distancia em D.

2. Dado um 6 qualquer defina

dA(p,q) = inf{l%k (7) | ¥ é um caminho C! por partes ligando p e ¢ em D},

o~

onde &(x,y) = xcos 6 + ysen 6. Mostraremos que d(p,q) é uma quase-distdncia. De
fato,
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o~

@) d(p,p) =0;

~ ~

(i) d(p,q) =d(q,p);
(iii) d(p,q) = inf{lg (7) | € um caminho C! por partes ligando p e gem D} < inf{lz (7) |
y é um caminho C' por partes contendo r, ligando p e g em D} = cf( p,r)+ c?(r, q).

Observe que o quase-comprimento de um caminho retificivel 7y, associado a essa quase-

distancia que acabamos de definir, é lg (7). Por motivos Gbvios denotaremos por d%* essa

quase-distancia.

Lema 2.2.1. Se uma seqiiéncia de caminhos retificdveis ¢; : [0,1] — D converge uniformemente
na distdncia dj, para um caminho o : [0,1] — D (necessariamente retificivel) e se d é uma
quase-distdncia tal que d(p,q) < d},(p,q), entdo

(@) < liminfl(a;).

Em particular,
o) < liminfl*(aj).

Demonstra¢do. Dado € > 0 existe uma parti¢io & = {0 =19 < ... <1, = 1} tal que

>~

~ ~

lla)—e< ) dla(t),a(ti—1)).
=1

~

Como o converge uniformemente para @, existe um inteiro positivo jop tal que

J>Jjo :>dA(ocj(t),oc(t)) <dp(o(t),a(t)) < %,VI € [0,1].

Logo, para j > jj temos

-~ -~

isto &, /(&) — 2€ ¢ cota inferior para o conjunto {l/(¢;) | j > jo} para todo € > 0. Portanto,

segue o resultado.
1

Corolario 2.2.2. Se a segiiéncia de caminhos o : [0,1] — D converge uniformemente na dis-
tancia dj, para um caminho « : [0,1] — D, entdo

l: () < liminflg (o).

Demonstragdo. Basta observar que dg (p,q) <dj,(p,q) e aplicar o lema anterior. O
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Corolario 2.2.3. Se a segiiencia de caminhos g*-minimizantes, 7; : [0,s0] — D, converge uni-
formemente na métrica dj, para um caminho 7y : [0,s0] — D , entdo 'y é também um caminho
g*-minimizante em D.

Demonstracdo. O lema acima nos garante que
I*(Ylo.s) <UHmI*(yjlp) =5
Por outro lado temos dj;(7;(0),7;(s)) = s,Vj. Fazendo j — oo segue
dp (7(0),7(5)) =s

logo,
(v

05]) = 8-
Portanto,

(Vo)) = s-

Uma vez que ¥ estd parametrizado pelo g*-comprimento de arco e dj,((0), ¥(so)) = so,
concluimos que ¥ é um caminho g*-minimizante em D.
]

Lema 2.2.4. Se D é completo usando a distdcia dj,, entdo existe um raio em D.

Demonstracdo. Seja pg = (r,0). Queremos construir um raio p : [0,00) — D tal que p(0) = po.
Considere para cada n € N o conjunto compacto

D(n) = {(x,y) eD|P+y2 > (LY}

n+1

Chame de S(n) o subconjunto de D(n) que ¢ a intersec¢do de D com o circulo x> +y? = (= H )2.
Denotaremos por S(0) a esfera de centro na origem e raio r.
Para cada n, S(n) é compacto. Logo, existe pelo menos um ponto p, € S(n) tal que

df)(p(),S(l’l)) = df)(POvpn) =Cn

Construiremos para cada n um caminho g*-minimizante em D(n) saindo de pg e chegando
em pj.

Sabendo que dj,(po, ps) =inf {I*() | v é um caminho C' por partes ligando py e p,},
podemos encontrar uma seqiiéncia de caminhos C' por partes

a;:[0,*(o)] — D

de po a p,, cada um parametrizado por g*-comprimento de arco com [*(aj11) < I*(¢;), para
todo j e tal que [*(0tj) — ¢, quando j — oo. Note que [*(oj) > ¢, e ainda a;([0,c,]) estd
inteiramente contido em D(n). Caso contrdrio, terfamos para algum jj e algum so < ¢, que
aj,(s0) =P € S(n), o que implicaria d}y(po,P) < d}y(po, pn) = d}y(po,S(n)). Absurdo! Assim,
®jl[o,c,] € um caminho em D(n) para todo j € N. Observe que:
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(i) aseqiiéncia (el(o,)) € eqiiicontinua. Pois, dado € > 0 se tomarmos & = € temos

|s —s0| < & = dp(jl0,,)(5), ¥jl[0,c,) (50)) = [s —s0| <&, Vj€EN

(ii) o conjunto .2 = {o;(s) | j € N} estd contido no compacto D(n), logo %% é pré-compacto.

Portanto pelo Teorema de Ascoli-Arzeld a seqiiéncia em questdo possui uma subseqiiéncia que
converge uniformemente para um caminho continuo ¥, : [0, ¢,] — D(n). Como d,(aj(cy), pn) =
I*(aj) — ¢, vemos que oj(cn) — pp quando j — oo, isto &, ¥, ¢ um caminho de pg para p,. Pelo
Lema 2.2.1 temos [*(¥,) < lim[*(e]jo,,)) = cn, mas sabendo que ¥, € um caminho ligando po
e pn temos I*(y,) > ¢,. Logo, I*(Y,) = ¢,. Para que 7, seja um caminho g*-minimizante em
D resta mostrar que ele estd parametrizado por g*-comprimento de arco. De fato, ainda pelo
Lema 2.2.1

I (Wljo,s) < iml*(atjfjo,q) = s

e
r (’ynl[S,Cn]) S liml*(aj|[5,cn]) =Cp—S.
Como
F(m) =00 [O,S]) + l*(yn“s,cn]) = Cn
temos
l*(’yll [O,S]) = l*(ryn [O,S]) + l*(’}/”lhs,cn]) — l*(ryn [S,Cn]) =Cp— l*(’}/n“sycn]) Z s,
Logo,

I (aljo,s)) = -

Para cada m = 1,2,3,..., k, denote por ¥ a restri¢do de ¥ ao intervalo [0, cp]. E claro que
;" estd contido em D(m).

Como D(1) é compacto, novamente pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, existe Ny C N tal que
a seqiiéncia (Y] )ren, converge uniformemente para um caminho p; : [0,¢] — D(1). Note que
cada 9" € um arco g*-minimizante em D, assim pelo Coroldrio 2.2.3, p; € também um caminho
g"-minimizante em D.

Como D(2) é compacto, existe N, C N tal que a seqiiéncia (77 )xen, converge uniforme-
mente para um caminho p; : [0,c;] — D(2). E ainda, p, é uma extenséo de p; e também um
caminho g*-minimizante em D.

Por um processo indutivo obtemos para cada m uma extensao de p,,_ | que é g*-minimizante
em D.

Por construgdo temos que 0 < ¢; < ¢z < ... . Denote por c., 0 limite da seqiiéncia (c;).
Defina, p : [0,¢w) — D por p(s) = pu(s) para algum m tal que ¢, > s. Claramente p assim
definido € um caminho g*-minimizante entre quaisquer dois de seus pontos.

Para mostrar que p € um raio, resta mostrar que c. = . Note que

dp(po,p1) <dp(posp2) < .. <dp(Pospm) < oo < Coo.

Supondo por absurdo que ¢ < 0 0s pontos P (¢;) = Pm(cm) = pm formariam uma seqiiéncia
de Cauchy na métrica dj,, pois d,(pi, pj) = djy (p(ci),p(c;)) = |ci—cj|. Por hipétese, (p(cm))
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deve convergir para um ponto de D, porém por constru¢io essa seqiiéncia converge para a
origem de R?. Contradicio!

Portanto p € raio.

Observe que nada hé de especial com o ponto py. Podemos usar a mesma idéia para encon-
trar um raio cujo ponto inicial ¢ qualquer outro ponto de D. L

2.3 Lema da Comparacao

Lema 2.3.1 (da Comparacio). Suponha vy um caminho de py para qo que é g*-minimizante
em D e w um caminho simples, C' por partes, também de po para qqo. Entdo,

(y) <I:(w),
onde &(x,y) = xcos 0 +ysen 0 para algum 6 € R.

Demonstracdo. A demonstracio serd dividida nos casos 8 =0e 0 # 0.

No primeiro caso, comecaremos supondo que Y € ¥ se interceptam apenas nos pontos
Po € qo- Entdo, o subconjunto de D limitado por YU y € compacto e simplesmente conexo.
Denotaremos por K esse subconjunto. Considere C = {7 (F(p)) | p € dK e a reta tangente a
F(dK) em F(p) é vertical ou ndo estd definida}. Note que m, 0o Foyé C! e meo F oy é C' por
partes. Se sg € ponto critico de m, o F oy entdo

(120 F 07)(s0) = TuldFy) (Y (50)) =0,
Ou seja, a reta tangente a F(dK) em F(7y(sg)) é vertical, logo m(F(y(sg)) pertence a C.
Analogamente os valores criticos de 7, o F' o y pertencem a C. Os outros valores de C, sao
aqueles para os quais sua imagem inversa por 7, pertencem a F'(dK) e néo possui reta tangente
definida (s6 existe uma quantidade finita desses valores). Pelo Teorema de Sard obtemos que
C tem medida nula.

Seja @ um caminho parametrizado em D. Dizemos que « € pré-vertical se F o & € uma
parametriza¢io por comprimento de arco de um segmento vertical em R%. E claro que um
caminho pré-vertical ¢ um caminho g*-minimizante em D.

Denote por } a parte de y para a qual (7, o F')(7) ndo pertence a C. Seja p € ¥%. Como F
¢ difeomorfismo local, existe uma vizinhanga U (em K) tal que p € U e F(U) é a intersec¢do
de uma bola aberta em R? com F(K). Sabendo que (7, o F)(p) ndo pertence a C, podemos
escolher um segmento de reta vertical em F(K) comegando em F(p). Tomando a imagem
desse segmento de reta por uma inversa local de F, obtemos em K um caminho pré-vertical
comecando em p (observe que um caminho desse tipo € inico). Com um argumento andlogo
podemos estender esse caminho pré-vertical até que ele intercepte algum ponto da fronteira
de K, digamos em ¢g. Afirmamos que g deve pertencer a Y, pois caso contrdrio o caminho
pré-vertical ligando p e g deve coincidir com um arco de 7, (ja que ambos sdo caminhos g*-
minimizantes em D) um absurdo, pois tomamos p € Y, em particular, F o é ndo-vertical.
Defina a aplicagdo que associa a cada ponto p € ¥ o ponto ¢ = ¢(p) em ¥ que é o ponto final
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do caminho pré-vertical comecando em p. Assim definida, a aplicacdo g é 1-1, pois para cada
ponto ¢(p) € y existe um dnico caminho pré-vertical comecando em ¢(p). Denote por Yy a
imagem de Y pela aplicagdo que acabamos de definir.

Pela definicdo de 7y temos

(W) = L (wo) < L ().

Observe que,

(v
L= [ S ds= [ | EmEe) | ds

onde Sy é o subconjunto de [0,/*(y)] para o qual

CR(F((s) #0.

Por definigdo de Sy temos que a restrigdo (7, o F o y)|s, ¢ uma imersdo. Se retirarmos de
So um conjunto de medida nula, a pré-imagem de C pela aplicacdo 7, o F o 7y, ndo alteramos a
integral acima. Logo,

L(Y) = L)
Portanto,
L) =L(n) <L(y)
como desejavamos.
Ainda no primeiro caso, suponhamos que Y e ¥ possuem pontos interiores em comum. Se
Y e ¥ coincidem, o resultado é dbvio. Denote por ¥’ a parte de v disjunta de y. Como 7y é

fechado em R? temos que a intersecgiio de ¥ com y é fechado em , logo ¥’ é aberto em .
Assim, podemos descrever Y’ como uma reuniio enumeravel de abertos em vy,

v =w.
i
Suponha que a enumeracao € tal que

F(yn) = (ya) > ...

Se existe uma quantidade infinita de y;, entdo [*(y;) — 0 quando i — oo (pois, Y é reti-
ficavel).
Considere uma parametrizag@o de y, digamos y : [0, 1] — D. Assim, obtemos parametriza-
coes
y; : (a;,b;) — D,
onde (a;,b;) sdo intervalos disjuntos de [0,1]. Seja y; o arco de y ligando y(a;) a y(by).
Fazendo uma mudanca de parametro podemos supor que

" [al,bl] — D
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¢ uma parametriza¢do de ¥, satisfazendo 7y (a;) = w(a;) e y1(b1) = y(by). Considere a exten-
sdo Y de y; dada por
viila,bi] — D
t — y(r).
Note que y; e Y se interceptam apenas nos extremos, logo pelo argumento dado na primeira
parte da demonstragdo temos

1 (n) < 1) = L (vh).
Segue por um raciocinio andlogo que
(%) < (i), Vi 2.1)
Considere o caminho em D ligando pg e gog dado por
t te€ 0,1 b
al(t)_ II/( )7 S€ 6[ ? ]\[al? 1]7
(), se t€lar,bi.

Logo,
I (o) < ().
Analogamente, seja 9 : [ap,ba] — D o arco reparametrizado de y ligando y(ay) e y(bs)
satisfazendo, p»(az) = y(az) e 1»(by) = y(by). Definindo

. OC](I), se lE[O,]]\[az,bz],
az(t)_{vz(r), se 1€ [az, ba.

temos,
L) = (o) = [ (o).
Por um processo indutivo, obtemos uma seqiiéncia de caminhos ¢; : [0, 1] — D, ligando

v (0) e y(1) satisfazendo
L) = (o) 2 () > ... (2.2)

Se existe uma quantidade finita desses caminhos, claramente temos [ (y) < [(y). Caso
essa quantidade seja infinita, para qualquer € > 0 sabemos que existe um jj tal que

J> o= 1"(wy) < 5. 23)
Para j > jpet € |a;, b;] parai < jj temos,
dp(aj(1),y(t)) = dp(%(1),v(1)) = 0.
Para j > joet € [a;,b;] parai> jy, temos por (2.1) e (2.3) que
dp(aj(t),v(t)) <dp(a;(r), o(ai)) +dp(ajai), v(1)) < (Wili,) 1 Vila,g) < (wy) +0(y) <e.

Assim,
J > jo=dp(o(t),y(t)) < eVt el0,1],
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isto €, y ¢ limite uniforme da seqiiéncia (o).
Portanto, pelo Coroldrio 2.2.2 segue

Le(y) < Tim [y (a) < L (w).

No caso 6 # 0, basta trocarmos na demonstra¢do acima x por & e dire¢des verticais por
dire¢des paralelas a & = 0.
]

Observacao 2.3.1. A conclusdo do lema anterior continua vélida se o caminho y tem uma
quantidade finita de auto-intersec¢des. Basta tomar o arco proprio de v, obtido ao eliminar os
arcos fechados de ¥ que comecgam e terminam num mesmo ponto de auto-intersec¢do. Agora,
aplicamos o lema a esse novo arco.

2.4 Auto-Caminhos e Cadeias

A partir de agora, vamos supor, além das hipéteses ja feitas no inicio do capitulo, que os
autovalores, A1 (x,y) e A2(x,y), de dF (x,y) sdo reais e satisfazem

—a < )Ll (x7y) < 2’2(x7y) <o

para alguma constante & e qualquer que seja (x,y) € D.
Juntando todas as hipdteses, segue que 0s campos vetoriais unitarios associados a primeira e
segunda auto-dire¢ao ndo podem coincidir em &, sdo continuos e ndo possuem singularidades.

Definiciio 2.4.1. Seja y um caminho de classe C! em 2. Dizemos que y é um auto-caminho se
a direcao tangente em todo ponto de ¥ € uma auto-direcao.

Dado 0 € R, definimos o funcional linear & (x,y) = xcos 8 + ysen 8. Em toda esta se¢ido &
denotard a funcdo que acabamos de definir.

Definiciio 2.4.2. Dizemos que % é uma &-cadeia, se € é um caminho C! por partes em D
formado por uma quantidade finita de auto-caminhos e &| € crescente.

Lema 2.4.1. Dado um ponto p no interior de D, satisfazendo &(p) > 0, existe uma &-cadeia
que comeca em p e termina em um ponto da fronteira de D.

Demonstracdo. Veja [5]. L]

Lema 2.4.2. Para toda &-cadeia €, temos
lg(%) < alg(6).

Demonstragéo. Seja I um subconjunto do dominio de &, tal que €|; é C' e dFp) €' (1) =
M€’ (1),Vt € I. Entdo,

/1| %(5 oF o %) (1) | dt :/I|déF(%(t))(dF%(t)(g,(t)) |dt < “/I|d§F(%(t))(%/(t)) |



28 CAPITULO 2 O LEMA PRINCIPAL

isto é,
I:(€]r) < ale (%))
Se €’ (t) fosse um autovetor associado ao autovalor A, chegariamos a mesma conclusdo. Logo,

o lema é verdadeiro para cada parte C' de %.
Portanto segue o resultado.

(]
Corolario 2.4.3. Se ¢ ¢ uma &-cadeia, entdo
l:(¢) <2ar
onde r é o raio usado na definicdo do conjunto D.
Demonstragdo. Basta notar que, | §(%(1)) |< rparatodo t e § o€ é crescente. O

Lema 2.4.4. Se p é um raio em D, entdo L (p) € finito. Portanto, L;(p) € infinito.

Demonstracdo. Sejam po um ponto de D e p um raio comecando em pg. Seja ainda v um
segmento vertical em D comegando em pg e terminando em um ponto go pertencente a S’ (0) =
dDNS(0) (Figura 2.1), onde S(0) é a circunferéncia de centro na origem e raio r.

S'(0)

0

Figura 2.1 O segmento vertical v

Analisaremos separadamente os dois casos seguintes.

Caso A. Existe uma seqiiéncia (s;) C [0,°0) com s; — oo, satisfazendo m,(p(s;)) > 0 para
todo j €N

Caso B. Para algum ¢ € [0,), m,(p(s)) < 0, para todo s > ©.

Para demonstrarmos o lema no primeiro caso, considere os pontos p; = p(s;). Tomando
uma subseqiiéncia de (p;), se necessario, podemos supor que p; estd no interior de D. Logo,
pelo Lema 2.4.1, podemos considerar para cada j, uma x-cadeia ¢ iniciando em p; e termi-
nando em algum ponto ¢; da fronteira de D. Como 7, 0 ¢ € crescente, temos que g; estd sobre
§'(0). Denote por §; o arco de §'(0) ligando ¢; a go. E claro que

1(8)) < 1(S'(0)).
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Se p; € a parte de p ligando p; a pg, entdo pelo Lema da Comparacdo (se necessdrio, pela
Observacao 2.3.1) temos
Li(pj) < L(€)) +1:(8)) + (V)

quando comparamos o caminho g*-minimizante p;, com o caminho C I por partes formado por
¢'; seguido por §; seguido por v (Figura 2.2). Pelo Coroldrio 2.4.3,

[ (pj) < 20r +1(S(0) + 7 (v),
isto é, obtemos uma cota superior para [} (p), uma vez que

lim It (pj) = L:(p).

Jj—reo

Assim, demonstramos o lema no primeiro caso.

q;

9

Figura 2.2 ¢ seguido por 8, seguido por v

A demonstrag¢do no Caso B serd dividida em dois subcasos. A saber,

Caso B.1. Existe uma seqiiéncia (s;) C [0,e0) com s; — oo, tal que a distdncia entre p(s;) e
a intersec¢ao do eixo y com a regido D € menor ou igual a 1, para todo j € N.

Caso B.2. Para algum G € [0,) a distincia entre p(s) e a intersec¢do do eixo y com a
regido D € maior que 1, paratodo s > G.

Sob as hipéteses do Caso B.1, conseguimos para cada j, um ponto y; sobre o eixo y de tal
sorte que

dp(p(sj),yj) <2

E ainda, um caminho simples C' por partes, digamos v i, ligando p(s;) ay; cujo comprimento
¢ menor que 2. Considere uma x-cadeia 4; comecando em y;. Sejam p; e §; como no Caso A,
simplesmente trocando p; por y;. Pelo Lema da Comparacdo, temos

L(pj) SL(vj) +5(€)) +15(8) + L (v),

ou ainda,
(pj) <2+20r+15(S'(0) + 15 (v),
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uma vez que
L(vj) <T(vy) <2.

Logo, demonstramos o lema no primeiro subcaso.

No Caso B.2, a demonstragdo exige outros tipos de argumentos. Assim, comegamos com a
seguinte observagio: se ¥ é um caminho g*-minimizante em D, p € DN dD é um ponto interior
de Y e U é uma vizinhanga de p em D tal que F|y é um mergulho, entéo existe um disco em
R? com centro F(p) para o qual um dos semi-discos obtido ao tragar a reta tangente a F () em
F(p) esta contido em F(U). Para verificar a observagao, basta tomar um disco de centro F(p)
e reduzir seu raio até obter o desejado.

Se denotarmos por A o semi-disco acima, temos ainda que a intersec¢do entre F(yNU)
e o interior de A é o conjunto vazio (Figura 2.3). De fato, se existisse um p € yNU com
F(p) € int(A), entdo o segmento de reta ligando F(p) a F(p) também estaria contido no interior
de A, logo F(y) deve coincidir com esse segmento de reta, isto é, esse segmento pertence a
reta tangente. (Absurdo! Pois, F(p) pertence ao interior de A.) As conclusdes anteriores
permanecem vdlidas se p € interior a D e pertence ao interior de Y, pois nesse caso existe uma
vizinhanga de p em D, digamos V, tal que F(yNV) é um segmento de reta.

Figura 2.3 F(ynU)Nint(A) =0

Agora, temos condi¢des de fazer a demonstragdo do lema no Caso B.2. Seja o1 > ©,
considere o segmento de reta horizontal ligando p (o) e um ponto g sobre o eixo y. Seja p(0,)
o dltimo ponto de p, com relagdo ao parametro ¢, que estd sobre esse segmento. Chame de
U o segmento ligando p(0») e g. Denote por R o subconjunto fechado em D, limitado por
p([02,)), 0 segmento U e o intervalo do eixo y, de g até a origem (Figura 2.4). Seja 6 > 0,
tal que

s> 0 =dy(p(s),pn) > 1.

Considere
pj=p(C+2j)
onde j =1,2,3,.... Para cada j defina,

Ui={peD|dp(p,p;) <1}.
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Por construcio,

U in Uc=10
se j # k. Por hipétese cada U; € disjunto da regido x > 0 em D. Escolha, para cada j, uma
vizinhanga U; " de pj, contida em U;. Pela observagdo acima, para cada p; existe um semi-disco
A; contido em F(U}) tal que F (U J’ Np) é disjunto do interior de A;. Se p; pertence a fronteira
de D, temos que A; estd contido em F(RNU J’) Caso p; € int(D) é imediato que conseguimos
AjCF (RNU ;)

p(02)

=v

Figura 2.4 O conjunto R

Sob as hipéteses do Caso B.2, podemos estender cada semi-disco A; a um semi-disco de
raio 1, de modo que esse novo semi-disco esteja contido em F(RNUj). De fato, tomando
algum segmento de reta fechado em A; comecando em F(p;) e cujo ponto final ndo estd na
reta tangente a F(7y) em F(p;), a pré-imagem por F desse segmento pode ser parametrizado
por g*-comprimento de arco, isto €, obtemos em D um caminho g*-minimizante, digamos T,
comegando em p; com ponto final em R. Vamos mostrar que conseguimos estender 7 de forma
que [*(7) seja igual a 1. Primeiramente, podemos estender o caminho 7 até que o ponto final
g, esteja na fronteira de R e 7 seja um caminho g*-minimizante entre p; € ¢;. Pela forma que
escolhemos o segmento de reta em A;, temos que g; estd em U ou sobre o intervalo do eixo y
entre g e a origem (pois, p é g*-minimizante). Pela escolha de &, [*(7) é maior que 1. Logo,
podemos estender T a um caminho g*-minimizante de g*-comprimento igual a 1 e € claro que
nessas condi¢des o ponto final de T pertence ao interior de R. Portanto, F(U; NR) contém o
semi-disco de centro p; e raio 1.

Assim, a g*-drea de R, que denotaremos por a*(R), satisfaz

uma vez que a*(U;NR) > ¥ paratodo j=1,2,3..
Por outro lado, sabemos que a area euchdlana de R, que denotaremos por a(R), é finita e
ainda como
| det (dF (x,y)) |< a?,¥(x,y) €D
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temos,
a*(R) < a?a(R) < e.

Contradic¢do! Portanto, o Caso B.2 ndo ocorre.
Para concluirmos a demonstracdo do lema, basta notar que

o =1"(p) <L(p)+1(p).

2.5 Caminhos Pré-horizontais

Definicao 2.5.1. Seja ¥ um caminho parametrizado em . Dizemos que ¥ € pré-horizontal se
F oy é uma parametrizagdio por comprimento de arco de algum segmento horizontal em R?.

Sejam p um raio e ps = p|[0,s]. Defina uma aplicagdo

pondo
s d
u=1(Fop)= [ | (moF op)(s) | ds.

Note que a fungdio ¢ é de classe C'. Sabendo que F o p é uma parametrizagiio por comprimento
de arco temos

dt
0< — <1.
S0 s

Pelo Lema 2.4.4, t(s) — oo quando s — . Dado u = #(s), denote por h, o caminho pré-
horizontal maximal em D contendo p(s). Observe que para cada u, h, estd unicamente deter-
minado, pois se u = t(s;) = t(s;), entéo a parte de p ligando p(s;) e p(s2) é pré-horizontal.
Isto é, o caminho pré-horizontal maximal contendo p(s1) contém p(s,) e vice-versa.

Lema 2.5.1. Dado € > 0, considere
Dy = {(x,y) € R* | x> +y* < €}.
Se p é um raio em D, entdo existe u > 0 tal que
u> = h, CDe.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos supor p(0) € D\ D¢. Seja p(5) o dltimo
ponto de p em D\ D¢. Se h, com u = t(s) e s > 5, ndo estd contido em Dy, entdo h, intercepta
0 arco circular

Se ={(x,y) €D |x*+y* =€},
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num ponto ¢g. Chame de u o arco de h, ligando p(s) a g (Figura 2.5). Pelo Lema da Compara-
¢ao,
(1) SL(p)+ L (Se).
Como u € pré-horizontal temos
Le(n) =1 ().
Observe ainda que
s=5=1"(plis,s) <I"(Se) +1" ().

Logo,
s <SHI(Se) + 15 (p) +I(Se).

Pelo Lema 2.4.4, o lado direito da desigualdade acima é finito. Finalmente, escolhendo § >
S+1"(Se) + L (p) + 1 (Se) e fazendo u = p(5), obtemos o desejado. O

Figura 2.5

Observacao 2.5.2. Se D ¢é completo na métrica dj, e ¥ € um arco pré-horizontal maximal em D,
entdo F oy ¢é um segmento de reta fechado (horizontal), de comprimento finito. Portanto, Y€ um
caminho ligando dois pontos pertencentes ao conjunto dD N D. Verificaremos a validade dessa
observacao analisando separadamente cada caso possivel. Primeiramente, suponha F oy de
comprimento finito, porém aberto em um dos extremos, digamos g; entdao qualquer seqiiéncia
de pontos (¢g,) em F oy que converge para ¢, fornece uma seqiiéncia de Cauchy em D na métrica
dj,, dada por F ~!(gn). Esta seqiiéncia deve convergir para algum ponto p em D, contrariando a
maximalidade de y. Agora, suponha que F o ¥ ndo tem comprimento finito (isto &, [*(y) = ),
logo podemos parametrizar uma parte de y por g*-comprimento de arco, digamos ¥ : [0,c0) —
D, dessa forma ¥ é um raio em D. Logo, [i(7) = I*(7y) = oo, contrariando o Lema 2.4.4 .
Finalmente, observamos que um arco pré-horizontal maximal em D deve ligar dois pontos
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de dDN D, uma vez que todo segmento fechado no interior de F (D) pode ser estendido até
interceptar F'(dD). Portanto segue o resultado.

Seja By a parte da pardbola x = —cy® que estd contida em D e ndo intercepta o circulo
x> 4y? =r?. (Lembrando que a parabola e o circulo sdo aqueles da definicio do conjunto D.)
Denote por P(;r e Py as partes de Py que estdo acima e abaixo do €ixo x, respectivamente.

Lema 2.5.2. Suponha que D é completo na distdncia dj,. Sejam p um raio em D e Q o sub-
conjunto de R* = {x € R | x > 0} consistindo de todos os valores u para os quais o caminho
pré-horizontal h,,

(i) intercepta p transversalmente e
(ii) intercepta dD transversalmente, em um ponto b™ (u) sobre P(;r e outro b~ (u) sobre Py .
Entdo, Q é aberto e R, \ Q tem medida finita.

Demonstracdo. Seja u = t(s) € Q. Entdo, h, intercepta p apenas em p(s). De fato, se h,
intercepta p em dois pontos, digamos p(s) e p(s’), entdo h, Np € a parte de p que estd entre
p(s) e p(s), contradizendo a hipétese (i). Temos ainda que h, intercepta P~ e P, , apenas
em bt (u) e b~ (u), pois h, é C!, visto que h, é g*-minimizante em D (se nio fosse assim,
contradiria (ii)).

Fixemos u em Q. Mostraremos que €2 ¢ um subconjunto aberto de R. Para isso, escolhemos
uma vizinhanga em % do subconjunto compacto 4, (como na demonstracdo do Lema 1.6.4),
digamos N, para qual F|y é 1-1 e NNdD = NN PFy. Reduzindo N, se necessério, podemos
supor que F(NNPy) e F(NNp) ndo possuem reta tangente horizontal em nenhum ponto. Note
que F(h,) é um segmento horizontal que intercepta F'(N N Py) e F(N N p) transversalmente,
com um ponto em F(NNP;") e outro em F(N NP, ). Para s’ suficientemente préximo de s
temos que u’ = ¢(s") é tal que o segmento horizontal F(h,,) intercepta F(NNPy) e F(NNp)
transversalmente, com um ponto em F(N N P(;L ) e outro em F (N NF," ) (Figura 2.6). Logo, u’
pertence a . Portanto Q € aberto.

Figura 2.6 F(N)

Nos resta mostrar que R* \ Q tem medida finita. Supondo D completo na distancia dj,
temos pela Observagio 2.5.2 que os extremos de A, pertencem a dDND. Logo, podemos
escolher # em R’ de forma que os extremos de £, estejam em Py, para todo u > u. (Isso é



2.6 A DESIGUALDADE BASICA 35

possivel pelo lema anterior.) Seja W) o conjunto dos valores criticos da fungio u = ¢(s). Entio,
pelo Teorema de Sard, W tem medida nula. Como

dt d
I g(ﬂyOFOP)(S) |

temos que R\ W; ¢é exatamente o conjunto aberto dos valores de u, para os quais 4, intercepta
p transversalmente. Pelo Teorema da Fungo Inversa, s =~ (u) estd bem definida e é de classe
C! sobre R% \ W;. Note ainda que a fungdo

G:Ri\Wl — R
u — m(F(p(t™! ()

éCle % # 0. Sabendo que 7, o F € constante ao longo de A, temos

G(u) = my(F (6" () = 7, (F (b~ (u)))-
Denote por V o conjunto dos valores criticos da fungdo 7, o F|p,, mais uma vez pelo Teorema
de Sard, V tem medida nula. Logo, a imagem inversa de V pela imersdo G, que denotaremos
por Wy, tem medida nula em R* \ W, (ndo importa que V contenha valores ndo atingidos por
G).

Mostraremos que {R* \ Q} N (i, «) tem medida nula. Faremos isso mostrando a seguinte
afirmagdo. Se u >ue u € R\ {W,UW,} entdo u € Q. Sejau >ueuc R\ {W,UW,},
como u € maior que i ¢ ndo pertence a Wy, temos que #, intercepta p transversalmente e 0s
extremos de i, pertencem a Fy. E ainda, &, intercepta Fy transversalmente, pois # ndo pertence
a W,. Suponhamos agora que os dois extremos de A, estejam em P(;’ (ou em F;). Entdo, h,
juntamente com o arco fechado de Fy ligando os extremos de A, é fronteira de um conjunto
compacto contido em D, digamos K. Observe que p(0) ndo pertence a K e p intercepta K em
p(t~'(u)). Como a intersecgio entre p e i, se d4 apenas em um ponto (pois essa intersecgio
¢ transversal) temos p ([t~ (u),0)) C K. Contradi¢do! Pois, a Observagdo 2.2.3 nos diz que
limg_. p(s) = (0,0). Portanto, u € Q.

1

2.6 A Desigualdade Basica

Seja P a pardbola x = —cy?.

Definicdo 2.6.1. Cada ponto p sobre o eixo positivo x determina duas retas, L™ e L™, contendo
p e tangentes a P nos pontos p™ acima do eixo x e p~ abaixo do eixo x, respectivamente. Para
cada p, considere a regido limitada pelo segmento de L™ ligando p a p™, pelo segmento L~
ligando p a p~ e o arco de P ligando p™ a p~. Denote por G essa regido (Figura 2.7).

Defini¢io 2.6.2. Para cada u € Q, considere p = p(u) o ponto mais a esquerda sobre o eixo
positivo x, tal que a regido G = G(u) determinada por p(u) contenha k. Denotaremos por A (u)
a drea euclidiana da regido G(u), L (u) e L™ (u) as retas L™ e L, respectivamente, determi-
nadas pelo ponto p(u) e finalmente p* (u) e p~ (u) a intersec¢do de P com Lt (u) e L™ (u) ,
respectivamente.
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=V

\/

Figura 2.7 O conjunto G
A

L'(w)
m
W)

L~ (u)

=Yy

\L/-

Figura 2.8 O conjunto G(u)

O Lema 2.5.1, nos garante que G(u) estd contido no fecho do conjunto D, desde que u seja
suficientemente grande.

Lema 2.6.1. Sob as hipdteses do Lema 2.5.2, a fun¢do A(u) é estritamente decrescente sobre
Qe A(u) — 0 quando u — oo em Q.

Demonstrag¢do. Imediatamente do Lema 2.5.1 temos que A(u) — 0 quando u — « em Q.

Agora, mostraremos que dados u; e up em  com u; < up, temos h,, Nh,, =0 e a regido
K> limitada por h,, e parte de P ligando p*(uz) e p~ (up) estd contida na regido K; limitada
por h,, e parte de P ligando p*(u;) € p~(u1). Primeiramente h,, Nh,, = 0, pois hy, € hy,
sdo caminhos pré-horizontais. Logo, ou K; C K, ou K C Kj. Suponhamos K; C K; e sejam
51,82 € [0,00) tais que u; = £(s1) € up =t(s7). Por hipétese #(s1) < 1(s2) o que implica 51 < s2,
por defini¢do de 7. Assim, o arco de p ligando p(s;) e p(s2), digamos ¥, deve interceptar f,,,
em algum outro ponto o (Figura 2.8). Logo, ¥ deve concidir com £, entre p(s;) e 6. Absurdo,
pois a intersec¢do entre p e h,,, € transversal. Portanto, K> C K.

Assim, concluimos que A ¢ estritamente decrescente. U

Para cada u em Q, definimos

ff(u) = U hu’-

wWeQu'>u



2.6 A DESIGUALDADE BASICA 37

\{

Figura 2.9 K|, C K,

Dado um intervalo I C (Q (u,)), denotaremos por .77 o seguinte subconjunto de .7 (u),
A= hy.
u'el
Afirmamos que F| 4 é 1-1. De fato, sejam p e p’ pontos distintos de .77, temos

(i) se p e p' pertencem ao mesmo h,,, para algum u’ € Q e u’ > u, entdo € claro que F(p) #
F(p').

(i1) suponha p € hy e p’ € hy, com u' # u”. Como h, e h, sdo arcos pré-horizontais
maximais temos F(p) # F(p').

Logo, F| s ¢ um mergulho.
Seja z a func¢do definida por
Q — RY
u — I*(h,) "’

Entdo, a g*-drea de 747, que denotaremos por a*(.%7), é dada por

a*(#7) = /z(u)du.

1
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Escrevendo o conjunto aberto QN (u,e), como uma unido enumerdvel de intervalos abertos,
obtemos

Logo, a g*-drea de (' (u)) é

a* (A (u)) = JZ’I /Ijz(u)du.

Lema 2.6.2. A funcdo «/* : Q — R, definida por o/*(u) = a* (. (u)) é estritamente decres-

cente. E ainda,
daof™* B

du

—2z(u).
Demonstragdo. Afirmamos que <7 *(u) é finito. Pois, em 2
| det(dF) |< o2,

logo,
o *(u) < a’drea( A (u)) < a*mr?,

visto que % (u) C D.
Como " (u) = Y7, | I; z(u)du e 7 > 0, segue que <7 € estritamente decrescente.
Escrevendo I} = (u,b), para algum b € R, temos

o *(u) = /ubz(u)du—i— i/lz(u)du
=271

Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo

da™
du

—2z(u).
]

Lema 2.6.3. Se D é completo na distancia dj, e p é um raio em D, entdo existem uma constante
¢ > 0 e um subconjunto aberto W de Q cujo complemento Q\ W tem medida finita, satisfazendo

(ur—u) < 1

para todou e u; em W.

Demonstracdo. Primeiramente observe que a(.7(u)) < A(u), uma vez que 7 (u) C G(u).
Entao,
o *(u) < ata(A(u)) < a*A(u)
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L

Figura 2.10 A e hy

para todo u € Q.

Denotemos por X (u) a coordenada x do ponto p(u). Claramente existe um X, que é cota
superior para valores X (u).

Fixemos u; > u em Q. Seja y o arco de p entre p(t~ ' (u1)) e p(r~'(u)). Assim, [;(y) =
u; —u (Figura 2.10).

Pra simplificar a nota¢do escrevemos G = G(u), G1 = G(uy), h=hy, hy = h,,, L™ = L" (u),
L =L"(u), etc.

Por defini¢do do conjunto G, existe algum ponto g em /; pertencente a LT oual;. Supon-
hamos inicialmente que tal ponto esteja em LT. Seja 01 o angulo agudo entre o eixo y e a reta

Lfr. Estamos interessados em encontrar limites superior e inferior para a quantidade l%‘l (7).

onde & (x,y) = xcos ) + ysen8;. Como h; é compacto existe um ponto g € h; satisfazendo
7 (q) > m(q),Vq € hy. Claramente 7, (g) > 0. Pelo Lema 2.4.1 existe uma x-cadeia comec¢ando
em g e terminando num ponto em §'(0). Essa x-cadeia deve interceptar &, seja ¢’ o primeiro
ponto dessa intersecgdo. Denotaremos por 4 o arco dessa x-cadeia ligando g e ¢’. Pelo Lema
242, 15(%) < al(%). Sabendo que T, cresce sobre €, temos

[(6) < ol () < oX (u).
Como Y € g*-minimizante, pelo Lema da Comparagao temos

L(Y) < L(h) + L (ha) + L (F).

Logo,
L(Y) <z+z+oX(u) (2.4)
onde z =z(u) e z1 = z(uy).
Seja p(J{ = (—x0,y0) o ponto de intersec¢o entre LT e a pardbola x = —cy?. Chame de B a
regido limitada por essa pardbola e pela reta x = —xp. Assim, temos
drea(B) +A(u) = yo(xo + X (u)) (2.5)

A equacio dareta L' é dada por
1

2./cxg

y—Yo=— (x+xp).
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Sabendo que yg = /72, podemos reescrever a equagdo acima obtendo

X0 1 (x-+x0)
—y/ === x+xp)-
Y c 2./cxg 0
Como o ponto p(u) = (X (u),0) pertence a L™ segue
B o (X () +20)
— === u) +x
c 2./cxo 0/
isto é,
X (u) = xp.

Observe que

0 — 4 3
drea(B) =2 ) UTde = ?C(%O)Z
—A0

4{(@)% +A(u) = \/?XOJFX(M))’

Logo, em (2.5) temos

C

sabendo que X (u) = xo segue

E A = M Waxw
Logo,
X(u) = (%\/EA(M)) 3.
Analogamente,

Podemos reescrever (2.4) como

L(Y) <z+z +a(%\/EA(u))~. (2.6)

Voltemos ao problema de encontrar limites superior ¢ inferior para lgl (7). Nesse sentido,
escrevemos (F o y)(t) = (x(¢),y(t)) e observamos que

& (F(1(1))) — & (F (¥(10))) | = | (x(1) = x(t0)) cos 81 + (y(r) — y(t0)) sen 3.
Logo,

| (v(t) = (t0)) | sen 61 — [ (x(t) — x(t0) ) [ cos 61 < |&1(F (¥(r))) — &1 (F (¥(t0)))]

Assim,
[;(7)sen 6 — L7 (y)cos 6 < [z (7),
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ou ainda,

L5 ()sen € — L (y) < Iz (7). 2.7)

Denotando por pfr = (—x1,y1) o ponto de intersec¢do entre Lfr e a pardbola x = —cy?, a equacio
de L é dada por

1
B 2./cx;
Observe que x; = X (u;), basta notar a semelhanga das equacdes de L™ e L. Sendo (0,Y) o
ponto de intersec¢ao entre L,+ e 0 eixo y, temos pela equacdo de L}L que

y—y1= (x+x1).

y = X))
2/cX (uy)

Logo, podemos escrever

Y
seng, — — ) ___2veX(w) _2\/6(%\@‘(”1))%_ (12¢2A(u1))*
T XX A 41 RG] Ak +T

24/cX (ur)

Como Xo > X (u;) temos,
(12c2A(uy))
VacXy+1

Combinando a tltima desigualdade com a desigualdade (2.6), podemos reescrever (2.7) como

< sen 6.

. (IZCZA(LH))% 3 2 .
L (?’)W —(z+z1+ 06(5\/514(“)) ) <lg (1),
ou ainda, 1 X
L (Y)ou A5 (ur) = (z+21 + 00A3 (u) < Ig (), (2.8)

2 2 1
. 3 3 . ( 12¢ )7 . .. . . .
onde o = a(2 \/E) eQ) = T Assim, obtemos o limite inferior desejado.

Para encontrar o limite superior desejado, observamos que &; | L € constante. De fato,
sabemos que sen 8; = 2, /cx; cos 0; (pois, tan 8; = 2,/cx;), logo podemos reescrever

&1(x,y) = xcos 0 +2y+/cxj cos ;.

Pela equagdo de L, temos
x = =2y\/cx1 4+ 2y1\/cx1 — X1,

assim reescrevemos

E1(x,y) = (—2yy/cx1 +2y14/cx1 — x1) cos B + 2y+/cx) cos 0y,
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isto é,

&1(x,y) = (2y11/cx1 — x1) cos 6
como desejavamos. Em particular, &;(g) > O entéo, pelo Lema 2.4.1 existe uma &;-cadeia
comecando em g e terminando em algum ponto da fronteira de D. Observe ainda que &; é maior
que (2y1./cx] —x1) cos 6 para todo ponto acima da reta Ll+ e menor que (2y;./cx] —x1)cos 6

para todo ponto abaixo da reta LT. Logo, a &;-cadeia acima deve interceptar h, digamos que ¢’
seja o primeiro ponto dessa intersec¢do. Denotaremos por 4" o arco dessa &;-cadeia ligando ¢
e ¢'. Pelo Lema da Comparagdo temos,

Iz, (7) < L (h)+ 1, () + g, (€7).

Pelo Lema 2.4.2 segue
I (V) <z+z +alg (')

Note que
I, (%) < (X (1) — X (u1)) cos 6y < X (u)

Das duas tdltimas desigualdades temos

e, (V) < ztz+ aX(u).

2
3

Sabendo que X (u) = (3/cA(u))
maneira

, podemos reescrever a ultima desigualdade da seguinte

5 (7) < 24 21+ 00A () 2.9)

onde o é a constante definida em (2.8).
Portanto, das equagdes (2.8) e (2.9) temos

(V) AS () < 2(z+ 721 + A3 (u)),

3 * —
visto que /5 (y) = u1 — u, reescrevemos

(ur — u) g A3 () < 2(z+21 + QA3 (u)).

Ou ainda pelo Lema 2.6.2
1 dog* dos* 2
(ul—u)oclAS(ul)§2(| (u) |—|—| (ul) |)—|—2OC()A3(M). (2.10)
du du
Defina as fung¢des f e g sobre Q por
flu) =A% (w)
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Sabendo que
d%* ng
=302
du g du
reescrevemos a equacdo (2.10)
d d
(w —wen f(ur) 2( 13827 0) | +1 36 () T(m) |) +200/° () @.11)

Como &7*(uy) < @7*(u) < a?A(u) temos g(u;) < g(u) < a%f(u), reescrevemos (2.11)

dg dg

(ur —u)on f(u) < f2(u) 60’ ( o) [+ =) | ) +200). (2.12)

Pelo Lema 2.6.2, g é estritamente decrescente e g(u) > 0. Logo, o conjunto
dg
Q' ={ueQl|-=> >1
fueQ||ZEw|=1)

tem medida finita. E ainda é fechado uma vez que % ¢ continua (pelo Lema 2.6.2 e a defini¢do
de g2).
Denotando por W o conjunto Q — Q/, a equagdo (2.12) nos fornece

() fluy) < ZEH2% g2

(04]

4
3
para todo u e u; em W. Escrevendo ¢ = W, fica provado o lema. L

2.7 Demonstracao do Lema Principal

Finalmente, estamos em condi¢des de demonstrar o Lema Principal. A demonstracao serd feita
por absurdo e segue facilmente dos resultados obtidos nas se¢des anteriores juntamente com o
proximo lema.

Lema 2.7.1. Se W C R, é aberto e RY, \ W tem medida finita, entdo ndo existe uma constante
¢ > 0 e nem uma fungdo estritamente decrescente f: W — R tal que

(ug —u) < (2.13)

para todou e u; em W.

Demonstracdo. Suponha por absurdo a existéncia de uma constante ¢ e uma fungdo estrita-
mente decrescente f satisfazendo (2.13).
Como f(u) > 0 para todo u € W, podemos escrever

fluy=e0,
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para alguma func¢do estritamente crescente com dominio W. Com esta notacdo reescrevemos
(uy —u) < ce 9 (eq)(“')_q)(“)). (2.14)

Mantendo u fixo e fazendo u; — e em W, obtemos pela dltima equagdo que ¢ (u;) — oo.
Assumiremos por um momento a seguinte afirmagfo: existe uma seqiiéncia (x,) em W,
nao-decrescente, satisfazendo

O (x2i41) < @ (x2) +1 < P(x2i12) (2.15)

. .
medida(W N (x2i11,%2i42)) < E,vz =0,1,2,--. (2.16)
Pela desigualdade (2.15) temos

¢(X0)—|—1 < ¢(x2)7

O(x0) +2 < 9(x2) +1 < ¢(xa),
¢ (x0) +3 < P(xg) +1 < 9(x6),

¢(x0)+i§¢(X2i),Vi:O,1,2,"' 2.17)

Em particular, x, — oo quando n — oo
Por (2.14) temos
(i1 —x2) < ce— 9 (x2i) (e¢(x2i+l)_¢(x2i)).

Usando (2.15) reescrevemos a desigualdade anterior

(Xaig1 — X2) < ce—9x2i) (e¢(x2i)+1—¢(x2i)> — ce 9xi)+1

Agora, por (2.17) segue .
(d2is 1 — xg5) < ce Ot HL g,

Logo,

o

Y (x2i41 —x21) < o0 (2.18)

i=1

Por (2.16) temos

*k *k ]
m(W N (-x2i+17x2i+2)) + m((R+ -w)n (x2i+1,le~+2)) < m((R+ —W)N (x2i41 7x2i+2)) + ok
onde m significa medida. O lado esquerdo da desigualdade é dado por

X2i+2 — X241,

isto €,
1

X2i42 — X241 < m((Ri — W) N (x2i+] ,x2i+2)) + 5
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Logo,
Y (2ig2 —x2i41) <24+ m(RYL —W) <eo (2.19)

i=1

Por (2.18) e (2.19) vemos que

Z(Xj_H —Xj) < oo,

J=0

Em particular (x;) ¢ limitada, o que contradiz (2.17). Portanto para estabelecer o lema, resta
mostrar a afirmacao feita acima.

Para construirmos a seqiiéncia da afirmac¢ao, procedemos da seguinte maneira. Escolha um
Xxo qualquer em W. Suponhamos que foram escolhidos os 2j primeiros termos da seqii€éncia
satisfazendo:

(1) xo <x1 <---<x25;
(i1) as desigualdades (2.15) e (2.16) sdo satisfeitas parai=1,2,---,j— 1.

Para escolhermos x; 11 € X242, fazemos o seguinte. Se ¢(x2;) + 1 pertence a ¢ (W), tomamos

Xoji1 =X2j32 =0 (p(x2)) + 1).

Dessa forma, € claro que as desigualdades (2.15) e (2.16) sdo satisfeitas para i=j. Se ¢ (x;) + 1
ndo pertence a ¢ (W), considere

a=inf{lxe W |¢(x) > ¢(x2;)+1}

b=sup{xe W |¢(x) < d(xpj)+1}.

Supondo ainda x,; # b, escolhemos para x; ;11 qualquer valor em W satisfazendo

X2 Sxpj41 < b

1

b—xyj11 < ST

Se x,; = b escolhemos x, 11 = xp;. Para x,;,, escolhemos qualquer valor em W satisfazendo

a<Xzj+2
e
1
X2j42—a < F
Com essas escolhas, € facil ver que em qualquer caso segue o resultado. ]

Portanto fica estabelecido o Lema Principal e conseqiientemente o Teorema de Efimov.






Apéndice

Neste Apéndice demostraremos a seguinte afirmac¢io: uma superficie simplesmente conexa,
imersa no R3, com curvatura gaussiana K < 0 e completa na métrica induzida pela imersdo,
tem drea infinita.

Enunciaremos alguns resultados de geometria riemanniana que serdo utilizados na demon-
stracdo. As demonstragdes desses resultados podem ser encontradas em [1] e [2].

Teorema de Hadamard: Seja S uma superficie simplesmente conexa, imersa no R3, com
curvatura gaussiana K < 0 e completa na métrica induzida pela imersdo. Entdo, exp, : 7),§ — S,
onde p € §, é um difeomorfismo.

Um outro fato importante. No sistema de coordenadas polares geodésicas (p, 8), os coefi-
cientes E=E(p,0), F =F(p,0) e G=G(p,0), da primeira forma fundamental satisfazem

E=1,F=0, limpﬂoG:Oe limpHO(\/E)p —1.

Finalmente, ainda no sistema de coodenadas polares geodésicas, a curvatura gaussiana sat-
isfaz

(VG)pp +KVG =0.

Agora, temos condicdes de demonstrar a afirmagao.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Hadamard a vizinhanga de coordenadas polares geodésicas
¢ global. Como K < 0 temos que (\/E)pp > 0. Isto é, (\/E)p ¢ uma funcio crescente de p.

Logo, (\/E)p > limpﬂo(\/é)p =1 eainda v/G > p, V p e 6. Portanto,

21 00 2 oo
drea(S) = / / VGdpdo > / / pdpd = oo,
0 0 0 0

Como desejdvamos. L]
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