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RESUMO

Nesta dissertação, fazemos uma introdução aos métodos variacionais no intuito de en-

contrar minimizantes de certos funcionais. Em particular,os minimizantes do funcional ação

, são soluções para o problema dos N-corpos desde que não possuam colisões. Estudamos os

minimizantes do funcional ação para o problema de Kepler, onde constatamos que as órbitas

circulares minimizam tal funcional. Estudamos também, a propriedade minimizante das órbitas

para o funcional ação relativo ao problema dos três corpos planar com massas iguais. Com

certas restrições topológicas e algumas simetrias fizemos um estudo da órbita da "figura oito",

descoberta por A. Chenciner e R. Montgomery [6], mostrando queos corpos se movem ao

longo desta órbita e não colidem. Além disso, fizemos um breveestudo sobre o funcional ação

relacionado ao problema paralelogramo dos quatro corpos e conseguimos soluções periódicas

com certas simetrias.
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ABSTRACT

In this dissertation, we make an introduction to the variational methods with intention of

finding minimum of certain functionals. In particular, the minimum of the action function, are

solutions of the N-body problem if they don’t collisions. Westudy the minimum of the action

functional for the Kepler problem, where we have check that on certain spaces the circular

orbits minimize such functional. Also, we study the minimumproperty of the orbits for the

relative action functional to the three body planar problemwith equal masses. With certain

topological restriction and some symmetries we made a studyof the orbit "figure eight", found

by A. Chenciner e R. Montgomery [6], showing that the bodies that move on this orbit don’t

collide. Moreover, we made a brief study on the action functional related to the parallelogram

planar problem of the four bodies.
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Introdução

O objetivo principal desta disssertação é encontrar soluções periódicas através de métodos

variacionais para o problema dos 3 e 4 corpos, que consiste emestudar o movimento de 3 e 4

partículas submetidas unicamente a ação de suas atrações gravitacionais.

Em 1767, Euler [8] obteve três soluções particulares para o problema dos três corpos, as

quais têm uma configuração colinear a cada instante e em 1772,Lagrange [12] mostra a ex-

istência de mais duas soluções particulares, as quais formam um triângulo equilátero a cada

instante. Outra solução particular para o problema dos trêscorpos foi encontrada em 2000 por

A. Chenciner e R. Montgomery [6] onde, considerando os corpos com massas iguais, mostraram

através de métodos variacionais, que os corpos se movem em uma órbita com a forma de uma

"figura-8"sem colidir um com o outro. Para mostrar a não colisãoentre os corpos, A. Chenciner

e R. Montgomery utilizaram métodos numéricos. Em 2001, Kuo Chang-Chen [5] conseguiu

analiticamente a prova da não colisão entre os corpos.

No capítulo 1 começamos com a definição da variação de Gateauxe de derivada de Fréchet.

Em seguida enunciamos alguns resultados de análise funcional, que serão utilizados no decor-

rer da dissertação . Deduzimos as equações de Euler-Lagrange e fazemos uma relação entre

os minimizantes do funcional ação para o problema dos N-corpos e suas soluções , além de

caracterizar tal funcional. Utilizamos o princípio de criticalidade simétrica de Palais, princípio

este que ajuda a encontrar minimizantes de funcionais sobrecertos espaços. Trabalhamos com

uma condição sobre os espaços onde o funcional está definido,chamada de condição(NC)ν,

para obter a coercividade do funcional ação .

No capítulo 2 estudamos o problema de Kepler, onde deduzimosas Leis de Kepler e fazemos

uma relação entre o funcional ação com tal problema. Deduzimos o valor da ação das órbitas
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Keplerianas colineares e elípticas, onde provamos o Teorema de Gordon [9], no qual mostramos

a propriedade minimizantes das órbitas elípticas, em particular das órbitas circulares.

O capítulo 3 é dedicado ao problema planar dos três corpos. Introduzimos as coordenadas

de Jacobi e o fibrado de Hopf, que são de grande importância para a redução do problema. No

caso de massas iguais, mostramos que um minimizante do funcional ação sobre um espaço com

certas restrições topológicas é uma solução para o problemaplanar dos três corpos. É dedicado

também uma seção para provar a não existência de colisão entre os corpos que se movimentam

ao longo de tal solução , a qual tem uma órbita no formato do número oito.

No quarto capítulo fazemos um breve estudo do problema paralelogramo dos quatros corpos

relacionando-o com o funcional ação . Neste estudo exibimosespaços em que o funcional ação

atinge o mínimo que, desde que nunca se anule, será solução para o problema (paralelogramo)

dos quatro corpos além da periocidade da solução .

Esta dissertação teve como base de estudo vários artigos de pesquisa, entre eles os devido a

Kuo Chang-Chen ([4], [5]) e a A.Chenciner e R. Montgomery ([6]).



Capítulo 1

Resultados básicos do cálculo variacional

Neste capítulo, vamos introduzir alguns conceitos básicosdo cálculo variacional bem como

alguns resultados importantes de Análise Funcional. Resultados estes que serão de grande

importância para a obtenção de teoremas que serão demonstrados nesta dissertação . Podemos

olhar o cálculo variacional como o cálculo diferencial no espaço de funções onde tentaremos,

sobre espaços apropriados encontrar curvas que minimizem certos funcionais.

1.1 Variação de Gâteaux e derivada de Fréchet

SejaX um espaço de Banach com a norma‖ ‖ (denotaremos este par simplesmente por

(X ,‖ · ‖)) e F : X → R∪{∞} um funcional. SeF(x) < ∞ e existe um funcional linearL em

X tal que

lim
s→0

1
s
{F(x+sh)−F(x)−L(sh)} = 0, (1.1)

para todoh∈X tal que o limite exista, entãoδxF(h) := L(h) é chamadaVariação de Gâteaux

deF emX na direção deh∈ X .

A Variação de Gâteaux está bem definida pois se existirL1,L2 que satisfazem (1.1), então

L1(h) = L2(h), para todoh ∈ X tal que o limite exista. De fato, sejamL1 e L2 funcionais

lineares tais que

lim
s→0

1
s
{F(x+sh)−F(x)} = L1(h) (1.2)
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e

lim
s→0

1
s
{F(x+sh)−F(x)} = L2(h). (1.3)

Assim pela unicidade do limite temos queL1(h) = L2(h), para todoh ∈ X tal que o limite

exista.

Fixado x ∈ X , o sub conjuntoΛx = {h ∈ X /∃ δxF(h)} de direções cuja variação de

Gâteaux existe emx é chamadoespaço das variações admissíveis deX . Note queΛx é um

subespaço vetorial deX . Com efeito, dadosα,β ∈ R e h1,h2 ∈ Λx temos, pela linearidade de

L, que:

αL(h1)+βL(h2) = L(αh1 +βh2).

Ou seja,αh1 +βh2 ∈ Λx.

A função δxF : Λx → R tal que para cadah associeδxF(h) é chamada de Variação de

Gâteuax deF emx no espaço de variações admissíveis deX . SeΛx = X , δxF é chamada de

derivada de GâteauxdeF emx.

Observação 1.1Note que, desde que s∈ R (suficientimente pequeno), podemos pensar numa

função real

s−→ F(x+sh)

e logo, se existe a variação de Gateaux de F em x na direção h, devemos ter

δxF(h) =
d
ds

F(x+sh)|s=0.

SejamF eX como definidos anteriormente.F é ditadiferenciável no sentido de Fréchetem

x∈ X , seF(x) < ∞ e se existe um funcional linear limitadoL emX , denotado porDF(x), tal

que

lim
||h||→0

1
||h|| {F(x+h)−F(x)−L(h)} = 0 (1.4)

SeDF(x) = 0, entãox é chamadoponto crítico de F . SeX0 ⊂ X é um subespaço ou

subvariedade deX eDF(x) = 0 como um funcional linear emTxX0, entãox é chamado ponto

crítico deF emX0.

Propriedades:
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1. Note que seF é diferenciável no sentido de Fréchet emx ∈ X , então existe a derivada

de Gâteaux deF emx. De fato sendoF diferenciável no sentido de Fréchet,

lim
||h||→0

1
||h|| {F(x+h)−F(x)−L(h)} = 0 (1.5)

ou seja,

lim
||sh||→0

1
||sh|| {F(x+sh)−F(x)−L(sh)} = lim

s→0

1
s
{F(x+sh)−F(x)−L(sh)} . (1.6)

AssimDF(x) = δxF .

2. SeX é um espaço de Hilbert com produto interno<,>X , então pelo Teorema da

Representação de Riez existe um único elemento emX , denotado por∇F(x), tal que

DF(x)(h) =< ∇F(x),h >X para todoh ∈ X .∇F(x) é chamado deX -gradiente deF

emx.

Lema 1.1 Sejam F,X ,Λx como definidos anteriormente. Suponha que F, restrito a um sub-

conjuntoX0 de X , tem um extremo finito relativoX emX0, e que existe um subconjunto

balanceado1 Λ deΛx satisfazendo x+Λ ⊂ X0 entãoδxF(h) = 0 para h∈ Λ.

Demonstração. Suponha sem perda de generalidade quex seja um ponto de mínimo relativo

deF |X0. Então para|s| < 1 , h∈ Λ, temos quex±sh∈ X0 poisΛ é balanceado e comoδxF é

linear temos que:

−δxF(h) ≤ 1
s
{F(x+sh)−F(x)−δxF(sh)} (1.7)

δxF(h) ≤ 1
s
{F(x−sh)−F(x)−δxF(sh)} . (1.8)

Logo de (1.7) e (1.8) temos que−δxF(h) ≤ 0 eδxF(h) ≤ 0 . AssimδxF(h) = 0.

1.2 Resultados importantes de Análise Funcional

Nesta seção apresentaremos alguns resultados importantesde Análise Funcional que serão

utilizados nas demonstrações de alguns resultados (lemas,teoremas e preposições) dessa dis-

sertação.

1Um conjuntoC é dito balanceado se dadox∈C e λ ∈ R tal que|λ| ≤ 1 tem-seλx∈C
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Teorema 1.1 (Teorema de Banach-Steinhaus)Seja E um espaço de Banach eF uma família

de transformações lineares limitadas de E em um espaço normado F. Suponha que para cada

x∈ E, {‖Tx‖Y;T ∈ F} é limitada. Então{‖T‖;T ∈ F} é limitada.

Demonstração. Veja [17], página 81.

1.2.1 Topologia fraca e Topologia fraca*

SejamE um espaço de Banach,E′ seu dual. Defina para cadaf ∈ E′

ϕ f : E −→ R

a aplicação:

ϕ f (x) = f (x).

Quandof percorreE′ obtemos uma família{ϕ f } f∈E′ de aplicações deE emR.

Definição 1.1 A topologia fraca, denotada porσ(E,E′), é a topologia menos fina (possui

menos abertos), tal que todas as aplicações{ϕ f } f∈E′ sejam contínuas, isto é, esta topologia

tem como subbase todos conjuntos da forma f−1(I) onde I é um aberto deR (topologia usual)

e f é um funcional linear de E emR. Isto significa que os abertos dessa topologia são dados

por interseções finitas de conjuntos dessa forma.

Notação: Seja{xn} uma seqüência em E. Denotamos por xn ⇀ x a convergência de xn a x

na topologia fraca . O elemento x é chamado de limite fraco de{xn} e dizemos que xn converge

fracamente a x. Caso xn
n→∞−→ x, isto é,||xn− x|| → 0 quando n→ ∞, dizemos que xn converge

fortemente para x.

Lema 1.2 Seja{xn} uma seqüência fracamente convergente no espaço normado E. Então:

(a) O limite fraco x de{xn} é único;

(b) Toda sub-sequência de{xn} converge fracamente para x;

(c) A sequência{||xn||} é limitada.

Demonstração. Veja [11], página 258.
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Definição 1.2 Seja F um subconjunto de E. Dizemos que F é fracamente fechadose dada

xn ∈ F, com xn ⇀ x então x∈ F.

Lema 1.3 Seja{xn} uma sequência no espaço normado E. Então:

(a) Se{xn} converge fortemente, então converge fracamente para o mesmo limite;

(b) Se a dimensão de E for finita, a recíproca de (a) é verdadeira.

Demonstração. Veja [11], página 259.

Definição 1.3 Dizemos que um funcional linear F: E −→ R, é fracamente semicontínuo infe-

rior se dada xn ⇀ x, F(x) ≤ liminf
n→∞

F(xn).

Lema 1.4 Seja{xn} uma sequência em E. Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) Se xn ⇀ x emσ(E,E′) então

||x|| ≤ liminf
n→∞

||xn||.

Ou seja, a função norma é fracamente semi-contínua inferior;

(b) Se xn ⇀ x emσ(E,E′) e fn→ f fortemente em E′(i.e, || fn− f ||→ 0), então fn(xn)→ f (x).

Demonstração. Veja [2], página 45.

Definição 1.4 Sejam E e F espaços de Banach. Um operador T∈L (E,F) é dito compacto se

para toda sequência limitada{xn} ⊂ E, {T(xn)} possui uma subsequência convergente em F

Teorema 1.2 Seja T: E −→ E um operador compacto e{xn} uma sequência fracamente con-

vergente a x. Então{T(xn)} converge fortemente para T(x).

Demonstração. Veja [17], página 199.

Vamos agora definir uma topologia particular sobreE′, a topologia fraca*, denotada por

σ(E′,E). Para cadax∈ E considere a aplicaçãoϕx : E′ → R definida por

ϕx( f ) = f (x).

Quando x percorreE, obtemos uma família de aplicações{ϕx}x∈E deE′ emR.
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Definição 1.5 A topologia fraca*, denotada porσ(E′,E) é a topologia menos fina sobre E′,

de tal forma que todas as aplicações{ϕx}x∈E sejam contínuas.

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitária em E′ i.e, BE′ = { f ∈E′; || f || ≤ 1}
é compacta na topologia fraca*σ(E′,E).

Demonstração. Veja [2], página 42.

1.2.2 Espaços reflexivos

SejaE um espaço de Banach e sejaι a injeção canônica deE emE′′ (E′′ representa o bidual).

Dizemos queE é reflexivo seι(E) = E′′. Por exemplo, todo espaço de Hilbert é reflexivo (Veja

[11], página 242).

Lema 1.5 Seja E um espaço de Banach. Então E é reflexivo se, e somente se E′ é reflexivo.

Demonstração. Veja [2], pág 45.

Teorema 1.4 (Eberlein-Smuliam) Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja {xn} uma se-

quência limitada em E. Então existe uma subsequência{xnk} de{xn} que converge na topolo-

gia fracaσ(E,E′).

Demonstração. Veja [2], página 50.

1.2.3 Espaços de Sobolev

SejaI = (a,b) um intervalo aberto (limitado ou não) e sejap∈ R com 1≤ p≤ ∞.

Definição 1.6 O espaço de SobolevW1,p(I) é definido como:

W1,p(I) =

{
u∈ Lp(I) : ∃g∈ Lp(I) tal que

∫

I
uϕ′ = −

∫

I
gϕ ∀ ϕ ∈C1

c(I)

}
.
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Para cadau∈W1,p(I) se denotau′ = g.

Se representa

H1(I) = W1,2(I) = {x : x é absolutamente contínua e ˙x∈ L2}.

DenotaremosW1,p(I),H1(I),Lp(I) porW1,p,H1,Lp respectivamente.

Observação 1.2Na definição de W1,p diz-se queϕ é uma função teste. Pode-se utilizar tanto

C1
c quanto C∞

c como conjunto de funções teste. Para maires detalhes, veja [2].

Observação 1.3Note que se u∈ C1∩Lp e se u′ ∈ Lp (aqui u′ denota a derivada no sentido

usual), então u′ ∈ W1,p. Além disso a derivada usual de u coincide com a derivada de u no

sentido de W1,p.

Notações: O espaçoW1,p está dotado da norma

‖u‖W1,p = (‖u‖p
Lp +‖u′‖p

Lp)1/p.

O espaçoH1 é um espaço de Hilbert dotado do produto interno

〈u,v〉H1 = 〈u,v〉L2 + 〈u′,v′〉L2

com a norma associada

‖u‖H1 = (‖u‖L2 +‖u‖L2)
1
2 .

A norma acima é equivalente à norma do espaço de SobolevW1,2(ver [2], página 121) .

Proposição 1.1 (a) O espaço W1,p é um espaço de Banach para1≤ p≤ ∞;

(b) O espaço W1,p é reflexivo para1≤ p≤ ∞;

(c) O espaço H1 é um espaço de Hilbert separável.

Demonstração. Veja [2], página 121.

Teorema 1.5 Seja u∈W1,p com1≤ p< ∞. Então existe uma sucessão{un} em C∞
c (R) tal que

un|I → u em W1,p.
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Demonstração. Veja [2], página 127.

Teorema 1.6 Existe uma constante C (dependendo apenas da medida de I que é≤ ∞) tal que

‖u‖L∞(I) ≤ C‖u‖W1,p(I), para todo u∈ W1,p(I),1 ≤ p ≤ ∞. De outra forma W1,p(I) ⊂ L∞(I)

com injeção contínua para todo1≤ p≤ ∞. Além disso, quando I é limitado se verifica:

(a) A injeção W1,p(I) ⊂C0(I) é compacta para todo1≤ p≤ ∞.

(b) injeção W1,1(I) ⊂ Lq(I) é compacta para todo1≤ q≤ ∞.

Demonstração. Veja [2], página 129.

1.3 As equações de Euler-Lagrange

Nesta seção vamos trabalhar com um funcional que possui uma forma determinada. Seja

T > 0 e considere o funcional

F(x) =
∫ T

0
f (x(t), ẋ(t), t)dt, (1.9)

ondex ∈ X = H1([0,T],Rn) e f : R
n ×R

n ×R → R é limitada eC2 num aberto da forma

Ω×R
n×R ⊂ R

n×R
n×R. Vamos assumir que :

x∈ H1([0,T],Ω), e que
∂
∂ẋ

f (x(t), ẋ(t), t) ∈C0([0,T],Rn). (1.10)

Sendox ∈ C1([0,T],Rn) temos quef (x, ẋ, t) é C1 em ẋ, pois estamos assumindo quef é C2

num aberto da formaΩ×R
n×R ⊂ R

n×R
n×R.

Sejah∈C1([0,T],Rn). Para cadas∈ R, |s| suficientemente pequenox(t)+sh(t) ∈ Ω para

todot ∈ [0,T] tem-se pelo desenvolvimento em série de Taylor que

f (x+sh, ẋ+sḣ, t) = f (x, ẋ, t)+

[
∂
∂x

f (x, ẋ, t) ·h+
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t) · ḣ
]

s+O(s2). (1.11)

Desde quex∈H1 e que ∂
∂x f (x, ẋ, t) seja contínua, a seguinte funçãoΦx(t)=

∫ T
0

∂
∂x f (x(τ), ẋ(τ),τ)dτ

está bem definida. Fazendo integração por partes em
∫ T

0
∂
∂x f (x, ẋ, t) ·hdt temos:

F(x+sh)−F(x)
s

=
∫ T

0

[
∂
∂x

f (x, ẋ, t) ·h+
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t) · ḣ
]

dt+O(s)

= Φx(T) ·h(T)+
∫ T

0

[
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)−Φx(t)

]
· ḣdt+O(s).
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Note que o integrando da segunda linha é contínuo. De acordo com nossas hipóteses em (1.10),

mostramos queC1([0,T],Rn) ⊂ Λx e que vale a fórmula:

δxF(h) = Φx(T) ·h(T)+
∫ T

0

[
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)−Φx(t)

]
· ḣdt. (1.12)

Em algumas situações é conveniente considerar as variaçõesadmissíveis no conjunto balanceado

da forma:

Λε =

{
h∈C1([0,T],Rn) : h(0) = h(T) = 0, sup

[0,T]

|h| < ε

}
. (1.13)

Seh∈ Λε, então a fórmula da variação de Gâteaux deF é dada por:

δxF(h) =
∫ T

0

[
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)−Φx(t)

]
· ḣ dt (1.14)

Por uma outra integração por partes, agora integrando
∫ T

0
∂
∂ẋ f (x, ẋ, t) · ḣdt temos:

δxF(h) =
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t) ·h|T0 +
∫ T

0

[
∂
∂x

f (x, ẋ, t)− d
dt

∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)

]
·hdt (1.15)

Logo seh∈ Λε então a fórmula da variação de Gâteaux também é dada por:

δxF(h) =
∫ T

0

[
∂
∂x

f (x, ẋ, t)− d
dt

∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)

]
·hdt (1.16)

Vejamos agora alguns exemplos onde calculamos a variação deGâteaux:

Exemplo 1.1 Seja o funcional

I(x) =
∫ T

0

[
a(t)|ẋ(t)|2 +b(t)|x(t)|2

]
dt, a(t),b(t) ∈C1(R).

Vamos calcular a derivada de Gâteaux de I sobre

K = {x∈ H1([0,T],R),x(0) = x(T)}.

Seja x,y∈ K. Então x+sy∈ K para todo s∈ R. Temos que

I(x+sy) =
∫ T

0

[
a(t)(ẋ(t)+sẏ(t))2 +b(t)(x(t)+sy(t))2]dt

=
∫ T

0

[
a(t)(ẋ(t))2 +b(t)(x(t))2]dt+2s

∫ T

0
[a(t)ẋ(t)ẏ(t)+b(t)x(t)y(t)]

+ s2
∫ 2

0

[
a(t)(ẏ(t))2 +b(t)(y(t))2]dt.

Pela observação 1.1 temos que

δxI(y) =
d
ds

I(x+sy)|s=0 = 2
∫ T

0
[a(t)ẋ(t)ẏ(t)+b(t)x(t)y(t)] .
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Por meio de integração por partes temos que

δxI(y) =
d
ds

I(x+sy)|s=0 =
∫ T

0
[−2a(t)ẍ(t)−2ȧ(t)ẋ(t)+b(t)u(t)]y(t)dt.

Exemplo 1.2 Seja

A (x) =
∫ T

0

[
m
2
|ẋ(t)|2 +

α
|x(t)|

]
dt

com x∈ H1([0,T],C). Se h∈ Λε dado em (1.13), então por (1.16) temos que a variação de

Gâteaux deA é dada por

δxA (h) =
∫ T

0

[
mẍ−α

x
|x|3

]
·hdt.

Lema 1.6 (Du Bois Reymond) SejaΛε como em (1.13) eε > 0arbitrário. Se H∈C1([0,T],Rn)

e ∫ T

0
H(t) · ḣ(t)dt = 0 (1.17)

para todo h∈ Λε, então existe c∈ R, tal que H(t) = c em[0,T].

Demonstração. Sejac =
1
T

∫ T

0
H(t)dt e h(t) =

1
K

∫ t

0
(H(τ)− c)d(τ), ondeK > 0 tal que

sup
[0,T]

|h| < ε. Entãoh∈ Λε e portanto

|H(t)−c|2 = K[(H(t)−c) · ḣ], logo
∫ T

0
|H(t)−c|2dt = K

∫ T

0
(H(t)−c) · ḣdt = 0. (1.18)

LogoH(t) = c.

Teorema 1.7 Seja F, f ,X ,Λε definidos como anteriormente. Suponha que F restrito a um

subconjuntoX0 deX tem um extremo relativo em x, e x+Λε ⊂ X0 para algumε > 0 então

d
dt

∂
∂ẋ

f (x(t), ẋ(t), t) =
∂
∂x

f (x(t), ẋ(t), t) em [0,T]. (1.19)

SuponhaX0 um subespaço ou uma sub-variedade deX tal que x é um ponto crítico de F e

x+Λε ⊂ X0 para algumε > 0, então vale (1.19).

Demonstração. NoteΛε ⊂ Λx e queΛε é balanceado. Comox é um extremo relativo deF |X0,

temos queδxF(h) = 0 . Mas comoh∈ Λε obtemos de (1.14):

δxF(h) =
∫ T

0

[
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)−Φx(t)

]
· ḣ dt = 0 (1.20)
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Pelo lema 1.6 segue-se que

∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)−Φx(t) = c ou seja,
∂
∂ẋ

f (x, ẋ, t)−
∫ t

0

∂
∂x

f (x, ẋ,τ)dτ = c. (1.21)

ComoΦx e ∂
∂ẋ f (x, ẋ, t) são diferenciáveis em relação at por causa das hipóteses, segue-se de

(1.21) que
d
dt

∂
∂ẋ

f (x(t), ẋ(t), t) =
∂
∂x

f (x(t), ẋ(t), t) (1.22)

Agora seX0 for um subespaço ou uma sub-variedade deX e sex é ponto crítico deF emX0,

δxF(x) = DF(x), logo vale (1.19).

1.4 O funcional ação do problema dos N-Corpos

Um dos principais problemas estudados pela Mecânica Celesteé o problema dosN-corpos

que consiste em entender o movimento deN(≥ 2) massasm1,m2,m3 . . . ,mN emR
3 de acordo

com a lei da gravitação universal de Newton:

mkẍk =
∂

∂xk
U(x), k = 1, . . . ,N (1.23)

ondexk ∈ R
3 é a posição demk, e

U(x) = ∑
16i< j6N

mimj

r i j
, r i j = |xi −x j |

é o potencial Newtoniano.

Vamos considerar o problema dosN-corpos em uma abordagem variacional. SejaV = {x∈
(R3)N : m1x1 + . . .+mNxN = 0} o espaço de configurações, isto é, o espaço das posições cujo

centro de massa encontra-se na origem do sistema de coordenadas e

X = H1([0,T],V) = W1,2([0,T],V). (1.24)

O LagrangianoL(x, ẋ) dex∈ X é definido por

L(x, ẋ) = K(ẋ)+U(x) =
1
2

N

∑
j=1

mk|ẋ|2 + ∑
16i< j6N

mimj

r i j
, r i j = |xi −x j |. (1.25)

Ele está definido em quase toda parte uma vez quex seja absolutamente contínua. SejaΩ =

V \∆, onde∆ =
{

x = (x1, . . . ,xN) ∈ (R3)N : xi = x j para algum i6= j
}

chamado deconjunto
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de colisões. Sex(t) ∈ Ω para qualquert ∈ [0,T], vamos supor quex satisfaz as condições em

(1.10).

O funcional açãoA : X −→ R∪{+∞} associado a (1.23) no intervalo de tempo[0,T] é

definido por:

A (x) =
∫ T

0
L(x(t), ẋ(t))dt. (1.26)

Observe que comox ∈ H1, A está bem definido. Note também que (1.23) corresponde as

equações de Euler-Lagrange do funcional ação. Também podemos pensar emL(x,y) como

uma função no fibrado tangente deV e ela é diferenciável em(x,y) exceto quandox ∈ ∆. Se

x(t) ∈ V \∆ parat ∈ [0,T] , então existeε > 0 pequeno tal que,x(t)+ h(t) ∈ V \∆ para todo

t ∈ [0,T] eh∈ Λε, onde

Λε =

{
h∈C1([0,T],V) : h(0) = h(T) = 0, sup

[0,T]

|h| < ε

}
. (1.27)

Logo pelo teorema 1.7, temos que:

Corolário 1.1 SejaA ,X ,Λε como anteriormente. Suponha que exista um extremo relativox

deA no subconjuntoX0 deX . Se x+ Λε ⊂ X0 e x(t) ∈ V \∆ para t ∈ [0,T], então x(t) é

uma solução de (1.23).

Suponha queX0 é um subespaço ou uma subvariedade deX e x é um ponto crítico deA

sobreX0. Se x+Λε ⊂ X0 , então x(t) é solução de (1.23) sempre que x(t) ∈V \∆.

1.5 Princípio de criticalidade simétrica

Suponha queG é um grupo agindo sobreX0 por difeomorfismos através da representação

linearρ : G−→ Di f f (X0), isto é, a ação definida sobreG×X0 emX0 associa ao par(g,x) ∈
G×X0 o elementoρ(g)x ∈ X0. Dizemos queF : X −→ R é ρ-invariante sobreX0, se

F(ρ(g)x) = F(x) para todox∈ X0 e para todog∈ G. Seja

X
ρ

0 := {x∈ X0 : ρ(g)x = x ∀g∈ G} (1.28)

a coleção de elementosρ-invarianteem X0. Note queX
ρ

0 é um subespaço desde queρ é

uma representação linear (i.e.,ρ(g) é um automorfismo linear para todog∈ G). O conjunto de

pontos críticos da restriçãoF |
X

ρ
0

: X ρ
0 −→R∪{+∞} são chamadosρ-pontos críticosdeF em
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X0. Vamos mostrar no seguinte teorema que sobre certas condiçõesρ-pontos críticos são de

fato pontos críticos deF emX0.

Teorema 1.8 Sejam F,X como em ( 1.9). Considere a restrição de F sobre um subespaçoX0

deX . Seja G um grupo agindo emX0 através da representação ortogonalρ : G−→ GL(X0).

GL(X0) denota o grupo dos automorfismo lineares emX0. Suponha que F restrito aX0 é

invariante sob a representaçãoρ e Fréchet diferenciável em x∈ X0.

(a) Se x∈ X
ρ

0 é umρ-ponto crítico de F emX0, então x também é um ponto crítico de F

emX0.

(b) Seja f,Λε como em ( 1.10) e ( 1.13). SeX0+Λε = X0 para algumε > 0, então um ponto

ρ-crítico de F emX0 é solução da equação de Euler-Lagrange ( 1.19).

Demonstração. (a) Denotaremos, por simplicidade, a restrição deF emX0 porF .

Pelaρ-invariância deF e a regra da cadeia, temos queF é Fréchet diferenciável emρ(g)x

para todog∈ G e

DF(x) = D(F ◦ρ(g))(x) = DF((ρ(g)x)◦ρ(g).

Seja∇F(x) o H1-gradiente deF emx . Assim, comoρ(g) é ortogonal,

〈∇F(x),h〉H1 = DF(x)h

= DF(ρ(g)x)(ρ(g)(h))

= 〈∇F(ρ(g)x),ρ(g)h)〉H1

= 〈ρ(g)−1∇F(ρ(g)x),h〉H1 ∀g∈ G, ∀h∈ X0.

Logo ∇F é equivariante com respeito aρ, ou seja,ρ(g)∇F(x) = ∇F(ρ(g)x) para todog∈ G e

x∈ X0.

Como x é ρ-invariante, entãoρ(g)∇F(x) = ∇F(x) para todog ∈ G e ∇F(x) ∈ X
ρ

0 . Se

x∈ X
ρ

0 é um pontoρ-crítico deF emX0, então∇F(x) é ortogonal aX ρ
0 . Logo∇F(x) = 0 e

assimx é um ponto crítico deF emX0.

(b) segue de (a) e do corolário 1.1 .
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Proposição 1.2SejaΩ ⊂ H1 um aberto e F: H1 −→ R um funcional linear. Então os pontos

críticos de F|Ω são os mesmos pontos críticos de F sobre H1.

Demonstração. Mostraremos queDF(x) = 0. Sejax um ponto crítico deF |Ω. Então

DF(x) : TxΩ −→ R

satisfazDF(x) ·h = 0, para todoh∈ TxΩ. Ou seja,〈∇F(x),h〉 = 0 para todoh∈ TxΩ. ComoΩ

é aberto,TxΩ = H1. Assim〈∇F(x),h〉= 0 para todoh∈H1, donde concluímos queDF(x) = 0.

Proposição 1.3SejaΩ ⊂ H1 um subespaço linear de H1 e F : H1 −→ R um funcional linear.

Então os pontos críticos de F|Ω são os pontos críticos de F sobre H1, desde que DF(x) ·h =

0, ∀h∈ Ω⊥.

Demonstração. ComoΩ é um subespaço linear, o espaço tangente deΩ se identifica comΩ.

Assim,

DF(x) : Ω −→ R.

ComoH1 é Hilbert,

H1 = Ω⊕Ω⊥.

Logo, sex é um ponto crítico deF |Ω, dado qualquerh = h1 +h2 ∈ H1 comh1 ∈ Ω e h2 ∈ Ω⊥

temos :

〈∇F(x),h〉 = 〈∇F(x),h1 +h2〉

= 〈∇F(x),h1〉+ 〈∇F(x),h2〉

= 〈∇F(x),h2〉

= 0,

desde queDF(x) ·h = 0 para todoh∈ Ω⊥.
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1.6 Existência de minimizantes

1.6.1 Princípio variacional

O funcional açãoA =
∫ T

0 L(x, ẋ)dt (associado ao problema dosN-corpos) restrito aX =

H1([0,T],V) não atinge o ínfimo emX . De fatoA (x) > 0 parax∈X . Considere a sequência

x(k)(t) = (x(k)
1 (t), . . . ,x(k)

N (t)) ∈ (R3)N definida por

x(k)
i (t) ≡ (kcos(

2πi
k

),ksen(
2πi
k

),0). (1.29)

Entãox(k) é divergente eA (x(k)) → 0 sek → +∞. Logo infX A = 0, ou seja, o ínfimo não é

atingido emX .

Por outro lado, o teorema 1 e o corolário 1 nos permite restringir o problema a um subespaço

X0 deX . Para garantir a existência de minimizadores, o subespaço deve ser escolhido de tal

forma que nenhuma seqüência divergente possa ser minimizante . Uma condição deste tipo é

chamadacoercividade. Um funcional em um espaço normadoW é chamado de coercivo sobre

um suconjuntoW0 ⊂W seF(x) → +∞ cada vez que||x|| → +∞, x∈W0.

Teorema 1.9 Seja W um espaço de Banach reflexivo com norma‖ . ‖ , e seja W0 ⊂ W um

conjunto fracamente fechado. Suponha que F: W −→ R∪{+∞} satisfaz:

(a) F é coercivo em W0;;

(b) F é fracamente sequencialmente semicontinuo inferior em W0.

Então F restrito a W0 é limitado inferiormente e F atinge o mínimo.

Demonstração. SeF = ∞ segue o resultado. CasoF 6= ∞, seja
{

y(k)
}

uma sequência mini-

mizante . ComoF é coercivo, temos que||y(k)|| é limitada. Pelo teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-

Bourbaki) e a reflexividade deW, W0 tem fecho compacto na topologia fraca. Mas pelo teorema

1.4 (Eberlein-Smulian)W0 é sequencialmente compacto na topologia fraca. Vamos considerar

sem perda de generalidade quey(k) converge fracamente paray ∈ W0. ComoF é fracamente

seqüencialmente semicontínua inferior emW0,

F(y) ≤ liminf
k→+∞

F(y(k)) = inf
W0

F (1.30)

Portantoy é um minimizador deF emW0.
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1.6.2 A semicontinuidade inferior fraca deA

Para aplicar o teorema 1.9 em ( 1.23) precisamos mostrar a fraca semicontinuidade inferior

do funcional ação:

Lema 1.7 SejaA , L associados ao problema dos N-corpos eX = H1 . EntãoA é fracamente

sequencialmente semicontinua inferior emX .

Demonstração. Sejax(k) = (x(k)
1 ,x(k)

2 , . . . ,x(k)
N ) uma sequência que converge fracamente para

x = (x1, . . . ,xN) . Basta considerar o caso em que liminf
k→∞

A (x(k)) = c < ∞. Passando a uma

subseqüência se necessário, assumiremos sem perda de generalidade queA (x(k)) é limitado

por uma constanteC e lim
k→∞

A (x(k)) = c < ∞.

Sejar(k)
i j := |x(k)

i −x(k)
j |, então pela compacidade do mergulhoX ↪→C0([0,T],V)(teorema

1.6),r(k)
i j converge uniformemente parar i j . ComoA (x(k)) é limitada, a seqüência1

r(k)
i j

é limitada

emL1[0,T].

SejaEi j ⊂ [0,T] tal quer i j 6= 0. Note que a medida de Lebesgue deEi j é igual a medida

de Lebesgue de[0,T]. De fato suponha, por absurdo, quemed([0,T]/Ei j ) = κi j > 0. Seja

εi j = 1
Cmimjκi j e sejaNi j ∈ N tal que||r(k)

i j − r i j ||C0 < εi j quandoκ ≥ Ni j . Logo

A (x(k)) =
∫

[0,T]
K(ẋ(k))+U(x(k))dt ≥ mimj

∫

[0,T]/Ei j

1

r(k)
i j

dt >
mimjκi j

εi j
= C,

que é uma contradicão poisA (x(k)) < C.

A sequência 1

r(k)
i j

converge pontualmente para1r i j
. Assim pelo lema de Fatou,

∫ T

0

1
r i j

dt 6 liminf
k→∞

∫ T

0

1

r(k)
i j

dt.

Note quex(k) converge fortemente parax emL2([0,T],V). Como a função norma é fraca-

mente sequencialmente semicontínua inferior (lema 4), temos que:

||ẋ j ||2L2 = ||x j ||2H1−||x j ||2L2 6 liminf
k→∞

||x(k)
j ||2H1−||x j ||2L2 = liminf

k→∞
||x(k)

j ||2H1− liminf
k→∞

||x(k)
j ||2L2 = liminf

k→∞
||ẋ(k)

j ||2L2
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Assim,

A (x) =
1
2

N

∑
j=1

mj ||ẋ j ||2L2 + ∑
16i< j6N

∫ T2

0

mimj

r i j
dt

6
1
2

liminf
k→∞

1
2

N

∑
j=1

mj ||ẋ(k)
j ||2L2 + liminf

k→∞ ∑
16i< j6N

∫ T2

0

mimj

r(k)
i j

dt

6 liminf
k→∞

A (x(k)).

LogoA (x) é fracamente sequencialmente semicontínuo inferior.

1.6.3 O problema dos n-corpos e a condição(NC)ν

SejaX = H1([0,T],V) = W1,2([0,T],V). Dizemos que um subconjuntoX0 deX satisfaz

a condição(NC)ν emX , ν ∈ (0,2], se para todox∈ X0 existeτx ∈ (0,T] tal que

x(0) ·x(τx) ≤ (1−ν)|x(0)||x(τx)|. (1.31)

Comentário:

Note que (1.31) é verdade seν ≤ 0 e é falsa seν > 2 (Cauchy - Schwartz). A exigência que

ν ∈ (0,2] assegura que curvas emX devem se afastar da condicão inicial por um certo ângulo.

Teorema 1.10SejaX ,L,A ,Λε definidos em (1.24), (1.25), (1.26), (1.27). Suponha queX0 ⊂
X é fracamente fechado e satisfaz a condição(NC)ν. EntãoA é coercivo e atinge o mínimo

emX0. Se além disso um minimizador x∈ X0 deA satisfaz x+ Λε ⊂ X0 para algumε > 0,

então x é solução de (1.23) sempre que x(t) ∈V \∆ para todo t∈ [0,T].

Demonstração. Sejax∈ X0, considere a função

δ(x) := maxs1,s2∈[0,T]|x(s1)−x(s2)|.

Desde queX0 satisfaz a condição(NC)ν, escolhaτx ∈ (0,T] tal que

x(0) ·x(τx) ≤ (1−ν)|x(0)||x(τx)|.

Vamos considerar inicialmente o caso ondex(0) 6= 0 ex(τx) 6= 0. Sejaθ o ângulo entrex(0) e

x(τx), comθ ∈ [0,π].
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Figura 1.1:

Logo senφ|x(0)− x(τx)| = |x(0)|senθ, ou seja,|x(0)− x(τx)| ≥ senθ|(x(0)| e a igualdade

vale se, e somente se,x(0)−x(τx) for perpendicular ax(τx). Mas por hipótese temos que

x(0) ·x(τx) ≤ (1−ν)|x(0)||x(τx)|,

ou seja,
x(0) ·x(τx)

|x(0)||x(τx)|
≤ 1−ν.

Portanto, cosθ ≤ 1−ν. Dividiremos em casos:

Caso 1: Se cosθ > 0 temos que: cos2θ ≤ (1−ν)2. Logo senθ ≥
√

ν(2−ν) := Cν. Mas,

|x(0)−x(τx)| ≥ senθ|x(0)| ≥Cν|x(0)|

assim|x(0)−x(τx)| ≥Cν|x(0)|.

Caso 2: Seν = 2. Neste caso devemos ter que cos(θ) ≤ −1, assimθ = π, (pois, cos(θ) ≥
−1). Isto implica quex(τx) ex(0) sao paralelos, logox(τx) =Cx(0), com(C < 0). Desta forma:

x(0)−x(τx) = (1−C)x(0), e portanto|x(0)−x(τx)| = (1−C)|x(0)| ≥ |x(0)| poisC < 0.

Caso 3:ν ≥ 1. Isto implica que cosθ ≤ 1−ν ≤ 0. Daí que o ânguloθ se encontra entreπ/2

e π. Segue-se quex(τx) ·x(0) ≤ 0. Assim temos que,|x(0)−x(τx)|2 = |x(0)|2−2x(τx) ·x(0)+

|x(τx)|2 ≥ |x(0)|2, donde segue-se que paraν ≤ 1, |x(0)−x(τx)| ≥ |x(0)| = 1|x(0)| ≥Cν|x(0)|,
ondeCν :=

√
ν(2−ν).

Caso 4:ν ≤ 1. Temos que 1−ν ≥ 0. Assim se cosθ < 0, θ ∈ (π
2,π]. Comox é continua,

escolha um novōτx tal que

cosθ > 0 e cosθ < 1−ν.

Daí segue o caso 1.
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Em conclusão, teremos que|x(0)− x(τx)| ≥ Cν|x(0)|. Note que sex(0) = 0 ou x(τx) = 0

temos que

|x(0)−x(τx)| ≥ |x(0) ≥Cν|x(0)|.

Entretanto set ∈ [0,T] temos

|x(t)| ≤ |x(0)|+δ(x) ≤ 1
Cν

|x(0)−x(τ)|+δ(x) ≤
[

1
Cν

+1

]
δ(x).

Assim ∫ T

0
|x|2dt ≤

[
1

Cν
+1

]2

δ2(x)T.

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder temos que

δ2(x) ≤ |
∫ T

0
ẋdt|2 ≤

[∫ T

0
|ẋ|dt

]2

≤ T
∫ T

0
|ẋ|2dt.

Logo o norma emH1 é controlada pela ação, pois

||x||2H1 =
∫ T

0
(|x|2 + |ẋ|2)dt

≤
[(

1
Cν

+1

)2

T2 +1

]∫ T

0
|ẋ|2dt

<
2
m

[(
1

Cν
+1

)2

T2 +1

]
A (x),

ondem= min1≤i≤N{mi}. Portanto se||x||2H1 → ∞, entãoA (x) → ∞, ou seja,A|X0
é coercivo.

Portanto pelo teorema 1.9 e pelo lema 1.7 a ação funcional restrito a X0 atinge o mínimo. Se

x∈ X0 é um minimizante tal quex+ Λε ⊂ X0 para algumε > 0, então pelo corolário 1.1x é

solução de (1.23) sempre quex(t) ∈V \∆.

Corolário 1.2 SejaX1 o espaço das curvas fechadas anti-simétricas, isto é,X1 = {x ∈ H1 :

x(t) = x(−t + T
2 )}, emX = H1([0,T],V). EntãoA atinge o mínimo emX1 e todo minimizante

x é soluçao de (1.23), desde que x(t) ∈V \∆.

Demonstração. De fato ,X1 é fracamente fechado e satisfaz (1.31) fazendoτx = T
2 e ν = 2.
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Observação 1.4Note que na prova do teorema (1.10) a única propiedade que usamos do po-

tencial U(x) foi a semi-continuidade fraca deA . A prova da semi- continuidade fraca é válida

para diferentes tipos de potencial. Por exemplo o potencialtipo-Newtoniano:

Uσ(x) = ∑
16i< j6N

mimj

rσ
i j

, r i j = |xi −x j |, |xi −x j | i 6= j

Substituindo U por Uσ, (1.23) também é chamado de problema tipo- N-corpos. Note queo

teorema (1.10) também é verdadeiro para o problema tipo- N-corpos.



Capítulo 2

Cálculo variacional aplicado ao problema

de Kepler

Neste capítulo, estudaremos o problema de Kepler e deduziremos as leis de Kepler. Numa

abordagem variacional relacionaremos o funcional ação e o problema de Kepler, onde exibire-

mos certos espaços, onde garantiremos a existência de minimizantes que sobre certas condições

serão justamente as órbitas Kepleriana elípticas. Para isso faremos uso de um importante teo-

rema devido a Gordon [9]. Em seguida, relataremos propriedades das órbitas circulares mini-

mizantes.

2.1 O problema de Kepler

A equação do problema dos dois corpos no plano é dada por

mkẍk =
∂

∂xk
U, k = 1,2 (2.1)

ondexk ∈ C é a posição da partícula de massamk e

U = U(|x1−x2|) =
α

|x2−x1|
, α = m1m2

é a energia potencial (formalmente, é menos a energia potencial). Fixando a massa central na

origem e fazendox = x2−x1 , m= m1m2
m1+m2

(massa reduzida), o sistema (2.1) pode ser re-escrito

como

mẍ = −α
x
|x|3 . (2.2)
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Desta forma, o Lagrangiano e o Hamiltoniano são, respectivamente

L(x, ẋ) = K(ẋ)+U(x) =
m
2
|ẋ|+ α

|x| (2.3)

e

H(x, ẋ) = K(ẋ)−U(x) =
m
2
|ẋ|− α

|x| . (2.4)

Comentários:

(1) Esta redução diz que o estudo do problema de 2 corpos é equivalente ao estudo do prob-

lema de Kepler;

(2) A equação (2.2) é justamente a equação de Euler-Lagrangedo funcional açãoA (x) =
∫ T

0 L(x, ẋ)dt. As soluções de (2.2) são chamadas órbitas Keplerianas.

É fácil ver que, em termos de coordenadas polaresx = reiθ , o lagrangiano é dado por

L(r,θ, ṙ, θ̇) = K(r, ṙ, θ̇) =
m
2

(ṙ + r2θ̇2)+
α
r

(2.5)

e que a equação (2.2) é equivalente ao sistema




m(r̈ − r θ̇2) = − α
r2

mr2θ̇ = J.
(2.6)

Comentário : A constanteJ é chamada de momento angular e1
2r2θ̇ = J

2m é a velocidade

areal, isto é, a mudança da taxa da área percorrida pelo raio do vetorx. Assim, como a veloci-

dade areal é constante, temos a segunda lei de Kepler.

Substituindomr2θ̇ = J emm(r̈ − r θ̇2) = − α
r2 temos que

mr̈ = − α
r2 +

J2

mr3
= U ′

e f f(r), Ue f f = −U(r)+
J2

2mr2
.

A funçãoUe f f é chamada de potencial efetivo.

Note queJ = 0 se, e somente se, o movimento é colinear. De fato,J = 0 se e somente seθ

é constante e, assim,x = reiθ é uma reta. No caso em queJ 6= 0, tem-se de (2.6) quer e θ̇ são

distintos de zero, e assim definindou = 1
r temos que :





dr
dt = − 1

u2
du
dt = − 1

u2
du
dθ

dθ
dt = − J

2m
du
dθ ,

d2r
dt2

= − J
2m

d
dt(

du
dθ) = J

2m
du2

dθ2
dθ
dt = −( J

2m)2u2 d2u
dθ2 .

(2.7)
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Assim, obtemos a equação de Clairaut:

d2u
dθ2 +u =

mα
J2 , (2.8)

cujas soluções são da forma:

u(θ) =
mα
J2 +Bcos(θ−θ0), B≥ 0, θ0 ∈ [0,2π).

Desde quer = 1
u segue-se que

r(θ) =
p

1+ecos(θ−θ0)
, p =

J2

mα
. (2.9)

A equação (2.9) nos diz que as órbitas keplerianas com momento angular não nulo são cônicas

com um foco no centro de atração. Esta é justamente a primeiralei de Kepler. A constante

2p = 2J2

mα > 0 é chamada delatus rectumee= BJ2

mα > 0 é chamado deexcentricidade.

Assim, usando as equações (2.5), (2.6), (2.9), podemos escrever o hamiltoniano em função

da excentricidade da seguinte maneira:

H =
m
2

(
ṙ +

J2

m2α2

)
− α

r

=
J2

2m

[(
d
dθ

1
r

)2

+
1
r2

]

=
J2

2m
[(u′(θ))2 +(u(θ))2]−αu(θ)

=
J2

2m

[
B2sen2(θ−θ0)+

m2α2

J4 +B2cos2(θ−θ0)+
2mαB

J2 cos(θ−θ0)

]
− mα2

J2 −αBcos(θ−θ0)

=
J2

2m

[
B2 +

m2α2

J4 +
2mαB

J2 cos(θ−θ0)

]
− mα2

J2 −αBcos(θ−θ0)

=
J2B2

2m
+

mα2

2J2 − mα2

J2

=
mα2

2J2

[
B2J2

m2α2 −1

]
,

ou seja,

H =
mα2

2J2 (e2−1). (2.10)

Então de (2.9), temos que uma órbita kepleriana com momento angular não nulo é periódica se,

e somente se, uma das seguintes condições forem verdadeiras:




0≤ e< 1⇔ H < 0 (elipse)

e= 0⇔ H = mα2

mJ2 (círculo).
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Figura 2.1:

Suponha quex é uma órbita kepleriana com períodoT. Sem perda de generalidade va-

mos supor queθ0 = 0 eθ(0) = 0 (basta fazer uma mudança de coordenadas adequadas e uma

translação na variável tempo). Então da segunda equação em (2.6) temos que :

JT
2m

=
∫ T

2

0
r2θ̇dt =

∫ π

0
r2dθ =

∫ π

0

p2

(1+ecosθ)2dθ =
p2π

(1−e2)
3
2

.

Sejaa o semi-eixo maior da órbita elíptica. Assim por (2.9) e (2.10) temos

a =
r(0)+ r(π)

2
=

p
1−e + p

1+e

2
=

p
1−e2 =

J2

mα2(1−e2)
= − α

2H
.

Então temos que :
J2T2

4m2 =
p4π2

(1−e2)
⇒ T2 =

4m2π2pa3

J2 ,

ou seja,
T2

a3 =
4mπ2

α
. (2.11)

Assim mostramos aterceira lei de Keplerque diz o seguinte: o quadrado do período da órbita

é proporcional ao cubo do semi-eixo maior.

Uma outra maneira de deduzir a terceira lei de Kepler é usandouma variável auxiliarE,

chamada deanomalia excêntrica(ver [3]), definida por

r = a(1−ecosE). (2.12)
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Assim, de (2.10) e de (2.12) temos que :

|ṙ| =
√

2
m

(H +
α
r
− J2

2mr2
) =

1
r

√
2α
m

√
− 1

2a
r2 + r − a(1−e2)

2
=

√
α

ma

(
esenE

1−ecosE

)
.

Logo
1
|ṙ|dr =

√
m
α

a
3
2(1−ecosE)dE. (2.13)

Sejarmin, rmax o mínimo e o máximo der. Então

T
2

=
∫ rmax

rmin

1
ṙ

dr =

√
m
α

a
3
2

∫ π

0
(1−ecosE)dE = π

√
m
α

a
3
2 ,

donde segue-se (2.11).

2.1.1 O funcional ação e o problema de Kepler

SejaX = H1([0,T],C), então o funcional ação associado a (2.2) é dado por

A (x) =
∫ T

0

[
m
2
|ẋ(t)|+ m1m2

|x(t)|

]
dt, x∈ X .

Proposição 2.1SejaX0 = {x∈ X : x(0), ix(T) ∈ R}. EntãoA atinge o mínimo emX e todo

minimizante x é soluçao de (2.1) sempre que x(t) 6= 0 para todo t∈ [0,T].

Demonstração. Pelo teorema 1.6 o mergulhoX ↪→C0([0,T],V) é compacto, logo pelo teo-

rema 1.2X0 é fracamente fechado e também fechado na topologia forte.

Para todox∈ X0 considere a função

δ(x) := max
s1,s2∈[0,T]

|x(s1)−x(s2)|.

Desde quex(0) ·x(T) = 0, temos que:

δ(x) ≥ |x(0)−x(T)| =
√
|x(0)+x(T)| ≥ |x(0)|,

|x(t)| ≤ |x(0)|+δ(x) ≤ 2δ(x),

para todot ∈ [0,T]. Assim ∫ T

0
|x|2dt ≤ 4δ(x)2T.

Mas, pela desigualdade de Hölder, temos:

∫ T

0
|ẋ|2dt ≥ 1

T

(∫ T

0
|ẋ|dt

)2

≥ δ(x)2

T
.
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Além disso temos que a norma de Sobolev é controlada pela açãouma vez que:

||ẋ||2H1 =
∫ T

0
(|x|2 + |ẋ|2)dt ≤ 4δ(x)2T +

∫ T

0
|ẋ|2dt

≤ (4T2 +1)
∫ T

0
|ẋ|2dt <

2
m

(4T2 +1)A (x).

Logo se||x||H1 → +∞ entãoA → +∞, ou seja,A|X0
é coercivo. Portanto pelo teorema 1.9 e

pelo lema 1.7 o funcional açãoAX0 atinge o mínimo. ComoΛε ⊂ X0, segue do corolário 1.1,

que todo minimizantex é solução de 2.2 desde quex nunca anule-se.

Proposição 2.2SejaX1 := {x∈X : x(t) =−x(t + T
2 ),0≤ t ≤ T

2}. EntãoA atinge o mínimo

sobreX1 e todo minimizante x é solução de 2.2 desde que x é não nulo.

Demonstração. Inicialmente note queX1 ⊂ X é fechado na topologia forte, pois sexn → x

emX1, então

x(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

−xn(t +
T
2

) = −x(t +
T
2

).

Logo X1 é fechado na topologia fraca. Para todox ∈ X1, x(0) = x(T) e então tais caminhos

podem ser estendidos a uma função periódica emR com a propriedadex(t) = −x(t + T
2 ) para

todot ∈ R. Assim :

|x(t)|2 =
1
4
|x(t + T

2
)−x(t)|2 ≤ 1

4

(∫ t+T
2

t
ẋ(τ)dτ

)2

≤ T
8

∫ t+T
2

t
|ẋ(τ)|2dτ =

T
8

∫ T
2

0
|ẋ(τ)|2dτ =

T
16

∫ T

0
|ẋ(τ)|2dτ.

Portanto : ∫ T

0
|x|2dt ≤ T2

16

∫ T

0
|ẋ(τ)|2dτ

e assim,

||x||2H1 =
∫ T

0
(|x|2 + |ẋ|2)dt ≤

(
T2

16
+1

)∫ T

0
|ẋ|2dt <

2
m

(
T2

16
+1

)
A (x).

LogoA|X1
atinge o mínimo pelo mesmo argumento da proposição anterior.

Observe que para mostrar que o minimizantex é solução de (2.2) não podemos usar o

Corolário 1.1 , poisX1 não contémΛε, pois sendoh(t) = ε
2 temos queh∈ Λε e h /∈ X1. Mas

se nós trabalharmos sobre o espaço de funções

X0 = {x∈ X : x(0) = x(T)},



2. Cálculo variacional aplicado ao problema de Kepler 38

temos queX0 + Λε = X0 para todoε > 0 e então o corolário 1.1 pode ser aplicado. Note que

X1 é um subespaço deX0, o qual é invariante sobre a representação ortogonalρ : Z2→GL(X )

definida por

ρ(1)(x(t)) := −x(t +
T
2

),

ou seja,X1 = X
ρ

0 . ComoA|X0
éρ-invariante, temos pelo teorema 1.8 que todo minimizantex

emX
ρ

0 é solução de (2.2) desde quex é não-nulo.

Observação 2.1Note que as proposições 2.1 e 2.2 pode ser facilmente provadasusando o

Teorema 1.10. De fato, na proposição 2.1 basta fazerτx = T eν = 1. Já a proposição 2.2, é

justamente o corolário 1.2.

2.1.2 Ação das órbitas keplerianas colineares e elípticas

Sejax(t) = r(t)eiθ(t) uma órbita kepleriana elíptica com períodoT. Vamos supor queθ(0) =

0 eθ0(ângulo de fase) também é zero em ( 2.9).

Proposição 2.3Seja x uma órbita kepleriana elíptica de 2.9 cujo período é T.Então a ação

de x é dada por:

A (x) = 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3 (2.14)

Demonstração. De fato, sejax(t) = r(t)eiθ(t). Integrando a energia potencial ao longo desta

curva temos que:

∫ T

0
U(x)dt = 2α

∫ T
2

0

1
r

dt = 2α
∫ rmax

rmin

1
r ṙ

dr = 2α
√

m
α

a
3
2

∫ π

0

a(1−ecosE)

(1−ecosE)
dE = 2

√
mαaπ.

Assim o valor da ação emx é:

A (x) =
∫ T

0
[K(ẋ(t))+U(x(t))]dt =

∫ T

0
[H +2U(x(t))]dt = HT +4

√
mαaπ.

Usando (2.11) e comoH = − α
2a temos que :

A (x) = 3
√

mα
√

aπ = 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3 .
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Comentário: Sejax uma órbita periódica com período mínimoT e sejay uma órbita per-

iódica cujo período éTk (k um número natural). Então a órbitaT-periódica obtida por repetiry

n-vezes (x(t) = y(t/k)) tem sua ação funcionalkA (y) e como conseqüência da proposição 2.14

temos que:

kA (y) = 3k

(
mα2π2

2

) 1
3
(

T
k

) 1
3

= k
2
33

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3 = k

2
3A (x).

Isto nos diz que uma óbita keplerianaT-periódica tem uma ação menor quandoT é o periódo

mínimo.

Vamos agora levar em consideração as órbitas keplerianas colineares (i.e,J = 0). Uma

solução estendida (ou continuada)x(t) de (2.2),t ∈ [0,T], é uma curva contínua cuja trajetória

é a união de órbitas keplerianas e a origem. SejaEx ⊂ [0,T], Ex = {t ∈ [0,T]/x(t) = 0}. Temos

por continuidade quex(t) começa ou termina em uma componente de[0,T]\Ex. Então o seg-

mento correspondente dex é linear desde que as órbitas keplerianas obtidas sejam colineares.

Por simplicidade começaremos com uma óbita kepleriana colinearx, a qual começa com ve-

locidade zero e move-se da origem para a frente e que a colisãoocorre emt = T
2 . A partícula

então inverte o percurso do movimento até alcançar o ponto departida, onde terá velocidade

zero. Este é um caso especial de extensões de soluçõesT-periódicas, as quais podem ser con-

sideradas uma óbita elíptica degenerada come= 1. O momento angular é zero ea = |x(0)|.
Note que, usando (2.12) e (2.13) obtemos (2.11). Note ainda que a ação pode ser calculada

como na demonstração da proposição 2.3. Assim temos o seguinte lema:

Lema 2.1 (a) Seja x uma extensão da órbita colinear kepleriana de (2.2) com periódo T

satisfazendo

x(
T
2

) = 0, x(t) = x(t −T) ∀t ∈ [0,
T
2

], ẋ(0) = ẋ(T) = 0. (2.15)

Então a ação de x é dada por ( 2.14).

(b) Seẋ(0) = 0 e x se move em direção a origem com a colisão ocorrendo em x(τ) = 0 então
∫ τ

0 L(x, ẋ)dt = 3
2(mα2π2)

1
3 τ

1
3 .

Demonstração. A letra (a) já foi demonstrada anteriormente e a letra(b) segue de (a) e do

comentário anterior.
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Observação 2.2Note que g(s) := s
1
3 é uma função côncava. Seja x uma solução periódica

estendida de ( 2.2) e seja{ti} os comprimentos das componentes de Ex. Se x tem ação finita,

então∑
i

ti = T e

A (x) =
3
2
(mα2π2)

1
3 ∑

i
t

1
3
i =

3
2
(mα2π2)

1
3T

1
3 ∑

i

( ti
T

) 1
3 ≥ 3

(
mα2π2

2

) 1
3

T
1
3 .

Para obter a última desigualdade, usamos a concavidade da função g(s) e a igualdade é válida

se, e somente se, t1 = t2 = T
2 , ou seja, entre as soluções periódicas estendidas de (2.2) os

caminhos da forma (2.15) tem menor ação .

2.2 O teorema de Gordon

Considere o espaço das curvas fechadasXT = H1([0,T]/{0,T},C) emX = H1([0,T],C)

que circundam a origem:

X2 := {x∈ XT : x(t) 6= 0 e grau(x;0) 6= 0}

X
∗

2 := X2∪{x∈ XT : A (x) < ∞,x(t) = 0, para algumt ∈ [0,T]}

Comentário: Denotaremos grau(x;a) (ou índice) como sendo o número de voltas que a curva

x dá em torno dea∈ C.

Ao contrário deX0 e deX1 estudados na seção (2.1.1),X2 não é fracamente fechado em

X ou emXT (demonstraremos isto na próxima proposição ).

Os lemas e o corolário a seguir terão um papel importante na demonstação da próxima

proposição , a qual será usada na prova do teorema de Gordon.

Observação 2.3Sejam X e Y dois espaços.Duas aplicações f,g : X → Y são chamadas de

homotópicas ( f' g) se existe uma função contínua H: X × [0,1] → Ω tal que H(x,0) =

g(x) e H(x,1) = f (x)

Lema 2.2 Sejam f,g : X → Ω, duas aplicações contínuas, ondeX é um compacto eΩ é um

aberto de um espaço vetorial normado. Então existeε > 0 tal que se d( f ,g) < ε (aqui d indica

a distância de f à g) temos que f' g.
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Demonstração. Sejaε = 1
2d( f (x),Ωc), e definaH : X × [0,1] → Ω, por

H(x, t) = t f (x)+(1− t)g(x).

Note que(t f (x)+(1− t)g(x)) ∈ Ω e queH(x,0) = g(x) e H(x,1) = f (x). Portanto,f ' g.

Lema 2.3 Seja n≥ 1. Duas aplicações de Sn sobre Sn são homotópicas se, e somente se, elas

tem o mesmo grau.

Demonstração. ver [7], página 352

Corolário 2.1 Sejam f,g : R
2−{0} → R

2−{0}. Então f' g se, e somente se, f e g têm o

mesmo grau.

Lema 2.4 SejaA c, c∈ R, o conjunto de nívelA −1((−∞,c]) ⊂ XT deA . Então:

(a) A|X ∗
2

é coercivo;

(b) X2 é aberto emXT

(c) A c∩X ∗
2 é fracamente fechado emXT para c∈ R

Demonstração.

(a) De fato, sejax∈X ∗
2 , então existeτx ∈ (0,T] ondex(0) ex(τx) são tais que:x(0) ·x(τx) =

−|x(0)||x(τx)|. LogoA|X ∗
2

satisfaz a condição(NC)ν e portantoA|X ∗
2

é coercivo.

(b) Como o mergulhoH1 ↪→C0 é compacto temos que para qualquerx∈ X2, εx := ‖x‖C0 é

positivo e

‖x−y‖C0 ≤ ‖x−y‖H1 < εx

para algumC > 0 independente dex e para todoy tal que‖x−y‖H1 < ε. Então pelo lema

2.2 e pelo corolário 2.1 temos que sey pertence a uma pequenaH1- vizinhança, então

y∈ X2, ou seja,X2 é aberto.

(c) O caso em queA c ∩X ∗
2 = /0 é trivial. Suponhamos então queA c ∩X ∗

2 6= /0. Seja

{xk}uma seqüência emA c∩X ∗
2 . Temos que{xk} é limitada pois ,mostramos no item
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(a) queA |X ∗
2

é coercivo. Assim pelo teorema de Banach- Alaoglu-Bourbaki (teorema

1.3) ele tem um limite fracox∈ XT . Passando a uma subseqüência se necessário, sejaxk

uma seqüência que converge fracamente parax. Segue-se quex∈ X ∗
2 pois o mergulho

H1 ↪→C0 é compacto. Pelo lema 1.7, temos que

A (x) ≤ liminf
k→∞

A (x(k)) ≤ c.

Logox∈ A c∩X ∗
2 e, assim, concluímos queA c∩X ∗

2 é fracamente fechado.

Temos agora todas as "ferramentas"para demonstrar o principal teorema desta seção: O

teorema de Gordon.

Teorema 2.1 A |X2 atinge o valor mínimo nas órbitas keplerianas elípticas de (2.2) para o

qual T é o período mínimo.

Demonstração. Escolhac tal queA c∩X ∗
2 6= /0. De fato existe tal valorc, e isto segue do

proposição 2.3. Assim dos lemas 2.4 e 1.7 e pelo teorema 1.9, ofuncionalA atinge o mínimo

emA c∩X ∗
2 . Se o minimizantex∈ X2 temos o resultado. Suponha então quex∈ X ∗

2 \X2 é

um minimizante deA |X ∗
2

. Note que pela observação 2.2x tem que ser uma solução estendida

com exatamente uma colisão emST , e além do mais tem que ter a forma (2.15),a menos de uma

translação da variável tempo. Pelo lema 2.1,x tem a mesma ação de qualquer órbita Kepleriana

com período mínimoT. PortantoA |X ∗
2

( e então A |X2) atinge o mínimo emX2 e pela

proposicão 2.3, estes minimizantes são órbitas keplerianas elípticas de (2.2) para as quaisT é o

período mínimo. Portanto o teorema está provado.

Comentário: Note que o teorema não exclui que órbitas com colisões sejam minimizantes,

mas garante a existência de órbitas minimizantes sem colisões.
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2.2.1 Uma propriedade minimizante das órbitas círculares

Nesta seção vamos estudar o mesmo problema de minimização daproposição 2.1. Vamos

considerar a acão funcional restrita aX0 ⊂ X = H1([0,T],C) tal que

X0 := {x∈ X : x(0), ix(T) ∈ R.}

Lema 2.5 Seja x(t) = r(t)eiθ(t) um minimizante deA emX0. Então x é solução de (2.2) desde

que nunca se anule. Além disso, se r(0) > 0 entãoṙ(0) = 0, e se r(T) > 0 entãoṙ(0) = 0

Demonstração. Inicialmente note que a existência de minimizantes é garantida pela proposição

2.1. A afirmação de quex é solução de (2.2) segue do seguinte fato: (2.2) é a equação deEuler-

Lagrange deA e tal equação só possui singularidades quandox = 0, o que não acontece (por

hipótese).

Seja

L(r, ṙ,θ, θ̇) =
m
2

(ṙ2 + r2θ̇2)+
α
r

o lagrangiano em coordenadas polares. Suponha quer(0) > 0, entãox é solução de (2.2) em

uma vizinhança de 0. Escolha uma variação admissívelh, a qual é diferenciável e suportada em

uma pequena vizinhança da origem comh(0) 6= 0. Temos que a variação de Gâteuax deA em

x = reiθ na direçãoh é dada por

δxA (h) =
dL
dṙ

h(T)− dL
dṙ

h(0)+
∫ T

0

(
dL
dr

− d
dt

dL
dṙ

)
hdt. (2.16)

Comox é um minimizante,x é solução da equação de Euler -Lagrange e a primeira variaçãode

A é zero. Então

0 =
dL
dṙ

h(T)− dL
dṙ

h(0).

Comoh tem suporte em uma vizinhança de zero entãoh(T) = 0, e assim,dL
dṙ h(0) = 0. Emt = 0

temos quedL
dṙ = mr(0)ṙ(0). Comor(0) > 0 eh(0) > 0. temos que ˙r(0) = 0. De maneira similar

mostra-se que ˙r(T) = 0.

SejaX0,C o conjunto dos caminhos com colisões emX0, ou seja

X0,C = {x∈ X0 : x(t) = 0 para algumt ∈ [0,T]}.

Nosso próximo objetivo é excluir caminhos com colisões entre os minimizantes deA emX0.
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Lema 2.6 Para qualquer x∈ X0,C com ação finita existēx∈ X0,C com somente uma colisão

em [0,T] tal quex̄ tem momento angular nulo em quase toda parte eA (x̄) ≤ A (x), onde a

igualdade é verdadeira somente se x tem momento angular nuloe satisfaz qualquer uma das

seguintes condições:

(i) x(0) = 0 e |x| é não-decrescente em[0,T];

(ii) x(T) = 0, e |x| é não-crescente em[0,T];

(iii) x(τ) = 0 para algumτ ∈ (0,T), |x| é monótona em[0,τ) e (τ,T]

Demonstração. Sejax ∈ X0,C. Escrevendox na forma polar,x(t) = r(t)eiθ(t), temos que o

momento angularmr2θ̇ dex é definido em quase toda parte. Note que sex tem ação finita, o

momento angular é zero se e somente seθ̇ = 0 em quase toda parte.

Sejat1 = inf ∆x, onde∆x = {t ∈ [0,T]/x(t) = 0}. Observe quex(t1) = 0, pois caso contrário

existiriaξ > 0 tal quex(t) 6= 0 para todot ∈ (t1−ξ, t1 +ξ), quet1 pode ser 0 ouT no caso em

quex começa ou termina em colisão . Assim defina ¯x(t) = r̄(t)eiθ̄(t) onde :

r̄(t) =





sup
s∈[t,t1]

r(s), quando t ∈ [0, t1],

sup
s∈[t1,t]

r(s), quando t ∈ (t1,T],

θ̄(t) =





0, se t ∈ [0, t1]

π
2x, se t ∈ (t1,T].

Note que comōθ = 0 em[0, t1], x̄ permanece no eixo real neste intervalo e tem somente uma

colisão que acontece emt = t1 e que no intervalo(t1,T] o caminho ¯x permanece sobre o eixo

imaginário. Comox tem ação finita, temos quer 6= 0 em quase toda parte e assim ¯r > 0 em

[0, t1)∪ (t1,T]. Observe também que :

(1) r ≤ r̄. De fato, isto segue do fato que supr(t) ≥ r(t);

(2) |ṙ| ≥ | ˙̄r|. De fato, ¯r ou coincide comr em um intervalo ou é um segmento de reta, ou seja,

˙̄r = 0 ou| ˙̄r| = |ṙ| em quase toda parte;

(3) ˙̄θ = 0. Esta propriedade segue imediatamente pelo fato deθ ser constante em[0, t1] e em

(t1,T].
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Portanto ¯x∈ X0,C e além disso

A (x̄) =
∫ T

0

(m
2

˙̄r2 +
α
r̄

)
dt ≤

∫ T

0

(m
2

ṙ2 +
α
r

)
dt ≤

∫ T

0

[m
2

(ṙ2 + r2θ̇2)+
α
r̄

]
dt = A (x)

Note que a igualdade se verifica se e somente ser ≡ r̄ e θ̇ = 0 e portanto pela construção de ¯r

isto acontece somente se uma das três condições parax citadas no teorema for verdadeira.

Lema 2.7 Para todo x∈ X0,C com ação finita , existe um̄x∈ X0,C do tipo(i) ou (ii) do lema

2.6 com momento angular nulo em quase toda parte tal queA (x̄) ≤ A (x).

Demonstração. Pelo lema 2.6 é suficiente considerarx do tipo(iii ) e que tem momento angular

nulo em quase toda parte. Então sejaτ o único zero dex em[0,T]. Suponha querT = |x(T)| ≤
|x(0)| e sejat0 = inf{s∈ [0,τ) : |x(s)|= rT}. Sendox(t) = r(t)eiθ(t), defina ¯x(t) = r̄(t)eiθ(t) onde

r̄(t) =





r(t), quando t ∈ [0, t0],

rT , quando t ∈ (t0,τ],

r(τ+T − t), quando t ∈ (τ,T].

Note que ¯x(T) = 0. Mas além disso,|x| é monótona em[0,τ) e em(τ,T]. Como|x(T)| ≤ |x(0)|,
|x̄| é não crescente no intervalo[0,T]. Logo x̄ é do tipo(ii) do lema 2.6. Observe também que :

• ∫ t0
0 L(r,θ, ṙ, θ̇)dt =

∫ t0
0 L(r̄,θ, ˙̄r, θ̇)dt

• ∫ τ
t0

L(r,θ, ṙ, θ̇)dt ≥ ∫ τ
t0

L(r̄,θ, ˙̄r, θ̇)dt

• ∫ T
τ L(r,θ, ṙ, θ̇)dt =

∫ T
τ L(r̄,θ, ˙̄r, θ̇)dt.

PortantoA (x̄) ≤ A (x).

Suponha quer0 = |x(T)| ≥ |x(0)| e sejat1 = inf{s∈ [0,τ) : |x(s)| = r0}. Sendox(t) =

r(t)eiθ(t), defina ˆx(t) = r̂(t)eiθ(t) onde

r̂(t) =





r(τ− t), quando t ∈ [0,τ],

r0, quando t ∈ (τ, t1],

r(t), quando t ∈ (t1,T].

Note que ˆx(0) = 0. Mas além disso,|x| é monótona em[0,τ) e em(τ,T]. Como|x(T)| ≥ |x(0)|,
|x̂| é não decrescente no intervalo[0,T]. Logo x̂ é do tipo(i) do lema 2.6. Observe também que

:
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• ∫ τ
0 L(r,θ, ṙ, θ̇)dt =

∫ τ
0 L(r̂,θ, ˙̂r, θ̇)dt

• ∫ t1
τ L(r,θ, ṙ, θ̇)dt ≥ ∫ t0

τ L(r̂,θ, ˙̂r, θ̇)dt

• ∫ T
t1

L(r,θ, ṙ, θ̇)dt =
∫ T

t1
L(r̂,θ, ˙̂r, θ̇)dt.

PortantoA (x̂) ≤ A (x). E assim concluímos a demonstração do lema.

Lema 2.8

inf
x∈X0

A (x) ≤ inf
x∈X0,C

A (x)

Demonstração. Suponha por absurdo que inf
x∈X0

A (x) ≥ inf
x∈X0,C

A (x). Então pelo lema 2.7

existiria algumx∈ X0,C do tipo(i) ou (ii) que minimizariaA sobreX0, ondex tem momento

angular nulo em quase toda parte. Note que todo caminho do tipo (i) pode ser obtido por

uma rotação de 900 de um caminha do tipo(ii). Como a ação é invariante por rotações vamos

assumir ,sem perda de generalidade quex é do tipo(ii). Pelo lema 2.5 tal caminho é solução do

problema de Kepler (2.2) em[0,T) com colisão emt = T, e além dissox é diferenciável com

momento angular nulo permanecendo sobre a reta real para todo tempo. Logo pelo lema 2.5 ele

começa com velocidade inicial zero. Assim pelo lema 2.1(b),

A (x) =
3
2
(mα2π2T)

1
3 .

Seja o caminho

y(t) =

(
4αT2

mπ2

) 1
3

e
πti
2T ∈ X0.

Como o período do caminhoy é 4T, pelo comentário da proposição 2.3 temos queA (y) =

3·2− 2
3(mα2π2T)

1
3 e assimA (y) ≤ A (x), que é uma contradição . logo

inf
x∈X0

A (x) ≤ inf
x∈X0,C

A (x)

Teorema 2.2 A ação funcionalA tem exatamente quatro minimizantes, onde cada um deles é

um quarto de uma órbita periódica circular para 2.2 com período4T.
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Demonstração. Pelos lemas 2.5 e 2.8 um minimizantex = reiθ deA sobreX0 é uma órbita

kepleriana com momento angular não nulo e ˙r(0) = ṙ(T) = 0. Temos por (2.9) que

r(θ) =
p

1+ecos(θ−θ0)

ou seja
p
r

= 1+ecos(θ−θ0) (2.17)

para algump> 0, e> 0 eθ0 ∈ [0,2π). Derivando ambos os lados em relação ao tempo em 2.17

e aplicando emt = 0 et = T temos:

0 = − p
r(0)

ṙ(0) = −esen(−θ0) · θ̇(0) = esen(θ0) · θ̇(0)

0 = − p
r(T)

ṙ(0) = −esen(
π
2
−θ0) · θ̇(T) = −ecos(θ0) · θ̇(0).

Note queθ̇(0) e θ̇(T) são não nulos pois o momento angular é não nulo. Como cos(θ) esen(θ)

não se anulam simultâneamente , a excentricidadee tem que ser zero, caso em que a órbita é

circular. Por simples cálculos temos que os minimizantes são±R
1
3e±

πti
2T , ondeR=

(
4αT2

mπ2

)



Capítulo 3

Cálculo variacional aplicado ao problema

dos três corpos

Neste capítulo mostraremos, com auxílio de métodos variacionais, uma nova solução para o

problema dos três corpos. Até então era conhecidas as soluções dadas por Euler, onde os corpos

ficam sempre em uma configuração colinear, e por Lagrange, onde os corpos (com massas

iguais) formam um triângulo equilátero. A. Chenciner e R. Montgmery descobriram uma nova

solução , onde os corpos com massas iguais se moviam ao longo de uma figura "oito".

Na primeira seção introduziremos as coordenadas de Jacobi para o problema dos três cor-

pos afim de reduzir a dimensão do espaço de configurações e tentaremos dar uma descrição

geométrica dos corpos através do fibrado de Hopf. A segunda seção destina-se a descrição da

órbita dada em [6] por A. Chenciner e R. Montgomery. Na terceiraseção daremos uma prova

analítica, Devido a Kuo-Chen Chang, da exclusão de colisão entre os corpos na nova solução

3.1 Redução do problema

3.1.1 Coordenadas de Jacobi

As equações de movimento para o problema dos três corpos é dada por:

mkẍk =
∂

∂xk
U(x), k = 1,2,3, (3.1)
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ondexk ∈ R
3 é a posição do corpo de massamk e

U(x) = U(x1,x2,x3) =
m1m2

r12
+

m2m3

r23
+

m1m3

r13
, r i j = |xi −x j |,

é a energia potencial. O Hamiltoniano define um sistema dinâmico emR
18 no problema espacial

dos três corpos, ou emR12 no caso planar. É interessante, quando temos um alto grau de

liberdade, reduzir a dimensão com uma mudança de coordenadas adequada. Em nossso estudo

usaremos as coordenadas de Jacobi (Veja [14]).

No capítulo anterior reduzimos o problema de Kepler a um problema uni-dimensional por

meio das coordenadas polares, onde assumimos o centro de massa na origem e então, obtemos

a formulação do problema em termos do vetor posição de uma massa para outra (x = x2−x1).

Nas coordenadas de Jacobi, a primeira coordenada é o centro de massa, a segunda é proveniente

do vetor posição dem1 param2, a terceira é proveniente do vetor posição centro de massa de

m1,m2 param3.

As coordenadas de Jacobipara o problema dos três corpos são definidas por:




ξ1 = x2−x1

ξ2 = x3− ( m1
m1+m2

x1 + m1
m1+m2

x2).
(3.2)

A energia cinéticaK(ẋ) pode ser escrita como

K(ẋ) = K(ξ̇1, ξ̇2) =
1
2
(M1|ξ̇1|2 +M2|ξ̇2|2),

ondeM1 = m1m2
m1+m2

, M2 = (m1+m2)m3
m1+m2+m3

. O potencialU(x) também pode ser escrito em termos de

ξ1 e ξ2,

U(x) = U(ξ1,ξ2) =
m1m2

|ξ1|
+

m1m2

|ξ2− m1
m1+m2

ξ1|
+

m1m2

|ξ2 + m1
m1+m2

ξ1|
.

As coordenadas de Jacobi podem ser normalizadas fazendo

(z1,z2) :=
(√

M1ξ1,
√

M2ξ2
)

(3.3)

e entãoK(ẋ) eU(x) podem ser escrito na forma:

K(ż1, ż2) =
1
2
(|ż1|2 + |ż2|2)

U(z1,z2) =
m1m2

√
M1

|z1|
+

m2m3
√

M2

|z2−
√

M1M2
m2

z1|
+

m1m2
√

M2

|z2 +
√

M1M2
m1

z1|
.

Note que o sistema foi reduzido deR
12 paraR

8.
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3.1.2 O problema planar dos três corpos

Após a introdução das coordenadas de Jacobi, o espaço das configuraçõesV é parametrizado

por (z1,z2). No caso planar,V pode ser identificado comC2. As configurações reduzidas são

3-dimensionais, e os triângulos formado pelos corpos pode ser visto como pontos emR3. Esta

forma facilita fazer uma análise visual.

O espaço das configurações reduzidasṼ é obtido quocientandoV com as simetrias rota-

cionais sobre o momento angular. Dizemos, então, que(z1,z2),(z3,z4) ∈ C
2 são equivalentes

se(z3,z4) = e2iπθ(z1,z2) para algumθ ∈ R/Z. Note queṼ é invariante sobre aS1-ação (ação

diagonal)(θ,(z1,z2)) ½ (eiθz1,eiθz2). A identificação deV/SO(2) ∼= C
2/S1 com Ṽ ∼= R

3 é

realizada peloFibrado de Hopf (ver [13]):

(u1,u2,u3) = (|z1|2−|z2|2,2Re(z̄1z2),2Im(z̄1z2)). (3.4)

Às vezes é conviniente usar coordenadas polares da forma

(u1,u2,u3) = (r2cosφcosθ, r2cosφsenθ, r2senφ). (3.5)

Esferas da formar = c > 0 são chamadas em inglês deshape sphere, mas aqui chamaremos

deshape esfera. Todo ponto dashape esferarepresenta uma classe de triângulos a menos de

rotação . Ashape esfera unitária é a esfera comr = 1.

Figura 3.1:
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A figura acima é devido a R.Moeckel [15]. Na figura,M j representa triângulos isósceles

onde as distâncias daj-ésima massa para as outras duas são iguais. Vejamos a seguiralgumas

observações geométricas sobre os pontos dashape esfera:

1. 1
2u3 é a área com sinal do paralelogramo gerado porz1 e z2, pois 1

2u3 = z1×z2- a área é

positiva se e somente sez1∧ z2 é um múltiplo positivo dee1∧e2. Note que por (3.2) e

(3.3) a área com sinal é determinada por1
2

√
m1+m2+m3

m1m2m3
u3 e queu3 = 0 se, e somente se a

configuração é colinear.

2. No hemisfério superior, ou sejau3 > 0, os triângulos de vértices{x1,x2,x3} são positi-

vamente orientados ou equivalentimente(x2− x1)∧ (x3− x1) é um múltiplo positivo de

e1∧e2; no hemisfério inferior os triângulos são negativamente orientados.

3. No pólo norte(φ = 0) temos a configuração de um triângulo equilátero positivamente

orientado; no pólo sul(φ = −π
2) a orientação é invertida.

3.2 A órbita da figura-oito

3.2.1 O problema de minimização

No caso de massas iguaism1 = m2 = m3 = 1, o sistema (3.1) se transforma em :

ẍk =
∂

∂xk
U(x), k = 1,2,3 (3.6)

com

U(x) = U(x1,x2,x3) =
1

r12
+

1
r23

+
1

r13
.

O funcional ação do problema planar dos três-corpos com massas iguais é dado por:

A (x) =
∫ T̄

0

(
1
2
|ẋ|2 +

1
r12

+
1

r23
+

1
r13

)
dt (3.7)

SejaV :=
{

x = (x1,x2,x3) ∈ R
3 : x1 +x2 +x3 = 0

}
o espaço de configurações eX = H1(ST̄ ,V)

o espaço onde vamos trabalhar, ondeT̄ = 12T e ST̄ = [0, T̄]/{0, T̄}. Vamos considerar cam-

inhos emX definidos em toda reta real que podem ser estendidos periodicamente, ou seja,

x(t) = x(t +T) para qualquert e para umT fixo.
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SejaEi a configuração de Euler com ai-ésima massa no meio, ou seja, uma configuração

colinear com ai-ésima massa entre as outras duas, eM j a configuração triangular com aj-

ésima massa equidistante das outras duas. Consideremos o problema de minimização deA no

subespaçoX0 deX , onde

X0 = {x∈ X : x(0) ∈ E3,x(T) ∈ M3} . (3.8)

O grupo diedralD6 de ordem 12 é gerado pelos simbolosσ,τ com as seguintes relações:

σ6 = 1,τ2 = 1,στ = τσ6.

Considere a representaçãoρ : D6 −→ GL(X0) definida por:

ρ(σ)(x1(t),x2(t),x3(t)) = (A(x3(t +2T)),A(x1(t +2T)),A(x2(t +2T))) (3.9)

ρ(τ)(x1(t),x2(t),x3(t)) = (−x1(−t),−x2(−t),−x3(−t)), (3.10)

ondeA =


 −1 0

0 1


 . Note que a norma de Sobolev e consequentemente a açãoA são

preservados por essa ação. De fato, basta notar queze−z̄tem mesmo módulo e que|(x1,x2,x3)|=
|(xi,x j ,xk)| , i, j,k= 1,2,3 ondei, j,k são distintos. Portanto, tal representação é ortogonal. De-

finamos agora o espaço de elementosρ−invarianteX ρ
0 deX0 como:

X
ρ

0 := {x∈ X0 : ρ(g)x = x ∀g∈ D6} . (3.11)

Assim, temos que, pela invariancia da açãoρ(σ2) , para todox = (x1,x2,x3) ∈ X
ρ

0 ,

(x1(t),x2(t),x3(t)) = (x2(t +4T),x3(t +4T),x1(t +4T))

para todot ∈ R.

Proposição 3.1A atinge o mínimo emX ρ
0 . Além disso, todo minimizador x∈X

ρ
0 é um ponto

crítico deA emX0 e x é solução de (3.6) sempre que x∈V \∆.

Demonstração. Observe que sex∈ X
ρ

0 então

A (x) =
∫ T̄

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 12

∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.
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De fato, comoρ(σ2)x = x e a norma de Sobolev é preservada por essa, fazendos = t − 4T

temos:
∫ 12T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt =

∫ 4T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 8T

4T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 12T

8T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

= 3
∫ 4T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

Comoρ(σ)x = x, fazendos= t −2T temos:

3
∫ 4T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 3

(∫ 2T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 4T

2T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

)

= 6
∫ 2T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

Usando o fato queρ(στ)x = x, fazendos= −t +2T temos:

6
∫ 2T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 6

(∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 2T

T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

)

= 12
∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

Logo

A (x) =
∫ T̄

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 12

∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

Assim o problema de minimizarA emX
ρ

0 se transforma em um problema de minimizar em

X0 sobre o intervalo[0,T]. Sex é um minimizador deA emX
ρ

0 , em particular, também é um

ponto crítico e assim pelo Teorema 1.8 ,x é um ponto crítico deA emX0. Note queX0 é um

subespaço deX que satisfazX0 +Λε = X0 para todoε > 0 onde

Λε =

{
h∈C1([0,T],Rn) : h(0) = h(T) = 0, sup

[0,T]

|h| < ε

}
.

Assim do corolário 1.1 ,x(t) é solução de (3.6) desde quex(t) ∈ V \∆. Falta mostrar apenas

que existe um minimizador deA
X

ρ
0
. De fato, note queX ρ

0 é fracamante fechado emX0. Isto

segue da compacidade do mergulhoH1 ↪→C0, pois sexn ⇀ x entãoxn → x. Logo

x(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

ρ(g)xn(t) = ρ(g) lim
n→∞

xn(t) = ρ(g)x(t).

Observe também, que a invariância dex∈ X
ρ

0 por ρ(σ2), implica que

E3 3 (x1(0),x2(0),x3(0)) = (x2(4T),x3(4T),x1(4T)).

Sendo um elemento deE3, x3(0) = x1(4T) = 0. Assim

x(0) ·x(4T) = (x1(0),x2(0),x3(0)) · (x2(4T),x3(4T),x1(4T) = x2(0) ·x2(4T).
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Além disso,

|x(0)|2 = |x1(0)|2 + |x2(0)|2 = |x2(4T)|2 + |x2(0)|2

e

|x(4T)|2 = |x2(4T)|2 + |x3(0)|2 = |x2(4T)|2 + |x2(0)|2.

Então

x(0) ·x(4T) = x2(0) ·x2(4T)

≤ 1
2
(|x2(0)|2 + |x2(4T)|2)

=
1
2
|x(0)||x(4T)|.

Desse modo o espaçoX ρ
0 satisfaz a condição(NC) 1

2
em X . Logo pelo Teorema 1.10,A

atinge o mínimo emX ρ
0

3.2.2 A ação reduzida

O movimentox(t)∈X0 dos corpos pode ser visualizado pela projeção sobre a forma esfera,

onde usando as coordenadas de Jacobi definidas em (3.2) e (3.3) temos:

(z1,z2) :=

(
1√
2
(x3−x2),

√
2
3
(x1−

1
2
(x2 +x3))

)
∈ C

2

e quocientando as rotações pelo fibrado de Hopf (3.4) temos:

(z1,z2) 7→ (|z1|2−|z2|2,2z̄1z2) := (u1,u2 + iu3) ∈ R×C.

O conjunto de nívelI −1(c),c> 0, do momento de inérciaI (x) = x·x é a 3-esfera e é mapeada

sobre a 2-esferau2
1 +u2

2 +u2
3 = c2. Assim usando coordenadas esféricas definidas em (3.5) e o

lema de W-Y.Hsiang (ver [6]), a energia potencial restrita aI = 1 tem a seguinte representação:

U(θ,φ) =
1√

1+cosθcosφ
+

1√
1+cos(θ+ 2π

3 )cosφ
+

1√
1+cos(θ+ 4π

3 )cosφ
.

Usando esta representação, o caminho equipotencial emI = 1 ligandoE3 (i.e φ = θ = 0) eM1

(i.e,θ = 4π
3 ouπ

3) é implicitamente definido porU(θ,φ) = 5√
2
. Uma estimativa numérica dada

por C. Simó [19] indica que a ação de um caminho equipotencial em uma dada forma esfera

I = I0 o qual move-se deE3 paraM1 com velocidade constante é muito próxima do atual

mínimo deA emX0.
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Teorema 3.1 Minimizadores deA emX0 são livres de colisões. Todo minimizador tem mo-

mento angular nulo e tem a forma

x(t) = (q(t),q(t +4T),q(t +8T))

onde q(t) é uma curva em "forma de8"

A.Chenciner e R.Montgomery em [6] provaram o teorema 3.1 e a prova consiste em três

partes. Primeiramente eles reduziram o problema de minimização deA para minimização do

funcional ação reduzidoAred, onde

Ared(x) =
∫ T̄

0
Kred(ẋ)+U(x)dt,

e Kred = 1
2|ẋ|2 −

|ω|2
2I

(ondeω é o momento angular) proveniente decomposição da energia

cinética de Saari (ver [6]). A energia cinética pode ser expressada como a soma de dois termos

não negativos:K = Kred+Krot (Esta é decomposição de Saari da velocidade ).Kred corresponde

a métrica Riemanniana do espaço quocienteV/SO(2) induzida pela métricaK emV. Krot = |ω|2
I

comω momento angular(ver [6]). Um minimizador deA emX0 tem momento angular nulo,

e consequentemente também é um minimizador deAred emX0.

Lema 3.1 Em coordenadas esféricas, a métrica quociente correspondente a energia cinética

reduzida Kred ocorrendo na ação reduzida é dada por

ds2 = dr2 +
r2

4
(cosϕdθ2 +dϕ2).

Em particular a forma esfera I= r2 = 1 é isométrico a uma esfera padrão de raio1
2 e o espaço

R
3 é um cone sobre esta esfera e a própria esfera consiste de todos os pontos de distância1 da

colisão tripla.

Demonstração. Ver [6], página 891.

A segunda parte dessa prova, onde foi usado uma integração numérica, é provar a seguinte

desigualdade:

inf
x∈X0

A (x) < inf
x∈X0,C

A (x). (3.12)
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Aqui X0,C é a coleção de órbitas emX0, isto é,X0,C := {x⊂X0 : xi(τ)= x j(τ) para algum i 6=
j,τ ∈ [0,T]}. Ou seja, a desigualdade (3.12) nos diz que o ínfimo deA é atingido por caminhos

que não colidem.

A limitação superior do lado esquerdo é dada aproximadamente por 2.5260T
1
3 , e o lado

direito a limitação inferior é dada pela constante 3(π
4)2/3T1/3 ≈ 2.5538T1/3. A diferença entre

essas duas é de aproximadamente um por cento. Tal prova numérica de (3.12) provém do

método usado em [6]. Na próxima seção daremos uma prova analítica para (3.12).

A última parte dessa prova descreve a forma da órbita, inclusive mostrando que cada parte

da figura oito é star-shaped. Para maiores detalhes ver [6].

3.3 Excluindo Colisões

Para provar que a órbita minimizante da ação da seção anterior não tem qualquer colisão,

A. Chenciner e R. Montgomery comparam a ação da órbita com a açãopara o problema de

dois corpos. Eles usaram o Teorema de Gordon (Teorema 2.1) para obter uma limitação in-

ferior sobre todos os caminhos emX0 com colisões e eles escolheram um caminho particular

equipotencial que tem menor ação que todos os caminhos emX0,C. Essas duas estimativas são

encontradas por integração numérica de forma desgastantescomo afirma Kuo-Chang Chen em

[4].

Daremos agora uma prova analítica para (3.12). Para isso provaremos a seguir dois lemas e

um corolário.

Lema 3.2 Assuma T= 1. Então 1
12A (x) > 2.87 para algum x∈ X0,C.

Demonstração. Fixe qualquerx∈ X0,C e defina

δ = δx := max
s1,s2∈[0,T]

|x(s1)−x(s2)|.

Caso: 1δ ≥ 2.22.

Primeiro observe:

α+β ≤
√

2(α2 +β2) para todoα, β ∈ R. (3.13)
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Sendox∈ X0,C, sejad a distância inicial entrem1 e m3 (ou a distância inicial entrem2 e m3) e

2d a distância inicial entrem1 em2. Sejaτ ∈ [0,1] tal que a massami colide commj . Mas como

δ ≥ |x(τ)−x(0)|,

temos que

δ2 ≥ |x(τ)−x(0)|2

≥ |x1(τ)−x1(0)|2 + |x2(τ)−x2(0)|2 + |x3(τ)−x3(0)|2

≥ |xi(τ)−xi(0)|2 + |x j(τ)−x j(0)|2.

(3.14)

Note que se a colisão ocorrer entremk em3, k∈ {1,2}, pela desigualdade triangular e por (3.13)

temos:

d = |xk(0)−x3(0)| = |xk(0)−x3(0)−xk(τ)+x3(τ)| ≤ |xk(τ)−xk(0)|+ |x3(0)−x3(0)|

≤
√

2(|xk(τ)−xk(0)|2 + |x3(τ)−x3(0)|2)

Mas se a colisão ocorre entrem1 em2 obtemos:

2d = |x1(0)−x2(0)| = |x1(0)−x2(0)−x1(τ)+x2(τ)| ≤ |x1(τ)−x1(0)|+ |x2(0)−x2(0)|

≤
√

2(|x1(τ)−x1(0)|2 + |x2(τ)−x2(0)|2.

Ou seja|xi(τ)−xi(0)|2 + |x j(τ)−x j(0)|2 ≤ d2/2 para todoi, j ∈ {1,2,3} com i 6= j. Portanto

δ2 ≤ d2

2 .

A primeira desigualdade em (3.14) continua verdadeira se trocarmosτ por qualquert ∈
[0,1]. Desta forma usando a desigualdade triangular, (3.13), e que a distância inicial entrem1 e

m3 éd temos

r13(t) = |x1(t)−x3(t)| = |x1(t)−x3(t)+x1(0)−x3(0)+x3(0)−x1(0)|

≤ |x1(t)−x1(0)|+ |x1(0)−x3(0)|+ |x3(0)−x3(t)|

≤
√

2(|x1(t)−x1(0)|2 + |x3(t)−x3(0)|2)+d

≤ 2
√

2δ.

Note que de maneira similar

r23(t) = |x2(t)−x3(t)| = |x2(t)−x3(t)+x2(0)−x3(0)+x3(0)−x2(0)|

≤ |x2(t)−x2(0)|+ |x2(0)−x3(0)|+ |x3(0)−x3(t)|

≤
√

2(|x2(t)−x2(0)|2 + |x3(t)−x3(0)|2)+d

≤ 2
√

2δ,
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e que

r12(t) = |x1(t)−x2(t)| = |x1(t)−x2(t)+x1(0)−x2(0)+x2(0)−x1(0)|

≤ |x1(t)−x1(0)|+ |x1(0)−x2(0)|+ |x2(0)−x2(t)|

≤
√

2(|x1(t)−x1(0)|2 + |x2(t)−x2(0)|2)+2d

≤ 3
√

2δ.

Então pela desigualdade de Hölder e pelas considerações anteriores concluímos que

1
12

A (x) =
1
2

∫ 1

0
|ẋ|2dt+

∫ 1

0

(
1

r12
+

1
r13

+
1

r32

)
dt

≥ 1
2

(∫ 1

0
|ẋ|dt

)2

+
1

3
√

2δ
+

1

2
√

2δ
+

1

2
√

2δ

≥ δ2

2
+

2
√

2
3δ

,

poisδ ≤ ∫ 1
0 |ẋ|dt. Sendof (δ) = δ2

2 + 2
√

2
3δ , temos quef ′(δ) = 3δ3−2

√
2

3δ2 . Ou sejaf é estritanente

crescente paraδ ≥
√

2
3√3

e portantof atinge o mímimo no intervalo[2.22,+∞) emδ = 2.22, onde

f (2.22) ≈ 2.88888 que é maior que 2.87

Caso 2:0≤ δ < 2.22.

Sejax∈ X0,C. Vamos assumir que existe colisão entre as massasm2 e m3. Os outros casos

podem ser feitos de maneira análoga.

Sejaω =
(∫ 1

0 |ẋ1|2dt
)1/2

, então para todos∈ [0,1],

|x1(s)−x1(0)| =|
∫ s

0
ẋdt |≤

∫ s

0
|ẋ|dt ≤

∫ 1

0
|ẋ|dt ≤ ω,

onde para obter a última desigualdade nos usamos a desigualdade de Hölder. Comox1 + x2 +

x3 = 0 e vale (3.13) temos

δ2 ≥ |x(s)−x(0)|2

= |x1(s)−x1(0)|2 + |x2(s)−x2(0)|2 + |x3(s)−x3(0)|2

≥ 1
2

(|x1(s)−x1(0)|+ |x2(s)−x2(0)|)2 + |x3(s)−x3(0)|2

≥ |x1(s)−x1(0)+x2(s)−x2(0)|2 + |x3(s)−x3(0)|2

=
3
2
|x3(s)−x3(0)|2
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Da mesma maneira

δ2 ≥ |x(s)−x(0)|2

= |x1(s)−x1(0)|2 + |x2(s)−x2(0)|2 + |x3(s)−x3(0)|2

≥ 1
2

(|x1(s)−x1(0)|+ |x3(s)−x3(0)|)2 + |x2(s)−x2(0)|2

≥ |x1(s)−x1(0)+x3(s)−x3(0)|2 + |x2(s)−x2(0)|2

=
3
2
|x2(s)−x2(0)|2

e

δ2 ≥ |x(s)−x(0)|2

= |x1(s)−x1(0)|2 + |x2(s)−x2(0)|2 + |x3(s)−x3(0)|2

≥ 1
2

(|x3(s)−x3(0)|+ |x2(s)−x2(0)|)2 + |x1(s)−x1(0)|2

≥ |x3(s)−x3(0)+x2(s)−x2(0)|2 + |x1(s)−x1(0)|2

=
3
2
|x1(s)−x1(0)|2.

Daremos agora novas estimativas parar12 e r13 afim de conseguir uma melhor limitação para o

funcional ação :

r13(t) = |x1(t)−x3(t)|

= |x1(t)−x3(t)+x1(0)−x3(0)−x1(0)+x3(0)|

≤ |x1(t)−x1(0)|+ |x1(0)−x3(0)|+ |x3(0)−x3(t)|

≤ ω+d+

√
2
3

δ

≤ ω+
√

2

(
1+

1√
3

)
δ,

e de maneira análoga,

r12(t) ≤ ω+2d+

√
2
3

δ ≤ ω+
√

2

(
2+

1√
3

)
δ.

Então

∫ 1

0

(
1
2
|ẋ|+ 1

r12
+

1
r13

)
dt ≥ ω2

2
+

1

ω+
√

2
(

2+ 1√
3

)
δ

+
1

ω+
√

2
(

1+ 1√
3

)
δ

>
ω2

2
+

1

ω+
√

2
(

2+ 1√
3

)
2.22

+
1

ω+
√

2
(

1+ 1√
3

)
2.22
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A função f (ω) = ω2

2 + 1

ω+
√

2
(

2+ 1√
3

)
2.22

+ 1

ω+
√

2
(

1+ 1√
3

)
2.22

atinge o mínimo em̄ω≈ 0.05495356,

seω ≥ 0, e f (ω̄) ≈ 0.3297448> 0.3297.

SejaA2 a ação de uma órbita kepleriana colinear com velocidade inicial nula e que colide

no tempot = 1. Então pelo lema 2.1,A2 = 3
2(π2

2 )1/3. Logo do teorema 2.1,

1
12

A (x) =
∫ 1

0

(
1
2
|ẋ2|2 +

1
2
|ẋ3|2 +

1
r23

)
dt+

∫ 1

0

(
1
2
|ẋ1|2 +

1
r12

+
1

r13

)
dt

≥ A2 +
∫ 1

0

(
1
2
|ẋ1|2 +

1
r12

+
1

r13

)
dt

> 2.55376+0.32397= 2.87773.

Assim para qualquerx∈ X0,C.
1
12

A (x) > 2.87

Corolário 3.1 Para qualquer T> 0, 1
12A (x) =

∫ T
0 L(x, ẋ)dt > 2.87T1/3 para qualquer x∈

X0,C.

Demonstração. De fato, sejay∈ H1([0,T],V). Assim temos quey(tT) ∈ H1([0,1],V). Por-

tanto, sendoT−2/3y(tT) = ỹ(t) temos que:

T− 1
3

∫ T

0
L(y, ẏ)dt =

∫ 1

0
L(ỹ, ˙̃y)dt > 2.87

Com efeito, sendõr i j = 1
| ˙̃yi− ˙̃y j |

temos:

∫ 1

0

(
| ˙̃y(t)|2 + ∑

16i< j63

1
r̃ i j (t)

)
dt = T2/3

∫ 1

0

(
|ẏ(tT)|2 + ∑

16i< j63

1
r i j (tT)

)
dt

= T−1/3
∫ T

0

(
|ẏ(t)|2 + ∑

16i< j63

1
r i j (t)

)
dt

onder i j (t) = 1
|yi(t)−y j (t)| .

Lema 3.3 Existe um caminho x∈ X0 com 1
12A (x) < 2.64T1/3.

Demonstração. Considere a coleção de caminhos permancendo nashape esferaI = I0

os quais se movem deE3 paraM1 com velocidade constante ao longo do grande círculo{φ =
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arctan(2senθ)}. Em particular emI = 1 a energia potencial no grande círculo{φ = arctan(2senθ)}
é dada por:

U(θ) =
1√

1+ cosθ√
1+4sen2θ

+
1

1+
cos(θ+ 2π

3 )√
1+4sen2θ

+
1

1+
cos(θ+ 4π

3 )√
1+4sen2θ

pois cosφ = 1√
1+4sen2θ

. A funçãoU(θ) atinge um valor máximoκ(≈ 3.535734) < 3.536 em

[0, π
3]. Sejax(I0) ∈ X0 um caminho emI = I0 que move-se deE3(φ = θ = 0) paraM1(φ =

θ = π/3) com velocidade constante. Sejaη o comprimento do caminhox(1) (como um caminho

na esfera padrão de raio12 com a métrica padrão). É fácil ver que

η =
1
2

arccos
1
4
(≈ 0.65905804) < 0.66.

A ação dex(I0) sastisfaz a seguinte desigualdade:

1
12

A (x) =
∫ T

0

[
1
2

(
η
√

I0

T

)2

+
1√
I0

U(θ(t))

]
dt <

1
2

(
η2I0

T

)
+

κT√
I0

.

Seg(I0) = 1
2

(
η2I0

T

)
+ κT√

I0
temos queg atinge um mínimo se sobre o intervalo(0,+∞) e tal

mínimo é dado porI0 =
(

κT2

η2

)2/3
. Desta forma, para esteI0 obtemos:

1
12

A (x) <
1
2

(
η2

T

)(
κT2

η2

)2/3

+κT

(
κT2

η2

)−1/3

=
3
2
(κη)2/3T1/3(≈ 2.636494T1/3)

< 2.64T1/3.

Observação 3.1Pelo corolário 3.1 1
12A (x) < 2.87T1/3 para qualquer x∈ X0,C;

Observação 3.2Pelo lema 3.31
12A (x) < 2.64T1/3 para algum x∈ X0.

Pelas observações anteriores temos que :

inf
x∈X0

A (x) < inf
x∈X0,C

A (x).

Ou seja um minimizante do funcional ação emX0 não possui colisão.



Capítulo 4

Cálculo variacional aplicado ao problema

dos quatro corpos

4.1 O problema paralelogramo dos quatros corpos

O problema paralelogramo dos quatros corposé o problema planar dos quatros corpos cuja

configuração permaneça um paralelogramo para todo tempo. Supondo uma simetria nas massas

m1 = m3 = 1 em2 = m4 = µ com as condições inicais




x1(0) = −x3(0), ẋ1(0) = −ẋ3(0)

x2(0) = −x4(0), ẋ2(0) = −ẋ4(0)
, (4.1)

as condições iniciais são invariantes pela simetria :σ · (x1,x2,x3,x4) = (−x3,−x4,−x2,−x1).

De fato,

σ ·(x1(0),x2(0),x3(0),x4(0)) = (−x3(0),−x4(0),−x2(0),−x1(0)) = (x1(0),x2(0),x3(0),x4(0))

σ ·(ẋ1(0), ẋ2(0), ẋ3(0), ẋ4(0))= (−ẋ3(0),−ẋ4(0),−ẋ2(0),−ẋ1(0))= (ẋ1(0), ẋ2(0), ẋ3(0), ẋ4(0)).

O problema dos quatros corpos com massasm1 = m3 = 1 em2 = m4 = µ, pode ser escrito como

o seguinte sistema 



ẍk = ∂
∂xk

U(x), xk ∈ R
2, k = 1,3,

µẍk = ∂
∂xk

U(x), xk ∈ R
2, k = 2,4,

(4.2)

onde

U(x) = ∑
16i< j64

mimj

r i j
, r i j = |xi −x j |.
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Lema 4.1 Suponha quėx= f (x) admite umaϕ−simetria (ou seja,ϕ◦ f = f ◦ϕ). Se x(t) é uma

solução paraẋ = f (x), então y(t) = ϕ(x(t)) também é solução .

Demonstração. Temos que

ẏ(t) = ϕẋ(t) = ϕ◦ f (x(t)) = f (ϕ(x(t)) = f (y(t)).

SejaF(x) = ∂
∂xU(x), x = (x1,x2,x3,x4). EntãoF é σ invariante, pois

F(σ ·x) = F(−x3,−x4,−x1,−x2)

= (− ∂
∂x3

U(x),− ∂
∂x4

U(x),− ∂
∂x1

U(x),− ∂
∂x2

U(x))

= σ ·F(x).

Assim pelo lema 4.1 temos que sex(t) = (x1(t),x2(t),x3(t),x4(t)) é solução para (4.2) então

σ · x(t) = (−x3(t),−x4(t),−x1(t),−x2(t)) também é solução para (4.2). Logo por (4.1) e pelo

teorema de Picard (existência e unicidade ) temos quex1(t) = −x3(t), x2(t) = −x4(t) para

todot onde não ocorre colisão. Isto resulta no problema paralelogramo dos quatros corpos.

Note que o sistema (4.2) tem o mesmo número de graus de liberdade do problema planar dos

três corpos. Podemos então, como no problema plenar dos trêscorpos, fazer uma mudança de

coordenadas tipo-Jacobi para parametrizar o espaço de configuração e por meio da fibração de

Hopf, teremos um espaço 3-dimensional das configurações reduzidas. Nestes caso cada ponto

da esfera, do mesmo modo como no problema planar dos três corpos, representará uma classe

de paralelogramos similares. É o que veremos agora.

4.1.1 O espaço de configurações reduzidas

Vamos considerar o problema paralelogramo dos quatros corpos no caso em quem1 = m2 =

m3 = m4 = 1. Logo a equação de movimento é dada por

ẍk =
∂

∂xk
U(x), ∀k = 1,2,3,4, (4.3)

ondexk ∈R
2 é a posição demk. Assim a energia potencial pode ser escrita da seguinte maneira:

U(x) =
1

r12
+

1
r13

+
1

r14
+

1
r23

+
1

r24
+

1
r34

=
2

r12
+

2
r14

+
1

r13
+

1
r14

,
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ou seja

U(x) =
2

|x1−x2|
+

2
|x1 +x2|

+
1

2|x1|
+

1
2|x2|

. (4.4)

Seja a ação funcional

A (x) =
∫ T̄

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt (4.5)

emH1([0, T̄],V), ondeV é o espaço de configurações quadrimensional definido por

V := {x = (x1,x2,x3,x4) ∈ (R2)4 : x1 = −x3,x2 = −x4}.

Observação 4.1Note que a equação (4.3) é justamente a equação de Euler-Lagrange do fun-

cional ação definido em (4.5).

Considere agora, as seguintes coordenadas tipo-Jacobi:

(z1,z2) := (x2−x1,−(x2 +x1)) ∈ C
2. (4.6)

Fazendo a composição com a fibração de Hopf como no capítulo anterior, temos:

(z1,z2) 7→ (|z1|2−|z2|2,2z̄1z2) := (u1,u2 + iu3) ∈ R×C. (4.7)

Este quociente identifica as coordenadas a menos de rotações. O conjunto de nívelI −1(c), c>

0, do momento de inérciaI (x) = x·x é uma 3-esfera (S3) e é mapeada sobre uma 2-esfera (S2)

por meio da fibração de Hopf. O movimento pode ser mais facilmente visualizado fazendo uso

de coordenadas esféricas

(u1,u2,u3) = (r2cosφcosθ, r2cosφsenθ, r2senφ), (4.8)

projetando sobre a shape esfera unitáriar = 1. O espaço de configuração tridimensionalV/SO(2)

é o espaço de configuração reduzido. A projeção do caminhox∈H1([0, T̄],V) emH1([0, T̄],V/SO(2))

por meio de (4.6)-(4.8) é chamado decaminho reduzidodex.

As seguintes observações descreve as relações entre os pontos da shape esfera unitária e as

configurações dos quatro corpos:

• u1 = 0 (θ = π
2 ou 3π

2 ) se, e somente se, a configuração é um losângulo. De fato, note

quez1 = x2−x1 = x3−x4 e z2 = x4−x1 = x3−x2. Seu1 = 0 então|z1| = |z2|, ou seja o

quadrilátero formado é possui os quatro lados iguais. Portanto representa um losângo.
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• u2 = 0 (θ = 0 ou π) se e somente se a configuração é retangular. Com efeito,u2 = 0

entãoRe(z̄1z2) = 0. MasRe(z̄1z2) = 〈z1,z2〉 = 0 ou sejaz1 ⊥ z2. Portanto a configuração

é retangular.

• u3 = 0 (φ = 0) se e somente se a configuração é colinear. De fato,u3 = Im(z̄1z2) =

z1 × z2 = 0, ou sejaz1 = az2. Assim x1,x2,x3,x4 estão em uma mesma reta. Logo a

configuração é colinear.

• No pólo norte ou no pólo sul (φ = ±π
2) a configuração é um quadrado. Com efeito, se

φ = ±π
2, u1 = u2 = 0. Ou seja|z1| = |z2| ez1 ⊥ z2, logo a configuração é um quadrado.

• (u1,u2,u3) = (1,0,0) corresponde a colisão entrem1,m4 em2,m3; (u1,u2,u3) = (−1,0,0)

corresponde a colisão entrem1,m2 em3,m4

• (u1,u2,u3) = (0,1,0) corresponde a colisão entrem2,m4;(u1,u2,u3) = (0,−1,0) corre-

sponde a colisão entrem1,m3;

Vejamos agora algumas notações que serão usadas no decorrerdeste capítulo.

Notações :

L := {x = (x1,x2,x3,x4) ∈V : configuração dex é colinear}

D := {x = (x1,x2,x3,x4) ∈V : configuração dex é losango}

R := {x = (x1,x2,x3,x4) ∈V : configuração dex é retangular}

Q := D ∩R, C2 := D ∩L , C22 := R ∩L

Para relembrar mais facilmente as notações ,L se relaciona com linha,D diamante (que lembra

a configuração do tipo losango),Q quadrado,C2 colisão dupla,C22 colisão simultânea dupla.

A energia cinética pode ser expressada como a soma de dois termos não negativos:K =

Kred+Krot (Esta é decomposição de Saari da velocidade ).Kred corresponde a métrica Rieman-

niana do espaço quocienteV/SO(2) induzida pela métricaK emV. Krot = |ω|2
I

comω momento

angular (ver [6]).
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O problema variacional de encontrar minimizantes de (4.5) pode ser reduzido a encontrar

minimizantes dofuncional ação reduzido

Ared(x) =
∫ T̄

0
[Kred(x)+U(x)]dt, (4.9)

ondeKred(x) = 1
2|ẋ|2−

|ω|2
2I

. De fato, sejaα uma curva emSO(2), então aα · x ainda pertence

a X = H1([0,T],V) . A curvaα pode ser escolhida de forma que o novo caminhoα · x tenha

momento angular nulo.

4.1.2 Propriadades deU(θ,φ) restrito a shape esfera unitária

Mostraremos algumas propiedades básicas do potêncialU restritro a shape esfera .

Lema 4.2 A energia potêncial U= U(θ,φ) restrito aI = 1 é dada por

U(θ,φ) =
2
√

2√
1+cosφcosθ

+
2
√

2√
1−cosφcosθ

+
1√

1+cosφsenθ
+

1√
1+cosφsenθ

. (4.10)

Demonstração. Inicialmente, observe que:

I (x) = |x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2

= |z1|2 + |z2|2

= |z1|2 + |z2|2 +4|z1|2|z2|2−4|z1|2|z2|2

=
√

u2
1 +u2

2 +u2
3.

Assim, por (4.8)

r2
12 = |x1−x2

2| = |z1|2 =
1
2
(
√

u2
1 +u2

2 +u2
3 +u1) =

r2

2
(1+cosφcosθ),

r2
14 = |x1 +x2|2 = |z2|2 =

1
2
(
√

u2
1 +u2

2 +u2
3−u1) =

r2

2
(1−cosφcosθ).

Note que〈z1,z2〉 = 1
2u2, portanto

r2
13 = 2|x1|2 = |z1 +z2|2 = |z1|2 + |z2|2 +u2 =

r2

2
(1+cosφcosθ),

r2
23 = 2|x2|2 = |z1−z2|2 = |z1|2 + |z2|2−u2 =

r2

2
(1−cosφcosθ).

Logo substituindor12, r13, r14, r23 em (4.4) encontramos (4.10)
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Lema 4.3 A função U(θ,φ) satisfaz as seguintes condições :

(a) U(0,φ) ≥U(π
2,φ) para todoφ ∈ [−π

2, π
2]. A igualdade é verdadeira apenas paraφ = ±π

2

( onde U= 4
√

2+2) e φ = 0 (U = +∞).

(b) Para qualquerθ ∈ [0,2π] fixado, U(θ,φ) é estritamente decrescente seφ ∈ (0, π
2), e estri-

tamente crescente seφ ∈ (0,−π
2).

(c) Existe M> 0 suficientemente grande tal que, para alguma curva de nível U−1(c) com c>

M em{θ,φ ∈ (0, π
2)}, a funçãoφ = φ(θ) implicitamente definida por (4.10) satisfazendo

dφ
dθ > 0.

Demonstração. (a) Vamos calcularU(0,φ) eU(π
2,φ):

U(0,φ) =
2
√

2√
1+cosφ

+
2
√

2√
1−cosφ

+2; (4.11)

U(
π
2
,φ) =

1√
1+cosφ

+
1√

1−cosφ
+4

√
2. (4.12)

e claro que (4.11)≥ (4.12) qualquer que sejaφ ∈ [−π
2, π

2]

(b) Fixandoθ temos que

dU
dφ

=

√
2senφcosθ

(1+cosφcosθ)3/2
−

√
2senφcosθ

(1−cosφcosθ)3/2
+

1
2

senφsenθ
(1+cosφsenθ)3/2

− 1
2

senφsenθ
(1−cosφsenθ)3/2

.

Note que para qualquerθ ∈ [0,2π] fixado e para qualquerφ ∈ (0, π
2) temos:

√
2senφcosθ

(1+cosφcosθ)3/2
<

√
2senφcosθ

(1−cosφcosθ)3/2
;

1
2

senφsenθ
(1+cosφsenθ)3/2

<
1
2

senφsenθ
(1−cosφsenθ)3/2

.

Ou sejadU
dφ < 0 para todoφ ∈ (0, π

2). PortantoU(θ,φ) é decrescente fixandoθ e para todo

φ ∈ (0, π
2).

De forma análoga, observe que para qualquerθ ∈ [0,2π] fixado e para qualquerφ ∈ (−π
2,0)

temos: √
2senφcosθ

(1+cosφcosθ)3/2
>

√
2senφcosθ

(1−cosφcosθ)3/2
;

1
2

senφsenθ
(1+cosφsenθ)3/2

>
1
2

senφsenθ
(1−cosφsenθ)3/2

.

Ou sejadU
dφ > 0 para todoφ ∈ (−π

2,0). PortantoU(θ,φ) é crescente fixandoθ e para todo

φ ∈ (0, π
2).
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4.2 Um problema de minimização

4.2.1 Existência de minimizantes

SejaX = H1(ST̄ ,V), ST̄ = [0, T̄]/{0, T̄} e T̄ = 8T. Os caminhos emX são definidos

sobreR por extensões periódicas. SejaX0 os caminhos emX , os quais começam com uma

configuração quadrada e tem configuração colinear emt = T, e sejaXD a coleção de caminhos

emX que tem uma configuração losango para todo tempo, isto é,

X0 := {x∈ X : x(0) ∈ Q,x(T) ∈ L } (4.13)

XD := {x∈ X0 : x(t) ∈ XD ∀t}. (4.14)

Estudaremos nesta seção a existência e algumas propiedadesdos minimizantes do funcional

açãoA em (4.5) restrito aX0 ouXD .

SejaG um grupo gerado por dois símbolosσ, τ com as seguintes relações :

G := 〈σ,τ : σ4 = τ4 = τστσ = τσ2τ3σ2 = τσ3τσ3 = 1〉.

Cada elemento emG pode ser expressado unicamente na formaσiτ j i, j = 0,1,2,3, e além disso

|G| = 16. Considere a representaçãoρ : G−→ GL(X ) definida por

ρ(σ)(x1(t),x2(t),x3(t),x4(t))

= (A(x2(−t)),A(x3(−t)),a(x4(−t)),A(x1(−t))),

ρ(τ)(x1(t),x2(t),x3(t),x4(t))

= (B(x4(t +2T)),(B(x1(t +2T)),(B(x2(t +2T)),(B(x3(t +2T))),

(4.15)

ondeA =


 0 1

−1 0


, B =


 0 1

1 0


.Note que a norma de Sobolev, isto é, a norma

‖ ‖H1 e consequentemente a açãoA são preservados por essa ação restringindo a funções

periódicas em[0,8T]. De fato, basta notar|(x1,x2,x3,x4)|= |(xi,x j ,xk,xm)| ,k, i, j,m= 1,2,3,4

ondek, j, i,m são distintos. Portanto ,tal representação é ortogonal. Definamos agora o espaço

de elementosρ−invarianteX ρ
0 deX0 como:

X
ρ

0 := {x∈ X0 : ρ(g)x = x ∀g ∈ G} . (4.16)

Da mesma maneira definimosX
ρ

D
:

X
ρ

D
:= {x∈ XD : ρ(g)x = x ∀g ∈ G} . (4.17)
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Um elementox∈ X
ρ

0 e um elementox∈ X
ρ

D
satisfazem:

(x1,x2,x3,x4)(t) = ρ(σ2)(x1,x2,x3,x4)(t) = −(x3,x4,x1,x2)(t)

(x1,x2,x3,x4)(t) = ρ(τ2)(x1,x2,x3,x4)(t) = (x3,x4,x1,x2)(t +4T)
(4.18)

Comentários:

• A primeira identidade em (4.18) afirma que a configuração formada pelos corpos é um

paralelogramo.

• Segue de (4.18) quex1(0) = x3(0) = x1(4T) = x3(4T) e quex2(0) = x4(0) = x2(4T) =

x4(4T), ou sejam,x1 ex3 estão situadas em uma cuva fechada ex2 ex4 estão situadas em

outra.

• As curvas onde estão situadasx1,x3 e x2,x4 são ortogonais. Com efeito, sendox j(t) =

a j(t)+ ib j(t) temos por (4.15) quex1(t) = −b2(−t)+ ia(−t) e assim〈ẋ1(0), ẋ2(0)〉 = 0

Observe que sex∈ X
ρ

0 então

A (x) =
∫ T̄

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 8

∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

De fato, comoρ(τ2)x= x e a norma de Sobolev é preservada por essa, fazendos= t−4T temos:
∫ 8T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt =

∫ 4T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 8T

4T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

= 2
∫ 4T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

Comoρ(τ)x = x, fazendos= t −2T temos

2
∫ 4T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 2

(∫ 2T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 4T

2T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

)

= 4
∫ 2T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

Agora usando queρ(τσ)x = x e fazendos= −t +2T temos

4
∫ 2T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 4

(∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt+

∫ 2T

T

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt

)

= 8
∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.

Portanto

A (x) =
∫ T̄

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt = 8

∫ T

0

[
1
2
|ẋ|2 +U(x)

]
dt.
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Proposição 4.1A atinge o mínimo emX ρ
0 eX

ρ
D

. Além disso, qualquer minimizante x∈ X
ρ

0

(ouX
ρ

D
) é um ponto critico deA emX0 (ouXD ), e é solução de (4.3) desde que x(t) ∈V \∆.

Demonstração. Sex∈ X
ρ

0 é um minimizante deA emX
ρ

0 , então pelo Teorema 1.8x é um

ponto crítico deA emX0. Para todox∈ X0, a vizinhançaΛε do está contida emX0. Então

pelo Corolário 1.1,x(t) é solução de (4.3) desde quex(t) ∈V \∆.

O que precisamos mostrar para concluir a demostração é mostrar a existência de um mini-

mizantex∈ X
ρ

0 . Como o mergulhoH1 ↪→C0 é compacto,x∈ X
ρ

0 é fracamente fechado em

X . Além disso, comox∈ X
ρ

0 , então vale (4.18) e portantox(t) = −x(t + T̄
2 ). Pelo corolário

1.2, o espaçoX ρ
0 satisfez a condição(NC)2. Conseqüentemente, pelo Teorema 1.10, a açãoA

é coerciva e atinge o mínimo emX ρ
0 .

4.2.2 A existência de minimizantes

Lema 4.4 (a) Um minimizante deA emX
ρ

0 tem momento angular nulo;

(b) Um minimizante deA emX
ρ

0 também é um minimizante deAred emX0, e para todo

minimizante x∈ Ared emX0 existe um caminho correspondenteα : [0,T] −→ SO(2) tal

queα ·x minimizaA emX0.

Demonstração.

(a) As condições de fronteira dex∈X0 são invariantes sobre a açãoSO(2). Então sex∈X
ρ

0

é minimizante, escolhaβ : [0,T] −→ SO(2) apropriadamente tal queβ · x ∈ X
ρ

0 tenha

momento angular nulo. Assim de (4.9) temos queβ ·x tem ação menor ou igual aA (x).

(b) Sejax um minimizante deA emX
ρ

0 . Como a norma de Sobolev é invariante por rotação

e usando (a), temos que o minimizante tem momento angular nulo x é um minimizante

deAred emX0. E assim sejaα : [0,T] −→ SO(2), tal α ·x tenha momento angular nulo.

Logo de (4.9) segue o resultado.
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A última parte desta seção faremos uma descrição geométricados caminhos que minimizam

a ação emX
ρ

0 . As descrições geométricas de caminhos emXD que minimizam a ação será

deixada para a próxima seção.

Lema 4.5 Qualquer minimizante deA emX
ρ

0 é perpendicular aQ no tempo t= 0 e perpen-

dicular aL no tempo t= T.

Qualquer minimizante deA emX
ρ

D
é perpendicular aQ no tempo t= 0 e perpendicular aL

no tempo t= T.

Demonstração. Vamos considerar apenasA |
X

ρ
0

. A prova para o outro caso é similar.

Escolha uma vizinhança da função nula emX
ρ

0 como o espaço das variações admissíveis.

Temos que a primeira variação de Gatâuex é dada por:

δxA (h) =
∂
∂ẋ

L(x, ẋ, t) ·h|T0 +
∫ T

0

[
∂
∂ẋ

L(x, ẋ, t)− d
dt

∂
∂ẋ

L(x, ẋ, t)

]
·hdt. (4.19)

Sex é um minimizante,δxA (h) = 0 e satisfaz as equações de Euler-Lagrange. Portanto,

ẋ(T)h(T)− ẋ(0)h(0) = 0,

para toda variação admissívelh. Sejah tal queh(T) = 0 eh(0) 6= 0. Assimẋ(0)h(0) = 0. Da

mesma forma, escolhendoh convenientemente, ˙x(T)h(T) = 0. Mas a coleção{h(0)} geraL

e a coleção{h(0)} geraQ, logo x(t) é perpendicular aL em t = T e perpendicular aQ em

t = 0.

Se conseguirmos mostrar que um caminho minimizante da ação não sofre colisão, do lema

4.5 este caminho pode ser estendido diferenciavelmente a uma solução de (4.3)-(4.1) refletindo-

o sobreL e Q. O resultado são curvas fechadas no espaço de configurações reduzidas e

além disso a solução possui as mesmas configurações iniciaise mesmo tamanho emt = 4T.

A existência de invariância sobre a açãoρ implica que a órbita é também fechada no plano

inercial, e desse modo obtemos uma solução periódica.

A idéia de refletir a porção de um caminho sobre alguma variedade assim como a forma das

órbitas minimizantes, é a chave para provar os próximos doislemas.

Por conveniência, as seguintes notações serão usadas para os oito octantes no espaço de

configuração reduzido:

∆i jk := {(u1,u2,u3) : u1 ∈ R
i ,u2 ∈ R

j ,u3 ∈ R
k},
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ondei, j,k∈ {+,−} eR
+ = [0,∞), R

− = (−∞,0].

Lema 4.6 Qualquer minimizante deA emX
ρ

0 tem seu caminho reduzido permanecendo den-

tro de um octante∆i jk no espaço de configurações reduzidas, e ou ele permanece emD para

todo tempo ou permanece dentro de int(∆i jk) em[0,T].

Demonstração. Por simplicidade, usaremos a notaçãox para o caminho reduzido dex∈ X
ρ

0

onde(r,θ,φ) são as coordenadas esféricas dex definidas em (4.8)-(4.6).

Pelo lema 4.3 temos que qualquer órbita permanecendo na fronteira de∆i jk tem ação maior

ou igual do que outra órbita permanecendo emD . De fato basta notar queU(0,φ) ≥U(π
2,φ) e

queU(θ,0)≥U(π
2,φ). Pelo lema 4.4 é suficiente mostrar que nenhum caminho pode minimizar

A se o caminho reduzido do minimizante passar por dois octantes diferentes , ao menos que

permaneça emD para todo tempo.

Note que sex minimizaA emX
ρ

0 e é tangente a uma das variedades invariantesL ,R,D

exceto emC2 ouC22, então ele permanece naquela variedade para todo tempo ondenão ocorre

colisão. Sem perda de generalidade, precisamos excluir os seguintes casos:

Caso 1:para algum 0≤ t1 < t2 < t3 < T,

x(t1),x(t2) ∈ R \x∈ int(∆i jk) em (t1, t2),x∈ ∆+++ em (t2, t3].

Defina um novo caminho ˜x no espaço de configuração com coordenadas esféricas(r̃, φ̃, θ̃) dadas

por : 



r̃ ≡ r,

φ̃ ≡ φ,

θ̃(t) = −θ(t) em (t1, t2) e igualθ(t) no restante

Sex é um minimizante, entãoα ·x= x̃ é minimizante deAred emX
ρ

0 , ondeα : [0,T]−→SO(2)

é definida por: 



I , se t ∈ [0, t1],

Rπ, se t ∈ (t1, t2),

I , se t ∈ [t2,T].

Pelo lema 4.4 ˜x é um minimizante deA emX
ρ

0 . Masx̃ não é diferenciável emt = t2 e portanto

não pode ser solução para (4.3), o que contradiz a proposição4.1.
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Caso 2:para algum 0≤ t1 < t2 < t3 < T,

x(t1),x(t2) ∈ D \x∈ int(∆−++) em (t1, t2),x∈ ∆+++ em (t2, t3].

Defina um novo caminho ˜x tal queα ·x= x̃. Sex é um minimizante, entãoα ·x= x̃ é minimizante

deAred emX
ρ

0 , ondeα : [0,T] −→ SO(2) é definida por:




I , se t ∈ [0, t1],

Rπ, se t ∈ (t1, t2),

I , se t ∈ [t2,T].

Pelo lema 4.4 ˜x é um minimizante deA emX
ρ

0 . Masx̃ não é diferenciável emt = t2 e portanto

não pode ser solução para (4.3), o que contradiz a proposição4.1.

Caso 3:para algum 0≤ t1 < t2 < t3 < T,

x(t2),x(t3) ∈ L \ (C2∪C22),x∈ int(∆+++) em [t1, t2],x∈ int(∆++−) em (t2, t3).

Defina um novo caminho ˜x no espaço de configuração com coordenadas esféricas(r̃, φ̃, θ̃) dadas

por : 



r̃ ≡ r,

φ̃ ≡ φ,

θ̃(t) = −θ(t) em (t2, t3) e igualθ(t) no restante

Sex é um minimizante, entãoα ·x= x̃ é minimizante deAred emX
ρ

0 , ondeα : [0,T]−→SO(2)

é definida por: 



I , se t ∈ [0, t2],

Rπ, se t ∈ (t2, t3),

I , se t ∈ [t3,T].

Pelo lema 4.4 ˜x é um minimizante deA emX
ρ

0 . Masx̃ não é diferenciável emt = t2 e portanto

não pode ser solução para (4.3), o que contradiz a proposição4.1.

Caso 4:para algum 0≤ t1 < t2 < t3 ≤ T,

x(t1),x(t2) ∈ C22,x∈ ∆+++ \C22 em [t1, t2)∪ (t2, t3],φ(t1) = φ(t3).

Defina um novo caminho ˜x no espaço de configuração com coordenadas esféricas(r̃, φ̃), θ̃ dadas

por : 



r̃ ≡ r,

θ̃ ≡ θ,

φ̃(t) = 2φ(t1)−φ(t) em (t1, t3) e igual aθ(t) no restante
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Sem perda de generalidade, vamos escolhert1 e t3 suficientimente próximos det2. O novo

caminho ˜x tem ação menor que o caminhox, poisx possui colisão emt2 e x̃ não possui colisão,

o que contradiz o fato quex é minimizante.

Lema 4.7 Se x é um minimizante daA emX
ρ

0 , entãoφ é monótona.

Demonstração. Do lema anterior, é suficiente considerar o caso em quex∈ ∆+++. Suponha

queφ(t) não é decrescente em[0,T], então para algum 0≤ t1 < t2 < t3 < T,

0 < φ(t1) = φ(t2) em (t1, t2).

Como na lema anterior, considere ˜x definido por




r̃ ≡ r,

θ̃ ≡ θ,

φ̃(t) = 2φ(t1)−φ(t) em (t1, t3) e igual aθ(t) no restante

.

Escolhemost1 e t2 de tal forma que o caminho refletido continue em∆+++. O lema então segue

utilizando os mesmos argumentos do lema anterior e do lema 4.3.
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