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RESUMO

Nesta dissertacao, fazemos uma introducdo aos métodasivaadis no intuito de en-
contrar minimizantes de certos funcionais. Em particdarmminimizantes do funcional acao
, S0 solucdes para o problema dos N-corpos desde que ndmposslisbes. Estudamos os
minimizantes do funcional acéo para o problema de Keplete monstatamos que as orbitas
circulares minimizam tal funcional. Estudamos tambémpapedade minimizante das Orbitas
para o funcional acao relativo ao problema dos trés corpsaplcom massas iguais. Com
certas restricdes topologicas e algumas simetrias fizemasstudo da 6rbita da "figura oito”,
descoberta por A. Chenciner e R. Montgomery [6], mostrandoogueorpos se movem ao
longo desta 6rbita e ndo colidem. Além disso, fizemos um kesitedo sobre o funcional acéo
relacionado ao problema paralelogramo dos quatro corpoaseguimos solucdes periddicas

com certas simetrias.



ABSTRACT

In this dissertation, we make an introduction to the vaoizi methods with intention of
finding minimum of certain functionals. In particular, thenimum of the action function, are
solutions of the N-body problem if they don't collisions. \&8&idy the minimum of the action
functional for the Kepler problem, where we have check thatertain spaces the circular
orbits minimize such functional. Also, we study the minimpnmoperty of the orbits for the
relative action functional to the three body planar problsith equal masses. With certain
topological restriction and some symmetries we made a sitithe orbit "figure eight", found
by A. Chenciner e R. Montgomery [6], showing that the bodie$ thave on this orbit don’t
collide. Moreover, we made a brief study on the action fuori related to the parallelogram

planar problem of the four bodies.
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Introducao

O objetivo principal desta disssertacdo é encontrar sekipériodicas através de métodos
variacionais para o problema dos 3 e 4 corpos, que consisesmar o movimento de 3 e 4

particulas submetidas unicamente a acao de suas atrag@igaaonais.

Em 1767, Euler [8] obteve trés solucdes particulares panoblgma dos trés corpos, as
gquais tém uma configuracdo colinear a cada instante e em L&gnge [12] mostra a ex-
isténcia de mais duas solu¢des particulares, as quais foumatridngulo equilatero a cada
instante. Outra solucdo particular para o problema dostmgms foi encontrada em 2000 por
A. Chenciner e R. Montgomery [6] onde, considerando 0s corpmseassas iguais, mostraram
através de métodos variacionais, que 0s corpos se movem ararbita com a forma de uma
"figura-8"sem colidir um com o outro. Para mostrar a ndo coks#ice os corpos, A. Chenciner
e R. Montgomery utilizaram métodos numéricos. Em 2001, KuonGt@hen [5] conseguiu

analiticamente a prova da n&o colisdo entre 0s corpos.

No capitulo 1 comecamos com a definicdo da variacdo de Gatedrigerivada de Fréchet.
Em seguida enunciamos alguns resultados de analise fahocire serdo utilizados no decor-
rer da dissertacdo . Deduzimos as equacdes de Euler-Lageafagemos uma relacéo entre
0s minimizantes do funcional acdo para o problema dos Nesogpsuas solucdes , além de
caracterizar tal funcional. Utilizamos o principio deicatidade simétrica de Palais, principio
este que ajuda a encontrar minimizantes de funcionais sebi@s espacos. Trabalhamos com
uma condi¢@o sobre os espagos onde o funcional esta defihi@mada de condiggdNC)y,

para obter a coercividade do funcional agao .

No capitulo 2 estudamos o problema de Kepler, onde deduzsiosis de Kepler e fazemos

uma relagcéo entre o funcional acdo com tal problema. Dediszorvalor da agdo das orbitas
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Keplerianas colineares e elipticas, onde provamos o Teodersordon [9], no qual mostramos

a propriedade minimizantes das orbitas elipticas, emcpdatidas Orbitas circulares.

O capitulo 3 é dedicado ao problema planar dos trés corptsedirzimos as coordenadas
de Jacobi e o fibrado de Hopf, que sdo de grande importan@aapaducao do problema. No
caso de massas iguais, mostramos que um minimizante dofaheicdo sobre um espaco com
certas restricdes topoldgicas é uma solugéo para o prolplemar dos trés corpos. E dedicado
também uma secao para provar a ndo existéncia de colis&osritorpos que se movimentam

ao longo de tal solugéo , a qual tem uma orbita no formato deenaiwito.

No quarto capitulo fazemos um breve estudo do problemagbagaamo dos quatros corpos
relacionando-o com o funcional agéo . Neste estudo exib@spacos em que o funcional acéo
atinge o minimo que, desde que nunca se anule, sera solugéo paeoblema (paralelogramo)

dos quatro corpos além da periocidade da solucéo .

Esta dissertacéo teve como base de estudo varios artigesgeiga, entre eles os devido a

Kuo Chang-Chen ([4], [5]) e a A.Chenciner e R. Montgomery ([6]).



Capitulo 1

Resultados basicos do calculo variacional

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos basioasilculo variacional bem como
alguns resultados importantes de Andlise Funcional. Refstestes que serdo de grande
importancia para a obtencao de teoremas que seréo dendosstiesta dissertacdo . Podemos
olhar o calculo variacional como o calculo diferencial npae® de funcdes onde tentaremos,

sobre espacos apropriados encontrar curvas que minimeas uncionais.

1.1 Variacdo de Gateaux e derivada de Fréchet

Seja.Z” um espago de Banach com a norjna|| (denotaremos este par simplesmente por
(Z,]-1) eF : Z — RU{e} um funcional. Sé=(x) < c e existe um funcional linedr em
Z tal que
m%{F(XJrsh)—F(x)—L(sh)}:0, (1.1)

para todd € 2 tal que o limite exista, ent&F (h) := L(h) é chamad&aria¢éo de Gateaux

deF em 2 nadirecdo dehe 2 .

A Variacdo de Gateaux esta bem definida pois se existlr, que satisfazem (1.1), entéo
L1(h) = Lo(h), para todoh € 2" tal que o limite exista. De fato, sejam e L, funcionais
lineares tais que

1
mg{F(ersh)—F(x)} = Lj(h) (1.2)
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e
ISLrQ)%{F(x—l-sh) —F(x)} = Ly(h). (1.3)

Assim pela unicidade do limite temos qug(h) = Lx(h), para todoh € 2" tal que o limite

exista.

Fixadox € 27, o sub conjunto\y = {h e 2 /3 &F(h)} de dire¢Bes cuja variacdo de
Géateaux existe em é chamad@spaco das variagbes admissiveis d&. Note queAy é um
subespaco vetorial dg¢”. Com efeito, dadod, 3 € R e hy,hy € Ay temos, pela linearidade de
L, que:

aL(hy) +BL(hz) = L(ahy +Bhy).

Ou sejaphy + Bhy € Ay.

A fungdo &xF : Ax — R tal que para cada associedsF (h) é chamada de Varia¢éo de
Gateuax dé&- emx no espaco de variacdes admissiveisile Se\, = 27, O«F € chamada de

derivada de GateauxdeF emx.

Observacédo 1.1Note que, desde quessR (suficientimente pequeno), podemos pensar numa
funcgéo real

s— F(x+sh)

e logo, se existe a variacdo de Gateaux de F em x na direcaosanues ter

d
O¢F (h) = d—F(x+sh)|$0.
S
SejamF e 2" como definidos anteriormentE.é ditadiferenciavel no sentido de Frécheem
xe 2, seF(X) < « e se existe um funcional linear limitadloem .2", denotado poDF (x), tal
que
1
lim ——{F(x+h)—F(x)—L(h)} =0 (1.4)
TR {F(x+h)—F(x)—L(h)}
SeDF(x) = 0, entdox é chamadgonto critico de F. Se Zp C 2" é um subespaco ou
subvariedade d&" e DF (x) = 0 como um funcional linear eify.2o, entdox é chamado ponto

critico deF em 2.

Propriedades:
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1. Note que s& é diferenciavel no sentido de Fréchet gm 2, entdo existe a derivada

de Gateaux d& emx. De fato sendd diferenciavel no sentido de Fréchet,

. 1
Hk|1||m0W{F(X+ h)—F(x)—L(h)} =0 (1.5)

ou seja,
. 1 1
|\s|r|1r\n—>om {F(x+sh)—F(x)—L(sh} = IS[n)05 {F(x+sh)—F(x)—L(sh}. (1.6)
AssimDF (x) = &xF.

2. SeZ é um espaco de Hilbert com produto interag> 4, entdo pelo Teorema da
Representacdo de Riez existe um Unico elementa?éndenotado poflF (x), tal que
DF (x)(h) =< OF(x),h > - para todoh € 2".0F(x) é chamado de?’-gradiente de~

emx.

Lema 1.1 Sejam EZ",\x como definidos anteriormente. Suponha que F, restrito a wm su

conjunto Zp de 27, tem um extremo finito relativd” em 2o, e que existe um subconjunto

balanceadd A de/\y satisfazendo x A C 25 entdod,F (h) =0parahe A.

Demonstracdo. Suponha sem perda de generalidadexgseja um ponto de minimo relativo
deF| ;. Entdo pards| < 1 ,h e A, temos que=she Xy poisA € balanceado e con&F €

linear temos que:

—3,F(h) < %{F(x+ sh) — F(x) — &«F(sh)} (1.7)
B (h) < < {F(x— )~ F(x) ~ 8F(sh)} (18)
Logo de (1.7) e (1.8) temos quedF (h) < 0 edyF(h) < 0. AssimdxF (h) = 0. ]

1.2 Resultados importantes de Analise Funcional

Nesta secao apresentaremos alguns resultados impodenteslise Funcional que seréo

utilizados nas demonstracfes de alguns resultados (Ié@msemas e preposicoes) dessa dis-

sertacao.

1Um conjuntoC € dito balanceado se dasl@ C e A € R tal que|A| < 1tem-se\x € C
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Teorema 1.1 (Teorema de Banach-SteinhauSeja E um espaco de Banacleuma familia
de transformacoes lineares limitadas de E em um espaco mwrfiaSuponha que para cada
xe E, {||TX]y;T € .} é limitada. Entac{||T||;T € .Z#} é limitada.

Demonstracao. Veja [17], pagina 81.

1.2.1 Topologia fraca e Topologia fraca*

SejamE um espaco de Banach’ seu dual. Defina para cadac E’
i :E—R

a aplicagao:

¢ (x) = £(x).
Quandof percorreE’ obtemos uma familigd ¢ } ;g de aplicagGes dé emR.
Defini¢cdo 1.1 A topologia fraca, denotada poro(E,E’), € a topologia menos fina (possui
menos abertos), tal que todas as aplicacdés} ;g Sejam continuas, isto €, esta topologia
tem como subbase todos conjuntos da form&If) onde | € um aberto dB (topologia usual)

e f € um funcional linear de E ef. Isto significa que os abertos dessa topologia sdo dados

por intersecdes finitas de conjuntos dessa forma.

Notagda Seja{x,} uma seqiiéncia em E. Denotamos pprxx a convergéncia deya x
na topologia fraca . O elemento x € chamado de limite fracoxi¢ e dizemos queyconverge
fracamente a x. CasqX— X, isto é,/|Xn — X|| — 0 quando n— o, dizemos quepxconverge

fortemente para x.

Lema 1.2 Seja{x,} uma sequéncia fracamente convergente no espago normadat&o: E

(@) O limite fraco x de{x,} € Unico;
(b) Toda sub-sequéncia d&,} converge fracamente para X;

(c) A sequéncid||xa||} é limitada.

Demonstracao. Veja [11], pagina 258. [
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Definicdo 1.2 Seja F um subconjunto de E. Dizemos que F é fracamente fedwdada

Xn € F, comx — xentdo xc F.

Lema 1.3 Seja{x,} uma sequéncia no espaco normado E. Ent&o:

(a) Se{xn} converge fortemente, entdo converge fracamente para o ol@site;

(b) Se a dimensao de E for finita, a reciproca de (a) € verdadeir

Demonstracédo. Veja [11], pagina 259. ]

Defini¢cdo 1.3 Dizemos que um funcional linear:Fe — R, é fracamente semicontinuo infe-

rior se dada x — x, F(x) <liminf F(xp).

n—oo

Lema 1.4 Seja{x,} uma sequéncia em E. Entéo as seguintes afirmagdes séo veadade

(@) Se x — xema(E,E’) entdo

X[ < liminf||Xa]|.
n—oo

Ou seja, a funcdo norma é fracamente semi-continua inferior

(b) Sex—xemao(E,E’) e f;— f fortemente emff.e,||fn— f|| — 0), entdo fi(xn) — f(X).
Demonstracdo. Veja [2], pagina 45. ]

Defini¢cdo 1.4 Sejam E e F espagos de Banach. Um operader.® (E,F) é dito compacto se

para toda sequéncia limitadgx,} C E, {T(xn)} possui uma subsequéncia convergente em F

Teorema 1.2 Seja T: E — E um operador compacto{e,} uma sequéncia fracamente con-

vergente a X. Enta¢T (xn)} converge fortemente para(X).
Demonstracédo. Veja [17], pagina 199. [

Vamos agora definir uma topologia particular soBfga topologia fraca*, denotada por

o(E’,E). Para cada € E considere a aplicaca : E' — R definida por

Quando x percorrg&, obtemos uma familia de aplicacos }xce deE’ emR.



1. Resultados basicos do calculo variacional 17

Defini¢do 1.5 A topologia fraca*, denotada poo(E’,E) é a topologia menos fina sobré,E

de tal forma que todas as aplicacofis }xce Sejam continuas.

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitaria em Ei.e, B = {f € E/; ||f|| <1}

é compacta na topologia fraca¥(E',E).

Demonstracéo. Veja [2], pagina 42. [

1.2.2 Espacos reflexivos

SejaE um espaco de Banach e se@injecao canénica deemE” (E” representa o bidual).
Dizemos quéE éreflexivo sel(E) = E”. Por exemplo, todo espago de Hilbert é reflexivo (Veja

[11], pagina 242).

Lema 1.5 Seja E um espaco de Banach. Entéo E é reflexivo se, e somerité seflExivo.
Demonstracédo. Veja [2], pag 45. [

Teorema 1.4 (Eberlein-Smuliam) Seja E um espaco de Banach reflexivoae{s€j uma se-
quéncia limitada em E. Entdo existe uma subsequépgijg de {xn} que converge na topolo-

gia fracao(E,E’).

Demonstracao. Veja [2], pagina 50. [

1.2.3 Espacos de Sobolev

Sejal = (a,b) um intervalo aberto (limitado ou n&o) e sgj& R com 1< p < co.

Definicdo 1.6 O espaco de SoboleWP(1) é definido como:

wlvpu):{ueLp(l):ageLpa) tal que /Iud)’:—/lgq) v ¢ecg(|)}.
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Para cada € WLP(l) se denotal = g.
Se representa
H(1) =WY?(1) = {x: x é absolutamente continuaxes L2}.
Denotaremo®VLP(1),H(1),LP(I) porwbP, HL LP respectivamente.

Observacéo 1.2Na definicio de WP diz-se queb é uma funcéo teste. Pode-se utilizar tanto

C? quanto ¢ como conjunto de fungdes teste. Para maires detalhes, 2ja [

Observacgéo 1.3Note que se & C'NLP e se e LP (aqui U denota a derivada no sentido
usual), entdo e WLP. Além disso a derivada usual de u coincide com a derivada de u n
sentido de V.

Notacbes O espac®W?!P esta dotado da norma

1
lullwee = (lull s+ [1U12)YP.

O espacdi! é um espaco de Hilbert dotado do produto interno
<U>V>H1 = <U,V>|_2 + <U/,\/>|_2

com a norma associada

1
[ullpe = (fJull2 + [[ull 2) 2.

A norma acima é equivalente & norma do espaco de SoWdiéwer [2], pagina 121) .
Proposicdo 1.1 (a) O espaco WP é um espaco de Banach pata< p < «;
(b) O espaco WP é reflexivo paral < p < o;

(c) O espaco H é um espaco de Hilbert separavel.
Demonstracao. Veja [2], pagina 121. m

Teorema 1.5 Seja uc WHP com1 < p < ». Entéo existe uma sucessfig} em G (R) tal que

Uy — U em WP,
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Demonstracédo. Veja [2], pagina 127. [

Teorema 1.6 Existe uma constante C (dependendo apenas da medida de |<gud &l que
[ull L=y < Cllullwee(1), para todo ue WP(1),1 < p < w. De outra forma W-P(I) ¢ L*(1)

com injecdo continua para todb< p < c. Além disso, quando | é limitado se verifica:

(a) Ainjecdo W-P(1) c C°(1) é compacta para todh < p < c.

(b) injecdo W-L(1) c L9(1) € compacta para todh < q < .

Demonstracédo. Veja [2], pagina 129. ]

1.3 As equacles de Euler-Lagrange

Nesta se¢cdo vamos trabalhar com um funcional que possuiamma determinada. Seja

T > 0 e considere o funcional

F(x) = /OT F(x(t), X(1),t)dt, (1.9)

ondex € 2 =H([0,T],R") e f : R"xR" xR — R ¢é limitada eC?> num aberto da forma

QxR"x R C R"xR"x R. Vamos assumir que :

xe HY([0,T],Q), e que a%f(x(t),k(t),t) e C%([0, T],R"). (1.10)

Sendox € CY([0,T],R") temos quef (x,x,t) € C' emX, pois estamos assumindo qfieé C?

num aberto da form x R"x R Cc R"x R" x R.

Sejah € CY([0, T],R").

todot € [0, T] tem-se pelo desenvolvimento em série de Taylor que

)+sh(t) € Q para

f(x+shx+sh,t) = f(xxt)+ { %f(x,)’(,t)-th%f(x,k,t)h} s+O(8).  (1.11)

Desde quac H' e qued f(x, %, t) seja continua, a seguinte fungdig(t) = [ & (x(1),x(1),T)dt

esta bem definida. Fazendo integracao por parteﬁ,T f(x,%,t) - hdt temos:

F(x-l-SZ)—F(X) _ /OT [a%(f(x7)'(,t).h+§f(x,).(7t)'h:| dt+ O(s)

_ +/{ F(x,%1) CDX(t)}-hdtnLO(s).
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Note que o integrando da segunda linha € continuo. De acordmossas hipoteses em (1.10),

mostramos qu€l([0,T],R") C A« e que vale a formula:

5F (h) = +/ [ F(x,5,t) — Dyt )] hdt. (1.12)
Em algumas situagdes € conveniente considerar as varag@essiveis no conjunto balanceado
da forma:
= {h e C}([0,T],R") : h(0) = h(T) = 0, sup|h| < s} : (1.13)
(0,T]
Seh € A, entdo a férmula da variagdo de Gateau¥dedada por:
Tl 9 :
8F (h) — / { 2 fxxt) — CDX(t)] h dt (1.14)
0o | Ox
Por uma outra integracao por partes, agora integrg@c&f(x, X, t) - hdt temos:
SE) =2t xt)-hl +/ )= 2% skt nat as)
X 0 %Y "ok % '
Logo seh € A¢ entdo a férmula da variagdo de Gateaux também é dada por:
Tro : do
&F(h)z/o [a—xf(x,x,) S f(xxt)] ‘hdt (1.16)

Vejamos agora alguns exemplos onde calculamos a variagaatdaux:
Exemplo 1.1 Seja o funcional
1(x) = /OT [a(t)|x(t)|? +b(t)[x(t)|?] dt, a(t),b(t) € CL(R).
Vamos calcular a derivada de Gateaux de | sobre
K = {xc H([0,T],R),x(0) = x(T)}.
Seja xy € K. Entdo x4 sye€ K para todo s= R. Temos que

sy = [ a0+ 0% +bOx) +sy0)?] o
= [ a0+ b0 (x0)% dt+ 25 [ o) +boxy)
+ 32/ Y2+ bi(t) (y(t))?] dit.

Pela observacédo 1.1 temos que

d T
O (y) = g (X+8Y)ls-0= 2/0 [a()x()y(t) +bO)x)y(t)]-
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Por meio de integrac&o por partes temos que

d T
Ol (Y):d_sl(x+s)0|&0:/() [—2a(t)X(t) — 2a(t)x(t) + b(t)u(t)] y(t)dt.

Exemplo 1.2 Seja
TIm a
o (X :/ —|x(t 2+—]dt
0= [ | FHOR+

com xe H(][0,T],C). Se he A dado em (1.13), ent&o por (1.16) temos que a variagio de
Géateaux dez é dada por

57 () = |

-
mX — o -hdt.
0 { X \3}

Lema 1.6 (Du Bois Reymond) Seja/\; como em (1.13) &> O arbitrario. Se He C1([0, T|,R")

e
/OT H(t) -h(t)dt=0 (1.17)

para todo he /\¢, entdo existe € R, tal que Ht) =c em][0, T].

Demonstracdo. Sejac = —/ t)dt e h(t K/ , ondeK > 0 tal que
sup|h| < €. Entédoh € A¢ e portanto
0,T]
, T
H(t)— 2= K[(H(t) —c) -, logo / H(t) c|2dt_K/ ).hdt—0. (1.18)
0
LogoH(t) =c. "

Teorema 1.7 Seja Ef,Z",/\¢ definidos como anteriormente. Suponha que F restrito a um

subconjuntaZp de 2” tem um extremo relativo em x, e-xX\¢ C Zp para algume > 0 entdo

do 0

diax] XO,X(1),1) = = F(x(t),x(t),t) em [0,T]. (1.19)

SuponhaZp um subespaco ou uma sub-variedadeZietal que x € um ponto critico de F e

X+ /N\e C Zp para algume > 0, entdo vale (1.19).

Demonstragéo. Note/\¢ C Ay e que/\¢ € balanceado. Comoé um extremo relativo de| z;,
temos quédkF (h) = 0. Mas comd € A¢ obtemos de (1.14):

@F(h):/OT[:Xf(xxt) Oy(t)| -h dt=0 (1.20)



1. Resultados basicos do calculo variacional 22

Pelo lema 1.6 segue-se que

0 : .0 : to :
&f(x,x,t) — ®y(t) =c ou seja &f(x,x,t) —/0 &f(x,x,r)dr =c. (1.21)
Como®y e %f(x, x,t) séo diferencidveis em relacaa por causa das hipoteses, segue-se de

(1.21) que

do ) 0 :

dtas! (X X(M).0) = 3 £ (x(t)X(1).1) (1.22)
Agora seZy for um subespaco ou uma sub-variedadeZde sex € ponto critico dé& em 2,
OxF (x) = DF (x), logo vale (1.19). n

1.4 O funcional acdo do problema dos N-Corpos

Um dos principais problemas estudados pela Mecanica Céespgoblema dobl-corpos
que consiste em entender o movimentd\{e> 2) massasn, mp, Mz...., My emR3 de acordo

com a lei da gravitacéo universal de Newton:

rrkxk:iu(x), k=1,...,N (1.23)
an

ondex, € R3 é a posicao dey, e
m
U(x) = ——, 1ij = % —Xj|

€ o potencial Newtoniano.

Vamos considerar o problema ddscorpos em uma abordagem variacional. $eja {x €
(RN - myx; + ...+ myxy = O} 0 espaco de configuracdes, isto €, 0 espago das posicdes cujo

centro de massa encontra-se na origem do sistema de codadena
2 =HY([0,T],V) =W2([0,T],V). (1.24)

O Lagrangiand.(x,x) dex € 2" é definido por

. . 1 N 212 mmJ

L(x,x) = K(X) +U(x) = 5 Z my|X|“ + z > i = X —Xj|. (1.25)
=1 1<i<jSN

Ele esta definido em quase toda parte uma vezxggaga absolutamente continua. S@ja-

V\ A, ondeA = {x= (x1,...,xn) € (R}N:x =x; para algum i j} chamado deonjunto



1. Resultados basicos do calculo variacional 23

de colisdes Sex(t) € Q para qualquer € [0, T|, vamos supor qur satisfaz as condigbes em
(1.10).

O funcional agéo.e/ : 2" — RU {4} associado a (1.23) no intervalo de temfgr| é
definido por:
T
o (X) :/ L(x(t), x(t))dt. (1.26)
0
Observe que coma € H!, o7 esta bem definido. Note também que (1.23) corresponde as
equacOes de Euler-Lagrange do funcional agcdo. Também padpemsar ent(X,y) como
uma fungdo no fibrado tangente \dee ela é diferenciavel erfx,y) exceto quanda € A. Se
X(t) e V\ A parat € [0,T] , entdo existe > 0 pequeno tal que(t) +h(t) € V \ A para todo
t€[0,T] ehe Ag, onde
Ne = {h e CY([0,T],V) : h(0) = h(T) = 0, sup|h| < s} : (1.27)
(0,T]

Logo pelo teorema 1.7, temos que:

Corolario 1.1 Sejas’ ,2",\¢ como anteriormente. Suponha que exista um extremo retativo
de o7 no subconjunta?p de 2" . Se x+/N¢ C Zp e Xt) e V\Aparate [0,T], entdo Xt) €

uma solucao de (1.23).

Suponha queZp é um subespacgo ou uma subvariedadeZde x € um ponto critico de”

sobreZo. Se x+/\¢ C 20 , entdo Xt) é solugdo de (1.23) sempre qug)x V \ A.

1.5 Principio de criticalidade simétrica

Suponha qué& é um grupo agindo sobr&y por difeomorfismos através da representacao
linearp : G — Dif f (Z0), isto €, a acdo definida sobBex 2o em 2 associa ao pag,X) €
G x Zp 0 elementop(g)x € Zp. Dizemos queF : 2~ — R é p-invariante sobreZp, se

F(p(g)x) = F(x) para todak € 2 e para tod@ € G. Seja
238 ={xec 20:p(g)x=x Vgec G} (1.28)

a colecédo de elementgsinvarianteem Zp. Note queﬁé”op € um subespaco desde que
uma representacao linear (i.e(g) € um automorfismo linear para tode G). O conjunto de

pontos criticos da restricag 2 ,%Op — RU{+»} sdo chamadqgs-pontos criticosleF em
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Zp. Vamos mostrar no seguinte teorema que sobre certas cesgiqibntos criticos sdo de

fato pontos criticos dE em 2.

Teorema 1.8 Sejam 2" como em ( 1.9). Considere a restricdo de F sobre um subes@gco
de Z". Seja G um grupo agindo ety através da representacao ortogormeal G — GL(Z2p).
GL(Z0) denota o grupo dos automorfismo lineares & Suponha que F restrito & €

invariante sob a representacoe Fréchet diferenciavel emex 2.

() Se xe %Op € ump-ponto critico de F enZp, entdo x também é um ponto critico de F

em2o.

(b) Seja fAscomoem (1.10) e (1.13). S&+ A = Zp para algume > 0, entdo um ponto

p-critico de F em%y € solugdo da equacéo de Euler-Lagrange ( 1.19).

Demonstracéo. (a) Denotaremos, por simplicidade, a restricaédam 2 porF.

Pelap-invariancia de- e a regra da cadeia, temos du@ Fréchet diferenciavel epig)x
paratodag e Ge
DF (x) = D(F o p(g))(x) = DF ((p(g)x) o p(9).

SejalF (x) o H-gradiente d& emx . Assim, comap(g) € ortogonal,

(OF(x),h)yr = DF(x)h
= DF(p(g)x)(p(g)(h))

= (OF(p(9)x),p(g)h))y2
= (p(9) 'OF(p(9)x),h)y: Vg€ G, VYhe 2b.

Logo UF é equivariante com respeitgpaou sejap(g)0F (x) = OF(p(g)x) paratodag € G e
X e 20.

Comox € p-invariante, entd@(g)0F (x) = OF (x) para todog € G e OF (x) € 2. Se
x € 23 € um pontcp-critico deF em 2o, entdolJF (x) é ortogonal a2y’ . LogoOF (x) =0 e

assimx é um ponto critico d& em 2.

(b) segue de (a) e do corolario 1.1 . [
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Proposicdo 1.2SejaQ < H! um aberto e E H1 — R um funcional linear. Ento os pontos

criticos de Fq sdo os mesmos pontos criticos de F sobte H

Demonstracdo. Mostraremos qu®F (x) = 0. Sejax um ponto critico dé-|q. Entdo
DF(x): TxQ — R

satisfazDF (x) - h = 0, para toddh € TxQ. Ou seja{[JF (x),h) = 0 para todd € TxQ. ComoQ
é abertoT,Q = HL. Assim(0F(x),h) = 0 para todd € H*, donde concluimos queF (x) = 0.

Proposicdo 1.3SejaQ < H! um subespaco linear det¢ F: HY — R um funcional linear.
Entdo os pontos criticos de|f sdo os pontos criticos de F sobré' Hlesde que DF) -h =
0, Yhe Q.

Demonstracdo. ComoQ é um subespaco linear, o espaco tangent@ de identifica conf.
Assim,
DF(x): Q — R.

ComoH1 é Hilbert,

Hl=QaqQl.

Logo, sex € um ponto critico d€ |, dado qualqueh = hy +hy € H comh; € Qehy € QF

temos :

(OF (x),h) = (OF(x),hy+hy)
= (OF(x),h1) 4+ (OF(x),hy)
F

desde qu®F (x) -h = 0 para todd € Q. o
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1.6 Existéncia de minimizantes

1.6.1 Principio variacional

O funcional acéoy = fOT L(x,x)dt (associado ao problema diNscorpos) restrito a2” =
H1([0,T],V) ndo atinge o infimo en®". De fato.e7 (x) > 0 parax € 2°. Considere a sequéncia
x0 1) = (xF¥1),... x¥ 1)) e (3N definida por

x®(t) = (kcos(ZTm),kser(ZTm),O). (1.29)

Entgox ¢ divergente &7 (x¥) — 0 sek — +w. Logo infx.«Z = 0, ou seja, o infimo n&o é

atingido em.2".

Por outro lado, o teorema 1 e o corolario 1 nos permite rggtrarproblema a um subespaco
Zo de Z . Para garantir a existéncia de minimizadores, o0 subespmagosgr escolhido de tal
forma que nenhuma sequéncia divergente possa ser minimizédima condicéo deste tipo é
chamadaoercividade Um funcional em um espaco normadbé chamado de coercivo sobre

um suconjuntp C W seF (x) — 4o cada vez quéx|| — 40, X € W.

Teorema 1.9 Seja W um espaco de Banach reflexivo com nofmé , e seja W C W um

conjunto fracamente fechado. Suponha qu&NF— R U {4} satisfaz:

(a) F é coercivo em .

(b) F é fracamente sequencialmente semicontinuo inferrow\g.

Entado F restrito a W é limitado inferiormente e F atinge o minimo.

Demonstracédo. SeF = « segue o resultado. Cago#£ o, seja{y(k)} uma sequéncia mini-
mizante . Comd- é coercivo, temos qugy¥|| é limitada. Pelo teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-
Bourbaki) e a reflexividade d&, Wy tem fecho compacto na topologia fraca. Mas pelo teorema
1.4 (Eberlein-Smulian\\p € sequencialmente compacto na topologia fraca. Vamosdarasi
sem perda de generalidade g converge fracamente payas Wo. ComoF é fracamente

sequencialmente semicontinua inferior &g

F(y) < liminf F(y®) = infF 1.30
(y) < liminf F(y™) = inf (1.30)

Portantoy € um minimizador dé& emW. n
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1.6.2 A semicontinuidade inferior fraca des

Para aplicar o teorema 1.9 em ( 1.23) precisamos mostracageamnicontinuidade inferior

do funcional acéo:

Lema 1.7 Seja</, L associados ao problema dos N-corpag@e=H? . Entdos é fracamente
sequencialmente semicontinua inferior én

(k) (k) (k)

Demonstracéo. Sejax¥) = (X1 ,%7,..., %y ) uma sequéncia que converge fracamente para

X= (Xg,...,Xn) . Basta considerar o caso em que limirifx¥)) = ¢ < . Passando a uma
—00
subseqliéncia se necessario, assumiremos sem perda daaligaderquegz%(x(k)) é limitado

por uma constantg e lim o (X9 = ¢ < w,

(k)

ij = |x(k) xgk)|, entdo pela compacidade do mergutio— C°([0, T],V)(teorema

Sejar L —

1.6),ri(jk) converge uniformemente pana. Como./ (x) é limitada, a seqUéncié() € limitada
rij
emLY0,T].
SejaE;; C [0,T] tal quer;j # 0. Note que a medida de LebesgueKijeé igual a medida
de Lebesgue d{, T|. De fato suponha, por absurdo, gmed[0,T]/Ej;) = kij > 0. Seja

&j = Zmmjkij e sejaN;j € N tal queHri(jk) —Tijl|co < &ij quandok > Njj. Logo

. 1 mim;Kji
o (x® :/ K (x®)) +U (x®)dt > m-/ =t > K
U= Jor KO HOOEEZ MM, fo e i €ij

o

que é uma contradic&o poig(x¥)) < C.

A sequéncia% converge pontualmente paﬁi Assim pelo lema de Fatou,
rij I
T1 _ T 1
/ Zdt<liminf [ —dt.
o Ti

Note quex®¥) converge fortemente paxeem L?([0,T],V). Como a funcdo norma é fraca-

mente sequencialmente semicontinua inferior (lema 4)pseqne:

2 2 112 .. (k)z 2 e (k)z .. (k)z_.. .(k)z
[1Xi 112 = 11 iz = 1312 < fiminf | 1 =[x |1z = liminf [ [, = liminf {[x7 ][ = liminf [3x;|
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Assim,
1 N szm.
09 = 3y milklR+ Y [ T
ZZ S izj <N Fij
1 T2 mm;
< —I|m|nf—Zm,\|X HL2+I|m|nf / m Jdt
2 1<i< <N
< I|Ln|nf;zf(x()).
Logo <7 (x) é fracamente sequencialmente semicontinuo inferior. n

1.6.3 O problema dos n-corpos e a condicadiNC),,

Sejaz” =H([0,T],V) =W%2([0,T],V). Dizemos que um subconjuni®, de 2~ satisfaz
a condic&dNC)y, em .27, v € (0, 2], se para toda € 2y existety € (0, T] tal que

X(0) - X(1x) < (1= V)[X(0)[[X(T)]. (1.31)
Comentario:

Note que (1.31) é verdade ge< O e é falsa s@ > 2 (Cauchy - Schwartz). A exigéncia que

v € (0,2] assegura que curvas e#fidevem se afastar da condicéo inicial por um certo angulo.

Teorema 1.10Seja?",L, .o/, \¢ definidos em (1.24), (1.25), (1.26), (1.27). Suponhagye
2 é fracamente fechado e satisfaz a condi¢8€),. Entdo.<7 é coercivo e atinge o minimo
em Zo. Se além disso um minimizadoexZy de o7 satisfaz x+- A\¢ C 2o para algume > 0,

entdo x é solugéo de (1.23) sempre q(tg % V \ A para todo te [0, T].

Demonstracéo. Sejax € 2, considere a fungéo
3(X) 1= Ma, s,c(o.1)X(51) —X(S2)].
Desde que?y satisfaz a condicatNC),, escolhay € (0, T] tal que
X(0) - X(1x) < (1= V) [x(0)[X(Tx)]-

Vamos considerar inicialmente o caso oxd@) # 0 ex(1yx) # 0. Sejad o angulo entre(0) e

X(tx), com8 € [0, 11.
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x(T:‘)

7 X(0)

Figura 1.1:

Logo serp|x(0) — x(1x)| = |x(0)|serB, ou seja,|x(0) — X(1x)| > serB|(x(0)| e a igualdade

vale se, e somente sd) — X(1x) for perpendicular &(1x). Mas por hip6tese temos que
X(0) - X(tx) < (1= V)[x(0)|[x(Tx)],

ou seja,
X0) X(t) _ .
XOIx@) ~

Portanto, co8 < 1—v. Dividiremos em casos:
Caso 1: Se cd®> 0 temos que: c@9 < (1—v)2. Logo ser® > \/v(2—v) :=C,. Mas,
X(0) — X(1y)| > serB|x(0)| > Cy[x(0)|
assim|x(0) — x(tx)| > Cy|x(0)|.

Caso 2: Se = 2. Neste caso devemos ter que (€s< —1, assimd = 11, (pois, co$0) >
—1). Isto implica que(ty) ex(0) sao paralelos, logg(tx) = Cx(0), com(C < 0). Desta forma:

X(0) — X(1x) = (1 —C)x(0), e portantdx(0) — x(1x)| = (1 —C)|x(0)| > |x(0)| poisC < O.

Caso 3v > 1. Isto implica que cd8 < 1—v < 0. Dai que o &ngul® se encontra entre/2
e Tl Segue-se quTy) - X(0) < 0. Assim temos qugx(0) — X(Ty) |2 = |Xx(0)|2 — 2x(1x) - X(0) +
X(1x)|? > [x(0)[?, donde segue-se que pars 1, [x(0) —x(Tx)| > [x(0)| = 1|x(0)| > Cy|x(0),

ondeC, = /V(2—V).

Caso 4:v < 1. Temos que v > 0. Assim se co8 < 0, 6 € (5,1]. Comox € continua,
escolha um novaoy tal que

cosB>0e coH<1—v.

Dai segue o caso 1.



1. Resultados basicos do célculo variacional 30

Em conclusdo, teremos qe&0) — x(tx)| > Cy|X(0)|. Note que s&(0) =0 oux(1x) =0
temos que
[X(0) =x(1x)| = [X(0) = Cy[x(0)].
Entretanto s¢ € [0, T| temos

() < X001+ 800 < £ X0) (1) 4800 = | & +1] 860

Assim
T 2d 1 252
Xdt< [ —+1 X)T.

Por outro lado, pela desigualdade de Holder temos que
T T 2 T
62(x)§|/ xdt|? < {/ |>'<|dt} gT/ 1% 2dt.
0 0 0

Logo o norma en?® é controlada pela ac&o, pois

i
2 2 -2
B = [ O+ P

1 2 2 T 2d
< —+1) T°+1 / x|“dt
< (C\;+ ) + . IX|
< 2|(L14a 2T2+1 o (X)

m |\ C, ’

ondem= mim<j<n{m}. Portanto se/x| |E|1 — 00, eNtao/ (X) — o0, OU Seja,/| »;, € COercivo.
Portanto pelo teorema 1.9 e pelo lema 1.7 a acao funciontatoes .2, atinge o minimo. Se
X € Zo € um minimizante tal que+ A C %o para algune > 0, entdo pelo corolario 14é

solucao de (1.23) sempre qug) €V \ A. n
Corolario 1.2 Seja.21 o espago das curvas fechadas anti-simétricas, ist@€= {x € H* :
X(t) =x(—t+ %)}, em2 =H([0,T],V). Entdos atinge o minimo en?7 e todo minimizante

X é solugao de (1.23), desde que)x< V \ A.

Demonstracao. De fato ,.27 é fracamente fechado e satisfaz (1.31) fazaud@% ev=2.



1. Resultados basicos do calculo variacional 31

Observacado 1.4Note que na prova do teorema (1.10) a Unica propiedade que asdmpo-
tencial U(x) foi a semi-continuidade fraca de&’. A prova da semi- continuidade fraca é valida

para diferentes tipos de potencial. Por exemplo o poteripalNewtoniano:

mym; . .
s = 5 By =lx—xil, b—xj| i 7]
IKi<)<N  'j

Substituindo U por i, (1.23) também é chamado de problema tipo- N-corpos. Noteque

teorema (1.10) também é verdadeiro para o problema tipoohbas.



Capitulo 2

Calculo variacional aplicado ao problema

de Kepler

Neste capitulo, estudaremos o problema de Kepler e dethumras leis de Kepler. Numa
abordagem variacional relacionaremos o funcional acaoreldema de Kepler, onde exibire-
MOs certos espagos, onde garantiremos a existéncia deig@inies que sobre certas condigdes
serdo justamente as orbitas Kepleriana elipticas. Pardassmos uso de um importante teo-
rema devido a Gordon [9]. Em seguida, relataremos proptesidas Orbitas circulares mini-

mizantes.

2.1 O problema de Kepler

A equacao do problema dos dois corpos no plano é dada por

0
MKy aka’ , (2.1)

ondex, € C é a posi¢ao da particula de masgae

U=U(xg—X2|) = o0 =mnp

X2 —Xa|’
€ a energia potencial (formalmente, € menos a energia paeri€éixando a massa central na

origem e fazend@=xo — X1 , m= m”;f;ﬁz (massa reduzida), o sistema (2.1) pode ser re-escrito

como
o X
X3

mk = — (2.2)



2. Calculo variacional aplicado ao problema de Kepler 33

Desta forma, o Lagrangiano e o Hamiltoniano s&o, resp@&ctnie

Lm@:wm+w@:gm+%- 2.3)
e
H(x,%) = K(X) wm—gu %. (2.4)

Comentarios:

(1) Estareducéo diz que o estudo do problema de 2 corpos ke ao estudo do prob-

lema de Kepler;

(2) A equacéo (2.2) é justamente a equacao de Euler-Lagdm@iencional acéo (x) =

fOT L(x,x)dt. As solugdes de (2.2) sdo chamadas O6rbitas Keplerianas.

E facil ver que, em termos de coordenadas polarese'® | o lagrangiano é dado por
Lmanm:Kmnm:gﬁ+ﬂ¥H$- (2.5)
e que a equacao (2.2) é equivalente ao sistema

mi—r6?) = -5
( ) o (2.6)
mr?@ = J.
Comentario : A constante] é chamada de momento angula%réé = %n € a velocidade
areal, isto €, a mudanca da taxa da area percorrida pelogaietarx. Assim, como a veloci-

dade areal é constante, temos a segunda lei de Kepler.

Substituindanr?6 = J emm(i —r6?) = — % temos que

M= — 5+ 3 =Ueri(r), Uerr=-U(r)+5_o.

A funcdoUg ¢ € chamada de potencial efetivo.
Note quel = 0 se, e somente se, 0 movimento é colinear. De fato) se e somente €&

é constante e, assim=re'® é uma reta. No caso em quet 0, tem-se de (2.6) queeé sao

distintos de zero, e assim defininde- % temos que :

dr— _1du_ _1dudd_ _ J du

dt u? dt u2 do dt 2mde> 2.7)
& _Jdduy_ Jdede _(J)22d%
diz =  2mdt\d8’/ T 2mde2 dt 2m dez-
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Assim, obtemos a equacao de Clairaut:

d?u ma

d92+u: 27 (2.8)
cujas solucdes séo da forma:
u(e) = % +Bcog8—6), B>0, 8o € [0,2m).
Desde que = 1 segue-se que
2
(8) = 1+eco§(6—60)’ p:Jﬁ' (2:9)

A equacéo (2.9) nos diz que as 6rbitas keplerianas com moraegtlar ndo nulo séo cénicas
com um foco no centro de atracdo. Esta é justamente a priteeila Kepler. A constante

2p= %f > 0 é chamada datus rectumee= Bﬁ{z > 0 é chamado dexcentricidade

Assim, usando as equacoes (2.5), (2.6), (2.9), podemaosvesa hamiltoniano em fungéo

da excentricidade da seguinte maneira:

oo ML ¥ «a
2 m2a2 r
_ P (a1
~ 2m|\der r2

JZ
= S-[(U(8)%+ (u(8)?] —au(8)

2m
2 nmfa? 2moB mo?
— %[ster?(e—ﬁowr 3 +B2cog(8—8p) + 32— 0058~ 8o) | — 5~ —aBcogB—6o)
J? nmfa?  2maB moi?
= %{BZ 3 +Tcos(e—eo)}—?—chos(e—eo)
J’B> mo? ma?
T om 22 R
_ ma? [B2)? L
- 212 | mPa2 ’
ou seja,
2
H="" (& 1). (2.10)

2J2
Entdo de (2.9), temos que uma érbita kepleriana com momegtdax ndo nulo é periddica se,

e somente se, uma das seguintes condi¢des forem verdadeiras

0<e<1l<H<O (elipse

e=0&H= ”m‘i; (circulo).
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Figura 2.1:

Suponha que é uma orbita kepleriana com periodo Sem perda de generalidade va-
mos supor quép = 0 eB(0) = 0 (basta fazer uma mudancga de coordenadas adequadas e uma

translacéo na variavel tempo). Entdo da segunda equaca@nefmos que :

JT 3 o m T p? P21t
o redt:/ r2d9:/ S —T YL
2m Jo 0 o (1+ecosh)? (1-€2)?

Sejaa 0 semi-eixo maior da Orbita eliptica. Assim por (2.9) e (2i&nos

L TO+rm _ et p P a
2 2 1-€ ma2(l1-¢€)  2H’
Entdo temos que :
J°T?2  phe T2 4P pa’
4 (1-€?) N N
ou seja,
T2  4mie
—_ = 2.11
2= a (2.11)

Assim mostramos terceira lei de Kepleque diz o seguinte: o quadrado do periodo da érbita

€ proporcional ao cubo do semi-eixo maior.

Uma outra maneira de deduzir a terceira lei de Kepler é usan@ovariavel auxilia,

chamada danomalia excéntricgver [3]), definida por

r =a(l—ecoskE). (2.12)
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Assim, de (2.10) e de (2.12) temos que :
Ifl—\/g(HJr— /20(\/__ ~a(l-¢) [o [ esenE
Vm r 2mr2 2  \Vma\l—ecosE/’

—dr_ \/?a%(l—ecosE)dE. (2.13)

If]

Sejarmin, Fmax0 Minimo e o0 maximo de. Entéo

rmax
I 1 =/= a2/ (1—ecoskE)dE = T[,/T %
2 mln a

donde segue-se (2.11).

2.1.1 O funcional acdo e o problema de Kepler

Seja.2” = H(][0,T],C), entdo o funcional agio associado a (2.2) € dado por

MmNy
IX(t)]

Proposicéo 2.1SejaZp = {x € 2 : x(0),ix(T) € R}. Entdo.« atinge o minimo en¥" e todo

ﬂ(x):/oT [% ()] + ]dt, xe 2.

minimizante x é solucao de (2.1) sempre gii¢ % 0 para todo te [0, T].

Demonstrag&o. Pelo teorema 1.6 0 mergulh®™ — C°(]0, T],V) é compacto, logo pelo teo-

rema 1.2%2 é fracamente fechado e também fechado na topologia forte.

Para todox € 2 considere a funcéo

O(X) := - )
(x) 51,22"6"’[‘8}]‘“31) X(2)]

Desde que&(0) - x(T) = 0, temos que:

0(x) = [X(0) =x(T)| = v/[x(0) +x(T)| = [x(0)],
X < [x(0)[+8(x) < 28(x),

para todd € [0, T|. Assim
T
/ X[2dt < 45(x)2T
0

Mas, pela desigualdade de Hélder, temos:

T 1/ /7 2 3(x)2
(2 >_/ adt) > O
/O|x| dt_T(o |x|dt) > 2%
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Além disso temos que a norma de Sobolev é controlada pelaiat@oez que:
12 T2 o2 2 T
KR = (x4 Pt < 4300%T + | i
T 2
< (4T2+1)/ X2t < Z(4T2-+ 1)/ (%)
0

Logo se||X||y1 — + entdos/ — +o, ou seja,« 4, € coercivo. Portanto pelo teorema 1.9 e
pelo lema 1.7 o funcional a¢é&dy; atinge o minimo. Comd C 2o, segue do corolario 1.1,

gue todo minimizant& € solucdo de 2.2 desde guaunca anule-se. [

Proposicdo 2.2Seja2 := {x€ 2 :X(t) = —x(t+ %),0<t < T }. Entdo< atinge 0 minimo

sobreZ3 e todo minimizante x é solugéo de 2.2 desde que x € néao nulo.

Demonstracao. Inicialmente note quez; C 2 € fechado na topologia forte, pois ge— X

2 '

Logo 27 é fechado na topologia fraca. Para tode 27, X(0) = X(T) e ent&o tais caminhos

X0 = fmalt) = fim +3)

podem ser estendidos a uma fungao periédic&Rerom a propriedade(t) = —x(t + %) para

todot € R. Assim :

. 2
MOP = St ) - < i(/”zx(r)on)

+2 . 2 2 2
8/ dT—8/ dT—16/ |X(T)|“dT.
T 2d T2 T 2d
<
[, at< 5 [, e

WiEa = [ O et < (T 1) [ et < 2 (T 1) e
T ~\16 16

Logo 7 »; atinge o minimo pelo mesmo argumento da proposicao anterior

IN

Portanto :

e assim,

Observe que para mostrar que o0 minimizaxté solucdo de (2.2) ndo podemos usar o
Corolario 1.1, poisZ1 ndo contém\¢, pois sendd(t) = § temos quéh € A eh ¢ 27. Mas

se nos trabalharmos sobre o espaco de fungdes

Zo={xe Z :x(0)=x(T)},
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temos queZo + A\e = 2o para todce > 0 e entdo o corolério 1.1 pode ser aplicado. Note que
Z1 é um subespaco d&p, o qual € invariante sobre a representagéo ortogoria — GL(Z")

definida por

ousejaZi = 3{0‘). Como/ 4, € p-invariante, temos pelo teorema 1.8 que todo minimizante

em %Op € solucdo de (2.2) desde gué nao-nulo. m

Observacao 2.1Note que as proposicoes 2.1 e 2.2 pode ser facilmente provsdasio o
Teorema 1.10. De fato, na proposicao 2.1 basta fazer T ev = 1. Ja a proposigao 2.2, é

justamente o coroléario 1.2.

2.1.2 Acgéo das orbitas keplerianas colineares e elipticas

Sejax(t) = r(t)€®%" uma orbita kepleriana eliptica com periclovVamos supor qué(0) =

0 eBp(angulo de fase) também é zero em ( 2.9).

Proposicao 2.3Seja x uma 6rbita kepleriana eliptica de 2.9 cujo periodo &mtdo a acao

de x é dada por:

,Q%(x):3( 22”2> T3 (2.14)

Demonstracdo. De fato, seja(t) = r(t)€®V. Integrando a energia potencial ao longo desta

curva temos que:

Fmax Ta(l—ecoskE)
/ U (x)dt = 20(/ —dt=2a /mm —dr = 20(\/7 / (1—ecosE) dE_2\/mcxaTL

Assim o valor da acdo eme:

T T
(%) = /O K (X(t)) + U (x(t))] dt = /O [H +2U (x(t))] dt = HT + 4y/maan

Usando (2.11) e comd = — 5. temos que :

Wi

o (X) = 3/may/an= 3 (rm22n2) %T .
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Comentario: Sejax uma Orbita periddica com periodo miniriice sejay uma Orbita per-
iddica cujo periodo (% (k um nimero natural). Entdo a orbitaperiddica obtida por repetyr
n-vezesX(t) = y(t/k)) tem sua agéo funcionkk? (y) e como consequéncia da proposicdo 2.14

temos que:

ket (y) = 3K (mjﬁ) ’ (E) i3 (mo‘zz"z) R P

Isto nos diz que uma Obita kepleriamgperiédica tem uma acdo menor quaridé o periédo

minimo.

Vamos agora levar em consideracao as orbitas kepleriatiagaes (i.e.J = 0). Uma
solucéo estendida (ou continuadd)) de (2.2)t € [0, T], € uma curva continua cuja trajetéria
€ a unido de orbitas keplerianas e a origem. Bgja [0, T|, Ex = {t € [0, T]/x(t) = 0}. Temos
por continuidade qug(t) comega ou termina em uma componentéd&]\Ey. Entdo o seg-
mento correspondente aee linear desde que as Orbitas keplerianas obtidas sejaneandis.
Por simplicidade comecaremos com uma Obita keplerianaeanix, a qual comeca com ve-
locidade zero e move-se da origem para a frente e que a colisdie ent = % A particula
entdo inverte o percurso do movimento até alcancar o ponpadila, onde tera velocidade
zero. Este é um caso especial de extensfes de solligdesodicas, as quais podem ser con-
sideradas uma Obita eliptica degenerada eeml. O momento angular é zeroae= |X(0)]|.
Note que, usando (2.12) e (2.13) obtemos (2.11). Note aindaacacao pode ser calculada

como na demonstracao da proposi¢cao 2.3. Assim temos 0 setgrnma:

Lema2.1 (a) Seja x uma extensao da orbita colinear kepleriana de) (@an periédo T

satisfazendo
T, . :
X(z)=0, X({t)=x(t-T) vte |0, 5], X(0) =x(T)=0. (2.15)
Entdo a acao de x € dada por ( 2.14).
(b) Sex(0) =0e x se move em direcdo a origem com a colisdo ocorrenddem=0 entdo

J5 Lx39dt = 3(more)sts,

Demonstracdo. A letra (a) ja foi demonstrada anteriormente e a Il segue de (a) e do

comentario anterior. =
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Observagéo 2.2Note que ¢s) := $5 é uma funcdo cbncava. Seja x uma solucao periodica
estendida de ( 2.2) e sef&} os comprimentos das componentes ge & x tem acéo finita,
entaiod ti=T e

2

(9 = S(ma?r)? Izti% _ 3 (mar2)d7} 5 (t—i)% > 3(”“22”2)%%.

Para obter a Gltima desigualdade, usamos a concavidademgfugs) e a igualdade é valida
se, e somente se, £ t, = % ou seja, entre as solugdes periodicas estendidas de (8.2) o

caminhos da forma (2.15) tem menor agao .

2.2 O teorema de Gordon

Considere o espago das curvas fecha#ias= H([0,T]/{0,T},C) em.2 = H1([0,T],C)

que circundam a origem:
Zo:={xe 27 :x(t) #0 e gragx;0) # 0}

25 = 2oU{xe 27 : o (X) <o x(t)=0, paraalgumt € [0,T]}

Comentario: Denotaremos grdy; a) (ou indice) como sendo o nimero de voltas que a curva

xda em torno da e C.

Ao contrario deZp e de. 27 estudados na secéo (2.1.8)> ndo é fracamente fechado em

Z ou emZ7 (demonstraremos isto na proxima proposicao ).

Os lemas e o corolario a seguir terdo um papel importante momgacdo da proxima

proposicao , a qual sera usada na prova do teorema de Gordon.

Observacédo 2.3Sejam X e Y dois espacos.Duas aplicacdgs: X — Y sdo chamadas de
homotopicas (i~ g) se existe uma funcdo continua:H" x [0,1] — Q tal que H(x,0) =

9(x) e H(x,1) = f(x)

Lema 2.2 Sejam fg: 2" — Q, duas aplicagbes continuas, onde é um compacto 8 € um
aberto de um espaco vetorial normado. Entéo exste0 tal que se 4f,g) < € (aqui d indica

a distancia de f a g) temos que~fg.
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Demonstragdo. Sejac = %d(f(x),QC), e definaH : 2" x [0,1] — Q, por
H(x,t) =tf(x)+ (1-t)g(x).
Note que(tf(x)+ (1—t)g(x)) € Q e queH(x,0) =g(x) e H(x,1) = f(x). Portanto,f ~ Q. =

Lema 2.3 Seja n> 1. Duas aplicagGes de"$obre 8 sdo homotépicas se, e somente se, elas

tem 0 mesmo grau.
Demonstracao. ver [7], pagina 352 ]

Corolario 2.1 Sejam fg:R?— {0} — R?— {0}. Entdo f~ g se, e somente se, f e g tém o

mesmo grau.

Lema 2.4 Sejae’®, c€ R, o conjunto de nively —1((—o,c]) C 27 de.«/. Entdo:

(@) 7 2 € COoercivo;
(b) 2> é aberto emZ7

(c) &°n 25" é fracamente fechado efit parace R
Demonstracéo.

(a) De fato, seja € 25, entdo existey € (0, T] ondex(0) ex(1x) s&o tais quex(0) - X(Tx) =

—|x(0)[|x(Tx)|. Logo ] 4 satisfaz a condicadC)y e portanto| 5 € coercivo.

(b) Como o mergulhéi! — C° é compacto temos que para qualouer 22, & = ||X||co €
positivo e

[X—Yllco < [[X— Y[y < &

para algunC > 0 independente dee para tody tal que||x—y||41 < €. Entdo pelo lema
2.2 e pelo corolario 2.1 temos quespertence a uma pequeh#- vizinhanca, entao

y € 2>, ou seja,Z>» é aberto.

(c) O caso em que/°N 2, = 0 é trivial. Suponhamos entdo qué®n 2, # 0. Seja

{x}uma seqiiéncia en¥“ N Z,". Temos que(x,} € limitada pois ,mostramos no item
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(@) quemf|gg;2* € coercivo. Assim pelo teorema de Banach- Alaoglu-Bourbakir@ma
1.3) ele tem um limite fraca € 27. Passando a uma subseqiiéncia se necessarig, seja
uma sequiéncia que converge fracamente paBegue-se quec 25 pois o mergulho
H1— C%é compacto. Pelo lema 1.7, temos que

(x) < liminf o7 (x¥) < c.

k—o0

Logox e &/°N .25 e, assim, concluimos qu&®N 25" é fracamente fechado.

Temos agora todas as "ferramentas”para demonstrar o ptiteggama desta sec¢ao: O

teorema de Gordon.

Teorema 2.1 <7 | 4, atinge o valor minimo nas Orbitas keplerianas elipticas 2) para o

qual T € o periodo minimo.

Demonstracdo. Escolhac tal que.s/®N 25" # 0. De fato existe tal valoc, e isto segue do
proposicao 2.3. Assim dos lemas 2.4 e 1.7 e pelo teorema fuficmnal.</ atinge o minimo
em.«/°N 2. Se 0 minimizante € 2> temos o resultado. Suponha entéo gue25\ 2> é

um minimizante dezf’|g;2*. Note que pela observacdo Zfm que ser uma solucao estendida
com exatamente uma colisdo &n e além do mais tem que ter a forma (2.15),a menos de uma
translagcdo da variavel tempo. Pelo lema im a mesma agao de qualquer orbita Kepleriana
com periodo minimd'. Portantos/|»; (e entdo /| 4;) atinge o minimo em2> e pela
proposicao 2.3, estes minimizantes séo Orbitas keplerigfaticas de (2.2) para as quaiig o

periodo minimo. Portanto o teorema esta provado.

Comentario: Note que o teorema nao exclui que érbitas com colisdes sejaiminantes,

mas garante a existéncia de orbitas minimizantes sem eslis6
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2.2.1 Uma propriedade minimizante das orbitas circulares

Nesta secdo vamos estudar o mesmo problema de minimizagiioptsicdo 2.1. Vamos

considerar a ac&o funcional restrit&¢a C .2° = H([0, T],C) tal que
Zo:={xe Z :x(0),ix(T) e R.}

Lema 2.5 Seja xt) = r(t)é®Y) um minimizante de7 em.25. Ent&o x é solugdo de (2.2) desde

que nunca se anule. Além disso, §8)r> 0 entdor (0) =0, e se (T) > 0 entdor (0) =0

Demonstracao. Inicialmente note que a existéncia de minimizantes € gapela proposicéo
2.1. A afirmacao de queé solucao de (2.2) segue do seguinte fato: (2.2) é a equa¢adete
Lagrange de# e tal equacao s6 possui singularidades quand®, o que nao acontece (por

hipotese).

Seja
L(r,7,6,8) = 2(12-+r26%) 4
o lagrangiano em coordenadas polares. Suponha(@ye- 0, entdox é solucdo de (2.2) em
uma vizinhanca de 0. Escolha uma variacdo admiskj\etjual é diferenciavel e suportada em
uma pequena vizinhanga da origem cof@) # 0. Temos que a varia¢do de Gateuaxadem
x = re'® na direcéidch é dada por

dL dL T/dL ddL
@M(h):Wh(T)—Eh(0)+/o (a—am>hdt. (2.16)

Comox é um minimizantex € solucdo da equacao de Euler -Lagrange e a primeira vadacao
</ € zero. Entéo

dL dL

dr (M) dr ©
Comoh tem suporte em uma vizinhanca de zero eh{do =0, e assimg—';h(O) =0.Emt=0
temos qu% =mr(0)r(0). Comor(0) > 0 eh(0) > 0. temos que(0) = 0. De maneira similar

mostra-se que(T) = 0. n

SejaZoc 0 conjunto dos caminhos com colisbes &, ou seja
Zoc ={xe Zo:x(t) =0 paraalgumt € [0, T]}.

Nosso proximo objetivo € excluir caminhos com coliséesecosrminimizantes de/ em 2.
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Lema 2.6 Para qualquer x= 2o c com acéo finita existe € 2y c com somente uma coliséo
em|[0,T] tal quex tem momento angular nulo em quase toda part€ &) < <7(x), onde a
igualdade é verdadeira somente se x tem momento angularensédisfaz qualquer uma das

seguintes condicdes:

(i) x(0) =0 e |x| é ndo-decrescente ey T|;
(i) x(T) =0, e |x| é ndo-crescente eff, T|;

(iii) x(t) =0paraalgumrt € (0,T), |x| € mondtona ernO,1) e (1,T]|

Demonstragdo. Sejax € 2oc. Escrevendx na forma polarx(t) = r(t)€®Y, temos que o
momento angulamrzé de x é definido em quase toda parte. Note que &M acéo finita, o

momento angular é zero se e soment@ se0 em quase toda parte.

Sejat; = infAy, ondeAy = {t € [0,T]/x(t) = 0}. Observe qu&(t;) = 0, pois caso contrario
existiriag > 0 tal quex(t) # 0 para todd € (t1 — &,t1 + &), quet; pode ser 0 o0 no caso em
quex comeca ou termina em colisdo . Assim defiig = r_(t)eié(t) onde :

sup r(s), quando t € [0,t1],

I‘_(t) _ SE[t,t]_]
sup r(s), quando t € (t1,T],

Se|ts,t]
— 0, se te0,ty]
2%, se te (i, T].
Note que com® = 0 em [0,t1], X permanece no eixo real neste intervalo e tem somente uma
coliséo que acontece em-t; e que no intervaldt;, T] o caminhox permanece sobre o eixo
imaginario. Comax tem acéo finita, temos que# 0 em quase toda parte e assiny 0 em

[0,t1) U (t1, T]. Observe também que :

(1) r <r. De fato, isto segue do fato que syp > r(t);

(2) |f| > |r]. De fato,r ou coincide cont em um intervalo ou € um segmento de reta, ou seja,

r =0 ou|r] = |f| em quase toda parte;

3) 6—=0. Esta propriedade segue imediatamente pelo fafbsge constante effd,t;] e em

(tl,T].
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Portantax € Zoc e além disso

T /m a Trm : a
o (X) = < :2 < 22 | 202 _
/ 2. dt /0 ( r+r>dt /O [Z(r —|—r9)—l—r_ dt = &7 (X)

Note que a igualdade se verifica se e somentesse e 6=0e portanto pela construgdo de

isto acontece somente se uma das trés condi¢cdes paaalas no teorema for verdadeira.m

Lema 2.7 Para todo xe Zoc com agéo finita , existe ume 2o ¢ do tipo (i) ou (ii) do lema

2.6 com momento angular nulo em quase toda parte tald@e) < o7 (x).

Demonstracéo. Pelo lema 2.6 é suficiente considexalo tipo(iii ) e que tem momento angular
nulo em quase toda parte. Entéo segainico zero dexem|0, T]. Suponha quer = |X(T)| <
1x(0)| e sejatg = inf{se [0,1) : |x(s)| =rr}. Sendax(t) =r(t)€®V), definax(t) = r(t)€®" onde

r(t), quando t € [O,to],
r(t) = rr, quando t € (o, 1],
r(t+T—t), quando t e (t,T].

Note quex(T) = 0. Mas além dissdx| € monotona enf0,1) e em(t, T]. Como|x(T)| < [x(0)],

IX] € ndo crescente no intervd@ T]. Logox € do tipo(ii) do lema 2.6. Observe também que :
o JOL(r,8,f,8)dt = [L(F,8,F,0)dt
o [oL(r,6,F,0)dt> [ L(F,0,,6)dt

o [ L(r,6,f,6)dt= [T L(F.6,7,B)dt.

Portantoe (X) < <7 (X).

Suponha queg = |X(T)| > |x(0)| e sejat; = inf{s € [0,T) : [X(S)| = ro}. Sendox(t) =
r(t)e®V, definax(t) = f(t)€®Y onde
r(t—t), quando t € [0,1],
F(t) = ro, quando t € (T,ti],
r(t), quando te (t1,T].
Note quex(0) = 0. Mas além dissdx| € mondtona enD, 1) e em(t,T]. Como|x(T)| > [x(0)],

|X| € ndo decrescente no intervdoT]. LogoX é do tipo(i) do lema 2.6. Observe também que
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e [JL(r,8,f,8)dt= [JL(F,0,F,6)dt
o [HL(r,0,f,0)dt> [OL(F,0,f,6)dt

o [ L(r,6,i,8)dt= [ L(F0,7,6)dt.
Portantaes (X) < <7 (X). E assim concluimos a demonstra¢do do lema. n

Lema 2.8
inf o7(X) < inf /()
x€ 2o XeZoc
Demonstracdo. Suponha por absurdo que in#(x) > inf </(x). Entdo pelo lema 2.7
xXeZo xeZoc
existiria algunx € Zoc do tipo(i) ou (ii) que minimizariaeZ sobre.Zp, ondex tem momento
angular nulo em quase toda parte. Note que todo caminho ddilippode ser obtido por
uma rotacdo de 90de um caminha do tip@i). Como a ac&o € invariante por rotaces vamos
assumir ,sem perda de generalidadexj@elo tipo(ii ). Pelo lema 2.5 tal caminho € solug&o do
problema de Kepler (2.2) effd, T) com colisdo ent = T, e além dissx é diferenciavel com
momento angular nulo permanecendo sobre a reta real pargetogo. Logo pelo lema 2.5 ele

comeca com velocidade inicial zero. Assim pelo lema 2.1(b),

o (X) = g(rmZnZT)%.

Seja o caminho

1
40T?\ 3 mi
y(t) = ( ) ) er ¢ Zo.
Como o periodo do caminhpé 4T, pelo comentario da proposicéo 2.3 temos gugy) =

3-273(mo2eT)3 e assime/ (y) < «7(X), que é uma contradicdo . logo

inf o(x) < inf &7(x)

XeZo R &VO?C

Teorema 2.2 A acao funcionaks tem exatamente quatro minimizantes, onde cada um deles é

um quarto de uma 6rbita periddica circular para 2.2 com peddT .
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Demonstrac&o. Pelos lemas 2.5 e 2.8 um minimizante- re'® de o7 sobre.2y é uma 6rbita

kepleriana com momento angular ndo nuld@ = r(T) = 0. Temos por (2.9) que

_ p
(8) = 1+ecog0—8p)

ou seja

=1+eco90—06p) (2.17)

= o

para algunp > 0,e> 0 ef € [0, 2m). Derivando ambos os lados em rela¢éo ao tempo em 2.17

e aplicando emh=0 et =T temos:
—#(0) = —eseri—8g) - 6(0) = eseriBy) - 6(0)

0= —%f(O) _ —eserqg— 80) - 6(T) = —ecog8) - 6(0).

Note qued(0) e 6(T) s&o nao nulos pois 0 momento angular é no nulo. Com@teser(6)

nao se anulam simultdneamente , a excentricidgden que ser zero, caso em que a Orbita é

. . , ... Tt 2
circular. Por simples calculos temos que 0s minimizantes-$& e* o1 ,ondeR= (4%12 )



Capitulo 3

Calculo variacional aplicado ao problema

dos trés corpos

Neste capitulo mostraremos, com auxilio de métodos vanags, uma nova solucao para o
problema dos trés corpos. Até entdo era conhecidas as esldadas por Euler, onde os corpos
ficam sempre em uma configuragao colinear, e por Lagrange asic¢orpos (com massas
iguais) formam um tridngulo equilatero. A. Chenciner e R. Momry descobriram uma nova

solucéo , onde os corpos com massas iguais se moviam ao lengoalfigura "oito".

Na primeira secao introduziremos as coordenadas de Jaam@boproblema dos trés cor-
pos afim de reduzir a dimensdo do espaco de configuragcfesaeetans dar uma descricéo
geomeétrica dos corpos atraves do fibrado de Hopf. A segundia skestina-se a descricdo da
Orbita dada em [6] por A. Chenciner e R. Montgomery. Na terca@o daremos uma prova

analitica, Devido a Kuo-Chen Chang, da exclusao de coliséie estcorpos na nova solucao

3.1 Reducao do problema

3.1.1 Coordenadas de Jacobi

As equacdes de movimento para o problema dos trés corposgdad

M= U(X), k=123, (3.1)
an
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ondex, € R® é a posi¢éo do corpo de masaae

MmNy MMz Mg
U(X):U(X17X27X3): + + y rij = |Xi—Xj‘,
r12 23 ri3

é a energia potencial. O Hamiltoniano define um sistema dotéemR 18 no problema espacial
dos trés corpos, ou ei®!? no caso planar. E interessante, quando temos um alto grau de
liberdade, reduzir a dimensdo com uma mudanca de coordeaddquada. Em nossso estudo

usaremos as coordenadas de Jacobi (Veja [14]).

No capitulo anterior reduzimos o problema de Kepler a umlproé uni-dimensional por
meio das coordenadas polares, onde assumimos 0 centro si@ maasrigem e entao, obtemos
a formulacéo do problema em termos do vetor posicdo de umsarpasa outrax(= X — X1).
Nas coordenadas de Jacobi, a primeira coordenada € o cemrassa, a segunda é proveniente
do vetor posicdo dey parany, a terceira é proveniente do vetor posicao centro de massa de

my, My paramg.
As coordenadas de Jacobpara o problema dos trés corpos sao definidas por:

E1=X2—X1 (3.2)

&2 =%~ (mpm Xt + i X2)-

A energia cinétic& (x) pode ser escrita como

(%) = K (£2,82) = 5(Maféa ? + MzlE2P?),

ondeM; = {42, My = % O potenciall (x) também pode ser escrito em termos de
§1e8y,

U(X) = U (81,&0) = MMy n MMy MMy

&l G- mrmel G2+ mmel

As coordenadas de Jacobi podem ser normalizadas fazendo
(21,22) := (VM1&1,VM2&2) (3.3)
e entddK (x) eU (x) podem ser escrito na forma:
(21 22) = 54+ 2P)

mMnpy/M1 L mpymgy/M MM/ Mo

U(zr,2) = )
) |21| |22 \/M1M Z ’ |22_|_7\/'\r/|n11|\/|221|

Note que o sistema foi reduzido &&? paraR®.
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3.1.2 O problema planar dos trés corpos

Apos aintroducéo das coordenadas de Jacobi, o espaco digsicagbed/ é parametrizado
por (z1,2). No caso planaly pode ser identificado cof@i?. As configuracdes reduzidas sdo
3-dimensionais, e os triangulos formado pelos corpos pedesto como pontos efii®. Esta

forma facilita fazer uma analise visual.

O espaco das configuracdes reduzidas obtido quocientandd com as simetrias rota-
cionais sobre 0 momento angular. Dizemos, entdo,(gue), (z3,24) € C? sdo equivalentes
se(z3,24) = €#™(z1,2,) para algund € R/Z. Note queV é invariante sobre &'-acdo (agdo
diagonal)(8, (z1,2)) — (€%21,€%2,). A identificacdo de&v/SQ2) = C?/S' comV = R3 é
realizada peld-ibrado de Hopf (ver [13]):

(Ug, Up,U3) = (|z1]% — |22/2, 2ReZ122), 2IM(Z2122) ). (3.4)
As vezes é conviniente usar coordenadas polares da forma
(U1, Up, U3) = (r?cospcosd, r?cospserd, r’seny). (3.5)

Esferas da forma = ¢ > 0 sdo chamadas em inglés sleape sphere mas aqui chamaremos
de shape esfera Todo ponto dashape esferaepresenta uma classe de triangulos a menos de

rotacdo . Ashape esfera unitaria é a esfera com= 1.

v

Figura 3.1:
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A figura acima € devido a R.Moeckel [15]. Na figuM; representa triangulos isosceles
onde as distancias daésima massa para as outras duas sao iguais. Vejamos aagguoias

observacdes geomeétricas sobre os pontahdpe esfera

1. %U3 € a area com sinal do paralelogramo geradazperz, pois%ue, =21 X 2p-aarea é
positiva se e somente geA z € um multiplo positivo de; A e;. Note que por (3.2) e
(3.3) a area com sinal é determinada égf%ue, e queuz = 0 se, e somente se a

configuracéo é colinear.

2. No hemisfério superior, ou sejg > 0, os triangulos de vértices, X2, X3} séo positi-
vamente orientados ou equivalentimeftg— x1) A (x3 — x1) € um multiplo positivo de

e1 A\ €2; no hemisfério inferior os tridngulos sdo negativamenientados.

3. No polo norte(¢ = 0) temos a configuragdo de um tridngulo equilatero positivéenen

orientado; no pélo sip= —7) a orientacéo & invertida.

3.2 A oOrbita da figura-oito

3.2.1 O problema de minimizagao

No caso de massas iguams = mp = mg = 1, 0 sistema (3.1) se transforma em :

0
= - k=12 |
com
1 1 1
U(X) =U(X1,X2,X3) = — + — + —

o Tr23 TI13

O funcional ag&o do problema planar dos trés-corpos comanégsais é dado por:
SejaV 1= {x = (X1,%2,X3) € R3: X1 + X+ X3 = 0} 0 espaco de configuragdege=H(Sr,V)
0 espaco onde vamos trabalhar, ofide 12T e Sr = [0,T]/{0,T}. Vamos considerar cam-
inhos em.Z" definidos em toda reta real que podem ser estendidos penente, ou seja,

X(t) = x(t+T) para qualquet e para unt fixo.



3. Célculo variacional aplicado ao problema dos trés corpos 52

SejaE; a configuracdo de Euler comi-#sima massa ho meio, ou seja, uma configuracéo
colinear com d-esima massa entre as outras duall;ea configuragdo triangular com ja
eésima massa equidistante das outras duas. Consideremddenpaale minimizacao de’ no

subespacao?y de 27, onde

Zo={xe Z :x(0) € E3g,x(T) € M3}. (3.8)

O grupo diedraDg de ordem 12 é gerado pelos simbofgs com as seguintes relacoes:

0®=1,1°=1, 01 =10°

Considere a representagioDg — GL(Xo) definida por:

P(0)(xa(t), X2(t),xa(t)) = (Ala(t+2T)),Alx(t+2T)),A(x(t+2T)))  (3.9)
p(T)(Xl(t),Xz(t),)Qg(t)> = (_Xl(_t)7_XZ(_t)v_X?}(_t))? (310)

-1
ondeA = . Note que a norma de Sobolev e consequentemente acs@o
0 1

preservados por essa acéo. De fato, basta notarequetem mesmo madulo e quexs, X2, X3)| =
|(%i,Xj,X)| »i,]j,k=1,2,3 ondd, j,kséo distintos. Portanto, tal representacgéo € ortogonal. De

finamos agora o espaco de elemerpiesinvariante%op de Zp como:
23 ={x€ 25:p(g)x=x Vg€ Dg}. (3.11)
Assim, temos que, pela invariancia da agéo?) , para todo = (x1,X2,X3) € 3&’0‘),
(X1(t),%2(t),x3(t)) = (Xo(t +4T),x3(t +4T),x1(t +4T))
para todd € R.

Proposicao 3.1.<7 atinge o minimo en?fop. Além disso, todo minimizadorec%”op € um ponto

critico de.s em .2y e x € solugéo de (3.6) sempre que ¥ \ A.

Demonstracdo. Observe que see 3{0" entao

M(x):/:{ X2 4+U (x) }dt—lz/ [ X124+ U (x) ]d
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De fato, comop(c?)x = x e a norma de Sobolev é preservada por essa, fazeado- 4T

temos:
/012T B|>'<|2+U(X)] dt = /4T[ X2+ U (x) ]dt+/8T[ X2+ U (x) ]dt+/m[ X2 +U (x )}d
= 3/ { X2 4+U (x )}dt.

Comop(o)x =x, fazendos=t — 2T temos:
4T M 2T M1 4T M1
3/ {—|>'<|2+U(x)] dt — 3(/ {—|X|2+U(x)} dt+/ {—|>'<|2+U(x)] dt)
o |2 0 2T |2
_ 6/ { X2+ U (x )]dt.

Usando o fato que(ot)x = x, fazendos = —t + 2T temos:
2T 11 T
6/ [§|X|2+U(x)}dt — 6(/ [ X2+ U(x ]dt+/ [|x|2+U )]dt)
0 0
- 12/ { X2+ U (x) ]d

M(X):/OT_{ X124+ U (x) }dt_lz/ [ X124+ U (x) ]dt.

Assim o problema de minimizay’ em 3&”0 se transforma em um problema de minimizar em

Logo

Zo sobre o intervalg0, T]. Sex é um minimizador de7 em %op, em particular, também é um
ponto critico e assim pelo Teorema 18 um ponto critico de7 em 2. Note queZp € um

subespaco d&" que satisfazZp + \¢ = Zp para todce > 0 onde

Ne = {h e C}([0,T],R") : h(0) = h(T) = 0, sup|h| < s} :
[0.T]

Assim do corolario 1.1 x(t) é solu¢éo de (3.6) desde qug) € V \ A. Falta mostrar apenas
que existe um minimizador dsa{%p. De fato, note queﬁ%”op é fracamante fechado eftip. Isto

segue da compacidade do merguthb— C°, pois sex, — x entdox, — x. Logo

X(t) = lim xp(t) = lim p(g)xa(t) = p(g) lim xa(t) = p(Q)X(t).

n—oo n—oo n—oo
Observe também, que a invarianciaxde %Op por p(a?), implica que
Ez 3 (x1(0),%2(0),x3(0)) = (%2(4T),X3(4T),x1(4T)).
Sendo um elemento d&;, x3(0) = x1(4T) = 0. Assim

X(0) - X(4T) = (x1(0),%2(0),x3(0)) - (X2(4T ), X3(4T ), X1(4T) = x2(0) - X2(4T).
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Além disso,
[X(0)? = [x1(0)|? + [x2(0)|* = |x2(4T)[* + x2(0) |?
e
[X(4T)|? = [x2(4T) 2+ [x3(0)* = [x2(4T) [+ [%2(0) .
Entdo

X(0)-X(4T) = x2(0)-%2(4T)
< %(|X2(0)|2+|X2(4T)’2>

1
= 5 XO)x(4T)].

Desse modo o espac;@”op satisfaz a condicadNC): em 2". Logo pelo Teorema 1.10y

2
atinge o minimo engy’ -

3.2.2 Aacéo reduzida

O movimentax(t) € 2o dos corpos pode ser visualizado pela projecao sobre a fafiei@e

onde usando as coordenadas de Jacobi definidas em (3.2) ®(803:

(z1,20) := (%(xe,—xz), \/g(xl— :—ZL(X2+X3))> € C?

e quocientando as rotacdes pelo fibrado de Hopf (3.4) temos:
(21,22) — (|21 — |22)?, 22122) := (ug, Uz +iu3) € R x C.

O conjunto de nivel# ~1(c),c > 0, do momento de inércia (x) = x-x € a 3-esfera e € mapeada
sobre a 2-esferd + u3 + u3 = c?. Assim usando coordenadas esféricas definidas em (3.5) e 0
lema de W-Y.Hsiang (ver [6]), a energia potencial restritéd & 1 tem a seguinte representagao:
1 1 1
= + + :
y/1+cosBcosp \/1+ cog0 + Z') cosp \/1+ cog0+ ') cosp

U (6,9

Usando esta representacdo, o caminho equipotenciat enl ligandoE;z (i.e =6 =0) eM;

5
ﬁ.
por C. Simo6 [19] indica que a acdo de um caminho equipotengialma dada forma esfera

(i,ef= 4%Tou’—g) é implicitamente definido pdd (6, @) = Uma estimativa numérica dada

4 = 9 0 qual move-se d&sz paraM1 com velocidade constante é muito proxima do atual

minimo de< em 2.
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Teorema 3.1 Minimizadores dez' em.Zg séao livres de colisdes. Todo minimizador tem mo-

mento angular nulo e tem a forma

X(t) = (q(t),a(t +4T),q(t +8T))

onde dt) é uma curva em "forma &

A.Chenciner e R.Montgomery em [6] provaram o teorema 3.1 e @apronsiste em trés
partes. Primeiramente eles reduziram o problema de miagaz des para minimizacédo do

funcional acdo reduzidoseq, ONde

.
rea(X) = /0 Krea(X) +U (x)dt,

. 2 Ve . . ~ .
e Kieqg = %|x|2 — % (ondew é o0 momento angular) proveniente decomposi¢cao da energia

cinética de Saari (ver [6]). A energia cinética pode seresgada como a soma de dois termos
nao negativosK = Keq+ Kot (ESta € decomposicéo de Saari da velocidagy.corresponde

Ve - - - - - - Ve - 2
a métrica Riemanniana do espaco quoci®m8Q(2) induzida pela métrick emV. Kot = %
comw momento angular(ver [6]). Um minimizador d€ em 2 tem momento angular nulo,

e consequentemente também é um minimizadovdg em 2.

Lema 3.1 Em coordenadas esféricas, a métrica quociente correspuadeenergia cinética

reduzida Keq ocorrendo na acao reduzida é dada por
2
d2 = dr2+ rz(cos¢d62+ d¢?).

Em particular a forma esfera+ r? = 1 é isométrico a uma esfera padréo de réie 0 espaco
IR3 é um cone sobre esta esfera e a propria esfera consiste de ¢tsduontos de distanciada

coliséo tripla.
Demonstracéo. Ver [6], pagina 891. n

A segunda parte dessa prova, onde foi usado uma integrag&rica, € provar a seguinte

desigualdade:

inf /() < inf /(X). (3.12)

XeZo xeZoc
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Aqui Zoc € acolecéo de Orbitas eff, isto €,Zpc :={XC Zo:x (1) =xj(1) paraalgum i#
j,1€[0,T]}. Ou seja, a desigualdade (3.12) nos diz que o infime/deatingido por caminhos

gue nao colidem.

A limitacdo superior do lado esquerdo € dada aproximadasot 25260I'%, e o lado
direito a limitag&o inferior & dada pela constantd)3/3T/3 ~ 2.55387'1/3. A diferenca entre
essas duas é de aproximadamente um por cento. Tal provaicardér(3.12) provém do

método usado em [6]. Na proxima sec¢ao daremos uma provéicaakra (3.12).

A Ultima parte dessa prova descreve a forma da orbita, inelmsostrando que cada parte

da figura oito é star-shaped. Para maiores detalhes ver [6].

3.3 Excluindo Colisdes

Para provar que a Orbita minimizante da acdo da secao amiéoaem qualquer coliséo,
A. Chenciner e R. Montgomery comparam a a¢ado da 6rbita com apegaco problema de
dois corpos. Eles usaram o Teorema de Gordon (Teorema 2d ppter uma limitagéo in-
ferior sobre todos os caminhos ey com colisdes e eles escolheram um caminho particular
equipotencial que tem menor acédo que todos os caminhadgmEssas duas estimativas sao

encontradas por integracdo numérica de forma desgastammsafirma Kuo-Chang Chen em

[4].

Daremos agora uma prova analitica para (3.12). Para issarpraos a seguir dois lemas e

um coroléario.

Lema 3.2 Assuma T=1. Entéolizsz%(x) >2.87 paraalgum xe Zoc.

Demonstracgao. Fixe qualquex € Zoc e defina

0=0:= max |[X —X )
= max [x(s) ~X(s)|

Caso: 10 > 2.22.

Primeiro observe:

a+B<4/2(a2+B2) paratodoa, BeR. (3.13)
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Sendox € Zpc, sejad a distancia inicial entrem e mg (ou a distancia inicial entney e mg) e

2d a distancia inicial entrem emp. Sejar € [0, 1] tal que a massay colide comm;. Mas como
0 > [x(1) —x(0)],
temos que
& > x(1) = x(0)
> [x1(1) — X2 (0)|2+ [X2(1) — X2(0) |2 + [xa(T) — Xs(0) |2 (3.14)
> % (1) =xi(0)|2+ [x; (1) — xj (0)[2.
Note que se a coliséo ocorrer emmee mg, k € {1,2}, pela desigualdade triangular e por (3.13)

temos:

d=[%(0) ~xs(0)| = [X(0) —X3(0) ~X(T) +¥5(T)| < [Xe(T) ~ X(0)] + [¥s(0) — ¥5(0)|
< /2(%1) ~ X O)2 + [xa(T) — ¥2(0)?)

Mas se a colisdo ocorre entrg e np obtemos:
= [x1(0) =x2(0)] = [x2(0) —X2(0) —X1(T) +*2(T)| < [X1(T) —X1(0)[ + [¥2(0) — x2(0) |
< \/ 2(|x1(T) = x1(0)[2+ [x2(T) — %2(0)[2.

Ou sejaxi (1) — x;(0)|?+ |xj (1) — xj(0)|? < d?/2 para todd, j € {1,2,3} comi # j. Portanto
2<L

A primeira desigualdade em (3.14) continua verdadeira@matmost por qualquelt €

[0,1]. Desta forma usando a desigualdade triangular, (3.13)e @glistancia inicial entney e

mz éd temos
ris(t) = [xa(t) —xs(t)[ = [Xa(t) —%s(t) +x1(0) — x3(0) +x3(0) — x1(0)|
< xa(t) —xa(0)] +[x1(0) —x3(0)| + [x3(0) — X3(t)|
< 2(x(t) ~ X (0)2+ [xa(t) — Xa(0)|?) +d
< 2V2s.

Note que de maneira similar

rag(t) = [xa(t) —Xa(t)[ = [X2(t) — X3(t) +x%2(0) — X3(0) +X3(0) — %2(0)|
< [Xa(t) —x2(0)[ + [%2(0) — X3(0)| + [x3(0) — X3(t)]
< /2(/%e(t) ~x2(0) 2 + [xa(t) — ¥a(0)/2) +d
< 2V29,



3. Célculo variacional aplicado ao problema dos trés corpos 58

e que
rat) = Pxat) —xe(t)] = xa(t) — Xe(t) +X1(0) ~ xe(0) +x2(0) — x1(0)]
< xa(t) ~ x2(0)] + [%2(0) — %(O)] + [x2(0) — xa(t)
< /2(xa(t) ~x1(0) 2 + xa(t) — x2(0)|?) + 2d
< 3V25.

Entéo pela desigualdade de Hoélder e pelas considerac@maes concluimos que

1 - , 1
SAK) = 2/ X dt+/ (r12+r—13 @)dt

1 1
> x|dt) +
- (/H ) 3\/25 2\/_6 21/26
2 2\/§

> 4 - -

z 5 + 35
poisd < f01|>'<|dt. Sendof (8) = 2 ° gg, temos que’(8) = %{5\@. Ou sejaf é estritanente
crescente para > % e portantof atinge o mimimo no intervalf2.22, +o) emd = 2.22, onde

f(2.22) ~ 2.88888 que é maior que&”

Caso20<0< 222

Sejax € Zpc. Vamos assumir que existe colisdo entre as massadng. Os outros casos

podem ser feitos de maneira analoga.

1/2
Sejaw = (fol\x1|2dt) / , entdo para tods < [0,1],

S S 1
\xl(s)—x1(0)|:]/ )'(dt|§/ |>'<\dt§/ Xdt < o,
0 0 0

onde para obter a ultima desigualdade nos usamos a desidaald Holder. Comgy + X2 +

x3 =0 e vale (3.13) temos

& > |x(5)—x(0)

[¥1(8) = X1(0)[* + [x2(8) — %2(0)[* + [xa(S) — Xa(0)|?
%(\Xl(s)—Xl(o)l+\X2(S)—X2(0)|)2+|X3(S)—X3(0)|2
[X1(S) = X1(0) +X2(8) —X2(0)[* + [xa(s) — X3(0)[*

= e %0

v

v
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Da mesma maneira

& > |x(s)—x(0)

[¥1(8) —X1(0)[* + [xa(S) —x2(0) |+ [xa(S) — X3(0)

% (1X2(8) = Xa(0)| + xa(8) — X3(O)])* + [¥2(8) —%2(0)
[¥1(8) —x1(0) +x3(8) — X3(0)|* + [x2(S) —x2(0)|?

> pals) —x2(0)

vl

Vv

& > |x(s)—x(0)

[X1(8) —x1(0)[* + [x2(8) — %2(0)|* + [x3(s) — x3(0) |

% (1%3(S) = X3(0)| + [X2(S) = X2(0) )+ [xa(S) — x1.(0)
[X3(S) —X3(0) +X2(S) —X2(0)[* + [x1(S) —x1(0)[?

> pals) —xa(0)

AV AV

Daremos agora novas estimativas pagee r13 afim de conseguir uma melhor limitagéo para o

funcional acéo :

ria(t) = [xa(t) —xa(t)]
(t)

< [xa(t) = xa(0)| + [x1(0) — x3(0) | + [%3(0) — X3(t)]
2
< w+d+ :—%6
1
< w+\f2(1+—3> 3,

e de maneira analoga,

2 1
rio(t) < w+2d + \@6_ W+ V2 (2+ \@) 5

Entao

/1 }|>'<|+i+i dt > ﬁ+ ! + !

0o \2 r2 ris -2 1 1
wt+v2(2+%)3 w+ﬁl+ﬁ6

1 N 1

w2 (2+ i) 222 w2 (1+ %) 222

&l

N[ &

> +

V3
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~ _ﬁ 1 l . s —%
Afuncéof(w) =5 +w+\/§<2+%)2.22+w+\/_<1+\[>222 atinge o minimo enw~ 0.05495356,

sew> 0, e f(@) ~ 0.3297448> 0.3297.

Sejaa’, a agdo de uma Orbita kepleriana colinear com velocidadmimiala e que colide

no tempat = 1. Ent&o pelo lema 2.%7% = 3(%)Y/3. Logo do teorema 2.1,

1 1 1
—d/(X) = / %o|2 + =[X3|% + >dt+/( x1|2 + +—)dt
12 ) 0 < el + ‘ o™+ Pl riz ris

> ;zf’z-l—/ ( |x1!2+—+ )dt
2 Tri3
> 2.55376+0.32397=2.87773

Assim para qualquete Zoc.
1

Corolario 3.1 Para qualquer T> 0, $.7(x) = [q L(x,X)dt > 2.87T%/3 para qualquer xc
Zoc.

’

Demonstrag&o. De fato, sejay € H1([0,T],V). Assim temos qug(tT) € H([0,1],V). Por-
tanto, sendd —%/3y(tT) = y(t) temos que:

T 1 .
T—%/ L(y,y)dt:/ L(¥,9)dt > 2.87
0 0

Com efeito, sendo; = 5 y\ temos:
J
1 . 1 1 1
V)R + dt — T3 / TP+ dt
/0 ( 1<|;<3rll(t) 0 1<i<1<3rii(tT)
1
e A O e I
( 1<i5<a i (1)
() — 1
onderij(t) = MIOETGIE n

Lema 3.3 Existe um caminho & 2 com %z;zf(x) < 2.64T1/3,

Demonstracdo. Considere a colecdo de caminhos permancendshape esferay = %

0s quais se movem dg&; paraM; com velocidade constante ao longo do grande cir¢gle:
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arctar{2serf) }. Em particular em# = 1 a energia potencial no grande circ{i§p= arctar{2serd) }

€ dada por:
1 1 1
V@)= N S L TN
V1+4serf® V1+4ser?® V1+4ser?®
pois cosp = ﬁ. A fungé@oU (8) atinge um valor maxime (~ 3.535734 < 3.536 em

[0, ]. Sejax(*?) € 25 um caminho em? = % que move-se dEz(@= 6 = 0) paraM(¢=
8 = 11/3) com velocidade constante. Seja comprimento do caminhdY (como um caminho

na esfera padréo de ra%ocom a métrica padréo). E facil ver que

1 1
n=3 arcco&4(m 0.65905804 < 0.66.

A acdo dex0) sastisfaz a seguinte desigualdade:

1 Tl /nvH\? 1 1/n24% KT
1—242%()0:/0 [5 (TO) +\/—U70U(6(t))] dt<§( TO>+\/70'

2 g . ;. .
Seg(#) = 3 <”Tj°) + KTLO temos quey atinge um minimo se sobre o intervdd +) e tal

. . 2/3
minimo é dado por7y = (%;) . Desta forma, para esté&, obtemos:

1 1/n?\ /kT2\?? kT2\ 3
z7® < 3(7) (%) ()
= g(Kr])ZBTl/g(% 2.636494 1/3)

< 264TY3a
Observacéo 3.1Pelo coroléario 3.1%242%(x) < 2.87T1/3 para qualquer Zoc;

Observacéo 3.2Pelo lema 3.3%.¢7 (x) < 2.64T/3 para algum xe 2o.

Pelas observacoes anteriores temos que :

inf /() < inf o7(X).

XeZo Xe r%fo’c

Ou seja um minimizante do funcional acao &ty nao possui coliséo.



Capitulo 4

Calculo variacional aplicado ao problema

dos quatro corpos

4.1 O problema paralelogramo dos quatros corpos

O problema paralelogramo dos quatros corpde problema planar dos quatros corpos cuja
configuracédo permaneca um paralelogramo para todo tempon8o uma simetria nas massas
m =mg =1enmp =my = com as condi¢des inicais

x1(0) = —=x3(0), x1(0) = —x3(0)
%2(0) = —x4(0), %(0) = —%4(0)

as condicdes iniciais séo invariantes pela simetga (X1,X2,X3,X4) = (—X3, —Xa, —X2, —X1).

(4.1)

De fato,
o (Xl(0)7X2(0)7X3(0>7X4(0)) = (_X3(0)7 _X4(0>7 _XZ(O)v —X]_(O)) = (X1(0>7X2(0)7X3(0)7X4(0))
- (51(0),%(0), %(0)5%4(0)) = (—5(0), —54(0), —5%x(0), —51(0) = (51(0)%(0),56(0), 4(0)).

O problema dos quatros corpos com massas "y = 1 enp = my = 4, pode ser escrito como

0 seguinte sistema

xk:&U(x), xeR2, k=13, 4.2)
W= 2 U(X), xeR? k=24,
onde
m.
U(x) = L, rij =[x — x|
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Lema 4.1 Suponha qu& = f(X) admite umap—simetria (ou sejap o f = f o). Se x(t) € uma

solugéo parax = f(x), entdo yt) = ¢(x(t)) também é solucéo .

Demonstracdo. Temos que

y(t) = ox(t) = ¢ o F(x(t)) = F((x(t)) = f(¥(t)).

SejaF (x) = a%u(x), X = (X1,X2,X3,X4). EntdoF é o invariante, pois

F(o-x) = F(—X3,—X4,—X1,—X2)

— (_ai)(fs)u(X>’_&U<X)’_aiX]_U(X),_aiXZUO())
= o-F(x).

Assim pelo lema 4.1 temos que s@) = (X1(t),X2(t),x3(t),x4(t)) é solucdo para (4.2) entdo
0-X(t) = (—x3(t), —x4(t), —x1(t), —x2(t)) também é solugéo para (4.2). Logo por (4.1) e pelo
teorema de Picard (existéncia e unicidade ) temosxg(i¢ = —x3(t), Xo(t) = —x4(t) para

todot onde n&o ocorre coliséo. Isto resulta no problema paraketog dos quatros corpos.

Note que o sistema (4.2) tem o mesmo numero de graus de lieeddgoroblema planar dos
trés corpos. Podemos entdo, como no problema plenar dosoty@ss, fazer uma mudanca de
coordenadas tipo-Jacobi para parametrizar o espaco dgu@wio e por meio da fibracao de
Hopf, teremos um espaco 3-dimensional das configuracdagidas. Nestes caso cada ponto
da esfera, do mesmo modo como no problema planar dos trésscogpresentara uma classe

de paralelogramos similares. E o que veremos agora.

4.1.1 O espaco de configuracOes reduzidas

Vamos considerar o problema paralelogramo dos quatrossoigpcaso em que; = np =

mg = My = 1. Logo a equacgédo de movimento € dada por

X = iU (x), Vvk=1,234, (4.3)
an

ondex, € R? é a posicdo dey. Assim a energia potencial pode ser escrita da seguinteiraane

1 1 1 1 1 1

ux) = —+—~+—+—+—+—
2 iz Tria Tr23 T24 T34
2 2 1 1

r2 ria fr13 r14
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ou seja
2 2 1 1
U(X) = + + . 4.4
( ) ‘X]_—Xz‘ ’Xl—{—Xzy 2’X1| 2’X2‘ ( )
Seja a acao funcional B

Tr

o (X) = / [§|>'<|2+U(x>] dt (4.5)
0

emH([0,T],V), ondeV é o espaco de configuracdes quadrimensional definido por
V= {X= (X1,%2,X3,%4) € (R})*: X1 = —x3,% = —Xa}.

Observacédo 4.1Note que a equacdo (4.3) € justamente a equacao de Euler-hggdo fun-

cional acéo definido em (4.5).

Considere agora, as seguintes coordenadas tipo-Jacobi:
(z1,22) = (%o — X1, — (X2 +X1)) € C2. (4.6)
Fazendo a composicdo com a fibracdo de Hopf como no capitidoantemos:
(21,22) — (|21)? — |22/, 22122) := (ug,Up +iUg) € R x C. (4.7)

Este quociente identifica as coordenadas a menos de rota@@esjunto de nivel” ~1(c), c>
0, do momento de inércia (x) = x-x & uma 3-esfera) e € mapeada sobre uma 2-esf&3 (
por meio da fibracdo de Hopf. O movimento pode ser mais faotena@sualizado fazendo uso

de coordenadas esféricas
(U1, Up, U3) = (r?cospcosd, r? cospserd, r’seny), (4.8)

projetando sobre a shape esfera unitasial. O espaco de configuragao tridimensionasQ2)

é 0 espaco de configuracéo reduzido. A projecéo do camiaht! ([0, T],V) emH*([0,T],V/SQ2))
por meio de (4.6)-(4.8) é chamado clEminho reduzidalex.

As seguintes observacdes descreve as relacdes entre os garghape esfera unitaria e as

configuragdes dos quatro corpos:

eu=0©0=7 ou 37") se, e somente se, a configuracdo € um losangulo. De fato, note

quez; =Xp— X1 =X3—X4 €2 =X4— X1 = X3 —X2. Seu; =0 entdgz| = |

,ousejao

guadrilatero formado € possui 0s quatro lados iguais. Rortepresenta um losango.
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e b =0 (0O =0 ou m) se e somente se a configuracdo é retangular. Com efigite 0
entdoRgz12y) = 0. MasRgz ) = (z1,2) = 0 ou sejaz; | zp. Portanto a configuragéo

€ retangular.

e U3 =0 (p= 0) se e somente se a configuragdo é colinear. De tate; Im(z12) =
71 x 2o =0, ou sejazy = az. AsSSIMXy,X2,X3,X4 €StA0 em uma mesma reta. Logo a

configuracéo é colinear.

e No pdlo norte ou no polo sul= +7) a configuragéo € um quadrado. Com efeito, se

0= ig, up =up=0. Ou sejdz | = || ez; L 2, logo a configuragdo € um quadrado.

e (up,uz,u3) = (1,0,0) corresponde a coliséo entre, my ey, Mg; (Ug, Uz, uz) = (—1,0,0)

corresponde a colisdo entrg, np e Mg, My

(u1,up,u3) = (0,1,0) corresponde a colisdo entm®, my;(uy, uz,u3) = (0,—1,0) corre-
sponde a colisédo entrey, mg;
Vejamos agora algumas notac¢des que serdo usadas no deesteecapitulo.

Notacoes :

Z = {x=(X1,X2,X3,X4) €V : configuracdo dex é colineat

2 = {x= (X1,%2,X3,Xa) € V : configuracédo dex € losango

KX = {X=(X1,X2,X3,X4) €V : configuracdo dex é retangulay

Q=9NR, Cr2=9NYL, Cn:=%NYL
Para relembrar mais facilmente as notacd#sse relaciona com linh& diamante (qQue lembra
a configuracao do tipo losangdy, quadrado%> colisdo duplag?, colisdo simultdnea dupla.

A energia cinética pode ser expressada como a soma de duosstaedo negativosK =
Kred + Krot (Esta é decomposicéo de Saari da velocida#g.).corresponde a métrica Rieman-
2
niana do espaco quocientg SQ(2) induzida pela métrick emV. Kot = % comw momento

angular (ver [6]).
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O problema variacional de encontrar minimizantes de (doflepser reduzido a encontrar

minimizantes dduncional acdo reduzido

;
Ta) = [ Keeal0)+UGO] (4.9)

\w\

ondeKeq(X) = 2|x|2 . De fato, sejax uma curva en8Q(2), entdo ai - x ainda pertence

a2 =HY[0,T],V) . A curvaa pode ser escolhida de forma que o novo camimhg tenha

momento angular nulo.

4.1.2 Propriadades deJ (0, @) restrito a shape esfera unitaria

Mostraremos algumas propiedades basicas do poté&heestritro a shape esfera .

Lema 4.2 A energia poténcial U= U (8, @) restrito a.# = 1 é dada por

2V/2 N 2V/2 N 1 N 1
v/1+cospcosd /1—cospcosd +/1+cospserd /1-+ cospserd

Uu(e.¢) = (4.10)

Demonstracao. Inicialmente, observe que:

I = xafP el + xaf? + [xal?
= |af+|z/?

= |z’ + |2+ 47zl - 4z |z
_ 2 2 2
= y\JUui+us+Uus

Assim, por (4.8)

iy =[x —%5| = |z1|* = \/u2+u2+u3+u1 1+coscpcose)

2

'
=X +%)? = 2" = U2+ U+ U3 — ) = — (1 cospcosd).

5
Note que(z;,2) = zuz, portanto

2y =22 = 21+ 22 = [21]? + 2]+ Up = = (1+ cospcosh),

(2
2
2 2 2 2 2 r

r5s=2\%2|"=|z1— 2| = |z1|* + | 22 —uzzi(l—cosnpcose).

Logo substituinda12,r13,r14,r23 em (4.4) encontramos (4.10) n
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Lema 4.3 A fungdo U6, @) satisfaz as seguintes condigdes :

(@) U(0,¢) >U(3,) paratodog e [—7, 7]. Aigualdade é verdadeira apenas paga- -3
(ondeU=4v2+2)e@=0 (U = +).

(b) Para qualque® € [0, 2r1 fixado, U(6, @) € estritamente decrescentegse (0, 5), e estri-

tamente crescente ge= (0,— 7).

(c) Existe M> 0 suficientemente grande tal que, para alguma curva de nivé{¢) com c>
Mem{8,¢c (0,7)}, a funcéop = ¢(8) implicitamente definida por (4.10) satisfazendo

do
®>o.

Demonstracéo. (a) Vamos calculad (0,¢) eU (5, @):

2\/2 2V/2 _
U(0,¢)=\/1+Cos(p+\/l_cogp+2, (4.11)

T 1
U590 = \/Wp \/m+4f2. (4.12)

e claro que (4.11} (4.12) qualquer que sefge [—7, 7]

(b) FixandoB temos que

du  V2senpcosd v2sempcosl 1 senpser® 1  senpserd
de  (1+cospcosB)32  (1—cospcosB)3/2 ' 2 (1+ cospserB)3/2 2 (1— cospserp)3/2’
Note que para qualquére (0,2 fixado e para qualqueyc (0, 7) temos:
V2 senpcosd _ V2senpcosd
(1+cospcosh)3/2 ~ (1—cospcosh)3/2’
1  senpserd senpserd
2 (1+cospserd)3/2 (1— cospsen)3/2’
Ou seja%—z < 0 para todop € (0,75). PortantoU (6,) é decrescente fixandde para todo

€ (0, D).

1
2

De forma anéloga, observe que para qual§uef0, 211 fixado e para qualquere (—3,0)

temos:
V2 senpcosd . V2senpcosd
(1+ cospcost)3/2 ~ (1— cospcosh)3/2’
1 senpsend 1 senpsend

> -
2 (1+cospser)32 ~ 2 (1— cospserd)3/2’
Ou seja > 0 para todop € (—3,0). PortantoU (8, @) € crescente fixand8 e para todo

9 (0,5
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4.2 Um problema de minimizacéo

4.2.1 Existéncia de minimizantes

Seja2 = HY(SrV), Sr=[0,T]/{0,T} e T = 8T. Os caminhos en?” sdo definidos
sobreR por extensdes periddicas. Sefg 0s caminhos en®?’, 0s quais comegam com uma
configuracdo quadrada e tem configuragéo colinedr-em, e sejaZ’y a colecao de caminhos

em .2 que tem uma configuracéo losango para todo tempo, isto €,
Zo:={xe Z:x(0) e 2,x(T) e £} (4.13)

Xy ={xe Zo:X(t) e Zy Vt}. (4.14)

Estudaremos nesta secao a existéncia e algumas propiettziesnimizantes do funcional

acdo« em (4.5) restrito &p ou 2.

SejaG um grupo gerado por dois simbolost com as seguintes relacdes :

G:=(0,1: d*=1*=1010=10"1%0? =16°16° = 1).

Cada elemento ef@ pode ser expressado unicamente na fostnéi, j = 0, 1,2, 3, e além disso

|G| = 16. Considere a representagioG — GL(.2") definida por

P(0) (a(t) Xo (1) X (1) (1)
— (Al(~1). Alxs( 1)), a0u(~1)), A (~1)) w15
p(T) (1) X 1) (1)

+

a(t 1)
= (B(xa(t+2T)), (B(xa(t +2T)), (B(x2(t +2T)), (B(xa(t +2T))),

1 0 1 0
| |l e consequentemente a ag&bsao preservados por essa agdo restringindo a fungées

0 1 0 1
ondeA = ( , B= ( ) .Note que a norma de Soboley, isto é, a norma

periodicas enf0, 8T|. De fato, basta notafxy, X2, X3,Xa)| = |(Xi, Xj, Xk, Xm)| ,K,i,j,m=1,2,3,4
ondek, j,i,msao distintos. Portanto ,tal representacdo € ortogondinddeos agora o espaco

de elementop—invariante 2 de 25 como:
23 ={x€ 2o:p(g)x=x Vg € G}. (4.16)
Da mesma maneira definimes):

2 i={xe Xy pgx=x Vg €G}. (4.17)
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Um elementox € 27 e um elementa € 2} satisfazem:

(X17X27X37X4) (t) = p(02> (X17X2>X37X4) (t) = _(X37X47X17X2) (t)

(4.18)
(X1, X2,%3,X4) (1) = P(T?) (X1, X2, X3, X4) (t) = (X3, Xa,%X1,X2) (t 4 4T)

Comentéarios

e A primeira identidade em (4.18) afirma que a configuracéo d&olarpelos corpos é um

paralelogramo.

e Segue de (4.18) qua (0) = x3(0) = x1(4T) = x3(4T) e quexz(0) = x4(0) = x2(4T) =
X4(4T), ou sejamy; e X3 estdo situadas em uma cuva fechadaex, estédo situadas em

outra.

e As curvas onde estdo situadasxs € X2, x4 Sdo ortogonais. Com efeito, senxigt) =
aj(t) +ibj(t) temos por (4.15) quey(t) = —b(—t) +ia(—t) e assim(x1(0),x2(0)) =0

Observe que sec 2 entdo

.F
d(x):/ [ X2+ U(x ]dt—8/ [ X2+ U(x ]dt.
0
De fato, com@(1?)x = x € a norma de Sobolev ¢ preservada por essa, fazeatle 4T temos:
8T 1 4T
/ {§|X|2+U(x)}dt — / {|x|2+u }dt+/ {|x|2+U )}dt
0 0
4T
_ 2/ [—|>'<|2+U(x)]dt.
0 2
Comop(1)x =X, fazendos =t — 2T temos
4T 11 2T
2/ {§|X|2+U(x)}dt — 2</ [ X2+ U (x) }dt+/ l X2+ U (x )]dt)
0 0
_ 4/ [ X2+ U (x )1dt
Agora usando qup(to)x = x e fazends = —t + 2T temos
2T M1 Tr1 2T 11
4/ {—\)’(\2+U(x)}dt - 4(/ [—|X|2+U(x)]dt+/ {—])’(]2+U(x)}dt)
0o |2 0 T |2
— 8/ [ |x|2+U }dt.

d(x):/()T{ X2+ U(x) ]dt—8/ [ X2+ U(x) ]d

Portanto
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Proposicao 4.1.¢7 atinge o0 minimo errii”op e %@p. Além disso, qualquer minimizant&x%”op

(ou %5) € um ponto critico de¥ em.Zp (ou Z3), e é solugdo de (4.3) desde que)x V \ A.

Demonstragdo. Sex € 2, é um minimizante de7 em 2, entéo pelo Teorema 1586 um
ponto critico deev em Zp. Para todox € 29, a vizinhanca\¢ do esta contida en¥p. Entdo

pelo Corolario 1.1x(t) é solucéo de (4.3) desde gu(¢) € V \ A.

O que precisamos mostrar para concluir a demostracdo éamastxisténcia de um mini-
mizantex € %op. Como o mergulhdd! — C° é compactox € %Op e fracamente fechado em
2. Além disso, comax € 27", entdo vale (4.18) e portantt) = —x(t + %_). Pelo corolario
12,0 espac;c%op satisfez a condigdd\C),. Consequentemente, pelo Teorema 1.10, a a¢ao

é coerciva e atinge o minimo ey . -

4.2.2 A existéncia de minimizantes

Lema4.4 (a) Um minimizante dey emﬁ&”op tem momento angular nulo;

(b) Um minimizante de/ em 3{0‘) também € um minimizante dgeq em 2y, € para todo
minimizante X <eq €M 2o existe um caminho correspondente [0, T] — SQ(2) tal

gued - x minimizas em.%2y.
Demonstracéo.

(a) As condiges de fronteira dec 2 sdo invariantes sobre a acg0(2). Entéo se e %op
€ minimizante, escolhf : [0,T] — SQ(2) apropriadamente tal qug- x € %Op tenha

momento angular nulo. Assim de (4.9) temos fjug tem a¢do menor ou iguald (X).

(b) Sejax um minimizante de em 3{0". Como a norma de Sobolev é invariante por rotagdo
e usando (a), temos que 0 minimizante tem momento angulaxrium minimizante
de @%eq €M Zp. E assim seja : [0, T] — SQ(2), tal a - x tenha momento angular nulo.

Logo de (4.9) segue o resultado.
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A Ultima parte desta secao faremos uma descricdo geomeédsaaaminhos que minimizam
a acao em%op. As descri¢cdes geométricas de caminhos£p que minimizam a acao sera

deixada para a proxima secéao.

Lema 4.5 Qualquer minimizante de/ emé%”op € perpendicular a2 no tempo t= 0 e perpen-
diculara.Z notempot=T.
Qualquer minimizante de/ em%§ é perpendicular a2 no tempo & 0 e perpendicular aZ

notempot=T.

Demonstragdo. Vamos considerar apenag| 2P A prova para o outro caso é similar.

Escolha uma vizinhanca da funcdo nula %‘? como o espaco das variacdes admissiveis.

Temos que a primeira variacdo de Gatauex € dada por:

d : Tl o : da :
&%(h):&L(X,X,t>'h|g+/o [&L(x,x,t)—a&L(x,x,t) -hdt. (4.19)

Sex é um minimizantedy.«Z (h) = 0 e satisfaz as equag6es de Euler-Lagrange. Portanto,

para toda variagdo admissivel Sejah tal queh(T) = 0 eh(0) # 0. Assimx(0)h(0) = 0. Da
mesma forma, escolhendioconvenientemente(T)h(T) = 0. Mas a colecagh(0)} gera.Z
e a colecddh(0)} gera2, logox(t) é perpendicular & emt =T e perpendicular & em
t=0. [

Se conseguirmos mostrar que um caminho minimizante da a&ghsafre colisdo, do lema
4.5 este caminho pode ser estendido diferenciavelmentaaaoluncao de (4.3)-(4.1) refletindo-
0 sobre.Z e 2. O resultado sdo curvas fechadas no espaco de configuraghesdas e
além disso a solucdo possui as mesmas configuracdes imaiaesmo tamanho em= 4T.

A existéncia de invariancia sobre a agéianplica que a Orbita é também fechada no plano

inercial, e desse modo obtemos uma solucédo periédica.

A idéia de refletir a por¢do de um caminho sobre alguma vateedasim como a forma das

oOrbitas minimizantes, é a chave para provar os proximoslelmas.

Por conveniéncia, as seguintes nota¢cfes serdo usadasspaita octantes no espacgo de

configuracéo reduzido:

Ajjk = {(ug,u2,u3) :uge€ Ri,UZ IS Rj,U3 € Rk},
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ondei, j,ke {+,—~} eRT =[0,00), R~ = (—00,0].

Lema 4.6 Qualquer minimizante de/ em%op tem seu caminho reduzido permanecendo den-
tro de um octanté;jx no espaco de configuragdes reduzidas, e ou ele permaneée [gama

todo tempo ou permanece dentro dgxjfi) em([0, T].

Demonstracéo. Por simplicidade, usaremos a notaggmara o caminho reduzido dec %Op

onde(r, 0, ) sdo as coordenadas esféricaxdefinidas em (4.8)-(4.6).

Pelo lema 4.3 temos que qualquer orbita permanecendo riaifeoded;jx tem agéo maior
ou igual do que outra 6rbita permanecendonDe fato basta notar que(0,¢) > U(3,9) e
queU (8,0) > U(3,@). Pelo lema 4.4 ¢ suficiente mostrar que nenhum caminho podeinar
</ se 0 caminho reduzido do minimizante passar por dois odalifierentes , a0 menos que

permaneca eny para todo tempo.

Note que s minimiza.</ em %op e é tangente a uma das variedades invaria#te¥, ¥
exceto en¥s, ou %>2, entao ele permanece naquela variedade para todo tempo@&ndeorre

colisdo. Sem perda de generalidade, precisamos excluggogn$es casos:
Caso lparaalgum Xty <tr <t3<T,
X(t1),X(t2) € Z\x € int(Aijk) em (t1,t2),x€ Ay em (to,t3)].

Defina um novo caminhwerio espaco de configuragdo com coordenadas esféﬁcﬁaé) dadas

por :

—
Il
-

Y

)
= —0(t) em (t3,t2) eiguald(t) no restante

S
Il

D
—~
~—

t
Sex é um minimizante, entém- X = X € minimizante dezeq em %op, ondea : [0,T] — SQ2)
é definida por:

I, sete[0,ty],

Ry, set e (t,tp),

I, setet,T].
Pelo lema 4.4 & um minimizante deZ em %Op. Masx'nao é diferenciavel en=t, e portanto

nao pode ser solugéo para (4.3), o que contradiz a propasitao
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Caso2paraalgum Xty <to <tz <T,
X(tl),X(tz) S 9\X € int(A_++) em (tl,tz),x S A+++ em (tz,ts].

Defina um novo caminhotal quea -x = X. Sex € um minimizante, entdm- X = X &€ minimizante
de aeq €M %Op, ondea : [0,T| — SQ(2) é definida por:

I, sete[0ty],
Ry, set e (t,t),
I, setet,T].
Pelo lema 4.4 & um minimizante deZ em %op. Masx'nao é diferenciavel ein=t, e portanto
nao pode ser solugéo para (4.3), o que contradiz a propasitao
Caso 3paraalgum Xt <tr <tz <T,

X(t2),X(t3) € L\ (62U %22),x € int(Ar14) em [tg,to],x€int(Ar1_) em (t2,t3).

Defina um novo caminhwrio espaco de configuragdo com coordenadas esféﬁ(ﬁaé) dadas

por :

it
Il

r
¢=0,
B(t) = —B(t) em (tz,t3) eiguald(t) no restante
Sex é um minimizante, entam- x = X é minimizante dezeq em 2y, ondea : [0, T] — SO(2)
€ definida por:
I, setel0ty],
R, set e (tg,t3),
I, setets,T].
Pelo lema 4.4 & um minimizante deZ em %op. Masx'nao é diferenciavel ein=t, e portanto

nao pode ser solugéo para (4.3), o que contradiz a propasitao
Caso4dparaalgum Xty <to<t3<T,

X(t1),X(t2) € G22,Xx € Dy 1\ C22 em [ty,t2) U (t2,t3], @(t1) = @(tz).

Defina um novo caminherio espaco de configuracdo com coordenadas esféfigasd dadas

por :

Dt
-
o =

b

ot

~—

= 2¢(t1) — @(t) em (t1,t3) eigual ad(t) no restante
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Sem perda de generalidade, vamos escdlherts suficientimente proximos de. O novo
caminhoxtem acdo menor que 0 caminkgpoisx possui colisdo erp e X ndo possui colisao,

0 que contradiz o fato queé minimizante. n
Lema 4.7 Se x € um minimizante d& em 2, entdog é monotona.

Demonstracdo. Do lema anterior, é suficiente considerar o caso enxgua+ + +. Suponha

queq@(t) ndo é decrescente €0 T|, entdo para algumQt; <tp <tz < T,

0 < @(t1) =@(t2) em (ty,t2).

Como na lema anterior, considecéeéfinido por

13
2
~—

I

20(t1) — @(t) em (t1,t3) eigual ad(t) no restante

Escolhemos; et de tal forma que o caminho refletido continue&m, .. O lema entdo segue

utilizando os mesmos argumentos do lema anterior e do le3na 4. ]
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