Universidade Federal de Pernambuco
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Departamento de Matematica

Pds-Graduacdo em Matematica

O TEOREMA DO H-COBORDISMO E A
CONJECTURA GENERALIZADA DE
POINCARE

Lord Livin Barrera Bocanegra

DISSERTACAO DE MESTRADO

Recife
25 de fevereiro de 2005



Universidade Federal de Pernambuco
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Departamento de Matematica

Lord Livin Barrera Bocanegra

O TEOREMA DO H-COBORDISMO E A CONJECTURA
GENERALIZADA DE POINCARE

Trabalho apresentado ao Programa de Pos-Graduacdo em
Matematica do Departamento de Matematica da Univer-
sidade Federal de Pernambuco como requisito parcial para

obtencado do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Eduardo Shirlippe Goes Leandro

Recife
25 de fevereiro de 2005



Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pos-graduagio do
Departamento de Matematica da Universidade Federal de Pemambuco como parte dos
requisitos necessarnos pam a obtengdo do Grau de Mestrado em Ciéncias

YR L AL

Eduardo Shirlippe Gaes Le . DMAT-UFPE
Orientador

Pedro Antonio Omaneda Portal , DMAT-UFPE

V) o o .

T TeanPierre Mareo, I - Uiniversidade Parix Vi

O TEOREMA DO H-COBORDISMO
E A CONJECTURA GENERALIZADA
DE POINCARE

FPor
Lord Livin Barrera Bocanegra

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Cidade Universitaria — Tels. (081) 2126 - 8414 — Fax: (081) 2126 - 8410
RECIFE — BRASIL

Fevereiro - 2005

111



mm..;.,,‘;_, Departamento de Matematica
Secretaria de P6s-Graduagao

S0870-001 Cidade Universitdna - Recife’PE - Fome (5581) 2126-B415- Fax (5581) 2126-8410
posgradiEldmat uipe by

ATA DE DEFESA DE DISSERTACF\D DE MESTRADO REALIZADA NO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DO CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA
NATUREZA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

Aos vinte e cinco dias do més de fevereiro de dois mil e cinco , 4s nove horas, no
Departamento de Matemitica do Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza da Universidade
Federal de Pemambuco, em segiio publica, teve inicio a defesa da dissertagiio, intitulada :
“0 Teorema do H-Cobordisma e a Conjectura Generalizada de Poincaré " | do aluno Lord
Livin Barrera Bocanegra, que havia cumprido, anteriormente, todos os requisitos para a
obtengio do grau de Mestre em Matematicas A Banca Examinadora, indicada pelo
Celegiado da Pos-Graduagio em Matematica e aprovada com “Ad-Referendum™ pelas
Camaras de Pesquisa e Pds-Graduagiio da UFPE, foi composta pelos professores Eduardo
Shulippe Goes Leandro e Pedro Antonio Ontaneda Partal do Departamento de Matemdtica
da UFPE, Jean-Pierre Marco do Departamento de Matematica da Universidade Pans VI -
FRA. O professor Eduardo Shirlippe Goes Leandro em virtude da sua condigio de
orentador, presidiu os trabalhos e depois das formalidades de apresentagdio, convidou o
aluno a discorrer Sobre o conteudo da dissertagiio. Concluida a explanagio, o candidato foi
argiiido pela Banca Examinadora, que em seguida, sem & presenca do aluno, finalizando os
trabalhos, reuniu-se para deliberar tendo concedido a mengio : APROVADO. E para
constar, fo1 lavrada a presente ata que sera assinada pelos membros da Banca Examinadora.

Recife, 25 de fevereiro de 2005,

Banca Examinadora { i % [\
- Eduardo Shirlippe Gées Leandro ‘E:Q\I‘ }\ S (
U K/

- Pedro Antonio Ontaneda Portal B e

- Jean-Pierre Marco N— Lo

v



AGRADECIMENTOS

Desejo fazer expresso os meus agradecimentos a todas as pessoas que direta o indireta-
mente contribuiram para que este trabalho seja realizado. Em primeiro lugar as autori-
dades do Departamento de Matemética da U.F.P.E por permitir realizar os meus estudos
de Mestrado com bolsa CNPQ, a meu orientador Eduardo Leandro por seus ensinamen-
tos e sua paciéncia além das dificuldades que teve na realizacao deste trabalho; a meus
colegas da posgraduacao por suas colaboracoes e forca ao longo dos periodos de estudo;
ao Professor Pedro Ontaneda quem ultimamente me forneceu de valiosas sugestoes no
trabalho; a minha familia por todo seu apoio moral; a todos os Professores do Depar-
tamento de Matemaética da U.F.P.E cujos ensinamentos fizeram de mim um estudante
preocupado por conhecer mais matematica; estou também muito grato com o Professor
Fernando Cukierman da U.B.A e o Professor Pedro Contreras da U.N.M.S.M porque
recomendaram me vir a fazer os meus estudos, a meus amigos que sao da vida toda,
Lucia de Fatima, Rosa Quispe, Hugo Fernandez, Napoleon Caro, Mario Santiago, Alex
Molina, Antonio Pareja, César Rojas, em fim, é muito grande a lista das pessoas que
teria mencionar, que Deus abencoe a todos eles.

Recife, Brasil Lord Barrera
fevereiro 25, 2005



RESUMO

O trabalho estd apresentado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo se faz uma lista de defini¢oes e teoremas que achamos mais
importantes sobre topicos tais como Topologia, Variedades Diferencidveis e aspectos da
Topologia Algébrica, os quais serao utilizados ao longo dos capitulos seguintes. Consid-
eramos conveniente indicar as provas dos teoremas assim como comentarios da teoria na
bibliografia correspondente citada apds de cada resultado.

O segundo capitulo dedica-se a estudar a estrutura cobordismo. Na secao 2.1 introduz-
imos o conceito de cobordismo e fazemos um resumo das propriedades gerais de fungoes
de Morse sobre cobordismos. Com as definigdes e resultados da segao 2.1, construimos
na secao 2.2 uma topologia que nos permitird mostrar a existéncia de funcoes de Morse
sobre um cobordismo e definir o nimero de Morse de um cobordismo. Fungoes de Morse
fornecem por sua vez em 2.3 campos vetoriais de tipo-gradiente, resultado fundamental
que nos ajudara a provar o teorema da vizinhancga colar, que por sua vez, nos permitird
introduzir uma operacao entre cobordismos.

Na secao 2.3 também provaremos que um cobordismo com nimero de Morse zero é
precisamente um cobordismo produto (teorema 2.3.3). Este resultado é crucial no teorema
do h-cobordismo. A secao 2.4 estd dedicada ao estudo de cobordismos com nimero de
Morse 1. A homologia de tais cobordismos fornecera informacao sobre a decomposicao
de um cobordismo em cobordismos elementares. Finalmente terminamos o capitulo 2
mostrando que qualquer cobordismo pode-se reordenar como composicao de cobordismos
cada um deles com uma funcao de Morse e um nivel critico onde todos seus pontos criticos
tem indice fixo. Este tltimo resultado sera fundamental para o cancelamento de pontos
criticos de indices intermediarios (teorema 3.3.7).

O terceiro capitulo esta baseado em quatro teoremas fundamentais que podemos di-
vidir em dois grupos, os teoremas 3.1.6, 3.2.4 e os teoremas 3.3.7, 3.4.1. O teorema
fraco de cancelamento (teorema 3.1.6) nos diz que um cobordismo é um cobordismo pro-
duto quando podemos ligar os pontos criticos por somente uma trajetéria. O problema
acontece quando pontos criticos nao estao ligados necessariamente por somente uma tra-
jetéria, o teorema 3.2.4 fornece condigoes de transversalidade. Neste sentido, estudaremos
o comportamento das nossas esferas em um nivel intermediario entre ambos niveis criticos
mediante condicoes de transversalidade entre ambas esferas de tal forma que podamos
aplicar o teorema 3.1.6. O teorema 3.3.7 nos da condicoes de eliminacao de pontos criticos
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de indices intermedidarios cuja prova usa fortemente o teorema 3.1.6. O teorema 3.2.4 serd
fundamental na prova do teorema 3.3.7. Este a sua vez, junto a teorema 3.4.1 ajudara a
provar o teorema do h-cobordismo.

Finalmente o capitulo 4 é dedicado ao nosso objetivo principal, o Teorema do h-
cobordismo. Fazemos uma pequena mudanca da prova dada em [12] (Ver [10]) e como
conseqiiéncia o Teorema de Smale e a caracterizagdo dos n-discos com (n > 6). Na
prova do teorema do h-cobordismo utilizaremos os dois tltimos teoremas fundamentais
do capitulo 3.

Palavras-chave: Poincaré, H-cobordismo, Homotopia
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ABSTRACT

The work of the following way

In the first chapter it is developed to a list definitions and theorems that we found but
important on subjects such as Topology, Differential Manifolds and aspects of the Alge-
braic Topology, which will be used in the following chapters. We considered advisable to
indicate the demonstrations of the theorems, thus, like commentaries of the theory in the
mentioned corresponding bibliografy ofter each result.

The second chapter is dedicated to study the structure cobordism. In section 2.1 we
introduce the cobordism concept and we make a summary of the general properties of
functions of Morse on cobordism. With the definitions and results of section 2.1, we
constructed in 2.2 section a topology that will allow to show the existence us of functions
of Morse on a cobordism and will define this way the number of Morse of a cobordism.
Functions of Morse provide as well in 2.3 vectorial fields of type gradient, fundamental
result that it will help us to prove the theorem of the neighborhood necklace, that as
well, will allow us to introduce an operation between cobordism.

In section 2.3 also we will demonstrate that a cobordism with number of Morse zero, is
indeed a cobordism product (theorem 2.3.3). This result is excellent in the theorem of
the h-cobordism. The section 2.4 is dedicated to the study of cobordism with number of
Morse 1. The homology of such cobordism will provide information on the decomposition
with a cobordism in elementary cobordism. Finally, we finished the chapter 2 showing
that any cobordism can be ordered like a composition of cobordism, where each cobor-
dism has a function of Morse and a critical level, where each cobordism has a function
of Morse and a critical level, where all their tactically important points have fixed index.
This last result will be fundamental for the elimination of intermediary tactically impor-
tant points of index (theorem 3.3.7).

The third chapter is based on four fundamentals theorems that we can divide in two
groups, the theorems 3.1.6, 3.2.4 and the theorems 3.3.7 and 3.4.1. The weak of can-
celation (theorem 3.1.6) it says to us that a cobordism, is a cobordism product when
we can bind the tactically important points by an only trajectory. The problem occurs
when the tactically important points are not bound necessarily by an only trajectory,
the theorem 3.2.4 provides conditions of transversallity. In this sense, we will study the
behavior of our spheres in an intermediary level between both critical levels by means of
conditions of transversallity both spheres, of such form that we pruned to apply theorems
3.1.6. The theorem 3.3.7 gives conditions us of elimination of tactically important points
of intermediary index, whose demonstration uses theorem 3.1.6 strongly. The theorem
3.2.4 will be fundamental in the demonstration of theorem 3.3.7. This as well, next to
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theorem 3.4.1 it will help to demonstrate the theorem of the h-cobordism.

Finally, the chapter 4 is dedicated to our primary target, the theorem of the h-cobordism.
We make a small change of the demonstration given in the [12](to see [10]) and like con-
sequence the theorem of Smale and characterization of n-discs with n > 5. In the demon-
stration of the theorem of the h-cobordism we will both use last fundamental theorems
of chapter 3.

Keywords: Poincare, H-cobordism, Homotopy
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INTRODUCAO

No inicio do século vinte, Henri Poincaré (1854-1912) fez uma afirmacao a qual em
linguagem moderna diz:

Se uma variedade fechada 3-dimensional tem a homologia da esfera S®, entdo ela é
necessariamente homeomorfo a S3.

No entanto, o conceito de grupo fundamental, o qual foi introduzido em 1895, fornece
a ferramenta necessaria para negar esta afirmacao. Poincaré em 1904 apresentou um
contra-exemplo que pode ser descrito como o espago quociente SO(3)/Igy. Aqui SO(3)
¢é o grupo das rotacoes do espago euclideano 3-dimensional que preservam orientacao, e
Igo, 0 subgrupo consistindo das rotagoes que levam um icosaedro regular ou dodecaedro
regular em si mesmo. Esta variedade tem a homologia da 3-esfera, porém o seu grupo
fundamental 7 (SO(3)/ 1) ¢ um grupo perfeito de ordem 120. Ele refez a sua afirmacao,
que novamente traduzida em linguagem moderno, é expresso por:

Se uma variedade fechada 3-dimensional tem grupo fundamental trivial, entao ela é
homeomorfo a esfera S®.

Este enunciado ¢ conhecido como a Conjectura de Poincaré.

Quando a teoria de homotopia estava em seus inicios, subseqiientemente com seu de-
senvolvimento, uma outra pergunta foi feita por W. Hurewicz no seu artigo pioneiro sobre
grupos de homotopia: serao que tipos de homotopia caracterizam tipos de homeomorfis-
mos de variedades?. Em geral esta conjectura é falsa em dimensao 3. Por exemplo, os
espacos lente L(7,1) e L(7,2) tem o mesmo tipo de homotopia mas nao sdo homeomorfos.
Seguem-se entao os trabalhos de Reidemeister, Moise e Brody de classificar os espagos de
lente a menos de homeomorfismos, e J. Whitehead dd uma classificacao a menos de tipo
de homotopia.

Exemplos de espacgos simplesmente conexos foram encontrados para dimensoes maiores,
mas ainda fica a possibilidade que o tipo de homotopia podia caracterizar a esfera a menos
de homeomorfismo. Esta questao conhecida como Conjectura Generalizada de Poincaré
foi respondida finalmente por S. Smale em 1960 (ver [19]) para homotopias suaves da
esfera de dimensoes maiores do que 4.

Smale culminou o seu trabalho em 1962 (ver [20]) com a prova do Teorema do h-
Cobordismo. Morse empreendeu logo refazer a teoria de Smale, e sua idéia foi tentar



eliminar diretamente os pontos criticos da funcao de Morse de um cobordismo no lugar
de eliminar as asas. Uma prova completa do Teorema do h-Cobordismo por este método
foi dada por J. Milnor em 1963. Milnor se valeu do lema de Cancelamento de Morse para
sua prova do teorema do h-cobordismo e este trabalho a qualificou como formidavel.

O teorema do h-cobordismo de Smale limita-se a trés suposicoes: simplesmente conexo,
suavidade e dimensao. Um contra-exemplo de J. Milnor mostra que a hipotese de ser sim-
plesmente conexo é essencial: L(7,1) x S* e L(7,2) x S* sao h-cobordantes mas nao sao
difeomorfas.

Na década de 60 ocorrem progressos nesta direcao. J. Stallings prova a Conjectura
Generalizada de Poincaré usando métodos completamente diferentes e A. Wallace en
linhas similares a Smale.

Um fato paradoxal na prova da Conjectura Generalizada de Poincaré, consiste em
notar que, para espacgos de dimensoes altas a prova é mais accesivel que para variedades
de dimensao 3 e 4. A razao é que uma aplicacao de uma superficie numa variedade de
dimensao menor do que 5, nao pode-se aproximar por um mergulho em geral.

A partir da prova da Conjectura Generalizada de Poincaré, Smale conecta este resul-
tado com a teoria dos Sistemas Dinamicos. Este campo de estudo tem o seu origem na
Mecanica Cléssica e a teoria das Equacoes Diferenciais Ordinarias. Este desenvolvimento
tem seu inicio no século dezenove com H. Poincaré, G. D. Birkhoff, J. Hadamard e I.
Bendixon.

Smale essencialmente desenvolveu o caso multidimensional para a teoria dos Sistemas
Dinamicos. Este campo de estudo tem o seu origem na Mecanica Cléassica e Teoria das
Equacoes Diferenciais Ordindrias. Ele mostrou que o sistema dinamico estruturalmente
estavel, tem propriedades completamente diferentes que no caso dos sistemas dinamicos
bi dimensionais estudados por Andronov e Pontryagin; numa situacao multidimensional,
sistemas estruturalmente estaveis podem ter um nimero infinito de pontos singulares. Ele
formulou conjecturas interessantes sobre a estabilidade estrutural de fluxos geodésicos em
variedades compactas de curvatura negativa, posteriormente provadas por Anosov. Seus
resultados permitira a criacao da teoria multidimensional dos sistemas dinamicos, um
campo de pesquisa que ainda continua sendo ativamente desenvolvido.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo estabeleceremos as ferramentas necessarias para o desenvolvimento
deste trabalho. Muitos resultados serao simplesmente enunciados e as suas provas poderao
ser consultadas na bibliografia correspondente.

1.1 TOPOLOGIA

Nesta secao assumimos conhecida a topologia elementar, quer dizer, os conceitos
de espaco topolégico, espago conexo, compacto, de Hausdorff, métrico, aplicagao continua,
etc. No entanto, lembraremos aqui conceitos e resultados topoldgicos que serao usados
ao longo do trabalho.

Definicao 1.1.1 Espago quociente. Seja X um espaco topoldgico e R uma relagao de
equivaléncia em X . Seja X/ R o conjunto quociente (formado pelas classes de equivaléncia)
esejap: X — X/R a projecao candnica que a cada ponto faz corresponder a sua clase. A
topologia quociente em X/R é a topologia que tem por abertos aos conjuntos A C X/R

tais que p~'(A) é aberto em X.

Teorema 1.1.2 Tem-se as seguintes afirmacoes

i) Um espago topolégico X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal A = {(z,x): x €

X} é fechada em X x X.

ii) Se X é um espago compacto e R é uma relagao de equivaléncia em X tal que como

subespago de X x X é fechada, entao o quociente X/R é um espaco de Hausdorff.

Prova: Ver [11], prop. v.3.23 e v.3.25. O



Definicao 1.1.3 Adjuncao. Sejam X e Y espacos compactos, A C X um subespaco
fechado e f : A — Y uma aplicacao continua. Chamamos adjuncao de X a Y através
de f ao espaco quociente X Uf Y obtido a partir da soma topoldgica X + Y mediante a

relacao de equivaléncia dada por

;

u,v €A e f(u)=f(v) ou

ue A,veY e f(u)=v ou
uRv & (1.1)

ueYveA e f(v)=u ou

u ="v.

Pelo teorema 1.1.1, temos que X J 1Y é um espaco de Hausdorff. De fato, é suficiente
ver que a relacio R é fechada em (X + Y)?; porém, R é a uniao de quatro conjuntos
fechados. Assim, R é fechada.

Obviamente, XUfY ¢ compacto. Sejam: X +Y — XUfY a projecao canodnica
a qual é fechada desde que R é fechada. Entao a inclusao de Y em X + Y seguida de
7 é injetiva e continua, logo é um homeomorfismo. Isto permite identificar ¥ com um
subespago fechado de X J Y. Também, X \ A pode-se ver como subespago aberto de
X U;Y. Concretamente, chamando g : X\ A — X J; Y & composigao da inclusao de X
em X +Y com m, certamente temos que g é aberta e, portanto, um homeomorfismo na
imagem. Para ver isto pegamos um aberto U C X\ A4, o qual é aberto em X, e portanto
aberto em X +Y e 7 (7(U)) = U. Assim, g(u) = 7(U) é aberto em X |J, Y.

Em particular podemos identificar a X\ A com um subespaco aberto de Y mediante
a identificacao Y C X |J, Y. E claro que g L= fégX)NY = f(A).

De todo o anterior concluimos o seguinte teorema.

Teorema 1.1.4 Se X e Y sao espacos compactos, A C X é um subespaco fechado e
f:A—Y écontinua, entao X Uf Y € um subespago compacto que contem a X\ A como

subespacgo aberto e a' Y como subespacgo fechado e existe g : X — X Uf Y continua tal

que gla = feg(X)NY = f(A).

Prova: Ver [1], prop 3.43. O

Também precisaremos o seguinte resultado.
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Teorema 1.1.5 Seja V' um subconjunto fechado de um espaco métrico compacto, seja
f M — N um homeomorfismo local tal que f| ¢é injetiva. Entao existe uma vizinhanca
v

W deV tal que f| ¢é injetiva.
W

Prova: Ver [18], lema 5.7. O

1.2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Nesta secao assumiremos conhecidos resultados de andlise em R"”. A partir dai
estudaremos espacos topoldgicos que tem estrutura diferenciavel, e as aplicagoes sobre
estes espacos sao precisamente aplicacoes diferenciaveis. As variedades compactas serao
as mais estudadas no seguinte capitulo e aqui nao faremos mais que uma ligeira revisao
de algumas das suas propriedades.

Definigao 1.2.1 C*-atlas . Seja M uma n-variedade topolégica (com bordo) e A =
{(Uy, ¢)) }yer um atlas em M. A é chamada um C*-atlas em M ou simplesmente um atlas
em M se satisfaz: para cada pari,j € I, a aplicacao g o0; " : (Ui U;) — w;(U; N U;)

é C*- diferencidvel. Neste caso cada par (U, ) é chamada carta suave.

Definicao 1.2.2 Variedade diferenciavel. Agora, poderiamos ter qualquer niimero
de atlas numa n-variedade topolégica M (com bordo) mais devemos ter alguma nogao
de compatibilidade. Sejam A = {(U), py) her € A" = {(U},¢|) } ey atlas em M. Dizemos
que A e A’ sao compativeis se A|J.A" é uma atlas. A relagao de compatibilidade é uma

relacao de equivaléncia e cada classe de equivaléncia é chamada estrutura diferenciavel.
O conjunto M junto com uma estrutura diferenciavel, é dito variedade diferenciavel.

Definicao 1.2.3 Aplicagoes diferenciaveis. Seja f : M — N uma aplicacao entre
duas variedades diferenciaveis. Dizemos que f é diferencidvel ou suave (na realidade de

classe C'*°) num ponto p € M se existem cartas (U, ) em torno de p e (V,1) em torno



de f(p) de modo que a aplicagao ' o f o) é diferencidvel (de classe C*°) em ¢(p). Um
difeomorfismo entre variedades é uma bijecao diferenciavel com inversa diferenciavel.
Existe particao da unidade numa variedade diferencidvel: dada uma cobertura {U, }aea

de M por conjuntos abertos, existe uma familia enumeravel de fungoes diferenciaveis
{B; }ier cujos dominios formam uma cobertura de M tal que

i) Suporte(B;) C U, para algum o.

ii) A familia {Suporte(3;)}icr é localmente finita.

iii) »,c; Bi(p) = 1 para cada p € M.

Definicao 1.2.4 Espaco tangente. Seja M uma variedade diferenciavel e seja p €
M. Denotamos por C*(M) ao conjunto formado por todas as fungoes diferencidveis
f : M — R definidas em M. Desde que somas e multiplo por um escalar sao fungoes

suaves, C*(M) é um espaco vetorial, na verdade uma R-dlgebra.

Uma aplicagao linear v : C*°(M) — R é chamada derivagao em p se satisfaz

v(fg) = fp)v(g) + gp)v(f) ¥V f,ge C(M).

O conjunto de todas as derivagoes de C*°(M) em p é um espago vetorial chamado espago
tangente a M em p, e denotado por T,(M). Um elemento de T,(M) é chamado vetor

tangente em p.

Definicao 1.2.5 Push-forwards. Se M e N sao variedades diferenciaveise F' : M — N
é uma aplicacao diferenciavel, para cada p € M definimos uma aplicacao linear F, :

T

»(M) — Tp)(N) chamada push-forward associada com F' por

(Fw)(f) = v(f o F).

Usando coordenadas. Seja (U, ¢) uma carta suave numa variedade M de dimensao
n. Em particular ¢ é um difeomorfismo de U em ¢(U). Assim, ¢, : T,,(M) — T, (R™) é
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um isomorfismo. Seja {9/0z; ( )}?:1 base de T, ;) (R™). O push-forwards destes vetores
(p

por (¢~1). formam uma base de T,,(M) que denotamos por

o1 40

p

so(p).

age numa funcao suave f : U — R por
p

De acordo a esta definigao, 9/0z;

gO(p)(f o )(p) (12)

f / ~
= a;i. (p)
onde f é a representacao coordenada de f e p = (p1,...,p,) = @(p) é a representacao
coordenada de p.

p(f) = 3?%

Desde que estes vetores formam uma base para T,(M), qualquer vetor tangente v €
T,(M) pode-se escrever como uma combinacao linear

z 0
U:;Uia_xi

Os nimeros {v; } ; sdo chamadas componentes de v com respeito ao sistema de coorde-
nadas xq, -, Ty.

p

Definicao 1.2.6 Caso de uma variedade com bordo. Se M ¢é uma variedade n-
dimensional com bordo e p € M, definimos o espaco tangente a M em p da mesma forma
como definimos para uma variedade sem bordo. Similarmente, se f : M — N é uma
aplicacao suave entre variedades com bordo, definimos o push-forward por F em p € M
como a aplicagao linear F, : T,(M) — Tpy)(NN) definido pela mesma formula como no

caso de uma variedade sem bordo.

Como no caso de variedades sem bordo temos que se p é um ponto arbitrario de M,

entao T,(M) tem por base os vetores coordenados {0/0z;| }7;.
P

Definicao 1.2.7 Fibrado tangente. Para qualquer variedade diferenciavel M, defin-
imos o fibrado tangente de M, denotado por T(M) como a uniao disjunta dos espagos

tangentes em todos os pontos de M:

T(M) =[] T,(M).

peEM
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Consideramos um elemento de esta uniao disjunta como um par ordenado (p,v), onde

peMeveT,(M).

Definimos a projegao 7 : T(M) — M por w(p,v) = p. O fibrado tangente pode ser
pensado simplesmente como uma cole¢ao de espagos vetoriais, porém é muito mas que
isto. T'(M) tem na verdade uma estrutura de variedade diferenciavel.

Definigao 1.2.8 Fibrado normal. Seja M C R™ uma n-subvariedade mergulhada.
Identificando o espago tangente T,,(M) num ponto p € M com um subespago de T,(R™) =
R™, definimos o espaco normal a M em p como o subespaco N,(M) C R™ consistindo
de todos os vetores que sao ortogonais a T,(M) com respeito ao produto euclideano. O
fibrado normal de M, é o subconjunto N(M) C R™ x R™ definido por

=[] (M) ={(p,v) ER" xR™: pe M ev e N,(M)}.

peM
Definicao 1.2.9 Campos vetoriais. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo
vetorial é uma aplicacao suave x : M — T(M) tal que x, = x(p) € T,(M) para todo
p € M. Em outras palavras, um campo vetorial em M é uma sec¢ao suave do fibrado
tangente, isto é uma aplicagao suave x : M — T (M) tal que wo x = idy;. Isto equivale a
dizer que as fungoes componentes de x em qualquer carta, sao fungoes suaves. Denotamos

por T (M) o conjunto de campos vetoriais de M.

Se (z;) sao coordenadas locais num conjunto aberto U C M, o valor de x em qualquer

ponto p € U pode ser escrito como

0
Xp = Xi(p)% .

para alguns valores x1(p), ..., Xn(p). Isto define n fungées x; : U — R chamadas fung¢oes

componentes de X com respeito as cartas estabelecidas.

Observagao 1.2.10 Se (z') sao coordenadas locais num conjunto aberto U C M, a



correspondéncia

0
p —
O0x; Ip
determina um campo vetorial chamado campo vetorial coordenado e denotado por %.

Definicao 1.2.11 Uma derivacao D da R-dlgebra C*°(M), é uma aplicagao linear

D : C®(M) — C(M)
tal que D(fg) = D(f)g + fD(g) para todo f,g € C>°(M). O conjunto de derivagoes de
C>®(M) é denotado por D(C*(M)).

Um campo vetorial x € 7 (M) determina uma deriva¢do em D(C*(M)) por x — D,
definida por Dy (f)(p) = x»(f)-

As derivagoes de C*°(M), estao em correspondéncia com 7 (M) a cole¢ao dos campos
vetoriais em M.
Definicao 1.2.12 Referenciais locais. Seja M uma n-variedade suave. Um referen-
cial local para M é uma n-tupla de campos vetoriais suaves (x1, ..., Xn) QUM conjunto

aberto U C M tal que {x;| }}_, forma uma base de T,(M) em cada p € U. Dizemos que
p

) é uma base positiva-
p

um referencial local é orientado positivamente se (x1| ,---, Xn

p
mente orientada para T,(M) em cada ponto p € U, similarmente define-se um referencial

orientada negativamente. Uma orientacao pontual em M, é a escolha de um referencial

positivamente orientado ou negativamente orientado em cada ponto de M.

Definicao 1.2.13 Orientacao. Uma orientacao pontual é dita continua se todo ponto
pertence ao dominio de um referencial local orientado. Uma orientacao de M é uma
orientacao pontual e continua. Dizemos que M é orientavel se existe uma orientacao, de

outra forma dizemos que M nao é orientavel.

Definigao 1.2.14 Cartas orientadas. Uma carta coordenada (U, ) é dito positiva-
mente orientada se o referencial coordenado {0/0x;} é positivamente orientado e negati-

vamente orientado se o referencial coordenado é negativamente orientada. Uma colegao



de cartas {(U;, p;)} é dita consistentemente orientada se para cada i, j, a aplicagao 901090;1

tem determinante jacobiano positivo em ;(U; (\Uj;).

Definicao 1.2.15 Campo covetor. Seja M uma n-variedade diferenciavel. Para cada

p € M definimos o espaco cotangente em p denotado por

T (M) = (T,(M))".

p

os elementos de T;(M ) sao chamados covetores tangentes em p ou covetores em p. Se
(x;) sao coordenadas locais num subconjunto aberto U C M, entao para cada p € U, a
base (0/0x; p) fornece uma base dual €,. Qualquer covetor ¢ € T,;(M) pode-se escrever
de maneira tinica por ¢ =Y, QS; onde

0

G = C(&E

).

p

Definicao 1.2.16 Fibrado cotangente. A uniao disjunta

(M) =[] T (M)

peEM

é chamado fibrado cotangente de M

O fibrado cotangente de uma variedade tem estrutura de variedade diferenciavel onde
a aplicacao m : T*(M) — M levando ( a p é uma projecao suave. Uma secao de T*(M)
é chamado campo covetor de M, isto é, uma aplicagao suave v : M — T*(M) tal que

mo~vy =1idy. Campos covetores também sao chamados 1-formas diferenciaveis.

Definicao 1.2.17 Orientagao de variedades com bordo. Se M é uma variedade
suave com bordo, Bd(M) pode-se ver como uma hiperficie em M. Lembremos que
qualquer ponto p € M esta no dominio de uma carta (U, ), isto quer dizer que ¢ é
um difeomorfismo de U sobre um subconjunto aberto U C R™. Desde que Bd(M) é
localmente caracterizado por x, = 0 em tais cartas, estas cartas tem importancia para

Bd(M).
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Sejap € Bd(M). Diz-se que v € T,(M) aponta para dentro se v ¢ T,(Bd(M)) e para
algum € > 0, existe um segmento de curva v : [0,¢] — M tal que v(0) = p e v'(0) = v.

Diz-se que aponta para fora se —v aponta para dentro.

Um campo vetorial ao longo de Bd(M) é dito apontando para fora ou apontando para

adentro se seu valor em cada ponto tem esta propriedade.

Teorema 1.2.18 Orientagao induzida no bordo. Seja M uma variedade suave orien-
tada com bordo. A orientagao em Bd(M) induzida da orientacao de M e determinada por
qualquer campo vetorial apontando para fora ao longo de Bd(M) independe da escolha

do campo vetorial.

Prova: Ver [9], pag. 239. O

Observacao 1.2.19 Como consequiencia do corolario anterior, existe uma tunica ori-
entacao em Bd(M) determinado pela orientagao de M. Chamamos a esta orientacao

a orientacao induzida ou orientagao de Stokes em Bd(M).

Definicao 1.2.20 Curvas integrais. Uma curva suave v : J — M determina um vetor

tangente ¥'(t) € T (M) Vt. A seguir descreveremos uma forma de traduzir isto.

Seja M uma variedade diferenciavel e y um campo vetorial em M. Uma curva integral

de x, é uma curva suave v : J — M definida num intervalo aberto J tal que

Y (t) = x40 = xX(7(1) VteE

Definicao 1.2.21 Fluxos. Existe outra forma de ver a familia das curvas integrais
associadas a um campo vetorial. Seja y um campo vetorial numa variedade M e suponha
que tem a seguinte propriedade. Para cada ponto p € M existe uma tinica curva integral

0P : R — M comegando em p (isto nem sempre é o caso). Suponhamos que podemos

11



definir uma aplicacao 0; de M em M mesmo que leva cada p € M ao ponto seguindo a

curva come¢ando em p no tempo t:

bi(p) = 0(2).

Isto define uma familia de aplicagées 0, : M — M parat € R. Se ¢ = 0%)(s). As curvas
integrais comecando em q satisfazem 09 (t) = ) (t + s). Expressando em termos de 0,
isto equivale a

0 0 05(p) = O115(p)-
Considerando 0y(p) = %) (0) = p, temos que a aplicacio 6 : R x M — M é uma acdo do

grupo aditivo R em M.

Motivados por estas consideracoes definimos um fluxo global em M como uma acao
de R em M. Isto é, uma aplicacao suave 6 : R x M — M satisfazendo as seguintes
propriedades para todo s,t € R e todop € M.

0(t,0(s,p)) = 6(t+s,p)

0(0, p) = p

(1.3)

Dado um fluxo global # em M definimos duas colecoes de aplicacoes como segue-se

e Para cadat € R, defina 6, : M — M por
0:(p) = 0(t, p).

As propriedades (1.2.1) sao equivalentes aos axiomas de grupos

9,5093 = HtJrs.
60 - ’ldM

Para qualquer acao de grupo, cada aplicacao 0, : M — M é um difeomorfismo.

e Para cada p € M, defina uma curva suave %) : R — M por
6(t) = 6(t,p).

12



A imagem de esta curva é exatamente a orbita de p pela acao de grupo.

Teorema 1.2.22 Seja 6 : R x M — M um fluxo global. Para cada p € M, defina um

vetor tangente x, € T,(M) por

0

Xp =0(p)'(0) = 5:0p)|

A correspondéncia p — x, é um campo vetorial x em M e cada curva %) é uma curva

integral de x. O campo vetorial y nesta proposicao é chamado gerador infinitesimal de

X-

Prova: Ver 9, pag. 311. U

Definicao 1.2.23 Intervalo maximal. Seja M uma variedade diferenciavel. Um
dominio fluxo para M é um subconjunto aberto D C R x M com a seguinte propriedade:

Para cada p € M, o conjunto D\/ ={UeR: (U, )€ D} éum intervalo aberto que

Va

contem 0. Um fluxo em M é uma aplicacao suave 6 : D — M, que satisfaz

0(t,p)=p Vpe M.
(1.5)
0(t,0(s,p)) =0(t+ s,p) ondes € D\/} Ll e Dg(fv).
Definicao 1.2.24 Fluxo maximal. Um fluxo maximal é um fluxo que nao pode-se

estender a um dominio fluxo maior.

Teorema 1.2.25 Teorema fundamental dos fluxos. Seja y um campo vetorial suave
numa variedade diferenciavel M. Entao existe um tnico fluxo maximal cujo gerador

infinitesimal é .

Prova: Ver [9], pdg. 314. O

Teorema 1.2.26 Lema do escape. Seja M uma variedade diferenciavel e y um campo
vetorial em M. Se v é uma curva integral de x cujo dominio maximal nao é R, entao a

imagem de 7y nao pode estar contido em qualquer subconjunto compacto de M.
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Prova: Ver [9], pag. 316. O

1.3 CONEXOES RIEMANNIANAS

Definicao 1.3.1 Métrica riemanniana. Uma métrica riemanniana ou estrutura rie-
manniana em uma n-variedade diferenciavel M, é uma correspondéncia que associa a
cada ponto p € M um produto interno ( , ), no espaco tangente T,(M), que varia difer-
enciavelmente no seguinte sentido: se ¢ : U C R" — M é um sistema de coordenadas

locais em torno de p com ¢(x1,...,2,) =q € pU) e %(q) = dz;(0,...,1,...,0), entao

(81 (q), %(q»q = gij(z1,...,2,) é uma fungao diferencidvel em U.

Definicao 1.3.2 Gradiente de uma funcao. Seja f uma funcao suave numa n-

variedade M. Definimos o campo vetorial gradiente de f por

3 of o
ij v

Esta definicao independe da carta escolhida.

De acordo a nossa defini¢ao anterior, as fungoes ¢;; dependem da estrutura riemanni-
ana estabelecida em M.

Definicao 1.3.3 Conexao afim. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel
M ¢é uma aplicacao

V:T(M) x T(M) — T(M)

o qual indicamos por (x, x’) AR V, X' que satisfaz as seguintes propriedades:
) Vg X" = VX" +gVex".
i) V(X' +x") = VX' + Vx".
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iii) Vo fx' = fVuxX' + x(f)X,

onde x, X', X" € T(M) e f,g € C®(M).

Teorema 1.3.4 Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial x ao longo da curva

Dx

diferencidvel o : (0,1) — M um outro campo vetorial —

ao longo de o, denominado

derivada covariante de x ao longo de « tal que:

. D D ’

i) i +x) =g+ 5

i) 2(fx) = %X + f%, onde x' é um campo vetorial ao longo de o e f é uma fungao
diferencidvel em (0, 1).

iii) Se x é induzido por um campo vetorial X' € T (M), isto é x(t) = x'(a(t)), entao

D !
d—f = Va/dtX

Prova: Ver [2], prop. 2.2. O

Definicao 1.3.5 Campo vetorial paralelo. Seja M uma variedade diferenciavel com
uma conexao afim V. Um campo vetorial x ao longo de uma curva o : (0,1) — M é

chamado paralelo se % = 0 para todo t € (0,1).

Teorema 1.3.6 Existéncia do campo vetorial paralelo. Seja M uma variedade
diferencidvel com uma conexao afim V. Seja o : (0,1) — M uma curva diferenciavel
em M e xo um vetor tangente a M em a(ty), to € (0,1). Entao existe um iinico campo
vetorial paralelo x ao longo de « tal que x(to) = xo, x(t) é chamado transporte paralelo

de x(to) ao longo de «.

Prova: Ver [2], prop. 2.6. O

15



Definicao 1.3.7 Geodésica. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica

emty € I se % (%) no ponto ty; se v é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que vy é

uma geodésica, a restrigao de v a |a,b] é chamada segmento de geodésica ligando y(a) a
(D).

Proposicao 1.3.8 Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p € M, um niimero ¢ > (
e uma aplicagao C* v : (=2,2) xU — M, U = {(Il,v) : L eV, v e Ty(M), |v] < €}
tal que t — ~y(t,q,v), t € (—=2,2) é a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa

por g com velocidade v, para cada ¢ € V e cada v € T,(M), com |v| < e.

Prova: Ver [2]. Prop. 2.7. O

Definicao 1.3.9 Aplicacao exponencial. A proposicao anterior nos permite intro-
duzir o conceito de aplicagao exponencial da maneira seguinte. Sejap € M eUd C T (M)

um aberto dado pela proposicao anterior. Entao a aplicacao exp: U — M dada por

v

eXp(q7U) = 7(17 q, U) = 7(|U|7 q, m)a (Q>U) eu

é chamada aplicacao exponencial em U.
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1.4 HOMOTOPIA

Definicao 1.4.1 Aplicagoes homotoépicas. Duas aplicagoes continuas fo, f1 : X — Y
entre espacos topologicos sao ditas homotopicas se existe uma aplicacao continua F' :
I x X — Y tal que para todo x € X tem-se F(0,z) = fo(z) e F(1,z) = fi(z). Se diz
que F' é uma homotopia entre fy e fi. Escreveremos também F(t,x) = fi(x) e f =~ g
indicara que f e g sao homotdpicos.

De este modo, quando fixamos z e fazemos variar ¢, temos que f;(z) é um arco que
une fo(x) com fi(z). Informalmente podemos dizer que uma homotopia muda a imagem

de cada ponto de X por fy através de um caminho em Y que leva até a imagem do mesmo
ponto por fi, de forma que a transformagao é ”globalmente” continua.

Definicao 1.4.2 Grupo fundamental. Se X é um espaco topoldgico, um lago num
ponto x € X é um arco (continuo) o : I — X tal que 0(0) = o(1). Diremos que dois
lacos 0g e 01 em x sao equivaléntes se existe uma homotopia F' : I x I — X tal que

Fy =09, F1 =01 e F;(0) = Fi(1) = x para todo t € I.

E claro que a homotopia de lagos num ponto x é uma relacao de equivaléncia. Defin-
imos o grupo fundamental de X no ponto x como o conjunto de todas as classes de

homotopia de lagos em x e denotamos isto por (X, x).

O conjunto (X, z) admite estrutura de grupo com a operagao dada por [o][7] = [o7]
onde (25) /
0(2s), se 0<s<1/2
(o7)(s) = { 7(2s —1), se 1/2<s<1 (16)

Se prova que esta definicao nao depende dos representantes de cada classe, isto €, se
o] = [0'] e [7] =[] entdo [oT] = [o'7].

Ademais, o conjunto 7 (X, z) junto com esta operacao satisfaz os axiomas de grupo.
Se f: (X,z) — (Y,y) é uma aplicagao entre pares (isto é, uma aplicagao continua tal

que f(z) = y), entdo podemos definir f, : (X, z) — 71 (Y, y) mediante f.([o]) = [f o o].
E facil comprovar que esta definicao nao depende do representante da classe, ademais, é
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imediato que (o7) o f = (0o f)(7 o f), pelo que f, é claramente um homomorfismo de
grupos. Também é obvio que 1, = 1 e que (fg)x = f+«g«, de modo que m; é un functor da
categoria de pares (X, z) na categoria de grupos.

Isto implica em particular que se f é um homeomorfismo, f, ¢ um isomorfismo de
grupos; portanto, o grupo fundamental é um invariante topoldgico.

E evidente que o grupo (X, z) depende unicamente da componente arco-conexa de
x em X. Assim, nao perdemos generalidade supondo que X é conexa por caminhos.

Definicao 1.4.3 Tipo de homotopia. Uma aplicacao continua f : X — Y chama-se
uma equivaléncia homotopica quando existe g : Y — X continua tal que go f =~ idx e
fog = idy. Diz-se entao que g é um inverso homotopico de f e que os espagos topologicos

X eY tém o mesmo tipo de homotopia. Escreveremos, neste caso, X =Y ou f: X =Y.

Definicao 1.4.4 Espacos contrateis. Diz-se que um espaco topoldgico é contratil quando

ele tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto.

Observagao 1.4.5 Escreveremos f : (X,U) — (Y,V) para indicar que U C X,V C Y,
f: X—=YeflU)CV.

1.5 HOMOLOGIA SINGULAR E COHOMOLOGIA

Definicao 1.5.1 Simplexo afim e singular. Um p-simplexo afim em R"™ é o fecho

convexo S de p + 1 pontos ag, ..., a, € R" linearmente independentes.

Chamaremos p-simplice canonico ao p-simplexo afim

AP:{(alw"a'ap) ERp|a'i20> Zai < 1}

Um p-simplexo singular em um espaco topoldgico X é uma aplicagao continua o :

A, — X.
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Definicao 1.5.2 Cadeias singulares. Seja A um anel conmutativo com unidade. Para
cada nimero natural p > 0, chamaremos médulo das p-cadeias singulares de um espaco
topoldgico X # (0 ao A-mdédulo livre Cp(X) que tem por base o conjunto de todos os

p-simplices singulares em X.

Definigao 1.5.3 Seja A um anel conmutativo com unidade. Um A-mddulo graduado é

uma suma direta de A-médulos C' = ®pEZ Cp. Os elementos de cada A-submdédulo C,

sao chamados elementos homogeéneos de grau p. Um submoddulo graduado de C' é um

moédulo D =&, _, D, onde D, = C,( D.

PEZ

Assim, a cada espago topologico X podemos associar o médulo graduado

C(X) = P G (x).
PEZL
Um homomorfismo graduado f : C' — D (de grau d) entre dois A-médulos graduados,

¢ um homomorfismo tal que f, = f| :C, — D,y4 para todo inteiro p

»

Por exemplo, se f : X — Y é uma aplicacao continua entre dois espagos topolégicos,
para cada p-simplice o : A, — X em X, podemos definir fﬁ(a) = oo f, que é um
p-simplice em Y. Definimos f% : C,(X) — C,(Y') como o homomorfismo de médulos que
estende linearmente a aplicacao fﬁ que acabamos de definir. E dizer, o homomorfismo

definido por
fﬁ(z a;o;) = Z az-fﬁ(ov).
Os homomorfismos fg estendem-se a um unico homomorfismo de grau zero
Fi:O(X) = C(Y)

entre médulos de cadeias de X e Y. E f4cil ver que (fog)f = ffogf. Assim mesmo, se
f ¢ a identidade em X, entdo f* é a identidade em C/(X)

Agora vamos a definir a fronteira de uma cadeia singular. Em primer lugar definimos
a fronteira dos simplices canonicos:
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Definimos a fronteira do p-simplice (zo, ..., z,) como a p-cadeia

p

Op(x0, - xp) = Y (=1 (w0, ., Fiy ., 1) € Cpn (D).

i=0
Para p = 0 definimos 0y(x¢) = 0.

Agora definimos a fronteira de um p-simplice singular o : A, — X como

Op(0) = o*(0y(xo, ..., 1))

Os homomorfismos d, estendem-se a um tnico homomorfismo de grau —1
0:C(X)— C(X)

do médulo de cadeias de X em se mesmo. Observemos pela definicdo 0 conmuta com o
para todo p-simplice 0. Mais geralmente temos

Defini¢ao 1.5.4 Complexo. Um complexo é um parC = (@pez Cyp, 0), onde a primeira

componente é um A-médulo graduado e 0 é um homomorfismo de grau —1 tal que

0dod=0.

De este modo, se X é um espago topolégico, temos que C(X) é um complexo com o

operador fronteira construido acima.

Definicao 1.5.5 Homomorfismo de complexos. Um homomorfismo de complexos

¢ : C — C' é um homomorfismo de grau 0 tal que ¢ o & = 9 o ¢.

Defini¢ao 1.5.6 Grupos de homologia. Seja C = ®p€Z C, um complexo de A-
médulos. Os elementos C, chamam-se cadeias de dimensao p. Os elementos de Z, =
Nuc(0,) sao chamados ciclos de dimensao p. Os elementos F,, = Im(0,41) sao chamados

fronteiras de dimensao p. A condi¢ao 0,41 © 0, = 0 implica F, < Z,,.

O mdédulo H,(C) = Z,/F, chama-se grupo de homologia de dimensao p de C. Dois

ciclos sao homologos se pertencem a mesma classe de homologia.
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Por razoes de utilidade vamos definir grupos de homologia mais gerais: Se U C X,
definimos C(C,U) = C(X)/C(U). A os elementos de C,(X,U) os chamaremos p-cadeias
de X médulo U. A os grupos de homologia os chamaremos grupos de homologia relativa

de X médulo U e os representaremos por
H,(X,U)=Z2,X,U)/F,(X,U).

As veces escreveremos Hy(X | z) para indicar H,(X, X —{z}). Observemos que H,(X) =
HP(X> (Z))

Teorema 1.5.7 Teorema de homotopia. Se os pares (X,U) e (Y, V) sdo homotépicos

entdo para todo p € Z temos que H,(X,U) = H,(Y,V).

Prova: Ver 21. Pag. 200. U

Teorema 1.5.8 Sejam V C U C X espacos topologicos, sejam
i (UV)— (X,V), Jj:(X,V)— (X,U)

a inclusao e a identidade respectivamente. Entao temos uma sequéncia exata

- Hy (U, V) 55 Hy(X, V) 25 H (X, U) 22 H, (U, V) "5

Prova: Ver 21. Teorema 5. O
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CAPITULO 2

A CATEGORIA COBORDISMO

Neste capitulo estabeleceremos a estrutura cobordismo e a operagao que nos permite
compor cobordismos. Comecaremos falando sobre funcoes de Morse que serao de grande
importancia para o estudo de pontos criticos em variedades, introduzimos a topologia-C?,
ferramenta que nos permitird mostrar a existéncia de fungoes de Morse em variedades
compactas, que por sua vez, permitird definird o indice de um cobordismo elementar.
Usaremos esta operagao entre cobordismos para reordenar qualquer cobordismo como
composicao de cobordismos elementares, o que serd feito na secao 2.4. A tultima secao é
dedicada a mostrar que podemos reordenar cobordismos em termos de seus indices. Este
resultado serd usado no teorema 3.3.7 na técnica de eliminacao de pontos criticos.

2.1 FUNCOES DE MORSE

Seja f : M — R suave e p € M. Dizemos que p é um ponto critico de f se

fo : To(M) — Ty (R) é zero. Se escolhermos um sistema local coordenado (1, ..., ;)
numa vizinhanga U de p, isto quer dizer
0f(p) _  _9f) _
0x; o 0xy ’

O ntimero ¢ € R é chamado valor critico de f se existe algum ponto critico p de f tal
que f(p) = c.

Denotemos por M® = f~!(—o00,al. Se a nao é valor critico de f, entao M* ¢ uma
variedade com bordo f~!(a).

Um ponto critico p é chamado nao degenerado se a matriz
2f
H(f) = [ —8@6(2 ] (2.1)

¢ nao singular para algum sistema coordenado x1,---,x,; esta definicao independe da
escolha do sistema coordenado local. Denotamos o conjunto de pontos criticos de f por
cr(f). Se todos os pontos criticos de f sdo nao degenerados, entao f é chamada func¢do
de Morse.

Seja p um ponto critico de f e x,, X, € Tp(M). Entao x, e x, tem extensoes a
campos vetoriais x, x’. Portanto, a correspondéncia Hy(f) : (Xp, X,) = Xp(X'f) define
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uma forma bilinear simétrica em 7},(M). De fato Se

o , o
x=Q e e X =) g
temos que

i J

. ob; da; . 0
X = Z(Zaja_wj B bja_xj)al’i

implica

Xo(X'f) = x,(xf) = D, XJp(f) = 0.

Se consideramos as funcgoes a; e b; como fungoes constantes, entao

2
Hy(F)(Xps Xp) = Xo(X'f) = X (Z bj%) B Z aib; gxf&g?f

5,

Assim, a matriz H(f) representa a forma bilinear H,(f) na base {8%1 e By
p n

O indice A de f em p é o nimero de autovalores negativos da matriz que representa
a Hp(f).

Lema 2.1.1 Lema de Morse. Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional e p

um ponto critico nao degenerado de indice X de uma funcao suave f : M — R. Entao

existe um sistema coordenado local (yi, . ..,Yy,) numa vizinhanca U de p com y;(p) = 0
para todot=1,...,n tal que

fn o y) = F0) =yl — o = YA+ T+ Y
Prova: Ver [13], lema 2.2. O

Lema 2.1.2 Se f~'[a,b] é compacto e nao contem pontos criticos de f, entao M® é
difeomorfa a M®, além disso M® é um retrato por deformacao de M?; assim, a inclusao

M® — M?" é uma equivaléncia homotépica.

Prova: Ver [13], teorema 3.1. O
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-grad(f)/| grad(f)|

Definicao 2.1.3 Triade de variedades diferenciaveis. Uma triade de variedades
diferencidveis é uma tripla (W, Vy, V1), onde W é uma variedade compacta e Bd(W) é a

uniao disjunta de duas subvariedades fechadas V; e V.

Observacao 2.1.4 De acordo com nossa definicao, uma variedade compacta sem bordo

é também uma triade de variedade diferenciavel.

Definicao 2.1.5 Cobordismo. Dadas duas variedades fechadas My e M; (isto é My,
M, compactas com Bd(My) = Bd(M;) = . Um cobordismo de My a M; é uma quintupla
(W, Vo, Vi, hg, hy), onde (W, Vy, V1) é uma triade de variedades diferencidveis e h; : V; —

M; é um difeomorfismo (i = 0,1).

Dois cobordismos (W, Vy, Vi, ho, hy) e (W', Vy, V], hy, b)) de My a M sao ditos equivaléntes
se existe um difeomorfismo g : W — W' levando V; a Vi e Vi a V| tal que para cada

(1 =0,1) o seguinte diagrama comuta.

glv;

N
M;

Vi 4

Observagao 2.1.6 No que segue identificaremos a triade (W, Vy, Vi) com o cobordismo

(M/u ‘/07 ‘/luideZ.dVi)'
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Observagao 2.1.7 Na secao 3.2 sera necessario utilizar o conceito de orientacao, entao
um cobordismo consistira de uma variedade compacta orientada. Portanto, de acordo ao

teorema 1.2.1 o bordo Bd(W) serd orientada.

Observacao 2.1.8 Se consideramos D? com a orientacao standard deduzida da ori-
entagao de R?, a orientacao induzida em S' = Bd(D?), corresponde ao sentido anti-

horério em S*.

Lema 2.1.9 Seja U um subconjunto aberto de R™ e f € C*(U). Entao para quase toda

forma linear L € (R™)*, a fungao f + L tem somente pontos criticos nao degenerados.

Prova: Ver [3], pag. 43. O

Definicao 2.1.10 Funcao boa. Seja f : M — R uma funcao suave e C um subcon-

junto de M. Dizemos que f é boa em C se f nao tem pontos criticos degenerados em

C.

Lema 2.1.11 Seja U um subconjunto aberto de R™ e K um subconjunto compacto de U.
Se f € C*(U) é boa em K, entao existe § > 0 tal que para toda g € C*(U) satisfazendo

em K
of 9y

>’f d%g

udn,  Omoz, <0 1T Leom (2.2)

Entao g é boa em K.

Prova: Seja |df| = [(%)2 N %2]1/2'
Por ser f boa em K, temos
h = |df| + |det(H(f))| > 0.

9f _ g
ox

811-

Se 1 =min(h) em K, sejan < (£)/2 e

K
2 .

[df| — Idg| | < |df — dg| = Z]ax %
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Por outra parte

[HNI = [H@I] < [H(f) -

_ ‘Z”

MZZ]
J.

<

<

H(h)]
82 ) 82f B 82g
696 8J:J ? Ox;0x;/ | Oxi0x; Ox;0x; (2 3)
9%g .
axldx] T Ox;0z;

Onde F' é um polinémio. Ora, seja 0 < min{n, 537} e suponhamos 2.1.2. Entao

1"
[af| —ldgl | <& e

implica
i

2
Segue-se entao que g é boa em K.

0<-—

| det[H(f)]

0

~ detlH(g)] | < 5

S < 1df] + det[H(f)] < |dg| + det[H (g)].

Lema 2.1.12 Sejam U y U’ subconjuntos abertos de R", h : U — U’ um difeomorfismo,

K C U compacto e h(K) = K'. Dado € > 0, existe § > 0 tal que se f € C>(U’) satistaz
em K’
af o0 f
6| 5. .
Entao f o h satisfaz em K
df oh *foh
<o | | 5. .
‘f © | < 3@ 8@8% < (2 5)
Prova: Pela regra da cadeia temos
dfoh  Of Ohy af oh,
or;  Ory O ox,, 0x;
ou que implica
Pfoh  &f Oh Of 0?f Oh, of  9%h,
(%ciaccj a 8%8:61 8@ 0x1 8x18:cj 8@8% 8xj 8@8% axzaxn
Desde que K’ é compacto, as funcoes h, =+ e aj ah sao limitadas. Seja ¢ suficientemente

pequeno satisfazendo 2.1.3, entao segue a nossa afirmacao

g
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Definicao 2.1.13 Uma funcao de Morse em uma triade de variedades diferenciaveis

(W, Vo, V1), é uma fungao diferencidavel f : W — |a,b] tal que
L f~H(a) = Vo, [71(b) =W,

2. Todos os pontos criticos de f sao nao degenerados e pertencem ao conjunto

WABA(W).
Lema 2.1.14 Existe uma fungao suave f : W — [0,1] com f~1(0) = V,, f~*(1) =V} tal

que f nao tem pontos criticos numa vizinhan¢a de Bd(W).

Prova: Seja Uy,...,U, uma cobertura aberta de W por vizinhangas coordenadas.
Podemos supor que nenhum U; intercepta a Vj e V; simultaneamente e que se U; (| Bd(W) #
(), entdo a aplicacao coordenada correspondente é h; : U; — R [ B(0).

Sejai=1,...,nfixoeh; = (x},... 27).
Definimos
ZL’?, s€ UZ ﬂ VE) 7é @
fi=9q 1—a}, se U NVI#0
3 se Uy Bd(W)=10
Escolhemos uma parti¢ao da unidade {1, ..., ¢} subordinada a cobertura {Uy, ..., Us}
e definimos
fW = 0,1]

p = @A)+ -+ er(p) filp)
Se p é fixo, | = maz{fi(p),..., fr(p)} <1, entdo

k

> wilp) filp) < ZZ%(}?) =<1

i=1
portanto, f estd bem definida e claramente f é suave pois, se | < k, entao f = ¢1f1 +

—Fg&lfl em UlﬂﬂUl

Afirmagao 1. f71(0) = V;. Seja p € Vj e consideremos Uy, ..., U as vizinhangas
cobrindo Vj com s < k. De acordo ao lema 2.1.1, 27(p) = 0, onde h; = (z},...,z}), entdo

o1(p)fi(p) + ...+ @s(p) fs(p) = 0.

Afirmagao 2. f~1(1) = V;. Seja p € V; entao
L=pi(p)(1 = 27(p)) + ... +@u(p)(1 — 27 (p)) = p1(p) f1(p) + - - - + @x(p) fr(p)-
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Afirmagao 3. df # 0 em Bd(W). Seja q € Vj (resp. ¢ € V1). Entao para algum i,
vi(q) > 0 e q € U;, tem-se

890 of ofi
8x" Zf] J xl—l—...—i—gpiaxn—i—...} (2.7)

Se g € Vi, entdo fi(q) =1 parai=1,..., k. Assim,
1= flqg) = er(@) i) + - -+ ewl@) frla) = er(@) (L — 27 (q)) + - + w(g)(1 — 27 (q))

implica

k k
dp; 0 _
— 8xn - 01:"(;90]) -

Portanto, temos que df # 0 numa vizinhanga de Bd(W). O

2.2 A TOPOLOGIA DE MORSE

Precisamos de informagoes sobre o conjunto das fungoes de Morse definidas numa
variedade compacta W, para isto introduzimos uma topologia sobre o conjunto F (M, R).

Definicao 2.2.1 Seja M uma variedade compacta com bordo. Consideremos o conjunto

FMR)={{: M—R: { € C®M)}.

Seja {U,} uma cobertura finita de M por vizinhangas coordenadas com aplicagoes

coordenadas h,, : U, — R" e seja {C,} um refinamento compacto de {U,}.

Para todo § > 0 e f € F(M,R), seja N({,9) o subconjunto de F(M,R) formado
pelas funcoes f — g com g € F(M,R) e

Ofa  99a Pl P ga

f =gl <o ’6.7:@- N 8:ci| < ’8:1:101:]- B Ox;0x;

| < 0. (2.8)

onde
fa:foh;I € goc:gohgl'
Entao a topologia de Morse ou a C?*-topologia em F(M,R), é a topologia gerada pelas

intersegoes finitas dos N'({,9).
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Lema 2.2.2 Seja f : M — R suave, C subconjunto compacto de M contido numa
vizinhanga coordenada (U, h) de M e N uma vizinhan¢a de f. Entao existe f; € N boa

em C.
Prova: Seja A : M — [0, 1] suave tal que A = 1 numa vizinhanga de C' e A = 0 numa
vizinhanga de M\U. Seja g = f o h™!, pelo lema 2.1.3, para quase toda transformagao

linear L : R" — R, a fun¢ao g+ AL é boa em h(C'), como h é um difeomorfismo, a fungao
(g +AL)oh é boa em Cj isto é, f1 = f(p) + AM(p)L(h(p)) é boaem C C U.

Afirmacgao. Se os coeficientes da transformacao linear L sao suficientemente pe-
quenos, entao f; € N.

Como K = Suporte(A) C U e A = 0 numa vizinhanga de M\U, entao f; difere de f
somente em K. Seja L(x) = L(xy,...,2z,) = Y l;x;. Tem-se que

goh ™ (z) = foh T (z) = (A (2)) > lim; V€ h(K) (2.9)

Desde que h(K) é compacto, por escolha de [; suficientemente pequeno conseguimos que
a diferenca 2.2.2 junto com sua primeira e segunda derivada é menor do que um € > 0 no
conjunto h(K). Agora, se € é suficientemente pequeno, segue-se que f; € N. O

Observagao 2.2.3 Aplicando o lema 2.1.4, podemos conseguir uma vizinhanca N de

f1 e Ny € N. Assim, qualquer funcao em N, é também boa em C'.
Teorema 2.2.4 Em qualquer triade (W, Vy, V1) existe uma fungao de Morse.

Prova: O lema 2.1.6 nos diz que 3 uma fungao suave f : W — [0, 1] tal que
L f740) = Vo, f71(1) = 1.
2. f nao tem pontos criticos numa vizinhanca de Bd(W).

Queremos eliminar os pontos criticos degenerados em W\ Bd(W) preservando as pro-
priedades 1 y 2 de f. Seja U uma vizinhanga aberta de Bd(W) no qual f nao tem
pontos criticos. Como W é normal, existe uma vizinhanga aberta V' de Bd(W) tal que
V C U. Seja {U,} uma cobertura finita de W por vizinhancas coordenadas. Desde
que W = [JU, NW\W)U [U(U. N U)], podemos supor que cada U, estd contido em
U ou em W\V. Seja {C,} um refinamento compacto de {U,} e seja Cy a unido dos
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C, contidos em U; claramente Cj é compacto. Agora, pelo lema 2.1.4 numa vizinhanca
suficientemente pequena N de f, nenhuma funcao pode ter pontos criticos degenerados
em Cy. Também, 0 < f < 1 no conjunto compacto W\V. Dai, se § é suficientemente
pequeno tal que f+9d < 1e0 < f— 4, entdao para g em W\V temos que 0 < g < 1 na
vizinhanga N’ = N (4, f).

Seja Ny = N[N’ e suponhamos que as vizinhancas coordenadas em W\V sao
Uy, ...,Ug. De acordo ao lema e observacao anterior, existe f; € Ny que é boa em C] e
numa vizinhanca N; de f;, Ny C Ny para o qual, toda funcao é boa em C;. Repetindo
este procedimento k vezes, conseguimos uma funcao fp € Ny € N1 C ... C Ny o qual

é boaem CoJC1J---UCr = M. DesdequekaNogN’efk‘ :f‘ , [x satisfaz 1
v 1%
e 2. Portanto, f; é de Morse em W.

Defini¢ao 2.2.5 Niumero de Morse. O nimero de Morse p da triade (W, Vy, Vi) é o
minimo do nimero de pontos criticos de f, onde f varia sobre todas as fun¢oes de Morse

f:W-=R.

Podemos aproximar uma funcao de Morse por uma funcao de Morse com valores
criticos distintos como mostra o seguinte teorema.

Corolario 2.2.6 Seja f : W — [0,1] uma fung¢ao de Morse para a triade (W, Vp, V1)
com pontos criticos py,...,pr. Entao f pode-se aproximar por uma funcao de Morse g
com os mesmos pontos criticos tal que g(p;) # g(p;) parai # j.

Prova: Suponhamos f(p;) = f(p2) e seja A : W — [0, 1] uma funcdo suave tal que

A = 1 numa vizinhanca U de p; e A = 0 fora de uma vizinhanca N, onde N C W\ Bd(W)
e N nao contem nenhum p; com i # 1.

Desde que sup(f) = s < lem U esejae; < 1—s,se fy = f+e A tem valores em [0, 1] e
fo(p1) # fo(pi) parai # 1. Considerando em W uma métrica riemanniana, a compacidade
de W nos diz que existem constantes ce ¢ talqueem K = {p € W : 0 < A(p) < 1} temos

0 <ec<|grad(f)] e lgrad(\)] < ¢.

Seja 0 < € < min{e, 5}. Afirmamos que g = f + €A é uma funcao de Morse e g(p1) #
g(pi) Vi# 1.
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Claramente fora de K temos |grad()\)| = 0 ou que implica |grad(g)| = |grad(f)|. Por
outra parte, em K temos

lgrad(f + N)| > |grad(f)| — |egrad(\)| > ¢ —ed > 0.

Portanto, f e g tem os mesmos pontos criticos. Desde que H(g) = H(f)+H(e\) = H(f),
entao g é também de Morse. O

Lema 2.2.7 Seja M uma variedade compacta sem bordo. As fungoes de Morse formam

um subconjunto aberto denso de F(M,R) na topologia-C*.

Prova: Seja (Uy, hy),. .., (Ug, hy) uma cobertura finita de M por vizinhangas coorde-
nadas. Podemos conseguir conjuntos compactos C, C U, tal que {Cy,...,Cy} cobre a
M.

Afirmacao 1. O conjunto de funcoes de Morse é aberto. Seja f : M — R de
Morse. O lema 2.1.4 nos diz que numa vizinhanga N, de f em F(M,R), toda fungao
é boa em C,. Assim, na vizinhanga N = Nj()...[| Nk de f, toda fungao é boa em
M=c...UCk.

Afirmacao 2. O conjunto de fungoes de Morse é denso. Seja f: M — R de Morse
e N uma vizinhanca de f. Pelo lema 2.1.4, existe f; € N a qual é boa em C] e pela
observacao anterior conseguimos uma vizinhanga Ny de f; com N; C N. Assim, qualquer
funcao em N; é boa em C;. Repetindo este procedimento com f; € Ny obtemos f; € Ny
boa em (5 e uma vizinhanca Ny de fo, No C Ny tal que qualquer funcao em Ns é boa
em Cs. A funcao f5 é claramente boa em C] ja que pertence a N;. Finalmente, obtemos
uma funcao fr, € Ny C Ny 1 C...C Ny C Noqual éboaem Ci{J...lUCky = M. O

Observagao 2.2.8 Na topologia C?, as funcées de Morse formam um subconjunto aberto

denso das aplicagoes f : (W, Vy, V1) — ([0,1],0,1).

Teorema 2.2.9 Seja f: (W, Vo, V1) — ([0,1],0,1) uma fungao de Morse e suponhamos
que 0 < ¢ < 1, onde ¢ é um valor regular de f. Entao f~1[0,c] e f~[c, 1] sao variedades

com bordo.

Prova: Segue-se do teorema da fungao implicita. De fato, se p € f~!(c), entdao, em
algum sistema coordenado local xq,...,z, em torno de p, f é localmente a projecao
R" = R, (z1,...,2,) = Tp. O
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2.3 COBORDISMO SOMA

A seguir estabeleceremos o teorema da vizinhanca colar, o qual é fundamental
para definir uma operacao entre dois cobordismos.

Definicao 2.3.1 Campo vetorial tipo gradiente. Seja uma funcao de Morse na
triade (W™, V, V") com dim(W) = n. Um campo vetorial £ em W™ é dito campo vetorial

tipo-gradiente para f se
L. &(f) > 0 em W™\er(f).
2. Dado um ponto critico p de f, existem coordenadas
(Z,79) = (1, .+, TN, Tag1y - - Tny)
numa vizinhanca U de p tal que f = f(p) — |Z]* + |¢]* e £ tem coordenadas
(=1, ooy =2, Tag1s -5 Tp)-

Lema 2.3.2 Para toda fungao de Morse f numa triade (W™, V, V'), existe um campo

vetorial tipo-gradiente & de f.

Prova: Suponhamos que f tem somente um ponto critico p. Pelo lema de Morse,
escolhemos coordenadas (Z,y) = (z1,...,Tx, Try1,- - -, Tp) DUmMa vizinhanga Uy de p tal
que f = f(p) — |Z)* + |#)? em Uy. Seja U uma vizinhanca de p tal que U C U,. Cada
ponto p’ € W\Uy nao é um ponto critico de f. Segue-se do teorema do posto que existem
coordenadas z/, ..., z) numa vizinhanca U’ de p’ tal que f = cte + 2} em U’.

Como W\Uj é compacto, podemos conseguir vizinhangas Uy, . .., Uy tal que
L. W\Uy CUU...lUUs.

2. UNU;=0i=1,....,ke

3. U; tem coordenadas z%,.... 2% e f =cte+ 2, em U;, i =1,... k.

Em U existe o campo vetorial com coordenadas (—xy, ..., —Zx, Trt1,...,Ty). Em U;
ii com coordenadas (1,0,...,0) ¢ =1,..., k. Seja uma partigdo

da unidade ¢, ..., ¢, subordinada a Uy, ..., Uy, mas, se & sao os campos vetoriais em

existe o campo vetorial
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U;, entao & = Zf:o ;& € um campo vetorial tipo-gradiente em W com as propriedades
requeridas. Il

Definigao 2.3.3 Cobordismo produto. Uma triade (W, Vy, V1) é chamada cobordismo

produto se é difeomorfa a triade (Vo x [0,1], Vo x 0,V x 1).

Teorema 2.3.4 Se o niimero de Morse p da triade (W, Vy, V1) é zero, entao (W, Vg, V1)

é um cobordismo produto.

Prova: Seja f: W — [0, 1] uma fungao de Morse sem pontos criticos. Pelo lema 2.3.1,
existe um campo vetorial tipo-gradiente ¢ para f. Entao £(f) : W — R é estritamente
positiva.

Por fazer £ = E(E_)’ podemos supor que £(f) = 1 em W. Seja ¢ : [a,b] — W uma
curva integral para o campo &.

De ¢'(t) = &,@) temos que

S 09) = [@)ote 0 oty = Eptol) = (€Nl = 1.

Entao f(p(t)) = t + cte. Fazendo mudanca de parametros ¢ (s) = (s — cte) obtemos
uma curva integral que satisfaz f(1(s)) = s. Ora, desde que W é compacto, cada curva
integral pode-se estender sobre um intervalo maximal da forma [0, 1].

Assim, para cada y € W, existe uma curva integral maximal ¢, : [0,1] — W o qual
passa pelo ponto y, e satisfaz f(1,(s)) = s. Ademais, pelo teorema do fluxo, 1,(s) ¢ uma
funcao suave nas duas variaveis.

Define-se 6 : Vj x [0,1] — W por (yo,s) — ty,(s) a qual é injetiva pelo teorema
fundamental dos fluxos e tem por inversa a funcao suave W — V4 x [0, 1] definido por

y = (Yy, f(y))- [l

Corolario 2.3.5 Teorema da vizinhanga colar. Seja W uma variedade compacta

com bordo. Existe uma vizinhanga de Bd(W') chamada vizinhanga colar difeomorfa a

Bd(W) x [0,1).
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Prova: Pelo lema 2.1.6, existe uma fungao suave f : W — R tal que f~(0) = Bd(W)
e df # 0 numa vizinhanca U de Bd(W). Seja

O<e<inf{M: |f| <M emW\U}.

Entéo f é de Morse em f~'[0,£]. O teorema anterior nos diz que f~'[0, §) é difeomorfa
a f71(0) x [0,1) = BA(W) x [0, 1). 0

Definigao 2.3.6 Uma subvariedade fechada conexa M™ ' C W™\ Bd(W") é chamada
bilateral se alguma vizinhanca de M™~ ' em W™ é separada em duas componentes quando

M™ 1 é removido.

Corolario 2.3.7 Teorema da bicolaridade. Suponhamos que toda componente de
uma subvariedade suave M de W é compacta e bilateral. Existe uma vizinhanca bicolar

de M em W difeomorfa a M x (—1,1) tal que a M corresponde a M x 0.

Prova: Seja C' é uma componente conexa de M. Desde que C C W\Bd(W), C é
compacto e contido no aberto W\ Bd(W), assim existe um compacto D tal que C' C D°
e D C W\Bd(W) ou que implica C' C D° e D°=unido de suas componentes conexas.
Desde que cada componente de M pode ser coberta por conjuntos abertos disjuntos, é
suficiente considerar o caso que M tenha somente uma componente conexa.

Seja U vizinhanca aberta de M em W\Bd(W) tal que U é compacto e esté contido
numa vizinhanca V’ de M o qual é separado em duas componentes quando M é removido.

Temos:
MCUCUCV' CW.

Seja V\M = U]JUj, e U; = (MNU)U i = 1,2, entao Uy (\Us = M = Bd(U;) =
Bd(U;). Como na prova do lema 2.1.6, escolhemos uma cobertura finita Uy, ..., U, de W
formada por vizinhancas coordenadas e suponhamos que estes sao precisamente os que
cobrem a U. Seja ¢1, ..., ¢, uma particao da unidade subordinada a esta cobertura. Se
v U — Vi (i=1,...,k) sao as fungoes coordenadas tal que 1;(M (U;) = R" ! x {0} e
T, : R® — R é a projecao na n-ésima coordenada. Seja &; = m, o1;, entao ¢ = Zle pi&;
define uma funcio suave ¢ : U — R tal que dp # 0 em M, ¢ < 0 em U\Uy, o =0 em M
e >0em U\Us.

Seja V vizinhanca aberta de M com V C U tal que ¢ nao tem pontos criticos em V.
Consideremos o infimo e supremo 2¢” e 2¢' tal que

ol <27 e 2 <y
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entao, de acordo a teorema 2.3.3, o ![€, ¢’] ¢ uma subvariedade compacta n-dimensional
de V' que tem por bordo () |Jp (") e ¢ é de Morse em ¢~ 1[¢/, €”]. Portanto,

e e () x =1L 1] R @7 (0) x [-1,1] & M x [-1,1].

Lema 2.3.8 Outra caracterizagao de variedade diferenciavel. Seja M um con-
junto e seja {(U;, ;) bier uma familia, onde cada U; é subconjunto de M e ¢; : U; —

©i(U;) € injetiva e tem-se as seguintes condigoes.
i) Para cada i € I, p;(U;) é aberto em R™ (ou RY).
ii) Para cada par i,j tem-se @;(U;(\U;) e ¢;(U;(\U;) sao abertos.
iii) Sempre que U; U; # 0, pj 00" (U U;) — ¢;(U;NU;) é diferencidvel.
iv) Uma subfamilia enumerdvel de A cobre M.

v) Sempre que p e q sao dois pontos distintos em M, existe algum U; que contém p e

q ou existem conjuntos disjuntos U;, U; com p € U; e q € U;.

Entao M possui uma unica estrutura de variedade diferenciavel de dimensao n tal
que cada (U;, ;) é uma carta suave. Prova: Ver [9], lema 1.14. O

Teorema 2.3.9 Sejam (W, Vo, Vi), (W', V[, V3) duas triades de variedades diferencidveis
e h : Vi — V| um difeomorfismo. Entao existe uma estrutura suave S para W J, W'

compativel com as estruturas de W e W'. S é unica a menos de difeomorfismo com V,

h(Vy) = V] e V] fixos.

Prova: Existéncia. Pelo corolario 2.3.4, existem vizinhangas colares Uy, U] de V; e
V/ em W e W’ respectivamente e mergulhos g1 : Vi x (0,1] — W, gy : V/ x [1,2) — W'
tal que

gz, )=z, zeVi e gyl)=y yeli
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Sejam j : W — W, W', 7/ : W' — W{J, W as inclusdes como na definicao 1.1.2.

Defina uma aplicacao
g:Vix(0,2) = W[ W
h

por
i(g1(x,t)), si 0<t<1
gla,t) = { Flouhla) 1), s 1<t <2

E claro que j(W\ V1), 5/ (W\ VY) e g(Vi x (0,2)) formam uma cobertura de W | J, W'
Porém, O lema 2.3.5 nos diz que j e j’ transportam as estruturas diferencidveis de W\ V;
e W'\ V/ sobre (W \ V1) e j/(W'\ V) respectivamente.

Por outra parte temos que

Jlo(z, 1) =jx) e J(g2(h(x),1)) = j'(h(x)). (2.10)

Sendo g1, go diferencidveis, de (2.3.1) junto com o fato que D,g; = I e Dygo =
I obtemos que W\ Vi, W\ V/ e V] x (0,2) induzem uma estrutura diferencidvel em
JWAWV)UIWA\NV)Ug(Vi x (0,2)) =W, W tal que j, j’ e g sdo diferenciaveis.

Para a unicidade estabeleceremos a seguinte definicao e um resultado.

Definicao 2.3.10 Dobro de uma variedade diferenciavel. Dado Uma variedade
diferencidavel M com bordo nao vazio, definimos o dobro de M, D(M) como a uniao de
My = M x0e M, = M x1, identificando (z,0) e (x,1) sempre que x € Bd(M). Estabele-
cemos uma estrutura diferencidvel em D(M) como segue: seja py : Uy — Bd(My x [0,1))
ep : U — Bd(M; x (—1,0] as vizinhancas colares do bordo em My e M;. Seja U a
uniao de Uy e Uy em D(M) ep: U — Bd(M) x (—1,1) o homeomorfismo induzido por
po € p1. A estrutura diferenciavel em D(M) é bem determinada se p é um difeomorfismo

e as inclusées de My e My em D(M) sao mergulhos.

Proposicao 2.3.11 O dobro de uma variedade diferenciavel M, é determinado de maneira

tinica a menos de difeomorfismo.

Prova: Ver [18], teorema 6.3. O
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Unicidade. Seja A uma nova estrutura suave em W | J, W’ satisfazendo o enunciado
do teorema e S a estrutura definida no argumento anterior. Chamemos por ja, j/4 as
inclusoes suaves com respeito a esta nova estrutura. Pelo corolario 2.3.5, existe uma
vizinhanca colar U de ja(Vi) = j4(V{) em WJ, W' e um difeomorfismo suave g4 :
Vi x (—=1,1) — U com respeito a estrutura suave A, tal que g4(z,0) = ja(z) para z € V.
Claramente, as vizinhangas locais de pontos fora de g4(V; X 0) coincidem e todo aberto na
topologia de S, é um aberto na topologia de A, portanto, é suficiente ver que vizinhnacas
de pontos em g4(V; x 0) na topologia de A sao também abertos na topologia de S. Porém
isto segue do fato que j ;' (UNj(W)) e (524) 1 (U N j4(W")) sdo vizinhangas colares de
VieV/em W e W' Finalmente, pela proposicao 2.3.7 segue que S e A coincidem. [

1
C

SIS

MMM
/

\
> }
W W

l
W W

Figura 2.1. Estrutura adjungao

Observacao 2.3.12 FE intuitivamente claro como podem-se unir duas variedades W e
W' para ter uma outra terceira variedade. O teorema anterior mostra que o resultado é

a variedade bem definida W |J, W' e portanto independe do ordem desta uniao. Porém,

depende de h.

Observagao 2.3.13 As técnicas geométricas analiticas descritas neste trabalho sao a
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base do estudo das variedades diferenciaveis, mas nao sao suficientes para o tratamento da
maior parte dos problemas dificeis, sendo necessarios instrumentos da topologia algébrica

como veremos a partir da secao 3.2.

Suponhamos agora que temos duas triades (W, Vy, Vi), (W', V/ V) com fungdes de
Morse f e f"  em [0,1] e [1, 2] respectivamente; sejam campos vetoriais tipo-gradientes £ e
¢ em W e W’ respectivamente; normalizando podemos considerar £(f) =1 e &'(f) = 1,
exceto numa vizinhanca de cada ponto critico.

Lema 2.3.14 Dado um difeomorfismo h : Vi — V|, existe uma inica estrutura suave
em W, W', compativel com as estruturas em W e W’ tal que por colagem de f e f'
obtemos uma funcao suave em W J, W' e por colagem de £ e & obtemos um campo

vetorial suave.

Prova: Segue-se usando o teorema da forma candnica para um campo vetorial e imitar
a prova do teorema 2.3.4. U

Corolario 2.3.15
pW W', Vo, V3) < (W, Vo, Vi) + (W', VA, 13)
h
onde j1 é o numero de Morse na triade.

Prova: Se f e f’ sdao fungoes de Morse definidas em W e W', entao o lema 2.3.8 nos
diz que temos uma fungdo de Morse definida em W, W', mas, na colagem as fungoes
f e f' podem-se aproximar por funcoes diferencidveis de tal forma que na colagem destas
funcoes obtemos uma nova funcao definida em W J, W’ e esta nova fungao nao possui
nenhum ponto critico. A figura 2.2 junto com a figura 3.2 nos da una descripgao de isto.

O

Utilizando a defini¢ao 2.1.2 e o corolario acima, temos entao uma categoria onde os
objetos sao variedades fechadas e os morfismos sao classes ¢ de cobordismos. Isto quer
dizer que cobordismos satisfazem as seguintes condig¢oes que seguem do teorema 2.3.6.

1. Dadas classes de equivaléncia de cobordismos ¢ de My a M; e ¢ de M, a M,, existe
uma classe bem definida ¢’ de My a M, e esta operacao é associativa.
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Figura 2.2. W e W’ tem cada um deles um ponto critico.

2. Para toda variedade fechada M, existe a classe cobordismo identidade 1,; =a classe
de equivaléncia de (M x I, M x 0, M x 1,po,p1), pi(z,i) =z, x € M, i =0,1. Isto é, se
¢ € a classe de cobordismo de M; a M,, entao

tdyc=c=cidyy.
Considerando classes de cobordismo de M em si mesmo com M fixo, estas classes for-

mam um monoéide H,;, isto é, um conjunto com uma operagao associativa com identidade.
Os cobordismos invertiveis em Hj,; formam um grupo Gjy.

Podemos construir alguns elementos de G, por considerar M = M’ como segue:
dado um difeomorfismo h : M — M’ definimos ¢, como a classe (M x I, M x 0, M x
1,7,hy), onde j(z,0) = x e hy(z,1) = h(z), x € M.
Teorema 2.3.16 Para qualquer dois difeomorfismos h : M — M' eh' : M' — M" temos
ChCr = Chn'h
Prova: Seja W =M x I|J, M' x I esejam j,, : M x I — W, jp : M' x I — W as

inclusoes que resultam de construir o cobordismo c¢jcp. Defina g : M x I — W como
segue:

B gn(x,2t), si 0<t<3
9(z,1) = { gw(h(z),2t = 1), si 1<t<1
entao g é bijetiva e suave, dai a equivaléncia requerida. U

Definicao 2.3.17 Isotopia e pseudo-isotopia. Dois difeomorfismos hgy, hy : M — M’

sao (suavemente) isotépicos se existe uma aplicagao f: M x I — M’ tal que
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1. f € suave.
2. Cada f; definida por f;(x) = f(t,z) é um difeomorfismo.
3. fo - ho, f1 - hl.

Dois difeomorfismos hg, hy : M — M’ sao pseudo-isotépicos se existe um difeomor-

fismo g : M x I — M’ x I tal; que g(x,0) = (ho(x),0), g(z,1) = (h1(x),1)
Lema 2.3.18 Isotopia e pseudo-isotopia sao relagoes de equivaléncia.

Prova: Desde que simetria e reflexividade sao diretos, é suficiente provar a transitivi-

dade.

Vejamos o caso da isotopia. Sejam hg, hi, ho : M — M’ difeomorfismos e suponhamos
que temos isotopias f,g : M x I — M’ entre hg e hy e entre h; e hy respectivamente.
Seja m : I — I uma fungao suave tal que

m(t) = { ?’ 51

, si

— W=

t
t

win O
IA IA
IA IA

A isotopia requerida entre hg e hy é entao definida por

f(z,m(2t)), se 0
k(x’t):{ gle,m(2t — 1)), se 1

Vejamos o caso da pseudo-isotopia. Seja g uma pseudo-isotopia entre hg e h; e f uma
pseudo-isotopia entre h; e hy respectivamente. Assim, temos os difeomorfismos

MxISMxI e MxIhMxI

tal que

9(x,0) = (ho(x),0) e  g(x,1) = (h(x),1)
como também

f(z,0) = (ho(x),0) e f(z,1) = (ha(x),1).
Entio M x T % M’ x I dfinida por

g(z,m(3t)), se 0<t<1i
k(z,t) =< (hi(z),m(2—3t), se 3 <t<32
flz,m(3t—2)), se 2<t<1

¢é a pseudo-isotopia requerida.
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Teorema 2.3.19 ¢, = ¢, se, e somente se, hy é pseudo-isotépico a hy.

Prova: Suponhamos que hgy é pseudo-isotopico a hy. Entao existe um difeomorfismo
g: M x I — M x I tal que

g(I,O) = (hO(x)a()) € g(x7 1) = (hl(‘r)a 1)'

Sejam ¢, = (M x I, M x 0,M x 1,5,h%) onde j(z,0) = =
chy = (M x I, M x0,M x 1,7,h}) onde j(z,0) = x e hi(x) = hi(z).

Defina hy' : M’ xI — M x I por (z,t) — (hy'(x),t). Se ¢ = (hy'x1)og, entdo temos
que ©(Vy) =V e (V) = V/ e ademais j o (¢|axo0) = j e hY o (0|arx1) = hi. Portanto,
Chy = Cn,- Reciprocamente, seja cp, = c5,. Entao existe difeomorfismo ¢ : M x1 — M x 1
com (M x0) = M x0, o(M x1) = M x 1 e os produtos jop|yxo = j € h{op|yx1 = hi.
Dai temos que hg é pseudo-isotopico a hq U

2.4 COBORDISMO ELEMENTAR

No que segue, estudaremos cobordismos com nimero de Morse 1. Para isto damos
a seguinte definicao

Definicao 2.4.1 Cobordismo elementar. Um cobordismo elementar é uma triade

(W, V, V") possuindo uma fungao de Morse com exatamente um ponto critico p.

Utilizando o teorema 2.2.5, o cobordismo (W, Vy, V1) de Vi a Vi pode ser expresso
como composicao de dois cobordismos: de Vg a f~!(c) e de f~!(c) a V} junto a coroldrio
2.2.3 obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.2 Qualquer cobordismo pode ser expresso como uma composicao de cobor-

dismos com numero de Morse 1.

No que segue, SP~! serd o bordo do disco unitario fechado D? de R". Seja (W, V, V")
uma triade com funcao de Morse f : W — R e seja & um campo vetorial tipo-gradiente
para f. Seja p € W um ponto critico e ¢g, ¢; valores regulares de f com ¢y < f(p) < ¢;
tal que ¢ = f(p) seja o tnico valor critico no intervalo [co, ¢;]. Sejam as subvariedades

Vo= f(co) e Vi = f~1(ex).
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Seja OD;' a bola aberta de raio r e centro zero em R" e seja OD} = OD". Desde
que £ é um campo vetorial tipo-gradiente para f, existe uma vizinhanca U de p em
W e um difeomorfismo g : ODj. — U tal que fg(7,4) = ¢ — |7]* + |7]?, assim £ tem
coordenadas (—x1,..., —Tx, Tas1,.-.,%,) em U para algum —1 < XA < n e algum € > 0.
Seja V.. = fl(c—€*) e V.= fl(c+ €). Podemos supor 4e? < min{|c — co|, |c — a1},
de 4€* < |c — cp| = ¢ — cp, temos

< flg<c—é<e. (2.11)
Também, de 4€* < |c — ¢1| = ¢; — ¢, entao

c<ct e < (2.12)
De 2.4.1: V_. estd entre Vy e f~1(c). De 2.4.2: V. estd entre f~1(c) e V.

Definicao 2.4.3 Mergulho caracteristico. Obteremos o mergulho ¢y : S*'xOD" ™ —

Vo como segue: primeiro definimos um mergulho

Sl x oD — V..
(u,Bv) — g(eucosh@, evsinh 6)
parau € S*1 v € S"* e 0 < 0 < 1. Comegando no ponto o(u,v) em V_., a curva
integral de £ é uma curva nao singular a qual vai de p(u, v) a algum ponto bem definido

SOL(ua 91)) S %

Definimos a esfera a esquerda Sy, de p em V como a imagem o1 (5S> x 0) e notemos
que Sy, é exatamente a intersecao de Vi com todas as curvas integrais de & que conduzem

ao ponto critico p.

De maneira similar o mergulho caracteristico pr : OD* x S"~*~! — V} é obtido

mergulhando

OD* x Sn=*1 — Ve
(Ou,v) —  g(eusinh 6, ev cosh 0)

e entao trasladando esta imagem a Vi pelas curvas integrais de & obtemos o mergulho

requerido.
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A esfera & direita Sk de p em V; é definido por ¢r(0 x S"*71). Isto é o bordo do
semi-disco a direita Dy definido como a uniao de segmentos de curvas integrais de &

comecando em p e terminando em Sg.
Definicao 2.4.4 Cirurgia. Dada uma variedade V de dimensao n — 1 e um mergulho
0: S xOD" -V

seja x(V, ) a variedade quociente obtida da soma disjunta (V — p(S*~! x 0)) + (OD* x

Sn=2=1) identificando ¢(u, 6v) com (Qu,v) para cadau € S* 1, v e S" A1 0< < 1.

Se V' denota qualquer variedade difeomorfa a x(V, ¢), entao dizemos que V' pode ser

obtido de V' por cirurgia de tipo (A\,n — \).

Os dois resultados seguintes mostram que fazer uma cirurgia de tipo (A, n — \) corre-
sponde a obter um ponto critico de indice A de uma funcao de Morse numa variedade.

Teorema 2.4.5 Se V' = x(V, ) pode ser obtido de V' por uma cirurgia de tipo (A,n—\),
entao existe um cobordismo elementar (W, V, V') e uma fun¢ao de Morse f : W — R com

exatamente um ponto critico de indice .

—

Prova: Consideremos o conjunto Ly formado pelos pontos (7, %) € R* x R"™* = R" o
que satisfazem

1< —|ZP+|7* <1 e |||y] < (sinh(1))(cosh(1)).
Por transversalidade temos que L) é uma variedade diferencidavel com dos bordos
O bordo a esquerda: —|7]? + |]?> = —1 o qual é difeomorfa a S*! x OD"* por
SEx oD = {=[@? +[g1* = -1} ({|&]]7] < (sinh(1))(cosh(1))}
(u, Ov) — (ucosh,vsinh ) (213)
O bordo a direita: —|Z|* + |§]*> = 1 o qual é difeomorfa a OD* x S"~*~! por
OD* x §"71 — {—]@” + [ = 1} N{|&]|7] < (sinh(1))(cosh(1))}

(Ou, v) — (usinh @, vcoshf). (2.14)
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Consideremos as trajetérias ortogonais das superficies
=2 | |2
—|Z" + |g]” = cte

—

A trajetdria o qual passa pelo ponto (7, %) pose ser parametrizada por t — (tZ, ¢ %)

Se & ou y é zero, esta trajetéria é um segmento de reta que vai para a origem.
Para ¥ e g diferente de zero, isto é uma hipérbole a qual faz corresponder todo ponto
(ucosh @, vsinh @) no bordo esquerdo de L) a um ponto bem definido (usinh 6, v cosh )
no bordo direito de L.

Construimos uma n-variedade como segue: comegamos com a soma disjunta
A1 1
(V= 9(5777) x D) + Ly

para cadau € S ve S 0<f<lece DL

Identificamos o ponto (¢(u, 8v), ¢) no primeiro somando com o inico ponto (¥, ) € Ly
tal que

1. —|Z)? + |y]* = cte
2. (¥, 7) estd na trajetéria ortogonal a qual passa pelo ponto (ucosh @, v sinh ).

Esta correspondéncia define um difeomorfismo
P x (0D ) x D' e Ly (R — {0}) x (R"* — {0})
logo W = w(V, ) é uma variedade diferenciavel.

w(V, ) tem dois bordos correspondentes a ¢ = —|Z|> + |¢]* = —1 e +1.

O bordo a esquerda pode-se identificar com V' fazendo corresponder a z € V

(z,=1) € (V—(SM!1 x0)) x D! Vz¢&p(S*1x0) (2.15)
(ucosh@,vsinhf) € Ly V z = ¢(u,0v) 215

O bordo a direita pode-se identificar com (V) ¢) pela correspondéncia

(z,41) com z €V —p(S*1 x0) e

2.16
(usinh@,vcoshf) € Ly com (Qu,v) € OD* x Sn=*-1 (2.16)
A fungao f: w(V, ) — R definida por
f(z,e)=c V(z,¢) € (V—p(S*!x0))x D! (2.17)
. . ~ 2.17
f@g) = =12 + |g°
é uma funcao de Morse com somente um ponto critico. U
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Teorema 2.4.6 Seja (W,V, V') um cobordismo elementar com mergulho caracteristico

o S x OD"* — V. Entao (W,V,V') é difeomorfa & triade
(W(Vier), Vix(Vier)).

Prova: SejaV =TVje V' =V, desde que (f!co,c—€2, V.,V o) e (f e+, al,V,V_.)

sao cobordismos produto, temos que (W, V, V") é difeomorfa a (W,,V_., V) onde W, =
f~e—€®, ct+€?]. Desde que V & Vo, entao (w(V, 1), VX (V. ¢r)) & (W(Voe, ), Voe, X (Voe, ).
Portanto, é suficiente mostrar que temos o difeomorfismo (We, Vo, Vo) = (w(V_¢, ), V_e, x(V_c, ¥)).
Defina um difeomorfismo k : w(V_,p) — W, como segue. Para cada (z,t) € (V_ —

©(8*1 x 0)) x DY, seja k(z,t) o tinico ponto de W, tal que K(z,t) estd na curva inte-

gral passando pelo ponto z e tal que f(k(z,t)) = €*t + c¢. Para cada (C,7) € Ly, scja

—»

k(Z,y) = g(eZ, ey). Segue-se entao das defini¢oes de ¢, de w(V_., ) e o fato que g leva
trajetérias ortogonais de L) em curvas integrais de W, que obtemos um difeomorfismo
bem definido de w(V_., p) a W,. Isto completa a nossa afirmagao. O

Teorema 2.4.7 Seja (W,V, V') um cobordismo elementar possuindo uma fungao de
Morse com um ponto critico de indice . Seja Dy o disco a esquerda associado a um

campo vetorial fixo tipo-gradiente. Entao V' | ) Dy, é um retrato por deformagao de W.

Prova: De acordo ao teorema 2.4.3, podemos supor que para o mergulho caracteristico
o 1 S x OD"* — V temos

W=wlV,or) =V —pr(S*! x0)) x D' + L,
moédulo identificagoes. Agora, Dy, é o disco
{(Z,9) € Lx: |§] =0}
Seja
C={@els: 1<)

definiremos retratos por deformagaor; de WaV|JCer;deV|JC aV|JDr. Compondo
estas retracoes temos a nossa afirmagao.

Primeira retragao.
Para cada (v,c) € (V — ¢ (S*1 x OD" ™)) x D! defina r(v,c) = (v,c — t(c+ 1)).

Para cada (Z,y) € Ly defina

- (7,9), se |91 <45
T\, = z — N
t( y) { (ZJPy)v se |y| > 1_10



%
.

Figura 2.3. Primeira retragao.

1

To7] © & solucao real positiva para p da equagao

onde p = p(Z,7y,t) é o maximo de

B2 o i o
el = [N )t

Ja que, para |y] > % a equacao tem solugao unica positiva a qual varia continuamente,

segue-se que r; é uma retragao bem definida de W a V' | JC.

Segunda retracao.

CASO 1

N Y

EEE

A

Figura 2.4. Segunda retragao.

Fora de C defina r} pela identidade. Para cada (Z,y) € C definimos

2 2 (fv(l_t)?j)v se |f|2 <1
(T, 9) = { (Z,a4), se 1< ’f‘2 <14 L

onde a = (7, 7,t) = (1 —t) + t((|Z|> — 1)/|5]>)"/?. Entao, tem-se que 7, é continua
quando |Z)*> — 1, |]?> — 0. Além disso, 7}, coincide para |Z]*> = 1. Isto completa a prova
do teorema. U



Lema 2.4.8 Lema de cisdo. Se V C U C X sdo espacos topolégicos com V C int(U),

entao a inclusao i : (X \V,U\V) — (X, U) induz o isomorfismo nos grupos de homologia
Ha(X \V,U\ V) = H(X,U).

Prova: Ver [4], teorema 2.20. O

Coroldrio 2.4.9 Supondo as hipéteses do teorema 2.4.4, H,(W,V') é isomorfo a Z em

dimensao X\ e zero de outra forma. Um gerador para Hy(W, V') é representado por Dy.

Prova:
H.W,V) = H.(VUD.V)

= H.(Dr,51) (2.18)
{Z, em dimensao A,

0, de outra forma,

onde o primeiro isomorfismo segue se do teorema 2.4.4 junto com teorema 1.5.1, e o
segundo isomorfismo segue do lema de cisao. U

Observagao 2.4.10 Segue-se do corolario anterior que um cobordismo elementar (W, V, V")
nao é um cobordismo produto; dai por teorema 2.3.2, o niimero de Morse é igual a um.
Também, segue-se do corolario anterior que o indice do cobordismo elementar definido
como o indice de p, com respeito de uma fungao de Morse, é bem definida (isto é, inde-

pende da escolha de f em p).

Observagao 2.4.11 Suponhamos que (W, V, V') é uma triade de variedades diferencidveis

e f: W — R uma funcao de Morse com pontos criticos py, .. .,px, todos em um mesmo
nivel de indices A1, ..., ;. Fixando um campo vetorial tipo-gradiente para f, obtemos
mergulhos caracteristicos disjuntos ; : S* " txOD" ™ — V (i =1,..., k). Construfimos
entao uma variedade w(V; @1, ..., k) da seguinte maneira:

Comegamos com a soma disjunta (V\U5_, (S~ x0)) x D' 4+ Ly, +. ..+ Ly,. Para
cadau € SN 1 v e SNt 0 < <1ece D identificamos o ponto (¢;(u,v),c) no

primeiro somando com o unico ponto (¥, ) € Ly, tal que
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i) —|Z?+g?=c e
ii) (Z,y) pertence a trajetdria ortogonal a qual passa pelo ponto (ucosh 6, usinh ).

Como no teorema 2.4.3 temos que W é difeomorfa a w(V; 1, ..., ¢r). Segue-se entao
como em teorema 2.4.4 que V Dy . ..U Dy é um retrato por deformacao de W, onde
D; denota o disco a esquerda de p;, (i =1,...,k).

Finalmente, se \y = Ao = ... = A\, = A\, entdo H,(W, V) 2 Z P ... P Z (k-somandos)
em dimensao A e zero de outra forma. Geradores de H,(W, V') s@o completamente de-
terminados pela escolha de uma funcao de Morse sem referencia ao campo vetorial tipo-
gradiente.

2.5 REORDENANDO COBORDISMOS

No que segue, ¢ denotarda um cobordismo; isto é, uma classe de equivaléncia como
na definicao 2.1.2.

Dizemos que a composicao ¢’ de dois cobordismos pode ser reordenada se é equiva-
lente a uma composicao dd’ de dois cobordismos elementares tal que

indice(c) = indice(d') e indice(d') = indice(d).

Nesta secao veremos quando isto acontece. De acordo as consideracoes da secao 2.4,
dado uma triade (W, Vy, V) para cc, existe uma fun¢ao de Morse f : W — [0,1] com
dois pontos criticos p e p/, indice(p) = indice(c), indice(p') = indice(c’). Pelo coroldrio
2.2.3, seja f(p) < % < f(p'). Dado um campo vetorial tipo gradiente para f, as trajetérias
de p interceptam V = f _1(%) numa esfera Si chamada esfera a direita de p, e as trajetéria

indo até p’ interceptam V numa esfera mergulhada S} chamada esfera a esquerda para
/

P
A continuacao estabeleceremos um teorema que nos diz que c¢¢’ pode ser reordenado

se S, S =0.

Teorema 2.5.1 Teorema do reordenamento preliminar. Seja (W, V;, V}) uma triade

com func¢ao de Morse [ possuindo dois pontos criticos p, p’. Suponhamos que para al-

guma escolha de um campo vetorial tipo gradiente §, o conjunto compacto K, de pontos

em trajetorias indo até p, é disjunto do conjunto compacto K,y de trajetcrias indo até p'.

Se f(W) =10,1] e a,d’ € (0,1), entao existe uma nova fun¢ao de Morse g tal que
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i) £ é um campo vetorial tipo-gradiente para g.

/

ii) Os pontos criticos de g sao p, p' e g(p) = a, g(p’) = d'.

iii) g = f proximo de Vo|JV; e é igual a g = f + cte em alguma vizinhanga de p e em

alguma vizinhanca de p'.

Figura 2.5. Nives iniciais

Prova: Claramente, as trajetorias atravessando os pontos fora de Vg e Vi, todos vao de
Vo a V1. A fungao 7 : W\ K — V} que faz corresponder a cada ponto ¢ € W\ K o tnico
ponto de intersecao de sua trajetéria com Vj é suave. Também, quando ¢ estd préximo
de K, m(q) estd préximo de K em Vj. Segue que, se p: Vo — [0, 1] é uma funcao suave
a qual é zero préximo da esfera a direita K, (| Vj e 1, préoximo da esfera K,y (| Vp, entao
i estende-se unicamente a uma funcdo suave i : W — [0, 1] que é constante em cada
trajetoria, zero proximo de K, e um préoximo de K.

Se G(z,y) = (1—-y)G(x,0)+yG(z,1). Defina uma nova func¢ao de Morse g : W' — [0, 1]
por g(q) = G(f(q),1(q)), onde G(x,y) é uma fungao suave de [0, 1] x [0,1] em [0, 1] com
as seguintes propriedades:

1. Para todo z e y, $%(z,y) > 0 e G(z,y) aumenta de 0 a 1 quando = aumenta de 0
al.

3. G(x,y) = x para x préximo de 0 ou 1 e para todo y.
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52 (7,0) = 1 para todo x numa vizinhanga de f(p).

%(:U, 1) = 1 para todo z numa vizinhanca de f(p’). O

Figura 2.6. Niveis finais

Observagao 2.5.2 Se mas geralmente, a funcao de Morse f do teorema anterior tem
dois conjuntos de pontos criticosp = {p1,...,pn}, o' = {p}, ..., 0}, onde todos os pontos
de p estao num mesmo nivel f(p), e todos os pontos de p' estao num mesmo nivel f(p'),

entao o teorema é também verdadeiro.

Definicao 2.5.3 Vizinhangca produto. Uma vizinhanca aberta U de uma subvar-
iedade M™ C V' a qual é difeomorfa a M™ x R*~™ tal que a M™ corresponda M™ x 0,

é chamada vizinhanca produto de M™ em V™.

Lema 2.5.4 Sejam M e N duas subvariedades de dimensoes m e n em uma variedade
V' de dimensao v. Se M tem uma vizinhanca produto em V e m +n < v, entao existe

um difeomorfismo h : V. — V tal que h(M) (N = 0.

Prova: Sejak: M xR*"™ — U C V um difeomorfismo sobre uma vizinhanca produto
Ude M em V tal que k(M x 0) = M. Seja Ny = U[)N e consideremos a composi¢ao

g=mok ™ ,ondew: M xR'""™ — RV"™ é a projecao natural.
No
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Afirmacgao. k(M x &) CV (N # 0 se, e somente se, & € g(Np).

Com efeito. Seja k(m,Z) € N, desde que k(m,Z) € U, temos k(m,z) € N(U = Nj.

Assim, g(k(m,¥)) = n(m,Z) = &, a qual implica ¥ € g(Ny). Reciprocamente, se ¥ €

g(Ny), entao ¥ = mok™t| (ng) para algum ny € Ny. Seja k= (ng) = (m,l) € M x Rv"™,
N,

entdo k(m,l) € N, porém 7= 7w(m,l) =1, assim k(m,¥) € N.

Se Ny # 0, dim(Ng) = n < v — m e o teorema de Sard implica que existe @ €
R*™™\g(No).

Agora, é suficiente construir um difeomorfismo de V' em si mesmo isotépico a identi-
dade que leva M a k(M x @). Seja & um campo vetorial suave em R*~"™ tal que £(Z) = 4
para |Z| = |u] e £(Z) = 0 para |Z| > 2|u]. Desde que £ tem suporte compacto e R"~™ nao
tem bordo, as curvas integrais 1 (t, ) sdo definidas para todo valor real de t. Entao, ¢ é
a identidade em R"™™, 1); é um difeomorfismo levando 0 a « e ¢; com 0 <t < 1 fornece
uma isotopia suave de ¥y em 1);. Desde que esta isotopia deixa pontos fixos fora de um
conjunto limitado em R~ podemos usar este fato para definir uma isotopia h; : V. — V

o (g, 0(t. ) (g, 7)
B q,V(t, 7)), se w=k(q7T
huw) = { w, se weV\U
entao h = hy : V — V é o difeomorfismo requerido. O

Seja A = indice(c), N = indice(c) e n = dim(W). Se
dim(Sg) + dim(S}) < dim(V),

temos
m=A-1)+N-1)<n-1

equivaléntemente A > \.

Teorema 2.5.5 Se A > )\, entao é possivel alterar o campo vetorial tipo-gradiente de
f numa vizinhanca de V tal que as correspondentes novas esferas Sg e S_}J em V' nao se
interceptam. Mais geralmente, se ¢ é um cobordismo com pontos criticos py,...,py para
f de indice X\ e ¢’ é um cobordismo com pontos criticos p,...,p, para f de indice X,
entao é possivel alterar o campo vetorial tipo-gradiente para f numa vizinhanca de V' tal

que as novas esferas correspondentes em V' sao disjuntas.

Prova: Desde que a esfera Si tem uma vizinhanca produto em V. Pelo lema 2.5.2
existe um difeomorfismo h : V. — V suavemente isotopico a identidade para o qual
h(Sr)(Sr = 0. Usando esta isotopia alteraremos &.
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. 1 . —17, 1
Seja a < 5 o maior valor tal que f~'[a, 3

acordo com argumento do teorema 2.3.2; as curvas integrais de é = ¢/&(f) determinam
um difeomorfismo

| seja contido numa vizinhanca de V. De

o wlxV e fial
(s;9) = y(s)
(f(y),¥y(0)) — gy
tal que f(p(t,q)) =t, e gp(%,q) = q € V. Desde que, para cada t, h(q) : |a, %] xV -V
é uma isotopia de idy com h onde h; = idy préximo de a e hy = h proximo de %, entao
a correspondéncia H : [a,3] x V' — [a,3] x V definida por H(t,q) = (¢, h(g)) ¢ um
difeomorfismo.

Por outra parte, é claro que ¢ = (¢ o H o 90_1)*5 ¢ um campo vetorial suave em

f7as 3]

Do diagrama

y = (f(), ¢y (0) = (F(Y), hpy (€y(0))) = Uy, 00 (f (1))

temos a correspondéncia
Para y préximo de a: y — ¢(f(y),y).

Para y proximo de 1: y — o(f(y), h(y)).

Segue-se que
§ 1y _ &)
§(f) = @(fOSOOHOSO 1):@ = 1.
Assim, o campo vetorial £ em W o qual coincide com &(f)¢" em f~'[a, 5] e com £ fora, ¢
um novo campo vetorial para f. Ora, para cada ¢ € V, ¢(t, hy(q)) é uma curva integral
para £ de ¢(a,q) € f~'(a) até o(1, h(q)) = h(g) € f71(3) = V. Segue entdo que, a esfera
a direita p(a x Sg) de p em f~'(a), é levado a h(Sg) em V. Portanto, h(Sg) é a nova
esfera a direita de p. Também, fora de f~![a, %], os campos vetoriais £ e ¢ sao iguais,
Assim Sp, = Sp. Portanto, Sgp( Sy = h(Sg)(SL = 0. Isto completa a prova do nosso
teorema. U

Observagao 2.5.6 Sejam uma triade (W, Vy, Vi) com fungao de Morse f e campo vetorial

tipo-gradiente &, um nivel nao critico V = f~(b) e um difeomorfismo h : V- — V isotépico
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a identidade. Se f~'[a,b], (a < b) nao contem pontos criticos, entao é possivel construir

um novo campo vetorial tipo-gradiente & para f tal que
1. € coincide com ¢ fora de f~*(a,b).

2. © = hoy, onde ¢ e P sao os difeomorfismos f~'(a) — V determinados pelas

trajetérias de € e & respectivamente.

Substituindo f por —f, deduzimos uma afirmacao similar na qual £ é alterado em
f71(b,c), (b < ¢) numa vizinhanga de V.

Lembremos que, pelo teorema 2.4.1, qualquer cobordismo ¢ pode ser expresso como
uma composicao de um numero finito de cobordismos elementares. Aplicando teorema
2.5.1 e observacao 2.5.1 junto a teorema 2.5.3, obtemos o seguinte teorema

Teorema 2.5.7 Teorema do reordenamento final. Qualquer cobordismo ¢ pode ser

expresso como uma composicao
C=coly ... Cp n = dim(c)

onde cada cobordismo ¢, admite uma funcao de Morse com exatamente um nivel critico

e com todos os pontos criticos de indice k.

3

Figura 2.7. Antes do reordenamento.
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Figura 2.8. Depois do reordenamento

Definicao 2.5.8 Versao alternativa do teorema anterior. Por omitir a nocao de
cobordismo, temos a seguinte proposicao sobre funcoes de Morse: dado qualquer funcao
de Morse numa triade (W, V;y, V1), entao existe uma nova fungao de Morse f o qual tem
0s mesmos pontos criticos, cada um com o mesmo indice e o qual satisfaz as seguintes

propriedades:
L f(Vo) = =3, f(V) =n+3
2. f(p) = indice(p) em cada ponto critico p de f.

Uma tal funcao é chamada auto-indexada.
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CAPITULO 3

TEOREMAS DE CANCELAMENTO

Neste capitulo desenvolve-se a técnica de cancelamento de pontos criticos, sob re-
strigoes impostas na dimensao da variedade. Os teoremas fundamentais sao os teoremas
3.1.6, 3.2.4, 3.3.7 e 3.4.1.

3.1 TEOREMA FRACO DE CANCELAMENTO

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que um cobordismo pode-se ver como um
cobordismo produto sob condigbes feitas nas esferas Sg e S7. Veremos inicialmente que,
quando ambas tem dimencoes complementarias, estas se interceptam transversalmente de
tal forma que podemos conseguir um numero finito de trajetorias entre p e p’, o teorema
principal de este capitulo e o teorema 3.1.7 estda baseado no caso de que esta intersecao
¢ somente um ponto.

Seja f uma fun¢ao de Morse na triade (WW", V4, V) para c¢¢ possuindo como pontos
criticos p, p’ de indice A\, A+1. Pelo coroldrio 2.2.3 podemos supor que f(p) < 1/2 < f(p').
Um campo vetorial tipo-gradiente ¢ para f determina em V = f~1(1/2) uma esfera a
direita Sg de p e uma esfera a esquerda S7 de p’. Observe-se também que

dim(Sgr) + dim(S;) = (n—A—=1)+AX=n—1=dim(V).

Definicao 3.1.1 Transversalidade. Duas subvariedades M™, N" C V" sao ditas
transversais se, para cada ponto p € M (| N, os espagos tangentes T,(M) e T,(N) geram
T,(V). Isto é

T, (M) + T,(N) = T,(V).

Lema 3.1.2 Se M tem uma vizinhanca produto em V', entao existe um difeomorfismo

h :V — V homotdpico a identidade idy de V tal que h(M) e N sao transversais.

Prova: Como no lema 2.5.2, seja k : M x R""™ — U C V um difeomorfismo sobre
uma vizinhanga produto U de M em V tal que k(M x 0) = M. Seja Ng = U[\N e

95



considere-se a composicio g = mo k™!| , onde 7 : M x RV"™ — RY™™ & a projecao
No
natural.

Afirmagao. A variedade k(M x Z) nao é transversal a N se, e somente se, 7 € R?™™
pertence a imagem de g por algum ponto critico ¢ € Nj.

Com efeito, considerando a afirmacao do lema 2.5.2, é suficiente notar que a intersecao
¢ transversal se, e somente se, Tj(mz) (k(M X Z)) + Timz)(N) = Thm,z (V) o qual nos
d4 informagao sobre o posto de g.. Pelo teorema de Sard, a imagem ¢(C') do conjunto
C C Ny de todos os pontos criticos de g tem medida zero em R*~™. Escolhemos entao
um ponto € RV""\ g(C) e, como no lema 2.5.2 construimos uma isotopia da identidade
idy de V a um difeomorfismo h : V' — V tal que h(M) = k(M x @). A prova entao é
completada observando que k(M X @) é transvesal a N. O

Teorema 3.1.3 O campo vetorial tipo-gradiente £ para f pode ser escolhido de tal forma

que Sy seja transversal a S} em V.

Prova: O lema anterior produz um difeomorfismo h : V' — V suavemente isotépico a
identidade de V' tal que h(Sg) ¢é transversal a S7. De acordo 4 observagao 2.5.2 podemos
alterar o campo vetorial tipo-gradiente £ de tal forma que a nova esfera a direita seja
h(Sg) e a esfera a esquerda nao é alterada. O

No que segue-se de esta secao assumiremos que Sy é transversal a S;. Desde que
dim(Sgr) + dim(S7) = dim(V), a intersegdo devera consistir de um numero finito de
pontos isolados.

Se qo € Sr( S}, existem fungoes coordenadas locais z'(q),. .., 2" '(¢) numa vizin-

hanga U de gy em V tal que 2(q) = 0 ( = 1,...,n — 1). Além disso, U()Sg é o
lugar geométrico z'(q) = ... = 2*(q) = 0 e U[) S}, é o lugar geométrico 2*(q) = ... =
2" (¢q) = 0. Claramente, o tnico ponto em U () Sg() S} é go. Em consequéncia, existe
um numero finito de trajetérias indo de p a p’, cada uma delas passando por cada ponto
de SR m SIL

Lema 3.1.4 Suponhamos que existe uma tnica trajetéria T ligando p com p’. Dado

uma vizinhanca U de T, podemos conseguir uma vizinhanc¢a pequena U’ da trajetoria T

contida em U tal que nenhuma trajetoria de U’ vai fora de U e volta novamente para U’.

Prova: Suponhamos que aconteca o contrario. Entao, existe uma sequéncia de tra-
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jetorias Ti, ..., T, onde T} passa pelo ponto r; atravessando um ponto s; fora de U e
segue o ponto tj, ambas sequencias {ry} e {tx} vao para T'. Desde que W\ U é compacto,
podemos supor que s converge a s € W\ U. A curva integral ¢(¢, s) passando por s,
procede de Vj, ou de V; ou de ambos, ja que, se este nao for o caso, entao esta teria que
ser uma segunda trajetoria que vai de p a p/. Suponhamos que esta trajetoria procede
de V. Entéo pela dependéncia continua de v (t,s’) nos pontos iniciais s’, conseguimos
que as trajetorias atravessando todos os pontos préoximos de s, tem origem em Vo, A
trajetoria parcial Ty de Vy a qualquer ponto s’ préximo de s, é compacto. Portanto, a
menor distancia d(s’) de T' a Ty (em qualquer métrica) depende continuamente em s’
e esta distancia é maior do que 0 para todo s’ em alguma vizinhanca de s. Desde que
ry € T}, , os pontos r; nao podem ser proximos a 1" a qual é uma contradicao. Il

Lema 3.1.5 Lema preliminar. Se Si e S} se interceptam transversalmente somente
num ponto, é possivel escolher um novo campo vetorial tipo-gradiente £', uma vizinhanca

Ur da trajetéria T de p a p' e uma carta coordenada g : Up — R™ tal que:

i) p ep correspondem aos pontos (0,...,0) e (1,0,...,0).

11) gx« © g(q) = ﬁ(f) = (U(xl)? L2,y TIN, A4 TA425 - - - axn)a onde g(Q) =Te

iii) v(zy) é uma funcao suave de x;, positiva em (0,1), zero em 0 e 1 e negativa de

outra forma. Além disso ‘g—”(xl)
1

= 1 préximo de 0, 1.

Prova: Seja 77(Z) um campo vetorial em R™ como na hipé6teses preliminar, com singu-
laridades no origem 0 e no ponto e = (1,0,...,0). A funcao

1
F(:E):f(p)—i—Q/ o(t)dt — a3 — ... — a2, T
0

é uma funcao de Morse em R"™ para o qual 7(Z) é um campo vetorial tipo-gradiente.
Escolhendo uma func¢éo positiva tal que f(p') = f(p) + 2 fol v(t)dt. Isto é, F(e) = f(p).
Entao existem niveis by e by tal que a3 = f(p) < by < by < f(p') = ay e difeomorfismos
g1, go de vizinhancgas fechadas disjuntas L, Ly de 0 e e sobre vizinhangas de p e p/
respectivamente tal que:

i) Os difeomorfismos levam 77 a £, F' a f e pontos do segmento oe a pontos em 7.
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P,

(b)) f'(b,)

A

ii) Sep; =T f'(b;) (1 =1,2). A imagem de L; é uma vizinhanga em f~*[ay, b;] do
segmento pp; de T. No entanto, a imagem de L, é uma vizinhanca em f~1[by, as]
do segmento pop’ de T

Observemos pelo lema 3.1.3, que as trajetérias de 7(Z) com pontos iniciais numa
vizinhanca pequena U; de gy *(p1) em gy f~'(by) procedem de pontos em g5 " f~(bs) que
forma uma imagem difeomorfa Us de U; e percorrem sobre um conjunto Lq difeomorfa
a Uy x [0,1] tal que Ly |J Lo J L2 é uma vizinhanga do segmento oe. Existe uma tnica
estensao de g; a um mergulho g7 de Ly |JLy em W determinado pela condigdo que
trajetérias de 7 vao para trajetérias de & e conjuntos niveis de F' vao a conjuntos de
niveis de f.

Suponhamos pelo momento que, os mergulhos de U, em f~1(by) dados por g; e gs
coincidem numa vizinhanca pequena de g5 '(ps) em Us. Entdo gy e go juntos fornecem
um difeomorfismo g de uma vizinhanca pequena V' de oe sobre uma vizinhanca de T em
W que preserva trajetérias e niveis. Isto implica que existe uma funcao suave e positiva
definida em g(V') tal que para todos os pontos em g(V') tem-se

g.on = kE.

Escolhemos uma vizinhanca V' do segmento oe suficientemente pequena e suponhamos
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que a funcao k é suave e positiva em W. Entao £ = k€ é um campo vetorial tipo-gradiente
satisfazendo a hipdteses preliminar e dai a prova é completada.

No caso geral, o campo vetorial £ determina um difeomorfismo h : f~1(by) — f~1(bs)
e o campo vetorial 77 determina um difeomorfismo A’ : U; — U,. Por outra parte, a
suposicdo feita anteriormente tem-se se, e somente se, h coincide com hy = g, o b’ 0 gy *
préximo de p;. Ora, pela observacao 2.5.2, qualquer difeomorfismo isotépico a h corre-
sponde a um novo campo vetorial tipo-gradiente que difere de & somente em f~1(by, by).
Entdo, a tltima afirmacdo se terd se H pode-se deformar a um difeomorfismo h o qual
coincide com hg préximo de p; e para o qual a nova esfera a direita h(Sg(b;)) no nivel
by, coincide com a intersec@o transversal de py com S7 (bs).

No que segue, precisamos determinar uma deformacao de h a partir de uma isotopia
de hy Lo h que deforma hy o h numa vizinhanca pequena de p; e coincide com a aplicacao
identidade de uma vizinhanca pequena de p;. Observemos que depois de uma alteragao
preliminar de g, se for necessério, hy' o h preserva orientacdo em p; = hy' o h(p;) e as
esferas hy' o h(Sgr(p1)) e Sr(b1) tem o mesmo nimero de interse¢do com S, (by) em p;.

Porém, o resultado segue-se do seguinte teorema. U

Teorema 3.1.6 Seja R" = R® x R® e h : R*® — R" um mergulho preservando orientacao

tal que

i) h(0) = 0.

ii) h(R*) R® = {0}. A intersecao é transversal e o niimero de intersecao é +1.

Entao, dado uma vizinhanga N da origem, existe uma isotopia suave h;, : R" — R",

0 <t <1 com hj=h tal que
(a). hi(x) = h(z) paraz =0eparax € R*\ N,0 <t <1.
(b). h\(x) = x para x numa vizinhanga N; de 0.
(). hy(R*)R® = {0}.

Prova: Ver [7], teorema 5.6. O
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Teorema 3.1.7 Teorema fraco de cancelamento. Se a interse¢ao de Sr com S}
é transversal e consiste de somente um ponto, entao o cobordismo é um cobordismo
produto. De fato, é possivel alterar o campo vetorial tipo-gradiente £ numa vizinhanca
suficientemente pequena da tnica trajetéria T de p a p' fornecendo um novo campo
vetorial £ cujas trajetérias vao de Vi a Vi. Além disso, £ é um campo vetorial tipo-

gradiente para uma funcao de Morse [’ sem pontos criticos e coincide com f préximo de

VoUW

Figura 3.1. Antes da alteracao

Prova: Seja Ur do lema preliminar e U qualquer vizinhanca de 7" tal que U C Uy e
seja U’ uma vizinhanga como no lema 3.1.3 tal que 7' C U’ C U.

Afirmacgao 1. E possivel alterar £ em um subconjunto compacto de U’ fornecendo
um novo campo vetorial £ nao nulo tal que toda curva integral de & atravessando um
ponto em U, estd fora de U em algum tempo t' < 0 e também estd fora de U em algum
tempo t” > 0.

Demostragao: da Afirmagao Substituimos 77(Z) = (v(x1), =22, ..., —Txy1, Tare, - - -
pelo campo vetorial suave 7/(Z) = (V'(z1,p), —T2, ..., —Tat1, Tas2, - - -, L), onde p(T) =
(224 ... + 222 e

i) v'(z1,p(Z)) = v(z1) fora de uma vizinhanga compacta de g(7') em g(U’).
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ii) v'(x1,0) é sempre negativa.

Isto determina um campo vetorial nao nulo £ em W. Em coordenadas locais, as
equacoes diferenciais satisfeitas pelas curvas integrais de £ em Ur sao

d.’l?l dl’g d.T/\Jrl

e v'(z1, p), T T T =
dxrio dz,
dt :x,\+2,...,%:xn.
Consideramos a curva integral Z(¢t) = (z1(¢),...,z,(t)) com valor inicial (22, ... 29)
quando ¢ aumenta.
(a) Se algum x%,,...,2% é nao zero, digamos x # 0. Entao |z,(t)| = |z} exp(t)|

cresce exponencialmente e Z(t) deixa eventualmente g(U).

(b) Se 28y = ... =120 =0, entdo p(F(t)) = [(23)*+ ...+ (25,,)*]"/? exp(—t) decresce
exponencialmente. Suponha que ¥ permanece em g(U). Ja que, v'(x1, p(¥)) é negativo no
eixo x1, existe 6 > 0 suficientemente pequeno tal que v'(z1, p(Z)) é negativo no conjunto

compacto Ks = {Z € g(U) : p(¥) < §}. Entao o'(xq, p(Z)) tem limite superior —a < 0
em Kj. Eventualmente p(Z) < § e portanto

dl’l (t)
dt

Assim, Z(t) devera deixar eventualmente o conjunto g(U) e depois todo.

< —a.

Um argumento semelhante prova que Z(t) fica fora de g(U) quando ¢ decresce. O

Afirmacao 2. Toda trajetéria do campo vetorial & vai de V a V;.

Prova: Se uma curva integral de & esta sempre em U’ pela afirmacgao 1, esta curva
consegue deixar U, mais, deixando U’, esta curva segue as trajetérias de &, mais pelo
lema 3.1.3, esta curva permanece fora de U’. Consequéntemente, esta curva segue uma
trajetoria de £ que vai para V;. Um argumento similar prova que esta curva vem de V.
Por outra parte, se uma curva integral de £ nunca esta em U’, esta é uma curva integral
de & que vai de Vj para V;. Il

Afirmacgao 3. De forma natural, ¢’ determina um difeomorfismo

¢ (Vo x [0,1], Vo x 0,Vp x 1) — (W, Vo, V1)

Prova: Seja 9(t,q) a familia de curvas integrais para . Desde que £ em nenhum
lugar é tangente a Bd(WW'), uma aplicagdo o teorema da funcdo implicita prova que a
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fungao 71(q) (resp. 70(q)) que faz corresponder a cada ponto ¢ € W o tempo no qual
¥(t,q) atinge V; (resp. menos o tempo no qual ¥ (t,q) atinge V) depende suavemente
de ¢. Entao a projecao m : W — Vi dado por 7(q) = ¥(—70(q),q) é também suave.
Claramente, o campo vetorial suave 71(m(q))¢'(¢) tem curvas integrais que vao de V; a
Vi em tempo unitario. Por simplificacao assumimos que & tem esta propriedade desde o
principio, entao o difeomorfismo ¢ requerido é

(t,q0) — ¥(t, q0)

com inversa a funcao suave
q — (7o(q), 7(q))-
O

Afirmagao 4. O campo vetorial £, é um campo vetorial tipo-gradiente para uma
fungao de Morse g em W sem nenhum ponto critico que coincide com f numa vizinhanga

de Vo U V.

Prova: De acordo a nossa afirmacgao anterior, é suficiente obter uma funcao de Morse
g :[0,1] x Vy — [0,1] tal que % > 0 e tal que g coincide com f; = f o ¢ préximo de
Vo x 0U Vo x 1 (estamos assumindo Vo = f~1(0) e V; = f71(1)). Seja § > 0 tal que para
todo g € Vo, 5 on L(t,q) >0set <dout>1-0. SejaA:[0,1] — [0,1] a funcdo zero para
tels,1—4]e 1 para t préximo de 0 e 1. Considerando a funcao

o(u,q) /{A VO g) + 11— At k(a)} .

<>—{1—/ M2, dt}//l—

Pela escolha de ¢ suficientemente pequeno, podemos supor que K(g) > 0 para todo
q € V. Entao, g satisfaz as propriedades requeridas. O

onde

3.2 TEOREMA FORTE DE CANCELAMENTO

Sejam M e M’ subvariedades de dimensoes r e s de uma variedade V' de dimensao
r—+s que se interceptam transversalmente nos pontos py, ..., pr. Suponhamos que M seja
orientado e que o fibrado normal N(M’) de M’ em V seja orientado. Em p; escolhemos
uma referencial &, . . ., &, de vetores linearmente independentes gerando o espago tangente
T,,(M) de M em p;. Desde que a intersecao em p; ¢ transversal, os vetores i, ..., &,
representam uma base para a fibra em p; do fibrado normal N(M’).
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Figura 3.2. Depois da alteracao

Definigao 3.2.1 Numero de intersecao. O numero de intersecao de M e M’ em p;
é definida como +1 ou —1 segundo os vetores &1, ..., &, representam uma base orientada
positivamente ou negativamente para a fibra em p; de N(M'). O ntumero de intersecao

M.M' de M e M’ é a soma dos nimeros de intersecao nos pontos p;.

Observagao 3.2.2 Para a expressao M'.M estabeleceremos que as variedades M e M’

sao orientadas.

Observagao 3.2.3 Se V ¢ orientado, podemos orientar de maneira natural a N(M) e

M'. Além disso, de acordo a [3] pag. 107, segue-se que
M.M = (-1)"M".M.
Outra forma de ser expresso isto, é escrevendo
MM =+M' M
onde assumimos que V é orientavel.

Suponhamos agora que M, M’ e V sao variedades compactas conexas sem bordo.
Provemos um lema o qual implica que o nimero de interse¢ao nao muda por deformagcoes
de M e isotopias de M’ pelo qual obtemos a definicdo de niimero de intersecao de duas

63



subvariedades fechadas conexas de V' de dimensoes complementarias que nao precisam
ser transversais. O lema é baseado no seguinte resultado que segue-se do Teorema de
Isomorfismo de Thom (ver [4], coroldrio 4D.9).

Proposigao 3.2.4 Com M’ e V como acima, existe um isomorfismo natural
v Hy(M") — H.(V,V\ M.

Seja v o gerador canonico de Hyo(M') = Z e seja [M] € H,.(M) o gerador orientagao.

Prova: Ver [4], corolario 4D.9. O

Lema 3.2.5 Na sequéncia
HL(M) 2 HA(V) % H,(V.V\ M)
onde g e ¢’ sao as inclusées induzidas, temos que g o' g([M]) = M'.My(«).

Prova: Escolhemos células r-dimensionais abertas disjuntas Uy, ..., U, em M tal que
p; €U, i =1,...,k. O isomorfismo de Thom implica que a aplicacao inclusao induzida

Hr(Uz’, Ui \pz) - Hr(Va Vv \ M/)

é um isomorfismo definido por v; — €9 (), onde v; é o gerador orientagao de H,.(U;, U; \
p;) € € ¢ o numero de intersecao de M e M’ em p;. O seguinte diagrama

H,.(M) : H,(V)

l 1

Hy (M, M\ M M') H,.(V,V\ M)

T

S H(UL Ui\ pi)

no qual o isomorfismo vem do lema da cisao e os outros homomorfismos sao induzidos

1%

por inclusao completa a prova. O

Agora reforgamos o teorema 3.1.6. Para isto voltamos a situacao das hipoteses do
teorema 3.1.6 considerando as seguintes hipéteses: (W™ V4, V) sendo uma triade com
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funcao de Morse f e possuindo um campo vetorial £ de tipo gradiente e p, p’ pontos
criticos de f de indices A e A+1 respectivamente, tal que f(p) < 1/2 < f(p’). Suponhamos
também que temos orientagoes na esfera a esquerda S; em V = f~1(1/2) e no fibrado
normal da esfera a direita S em V.

Teorema 3.2.6 Sejam M e M’ subvariedades fechadas transversais de dimensoes r e s,
em uma variedade V' (sem bordo) de dimensao r + s. Suponha que M é orientado e que
o fibrado normal N(M') de M’ em V é orientado. Além disso, sejar+s > 5, s > 3 e
no casor =1 our = 2, seja o aplicagao inclusao induzida m (V' \ M') — m (V') injetiva.
Sejam p,q € M () M’ pontos com niimero de interse¢ao opostos tal que existe um lago L
contratil em V' que consiste de um arco mergulhado de p a ¢ em M, seguido por um arco

mergulhado de ¢ a p em M' onde ambos arcos nao atingem M (\M'\ {p, q}.

Entao existe uma isotopia h;, 0 <t < 1 da identidade idy : V — V tal que

i) A isotopia fixa idy proximo de M (Y M'\ {p,q}.

i) hn(M)(YM'" = M) M"\ {p, q}-

Ay

Prova: Sejam os numeros de intersecao de p e ¢ +1 e —1 respectivamente. Pela
hipéteses, sejam C' e C' arcos mergulhados suaves em M e M’ de p a q. Sejam Cy e C
arcos abertos no plano que se interceptam transversalmente em pontos a e b e limitando
um disco D (com dois angulos). Escolha-se um mergulho ¢, : Co|JC) — M |JM' tal
que ¢1(Co) e ¢1(C}) sao os arcos C' e C’ com a e b correspondendo a p e q.
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Afirmacgao. Para alguma vizinhanca U de D podemos estender ¢, A a
UN(CoUC)
um mergulho ¢ : U x R™1 x R*! — V tal que o} (M) = (UNCy) x R"T x0e
e N (M) = (UNCh) x 0 x R,

Assumindo a afirmacao anterior, construiremos uma isotopia F; : V' — V tal que Fj
é a identidade idy, Fi(M)(\M' = M\ M'\ {p,q} e F; é a identidade fora da imagem
de o, 0 <t < 1.

Seja W = ¢(U x R"™™! x R*71) e definimos F; como a identidade em V' \ W. Defina
F, da seguinte maneira.

Escolhemos uma isotopia G; : U — U tal que:

i) Gg é a aplicagao identidade.
ii) G, ¢é a identidade numa vizinhanga do bordo U\ U, 0 <t <1e

iii) G (UNCo)NCh=10

Seja p: R x R*™! — [0, 1] uma fungao suave tal que, se x € R""! e y € R*"! temos

() ={ b s PP,
PREYI=00, se |22+ Jy)2 > 2.

Definimos uma isotopia H; : U x R"™™! x R — U x R"™™! x R*~! por
Ht(ua x, y) - (th(:c,y) (U), X, y>7 ueU.

Entao Fy(w) = ¢ o Hy 0 o ! (w), w € W define a isotopia em W. Isto completa a prova
do teorema. O

Teorema 3.2.7 Teorema forte de cancelamento. Suponhamos que W, Vy e Vi sao
simplesmente conexos e A > 2, A+ 1 <n — 3. Se Sg.5; = £1, entao W™ é difeomorfo a
Vo x [0,1]. Em consequéncia, se Sg.S; = +1, entao £ pode-se alterar préximo de V' e as
esferas a direita e a esquerda em V' se interceptam somente num ponto transversalmente.

Portanto, as conclusoes do teorema 3.1.6 sao aplicadas.

Prova: Pelo teorema 3.1.2 podemos modificar ¢ de tal forma que Sg e S} se interceptam
transversalmente. Se Sg( ]S} nao é um ponto sé, entdo Sg.57 = £1 implica que existem
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P,

Figura 3.3. A superficie do sélido é o nivel intermediario

um par de pontos pi,q; € Sg[()S; com numeros de interse¢ao opostos. Se podemos
mostrar que o teorema 3.2.3 é aplicavel a esta situagao, depois de ajeitar £ proximo de V'
e usando a observagao 2.5.2, entdo Sg e S; deveram ter dois pontos menos de intersecao.
Repetindo este processo um nimero finito de vezes, Si e S} vao se interceptar em somente
um ponto e a prova sera completada.

Na realidade, V' é simplesmente conexo como veremos na observacao 3.2.3. Entao é
claro que no caso A > 3, todas as hipdteses do teorema 3.2.3 sao satisfeitas. Se A = 2
fica mostrar que m (V' \ Sg) — m (V) = {1} é injetiva. Isto é, m(V \ Sg) = {1}.
Ora, de acordo ao primeiro teorema de cancelamento, as trajetorias de £ determinam
um difeomorfismo de Vg \ S, sobre V' \ Sg, onde Sy, denota a l-esfera de p em V4. Seja
N = U x S uma vizinhanca produto de S em V. Como Vj tem dimensao n — 1, segue
den—A—1=n—-32> 3 queU tem dimensao n—2 > 3. Como N \ Sy, tem a homotopia
de S"72 x S, concluimos que 7 (N \ S) = m (U x S') = {1} x Z 2 Z, e das inclusoes

N\Sp=Wo\SL)[\NSNCVa 2V \ S, 2N\ Sy,

segue-se o diagrama
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N
N4

T (Vo \ 7z

Agora, o teorema de Van Kampen implica que m(Vp \ S) = {1}. Isto completa a
prova do teorema. O

Observagio 3.2.8 Pelo teorema 2.4.4, a inclusao Dy *(p) UV U D} (q) € W, é uma
equivaléncia homotdpica, portanto, m (Dy*(p) UV U D} (q)) = 1 (W). Porém, o teo-

rema de Van Kampen aplicado a somas amalgamadas, fornece o isomorfismo w1 (Dgr(p) | JV U DL(q)) =
T (DEMp)) x T (V) x (D (q)), desde que A > 2 en — X\ > 3, segue-se entdo que

m (V) ={1}.

Lema 3.2.9 Sejam V', M e M’ como na hipétese do teorema 3.2.3. Existe uma métrica

riemanniana em V' tal que

i) Na conexao associada, M e M’ sao subvariedades totalmente geodésicas de V (isto
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Figura 3.4. Processo final de cancelamento

é, uma subvariedade em V que é tangente a M e M’', esta completamente contido

em M e M'.).

ii) Existem vizinhancas coordenadas N, e N, de p e ¢ no qual a métrica é a métrica

euclideana e N,(C, N,(C’, N,(1C e N, C’ sao segmentos de retas.

Prova: Desde que M e M’ se interceptam transversalmente, sejam pi,...,p, estes
pontos de intersegao com p = p; e ¢ = po. Cobrimos M | J M’ por vizinhangas coordenadas
Wi,...,W,, em V com difeomorfismos coordenados h; : W; — R"™"5 ¢ =1,... m tal que

(a). Existem vizinhangas coordenadas disjuntas Ni,..., N, com p; € N; C N, C W,
eNZﬂW]:@,Zzl,kej:k—i—l,,m

(c). hy(W;NC) e hy(W; (N C") sao segmentos de reta em R ¢ = 1,2,
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Utilizando partigdo da unidade, construimos uma métrica riemanniana (¥, 7) no
conjunto aberto Wy = Wi {J...|JW,, por colar as métricas em W; induzidas pelos h;
1=1,...,m.

Por (a), esta métrica é euclideananos N; (i = 1,..., k). Com esta métrica e utilizando
a aplicacao exponencial, construimos vizinhancas tubulares abertas T e T de M e M’
em Wy. Escolhendo estas vizinhangas suficientemente finas, podemos supor que 7'( 7" C

NlUUNk (§
h(T(T'(\Ni)) =OD] x OD; CR" xR* =R"™**, i=1,..k
para algum ¢, ¢ > 0 dependendo de i.

Seja A : T'— T uma involucao suave o qual é a aplicagao antipodal em cada fibra de
T. Defina uma nova métrica riemanniana (v, @), em T por

(5,) 4 = %(@7, T) + (AT, Ai)).

Afirmacgao. Com respeito a esta métrica, M ¢ uma subvariedade totalmente geodésica
de T'. Com efeito, seja w uma geodésica em T tangente a M em algum ponto z € M.
Entao A é uma isometria de 7' na nova métrica, portanto, leva geodésicas em geodésicas.
Desde que M é o conjunto dos pontos fixos de A, segue que A(w) e w sdo geodésicas com
os mesmos vetores tangentes a A(z) = z. Por unicidade da geodésica, A é a identidade
em w. Portanto, w C M, isto prova a nossa afirmacao.

Similarmente definimos uma nova métrica (¥, w) 4 em T". Segue da propriedade (b)
e da forma de T'(T" que estas duas novas métricas coincidem com a anterior métrica
em T|JT'. Estendendo a todo V' e restringindo a um conjunto aberto G' com M |J M’ C
G C G CTUT' completamos a construcio da métrica em V satisfazendo as condigoes
le?2. U

Lema 3.2.10 Se f : M; — M, é uma aplicacao continua de variedades a qual é suave

em um subconjunto fechado A de M,. Entao existe uma aplicacao suave g : My, — My

tal que g = f (g homotdpico a f) e g’ = f’A.
A

Prova: Ver [14], pag. 62 — 63. O

Lema 3.2.11 Seja f : My — M, uma aplicacao suave de variedades o qual é um mer-

gulho no subconjunto fechado A de M;. Suponha que dim (M) > 2M; + 1. Entao existe
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um mergulho g : My — My aproximando a f tal que g ~ f e g’A = f‘A.

Prova: Ver [22], teorema 5. O

Prova da afirmacgao em teorema 3.2.3. Escolhemos uma métrica riemanniana em
V fornecida pelo lema 3.2.5. Sejam 7(p), 7(q), 7'(p), 7'(q) os vetores unitarios tangentes
a os arcos orientados C de p a ¢ e C' de ¢ a p respectivamente. Desde que C' é um
espago contratil, o fibrado vetorial a C' formado pelos vetores ortogonais a M € trivial.
Usando este fato, construimos um campo vetorial de vetores unitarios ao longo de C'
ortogonal a M e igual ao transporte paralelo de 7/(p) e —7'(¢) ao longo de N,(C e
N, N C respectivamente.

Usando a aplicagao exponencial, existe uma vizinhanca de Cjy no plano e uma estensao
de ¢1| a um mergulho de esta vizinhanca em V. Realmente, a aplicacao exponencial

C
fornece um mergulho local e entao o mergulho global segue-se do teorema 1.1.4.

Similarmente, estendemos ;| a um mergulho de uma vizinhanga de ) usando o
Co
campo de vetores unitérios ao longo de C” ortogonal a M’ o qual ao longo de N, C" e

N, C" consiste do transporte paralelo de 7(p) e —7(q) respectivamente. Quando r =1
isto é possivel j4 que os nimeros de intersecao em p e ¢ sao opostos.

Agora, pela afirmagao 2 do lema 3.2.5, estes mergulhos coincidem numa vizinhanga
de Cy | JC} e dai definimos um mergulho

QDQIN—>V

de uma vizinhanga de tipo anel N de Bd(D) tal que o, (M) = N(Co e @3 (M) =
NN Cj. Denotemos por S o bordo interior de N e seja Dy C D o disco limitado por S
no plano.

Desde que o lago L é homotdpico ao lago ¢s(.5), este tdltimo é contrétil em V. Real-
mente, po(S) é contratil em V' \ (M |J M’). Para isto primeiramente vejamos o seguinte
lema.

Lema 3.2.12 Seja V", n > 5 é uma variedade, M, uma subvariedade de codimensao
pelo menos 3, entao um lago em Vy \ My que é contratil em V) é também contratil em

Vi\ M.

Prova: Sejag: (D? S') — (Vi,V1\ M;) uma contragao em V; de um lago em V; \ M;.
Pela hipdteses temos que dim(V;\ M) > 5 e os lemas 3.2.6 e 3.2.7 fornecem um mergulho
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suave

h:(D*SY) — (Vi, Vi \ M)

tal que g’sl ¢ homotdpico a h o om Vi \ M;. Desde que h(D?) é contratil, o fibrado
normal de h(D?) é trivial. Dai, pelo teorema da vizinhanca tubular, existe um mergulho
H : D* x R"? — V) tal que H(u,0) = h(u) para u € D?. Seja € > 0 suficientemente
pequeno tal que |Z| < €, € R" 2 implica H(S'x %) C V;\M;. Desde que codim(M;) > 3,
o lema 2.5.2 implica que existe zy € R" ™2, |zy| < € tal que H(D?* x zp) (| M; = 0. Agora,
em Vi \ M; temos que

—H ~H

~ ~ cte
SIx0

Slxaxp

onde o ultimo isomorfismo é consequéncia de ser 1, simplesmente conexo. Il

Continuando com a prova da afirmagdo em teorema 3.2.3, vejamos que o(S) é
contratil em V' \ M JM’', no entanto, o lema 3.2.8 implica que p9(.S) é contratil em
V' \ M’ ser >3, e quando r = 2 isto acontece ja que que m(V \ M) — m1(V) é injetiva.
Entao, desde que s > 3, aplicando novamente o lema 3.2.8 segue-se que po(.S) é também
contratil em (V\ M)\ M =V \(MUM").

Ora, escolhemos uma estensao continua de vy a U = N|J Dy ¢3 : U — V tal que
oy(int(D)) =V \ (M JM'). Aplicando lemas 3.2.6 e 3.2.7 a ¢3 conseguimos um

int(D)
mergulho suave @3 : U — V coincidindo com ¢y numa vizinhanga de U \ int(D) e tal que

w3(u) & MM seu ¢ CylJCy.
Somente fica estender 3 a U x R™™! x R¥~1,

Seja U’ = ¢3(U) e escrevemos C, C', Cy e Cf em lugar de U'(NC, U'NC', UNCp e
U (N C} respectivamente.

Afirmacgao. Existem campos vetoriais suaves &p,...,& 1, M1,...,Ms—1 ao longo de
U’ tal que
i) &,...,&—-1 em,...,Ns_1 s@o ortonornais e ortogonais a U’.

i) &,...,& 1 ao longo de C sdo tangentes a M.

iii) 71,...,ms—1 ao longo de C’ sdo tangentes a M.

Com efeito. Sejam 7 e 7’ 0s vetores velocidade normalizados ao longo de C' e C', e
seja X' o campo vetorial de vetores unitarios ao longo de C’ os quais sao tangentes a U’
e apontam para adentro ortogonal a C’. Entao x(p) = 7(p) e x5 = —7(q).
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Escolhendo r—1 vetores & (p), . . ., &—1(p) os quais sdo tangentes a M em p, ortogonais
a U’ e tal que o r-referencial 7(p), & (p), . .., &—1(p) é positivamente orientado em T, (M).
Fazendo transporte paralelo de estes r — 1 vetores ao longo de C, obtemos r — 1 campos
vetoriais &, ...,&—1 ao longo de C'. Estes campos vetoriais satisfazem 1 ja que o trans-
porte paralelo preserva produto interno. Também estes satisfazem 2 ja que transporte
paralelo ao longo de uma curva numa subvariedade totalmente geodésica M, leva vetores
tangentes a M em vetores tangentes a M. Também, por continuidade, o r-referencial
7,61, ..., &1 é positivamente orientado em T'(M) em cada ponto de C.

Ora, transportamos &;(p),...,&—1(p) paralelamente ao longo de N,([)C" e também
&1(q),....&-1(q) ao longo de N,(C’. Por hipdteses, os nimeros de intersecdo de M
e M' em p e q sao respectivamente +1 e —1. Isto nos diz que 7(p), & (p), ..., &—1(p) é

positivamente orientado em N (M’) no ponto p, e 7(q),&1(q), - .., &—1(q) é negativamente
orientado em N(M’) no ponto ¢q. Desde que X'(p) = 7(p) e xX'(9) = —7(q), podemos
concluir que em todos os pontos de N, (| C" e N, () C’, os referenciais x/, &, ..., &1 s@o

positivamente orientados em N (M').

O fibrado sobre C' de (r — 1)-referenciais (, ..., (.1 ortogonais a M’ e a U’ tal que
X', (1, ..., (1 € positivamente orientado em N(M'), é trivial com fibra SO(r — 1), o
qual é conexo. Dai, podemos estender i, ...,&,_1 a um campo vetorial suave de (r — 1)-
referenciais em C'|J C’ satisfazendo 1 e 2.

O fibrado sobre U’ de (r — 1)-referenciais ortonormais e ortogonais a U’, é um fibrado
trivial com fibra O(r+s—2)/O(s—1) = V,_1(R"72). Temos assim construido até agora
uma segao transversal &;,...,&._1 de este fibrado sobre C'|JC’". Compondo &, ..., &
com a proje¢ao na fibra, conseguimos uma aplicacao suave de C'|JC' em O(r + s —
2)/O(s — 1) o qual é simplesmente conexo desde que s > 3. Dal, existe uma estensao
continua a U’ e pelo lema 3.2.7 existe uma estensao suave a U’. Assim, podemos definir
&1, ..., &1 sobre todo U’ satisfazendo 1 e 2.

Para definir os campos vetoriais restantes, observemos que o fibrado sobre U’ de
referenciais ortonormais 7y, ...,ns,_1 em T(V) tal que 7; é ortogonal a U' e a &1, ..., &1,
é trivial pois U’ é contratil. Sejam os campos vetoriais 7y, ...,7,_1 em U’ que sdo uma
secao transversal de este fibrado. Entao &;,...,& _1,m1,...,ns_1 satisfaz 1. Ademais,
desde que &i,...,&._1 s@o ortogonais a M’ ao longo de (', segue-se que 71y,...,Ms 1
satisfaz 3 e termina a prova.

Continuacao da prova da afirmagao no teorema 3.2.3. Defina uma aplicacao
UxR xR -V
por

r—1 s—1
(U, Tiyeeey Tp—1,Y15--- 7y8—1) - exp[z x251(903(u)) + Z%UJ(SOS(U))]
j=1

=1
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segue-se do teorema 1.1.4 e do fato que esta aplicagao é um difeomorfismo local, que
existe uma e-vizinhanca aberta N, em torno da origem em R™"*72 = R"~! x R*~! tal que
se @4 : U X N, — V é a restricao de esta aplicagao a U x N, entao ¢, é um mergulho.

Defina um mergulho ¢ : U x R™™! x R*™! — V por ¢(u, z) = ¢4(u, ﬁ) Desde

que M e M’ sdo subvariedades de V' totalmente geodésicas, temos p(Co x R™™1 x 0) C M
e p(Cyx 0 x R*™') C M’. Por outra parte, desde que ¢(U x 0) = U’ intercepta transver-
salmente M e M’ exatamente em C e C’, segue que para todo € > 0 suficientemente
pequeno, Im(p) intercepta M e M’ no produto de vizinhangas de C' e C’. Isto implica
e M (M)=Cy xR x0e @ (M)=C} x0xR1 Assim, ¢ é o mergulho requerido.

3.3 CANCELANDO PONTOS CRITICOS DE iNDICES INTERMEDIARIOS

No que segue, M é uma n-variedade e a homologia considerada é a homologia
integral.

Definicao 3.3.1 Orientagao local. Uma orientacao local de M num ponto p é a escolha

de um gerador p, do grupo ciclico infinito H,, (M| p).

Definicao 3.3.2 Orientacoes e homologia. Uma orientagao de uma n-variedade difer-
enciavel é uma funcao p — p, fazendo corresponder a cada p € M uma orientagao lo-
cal p, € H,(M|p) satisfazendo a condigao de “consisténcia local”, condi¢ao que cada
p € M tem uma vizinhanca R"™ C M que contem uma bola aberta B centrada em p
tal que as orientagoes locais p, em pontos ¢ € B sao imagens de um gerador p, de
H,(M|B) = H,(R" B) pela aplicagao natural H,(M|B) = H,(M|q). Se uma ori-

entacao existe para M, entao M é chamada orientavel.

Observacao 3.3.3 Uma variedade M tem um espaco de recobrimento M com duas
orientacoes. Por exemplo P? é coberto por S?, e a garrafa de Klein tem como espaco de

recobrimento o toro dobro. A construcao geral é da maneira seguinte:

M = {uy | p€ M ep, ’euma orientagao local de M em p }.
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A aplicagao p, — p define uma sobrejetividade M — Mo qual induz uma topologia em
M e faz de este um espaco de recobrimento. Dado uma bola aberta B C R"™ de raio finito
e um gerador g € H,,(M | B), seja U(ug) o conjunto de todos os ji, € M tal quep € B,
e p, é a imagem de pup pela aplicagao natural H,(M |B) — H,(M |p). Tem-se que os
conjuntos U(up) formam uma base para a topologia em M, e que a projecao M — M
é um espaco de recobrimento. A variedade M 6 orientédvel ja que cada ponto p, € M
tem uma orientacao local canonica dado pelo elemento [, € HR(M | 1) correspondendo
a ft, pelo isomorfismo H, (M| typ) = Ho(U(pg) | 1p) = Hu(B|p), e por construgao estas
orientacoes locais satisfazem a condicao de consisténcia local o qual define uma orientacao

global.

Teorema 3.3.4 Se M ¢ orientdvel, a aplicagao H,, (M) — H,(M|p) = Z é um isomor-

fismo para cada p € M

Prova: Ver [4], teorema 3.26. O

Definicao 3.3.5 Gerador orientacao. Um elemento de H, (M) cuja imagem em H, (M| p)

é um gerador para todo p, é chamado gerador orientacao para M.

Definicao 3.3.6 Seja W uma variedade diferenciavel compacta n-dimensional, orientada
com X = Bd(W). Pela observagao 1.2.1 temos que X possui uma orienta¢do bem

definida.

Observacao 3.3.7 Gerador orientacao para M é também chamada classe fundamental
para M (com coeficientes em 7). Pelo teorema anterior, uma tal classe existe se M é
fechada e orientavel. A parte reciproca também é verdade, se u € H,(M,Z) é uma classe
fundamental e u, denota a sua imagem em H,(M |p), a fungao p — p,, é uma orientagao
ja que a aplicagao H,(M,7Z) — H,(M | p) fatoriza-se através de H,(M | B,Z), onde B é

qualquer bola aberta em M contendo a p. Além disso, M tem que ser compacta ja que
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i, pode ser nao nulo para p na imagem de um ciclo representando a . e esta imagem é

compacta.

De acordo ao teorema 3.3.1, especificamos [X| € H,,—1(X) o gerador orientagao in-
duzido, onde [X] é a imagem do gerador orientagao [W] € H,(W, X) sob o homomorfismo

bordo H,(W, X) — H,_1(X) da seqiiéncia exata para o par (W, X).

Consideremos a correspondéncia entre orientagao de uma variedade compacta M"™ por
meio de referenciais ordenados e a orientagao de M por especificar um gerador [M] de
H,(M,Z). No que segue usaremos a segunda forma de orientar a M.

Consideremos as triades n dimensionais (W, V, V'), (W', V' V") e (W W', V,V").
Suponhamos também que f é uma funcao de Morse em W |JW’ com pontos criticos
Gy € Weq,...,q, € W tal que qi,...,q estdao todos num mesmo nivel e sao
de indice A. Suponhamos também que ¢}, ..., q,, estdao todos num mesmo nivel e sao de
indice A+ 1, suponhamos também que V'’ é um nivel ndo critico entre eles. Escolhemos um
campo vetorial tipo-gradiente para f e orientamos os discos a esquerda D (q1), ..., Dr(q)

em We D)(q),...,D(q,) em W'

Orientagao para o fibrado normal N(Dg(g;)) de um disco a direita em W, é entao
determinado pela condigao que o nimero de intersegao de Dy (¢q;) com Dg(g;) no ponto g;
¢ +1. O fibrado normal N(Sg(¢;)) de Sr(g;) em V' é naturalmente isomorfo a restrigdo
de N(Dg(¢;)) a Sr(g;). Dai, a orientagao de N(Dg(¢q;)) determina uma orientagdo para

N(Sr(q:))-

Combinando a defini¢ao e o argumento acima, concluimos que temos orientagdes bem
definidas para discos a esquerda em W e W’; também, existe uma forma natural de
orientar as esferas a esquerda em V' e os fibrados normais das esferas a direita em V.
Portanto, o niimero de intersecao Sg(g;).S7(q;) da esfera a esquerda com a esfera a direita
em V' é bem definida.

Da secao 3, conhecemos que Hy(W, V) e Hx (t(W W', W) = Hy. (W', V') sao gru-
pos Abelianos livres com geradores [Dr(q1)],...,[Dr(q)] e [D(q))]s- ., [D7(q,,)] repre-
sentados pelos discos a esquerda respectivamente.

Lema 3.3.8 Seja M uma variedade fechada orientada mergulhada em V' de dimensao

A com [M] € Hy\(M) o gerador orientagao, e seja h : Hy(M) — Hx(W,V) o morfismo
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induzido pela inclusao. Entao
h([M]) = Sr(q1)-M[Dr(qu)] + - .. + Sr(a)-M[Dr(q)] (3.1)
onde Sg(q;).M denota o niimero de interse¢ao de Sgr(q;) e M em V',

Prova: E suficiente supor que [ = 1. Denotamos ¢ = q1, Dy, = D1.(q1), Dg = Dr(q1) ¢
Sk = Sr(q1). Devemos provar que h([M]) = Sg.M[Dy)].

Considera-se o diagrama

Hy\(M)
H\(V") Hy\(V',V'\ Sg)
Hy\(W) H\(VUDr, VUL —{4}))
ha
HA(VUDL)
H\(W,V)

O retrato de deformagao r : W — V' J Dy, do teorema 2.4.4 leva V'\Sg a V | (D \q),
assim, o homomorfismo h; induzido por r‘ estd bem definido. Também, o retrato por
V/

deformacao de V' |J(Dr \ q) a V induz o isomorfismo hy e todos os outros homomorfismos
sao induzidos por inclusao.

O diagrama é conmutativo ja que i, = (T‘V/)* (pois, as aplicagbes 7,7 o Vi — W
sao homotdpicas) e o diagrama de espagos topoldgicos e aplicagoes continuas comutam

pontualmente com r| no lugar de .
V/

Pelo lema 3.2.2 sabemos que ho([M]) = Sg.Mv(a), onde o € Hy(Sg) é o gerador
canonico e v : Ho(Sgr) — H)(V',V'\ Sg) é o isomorfismo de Thom. Desde que o
diagrama é conmutativo, para ver que h([M]) = Sg.M[D/], é suficiente mostrar que

h3 0 hy o hy(¥(e)) = [Dy] (3-2)

Ora, desde que dim (V') —dim(Sgr) = A, a classe ¥(«) em Hy(V',V"\ Sg) é represen-
tado por qualquer disco orientado D* o qual intercepta Sp transversalmente num ponto

77



x com numero de intersecao +1. Agora, pelo teorema 2.4.3 e o fato que Dpg é orientado
temos que a imagem 7(D*) de D* pela retracio r representa

Dgp.D* = Sp.D* = +1

vezes o gerador orientacdo hy'hs'([Dy]) do grupo Hy(V D,V U(Dy \ q)). Segue-se
que
hatb(a) = hy "hy ([D1])
ou
hghghﬂﬁ(&) = [DL]

Isto completa a prova do teorema. O

Corolario 3.3.9 Com respeito as bases representadas pelos discos a esquerda orientados,
a aplicagao fronteira 0 : Hy . n(W W', W) — H\(W,V) para a tripleV C W C W |JW'
é dado pela matriz [a;;] de mimeros de interse¢ao a;; = Sr(qi).S7,(¢;) em V' naturalmente
determinadas pelas orientacoes correspondentes a os discos a esquerda.

Prova:  Consideremos os elementos da base [D}(q})] € Hyy1i(W UW', W), podemos
factorar a aplicagdo 0 pela composi¢ao

H,\(57)

Hyst (WU W, W) T Hypa (W, V') H, (V)

m

) Hy (W) ——— H,\(W)

H\(W, V) == H\(W, V)

Onde e ¢é a inversa do isomorfismo cisao e i, é a inclusao induzida.

Mas,
bordo o e([Di,(g;)]) = i.([SL(4))))-
Portanto, a afirmagao segue-se de lema 3.3.2 fazendo M = 57 (q)). O
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Dado qualquer cobordismo ¢ representado pela triade (W, V, V') o teorema 2.5.4 nos
diz que podemos fatorar ¢ = cycy . . . ¢, onde ¢, admite uma funcao de Morse com todos
os seus pontos criticos num mesmo nivel e de indice X. Seja cycy . .. ¢y representado pela
variedade W, C W, A=0,1,...,n. Seja W_; = V. Portanto

V=W ,CWyCW,C...CW, =W

Defina C) = Hy(Wy,Wy_1) & H.(W,,W,_1) e seja 9 : C, — Cy_; o homomorfismo
bordo para a sequéncia exata da triple W _o C Wy_1 C W,.

Teorema 3.3.10 C, = {C), 0} é uma cadeia complexa e H)(C,) = H\(W, V) para todo
A

Prova: Da definicao segue-se que 9% = 0. Agora consideremos o seguinte diagrama

Hy it (Wigr, W) ———= H\(Wx, Wr_g) ——— H)\(Wxy1, Wi_2)
x /
H)\(W)n W/\*l)
o

Hy_1(Wx_1, Wi_2)

onde a horizontal é a sequéncia exata da triple (W1, Wy, Wy_2) e a vertical é a sequéncia
exata da triple (W, Wy_1, Wj_2). Desde que o diagrama comuta tem-se que Nuc(9)/Im(0) =
Hy(Wig1, Wa_g). Isto é, Hy\(C\) = Hy(Wig1, Wa—z). Porém, Hy(Wyi1, Wa_g) = Hy\(W, V).
Portanto, H)(C,) = H\(W,V). O

Teorema 3.3.11 Dualidade de Poincaré. Se (W,V,V’) é uma triade de variedades

diferenciaveis de dimensao n e W é orientado, entao para todo \ tem-se
Hy(W,V) = H" MW, V).

Prova: Sejam ¢ = ¢ycy...c, e C, = {C,,0} como acima e f uma fun¢ao de Morse em
W com campo vetorial tipo-gradiente ¢. Fixando orientagoes nos discos a esquerda de ¢y,
istos formam uma base para C\ = H,(W,, W,_1), com respeito a esta base, do corolario
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3.3.3 temos que o homomorfismo fronteira 0 : Cy, — C)_; é determinado pela matriz de
numeros de intersecao das esferas a esquerda de ¢, com as esferas a direita de cy_; e que
possuem fibrados normais orientados.

Similarmente representamos ¢,—,Cn—p41- .- ¢, pela variedade W/L C W onde u =
0,1,...,neseja W', =V’ Definimos C), = H,(W,, W/_;)ed : (|, — C,_,. Desde que,

pn—1
os discos a esquerda sao orientados, o fibrado normal N(D,) de D, é orientado, junto com
a orientagao de W temos que Dp ¢ orientado. Entao 0 : C), — (] _; é determinado pela
matriz de nimeros de intersecao de esferas a direita orientados com esferas a esquerda

que possuem fibrados normais orientados.

Seja C™* = {C"", '} a co-cadeia complexa dual da cadeia complexa C = {C" — p,d'}.
Isto é, C™ = Hom(C),,Z). Escolhemos a base de C"* como a base dual da base de C_, o
qual é determinado pelos discos a direita orientados de ¢,,—, os quais sao orientados. Ora,
se Dy é um disco a esquerda orientado em C'\, fazemos corresponder o disco a direita
orientado de ¢,_, representando um elemento de C""~*, esta correspondéncia fornece um
isomorfismo Cy — C™ A,

Por outra parte, sabemos por corolario 3.3.3 que 0 : C, — C,_; é determinado pela
matriz [a;;] = [Sr(p:).S7(p))], e entdao § : C"* — €71 ¢ determinado pela matriz
[bij] = [S7.(P})-Sr(pi)]. Mas W é orientado, assim pela observagao 3.2.2 temos que by; =
(—1)’\_1aij. Isto implica que a O corresponde +4’, passando ao quociente conseguimos
o isomorfismo Hy(C,) = H"*(C™), desde que o teorema 3.3.4 implica que Hy(C,) =
H\(W,V)e H,(C,) = H,(W,V') para cada X e . Por outra parte, o tultimo isomorfismo
implica que H*(C"™) = H*(W, V") para cada u. Porém, se dois complexos tem homologias
isomorfas, as respectivas co-cadeias complexas tem co-homologias isomorfas. Isto implica

que Hy(W, V) = HNW, V). O

Teorema 3.3.12 Teorema da base. Seja (W,V, V') uma triade de dimensao n com
W conexo possuindo uma fung¢ao de Morse f com todos os seus pontos criticos de indice
2 < A < n—2 num mesmo nivel, e seja ¢ um campo vetorial tipo-gradiente para f. Entao,
dado uma base para Hy(W, V'), existe uma fun¢ao de Morse f' e um campo vetorial tipo-
gradiente &' para f' as quais coincidem com f e £ numa vizinhanca de V' JV'. Além disso,
f" tem os mesmos pontos criticos de [ todos num mesmo nivel e os discos a esquerda
para &' com orientagoes apropriadas, determinam uma base de Hy(W, V).

Prova: Sejam py, ..., py os pontos criticos de f e seja {b,...,bx} abase de Hy(W, V) =
72 ...6PZ (k — somandos) representados pelos discos a esquerda Dy (p1),..., Dr(pk)
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com orientagoes fixadas. Sejam Dg(p1),. .., Dr(pk) os discos a direita com fibrados orien-
tados e tal que a matriz (Dg(p;).Dr(p;)) é a matriz identidade. Consideremos um A-disco
orientado D mergulhado em W com Bd(D) C V. Entao, D representa um elemento

by + ...+ b, € H)\<W, V)
para alguns inteiros [y, ..., l;. Isto é, D é homologo a [y Dy (p1) + ...+ gD (px). Entdo
DR(pj).D = DR(pj>.[l1DL(p1) + ...+ lkDL(pk)]

= U Dg(pj)-Dr(p1) + ...+ Dr(p;)-Di(pr) (3-3)

— lj.
Portanto, D representa o elemento

Devemos construir f’ e & tal que os novos discos a esquerda orientados sejam exatamente
Di(p1), Dr(p2), - - - Dr(px) com

Dg(p1).Dy,(p1) = Dr(p2).Dy(p1) = +1 e Dg(p;).Dp(p1) =0 j=3,... k.

De isto, segue-se que a nova base é {b;+by, ..., by} 0 qual completaria a prova do teorema.

A continuagao construiremos f’ e &’. Pelo teorema 2.5.1, conseguimos uma fun¢ao de
Morse f; a qual coincide com f fora de uma vizinhanga de p; tal que fi(p1) > f(p1) e
f1 tem os mesmos pontos criticos e campo vetorial tipo-gradiente que f. A continuacao
escolhemos tg tal que fi(p1) > to > f(p1) e seja Vo = f; *(to). Pelo lema 2.5.2, a (A —1)-
esfera a esquerda S, de p; em Vj e as (n— A —1)-esferas a direita Sg(p;) de p;, (2 <i < k)
em Vj sao disjuntas. Sejam pontos a € S, e b € Sg(ps). Por ser Vj conexo, existe um
mergulho ¢, : (0,3) — Vp tal que ¢(0,3) intercepta Si e Sg(p2) transversalmente em

@1(1) = a e p1(2) = b, e tal que p1(0,3) (SrPs)U...-USr(r) =0

Afirmagao. Existe um mergulho ¢ : (0,3) x R*! x R*™*~1 — Vj tal que

i) ¢(s,0,0) = ¢1(s) para s € (0,3),
11) SO_I(SL) =1xRM! x 0, SD_I(SR(])Q)) =2x (xR *1e

iii) A imagem de ¢ nao intercepta as outras esferas. Além disso, ¢ pode ser escolhido
de tal forma que leva 1 x R*~*x 0 em Sy, com orientacao positiva e tal que, o((0, 3) x
R 1 x 0) intercepta Sg(ps) em (2,0,0) = b com ntimero de intersegao +1.

Com efeito. Escolhemos uma métrica riemanniana para V4 tal que o arco A = ¢(0, 3)
seja ortogonal a Sy, e a Sr(p2), além disso, pelo lema 3.2.5, estas esferas sdo subvariedades
totalmente geodésicas de Vj.

81



Sejam p(a) e u(b) (A — 1)-referenciais ortonormais em a e b tal que p(a) é tangente
a S em a com orientagao positiva e p(b) seja ortogonal a Sg(p2) em b com nimero de
intersegao +1. Desde que A é contrétil, o fibrado vetorial sobre A de (A — 1)-referenciais
ortogonais a A, é trivial com fibra a variedade ortogonal de Stiefel V3_;(R""?) o qual é
conexo ja que A — 1 < n — 2. Dai podemos estender a uma secao transversal ;o definida
em A.

O fibrado vetorial sobre A formado por (n — A — 1)-referenciais ortogonais a A e a u
¢ um fibrado trivial com fibra V,,_,_1(R*"*71). Seja n uma secao transversal suave.

Usando a aplicagdo exponencial associado a esta métrica, definimos o mergulho ¢
satisfazendo as condigoes da afirmagao.

Continuando, utilizaremos ¢ para construir uma isotopia de V) o qual transforma Sp,
em Sg(p2) da seguinte maneira.

Fixamos § > 0 e seja  : R — [1, 23] uma fungao suave tal que

a(u) = 1, se u>20
]l >2, se u<d

Considerasse uma isotopia H; de (0,3) x R x R**~1 tal que

i) H; é a identidade fora de algum conjunto compacto, 0 <t < 1.

i) H,(1,7%,0) = (ta(?)? + (1 — t),7,0) para & € R* L.
Entao definimos a isotopia F; de Vy por Fi(v) = ¢ o H; 0 o 1(v)

Fyw) = po Hiop Hv), se ve Im(p)
A v, se de outra forma.

Pelo corolario 2.3.3, seja uma vizinhanga produto Vg x [0, 1] mergulhado em W no lado
direito de V4 tal que nao contem pontos criticos e V5 x 0 = V4. Usando a isotopia Fj,
alteramos o campo vetorial £ como na observacao 2.5.2, dai conseguimos um novo campo
vetorial & em W.

Desde que £ e &' coincidem na esquerda de Vj, segue-se que as esferas a direita em

Vo associadas a &' sdo precisamente Sg(pa),...,Sr(pr). A esfera a esquerda de p; as-
sociada a £ é S; = Fy(SL). Da propriedade 2 de H; sabemos que S} nao intercepta
Sr(ps),--.,Sr(pr). Dai, por teorema 2.5.1 podemos conseguir uma fun¢ao de Morse f

coincidindo numa vizinhanga de Bd(W) com f; (e com f) possuindo a & como campo
vetorial tipo-gradiente e além, tem somente um valor critico.

Para completar a prova somente precisamos que os novos discos a esquerda rep-
resentem a nova base. Os discos a esquerda de ps,...,p; associados a & sdo ainda
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Dr(p2), ..., Dr(pr) jaque & = & em f;*(—o0, 1], (isto é, a esquerda de Vj x [0, 1]). Como
temos a igualdade £ = £ a direita de V4 x [0, 1], 0 novo disco a esquerda D’ (p;) intercepta
Dg(p1) em py = D (p1) () Dr(p1) com nimero de interse¢ao Dg(p1).D} (p1) = +1. Segue-
se da propriedade 2 de H; que D) (p1) intercepta transversalmente a Dg(py) Gnicamente
num ponto com numero de intersegdo Dg(p2).D} (p1) = +1. Finalmente, a propriedade 3
de ¢ implica que D/ (py) é disjunto de Dg(ps), ..., Dr(px), dai Dg(p;).D}(p1) = 0 para
i =3,...,k. Portanto, a nova base para H,(W, V) representada pelos discos a esquerda
associados a & é by + by, by, ..., by. Isto completa a prova de nosso teorema. O

Teorema 3.3.13 Teorema de eliminacao de pontos criticos com indices inter-
medidrios. Seja (W,V, V') uma triade simplesmente conexa de dimensao n > 6 pos-
suindo uma fungao de Morse sem nenhum ponto critico de indice 0,1 oun — 1,n. Além

disso, suponhamos H,.(W,V') = 0. Entao (W,V,V') é um cobordismo produto.

Prova: Seja ¢ o cobordismo representado pela triade (W, V,V’). Segue-se do teorema
2.5.4 que ¢ pode ser expresso por CsCs...C,_o. Assim ¢ admite uma fungao de Morse f
cuja restricao a cada ¢, ¢ uma funcao de Morse com seus pontos criticos de indice A,
todos num mesmo nivel. Consideremos a sequéncia de grupos abelianos livres

0 0 0 0 0 0
Cn,2—>Cn,3—>...—>C)\+1—>C)\—>...—>CQ.

Para cada A\ escolhemos uma base 2z}, ..., 22" para o nicleo de 9 : Cyyy — C,.
L ? “kxt1 +

Desde que H,(W,V) = 0 segue-se do teorema 3.3.4, que a sequéncia acima é exata, dai

podemos escolher b, ... ,bg:rl € Cyy1 tal que D} — 2} para i = 1,...,ky. Entdo
A+1 A1 AL A1 4
21T le’bl ;b € uma base para Cyi1.

Desde que 2 < A < A+ 1 < n — 2, de acordo a teorema 3.3.6 podemos conseguir
uma funcao de Morse f’ e um campo vetorial tipo-gradiente £ em ¢ tal que os discos a
esquerda de ¢y e ¢y, representam a base de C e C),1.

Sejam p e q pontos criticos em ¢y e ¢y correspondendo a 27 e b?*l. Por aumentar f’
numa vizinhanca de p e diminuir f’ numa vizinhanca de ¢, obtemos cycay1 = c\cpcyCh 1,
onde ¢, tem exatamente como ponto critico p e ¢, tem exatamente o ponto critico g. Seja
Vo o nivel entre ¢, e ¢,. Entao c,c, junto seus bordos sao simplesmente conexos. Desde
que Bd(by™) = 2z, pelo coroldrio 3.3.3, as esferas Sr(p) e Si(q) em V; tem nimero
de intersecao 1. Portanto, o teorema forte de cancelamento implica que c,c, ¢ um
cobordismo produto e f’ junto a seu campo vetorial tipo-gradiente podem ser alterados
no interior de c,c, e f’' nao tem pontos criticos. Repetindo este procedimento podemos
eliminar todos os pontos criticos. A afirmacao segue-se entao do teorema 2.3.3. U
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3.4 CANCELANDO PONTOS CRITICOS DE iINDICEO E 1

Nesta secao a triade (W", V, V') é considerado possuindo uma fun¢ao de Morse auto-
indexada, e um campo vetorial tipo-gradiente. Seja

1 1
Wk - fﬁl[__ak_‘_

] 1
2 27

E=0,1,...,n e VH:f*l(/ﬂ—i-Q).

Teorema 3.4.1 Com as condigoes dadas anteriormente temos:

i) Se Hyo(W,V) = 0, os pontos criticos de indice 0 podem ser cancelados em igual

numero que os pontos criticos de indice 1.

ii) Sejam W, V simplesmente conexos e n > 5. Se nao existem pontos criticos de
indice 0, podemos inserir para cada ponto critico de indice 1, um par de pontos
criticos de indices 2 y 3 e cancelar o ponto critico de indice 1, também os pontos
criticos de indice 2.

Prova: O caso: indice 0. Vamos a considerar a homologia sobre Z,. Por teorema
3.3.4, trabalhando com os indices 0 e 1, da sequencia exata

H\(Wi, Wo, Zs) % Ho(Wo, V, Zs) — 0
segue que o homomorfismo
Hy(Wy, Wo, Zs) % Ho(Wo, V, Zs)

é sobrejetivo. Usando o corolario 3.3.3, o homomorfismo 0 é determinado pela matriz
de nimeros de intersecio médulo 2 das (n — 1)-esferas a direita Sjy' é as O-esferas a
esquerda S? em Vj,. Por ser 0 sobrejetiva, para qualquer Sﬁ_l, existe pelo menos um
S9 com Sp71.S9 #£ 0, isto nos diz que o ntimero de pontos de intersecio de Sp~! com S9
¢ impar. Ora, o primeiro teorema de cancelamento nos diz que podemos diminuir este
nimero e por inducao finita conseguimos que este nimero é precisamente 1. Desde que
estamos considerando pontos criticos de indices 0 e indice 1 temos a nossa afirmagao. [J

A seguir utilizaremos o seguinte lema

Lema 3.4.2 Dado 0 < A < n, existe uma aplicacao suave f : R" — R tal que
f(z1,...,2,) = x fora de um conjunto compacto e f tem precisamente dois pontos

criticos nao degenerados py, ps de indices A e A + 1 respectivamente com f(p1) < f(p2).
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Prova: Ver [12], pag. 101. O

Lema 3.4.3 Se S% 2 é uma esfera a direita em V,,, existe uma 1-esfera mergulhada em
Vi, que tem uma intersecao transversal com S}é_Q e nao intercepta uma outra esfera a

direita.

Prova: Seja um mergulho e um 1-disco D C Vi, o qual tem a gy por ponto médio e
intercepta a S}%’Q transversalmente e no qual nao tem intersecao com esferas a direita.
Transladamos os pontos finais de D ao longo das trajetorias de & a um par de pontos em
V. Por ser V' conexo com dimensao n — 1 > 2, estes pontos podem ser ligados por um
caminho suave em V' o qual nao atinge as 0O-esferas a esquerda em V. Este caminho pode
ser trasladado a um caminho suave que liga os pontos finais de D em V. e evita todas
as esferas a direita.

Construimos uma aplicacao suave g : St — Vi, tal que

i) g7 (qo) ¢ um ponto a € S' e g mergulha uma vizinhanca fechada A de uma vizin-
hanga de gy em D.
ii) g(S'\ {a}) nao intercepta nenhuma (n — 2)-esfera a direita.

Desde que dim(V) =n —1 > 3, o lema 3.2.7 fornece um mergulho suave com estas
propriedades. Isto completa a prova de nosso lema. U

Teorema 3.4.4 Se dois mergulhos de uma variedade M™ numa variedade N" sao ho-

motopicos com n > 2m + 3, entao eles sao suavemente isotopicos.

Prova: Ver [22], teorema 6. O

Teorema 3.4.5 Teorema da estensao isotdpica. Seja M uma subvariedade com-
pacta de uma variedade suave N com bordo. Se h;, 0 <t < 1 é uma isotopia suave de
i: M — N, entao h; é a restricao de uma isotopia suave h; 0 < t < 1 da aplicagao

identidade idy : N — N tal que h; fixa pontos fora de um subconjunto compacto de N.

85



Prova: Ver [12], teorema 5.8. O

O caso: indice 1. Pela observacao 3.2.3 temos que V5, é simplesmente conexo.
Por colagem de células de dimensoes n — 1 e n — 2, temos que a inclusao Vo, C W se
fatoriza em inclusoes associadas ao colagem de células como no teorema 2.4.4, realmente
estas inclusoes sao equivaléncias homotépicas. As células de dimensoes n,n — 1,...,
correspondem a células de dimensoes 3,4,.... Dado um ponto critico p de indice 1,
construimos uma 1l-esfera S como no lema 3.4.3. Utilizando o lema 2.5.2 e observagao
2.5.2, podemos ajeitar o campo vetorial £ de tal forma que S nao intercepta 1-esferas em
V1., entao podemos remover S a direita de uma 1-esfera S7 em Vo, .

Por estender uma vizinhanga colar a direita de V5., podemos escolher como em teo-
rema 2.2.5 fungoes coordenadas 1, ..., z, numa vizinhan¢a U de R™ mergulhada nesta

vizinhanga colar, tal que f| = x,. Utilizando o lema 3.4.2, alteramos f num subcon-
U

junto compacto de U e inserimos um par de pontos criticos auxiliares ¢, de indices 2 e

3 com f(q) < f(r).

Seja Sy a l-esfera a esquerda de ¢ em V5,. Desde que V5, é simplesmente conexo, o
teorema 3.4.4 e teorema 3.4.5 implicam que existe uma isotopia da identidade Vo, — V5,
levando S5 em S;. Portanto, logo de ajeitar ¢ a direita de V5, como na observacao 2.5.2,
a esfera a esquerda de g em Vi, é S a qual por construcao intercepta a esfera a direita
de p transversalmente em um ponto so.

Sem mudar £, podemos alterar f como no teorema 2.5.1 nos interiores de f _1[%, %] e
de f7[3, k] com k = (f(q) + f(r))/2. Finalmente, utilizando o teorema 2.5.1, subimos o

nivel de p e descemos o nivel de ¢, dai para algum § > 0 temos

3
140 < f(p) <3 < flg) <2—0.
Ora, utilizando o primeiro teorema de cancelamento, alteramos f e £ em f~1[1 + 4,2 —
d], eliminando dessa forma os pontos criticos p e ¢. Finalmente por observacao 2.5.1,
removemos os niveis criticos de r. Repetindo este procedimento chegamos a eliminar
todos os pontos criticos de indice 1. Isto completa a prova do teorema.
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CAPITULO 4

O TEOREMA H-COBORDISMO E SUAS APLICACOES

Esta secao esta dedicada a provar o teorema principal de este trabalho.

Definigao 4.0.6 h-cobordismo. Um cobordismo ¢ representado pela triade (W, V, V")
é um h-cobordismo se as inclusoes V. <— W e V' — W sao equivaléncias homotdpicas.
Isto equivale a dizer que V' e V' sao retratos por deformacao de W. Neste caso dizemos

que V e V' sao h-cobordantes.

Observagao 4.0.7 O conceito de h-cobordantes foi introduzido primeiro por Thom para
o caso combinatdrio e por Kervaire e Milnor para o caso diferenciavel. Isto envolve uma
combinacao da teoria de homotopia e teoria de cobordismo como indica a nossa definicao

anterior.

Definigao 4.0.8 Cobordismo simplesmente conexo. Uma triade (W, V, V') é dito

simplesmente conexo se W, V' y V' sao simplesmente conexos.

Observagao 4.0.9 Se (W,V, V') é uma triade e H,(W,V) = 0, entao por dualidade de
Poincaré (teorema 3.3.5), temos H*(W, V') = 0, isto implica que H,(W,V') = 0. Assim,

H,.(W,V) =0 se, e somente se, H,(W,V") = 0.

Definicao 4.0.10 Espacgo m-conexo. Seja X um espaco conexo por caminhos, A sube-

spago conexo por caminhos de X e xy € A. O par (X, A) é dito m-conexo se

(X, A z9) =0 V1<n<m.
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Definicao 4.0.11 Conexao entre grupos de homotopia e grupos de homologia.

Seja (X, A, xo) uma triple e consideremos o grupo de homotopia
(X, A, o) n > 1.
Seja o« um elemento arbitrario de m,(X, A, zo) e consideremos a aplicagao
¢ (D™, 8™ eg) — (X, A, x0)

representando «, onde ey = (1,0,...,0). O sistema coordenado em R", determina uma
orientacao em R™, dai um gerador o, do grupo ciclico infinito H, (D", S"1). Como ¢

induz um homomorfismo
¢y o Hy (D™, 5™ 1) — H, (X, A),

entao definimos
hn @ (X, A o) — Hy(X,A)
« — ¢u(on)

h é realmente um homomorfismo (ver 6. Pag. 146).

Definigao 4.0.12 Sistema local de grupos. Seja X um espago topoldgico e {G, }rex
uma familia de conjuntos indiceada pelo espago X . Dizemos que a familia {G,},cx € um

sistema local de grupos se satisfaz as seguintes condi¢oes

i) Para cada ponto x € X, G, é um grupo.

ii) Para cada a: I — X indo de xq a x1, existe um homomorfismo de G,, em G,,.
Um sistema local de grupos {G;}.ex num espago X é simple se para todo xz, € X,
m (X, zo) age simplesmente em G, .

Definicao 4.0.13 Espacgos n-simple. Seja G um grupo agindo num grupo H. Dizemos

que G age simplesmente em H se gh = h para todo par (g,h) € G x H. Sejan > 0. Um

38



espago X é dito n-simple se o sistema local {7, (X, z¢)}z,ex dos n-grupos de homotopia

em X, é simple.

s

Teorema 4.0.14 Teorema do isomorfismo de Hurewicz. Sen > 2 e (X,A) é

s

(n — 1)-conexo, entao o homomorfismo (4.0.1) é um epimorfismo. Ademais, se (X, A) é

(n — 1)-conexo e n-simple para n > 2, entao
hy (X, o) =2 Hy(X).

Prova: Ver [6], teorema 4.4. O

Definicao 4.0.15 Equivaléncia homotdpica fraca. Uma aplicacao f : X — Y é dito
Equivaléncia homotépica fraca se induz um isomorfismo 7, (X, xo) — m,(Y, f(x¢)) para

todo xg € X e todon > 0.

Teorema 4.0.16 Uma aplicacao entre CW-complexos é uma equivaléncia homotépica

fraca se, e somente se, é uma equivaléncia homotdpica.

Prova: Ver [21], pag. 405. O

Teorema 4.0.17 Uma equivaléncia homotépica fraca induz isomorfismo dos correspon-
dentes grupos de homologia singular. Reciprocamente, uma aplicagao entre espagos sim-
plesmente conexos o qual induz isomorfismos dos correspondentes grupos de homologia

singular, é uma equivaléncia homotdpica fraca.

Prova: Ver [21], pag. 406. O

Lema 4.0.18 Uma triade simplesmente conexo (W,V, V') é um h-cobordismo se, e so-

mente se, H.(W, V) = 0.
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Prova: Se a inclusao V — W é uma equivaléncia homotoépica, entao temos o isomor-
fismo H;(V) = H;(W) para cada i = 1,2,.... Ora, da sequéncia exata

0— Hy(V) S H(W) — Hy(W,V) =0
segue-se que H;(W,V) =0 para cada i =1,2,.... Isto é, H.(W,V) = 0.

Reciprocamente, vejamos que (W, V, V') é um h-cobordismo. Considerando a sequéncia
exata

0—-m(V)->mW)—-m(W,V)—0
e o fato de ser W e V' simplesmente conexos, temos
m(V)=0, m(W,V) =0,

ja que

H.(W,V)=0,
pelo teorema do isomorfismo de Hurewicz conseguimos

m(W,V)=0 1=0,1,2,... (4.2)
De isto e da sequéncia exata
0—-m(V)—->m(W)—-m(W,V)=0—-0

segue-se que

Ora, W e V sao CW-complexos, logo por teoremas 4.0.7 e 4.0.8, a inclusao V — W
é uma equivaléncia homotdpica. J4 que a observacao 4.0.2 nos diz que H,(W, V') = 0,
pelo mesmo argumento anterior conseguimos que a inclusao V/ < W é uma equivaléncia
homotopica. Il

Teorema 4.0.19 Teorema h-cobordismo. Se (W, V, V') é um h-cobordismo simples-
mente conexo com dim(W) = n > 6, entao (W,V, V') é difeomorfa a (V x [0,1],V x

0,V x 1). Isto é, W é um cobordismo produto.

Prova: Escolhemos uma fungao auto-indiceada f para (W, V,V’). Pelo lema 4.0.9
temos que H,(W, V) = 0, segue-se entao do teorema 3.4.1 que os pontos criticos de indice
0 e 1 podem ser eliminados. Substituindo a fun¢ao de Morse f por —f, os pontos criticos
de indice A passam a ser pontos criticos de indice n — A, portanto, os pontos criticos de
indice n e n — 1 podem ser eliminados. A afirmacao segue-se entao de teorema 3.3.7. [J
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Corolario 4.0.20 Duas variedades fechadas simplesmente conexas de dimensao > 5 que
sao h-cobordantes sao difeomorfas.

Prova: Se V e V' sdo h-cobordantes, o lema 4.0.9 implica que H.(W,V) = 0 e a
afirmagao segue-se do teorema anterior. O

O seguinte teorema é também conhecida como o ”Teorema de Smale”.

Teorema 4.0.21 Conjectura Generalizada de Poincaré. Se M é uma variedade
fechada simplesmente conexa de dimensao n > 5 com a homologia da n-esfera S™, entao

M é homeomorfa a S™. Sen =5 ou 6, entao M é difeomorfa a S™.

Prova: Suponhamos primeiro n = 6. Desde que M tem a homologia da n-esfera,
existe uma aplicagao f : M — S"™ tal que H,(M) = H,(S™), do teorema 4.0.7 e 4.0.8
segue-se que f é uma equivaléncia homotépica. Sejam D C M (i = 0,1) discos mer-
gulhados disjuntos. Fazendo W = M \ (int(Dy) [ int(DY)), entao (W, Bd(Dg), Bd(D7}))
¢ um h-cobordismo simplesmente conexo. Pelo teorema do h-cobordismo, existe um
difeomorfismo F' : (Bd(Dg) x [0,1], Bd(D§) x 0, Bd(Dy) x 1) — (W, Bd(Dg), Bd(DY))
o qual é a identidade em Bd(Dy) = Bd(Df) x {0}, pelo coroldrio 4.0.11, temos um
difeomorfismo f; : Bd(Df) x {1} — Bd(D7). Este a sua vez induz um homeomorfismo
fi : D — D? por tv — t.f(v) com t € [0,1] e v € S*"!. Ora, considerando as in-
clusoes iy, : Bd(D}) x {k} — Bd(Dy) x [0,1] (k = 0,1), definimos um homeomorfismo
h: Dy x {0} U, Bd(Dg) x [0,1]U;, Dg x {1} — M por h =1d, h =F

Dgx{o}— " IBd(DR)x[0,1]

eh = f1. Porém h é claramente um homeomorfismo e a afirmacao esta provada.

Para a prova do caso n = 5 precisamos os seguintes resultados

Proposicao 4.0.22 Caracterizacao de n-discos suaves D", n > 6. Seja W™ uma
n-variedade simplesmente conexa compacta, n > 6 com bordo simplesmente conexo. Sao

equivalentes

i) Wm é difeomorfa a D".
ii) W™ é homeomorfo a D".
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iii) W™ é contratil.
iv) W™ tem a homologia de um ponto.

Prova: E facil ver 1 = 2 = 3 = 4. Vejamos 4 = 1. Seja Dy um n-disco mer-
gulhado em Int(W), entao H,(W \ Int(Dy), Bd(Dy)) = H.(W,Dy) = 0, onde o iso-
morfismo segue-se por escisao e a igualdade vem da hipé6teses. Portanto, a triade (W \
Int(Dy), Bd(Dy), V) satisfaz as condigoes do teorema h-cobordismo. Consequéntemente,
o cobordismo (W™, (), V) é uma composi¢ao de (Dy, (), Bd(Dy)) com um cobordismo pro-
duto (W \ Int(Dy), Bd(Dy),V'). Segue-se entao de teorema 2.3.7 que W ¢é difeomorfa a
D(). O

Teorema 4.0.23 Seja M uma variedade diferenciavel fechada simplesmente conexa com
a homologia da esfera S™. Entao, se n = 4, 5 ou 6; M limita uma variedade contratil e

compacta.

Prova: Ver [7]. O

Observagao 4.0.24 O ultimo teorema junto a teorema 4.0.13 implica entao que M™ é

difeomorfa a S™

Observacgao 4.0.25 Notemos que a prova do Teorema de Smale em teorema 4.0.12 nao
afirma a existéncia de um difeomorfismo f : S* — M. A construcao de f induzido
por f, nos da um homeomorfismo e nao um difeomorfismo quando comecamos de um
difeomorfismo. A aplicacdo f é suave fofa da origem de D™ mas néo na origem. Nao
todo difeomorfismo f : S*! — S"! pode se estender a um difeomorfismo D* — D" e
que existem assim as chamadas esferas exoticas, isto é variedades fechadas homeomorfos

a S"™, porém nao difeomorfas a S™.
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