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RESUMO

Nesta dissertação, fizemos um estudo detalhado das formas normais e da estabilidade de

equilíbrios para sistemas Hamiltonianos autônomos e periódicos e aplicamos ao estudo da esta-

bilidade dos pontos de libração do problema restrito dos três corpos nos casos planar circular e

espacial circular. Estudamos formas normais para sistemasHamiltonianos lineares e não-lineares.

Para os lineares, consideramos um algoritmo para obter a forma normal quando os autovalores são

imaginários puros, um teorema que permite obter a forma normal quando os autovalores são dis-

tintos e uma tabela que fornece formas normais para funções Hamiltonianas quadráticas. Para os

não lineares, aprendemos as teorias das formas normais de Gustavson, de Birkhoff e de Lie para

sistemas Hamiltonianos autônomos e periódicos e, com base nestas teorias, obtivemos a forma

normal de algumas funções Hamiltonianas. Estudamos a estabilidade de equilíbrios para sistemas

de equações diferenciais ordinárias lineares (autônomos eperiódicos) e não-lineares, além disso,

adaptamos alguns teoremas para sistemas Hamiltonianos. Combase nos Teoremas de Arnold-

Moser e Cabral-Meyer, estudamos a estabilidade para sistemas Hamiltonianos periódicos com um

grau de liberdade e sistemas autônomos com dois. Estudamos também a estabilidade para sistemas

Hamiltonianos periódicos com dois graus de liberdade e generalizamos alguns resultados para sis-

temas comn graus de liberdade. No último capítulo, mostramos que os três pontos de libração

colineares do problema restrito dos três corpos são instáveis e analisamos em que condições temos

a estabilidade dos triangulares.



ABSTRACT

In this Dissertation, we studied in detail the normal forms and stability of equilibria for au-

tonomous and periodic Hamiltonian systems and applying it to study the stability of the of libration

points of the restricted three-body problem in the planar circular and space circular cases. We stud-

ied normal forms for linear and nonlinear Hamiltonian systems. For linear systems, we considered

an algorithm to obtain the normal form when the eigenvalues are purely imaginary, a theorem that

allows to obtain the normal form when the eigenvalues are different and a table that supply normal

forms for quadratic Hamiltonian functions. For the nonlinears systems, we learnt the theories of

Gustavson’s, Birkhoff’s and Lie’s normal forms for autonomous and periodic Hamiltonian systems

and, based in those theories, we obtained the normal forms ofsome Hamiltonian functions. We

studied stability of equilibria for linear and nonlinear ordinary differential equations (autonomous

and periodic), and after that, we adapted some theorems for Hamiltonian systems. Using Arnold-

Moser and Cabral-Meyer theorems, we studied the stability ofperiodic Hamiltonian systems with

one degree of freedom and the stability of autonomous Hamiltonian systems with two degrees of

freedom. We also studied stability for periodic Hamiltonian systems with two degrees of freedom

and generalized some results for systems withn degrees of freedom. In the last chapter, we showed

that the three colinear librations points of the restrictedthree body problem are unstable and we

also analysed in what conditions we have the stability of thetriangulars librations points.
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Introdução

O objetivo principal desta dissertação é apresentar as teorias de formas normais e estabilidade

de equilíbrios para sistemas Hamiltonianos e aplicá-las aoestudo da estabilidade dos pontos de

libração do problema restrito dos três corpos. Usamos como principal referência o livro "Pontos de

libração em mecânica celeste e cosmodinâmica"de Markeev [24]. Outras referências muito usadas

nesta dissertação foram Cabral ([6] e [7]), Vidal ([36], [37]e [38]) e Meyer [25].

Sobre formas normais e estabilidade de equilíbrios para sistemas Hamiltonianos, tendo em vista

que:

• não existem boas referências sobre os assuntos. O trabalho mais completo é o livro de Mar-

keev [24], o qual, com o uso do teorema de Cabral-Meyer [6], é possível reescrever muitos

resultados sobre estabilidade, deste livro, de forma mais compacta e elegante;

• existem muitos problemas de interesse prático e teórico nasteorias que ainda não foram

resolvidos;

• há grande aplicabilidade das teorias em problemas de interesse prático, em particular, à prob-

lemas da Mecânica Celeste, como por exemplo ao estudo da estabilidade dos pontos de li-

bração do problema restrito dos três corpos.

Resolvemos escrever um trabalho que contivesse grande partedo que está no livro de Markeev [24],

melhorando alguns resultados e demonstrações, acrescentando alguns problemas que encontram-

se apenas em artigos, generalizando alguns resultados do mesmo, resultados que ainda não haviam
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sido obtidos. Também, fizemos um estudo da estabilidade dos pontos de libração do problema

restrito dos três corpos nos casos planar circular e espacial circular.

Esta dissertação está dividida em oito capítulos. O primeiro é dado ao nível de preliminares.

Nele, são fornecidos alguns conceitos básicos sobre a teoria dos sistemas Hamiltonianos, das trans-

formações simpléticas , o Teorema da Curva Invariante[26] e tem por objetivo fornecer conceitos

essenciais para melhor compreensão deste trabalho, sendo necessário, também, conhecimentos

básicos de Álgebra Linear, Análise no IRn e Equações Diferenciais Ordinárias.

No capítulo 2, fornecemos um algoritmo para obtenção de formas normais para sistemas Hamil-

tonianos lineares autônomos no caso em que os autovalores são imaginários puros. Em seguida,

apresentamos um teorema para obtenção da forma normal no caso em que os autovalores são dis-

tintos. Baseado em Arnold [1], mostramos uma tabela de formasnormais para Hamiltonianos

quadráticos, de acordo com seus autovalores. Encerramos o capítulo com um breve comentário

sobre a obtenção da forma normal para um sistema Hamiltoniano linear periódico.

No capítulo 3, desenvolvemos a teoria das formas normais de Gustavson[12] e Birkhoff[4] para

sistemas Hamiltonianos autônomos e periódicos e obtemos a forma normal de algumas funções

Hamiltonianas que serão usadas posteriormente. Neste capítulo, são também fornecidos alguns

conceitos importantes para o estudo das formas normais.

O quarto capítulo é dedicado ao estudo do método de Lie para obtenção da forma normal

para sistemas Hamiltonianos autônomos e periódicos. Este capítulo é parte de um seminário que

apresentei no curso de Sistemas Dinâmicos Hamiltonianos ministrado por Vidal[37], nele, usei

como principais referência Meyer[25] e Cabral[7].

No capítulo 5, desenvolvemos a teoria da estabilidade de equilíbrios para sistemas de equações

diferenciais ordinárias dando ênfase aos sistemas Hamiltonianos. Aqui, são fornecidos teoremas

que caracterizam a estabilidade de equilíbrios para sistemas lineares (Hamiltonianos e não Hamilto-

nianos) e não lineares. Para os não lineares fornecemos os métodos direto de Liapunov e Chetaev[8]

no caso autônomo e não autônomo.

O sexto capítulo é dedicado ao estudo da estabilidade de equilíbrios para sistemas Hamiltoni-

anos periódicos. Com o uso do teorema de Arnold-Moser([2] e [3]) e Cabral-Meyer[6] fazemos um
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estudo da estabilidade para sistemas com um grau de liberdade no caso não ressonante e em alguns

casos ressonantes. Abordamos também sistemas com dois graus de liberdade, nos quais, fazemos

generalizações de alguns resultados para sistemas Hamiltonianos comn graus de liberdade.

No sétimo capítulo, estudamos estabilidade para sistemas Hamiltonianos autônomos. Para os

sistemas com dois graus de liberdade fornecemos os Teoremasde Arnold-Moser([2] e [3]) e Cabral-

Meyer[6], os quais usamos para concluir sobre a estabilidade do equilíbrio no caso ressonante e em

alguns casos não ressonantes.

Finalmente, no capítulo 8 fazemos uma aplicação das teoriasdesenvolvidas ao estudo da esta-

bilidade dos cinco pontos de libração do problema restrito dos três corpos nos casos planar circular

e espacial circular.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, o qual será essencial para todo o desenvolvimento deste trabalho, forneceremos

a teoria básica dos sistemas Hamiltonianos, das transformações simpléticas e, também, o Teorema

da Curva Invariante [26]. As primeiras seções serão usados emquase toda parte deste trabalho,

enquanto,o Teorema da Curva Invariante, nas demonstrações dos Teoremas de Arnold-Moser ([2]

e [3]) e Cabral-Meyer[6].

1.1 Sistemas Hamiltonianos em IR2n

A segunda lei de Newton dá origem a um sistema de equações diferenciais ordinárias de se-

gunda ordem em IRn, o qual pode ser escrito como um sistema de equações diferenciais ordinárias

em IR2n. Na maioria das vezes, podemos escrever este sistema numa forma bem particular, chamada

de sistema Hamiltoniano.

Definição 1 Um Sistema Hamiltonianoé um sistema de 2n equações diferenciais de primeira or-

dem da forma 



q̇ =
∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂q

(1.1)
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onde H= H(q,p, t) é uma função diferenciável no aberto U⊂ IRn× IRn× IR chamada de Hamil-

toniano. Os vetoresq = (q1, . . . ,qn) e p = (p1, . . . , pn) são chamados posição e momento, respec-

tivamente, e t geralmente de tempo. As variáveisp eq são ditas conjugadas. O número inteiro n é

o número de graus de liberdade do sistema. O conjunto onde as variáveis posição estão definidas

é chamado de espaço das configurações e o espaço que descreve as posições versus momentos é

chamado de espaço de fase.

Sez =


 q

p


 eJ =


 0 In

−In 0


 , podemos escrever o sistema (1.1) na forma:

ż = J∇zH(z, t). (1.2)

Verifica-se que a matrizJ é ortogonal e anti-simétrica, isto é,J−1 = JT = −J. Também é fácil

verificar quedetJ= 1.

Quando a função Hamiltoniana,H, não depende det o sistema (1.1) é dito autônomo e, em

caso contrário, não autônomo.

Muitas propriedades importantes dos sistemas Hamiltonianos são formulados em termos de um

operador chamado colchete de Poisson. SejamF , G e H funções reais diferenciáveis definidas no

abertoU ⊂ IRn× IRn× IR.

Definição 2 O colchete de Poisson de F e G é definido por

{F,G} = ∇FTJ∇G =
∂FT

∂q
∂G
∂p

− ∂FT

∂p
∂G
∂q

. (1.3)

Verifica-se facilmente que{,} é uma aplicação bilinear, anti-simétrica e satisfaz a identidade

de Jacobi:

{F,{G,H}}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}} = 0. (1.4)

Seφt(t0,z0) representa a solução de (1.1) com condição inicial(t0,z0), então

d
dt

F(t,φt(t0,z0)) =
∂
∂t

F(t,φt(t0,z0))+{F,G}(φt(t0,z0)), (1.5)

com isso, temos que ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano (1.1) vale a identidade:

dH
dt

=
∂H
∂t
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e, portanto, num sistema Hamiltoniano autônomo a função Hamiltoniana é constante ao longo de

suas soluções. Uma função que é constante ao longo das soluções de um sistema EDO’s é dita uma

integral deste sistema.

Vamos agora ver um teorema que relaciona o colchete de Poisson com integrais do sistema

Hamiltoniano (1.1):

Teorema 1 Sejam F, G e H como acima e independente de t. Então:

(i) H é uma integral para (1.1);

(ii) F é uma integral primeira de (1.1) se, e somente se,{F,H} = 0;

(iii) Se F e G são integrais para (1.1) então{F,G} também é.

Demonstração. O ítem (i) segue dos comentários acima. A demonstração do ítem (ii) é conse-

qüência da identidade (1.5). O ítem (iii) segue da identidade de Jacobi.

1.1.1 O problema dos n-corpos

Vamos agora ver um exemplo importante de um problema que podeser escrito como um sistema

Hamiltoniano, trata-se do problema dos n-corpos, o qual consiste em dar informações sobre o

movimento den partículas materiais, submetidas unicamente a ação de suasatrações gravitacionais.

Seq1, . . . ,qn ∈ IR3 denotam os vetores posição das partículas de massas positivasm1, . . . ,mn, as

equações de Newton para o movimento são:

miq̈i = ∑
i 6= j

G
mimj

q3
i j

(q j −qi), (i = 1, . . . ,n) (1.6)

ondeqi j = ‖qi −qj‖ são chamadas de distâncias mútuas.

Introduzindo o potencial Newtoniano

U = U(q1, . . . ,qn) = − ∑
1≤i< j≤n

G
mimj

qi j
, (1.7)
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e usando as notaçõesq = (q1, . . . ,qn) eM = diag(m1, . . . ,mn), o sistema (1.6) assume a forma:

Mq̈ = −∇qU(q). (1.8)

Sejap = Mq̇ o vetor momento linear do sistema, isto é,pi = mi q̇i, i = 1, . . . ,n. Podemos

escrever o sistema (1.8) na seguinte forma:




q̇ = M−1p

ṗ = −∇qU(q),

(1.9)

que corresponde a um sistema Hamiltoniano com função Hamiltoniana

H(q,p) =
1
2

pTM−1p+U(q). (1.10)

Com essa formulação temos que o estudo do problema dos n-corpos se resume ao estudo de um

sistema Hamiltoniano, inicialmente com 3n graus de liberdade.

1.1.2 O problema de Kepler

Outro exemplo importante de um problema que pode ser escritocomo um sistema Hamiltoni-

ano, é dado por um caso especial do problema dos 2-corpos ondeassumimos que um dos corpos

está fixo na origem do sistema referencial, chamado de problema de Kepler. Neste caso, a equação

que descreve o movimento do outro corpo tem a forma:

q̈ = − Gm
‖ q ‖3q, (1.11)

ondeq ∈ IR3 −{0} é o vetor posição do outro corpo,m a massa do corpo fixo na origem eG

a constante de gravitação universal. Denoteµ = Gm. Da equação (1.11) temos que a energia

potencial do sistema é dado por

U(q) =
µ

‖ q ‖ , (1.12)

e com isto, temos que a função Hamiltoniana do sistema é

H(q,p) =
1
2
‖ p ‖2 − µ

‖ q ‖ , (1.13)

ondep = q̇.
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1.1.3 Redução do número de graus de liberdade

Considere o sistema Hamiltoniano autônomo com função Hamiltoniana

H = H(q, p,ε) (1.14)

e sejaH = h a superfície de energia comh fixo. Suponhamos que é possível escreverpn na forma:

pn = −K(q, p1, . . . , pn−1,h,ε). (1.15)

Aqui assumimos queHpn 6= 0, e como ˙qn = Hpn é diferente de zero, podemos eliminar a variável

t da equação diferencial e usarmosqn como a nova variável tempo. As equações diferenciais que

resultam são:
dqi
dqn

=
Hpi
Hpn

= ∂K
∂pi

dpi
dqn

= − Hqi
Hpn

= − ∂K
∂qi

(1.16)

ondei = 1, . . . ,n−1, e usamos o fato que

H(q, p1, . . . , pn−1,−K;ε) = h.

Lembramos que a análise acima é só local, já que usamos o Teorema da Função Implícita.

O sistema (1.16) é um sistema Hamiltoniano comn−1 graus de liberdade e função Hamiltoni-

anaK.

1.1.4 Sistemas Hamiltonianos lineares

Vamos agora estudar um caso particular muito importante de sistemas Hamiltonianos.

Se o Hamiltoniano for uma forma quadrática emz, isto é,

H = H(z, t) =
1
2

zTS(t)z, (1.17)

ondeS(t) é uma matriz simétrica para cadat, temos que o sistema associado é da forma:

ż = JS(t)z = A(t)z, (1.18)
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ondeA(t) = JS(t). Quando isto ocorre o sistema Hamiltoniano (1.18) é dito um sistema Hamilto-

niano linear.

A seguinte definição será importante no estudo dos sistemas Hamiltonianos lineares:

Definição 3 Uma matriz A∈ M2n×2n(IR) é dita Hamiltoniana se ATJ + JA = 0. O conjunto de

todas as matrizes Hamiltonianas2n×2n é denotado por sp(n, IR).

Observação:A matrizA(t) do sistema (1.18) é uma matriz Hamiltoniana para cadat. Com efeito,

JA(t) = J2S(t) = −S(t) = S(t)J2 = S(t)TJJ = −(JS(t))TJ = −A(t)TJ, (1.19)

dondeA(t)TJ+JA(t) = 0.

O seguinte teorema nos dá uma caracterização das matrizes Hamiltonianas:

Teorema 2 As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A é Hamiltoniana;

(ii) A = JATJ;

(iii) A = JR, onde R é simétrica;

(iv) JA é simétrica.

Demonstração.

((i) =⇒ (ii)) Segue da identidadeJ−1 = −J.

((ii) =⇒ (iii )) Basta tomarR= ATJ. Com efeito,RT = JTA=−J(JATJ) = ATJ = R, logoA= JR,

comR simétrica.

((iii ) =⇒ (iv)) SeA = JR, com R simétrica então,JA= J2R= −Re assimJRé simétrica.

((iv) =⇒ (i)) SeJAé simétrica então,JA= (JA)T = ATJT = −ATJ, logoATJ+JA= 0 e portanto

A é Hamiltoniana.

O seguinte resultado é muito importante no estudo dos sistemas Hamiltonianos lineares:

Proposição 1 O polinômio característico PA(λ) de uma matriz Hamiltoniana A é par, isto é,

PA(λ) = PA(−λ).
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Demonstração.

PA(λ) = det(A−λI) = det(JS−λI) = det(JS−λI)T = det(STJT −λI) = det(−SJ−λI)

= det(J2SJ+λIJJ) = det(J(JS+λI)J) = detJdet(JS+λI)detJ

= det(JS+λI) = det(A+λI)) = PA(−λ).

Vamos agora ver condições para que uma matriz A seja Hamiltoniana:

(i) Se

A =


 a b

c d


 ,

coma,b,c,d ∈ IR então,

ATJ+JA=


 0 a+d

a−d 0


 ,

logo, uma matriz 2×2 é Hamiltoniana se, e somente se, o seu traço é nulo.

(ii) Agora, no caso geral, se

A =


 a b

c d


 ,

coma,b,c,d ∈ Mn×n(IR) temos que:

ATJ+JA=


 c−cT aT +d

−a−dT bT −b


 ,

logo,A é uma matriz Hamiltoniana se, e somente se,aT +d = 0 eb ec são simétricas.

1.2 Transformações simpléticas

Nesta seção, vamos fornecer definições e propriedades importantes sobre as transformações

simpléticas. Estudaremos, também, propriedades do fluxo deum sistema Hamiltoniano e um
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método para obter transformações simpléticas por meio de uma função denominada de função

geradora.

1.2.1 Transformações simpléticas

Vamos iniciar esta seção fornecendo uma das definições mais importantes para o estudo dos

sistemas Hamiltonianos.

Definição 4 Uma matriz T∈ M2n×2n(IR) satisfazendo a identidade

TTJT = µJ, (1.20)

onde µ é uma constante não nula, é dita uma matriz µ-simplética. Quando µ= 1, T é dita sim-

plética. O conjunto de todas as matrizes simpléticas em M2n×2n(IR) é denotado por Sp(n, IR).

O seguinte teorema nos fornece algumas propriedades das matrizesµ-simpléticas:

Teorema 3 Se T é uma matriz µ-simplética então:

(a) T é invertível, T−1 é µ−1-simplética e T−1 = −µJTTJ;

(b) TT é µ-simplética;

(c) Se S éν-simplética então TS é µν-simplética.

Demonstração. ComoT éµ-simplética edetJ= 1, temos que

(detT)2 = det(TT)detJdetT= det(TTJT) = det(µJ) = µ2n

donde segue queT é invertível. As demais fórmulas seguem de (1.20).

Este teorema implica queSp(n, IR) é um grupo, e um subgrupo deGl(2n, IR).

SeT(t) é uma matriz 2n×2n invertível para cadat, a mudança de variáveisζ = U(t)z trans-

forma o sistema Hamiltoniano linear (1.18) no sistema

ζ̇ = (T−1AT−T−1Ṫ)ζ, (1.21)

ondeU(t) = T−1(t). Em geral, este sistema de equações não é Hamiltoniano, contudo:
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Teorema 4 Se U(t) é uma transformação µ-simplética então o sistema (1.21) é umsistema Hamil-

toniano linear.

Demonstração. SeU(t) é uma matrizµ-simplética entãoT(t) é µ−1-simplética. ComoTJTT =

µ−1J para todot, temos queṪ JTT + TJ(Ṫ)T = 0, donde segue que(T−1Ṫ)J + J(T−1Ṫ) = 0,

e portantoT−1Ṫ é uma matriz Hamiltoniana. Temos também queT−1J = µJTT , donde segue

queT−1AT = T−1JST= µJTTST= J(µTTST) é Hamiltoniana também. LogoT−1AT−T−1Ṫ é

Hamiltoniana.

Este teorema nos diz que uma mudança de coordenadas simplética preserva a forma Hamil-

toniana linear de um sistema de equações. No entanto, a recíproca é falsa, pois a mudança de

coordenadas(q,p) 7−→ (q,2p) preserva a forma Hamiltoniana das equações mas não é simplética.

Já temos a definição de transformação linear simplética. Com base nesta definição vamos es-

tender o conceito de transformação simplética.

Definição 5 Seja a transformação de coordenadas E: U × I → IR2n, onde U é um aberto de IR2n.

Dizemos que E é uma transformação simplética ou uma transformação canônica de coordenadas

se DzE(z, t) é uma matriz simplética, isto é, E é um difeomorfismo, para todo t, e satisfaz

[DzE(z, t)]TJDzE(z, t) = J. (1.22)

Usaremos a notação

ζ = (P,Q) = E(z, t) = E(q,p, t). (1.23)

eZ(ζ, t) para a inversa deE.

Vimos que uma transformação simplética linear preserva a forma Hamiltoniana dos sistemas

Hamiltonianos lineares. Em geral, isto também é válido, isto é, se definimos a função "Hamiltoni-

ana"transformada por:

H∗(ζ) = H∗(Q,P) = H(Z(ζ, t), t), (1.24)
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e sendoU = E(U × I) então verifica-se que:

ζ̇ = ∂E
∂t (z, t)+ ∂E

∂z (z, t)ż

= ∂E
∂t (z, t)+ ∂E

∂z (z, t)J
(

∂H
∂z (z, t)

)T

= ∂E
∂t (z, t)+ ∂E

∂z (z, t)J
(

∂H∗
∂ζ (ζ, t)∂E

∂z (z, t)
)T

= ∂E
∂t (z, t)+J∂H∗T

∂ζ (ζ, t)

= J∇ζH∗(ζ, t)+ ∂E
∂t |z=Z(ζ,t).

(1.25)

A notação no segundo termo desta expressão, significa primeiro derivar com respeito at e logo

substituirz = Z(ζ, t).

Da última relação em (1.25) segue teorema:

Teorema 5 A transformação de coordenadas simplética E(z) = ζ que não depende de t trans-

forma o sistema Hamiltoniano com função Hamiltoniana H= H(z) num novo sistema Hamiltoni-

ano, cuja função Hamiltoniana H∗ é definida por

H∗(ζ) = H(E(z). (1.26)

Analisaremos o caso onde a transformação simplética (1.22)depende det. Neste caso para ter

um teorema análogo ao anterior devemos supor que o conjunto

U t := {ζ ∈ IR2n / (ζ, t) ∈ U × I}, (1.27)

é uma bola em IR2n para cadat fixo. Demonstraremos que nestas condições existe uma função

diferenciávelR : U → IR tal que

∂E
∂t

(z, t)|z=Z(ζ,t) = J∇ζR(ζ, t). (1.28)

Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 6 Suponha que a transformação de coordenadas E(z, t) = (ζ, t) é simplética e além

disso o contra-domínioU = E(U × I) satisfaz a condição (1.27), então ela transforma o sistema
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Hamiltoniano com função Hamiltoniana H= H(z) num novo sistema Hamiltoniano, cuja função

Hamiltoniana é definida por

H∗(ζ, t)+R(ζ, t) (1.29)

Demonstração. Precisamos demonstrar que a função diferenciávelRé o gradiente de uma função

diferenciável a valores reais, para isto é suficiente demonstrar 1 que a seguinte função

Γ(ζ, t) = J
∂2E
∂t∂z

(z, t)|z=Z(ζ,t)
∂Z
∂ζ

(ζ, t) (1.30)

é simétrica, isto é,Γ = ΓT . Derivando a relação (1.22) com respeito at temos

∂2ET

∂t∂z
(z, t)J

∂E
∂z

(z, t)+
∂E
∂z

(z, t)
∂2E
∂t∂z

(z, t) = 0, (1.31)

donde
∂E−T

∂z
(z, t)

∂2ET

∂t∂z
(z, t)J+J

∂2E
∂t∂z

(z, t)
∂E−1

∂z
(z, t) = 0. (1.32)

Substituindoz = Z(ζ, t) em (1.32) e lembrando que∂E−1

∂z (Z(ζ, t), t) = ∂Z
∂ζ (ζ, t), então temos que

−ΓT +Γ = 0.

Observação:No caso em queU t não é uma bola, o teorema acima só é válido localmente, isto é,

em cada pontoζ deU existe uma funçãoR como no teorema definida sobre uma vizinhança deζ

tal que o teorema é válido, masR não necessariamente pode ser definida globalmente como uma

única função a valores reais sobre todoU .

Existe uma generalização dos resultados anteriores para o caso de transformaçõesµ-simpléticas

ou transformações simpléticas com multiplicadorµ∈ IR \ {0}, definidas como difeomorfismos e

usando a mesma notação das transformações simpléticas elasdevem satisfazer a propriedade:

[DzE(z, t)]TJDzE(z, t) = µJ, (1.33)

ondeµ é uma constante. Facilmente verifica-se

DzE(z, t)J[DzE(z, t)]T = µJ.

1Teorema. SejaF : O → IRk, ondeO é simplesmente conexo (uma bola aberta por exemplo), entãoF = ∇ f se, e

somente se,
(

∂F i
∂x j

)
i, j

é simétrica
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Da mesma forma que as transformações simpléticas as transformaçõesµ-simpléticas preservam a

estrutura Hamiltoniana das equações, logo os Teoremas 5 e 6 são válidos com a substituição da

função HamiltonianaH∗ pelo Hamiltoniano

H∗(ζ, t) = µH(Z(ζ, t), t). (1.34)

Outro resultado importante sobre as transformações simpléticas é o seguinte:

Teorema 7 Seja T uma matriz simplética. Seλ é um autovalor de T entãoλ−1 também é.

Demonstração. ComoT é simplética, temos queTT =−JT−1J edetT=±1. Seλ é um autovalor

deT, tem-se:

pT(λ) = det(T −λI) = det(TT −λI) = det(−JT−1J+λJJ)

= det(−T−1 +λI) = det(λ(λ−1T−1− I)) = λ2ndetT−1det(T −λ−1I)

= ±λ2npT(λ−1),

donde segue o resultado.

Usando o fato que o determinante de uma matriz é igual ao produto de seus autovalores, segue

o corolário do teorema acima:

Corolário 1 O determinante de uma matriz simplética é igual a 1.

Uma conseqüência importante deste corolário é que uma transformação simplética preserva

volume.

1.2.2 Exemplos de transformações simpléticas

Vamos agora ver alguns exemplos de transformações simpléticas. Muitas destas transfor-

mações serão usadas nos capítulos seguintes.
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Exemplo 1: Consideremos a mudança de coordenadas polares no plano dada por:

Φ : IR+× (0,2π) → IR2\{(x,y) ∈ IR2 / x≥ 0,y = 0}. (1.35)

Usando a notação acimaz = (r,θ) e ζ = (x,y) ∈ IR2 e definindo

Φ(r,θ) = (r cosθ, rsenθ). (1.36)

É claro queΦ é um difeomorfismo e satisfaz:

[DzΦ(z)]TJDzΦ(z) = rJ, (1.37)

ondeJ =

(
0 1

−1 0

)
. Portanto, a transformaçãoΦ não é simplética. No entanto uma "pequena" al-

teração permite-nos conseguir uma transformação simplética a partir das coordenadas polares no

plano. De fato, considere a transformação

Ψ(r,θ) = (
√

2r cosθ,
√

2rsenθ) = η (1.38)

ondez = (r,θ) são definidas como antes. Verifica-se neste caso que

[DzΨ(z)]TJDzΨ(z) = J. (1.39)

As novas variáveis(r,θ) são chamadas variáveis ação-ângulo. Este tipo de transformação sim-

plética será usada em várias partes deste trabalho.

Exemplo 2: Consideremos IR2n com coordenadasz = (q,p) e seja a mudança de coordenadas

independente det:

E : (q,p) → (Q,P), (1.40)

definida por

Q = αq, P = αp, (1.41)

ondeα é uma constante não nula. Logo,

T :=
∂E
∂z

= αdiag(1, . . . ,1) = αI (1.42)

ondeI é a matriz identidade de 2n×2n. Portanto,

TTJT = α2J, (1.43)
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isto é, a transformação de coordenadasE éµ := α2-simplética.

Aplicaremos esta transformação de coordenadas ao problemados n-corpos cujo Hamiltoniano

é dado por:

H =
n

∑
i=1

‖pi‖2

2mi
− ∑

1≤i< j≤n

Gmimj

‖qi −q j‖
. (1.44)

O Hamiltoniano transformado é dado por

H∗(ζ) = α2H(E−1(ζ)), (1.45)

ondeζ = (Q,P). Substituindoq = 1
αQ ep = 1

αP em (1.45) obtemos

H∗(ζ) = α2

[
1

α2

n

∑
i=1

‖Pi‖2

2mi
− ∑

1≤i< j≤n

Gαmimj

‖qi −q j‖

]

=
n

∑
i=1

‖Pi‖2

2mi
− ∑

1≤i< j≤n

Gα3mimj

‖qi −q j‖
.

(1.46)

Esta mudança de coordenadas nos permite suporG = 1 (para isso, basta considerarα tal que

Gα3 = 1). Desta forma não existe perda de generalidade em supor desde o início que no problema

dosn-corpos a constante de Gravitação Universal vale 1.

Exemplo 3: Consideremos novamente IR2n de coordenadasz = (q,p) = (q1, . . . ,qn, p1, . . . , pn)

e seja a mudança de coordenadas independente det:

E : (q,p) → (Q,P), (1.47)

definida por

Q = αq, P = βp, (1.48)

ondeα e β são constantes não nulas por enquanto. Logo,

T :=
∂E
∂z

=

(
αI 0

0 βI

)
(1.49)

ondeI é a matriz identidade den×n. Portanto,

TTJT = αβJ, (1.50)
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isto é, a transformação de coordenadasE éµ := αβ-simplética.

Exemplo 4: Consideremos um Hamiltoniano autônomo e analítico que possui um ponto crítico na

origem, assim

H(z) =
1
2

zTSz+K(z) (1.51)

ondeSé a matriz Hessiana deH emz= 0, eK é tal que as derivadas parciais de primeira e segunda

ordem anulam-se na origem. A mudança de variáveis

E : z→ w =
1
ε

z (1.52)

comε constante não nula, como no exemplo 2, comα = 1
ε é ε−2 simplética. Assim o novo Hamil-

toniano satisfaz:
H∗(w) = 1

ε2H(E−1z)

= 1
ε2H(εw)

= 1
ε2

[1
2ε2wTSw+K(εw)

]

= 1
2wTSw+ 1

ε2K(εw)

= 1
2wTSw+O(ε).

(1.53)

Para explicar o significado deO(ε) = ε−2K(εw) devemos lembrar que pelas hipótesesK começa ao

menos com termos de terceira ordem no desenvolvimento em série de Taylor em torno da origem

quando consideramos a variável originalz, isto é,

K(z) = ∑
i1+i2+...+i2n=3

ai1 . . .ai2nz
i1
1 . . .zi2n

2n + . . .

onde. . . significa termos de ordem superior. Substituindoz por εw, teremos que

K(εw) = ε3

[

∑
i1+i2+...+i2n=3

ai1 . . .ai2nw
i1
1 . . .wi2n

2n + . . .

]
(1.54)

onde a expressão. . . dentro do colchete pode ser fatorado porε. Note que estamos assumindoz

próximo da origem, ou seja,εw deve estar próximo da origem. Logo,

|ε−2K(εw)| ≤Cε (1.55)
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para alguma constanteC≥ 0 e paraw numa vizinhança da origem eε limitado, ou podemos supor

queε é suficientemente pequeno ew é limitado.

As equações de movimento assumem a forma:

ẇ = Aw+O(ε), A = JS. (1.56)

Pelos comentários anteriores, supondo‖w‖= 1 eε próximo da origem, segue-se que a transfor-

mação de coordenadas (1.52) é útil para estudar as equações próximas de um ponto crítico. Note

que se desprezamos os termos de ordemε, então o sistema (1.56) fica linear emw, desta forma

temos que os termos lineares são os mais importantes.

Exemplo 5: Consideremos a seguinte mudança de coordenadas:

(I ,φ) = E(r,ϕ) = (ε−αr,ϕ), (1.57)

ondeα ∈ IR+, r = (r1, . . . , rn), ϕ = (ϕ1, . . . ,ϕn), I = (I1, . . . , In) e φ = (φ1, . . . ,φn). Verifica-se que

esta transformação éε−α-simplética. De fato,

[DzE(z)]TJDzE(z) =

(
ε−α 0

0 I

)
J

(
ε−α 0

0 I

)
= ε−αJ. (1.58)

Logo, se tomamos a função Hamiltoniana

H = H(r,ϕ) = H2 +H3 +H4 + . . . (1.59)

ondeHs é um polinômio homogêneo de graus/2 nas variáveisr e 2π periódico em cadaϕ j , então

o novo Hamiltoniano é dado por

K = ε−αH(εαI ,φ) = K2 + ε−α+3/2K3 + ε−α+2K4 + . . . (1.60)

ondeKs denota um polinômio homogêneo de graus/2 nas variáveisr e 2π periódico em cadaφ j .

Exemplo 6: A mudança de coordenadas(y1,y2,y3,y4) → (q1,q2, p1, p2) do IR4 em IC4, dada pelas

relações:

q1 = y1 + iy3, q2 = y2 + iy4,

p1 = y1− iy3, p2 = y2− iy4,

(1.61)
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Define uma transformação 2i-simplética. Esta transformação será muito usada nos capítulos 3 e 4.

Como aplicação desta transformação de coordenadas consideremos a função Hamiltoniana na

forma:

H =
1
2

ω1(y
2
1 +y2

3)+
1
2

ω2(y
2
2 +y2

4). (1.62)

O novo Hamiltoniano é igual a 2iH , ondeH é a função Hamiltoniana acima expressa em termos de

qk, pk pela fórmula (1.61), ou seja,

2iH = iω1q1p1 + iω2q2p2. (1.63)

Exemplo 7: Introduzamos as variáveis reaisrk, φk pelas relações

qk =
√

2rke
iφk, pk =

√
2rke

−iφk (1.64)

Esta transformação é12i -simplética.

Como aplicação destas coordenadas considere o Hamiltoniano:

H = iω1q1p1 + iω2q2p2. (1.65)

Nas variáveisrk, φk a função Hamiltoniana terá a forma:

H = ω1 r1 +ω2 r2. (1.66)

Exemplo 8: Seja o HamiltonianoH na seguinte forma:

H =
1
2

ω(q2 + p2)+2u(q3−3qp2)+2v(p3−3pq2)+H ′(q, p, t), (1.67)

onde

u = xcos(mt)−ysen(mt), v = xsen(mt)+ycos(mt), (1.68)

com x e y constantes satisfazendox2 + y2 > 0, a funçãoH ′ sendo 2π-periódica emt e H ′ =

O
(
(|q|+ |p|)4

)
.

Façamos a seguinte mudança de variáveis

q =
√

2r sen(−ωt +φ+θ),

p =
√

2r cos(−ωt +φ+θ),

(1.69)
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onde

sen 3θ =
x√

x2 +y2
, cos3θ =

y√
x2 +y2

. (1.70)

De acordo com o exemplo 1 desta seção, a mudança de variáveis(q, p) 7→ (r,φ) define uma mudança

de coordenadas simplética. Para obter a função Hamiltoniana escrita nas novas coordenadas, de

acordo com teorema 1.28, temos que ele é dado por:

K(r,φ, t) = H(r,φ, t)+R(r,φ, t). (1.71)

Verifica-se queH(r,φ, t) = ωr +
√

2(x2 +y2)r
√

r cos3φ+O(r2). Da identidade (1.25), temos que

a função resto é dada porR(r,φ) = −ωr e, com isso, temos que

K(r,φ) = 4
√

2(x2 +y2)r
√

r cos3φ+O(r2). (1.72)

Exemplo 9: Considere a função Hamiltoniana

H =
1
2
(p2

1 +ω2
1q2

1)−
1
2
(p2

2 +ω2
2q2

2)+ ∑
k1+k2+l1+l2=3

hk1k2l1l2q
k1
1 qk2

2 pl1
1 pl2

2 + . . . (1.73)

A fim de colocar o Hamiltoniano (1.73) numa forma apropriada,inicialmente, faça a mudança

canônica de coordenadas:

q1 = 1
2x1 + i

ω1
x3, p1 = 1

2iω1x1 +x3,

q2 = − i
2x2 + 1

ω2
x4, p2 = −1

2ω2x2 + ix4.

(1.74)

Nas novas variáveis a função Hamiltoniana é escrita na forma:

H = iω1 x1xx + iω2 x2x4 + ∑
k1+k2+l1+l2=3

h′k1k2l1l2x
k1
1 xk2

2 xl1
3 xl2

4 . (1.75)

Os coeficientes em (1.75) são expressos em termos dos coeficientes da função Hamiltoniana (1.73).

Exemplo 10: Seja o Hamiltoniano na forma

H =
1
2

n

∑
j=1

ω j(x
2
j +y2

j )+H3 +H4 + . . . , (1.76)

ondeω j é um número real, eHm é um polinômio homogêneo de graum relativamente ax j , y j ,

dependendo de uma maneira 2π periódica no tempo. Usando às variáveis complexas conjugadas

zk = xk + iyk, z̄k = xk− iyk (k = 1,2, . . . ,n).
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O Hamiltoniano (1.76) assume a forma

2iH = i
n

∑
k=1

ωkz̄kzk + . . . . (1.77)

1.2.3 Fluxos Hamiltonianos

Vamos agora fornecer propriedades importantes do fluxo de umsistema Hamiltoniano. Como

primeira propriedade, temos o seguinte teorema:

Teorema 8 A matriz solução fundamental Z(t,t0) de um sistema Hamiltoniano linear é simplética

para todo t, t0 ∈ I. Reciprocamente, se Z(t, t0) é uma função diferenciável de matrizes simpléticas,

então Z é a matriz solução de um sistema Hamiltoniano linear.

Demonstração. SeU(t) = Z(t, t0)TJZ(t, t0) então,U(t0) = J e

U̇(t) = ŻTJZ+ZTJŻ = ZT(ATJ+JA)Z = 0, (1.78)

donde seque queU(t) = J, para todot, e com isso temos queZ(t, t0) é simplética para todot. Se

ZTJZ = J, para todot, entãoŻTJZ+ZTJŻ = 0, donde(ŻZ−1)TJ+J(ŻZ−1) = 0. Isto mostra que

Ȧ = ZZ−1 é Hamiltoniana ėZ = AZ.

Corolário 2 Uma matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, etA é simplética para todo

t.

Vamos estender este teorema para sistemas Hamiltonianos não lineares autônomos. Denote por

φt(z) o fluxo do sistema Hamiltoniano (1.2), o qual supomos autônomo e que está definido na

regiãoΩ ⊂ IR2n. Temos que:

Teorema 9 Para cada t, a aplicaçãoz 7−→ φt(z) é simplética.

Demonstração. SejaM(t,z) = Dzφt(z). Vamos mostrar queM é uma matriz simplética para cada

z∈ Ω. Denotando porHz o gradiente deH, pela definição de fluxo temos que

∂
∂t

φt(z) = JHz(φt(z)). (1.79)
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Diferenciando com respeito az obtemos

Ṁ = ΦM, (1.80)

ondeΦ = JHzz. ComoHzz é uma matriz simétrica, temos queJΦ também é, assim,MTJṀ =

MTJΦM. Conseqüentemente,MTJṀ = −ṀTJM e, então

d
dt

(MTJM) = ṀTJM+MTJṀ = 0. (1.81)

Donde segue queMTJM é uma matriz constante, e comoφ0(z) = z para todoz, temos queM(0) =

0, assim,MTJM = J. LogoM = M(t,z) é uma matriz simplética.

Como uma transformação simplética preserva volume, temos o seguinte corolário, as vezes

chamado de teorema de Liouville, do teorema acima:

Corolário 3 (Liouville) O fluxoφt(z) de um sistema Hamiltoniano define um difeomorfismo que

preserva volume para cada t.

1.2.4 Funções geradoras

Vamos, agora, obter um processo para construção de transformações simpléticas por meio de

uma função chamada função geradora.

Seja

Ω = dq∧dp =
n

∑
j=1

dqj ∧dpj . (1.82)

Considere a mudança de coordenadasU : (q,p) 7→ (Q,P). Assuma queQ eP estão definidas numa

bolaU de IR2n.

Nas condições acima, a mudança de coordenadas,E, é simplética se, e somente se,dq∧dp =

dQ∧dP.

Sabemos que umak-formaω é fechada sedω = 0. Definindo as 1-formasσ1 = qdp−QdP e

σ3 = pdq−PdQ, temos queσ1 eσ3 são fechadas se, e somente se,σ2 = σ1+d(QP) = qdp+PdQ

e σ4 = σ3 +d(QP) = pdq+QdP também são. Temos que E é simplética se, e somente seσ1, σ2,
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σ3 e σ4 são fechadas. O lema de Poincaré nos diz que toda forma fechada é localmente exata,

assim, a mudança de coordenadas E é simplética se, e somente se, existem funçõesS1 = S1(p,P),

S2 = S2(p,Q), S3 = S3(q,Q) eS4 = S4(q,P) tais quedSi = σi, i = 1, . . . ,4.

Estas informações fornecem uma forma fácil de construir transformações simpléticas. Por ex-

emplo, assuma que exista uma funçãoS1 = S1(p,P) tal que∂S1
∂p (p,P)dp+ ∂S1

∂P (p,P)dP= dS1 = σ1.

Isto acontece se, e somente se,∂S1
∂p = q e−∂S1

∂P = Q. Portanto, qualquer mudança de coordenadas

que satisfaz estas duas últimas condições é simplética. Assumindo, agora, que o Hessiano deS1 é

não singular, segue-se do Teorema da Função Implícita que podemos tirarP como função deq e p

e tambémP como função deq ep. Assim, de forma similar temos:

Teorema 10 As seguintes mudanças de coordenadas definem mudanças de coordenadas simpléti-

cas:

(a) q = ∂S1
∂p (p,P), Q = −∂S1

∂P (p,P), quando∂2S1
∂pP (p,P) é não singular

(b) q = ∂S2
∂p (p,Q), P = ∂S2

∂Q (p,Q), quando∂2S2
∂pQ (p,Q) é não singular

(c) p = ∂S3
∂q (q,Q), P = −∂S3

∂Q (q,Q), quando∂2S3
∂pQ (q,Q) é não singular

(d) p = ∂S4
∂q (q,P), Q = −∂S4

∂P (q,P), quando∂2S4
∂pP (q,P) é não singular

As funçõesSi, i = 1, . . . ,4 são chamadas funções geradoras ou funções geratrizes.

Vamos agora ver alguns exemplos de funções geradoras:

Exemplo 1: SejaS2(p,Q) = pQ, então∂2S2
∂pQ (p,Q) = I é não singular. Assim, ela define uma

mudança de coordenadas simpléticas(q,p) 7→ Q,P) dada porq = ∂S2
∂p (p,Q) = Q, P = ∂S2

∂Q (p,Q) =

p. Esta aplicação é a identidade.

Exemplo 2: (Transformações de Mathieu) Suponhamos que temos uma transformaçãoQ= f (q)
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com ∂ f
∂q invertível, então esta transformação pode ser estendida a uma transformação simplética

definida porS4 (como no Teorema 10) da seguinte forma:

S4(q,P) = f (q)TP, (1.83)

assim,p = ∂ f
∂q(q)TP, Q = f (q), isto é,

(q, p) →
(

Q = f (q),P =
∂ f
∂q

(q)−T p

)
. (1.84)

Exemplo 3: (Coordenadas polares) Sejam(x,y) as coordenadas usuais no plano e(X,Y) seus

momentos conjugados. Suponhamos que nosso objetivo é mudarpara coordenadas polares(r,θ)

no plano e estender esta transformação a uma mudança de coordenadas simpléticas. Sejam(R,Θ)

as variáveis conjugadas de(r,θ). Fazendoq = (r,θ) eQ = f (r,θ) = (r cosθ, rsenθ) := (x,y) temos

que ∂ f
∂q é invertível. Então aplicando o exemplo anterior comp = (R,Θ) eP = (X,Y) tem-se

S= S4(q,P) = f (q)TP = Xrcosθ+Yrsenθ, (1.85)

e, assim,

x = ∂S
∂X = r cosθ, R= ∂S

∂r = X cosθ+Ysenθ = xX+yY
r

y = ∂S
∂Y = rsenθ Θ = ∂S

∂θ = −Xrsenθ+Yrcosθ = xY−yX.

(1.86)

Se nós pensamos no movimento no plano de uma partícula de massa m, entãoX = mẋ e Y = mẏ

são o momento linear nas direções dex e y; assim,R= mṙ é o momento linear na direção der, e

Θ = mxẏ−myẋ = mr2θ̇ é o momento angular. A transformação inversa é

X = Rcosθ−
(Θ

r

)
senθ,

Y = Rsenθ+
(Θ

r

)
cosθ.

(1.87)

Uma aplicação imediata das coordenadas polares simpléticas é o problema de Kepler no plano.

Usando as notações acima o Hamiltoniano associado a este problema é dado por

H =
1
2
(X2 +Y2)− µ√

x2 +y2
=

1
2

(
R2 +

Θ2

r2

)
− µ

r
. (1.88)

Note que comoH é independente deθ, ela é uma variável ignorável, e logoΘ é uma integral. As

equações do movimento são

ṙ = R, θ̇ = Θ
r2

θ̇ = −Θ2

r3 + µ
r2 , Θ̇ = 0.

(1.89)
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Exemplo 4 (Cálculo da função resto): Consideremos a mudança de coordenadasE : (q,p) 7→
(Q,P) dada, explicitamente, pela função geradoraS= S(q,P, t) através da relação

Q =
∂S
∂P

, p =
∂S
∂q

. (1.90)

Vamos obter a função resto, isto é, a funçãoR= R(Q,P, t) tal que

∂E
∂t

(q,p, t)|(q,p)=E−1(Q,P,t) = J∇(Q,P)R(Q,P, t), (1.91)

isto é,

∂Q
∂t

(E−1(Q,P), t) =
∂R
∂P

((Q,P), t),
∂P
∂t

(E−1(Q,P), t) = −∂R
∂Q

((Q,P), t). (1.92)

Mostraremos queR(Q,P, t) = ∂S
∂t (Q,P, t). Com efeito, inicialmente, seRé como acima então

∂R
∂P

(Q,P, t) =
∂

∂P
∂S
∂t

(Q,P, t) =
∂
∂t

∂S
∂P

(Q,P, t). (1.93)

Por outro lado, pela própria definição deS temos que

∂S
∂P

(Q,P, t) = Q(q,p, t). (1.94)

Exemplo 5: Façamos a mudança canônica de variáveis(qk, pk) → (Qk,Pk) pelas fórmulas

Qk =
∂S
∂Pk

, pk =
∂S
∂qk

, (1.95)

onde a função geradoraS tem a forma

S= q1P1 +q2P2 + εW ≡ q1P1 +q2P2 + ε ∑
k1+k2+l1+l2=2

wk1k2l1l2(t)q
k1
1 qk2

2 Pl1
1 Pl2

2 .

A funçãowk1k2l1l2 é escolhida 2π-periódica e tal que no novo Hamiltoniano os termos de ordemε

assumem a forma mais simples possível. De (1.95), temos que aforma explícita da transformação

(qk, pk) → (Qk,Pk) até os termos de ordemε é:

qk = Qk− ε∂W
∂Pk

,

pk = Pk + ε ∂W
∂Qk

,

(1.96)

onde na funçãoW as variáveisq1, p1 são mudadas paraQ1, P1. Nas variáveisQk, Pk a nova função

HamiltonianaH ′, de acordo com o exemplo anterior, é calculada pela fórmula

H ′ = H +
∂S
∂t

, (1.97)

ondeH é a função Hamiltoniana antiga, expressa em termos deQk, Pk através das fórmulas (1.96).
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1.3 Sistemas Hamiltonianos lineares periódicos: o Teorema de

Floquet-Liapunov

O objetivo desta seção é fornecer o teorema de Floquet-Liapunov, teorema que será usado em

vários capítulos deste trabalho. Vamos começar com algumaspreliminares.

Definição 6 Dizemos que uma matriz n×n D tem um logaritmo se existe uma matriz n×n B tal

que D= eB. Neste caso, dizemos que B é o logaritmo de D e escrevemos B= logD.

O seguinte lema será importante na demonstração do teorema de Floquet-Liapunov:

Lema 1 Toda matriz n×n invertível tem um logaritmo.

Demonstração. SejaD uma matrizn×n inversível. SeD = diag[D1, . . . ,Dk], onde cadaD j é uma

matriz inversível e se existem matrizesB1, . . . ,Bk comeB j = D j , pondoB = diag[B1, . . . ,Bk] temos

queeB = D. Com isso é suficiente mostrar que uma matriz elementar de Jordan J com autovalor

não nulo tem logaritmo. EscrevemosJ = λI +N = λ(I +R), ondeR= 1
λN e consideramos a matriz

B = (lnλ)I +S, ondeS=
m−1

∑
j=1

(−1) j+1Rj

j
, sendom a ordem deJ e lnλ uma das determinações do

logaritmo deλ. Observemos queS= log(I +R), poisRj = 0 paraj ≤ m. Assim,eS= I +R. Como

(lnλ)I eScomutam, temos queeB = e(lnλ)I+S= e(lnλ)IeS= λ(I +R) = J. Fica, assim, demonstrado

o lema.

Considere o sistema de equações diferenciais linear e periódico

ẋ = A(t)x, (1.98)

ondeA(t) é uma matrizT-periódica, isto é,A(t +T) = A(t) para todot. Independente do sistema

(1.98) ser Hamiltoniano ou não temos o seguinte resultado:

Lema 2 Se X(t) é uma matriz fundamental do sistema (5.4) então X(t + T) = X(t)X(T), para

todo t.
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Demonstração. SejaU(t) = X(t +T) eV(t) = X(t)X(T). Temos queU̇(t) = A(t)U(t) e V̇(t) =

A(t)V(t), e comoU(0) = Z(T) = V(0), segue do teorema da unicidade para equações diferenciais

queU(t) = V(t).

Definição 7 A matriz X(T) é chamada matriz de monodromia da equação (1.98). Os autovalores

ρ de X(T) são chamados de multiplicadores característicos. Cada número complexoλ tal que

ρ = eλT é chamado expoente característico.

Os multiplicadores característicos não dependem da escolha de uma matriz de monodromia,

isto é, da solução particular usada para definir a matriz de monodromia. De fato, seX(t) eY(t) são

duas matrizes fundamentais do sistema (1.98), então, para cadat, existe uma matriz não singular

D(t) tal queY(t) = X(t)D(t). ComoẊ(t) = A(t)X(t) eẎ(t) = A(t)Y(t), temos que

A(t)X(t)D(t) = A(t)Y(t) = Ẏ(t) = Ẋ(t)D(t)+X(t)Ḋ(t) = A(t)X(t)D(t)+X(t)Ḋ(t) (1.99)

e, comoX(t) é inversível, temos quėD(t) = 0 para todot, dondeD(t) = D é uma matriz constante.

Assim,

X(t)X(T)D = X(t +T)D = Y(t +T) = Y(t)Y(T) = X(t)DY(T) (1.100)

dondeX(T) = DY(T)D−1, ou seja, as matrizesX(T) e Y(T) são semelhantes. Como matrizes

semelhantes têm os mesmos autovalores, segue o resultado.

Para sistemas Hamiltonianos periódicos, isto é, sistemas da forma:

ż = A(t)z, (1.101)

ondeA é uma matriz HamiltonianaT-periódica, temos o seguinte teorema:

Teorema 11 (Floquet-Liapunov) Seja Z(t) a matriz fundamental da equação (1.101). Existem

matrizes n×n B e Q(t), com B Hamiltoniana constante e Q(t) T-periódica e simplética, tais que

Z(t) = Q(t)etB. (1.102)

Demonstração. A matrizZ(t +T) também é uma matriz fundamental da equação (1.101). Assim,

suas colunas são linearmente independentes e como, pelo lema 2,Z(t +T) = Z(t)Z(T), temos que
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Z(T) é inversível. Então, pelo lema 1, existe uma matrizB tal queZ(T) = eTB. ComoZ(t) é

Hamiltoniana, pelo corolário 2, temos queB é Hamiltoniana. Considere a matrizQ(t) = Z(t)e−tB.

Temos queZ(t) = Q(t)etB, Q(t + T) = Q(t) e, Pelo corolário 2,Q(t) é simplética para cadat.

Como queríamos demonstrar.

Uma conseqüência muito importante do teorema acima é o seguinte:

Corolário 4 A transformação linear e simpléticaz = Q(t)w transforma o sistema Hamiltoniano

periódico (1.101) no sistema Hamiltonianoẇ = Bw.

É fácil verificar que os autovalores deB são os expoentes característicos da matrizA(t), o qual,

As vezes, falamos simplesmente expoentes característicosde (1.101).

1.4 O Teorema da Curva Invariante

O objetivo desta seção é enunciar o Teorema da Curva Invariante, resultado que será de grande

importância para provar o teoremas de Arnold-Moser e de Cabral-Meyer. Esta seção tem como

base o livro de Meyer [25].

Consideremos o difeomorfismo

F(x) = Ax+ f (x) (1.103)

de uma vizinhança de um ponto fixoξ ∈ IRm; assimf (ξ) = 0 e ∂ f (ξ)
∂x = 0. Os autovalores deA são

chamadosmultiplicadoresdo ponto fixo.

Definição 8 Um ponto fixo é dito ser positivamente (respectivamente negativamente) estável se

para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que‖Fk(x)−ξ‖< ε para todo‖x−ξ‖< δ e k> 0 (respectivamente

k < 0). O ponto fixo é dito estável se ele for positivamente e negativamente estável. O ponto fixo

é dito ser instável se ele não é estável. O ponto fixo é dito ser assintoticamente estável se ele for

positivamente estável, e existe umη > 0 tal que Fk(x) → 0 quando k→ ∞ para todo‖x−ξ‖ < η.

Analogamente aos critérios de equações diferenciais ordinárias, temos os seguintes resultados:
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• Se todos os multiplicadores tem módulo menor do que 1, então oponto fixo é assintotica-

mente estável.

• Se existe um multiplicador com módulo maior do que 1, então o ponto fixo é instável.

• Se consideramos o difeormofismo linearF(x) = Ax, e se todos os multiplicadores tem mó-

dulo 1, então o ponto fixo é estável, mas não é assintoticamente estável.

• Se um difeomorfismo é um simplectomorfismo, isto é, é um difeomorfismo simplético então

o primeiro ítem não se aplica, já que seλ é um autovalor entãoλ−1 também será autovalor

deA. De fato, se um autovalorλ = a+ ib deA tem módulo
√

a2 +b2 menor do que 1, então

o módulo deλ−1 será(a2 +b2)−1/2, que tem módulo maior do que 1.

• Consideremos o caso planar onde o difeomorfismo definido por (1.103) possui um ponto fixo

em (0,0). Então esta aplicação preserva área. Além disso, suponhamos que a origem é um

ponto fixo elíptico, isto é, os autovalores deA, λ e λ = λ−1 e |λ| = 1. Seλ = 1 é uma raiz da

unidade (isto é,λ = 1, λ = −1, λ = i, λ = e±2πi/3), então tipicamente a origem é estável.

• Considerando ainda o caso planar ondeλ não é uma raizm-ésima da unidade param =

1,2,3,4, a aplicação pode ser colocada na forma normal até termos deordem três, isto é,

existe uma mudança de coordenadas simpléticas as variáveisação -ângulo,(I ,ϕ), tal que

nestas coordenadas,

F : (I ,ϕ) → (I ′,ϕ′),

onde,

I ′ = I +c(I ,ϕ)

ϕ′ = ϕ+ω+αI +d(I ,ϕ),

(1.104)

λ = eωi , ea ed são funções de ordemO(I3/2).

Pelo momento assumamos quec e d são nulos; assim, a aplicação (1.104) leva o círculo

I = I0 nele mesmo, e seα 6= 0, cada círculo é rotacionado num ânguloω+αI0.
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Seω+αI0 = 2π p
q , ondep eq são primos relativos entre sim, então cada ponto sobre o círculo

I = I0 é um ponto periódico de períodoq.

Seω+αI0 = 2πδ, ondeδ é irracional, então as órbitas de um ponto sobre o círculoI = I0 são

densas. Um dos famosos Teoremas em Mecânica Hamiltoniana estabelece que muitos destes

círculos persistem como curvas invariantes. De fato, existem suficientes curvas invariantes

que asseguram a estabilidade do ponto fixo. Este é o chamadoTeorema da Curva Invariante.

Lembremos que seδ é um número irracional eε > 0 é dado, então existemp e q números

inteiros primos entre sim tal que

|δ− p
q
| < ε

q
. (1.105)

Esta fórmula nos diz muito mais do que quando um número irracional pode ser aproximado por

um número racional; ela diz também quão boa é esta aproximação. Podemos construir números

irracionais os quais realmente são bem aproximados por números racionais, digamos, para os quais

|δ− p/q| < ε
q2 < ε

q223, tomando uma expansão decimal com uma sequência arbitrariamente longa

de zeros. No entanto, existem irracionais os quais podem ser"defeituosamente" aproximados por

números racionais no seguinte sentido:

Teorema 12 Seja U qualquer intervalo fechado, e seja K> 0 uma constante fixa. Então o con-

junto

U(K) = {δ ∈ (IR\ IQ)∩U / |δ− p/q| > K
q3 , p,q∈ ZZ, q 6= 0} (1.106)

é denso em U e tem medida positiva. A medida de U(K) tende a zero quando K tende a zero. Além

disso, todos os números algébricos irracionais como
√

2 pertencem a U(K) para algum K> 0.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em Arnold [1].

Tais números irracionais são ditos defeituosamente aproximados por racionais.

Já estamos com todas as preliminares para enunciar a seguinte versão do Teorema da Curva

Invariante:
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Teorema 13 (Teorema da Curva Invariante) Considere a aplicação F: (r,ϕ) → (r ′,ϕ′) dada

por:

r ′ = r + εr+sc(r,ϕ,ε)

ϕ′ = ϕ+ω+ εsh(r)+ εr+sd(r,ϕ,ε),
(1.107)

onde

(i) c e d são funções diferenciáveis para0≤ a≤ r < b < ∞, 0≤ ε ≤ ε0;

(ii) para todoϕ c e d são funções2π-periódicas emϕ;

(iii) r e s são inteiros s≥ 0, r ≥ 1;

(iv) h é uma função diferenciável para0≤ a≤ r < b < ∞;

(v) dh
dr 6= 0 para0≤ a≤ r < b < ∞;

(vi) se E é qualquer curva fechada contínua da forma

E = {(r,ϕ) / r = Θ(ϕ), Θ : IR→ [a,b]contínua e2π-periódica},

então, E∩F(E) 6= /0.

Então paraε suficientemente pequeno, existe uma curva contínua,Γ, F-invariante da forma

Γ = {(r,ϕ) / r = Φ(ϕ), Φ : IR→ [a,b]contínua e2π-periódica}.

O número de rotação de F sobreΓ é um número irracional o qual é defeituosamente aproximado

por números racionais no sentido do teorema anterior.

Demonstração. A demonstração deste teorema é muito técnica e pode ser encontrada em Siegel [30].

Comentários. 1) A hipótese (v) é a hipótese "twist" discutida anteriormente e a aplicaçãoF , é

uma perturbação da aplicação twist paraε pequeno.

2) A hipótese (vi) aplica-se ao exemplo óbvio ondeF aplica cada ponto radialmente fora ou dentro.

SeF preserva área, então a hipótese (vi) é automaticamente satisfeita.

3) Desde que o teorema pode ser aplicado a qualquer subintervalo de[a,b], o teorema implica

a existência de um número infinito de curvas invariantes. De fato, a demonstração mostra que a
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medida das curvas invariantes é positiva e tende à medida do anela≤ r ≤ b quandoε → 0. Ses= 0

e K estão fixados, então existe umε0 > 0 tal que para todo número irracionalδ, h(a) < δ < h(b),

satisfazendo (1.106) existe uma curva invariante paraF com número de rotaçãoδ.



Capítulo 2

Formas normais para sistemas

Hamiltonianos lineares

Neste capítulo, vamos fornecer um algoritmo devido a Burgoyne [5] para obtenção de formas

normais para sistemas Hamiltonianos lineares com autovalores imaginários puros. Forneceremos,

também, o processo de normalização de Birkhoff para sistemas Hamiltonianos lineares no caso

em que os autovalores são distintos. Seguindo Arnold [1], vamos fornecer uma tabela de formas

normais para funções Hamiltonianas quadráticas. Na última seção, faremos um breve comentário

sobre o caso periódico.

2.1 Introdução

Considere o sistema Hamiltoniano linear autônomo real

ż = Az, (2.1)

ondez∈ IR2n. SeP∈ Sp(n, IR), então a mudança de variáveis reais e simpléticaz = Pw é tal que

ẇ = P−1ż = P−1Az = P−1APw = Bw, (2.2)
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ondeB = P−1AP. Observe que

BTJ+JB= PTATP−TPTJP+PTJPP−1AP= PT(AATJ+JA)P = 0, (2.3)

donde segue queB∈ sp(n, IR) e, portanto, a mudança de variáveisz = Pw leva o sistema (2.1) no

sistema Hamiltoniano linear realẇ = Bw.

Em alguns problemas é importante encontrar uma matriz simpléticaP tal que a matrizB assume

uma forma particularmente simples, chamada de forma normal. A matrizP deve ser real, pois assim

conduz a sistemas Hamiltonianos lineares reais.

Observe que se definirmos a relação≃ entre matrizesA,B∈ sp(n, IR) da seguinte forma:

A≃ B⇔∃P∈ Sp(n, IR)/B = P−1AP, (2.4)

verifica-se facilmente que esta relação define uma relação deequivalência. O problema de encontrar

uma forma normal para uma matrizA∈ sp(n, IR) consiste em encontrar um elementoB da classe

deA que tem uma forma particularmente simples.

Do ponto de vista da função Hamiltoniana, queremos obter umatransformação simplética tal

que o Hamiltoniano transformado, a ’forma normal’, contenha poucos termos.

2.2 Algoritmo para o caso onde os autovalores são imaginários

puros

Nesta seção vamos fornecer um algoritmo para obtenção da forma normal no caso em que os

autovalores são imaginários puros. Esta seção foi feita baseado do artigo de Burgoyne [5].

Inicialmente suponha que o polinômio característico deA é P(λ) = (λ2 + α2)n, ondeα ∈ IR e

α > 0. Desta forma temos que o polinômio minimal deA é pmin(λ) = (λ2+α2)m para algum inteiro

m, 1≤ m≤ n. Vamos iniciar nosso algoritmo fazendo uma decomposição deA como soma de uma

matriz simples (tem 2n autovetores linearmente independentes reais ou complexos) Hamiltoniana
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mais uma matriz nilpotente. A matrizSdada por

S= A{I +
m−1

∑
j=1

1
4α2


 2 j

j


(A2 +α2I)}, (2.5)

é uma matriz semi-simples e Hamiltoniana. Observe que a matriz

N = −A
m−1

∑
j=1

1
4α2


 2 j

j


(A2 +α2I) (2.6)

é tal queNm = 0, donde temos queN é nilpotente, e comoA = S+ N temos a decomposição

desejada. Para maiores detalhes sobre esta decomposição você pode consultar vários livros de

Algebra Linear, por exemplo, Hoffman [14].

SejamKi = {z ∈ IR2n/Niz = 0}, i = 0, . . . ,m. Note queK0 = {0} e Km = IR2n. Defina a 2-

forma canônicaω por ω(z,w) = zTJw, para todoz,w ∈ IR2n. Nosso próximo passo é construir

certos subespaços de IR2n. PonhaW0 = {0} e vamos construir subespaçosWj , j > 0, de IR2n por

um processo recursivo que descreveremos a seguir:

(i) Obtenha um inteirot = t j , 0≤ t ≤ m, tal que

W⊥
j−1∩Kt+1 = W⊥

j−1, mas W⊥
j−1∩Kt 6= W⊥

j−1, (2.7)

ondeW⊥
j−1 = {z∈ IR2n/ω(z,w) = 0, ∀w ∈Wj−1}. Note que seN = 0 (isto é,m= 1), entãot = 0.

(ii) Escolhaz∈W⊥
j−1 tal quez 6∈ Kt e ω(z,NtS(t+1)mod2z) = ε j , ondeε2

j = 1.

(iii) Defina Z j como sendo o espaço gerado porz,Nz, . . . ,Ntz,Sz,NSz, . . . ,NtSz.

(iv) Defina Wj por Wj = Z j +Wj−1. SeWj 6= IR2n repita o processo até obterWl = IR2n para

algum inteirol .

Vamos agora construir uma base para o subespaçoZ j encontrado acima. Existem dois casos:

um quandot for par e outro quandot for ímpar.
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Quando t for ímpar: Sejaz o vetor encontrado acima, comε = ε j = ω(z,Ntz) e r = 1
2(t + 1).

Ponhaz0 = z e formezi, 1≤ i ≤ r, como segue:

zi = zi−1 +
ε

2α2ω(zi−1,SNt+1−2izi−1)N
2i−1Szi−1. (2.8)

Ponhãz0 = zr e construãzi, 1≤ i ≤ r −1 usando

z̃i = z̃i−1−
ε
2

ω(z̃i−1,N
t−2i z̃i−1)N

2i z̃i−1. (2.9)

No casor = t = 1 esta última construção deve ser omitida. Ponha

τ = τ j =





0, se j = 1
j−1

∑
i=1

(ti +1), se j 6= 1.
(2.10)

Sendoz∗ = z̃r−1, a base desejada deZ j é a baseB cujos elementos são

bτ+2i−1 = Ni−1z∗, bn+τ+2i−1 = (−1)i−1εNt+1−iz∗

bτ+2i = 1
αSNi−1z∗, bn+τ+2i = (−1)i−1 ε

αSNt+1−iz∗,

(2.11)

parai = 1, . . . , t + 1. Temos queωi j = ω(bi ,b j) = Ji j , i, j = 1, . . . ,2t + 2, logo esta é uma base

simplética deZ j . Nesta base, a matriz da restrição deA ao subespaçoZ j é

X =


 X1 0

X2 −XT
1


 , (2.12)

onde

X1 =




L 0 0 . . . 0 0

I L 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. ..

...

0 0 0 . . . I L




, e X2 =




0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
.. .

...

0 0 0 . . . 0 ∆




,

comL =


 0 −α

α 0


 , I =


 1 0

0 1


 e ∆ =


 (−1)r−1ε 0

0 (−1)r−1ε


 .

Quando t for par: Sejaz o vetor encontrado acima, comε = ε j = ω(z,NtSx) e r = 1
2t. Ponha

z0 = z e formezi , 1≤ i ≤ r, como segue:

zi = zi−1−
ε
2

ω(zi−1,N
t+1−2izi−1)N

2i−1Sz0. (2.13)
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No casor = t = 0 esta construção deve ser omitida. Ponhaz̃0 = zr e construãzi , 1≤ i ≤ r usando

z̃i = z̃i−1−
ε
2

ω(z̃i−1,N
t−2iS̃zi−1)N

2i z̃i−1. (2.14)

No casor = t = 0 esta última construção deve ser omitida. Ponha

τ = τ j =





0, se j = 1
j−1

∑
i=1

(ti +1), se j 6= 1.
(2.15)

Sendoz∗ = z̃r , a base desejada deZ j é a base B cujos elementos são

bτ+i =
√

αNi−1z∗ e bn+τ+i = (−1)i−1 ε√
α

SNt+1−iz∗, (2.16)

parai = 1, . . . , t + 1. Temos queωi j = ω(bi ,b j) = Ji j , i, j = 1, . . . ,2t + 2, logo esta é uma base

simplética deZ j . Nesta base, a matriz da restrição de A ao subespaçoZ j é

Y =


 Y1 Y2

−Y2 −YT
1


 ,

onde

Y1 =




0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
.. .

...

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0




e Y2 =




0 0 0 . . . 0 −εα

0 0 0 . . . εα 0
...

...
...

...
. ..

...

0 εα 0 . . . 0 0

−εα 0 0 . . . 0 0




A matriz deA sobre IR2n com respeito a base{b1, . . . ,b2n} é

Z =


 E F

G −ET


 ,

com

E =




E1 0 . . . 0

0 E2 . . . 0
...

...
.. .

...


 , F =




F1 0 . . . 0

0 F2 . . . 0
...

...
.. .

...


 e G=




G1 0 . . . 0

0 G2 . . . 0
...

...
.. .

...




onde 
 E j Fj

G j −ET
j






2. Formas normais para sistemas Hamiltonianos lineares 50

é uma matriz(2t j +2)× (2t j +2) tipo X ouY, definidas acima.

Vamos agora ao caso geral em que o polinômio característico de A é da formap(λ) = ∏i(λ2 +

α2
i )

ni , ondeαi 6= α j parai 6= j e αi > 0 para todoi. Neste caso definaLi = ∏ j 6=i(A
2 +α2

j )
n j , então

os espaçosVi = Li(IR2n) de dimensão 2ni , são subespaços invariantes porA (A(Vi) ⊂Vi) e são dois

a dois ortogonais, isto é,ω(vi ,v j) = 0 para todovi ∈Vi e v j ∈Vj , i 6= j. O algoritmo acima pode

ser aplicado a cada matrizAi obtida restringindoA ao subespaçoVi. Como resultado final a matriz

A na nova base assume a forma 
 Q R

S −QT


 ,

com

Q =




Q1 0 . . . 0

0 Q2 . . . 0
...

...
.. .

...


 , R=




R1 0 . . . 0

0 R2 . . . 0
...

...
.. .

...


 e S=




S1 0 . . . 0

0 S2 . . . 0
...

...
.. .

...




onde 
 Q j Rj

Sj −QT
j




é uma matrizni ×ni tipo Z, definida acima.

2.3 Normalização do Hamiltoniano quadrático no caso em que

os autovalores são distintos: Normalização de Birkhoff

Vamos agora fornecer um teorema que permite obter a forma normal de uma matriz Hamilto-

niana no caso em que seus autovalores são distintos. Sua demonstração mostra o processo para

obtenção da mesma.

Teorema 14 Suponha que os autovaloresλ1, . . . ,λn da matriz A= JS são distintos. Então, existe

uma matriz simplética T tal que a transformação linear simpléticaz = Tw leva o Hamiltoniano H

associado ao sistema (2.1) no HamiltonianoH dado por:

H(w) = H(u,v) =
n

∑
k=1

λkukvk. (2.17)
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Demonstração. Comoλ1, . . . ,λn são distintos, a matrizA é diagonalizável e, portanto, existe uma

matriz invertívelC tal que

C−1JSC= L, (2.18)

onde

L =


 L0 0

0 −L0


 , (2.19)

sendo a matrizL0 = diag[λ1, . . . ,λn].

Da igualdade acima e usando os fatosST = S, JT = −J e J2 = −I chegamos aPJSP−1 = L,

ondeP = (J−1CTJ)−1. Assim, a matrizP também diagonalizaJS. Como os autovalores deJSsão

distintos, os subespaços próprios são unidimensionais, demodo que existe uma matriz diagonal,

B =


 B1 0

0 −B2


 , (2.20)

tal queC = PB. ComoJB= CTJC é anti-simétrica,B1 = B2. Considere a matriz diagonal

Q =


 B−1

1 0

0 I


 (2.21)

e sejaD = CQ. EntãoD também diagonalizaJS, isto é,D−1JSD= L. Além disso,D é simplética,

pois

DTJD = QTCTJCQ= QJBQ= J. (2.22)

Assim, a transformação linearz = Dw é simplética e leva o sistema Hamiltoniano (2.1) no sistema

ẇ = D−1JSDw = Lw, que pode ser escrito na formaẇ = JHw, onde

H(w) = H(u,v) =
n

∑
h=1

λkukvk. (2.23)

Suponha queλ j = ω j i 6= 0. Fazendo a mudança simplética linear de coordenadas

u j = 1√
2i

(Q j − iPj),

v j = 1√
2i

(Q j + iPj)

(2.24)
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o Hamiltoniano nas coordenadasQ j ,Pj assume a forma:

H(Q,P) =
1
2

n

∑
j=1

ω j(Q
2
j +P2

j ). (2.25)

Com isso, temos o seguinte corolário do teorema acima:

Corolário 5 Suponha que os autovalores da matriz A= JS são distintos, imaginários puros e não

nulos, digamosλ j = ω j i, j = 1, . . . ,n. Então, existe uma matriz simplética T tal que a transfor-

mação linear simpléticaz = TZ leva o Hamiltoniano H associado ao sistema (2.1) no Hamiltoni-

ano (2.25).

Quando o Hamiltoniano quadráticoH está na forma (2.25), dizemos queH está na forma nor-

mal de Birkhoff.

2.4 Tabela de formas normais para Hamiltonianos quadráticos

Nesta seção, vamos fornecer uma tabela de formas normais para funções Hamiltonianas, de

acordo com seus autovalores e as características de sua forma canônica de Jordan. Esta seção tem

como base o livro de Arnold [1].

SejamA a matriz como em (2.1) eH a função Hamiltoniana associada ao sistema (2.1). Os au-

tovalores deA podem ser de um dos quatro tipos: nulos,±a,±ib e±a±bi (a 6= 0,b 6= 0). Na tabela

2.1, exibimos a forma normal para um quadrático, classificados de acordo com as características da

forma canônica de Jordan deA. Nela, as funçõesF eG são definidas por:

F(p,q) =
k

∑
j=1

(b2p2 j p2k−2 j+2 +q2 jq2k−2 j+2)−
k+1

∑
j=1

(b2p2 j−1p2k−2 j+3 +q2 j−1q2k−2 j+3)

e

G(p,q) =
k

∑
j=1

(− 1
b2q2 j−1q2k−2 j+1 +q2 jq2k−2 j+2)−

k−1

∑
j=1

(b2p2 j+1p2k−2 j+1 + p2 j+2p2k−2 j+2).

Com a tabela 2.1, podemos obter a forma normal da função Hamiltoniana, conhecendo os

autovalores da matriz do sistema linear associado e sua forma canônica de Jordan.
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Autovalores Blocos de Jordan Forma normal da função Hamiltoniana

Nulos uma quadra de ordemk H =
k−1

∑
j=1

p jq j+1 (parak = 0, H = 0)

±a um par de ordemk H = −a
k

∑
j=1

p jq j +
k−1

∑
j=1

p jq j+1

±bi um par de ordem 2k+1 > 3 H = ±1
2F(p,q)−

2k

∑
j=1

p jq j+1

±bi um par de ordem 1 H = ±1
2(b2p2

1 +q2
1)

±bi um par de ordem 2k > 2 H = ±1
2G(p,q)−b2

k

∑
j=1

p2 j−1q2 j +
k

∑
j=1

p2 jq2 j−1

±bi um par de ordem 2 H = ±1
2( 1

b2q2
1 +q2

2)−b2p1q2 + p2q1

±a±bi Uma quadra de ordemk H = −a
2k

∑
j=1

p jq j +b
k

∑
j=1

(p2 j−1q2 j)+
2k−2

∑
j=1

p jq j+2

Tabela 2.1: Formas normais de Hamiltonianos quadráticos

2.5 Obtenção da forma normal de um sistema Hamiltoniano

linear periódico

Considere o sistema Hamiltoniano linear periódico

ż = A(t)z, (2.26)

ondez∈ IR2n eA(t) = A(t +2π) para todot. Como conseqüência do teorema de Floquet-Liapunov

(corolário 4), existe uma transformação de coordenadas,w = Q(t)z, simplética e 2π-periódica emt

que leva o sistema Hamiltoniano linear periódico (2.26) no sistema Hamiltoniano linear autônomo

ẇ = Bw, (2.27)

ondew∈ IR2n e B é uma matriz Hamiltoniana constante. A normalização do sistema (2.27) pode

ser feita usando os métodos discutidos anteriormente, com isso, temos o processo para obtenção da

forma normal de (2.26).
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2.6 Forma normal do Hamiltoniano quadrático periódico no

caso em que os expoentes característicos são imaginários

puros

Vamos agora obter a forma normal da função Hamiltoniana quadráticaH = H(z, t) 2π-periódica

em t no caso em que seus expoentes característicos são imaginários puros e distintos, digamos,

λ j = ω j i, j = 1, . . . ,n. De acordo com o corolário 4, existe uma transformação de coordenadas,

w = Q(t)z, simplética e 2π-periódica emt que leva o sistema Hamiltoniano linear associado aH

no sistema Hamiltoniano linear autônomo (2.27). Os expoentes característicosλ1, . . . ,λn são os au-

tovalores da matrizB, com isso, de acordo com o corolário 5, existe uma mudança de coordenadas

simplética tal queH nas novas coordenadas se escreve na forma:

H =
1
2

n

∑
j=1

ω j(Q
2
j +Q2

j ). (2.28)

Com isso, em capítulos seguintes, sempre que os expoentes característicos de um sistema per-

iódico linear forem distintos e imaginários puros, assumiremos que a função Hamiltoniana tem a

forma (2.28).



Capítulo 3

A forma normal de Gustavson e de Birkhoff

Neste capítulo, estudaremos a forma normal de Gustavson [12]e de Birkhoff [4]. Fornece-

remos algumas definições importantes no estudo das formas normais e um teorema cuja demon-

stração fornece o processo para obtenção da forma normal e dafunção geradora para sistemas

Hamiltonianos autônomos e periódicos. Nas últimas seções, vamos obter a forma normal de uma

função Hamiltoniana com um, dois e n graus de liberdade, em alguns casos que serão utilizados

posteriormente.

3.1 Introdução

Considere o sistema Hamiltoniano

ż = J∇zH(z, t), (3.1)

ondeH é uma função analítica relativamente az numa vizinhança da origem e 2π-periódica (ou

autônoma) emt. Suponha que a origem é uma posição de equilíbrio de (3.1), demodo que o

desenvolvimento deH numa vizinhança da origem começa com termos quadráticos

H(z, t) = H2(z, t)+H3(z, t)+ . . . , (3.2)
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ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk, relativo az e 2π-periódica (ou autônoma) emt .

Procuremos uma mudança de coordenadas simplética numa vizinhança da origem,(q,p) 7→ (Q,P),

de modo que seja mais simples a estrutura do novo Hamiltoniano

Γ(Z, t) = Γ2(Z, t)+Γ3(Z, t)+ . . . , (3.3)

ondeΓk seja um polinômio homogêneo de grauk relativo aZ =(Q,P) e 2π-periódica (ou autônoma)

emt.

Por exemplo, no caso autônomo, se conseguíssemosΓ(Z) dependendo apenas em termos dos

produtosRk = QkPk, então o novo sistema Hamiltoniano

Ż = J∇ZΓ(Z) (3.4)

poderia ser escrito na forma




Q̇k =
∂Γ
∂Rk

Qk

Ṗk = − ∂Γ
∂Rk

Pk, k = 1, . . . ,n,

(3.5)

donde teríamoṡRk = Q̇kPk +QkṖk = 0, de modo queRk seria constante ao longo das soluções do

sistema. Assim,Γk também seria constante e o sistema poderia ser integrado imediatamente com

suas soluções dadas, explicitamente, por




Qk(t) = Qk(0)e
∂Γ

∂Rk
t

Pk(t) = Pk(0)e
− ∂Γ

∂Rk
t
, k = 1, . . . ,n.

(3.6)

ExpressandoR1, . . . ,Rn em termos dez=(q,p) teríamosn integrais primeiras linearmente indepen-

dentes para o sistema (3.1).

Sejaż = JSz a parte linear do sistema (3.1). Poderia se provar também que∂Γ
∂R1

,. . . , ∂Γ
∂Rk

seriam

imaginários puros quando os autovalores deA = JSfossem e, assim, teríamos a conclusão de que

a solução de equilíbrio do sistema seria estável.

Em síntese, a obtenção de uma transformação simplética que simplificasse o Hamiltoniano da

forma descrita, permitiria que se conseguissem todas as informações essenciais sobre o sistema
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de equações, na vizinhança do equilíbrio: existência do número ótimo de integrais primeiras lin-

earmente independentes, estabilidade do equilíbrio e a própria dinâmica do sistema, dadas pela

dinâmica das soluções descritas anteriormente.

Depois destas considerações é ótimo saber que tal transformação existe, no caso autônomo,

quando os autovaloresλ1, . . . ,λn de A são linearmente independentes sobre os racionais. Isto foi

demonstrado por G. D. Birkhoff [4] na década de vinte e o novo Hamiltoniano é chamado a Forma

Normal de Birkhoff. Todavia, o processo de obtenção deste novo Hamiltoniano é formal, resul-

tante da comparação de coeficientes para resolver a equação.Assim, é desanimador tomar conhec-

imento que este processo geralmente é divergente, como foi provado por C. L. Siegel, em 1941,

de modo que as importantes conclusões descritas acima não valem, a não ser em casos raríssimos

que, mesmo assim, ainda apresentam grande dificuldade na verificação da convergência da forma

normal. Depois disto, é natural que não se tenha grandes motivações para o estudo desta forma

normal, mas é bom saber que informações importantes podem ser obtidas utilizando-se a forma

normal somente até certo grau (que depende do problema estudado). Assim é que um importante

resultado devido a V. I. Arnold sobre a estabilidade de equilíbrios de sistemas Hamiltonianos com

dois graus de liberdade, que em alguns casos, requer o conhecimento da forma normal de Birkhoff

somente até grau quatro.

3.2 Definições básicas e notações

Nesta seção, vamos fornecer algumas definições básicas parao estudo das formas normais e

fixar algumas notações usadas neste capítulo.

Façamos a seguinte mudança de coordenadas 2i-simplética na função Hamiltoniana (3.3):

x j = Q j + iPj , x j = Q j − iPj , ( j = 1, . . . ,n). (3.7)

Podemos expressar o HamiltonianoΓ = Γ(Z, t) nas coordenadas complexasx j e x j , que denotare-

mos porH , pela identidade

H (x,x, t) = 2iΓ
(

x+x
2

,
x−x

2i
, t

)
= H 2(x,x, t)+H 3(x,x, t) . . . . (3.8)
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A tabela 3.2 fornece a notação para a forma do termo geral dos HamiltonianosH, Γ eH . Usaremos

as notações:k = (k1, . . . ,kn) e l = (l1, . . . , ln) e suas componentes são inteiros positivos.hkl =

hk1...knl1...ln, γkl = γk1...knl1...ln, gkl = gk1...knl1...ln são funções 2π-periódicas emt (ou autônoma).xk =

xk1
1 . . .xkn

n , qk = qk1
1 . . .qkn

n , pl = pl1
1 . . . pln

n , Qk = Qk1
1 . . .Qkn

n e Pl = Pl1
1 . . .Pln

n . |k| = k1 + . . . + kn,

|l | = l1 + . . .+ ln.

Função Hamiltoniana Termo geral da função Hamiltoniana

H = H(z, t) = H(q,p, t) H j = ∑
|k|+|l |= j

hkl(t)q
kpl

Γ = Γ(Z, t) = Γ(Q,P, t) Γ j = ∑
|k|+|l |= j

γkl(t)Q
kPl

H = H (x,x, t) H j = ∑
|k|+|l |= j

gkl(t)x
kxl

Tabela 3.1: Notações para os termos gerais das funções Hamiltonianas

Observação 1A fórmula (3.8) nos diz queH (x,x, t) é imaginário puro e, portanto, deve satisfazer

a identidadeH =−H , donde segue que gkl =−glk. Aplicando a mudança de coordenadas inversa

de (3.7), temos que as funções HamiltonianasΓ eH estão relacionados pela identidade

Γ(Q,P, t) =
1
2i
H (Q+ iP,Q− iP, t). (3.9)

Da relação (3.9), é possível obter uma relação, por meio de umsistema de equações lineares inver-

sível, entre os coeficientesγkl egkl.

Suponha que os expoentes característicos (autovalores no caso autônomo) da matriz do sistema

linearizado sãoω1i, . . . ,ωni. Seω = (ω1, . . . ,ωn) ∈ IRn, considere o ZZ-módulo

Mω = {k = (k1, . . . ,kn) ∈ ZZn,/ < k,ω >= k1ω1 + . . .+knωn = 0 mod(1)}. (3.10)

No caso autônomo, devemos substituir 0mod(1) por 0. Observe que o símbolo= 0 mod(1) pode

ser substituído por∈ ZZ.

Definição 9 Dizemos que o HamiltonianoΓ(Q,P, t) está na forma normal de Gustavson se, quando

expresso em série de potências dex e x, ele só contém termos da formaxkxl , com k− l ∈ Mω, isto

é, o coeficiente gkl dexkxl é nulo quando k− l não está em Mω.
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Vamos agora dar uma definição muito importante no estudo das formas normais.

Definição 10 Dizemos que os expoentes característicos (autovalores no caso autônomo)λ j = ω j i,

j = 1, . . . ,n, da matriz do sistema (3.2) linearizado não apresentam ressonâncias até ordem s,

inclusive, se

m1ω1 + . . .+mnωn 6= 0 mod(1) (3.11)

para todo(m1, ..,mn) ∈ ZZn satisfazendo as igualdades

|m1|+ . . .+ |mn| = k, (k = 1, . . . ,s). (3.12)

No caso autônomo, devemos substituir6= 0 mod(1) por 6= 0

Se ω1, . . . ,ωn e 1 (ω1, . . . ,ωn no caso autônomo) são linearmente independentes sobre os

racionais, entãoMω = 0 de modo queΓ(Q,P, t) só contém termos da forma

xkxk = (Q2
1 +P2

1)k1 + . . .+(Q2
n +P2

n)kn, (3.13)

e dizemos queΓ(Q,P, t) está na forma normal de Birkhoff.

Considere o operador diferencial

D =
n

∑
j=1

ω j

(
Q j

∂
∂Pj

−Pj
∂

∂Q j

)
+

∂
∂t

. (3.14)

O operadorD escrito nas coordenadas complexasx j , x j assume a forma:

D = i
n

∑
j=1

ω j

(
x j

∂
∂x j

−x j
∂

∂x j

)
+

∂
∂t

. (3.15)

Note que no caso autônomo, a expressão∂
∂t em (3.14) e (3.15) é desnecessária.

No caso autônomo, a definição de forma normal é equivalente a exigir queDΓ = 0, pois, como

neste caso vale

D(xkxl ) = i
n

∑
j=1

ω j(k j − l j)xkxl = i < ω,k− l > xkxl , (3.16)

temos que os númerosi < ω,k− l > são autovalores do operador diferencialD agindo sobre séries

formais de potências.
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3.3 A forma normal de Gustavson e de Birkhoff

Vamos agora fornecer um teorema que garante a existência de uma transformação simplética

(formal) do coordenadas(q,p) 7→ (Q,P) que leva o Hamiltoniano (3.2) na sua forma normal de

Gustavson. A sua demonstração mostra o processo para obtenção da mesma e, também, para

obtenção da função geradora, tanto para sistemas Hamiltonianos autônomos quanto periódicos.

Teorema 15 Existe uma transformação (formal) simplética de coordenadas (q,p) → (Q,P) que

leva o Hamiltoniano2π-periódico em t (ou autônomo)

H(q,p, t) =
1
2

n

∑
k=1

ωk(q
2
k + p2

k)+H3(q,p, t)+ . . . . (3.17)

na sua forma normal de GustavsonΓ(Q,P, t).

Demonstração. A demonstração será feita por indução. Inicialmente, observe que os termos

quadráticos já estão normalizados. Escreveremos a transformação simplética desejada, às vezes

denominada de transformação de Birkhoff [4], com a ajuda da função geradoraS= S(q,P, t) na

forma implícita

p =
∂S
∂q

, Q =
∂S
∂P

, (3.18)

onde

S(q,P, t) = q ·P+S3(q,P, t)+S4(q,P, t)+ . . . , (3.19)

sendoSj polinômios homogêneos de grauj emq, P e 2π-periódico emt dados por:

Sj(q,P, t) = ∑
|k|+|l |= j

skl(t)q
kPl , (3.20)

ondeskl(t) = skl(t +2π).

De acordo com o exemplo 4 da seção 1.2.4, temos que a relação entre o novo e o antigo Hamil-

toniano é dada por:

H

(
q,

∂S
∂q

, t

)
+

∂S
∂t

= Γ
(

∂S
∂P

,P, t

)
. (3.21)

Isso nos fornece a seguinte igualdade:
n

∑
k=1

ωk

2

{
q2

k +(Pk +
∂S3

∂qk
+ . . .)2

}
+H3

(
q,P+

∂S3

∂q
+ . . . , t

)
+ . . .+

∂S
∂t

=

n

∑
k=1

ωk

2

{
(qk +

∂S3

∂Pk
+ . . .)2 +P2

k

}
+Γ3

(
q+

∂S3

∂P
+ . . . ,P, t

)
+ . . . .

(3.22)
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SejaGk a função que aplicada a um polinômio homogêneo fornece os termos de grauk, por

exemplo:G3(x2+3x3+y3+y20) = 3x3+y3. Vamos agora obter as relações para os termos de grau

3, 4, 5 e em geral.

Os termos de grau 3 devem satisfazer a relação:

n

∑
k=1

ωkPk
∂S3

∂qk
+H3(q,P, t)+

∂S3

∂t
=

n

∑
k=1

ωkqk
∂S3

∂Pk
+Γ3(q,P, t). (3.23)

Nesta demonstração denotaremos porD o operador definido por:

D =
n

∑
j=1

ω j

(
Pj

∂
∂q j

−q j
∂

∂Pj

)
+

∂
∂t

. (3.24)

Observe que no caso autônomo o termos∂
∂t é desnecessário. Usando o operadorD, os termos de

grau 3 devem satisfazer a relação:

Γ3(q,P, t)−DS3(q,P, t) = H3(q,P, t). (3.25)

Os termos de grau 4 devem satisfazer a relação:

n

∑
k=1

ωk

2

[(
∂S3

∂qk

)2

+2Pk
∂S4

∂qk

]
+H4(q,P, t)+G4

(
H3

(
q,P+

∂S3

∂q
, t

))
+

∂S4

∂t
=

n

∑
k=1

ωk

2

[(
∂S3

∂Pk

)2

+2qk
∂S4

∂Pk

]
−Γ4(q,P, t)+G4

(
Γ3

(
q+

∂S3

∂P
,P, t

))
,

(3.26)

ou equivalentemente,

Γ4(q,P, t)−DS4(q,P, t) = H4(q,P, t)+
n

∑
k=1

ωk

2

[(
∂S3

∂qk

)2

−
(

∂S3

∂Pk

)2
]

+

G4

(
H3

(
q,P+ ∂S3

∂q , t
)
−Γ3

(
q+ ∂S3

∂P ,P, t
))

.

(3.27)

Os termos de grau 5 devem satisfazer a relação:

n

∑
k=1

ωk

[
Pk

∂S5

∂qk
+

∂S3

∂qk

∂S4

∂qk

]
+H5(q,P, t)+

G5

(
H3

(
q,P+ ∂S3

∂q + ∂S4
∂q

)
+H4

(
q,P+ ∂S3

∂q + ∂S4
∂q , t

))
+ ∂S5

∂t =

n

∑
k=1

ωk

[
qk

∂S5

∂Pk
+

∂S3

∂Pk

∂S4

∂Pk

]
+Γ5(q,P, t)−G5

(
Γ3

(
q+

∂S3

∂P
+

∂S4

∂P
,P, t

))
−

G5

(
Γ4

(
q+ ∂S3

∂P + ∂S4
∂P ,P, t

))
,

(3.28)
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ou,

Γ5(q,P, t)−DS5(q,P, t) = H5(q,P, t)+
n

∑
k=1

ωk

[
∂S3

∂qk

∂S4

∂qk
− ∂S3

∂Pk

∂S4

∂Pk

]
+

G5

(
H3

(
q,P+ ∂S3

∂q + ∂S4
∂q , t

)
+H4

(
q,P+ ∂S3

∂q + ∂S4
∂q , t

))
+

G5

(
Γ3

(
q+ ∂S3

∂P + ∂S4
∂P ,P, t

)
−Γ4

(
q+ ∂S3

∂P + ∂S4
∂P ,P, t

))
.

(3.29)

Em geral, comparação dos termos de graus nos fornece

n

∑
k=1

ωkPk
∂Ss

∂qk
+C1(H3, . . . ,Hs−1,S3, . . . ,Ss−1)+Hs(q,P, t)+

∂Ss

∂t
=

n

∑
k=1

ωkqk
∂Ss

∂Pk
+C2(Γ3, . . . ,Γs−1,S3, . . . ,Ss−1)+Γs(q,P, t),

(3.30)

para certas funçõesC1 eC2 dependente dos termos anteriores as. Escrevendo em função do oper-

adorD, devemos ter

Γs(q,P, t)−DSs(q,P, t) = Ks(q,P, t), (3.31)

sendoKs = Hs+Cs−1, ondeCs−1 = Cs−1(H3, . . . ,Hs−1,Γ3, . . . ,Γs−1,S3, . . . ,Ss−1, t). Portanto, as

relações acima nos mostram que conhecendo os termosS3, . . . ,Ss−1 e Γ3, . . . ,Γs−1 então, de (3.31)

obtemos a relação entre o termoΓs do Hamiltoniano normalizado e o termoSs da função geradora.

Agora, para concluir a demonstração do teorema, mostraremos que, por indução, podemos

determinarΓs e Ss de (3.31). Inicialmente, escrevendo o operadorD nas coordenadas complexas

agora definidas por

x j = q j + iPj , x j = q j − iPj , ( j = 1, . . . ,n). (3.32)

obtemos

D = i
n

∑
j=1

ω j

(
x j

∂
∂x j

−x j
∂

∂x j

)
+

∂
∂t

, (3.33)

donde, introduzindo as seguintes notações:

Hs

(
x j +x j

2
,
x j −x j

2i
, t

)
= ∑

|k|+|l |=s

gklx
kxl , (3.34)

Ss = Ss

(
x j +x j

2
,
x j −x j

2i
, t

)
= ∑

|k|+|l |=3

fklx
kxl , (3.35)

Ks

(
x j +x j

2
,
x j −x j

2i
, t

)
= ∑

|k|+|l |=s

aklx
kxl . (3.36)
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A relação (3.31), escrita nas coordenadasx j , x j definidas em (3.32) assume a forma:

Γs(x,x, t)−DSs(x,x, t) = Ks(x,x, t), (3.37)

donde, obtemos a seguinte relação entre os coeficientes:

d fkl

dt
+ i〈w, l −k〉 fkl −gkl = −akl, (3.38)

onde usamos a notação< ω, l −k >= ω1(l1−k1)+ . . .+ωn(ln−kn).

O caso autônomo:Suponha que a função Hamiltoniana inicialH é autônoma. Neste caso, pode-

mos escolherS3, . . . ,Ss autônomas e, com isso, o sistema de equações diferenciais (3.51) reduz-se

ao sistema de equações algébricas

i < ω, l −k > fkl = gkl −akl. (3.39)

Se< ω, l − k >6= 0, podemos tomargkl = 0 e portanto os coeficientes da função geradora serão

dados por

fkl = − akl

i < ω, l −k >
.

No caso< ω, l −k >= 0, a eliminação do termogkl não é possível. Neste caso teremosgkl = akl e,

para fkl, podemos atribuir valores arbitrários.

O caso periódico:Inicialmente, usando o método da variação de parâmetros, temos que a solução

geral do sistema (3.51) é:

fkl(t) = fkl(0)eibklt +eibklt
t

0
e−ibklx(gkl −akl)dt, (3.40)

onde< ω, l −k >= bkl. Pretendemos saber quando esta solução é periódica.

Se bkl não é inteiroa solução (3.40) é 2π-periódica se

fkl(0) =
2π
0 eibklx(akl −gkl)

1−ei2πbkl
. (3.41)

Neste caso, já que a existência de soluções periódicas não depende da escolha degkl, podemos

tomargkl = 0.
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No caso em que bkl=m é inteiro, se escolhemos

gkl =
eimt

2π

2π

0
e−imtakldt, (3.42)

a solução (3.40) é periódica para qualquerfkl(0). Para obter os coeficientes da função geradora é

só substituirgkl na solução (3.40). Desta maneira, no caso periódico tanto a transformação normal-

izadoraSquanto a funçãoΓ serão 2π-periódicas emt.

Vamos agora ver alguns comentários que ajudarão a entender melhor o teorema acima e sua

demonstração.

Comentários: (1) A demonstração do teorema mostra o processo de construção da forma nor-

mal e da função geradora. A obtenção dos primeiros termos da forma normal é, freqüentemente,

o primeiro passo na análise da dinâmica do sistema Hamiltoniano numa vizinhança do equilíbrio.

Por exemplo, para o estudo da estabilidade de equilíbrios, com a normalização do Hamiltoniano

(3.17) até termos de quarta ordem, em alguns casos, com o uso do teorema de Arnold-Moser é

possível demonstrar a estabilidade do equilíbrio. Às vezes, com a normalização do Hamiltoniano

até termos de terceira ordem, usando o teorema de Cabral-Meyer é possível decidir a estabilidade

do equilíbrio. Quando obtemos a forma normal da função Hamiltoniana até um número finito de

termos a transformação simplética que levaH na sua forma normal é uma transformação conver-

gente (analítica), enquanto, na obtenção da forma normal detodos os termos, a transformação é

dada por uma série formal, a qual não sabemos sobre a sua convergência.

(2) No teorema acima, assumimos que a parte quadrática da função Hamiltoniana é da forma:

H2(q,p, t) =
1
2

n

∑
k=1

ωk(q
2
k + p2

k). (3.43)

Isto implica em dizer que os autovalores da matriz do sistemalinearizado sãoλ j = ω j i, j = 1, . . . ,n

e, portanto, imaginários puros. Esta hipótese não foi por acaso, ela é baseada em alguns fatos

relacionados ao estudo da estabilidade de equilíbrios, assunto que será abordado neste trabalho.

Quando entre os autovalores do sistema linearizado existe um com parte real não nula, mostraremos

adiante que a origem é um equilíbrio instável e raramente aparece em problemas da mecânica sis-

temas com um dos autovalores da matriz do sistema linearizado nulo. Com isso, para o estudo
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da estabilidade, o caso de maior interesse é o quando os autovalores são imaginários puros. Pelo

corolário 5 do capítulo 2, segue que quando os autovalores damatriz do sistema linearizado são

imaginários puros e distintos podemos supor que a parte quadrática do Hamiltoniano tem a forma

(3.43).

(3) Em grau 3, temos queC2 = 0 e em grau 4C3 é dado por:

C3 =
n

∑
j=1

ω j

2

[(
∂S3

∂q j

)2

−
(

∂S3

∂P j

)2
]

+G4(H3(q,P+S3(q,P))−Γ3((q,P+S3(q,P))).

Nas coordenadas complexasC3 é dada por:

C3 =
n

∑
j=1

ω j

2

[(
S3

∂x j

)2

+

(
S3

∂x j

)2
]

++G4(H3(q,P+S3(q,P))−Γ3((q,P+S3(q,P))).

(4) Suponha que temos um sistema Hamiltoniano com dois grausde liberdade. As possibilidade

parak1+k2+ l1+ l2 = scomk j ≥ 0 e l j ≥ 0 são dadas pelas tabelas 3.3 e 3.4 para os casoss= 3 e

s= 4 respectivamente. Note que, em geral, existem 21 termos paras= 3 e 36 paras= 4. Na maio-

ria das vezes, com a normalização, reduzimos consideravelmente o número de termos da função

Hamiltoniana, com mostraremos no próximo comentário.

(5) Suponha, novamente, que temos um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade e que

ω1 = ω2 6= 0, ou seja, temos ressonância 1 : 1 e, desta formaMω = {(m,n) ∈ ZZ2 / mω1 +nω2 =

0} = {(m,n) ∈ ZZ2 / (m+ n)ω1 = 0}. Devemos tern = −m e, portantoMω é o módulo ger-

ado por(1,−1). Assim, para encontrar os termos que devem aparecer no Hamiltoniano norma-

lizado Γ devemos olhar para aqueles termos(k, l) ∈ Mω, ou seja, tais quek1 + k2 = l1 + l2 com

k1 +k2 + l1 + l2 = s.

Para a normalização dos termos cúbicos, isto é, quandos= 3, tem-sek− l 6∈ Mω, para todok, l ,

donde,Γ3 = 0. Logo, podemos eliminar completamente os termos cúbicos.

Em grau 4,k− l ∈ Mω apenas para os valores da tabela 3.5. Assim, somente podem aparecer 9

termos no Hamiltoniano normalizado, são eles:|x1|4, x2
1x̄1x̄2, x2

1x̄2
2, x1x̄2

1x2, |x1|2|x2|2, x1x2x̄2
2, x̄2

1x2
2,

x̄1x2
2x̄2 e |x2|4.
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k1 3 0 0 0 2 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0

k2 0 3 0 0 1 0 0 2 2 2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1

l1 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 2 2 2 0 0 1 1 0 1 1

l2 0 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 2 2 0 1 1 1

Tabela 3.2: Relações no casos= 3.

k1 4 0 0 0 3 3 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 2 2 0 0 0

k2 0 4 0 0 1 0 0 3 3 3 0 1 0 0 1 0 2 0 0 2 2 0

l1 0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 3 3 3 0 0 1 0 2 0 2 0 2

l2 0 0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 0 1 3 3 3 0 0 2 0 2 2

Tabela 3.3: Relações no casos= 4.

(6) Encontramos no livro de Markeev [24] um argumento interessante para normalização dos ter-

mos cúbicos do Hamiltoniano, o qual fornece também a função geradora, o qual fazemos questão

de explica-lo a continuação.

Utilizando a função geradoraS(q,P) = q ·P+S3(q,P), onde

S3(q,P) = ∑
|k|+|l |=3

sklq
kPl , (3.44)

temos que as equações

Q j = ∂S
∂Pj

= q j +
∂S3
∂Pj

,

p j = ∂S
∂q j

= Pj +
∂S3
∂q j

,

(3.45)

definem uma mudança de coordenadas simpléticas,(q,p) → (Q,P).

As relações (6.12), consideradas como equações relativamente aq j , p j ( j = 1,2, . . . ,n), mostram

que as quantidadesq j , p j (em conformidade com o Teorema da Função implícita) são, para Q j ,Pj

suficientemente pequenas, funções analíticas numa vizinhança da origem das coordenadasQ j =
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k1 2 2 2 2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

k2 1 1 0 0 2 2 2 1 0 1 1 0 1 1

l1 1 0 1 1 1 0 1 2 2 2 0 2 2 1

l2 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 2 1 1 1

Tabela 3.4: Continuação das relações no casos= 4.

k1 2 2 2 1 1 1 0 0 0

k2 0 0 0 1 1 1 2 2 2

l1 2 1 0 2 1 0 2 1 0

l2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

Tabela 3.5: Relações no casos= 4 para ressonância 1:1

Pj = 0. Daí, segue que:

q j = Q j − ∂S3(Q j ,Pj ,t)
∂Pj

+ . . . ,

p j = Pj +
∂S3(Q j ,Pj ,t)

∂Q j
+ . . . ,

(3.46)

onde os termos não escritos têm ordem superior a dois, relativamente aQ j ,Pj . Aqui usamos forte-

mente o fato que∂S3
∂Pj

é um polinômio homogêneo de grau 2. Com isso, a transformação simplética

definida por (6.12) leva o HamiltonianoH(q,p, t) no HamiltonianoΓ(Q,P, t) definido por:

Γ(Q,P, t) = H(Q− ∂S3

∂P
+ . . . ,P+

∂S3

∂Q
+ . . . , t)+

∂S3

∂t
(Q− ∂S3

∂P
+ .., t), (3.47)

onde . . . são termos de ordem superior a quatro emQ,P.

De (3.21), temos que a parte cúbica do Hamiltoniano normalizado é dada por:

Γ3(Q,P, t) =
n

∑
j=1

ω j

(
Pj

∂S3

∂Q j
−Q j

∂S3

∂Pj

)
+H3 +

∂S3

∂t
, (3.48)

onde todas as funções do lado direito estão sendo avaliadas em (Q,P, t).

Façamos a seguinte mudança de coordenadas 2i-simplética:

x j = Q j + iPj , x j = Q j − iPj( j = 1, . . . ,n). (3.49)
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A relação (3.48) escrita nestas coordenadas é dada por:

H 3(x,x, t) =
n

∑
j=1

ω j

(
x j

∂S3

∂x j
−x j

∂S3

∂x j

)
+H3(

x j +x j

2
,
x j −x j

2i
, t)+

∂S3

∂t
(
x j +x j

2
,
x j −x j

2i
, t). (3.50)

Desta relação, usando as mesmas notações da demonstração doteorema 15, obtemos o seguinte

sistema de equações diferenciais ordinárias:

d fkl

dt
+ i < ω, l −k > fkl = gkl −akl. (3.51)

De agora em diante o processo é idêntico ao utilizado na demonstração do teorema 15.

Vamos nas próximas seções, com base na demonstração do teorema 15, obter a forma normal

para a função Hamiltoniana (3.2) para alguns casos particulares de funções Hamiltonianas com um,

dois en grau de liberdade. Estas formas normais serão úteis neste trabalho para estudar a estabili-

dade de equilíbrios para sistemas Hamiltonianos autônomose periódicos, assuntos abordados nos

capítulos 6 e 7.

3.4 Formas normais para funções Hamiltonianos periódicas com

um grau de liberdade

Assuma, nesta seção, que a função HamiltonianaH definida em (3.2) tem um grau de liberdade

e sejaλ = ωi 6= 0 seu expoente característico. A definição 10 (relação de ressonância), para este

caso, diz queλ apresenta relação de ressonância de ordemk se, e somente se,kω é um número

inteiro. Vamos agora obter a forma normal de alguns termos doHamiltoniano (3.2) em alguns

casos que serão usados adiante. Neste caso, de acordo com a seção 2.6, podemos assumir sem

perda de generalidade que a parte quadrática tem a forma:

H2(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2). (3.52)

Vamos na próxima seção normalizar a parte cúbicaH3 deH.
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3.4.1 Normalização da parte cúbica do Hamiltoniano

Vamos, agora, obter a forma normal da parte cúbicaH3 da função Hamiltoniana. Inicialmente,

assuma que o 3ω não é inteiro. Neste caso, de acordo com a demonstração do teorema 15, já que

b30 = −3ω, b03 = 3ω ,b21 = −ω e b12 = ω não são inteiros e, assim, podemos eliminar completa-

mente os termos cúbicos deH. Vamos obter os coeficientes da função geradora.

Inicialmente, sabemos que os coeficientes da função geradora nas coordenadas complexasx ex

devem satisfazer

fkl(t) = fkl(0)e−ibklt −e−ibklt
t

0
eibklx(akl −gkl)dx, (3.53)

onde

fkl(0) =
2π
0 e−ibklx(h♯

kl −gkl)

1−ei2πbkl
. (3.54)

Usando as notaçõesfkl = u′kl + iv′kl, gkl = ukl + ivkl, akl = u♯
kl + iv♯

kl eJ1(t)+ iJ2(t)= t
0 eibklx(akl−

gkl)dx, por meio de cálculos simples, temos que:

s30 = 2(u′30+u′21), s03 = 2(v′30−v′21),

s21 = 2(u′21−3u′30), s12 = −2(v′30+v′21),

u′kl = Fkl(t)sen(bklt)+Gkl(t)cos(bklx)

v′kl = Fkl(t)cos(bklt)−Gkl(t)sen(bklx)

Fkl(t) =
1
2
[cotg(πbkl)J1(2π)+J2(2π)]−J2(t),

Gkl(t) =
1
2
[cotg(πbkl)J2(2π)+J1(2π)]−J1(t),

J1(t) =
t

0
(u♯

klcos(bklx)+v♯
klsen(bklx))dx

J2(t) =
t

0
(u♯

klsen(bklx)−v♯
klcos(bklx))dx

u♯
30 =

1
8
(h30−h12), v♯

30 =
1
8
(h03−h21),

u♯
21 =

1
8
(3h30+h12), v♯

21 =
1
8
(3h03−h21).
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Assuma agora que 3ω = m é inteiro. Neste caso a eliminação completa deH3 não é possível,

no entanto, podemos escreve-lo numa forma bem simples. De acordo com a demonstração do

teorema 15, podemos eliminarg21 e g12, já queb21 = −ω e b12 = ω não são inteiros. Com isso, e

usando o fatog30 = g03, temos que

H 3(x,x, t) = g30x
3 +g30x

3 = 2Re(g30x
3) = 2u30(Q

3−3QP2)+2v30(P
3−3Q2P). (3.55)

De (3.42), temos que

g30 =
eimt

2π

2π

0
eimtad

30t. (3.56)

Donde segue que:

u30 = x30cos(mt)−y30sen(mt),

v30 = x30sen(mt)+y30cos(mt),

sendo

x30 = Re(
1
2π

2π

0
eimth♯

30dt) =
1
2π

2π

0
(u♯

30cos(mt)+v♯
30sen(mt))dt,

y30 = Im(
1
2π

2π

0
eimth♯

30dt) =
1
2π

2π

0
(v♯

30cos(mt)−u♯
30sen(mt))dt.

3.4.2 Normalização deH4

Se o número 3ω não é inteiro, de acordo com o que foi discutido na subseção anterior, através

de uma transformação de Birkhoff, podemos eliminar os termoscúbicos do Hamiltoniano, isto é,

num sistema de coordenadas conveniente, podemos assumirH da forma:

H(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2)+H4(q, p, t)+H5(q, p, t)+ . . . , (3.57)

ondeHi é um polinômio homogêneo de de graui nas variáveisq, p e 2π-periódico emt.

Se 4ω = m for inteiro, a parte quarta do Hamiltoniano escrito nas coordenadas complexasx ex

é dada por:

H 4(x,x, t) = g40x
4 +g22x

2x2 +g04x
4. (3.58)
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Usandog04 = g40, g22 = g22 e as notaçõesgkl = ukl + ivkl, temos que

Γ(Q,P, t) =
ω
2

(Q2 +P2)+
u22

4
(Q2 +P2)2 +u40(Q

4−6Q2P2 +P4)−4v40QP(Q2−P2)+H+,

(3.59)

onde, usando o processo descrito na demonstração do teorema15 (forma análoga ao processo da

subseção anterior), obtemos

u40 = x40cos(mt)−y40sin(mt), v40 = x30cos(mt)+y40sin(mt),

x40 =
1
2π

2π

0
(u∗40cos(mt)+v∗40sin(mt))dt,

y40 =
1
2π

2π

0
(v∗40cos(mt)−u∗40sin(mt))dt,

u∗40 =
1
8
(h40−h22+h04), v∗40 =

1
8
(h13−h31),

u22 =
1
4π

2π

0
(3h40+h22+3h04)dt,

e a funçãoH+ é 2π-periódica emt eH+ = O((|Q|+ |P|)5).

3.4.3 A normalização no caso não ressonante

Se kω não é inteiro para nenhumk ≤ 2n inteiro então, de acordo com a demonstração do

teorema 15, comobkl = (l − k)ω não é inteiro paral 6= k, podemos eliminar os termos de grau

ímpar e alguns de ordem par. Os únicos termos que não podem sereliminados do Hamiltoniano

são aqueles em quek = l . Com isso, existe uma mudança de coordenadas simplética tal que o

HamiltonianoH escrito nas novas coordenadas assume a forma:

H(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2)+
c2

2
(q2 + p2)2 . . .+

cn

2
(q2 + p2)n +H+(q, p, t), (3.60)

ondeH+ é analítica com respeito aq, p com ordem não inferior a 2n+ 1 e 2π-periódica emt. A

demonstração do teorema 15 mostra como obter os coeficientesc2, . . . ,cn.
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3.5 Formas normais para funções Hamiltonianas periódicas com

dois graus de liberdade

Suponha, agora, que a função Hamiltoniana periódicaH dada em (3.2) tenha dois graus de

liberdade, ou seja,H é da forma:

H(q1,q2, p1, p2, t) = H2(q1,q2, p1, p2, t)+H3(q1,q2, p1, p2, t) . . . , (3.61)

ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk nas variáveis reaisq1,q2, p1, p2 e 2π-periódico em

t. Vamos normalizar alguns termos deH quando os expoentes característicos do sistema lineari-

zado forem imaginário puros e distintos, digamos,λ j = iω j , j = 1,2. Neste caso, de acordo com

o que foi discutido na seção 2.6, num sistema de coordenadas convenientes é possível escrever o

Hamiltoniano na forma:

H(q1,q2, p1, p2, t) =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)+

ω2

2
(q2

2 + p2
2)+H3(q1,q2, p1, p2, t)+ . . . , (3.62)

ondeHs são polinômios homogêneos de graus nas variáveisq1,q2, p1, p2 e 2π-periódicos emt,

digamos

Hs(q1,q2, p1, p2,) = ∑
k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2q
k1
1 qk2

2 pl1
1 pl2

2 , (3.63)

sendohk1k2l1l2 = hk1k2l1l2(t) uma função 2π-periódica emt.

3.5.1 Normalização dos termos cúbicos

No caso em queλ1 e λ2 não apresentam relações de ressonância de terceira ordem, temos que

bk1k2l1l2 = ω1(l1−k1)+ω2(l2−k2) não é inteiro parak1+k2+ l1+ l2 = 3 e, assim, podemos elimi-

nar completamente os temos cúbicos deH. Os coeficientes da função geradora pode ser facilmente
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calculado usando o processo descrito na demonstração do teorema 15, o qual nos fornece:

s0300 = u0003+u0102, s0102= u0102−3u0003,

s0201 = v0102+3v0003, s0003= v0102−v0003,

s3000 = u0030+u1020, s1020= u1020−3u0030,

s2010 = v1020+3v0030, s0030= v1020−v0030,

s1002 = u0111−u0012−u0210, s1200= u0012+u0210+u0111,

s0210 = v0111+v0012+v0210, s0111= 2(u0210−u0012),

s0012 = v0111−v0012−v0210, s1101= 2(v0012−v0210),

s0120 = u1011−u0021−u2001, s2100= u0021+u2001+u1011,

s2001 = v1011+v0021+v2001, s0021= v1011−v0021−v2001,

s1011 = 2(u2001−u0021), s1110= 2(v0021−v2001);

(3.64)

uk1k2l1l2 = g(t)senaklt + f (t)cosaklt,

vk1k2l1l2 = g(t)cosaklt − f (t)senaklt;

g(t) = cotgπaklI1(2π)+ I2(2π)−2I2(t),

f (t) = I1(2π)−cotgπaklI2(2π)−2I1(t),

I1(t) =
t

0
(u′k1k2l1l2 cosaklx−v′k1k2l1l2senaklx)dx,

I2(t) =
t

0
(u′k1k2l1l2senaklx+v′k1k2l1l2 cosaklx)dx;
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u′0003= 1
8(h0300−h0102), v′0003= 1

8(h0201−h0003),

u′0102= 1
8(h0102+3h0300), v′0102= 1

8(h0201+3h0003),

u′0030= 1
8(h3000−h1020), v′0030= 1

8(h2010−h0030),

u′1020= 1
8(h1020+3h3000), v′0102= 1

8(h2010+3h0030),

u′0111= 1
4(h1200+h1002), v′0111= 1

4(h0012+h0210),

u′0012= 1
8(h1200−h1002)−h0111, v′0012= 1

8(h0210−h0012)+h1101,

u′0210= 1
8(h1200−h1002)+h0111, v′0210= 1

8(h0210−h0012)−h1101,

u′1011= 1
4(h2100+h0120), v′1011= 1

4(h2001+h0021),

u′0021= 1
8(h2100−h0120)−h1011, v′0021= 1

8(h2001−h0021)+h1110,

u′2001= 1
8(h2100−h0120)+h1011, v′2001= 1

8(h2001−h0021)−h1110,

Suponha, agora, queλ1 e λ2 apresentam uma única relação de ressonância de terceira ordem.

Obteremos a forma normal nos seguintes casos: (1) 3ω1 = m;

(2) 3ω2 = m;

(3) ω1 +2ω2 = m;

(4) 2ω1 +ω2 = m.

Nestes casos, o anulamento completo da parte cúbica da função Hamiltoniana é impossível,

mas ela pode ser conduzida a uma forma normal que reflete o caráter da ressonância do problema

e, nas novas variáveisQ j , Pj a função Hamiltoniana é escrita na forma:

Γ(Q1,Q2,P1,P2, t) =
1
2

ω1(Q
2
1 +P2

1)+
1
2

ω1(Q
2
2 +P2

2)+Γ3(Q1,Q2,P1,P2, t)+O
(
(r1 + r2)

2) ,

(3.65)

sendor j = 1
2(Q2

j +P2
j ).

No primeiro caso, temos queb0030= 3ω é inteiro e os demaisbk1k2l1l2 comk1+k2+ l1+ l2 = 3

não são inteiros. Assim, o Hamiltoniano nas coordenadasx j ,x j se escreve na forma:

H (x1,x2,x1,x2, t) = g0030x
3
1 +g0030x

3
1 = 2Re(g0030x

3
1), (3.66)

donde, temos queΓ3 é dado por:

Γ3 = 2u0030(Q
3
1−3Q1Q2

1)−2v0030(P
3
1 −3P1Q2

1). (3.67)

De forma completamente análoga, chegamos as expressões deΓ3 casos (2)-(3), o qual obtemos:

(2) Γ3 = 2u0003(Q3
2−3Q2P2

2)−2v0003(P3
2 −3P2Q2

2);
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(3) Γ3 = −2u0012[Q1(P2
2 −Q2

2)+2P1Q2P2]−2v0012[P1(P2
2 −Q2

2)−2Q1Q2P2];

(4) Γ3 = −2u0021[Q2(P2
1 −Q2

1)+2P2Q1P1]−2v0021[P2(P2
1 −Q2

1)−2Q2Q1P1],

onde, por meio de cálculos simples, os quais usamos o processo descrito na demonstração do

teorema 15, obtivemos

uk1k2l1l2 = xk1k2l1l2 cosmt+yk1k2l1l2senmt,

vk1k2l1l2 = −xk1k2l1l2senmt+yk1k2l1l2 cosmt,

(3.68)

sendo
xk1k2l1l2 = 1

2π
2π
0 (u′k1k2l1l2

cosmt−v′k1k2l1l2
senmt)dt,

yk1k2l1l2 = 1
2π

2π
0 (u′k1k2l1l2

senmt+v′k1k2l1l2
cosmt)dt.

(3.69)

Os coeficientesu′k1k2l1l2
ev′k1k2l1l2

foram fornecidos no inicio desta subseção.

3.5.2 Normalização deH4

Suponha, agora, que os expoentes característicosω1i eω2i não apresentam relações de ressonân-

cia de terceira ordem. Neste caso, de acordo com a seção anterior, podemos assumir sem perda de

generalidade queH3 = 0 (os coeficientes da função geradora foram dados na seção anterior), assim,

podemos supor

H(q1,q2, p1, p2, t) =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)+

ω2

2
(q2

2 + p2
2)+H4(q1,q2, p1, p2, t)+ . . . . (3.70)

Mas, nos termos de quarta ordem do Hamiltoniano escrito nas coordenadas complexasx1,x2,x1,x2,

sempre aparecerão os termos em quek1 = l1 ek2 = l2. Temos, assim, queH4 se escreve na forma:

H4(q1,q2, p1, p2, t) = c20(q
2
1 + p2

1)
2 +c11(q

2
1 + p2

1)(q
2
2 + p2

2)+c02(q
2
2 + p2

2)
2 +H ′

4(q1,q2, p1, p2, t)

(3.71)

onde, por meio do processo descrito na demonstração do teorema 15, obtemos

c20 =
1
4π

2π

0
(h2020+3h0040+3h4000)dt,

c11 =
1
2π

2π

0
(h2200+h0220+h2002+h0022)dt,
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c02 =
1
4π

2π

0
(h0202+3h0004+3h0400)dt.

Vamos obterH ′
4 no caso em que os expoentes característicos apresentam uma única relação de

ressonância de quarta ordem. Abordaremos os seguintes casos:

(1) 4ω1 = m;

(2) 4ω2 = m;

(3) 2(ω1 +ω2) = m;

(4) ω1 +3ω2;

(5) 3ω1 +ω2.

No primeiro caso, observando quebk1k2l1l2 só é inteiro quando(k1,k2, l1, l2) = (4,0,0,0) ou

(k1,k2, l1, l2) = (0,0,4,0), obtemos

H ′
4(x1,x2,x1,x2, t) = g4000x

4
1 +g0040x

4
1 = 2Re(g0400x

4
1), (3.72)

donde, temos queΓ4 é dado por:

H ′
4 = 2u0040[(q

2
2− p2

2)
2−4q2

2p2
2]2v0040q2p2(p2

2−q2
2), (3.73)

sendo
uk1k2l1l2 = xk1k2l1l2 cosmt+yk1k2l1l2senmt,

vk1k2l1l2 = −xk1k2l1l2senmt+yk1k2l1l2 cosmt.

(3.74)

Os coeficientesxk1k2l1l2 eyk1k2l1l2 foram fornecidos na seção anterior.

No caso em quex2
0040+y2

0040 6= 0, fazendo uma mudança de coordenadas análoga a do exemplo

8 da seção 1.2.2, obtemos a seguinte expressão paraH:

H(r1, r2,φ1,φ2, t) = ω1r1 +ω2r2 +c20r
2
1 +c11r1r2 +c02r

2
2 +H ′

4 + . . . (3.75)

onde

H ′
4 = H ′

4(r1, r2,φ1,φ2, t) =
√

x2
0040+y2

0040sen(4φ1)r
2
1 (3.76)

De forma completamente análoga, nos casos (2)-(5) obtemos as seguintes formas normais:

(2) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

0004+y2
0004sen(4φ2)r2

2;
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(3) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

2200+y2
2200sen2(φ1 +φ2);

(4) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

1300+y2
1300sen(φ1 +3φ2);

(5) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

3100+y2
3100sen(3φ1 +φ2).

No caso em queω1i e ω2i não apresentam relações de ressonância de quarta ordem,bk1k2l1l2

nunca é inteiro, assim,H ′
4 = 0 e, portanto, nas variáveis ação-ângulo, a função Hamiltoniana as-

sume a forma:

H(r1, r2,φ1,φ2, t) = ω1r1 +ω2r2 +c20r
2
1 +c11r1r2 +c02r

2
2 +H5 + . . . , (3.77)

onde os coeficientesc20,c11 ec02 foram dados no inicio desta seção.

3.6 Formas normais para funções Hamiltonianas autônomas

com dois graus de liberdade

Nesta seção, vamos supor que a função HamiltonianaH dada em (3.2) seja autônoma e tenha

dois graus de liberdade, ou seja,H é da forma:

H(q1,q2, p1, p2) = H2(q1,q2, p1, p2)+H3(q1,q2, p1, p2) . . . , (3.78)

ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk nas variáveis reaisq1,q2, p1, p2, digamos

Hs(q1,q2, p1, p2) = ∑
k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2q
k1
1 qk2

2 pl1
1 pl2

2 , (3.79)

sendohk1k2l1l2 constantes reais.

Nesta seção, vamos normalizar alguns termos da função Hamiltoniana quando os autovalores

da matriz do sistema linearizadoω1i e ω2i apresentam certas relações de ressonância ressonância.

3.6.1 Forma normal sob ressonância de segunda ordem

Suponhamos queω1i e ω2i apresentam a relação de ressonância de segunda ordemω1 = ω2.

Vamos obter a forma normal deH em dois casos: quando a matriz do sistema linearizado é diago-

nalizável e quando não é.
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No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagonalizável, de acordo com a tabela da

seção 2.4, num sistema de coordenadas conveniente, a parte quadrática do HamiltonianoH2 assume

a forma:

H2 =
ω
2

(q2
1 + p2

1)−
ω
2

(q2
2− p2

2). (3.80)

De acordo com com o comentário (5) da seção 3.3, na forma normal de Gustavson deH

não aparecerão termos de terceira ordem e nos termos de quarta ordem, nas coordenadas com-

plexas (definidas no mesmo comentário) só poderão aparecer os termos :|x1|4, x2
1x̄1x̄2, x2

1x̄2
2, x1x̄2

1x2,

|x1|2|x2|2, x1x2x̄2
2, x̄2

1x2
2, x̄1x2

2x̄2 e |x2|4. Fazendo a mudança de coordenadas(x1,x2,x1,x2) →
(q1,q2, p1, p2)e em seguida, mudando para as variáveis ação-ângulo de formaanáloga ao exemplo

8 da seção 1.2.2, obtemos a seguinte expressão para a função Hamiltoniana:

H = ω(r1− r2)+c20r2
1 +c11r1r2 +c02r2

2+

2r1r2[k2002cos2(φ1 +φ2)− l2002sen2(φ1 +φ2)]+

2r3/2
1 r1/2

2 [k1120sen2(φ1 +φ2)− l1120cos2(φ1 +φ2)]+

2r1/2
1 r3/2

2 [k1102sen(φ1 +φ2)− l1120cos(φ1 +φ2)]+O((r1 + r2)
5/2)

(3.81)

onde
c20 = −x2020− 3

2u1,1 + 1
2u2,2− 1

2u4,4− 3ω2

8 u7,7 + ω2

24u8,8,

c11 = x1111+2u1,6 +2u3,3− ω2

6 u8,8−2u2,5−2u4,4 + ω2

6 u9,9,

c02 = −x0202− 3
2u5,5− 1

2u6,6 + 1
2u3,3 + 3ω2

8 u10,10− ω2

24u9,9,
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k2002= x2002− 1
2u1,3−u2,4 + ω2

8 u7,9 +u3,6 + 1
2u4,5− ω2

8 u8,10,

l2002= y2002− 1
2v1,3 +v2,4 + ω2

8 v7,9−v3,6 + 1
2v4,5− ω2

8 v8,10,

k1120= x1102− 1
2u2,1 +u1,4 +u3,2− 1

2u2,6− 1
2u6,4− ω2

4 u8,7− ω2

12u9,8,

l1120= y1102− 1
2v2,1 +v1,4 +v3,2− 1

2v2,6− 1
2v6,4− ω2

4 v8,7− ω2

12v9,8,

k1102= x1102+
1
2u6,2 +u2,3−2u5,3−u4,6 + 1

2u6,5 + ω2

4 u9,10− ω2

12u8,9,

l1102= y1102+
1
2v6,2 +v2,3−2v5,3−v4,6 + 1

2v6,5 + ω2

4 v9,10− ω2

12v8,9,

ui, j = xix j +yiy j , vi, j = xiy j −x jyi, (i, j = 1, . . . ,10),

x1 = −1
2h1020− 3

2ω2h3000, y1 = 3ω
2 h0030+

1
2ωh2010,

x2 = −ωh0021− 1
ωh2001, y2 = h0120+

1
ω2h2100,

x3 = −1
2h0111− 1

2h1002+
1

2ω2h1200, y3 = −ω
2 h0012+

1
2ωh0211+

1
2ωh1101,

x4 = −ω
2 h0021+

1
2ωh1110+

1
2ωh2001, y4 = −ω

2 h0120− 1
2h1011+

1
2ω3h2100,

x5 = 3ω
2 h0003+

1
1ωh0201, y5 = −1

2h0102− 3
2ω2h0300,

x6 = h1002+
1

ω2h1200, y6 = −ωh0012− 1
ωh0210,

x7 = h0030− 1
ω2h2010, y7 = ωh1020− 1

ω3h3000,

x8 = 1
ωh0120− 1

ωh1011− 1
ω3h2100, y8 = h0021+

1
ω2h1110− 1

ω2h2001,

x9 = −h0012+
1

ω2h0210− 1
ω2h1101, y9 = 1

ωh0111− 1
ωh1002+

1
ω3h1200,

x10 = − 1
ωh0102+

1
ω3h0300, y10 = −h0003+

1
ω2h0201,



3. A forma normal de Gustavson e de Birkhoff 80

x2020= −1
2(3ω2h0040+h2020+

3
ω2h4000)

x1111= ω2h0022+h0220+h2002+
3

ω2h2200

x0202= −1
2(3ω2h0004+h0202+

3
ω2h0400)

x2002= 1
4(ω2h0022+h0220+h1111+h2002+

1
ω2h2200)

y2002= 1
4(−ωh0121−ωh1012+

1
ωh1210+

1
ωh2101)

x1120= 1
4(3ωh0130+ωh1021+

1
ωh2110+

3
ωh3001)

y1120= 1
4(−3ωh0031+h1120−h2011+

3
ω2h3100)

x1102= 1
4(3ωh1003+ωh0112+

1
ωh1201+

3
ωh0310)

x1102= 1
4(−3ωh0013+h0211−h1102+

3
ω2h1300)

No caso em que a matriz do sistema linearizado não é diganalizável, de acordo com a tabela

2.1 da seção 2.4, a parte quadrática do Hamiltoniano, num sistema de coordenadas conveniente,

assume a forma:

H2 =
1
2
(q2

1 +q2
2)+ω(q1p2−q2p1). (3.82)

Com já havíamos dito, sob ressonância de primeira ordem a parte quadrática do Hamiltoniano

normalizado é identicamente nula e, por meio do processo descrito na demonstração do teorema 15,

obtemos a seguinte expressão para os termos de quarta ordem do Hamiltoniano normalizado:

H4 = (p2
1 + p2

2)[A(p2
1 + p2

2)+B(q1p2−q2p1)+C(q2
1 +q2

2)]. (3.83)
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onde
A = k2002

4 , B = −1
4(l2011+ l1102), C = −1

4(2c20+c11+2c02),

c20 = x2020−9u10,7 +4u6,1 +u1,6 +u9,8−u5,2−u4,3,

c11 = x1111+4(u9,8−u8,9 +u4,3−u3,4)+2(u6,5−u5,6+u2,1−u1,2),

c02 = x2020+9u7,10−4u1,6−u6,1−u8,9 +u2,5 +u3,4,

k2002= x2020+3(u9,10−u10,9)+2(u2,3−u3,2)+u3,6−u6,3

l2011= y2011−6v10,8−4v3,1 +2v6,2 +2v9,9 +v2,2−v5,3

l1102= y2011−6v8,10−4v1,3 +2v2,6 +2v9,9 +v2,2−v3,5

x2002= 1
2(3h0040+h0022+3h0004),

x2020= 1
4(h2020−h2002+h1111−h0220+h0202),

x1111= −(h2020+h2002+h0220+h0202),

y2011= 1
4(−h1021−3h1003+3h0130+h0112),

ui, j = eix j + fiy j , vi, j = eiy j − fix j , (i, j = 1, . . . ,10), Ω = ω−1,
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e1 = Ωy1 +Ω2x2−2Ω3y3, f1 = −Ωx1 +Ω2y2 +2Ω3x3,

e2 = Ωy2 +2Ω2x3, f2 = −Ωx2 +2Ω2y3,

e3 = Ωy3, f3 = −Ωx3,

e4 = Ωy4−Ω2(x1−x5)+2Ω3(y2−y6)+6Ω4x3,

f4 = −Ωx4−Ω2(y1−y5)−2Ω3(x2−x6)+6Ω4y3,

e5 = Ωy5−Ω2(x2−2x6)+4Ω3y3, f5 = −Ωx5−Ω2(y2−2y6)−4Ω3x3,

e6 = Ωy6−Ω2x3, f6 = −Ωx6−Ω2y3,

e7 = Ω
3 y7 + Ω2

9 x8− 2Ω3

27 y9− 2Ω4

27 x10, f7 = −Ω
3 x7 + Ω2

9 y8 + 2Ω3

27 x9− 2Ω4

27 y10,

e8 = Ω
3 y8 + 2Ω2

9 x9− 2Ω3

3 y10, f8 = −Ω
3 x8 + 2Ω2

9 y9 + 2Ω3

9 x10,

e9 = Ω
3 y9 + Ω2

3 x10, f9 = −Ω
3 x9 + Ω2

3 y10,

e10 = Ω
3 y10, f10 = −Ω

3 x10,

xi =
x∗i

2
√

2
, yi =

y∗i
2
√

2
, (i = 1, . . . ,10),

x∗1 = −h2010−h1101+h0210, y∗1 = h2001−h1110−h0201,

x∗2 = −2h1020−2h1002, y∗2 = −2h0120−2h0102,

x∗3 = −3h0030−h0012, y∗3 = −h0021−3h0003,

x∗4 = 3h3000+h1200, y∗4 = h2100+3h0300,

x∗5 = 2h2010+2h0210, y∗5 = 2h2001+2h0201,
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x∗6 = h1020−h1002+h0111, y∗6 = h1011−h0120+h0102,

x∗7 = h3000−h1200, y∗7 = h2100−h0300,

x∗8 = h2010−h1101−h0210, y∗8 = h2001+h1110−h0201,

x∗9 = h1020−h1002−h0111, y∗9 = h1011+h0120−h0102,

x∗10 = h0030−h0012, y∗10 = h0021−h0003.

3.6.2 Forma normal sob ressonância de terceira ordem

Nesta subseção, vamos obter a forma normal de Gustavson no caso em que os autovalores

ω1i,ω2i da matriz do sistema linearizado apresentam a relação de ressonância de terceira ordem

ω1 = 2ω2. Inicialmente, suponhamos que a parte quadrática do Hamiltoniano, escrito num sistema

de coordenadas conveniente, assume a forma:

H2 =
1
2
(p2

1 +ω2
1q2

1)−
1
2
(p2

2 +ω2
2q2

2). (3.84)

A fim de obter a forma normal do HamiltonianoH até termos de terceiro grau, começaremos

fazendo a mudança complexa de coordenadas simpléticas

q1 = 1
2x1 + i

ω1
y1, p1 = i

2ω1x1 +y1

q2 = − i
2x2 + 1

ω2
y2, p2 = −1

2ω2x2 + iy2

(3.85)

Nas varáveisx1,x2,y1,y2 a função Hamiltoniana é escrita na forma:

H = iω1x1y1 + iω2x2y2 +
∞

∑
k1+k2+l1+l2=3

γk1k2l1l2x
k1
1 xk2

2 yl1
1 yl2

2 . (3.86)
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Seγk1k2l1l2 = xk1k2l1l2 + iyk1k2l1l2, cálculos simples mostram quexk1k2l1l2 eyk1k2l1l2 estão relacionados

com os coeficienteshk1k2l1l2 do Hamiltoniano inicial por meio das seguintes fórmulas:

x0030= h0030− 1
ω2

1
h2010, y0030= 1

ω1
h1020− 1

ω3
1
h3000,

x1020= −1
2h1020− 3

2ω2
1
h3000, y1020= 3ω1

2 h0030+
1

2ω1
h2010,

x0120= 1
ω−2h0120− 1

ω1
h1011− 1

ω2ω2
1
h2100, y0120= h0021+

1
ω1ω2

h1110− 1
ω2

1
h2001,

x1011= −ω1h0021− 1
ω1

h2001, y1011= ω1
ω2

h0120+
1

ω1ω2
h2100,

x0021= 1
ω2

h0120− 1
ω1

h1011− 1
ω2ω2

1
h2100, y0021= h0021+

1
ω1ω2

h1110− 1
ω2

1
h2001

x1002= − ω1
2ω2

h0111− 1
2h1002+

1
2ω2

2
h1200, y1002= −ω1

2 h0012+
ω1
2ω2

2
h0210+

1
2ω2

h1101

x0012= −h0012+
1ω2

2h0210− 1
ω1ω2

h1101, y0012= 1
ω2

h0111− 1
ω1

h1002+
1

ω1ω2
2
h1200,

x0111= ω2
ω1

h1002+
1

ω1ω2
h1200, y0111= −ω2h0012− 1

ω2
h0210,

x0201= −ω2
4 h0102, y0201=

3ω2
2

4 h0003+
1
4h0201,

x0003= − 1
ω2

h0102+
1

ω3
2
h0300, y0003= −h0003+

1
ω2

2
h0201.

(3.87)

Para os dez restantes termos, temos a seguinte identidade:

γk1k2l1l2 = (yk1k2l1l2 + ixk1k2l1l2)
(
−ω1

2

)l1−k1
(ω2

2

)l2−k2
. (3.88)

Utilizando uma transformação de Birkhoff(x1,x2,y1,y2) 7→ (Q′
1,Q

′
2,P

′
1,P

′
2), eliminamos todos

os termos de terceiro grau do Hamiltoniano, exceto os ressonântes, o qual conduz o Hamiltoniano

a forma:

H = H = iω1Q′
1P′

1 + iω2Q′
2P′

2 + γ1002Q
′
1P

′2
2 + γ0210Q

′2
2 P′

1 +H4 + . . . (3.89)

Voltemos as variáveis reais por meio da transformação simplética:

Q′
1 = 1√

ω1
(Q1− iP1), Q′

2 = 1√
ω2

(iQ2−P2)

P′
1 =

√
ω1
2 (−iQ1 +P1), P′

2 =
√

ω2
2 (Q2− iP2).

(3.90)
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Sex2
1002+y2

1002 6= 0, introduzindo a mudança de coordenadas

Q j =
√

2r jsen(φ j −θ j), , Pj =
√

2r jcos(φ j −θ j), ( j = 1,2), (3.91)

ondeθ2 = 0 eθ1 satisfaz as relações

sen(θ1) =
y1002√

x2
1002+y2

1002

, cos(θ1) =
x1002√

x2
1002+y2

1002

, (3.92)

temos que a função HamiltonianaH ,escrita em termos das novas coordenadas, assume a forma:

H = 2ω2r1−ω1r2− r2r1/2
1

√
ω2(x2

1002+y2
1002)sen(φ1 +2φ2)+O((r1 + r2)

2). (3.93)

3.6.3 Forma normal sob ressonância de quarta ordem

Vamos, agora, obter a forma normal até quarto grau da função HamiltonianaH no caso em

que os autovaloresω1i,ω2i apresentam a relação de ressonância de quarta ordemω1 = 3ω2. Nesta

seção, seguiremos os mesmos passos e as mesmas notações da seção anterior.

As expressões para os coeficientesγk1k2l1l2 de alguns termos de quarta ordem do Hamiltoniano

(3.86), são:

γ2020= −ω2
1

2 h0040− 3
ω2

1
h4000− 1

2h2020,

γ1111= ω1ω2h0022+
1

ω1ω2
h2200+

ω1
ω2

h0220+
ω2
ω1

h2002

γ0202= −3ω2
2

2 h0004− 3
2ω2

2
h0400− 1

2h0202

γ1003= u1003+ iv1003

γ0310= − ω2
2

4ω1
(u1003− iv1003),

(3.94)

onde
u1003= ω1

2 h0013+
1

2ω3
2
h1300− 1

2ω2
h1102− ω1

2ω2
2
h0211,

v1003= − ω1
2ω2

h0112− 1
2h1003+

1
2ω2

2
h1201+

ω1
2ω2

2
h0310.

(3.95)

Por meio de uma transformação de Birkhoff, podemos eliminar os termos de terceiro grau no

Hamiltoniano (3.86) e, dos termos de quarto grau, permanecem os ressonântes e os que contêm
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apenas os produtosQ′
jP

′
j . A normalização da função Hamiltoniana até os termos de quarto grau

tem a forma:

H = iω1Q′
1P′

1−c20(Q′
1P′

1)
2 +c11(Q′

1P′
1)(Q

′
2P′

2)+c02(Q′
2P′

2)
2+

l1003Q′
1P

′3
2 + l0310Q

′3
2 P′

1 +H5 + . . . ,

(3.96)

onde

c20 = −γ2020− 27ω2
2

8 (x2
0030+y2

0030)− 3
2(x2

1020+y2
1020)− 9

10(x
2
0120+y2

0120)+

1
2(x2

1011+y2
1011)+

9ω2
2

56 (x2
0021+y2

0021),

c11 = γ1111− 3
2(x2

1002+y2
1002)+

3ω2
2

10 (x2
0012+y2

0012)−
9ω2

2
14 (x2

0021+y2
0021)−

18
5 (x2

0120+y2
0120)+2(x0111x1020+y0111y1020)− 4

ω2
(x0201y1011+x1011y0201),

c02 = −γ0202− 2ω2
2

8 (x2
0003+y2

0003)+ 6
ω2

2
(x2

0201+y2
0201)− 1

6(x2
1002+y2

1002)−

1
2(x2

0111+y2
0111)−

3ω2
2

40 (x2
0012+y2

0012),

l1003= x1003+ iy1003, l0310= −ω2
2

12(x1003− iy1003),

x1003= u1003− 9
5(x0120x0012+y0120y0012)− 1

ω2
(x1002y1011+x1011y1002)+

4
ω2

2
(x1002x0201+y1002y0201)+ 3

2(x0003x0111+y0003y0111),

y1003= v1003− 9
5(x0120y0012−x0120y0012)− 1

ω2
(y1002y1011−x1011x1002)+

4
ω2

2
(x0210y1002−x1002y0201)+ 3

2(x0111y0003−x0003y0111).

(3.97)

As expressões paraxk1k2l1l2 e yk1k2l1l2 são as mesmas listadas na subseção anterior. Voltemos as

variáveis reais por meio da transformação simplética:

Q′
1 = 1√

ω1
(Q1− iP1), Q′

2 = 1√
ω2

(iQ2−P2)

P′
1 =

√
ω1
2 (−iQ1 +P1), P′

2 =
√

ω2
2 (Q2− iP2),

(3.98)

e, no caso em quex2
1003+y2

1003 6= 0, por meio da mudança de coordenadas

Q j =
√

2r jsen(φ j −θ j), , Pj =
√

2r jcos(φ j −θ j), ( j = 1,2), (3.99)
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ondeθ2 = 0 eθ1 satisfaz as relações

sen(θ1) =
y1003√

x2
1003+y2

1003

, cos(θ1) = − x1003√
x2

1003+y2
1003

, (3.100)

obtemos
H = 3ω2r1−ω2r2 +c20r2

1 +c11r1r2 +c02r2
2+

√
3

3 ω2r1/2
1 r3/2

2

√
x2

1003+y2
1003cos(φ1 +3φ2)+O((r1 + r2)

5/2).

(3.101)



Capítulo 4

A forma normal de Lie

Neste capítulo, vamos desenvolver a teoria da forma normal deLie (ou método de Deprit-

Hori ([9] e [18]))para sistemas Hamiltonianos. Nas primeiras seções desenvolveremos a teoria

geral e, na última seção, estudamos a forma normal numa vizinhança do equilíbrio, para sistemas

Hamiltonianos autônomos e periódicos. Este capítulo é parte de um seminário que apresentei no

curso de Sistemas Dinâmicos Hamiltonianos ministrado por Vidal [37]. Nele, usei como principais

referência Meyer [25] e Cabral [7].

4.1 Introdução

Considere a função Hamiltoniana que depende de um pequeno parâmetroε, H = H(z,ε). Use

uma funçãoW = W(z,ε) como uma função Hamiltoniana tendo o parâmetroε como o tempo, isto

é,
dz
dε

= J∇W(z,ε) (4.1)

e considere a soluçãoφ(Z,ε) desta equação que satisfazφ(Z,0) = Z. A aplicaçãoz = φ(Z,ε) de-

fine uma transformação simplética próxima da identidade queleva o HamiltonianoH = H(z,ε) no

HamiltonianoH∗(Z,ε) = H(φ(Z,ε),ε). A funçãoH∗ as vezes é chamada de transformada de Lie

deH gerada porW e é denotada porLWH. O método de Deprit-Hori consiste em obter uma função
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W(z,ε) de tal forma que seja mais simples o novo HamiltonianoH∗. Este método foi desenvolvido

por Deprit [9] e estendido por Kamel[19] e Henrard ([15],[16] e [17]). O método de Deprit orig-

inal era somente para sistemas Hamiltonianos, mas as extensões de Kamel e Henrard foram para

sistemas de equações não Hamiltonianas. Aqui trataremos somente do caso Hamiltoniano.

4.2 O algoritmo para obtenção da transformada de Lie

Suponha que a expansão deH, W eH∗ em séries de potências deε sejam

H(z,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H0

i (z), (4.2)

W(z,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
Wi+1(z), (4.3)

LWH(Z,ε) = H∗(Z,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H i

0(z). (4.4)

O seguinte teorema forma a base do processo:

Teorema 16 As funções{H i
j} (i = 1,2, . . ., j = 0,1, . . .) definidas acima satisfazem as identidades

recursivas

H i
j = H i−1

j+1 +
j

∑
k=0

(
j

k

)
{H i−1

j−k,Wk+1}, (4.5)

onde { , } é o colchete de Poisson.

Demonstração. Inicialmente, defina o operador diferencialD = DW por

D F(z,ε) =
∂F
∂ε

(z,ε)+{F,W}(z,ε). (4.6)

Note que

D F(z,ε)z=φ(Z,ε) =
∂
∂ε

F(z,ε)z=φ(Z,ε). (4.7)

Agora, considere a seqüência de funções definida indutivamente porH0 = H, H i = DH i−1, i ≥ 1,

cujas expansões em série de potências é

H i(z,ε) =
∞

∑
j=0

ε j

j!
H i

j(z). (4.8)
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Como

D (
ej

j!
H i−1

j )(z,ε) =
ε j

j!
{H i−1

j ,W}(z,ε)+
ε j−1

( j −1)!
H i−1

j (z), (4.9)

temos que

H i(z,ε) = DH i−1(z,ε)

=
∞

∑
j=0

ε j

j!
[H i−1

j+1 +{H i−1
j ,W}].

(4.10)

A soma que envolve o colchete de Poisson pode ser analisada daseguinte forma, onde fazemos

l = j +k e, subseqüentemente, escrevaj em lugar del :

∞

∑
j=0

ε j

j!
{H i−1

j ,W} =
∞

∑
j=0

∞

∑
k=0

ε j+k

j!k!
{H i−1

j ,Wk+1}

=
∞

∑
l=0

l

∑
k=0

l !
(l −k)!k!

εl

l !
{H i−1

l−k ,Wk+1}

=
∞

∑
j=0

ε j

j!

j

∑
k=0

(
j

k

)
{H i−1

j−k,Wk+1}.

(4.11)

Logo as funçõesH i
j relacionam-se por (4.5). Resta mostrar queH∗ tem a expansão dada por (4.4).

Pelo desenvolvimento em série de Taylor e por (4.7) tem-se

H∗(Z,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
∂i

∂εi H
∗(Z,ε)ε=0

=
∞

∑
i=0

εi

i!
∂i

∂εi

(
H(z,ε)z=φ(Z,ε)

)
ε=0

=
∞

∑
i=0

εi

i!

(
D iH(z,ε)z=φ(Z,ε)

)
ε=0

=
∞

∑
i=0

εi

i!
H i

0(z).

(4.12)

Para construir a mudança de coordenadas simpléticaz = φ(Z,ε) basta notar queLWI(Z,ε) =

φ(Z,ε), ondeI é a aplicação identidade.
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A dependência das funções{H i
j} pode ser facilmente entendida considerando o triângulo de

Lie, dado a seguir:

H0
0

↓
H0

1 → H1
0

↓ ↓
H0

2 → H1
1 → H2

0

↓ ↓ ↓
H0

3 → H1
2 → H2

1 → H3
0

↓ ↓ ↓ ↓
Os coeficientes da expansão do Hamiltoniano antigo,H, estão na coluna a esquerda, e os coefi-

cientes do novo Hamiltoniano estão sobre a diagonal. A fórmula dada em (4.5) estabelece que para

calcular qualquer elemento no triângulo de Lie, é necessário ter as entradas na coluna em cada etapa

a esquerda e acima. Por exemplo, para calcular a expansão em série paraH∗ através dos termos de

ordemε2, primeiro calculamosH1
0 pela fórmula

H1
0 = H0

1 +{H0
0 ,W1},

a qual nós dá o termo de ordemε, e então calculamos

H1
1 = H0

2 +{H0
1 ,W1}+{H0

0 ,W2},

H2
0 = H1

1 +{H1
0 ,W1}.

Então,

H∗(Z,ε) = H0
0(Z)+ εH1

0(Z)+
ε2

2
H2

0(Z)+ . . . .

Vamos agora ver um exemplo que mostra como a transformada de Lie pode simplificar um

problema.

Exemplo (Equação de Duffing) O Hamiltoniano associado a equação de Duffing é dado por:

H =
1
2
(q2 + p2)+

γ
4

q4 (4.13)
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em coordenadas retangulares(q, p). Nas variáveis ação ângulo,(r,φ), ele é dado por

H = r +
γ
8

r2(3+4cos2φ+cos4φ). (4.14)

Considerandoγ como um pequeno parâmetro e fazendoε = γ
8 temos que

H(r,φ,ε) = H0
0(r,φ)+ εH0

1(r,φ),

onde

H0
0 = r, H0

1 = r2(3+4cos2φ+cos4φ). (4.15)

Da fórmula (4.5) no Teorema (16) temos que

H1
0 = H0

1 +{H0
0 ,W1}, (4.16)

assim,

H1
0 = r2(3+4cos2φ+cos4φ)+

∂W1

∂φ
. (4.17)

EscolhaW = W1 tal queH1
0 tenha ’poucos’ termos (esta é uma definição de ’forma normal’).

Escolhendo

W = W1 = −r2(2sen2φ+
1
4

sen4φ),

temos que

H1
0 = 3r2.

Com esta definição deW, o Hamiltoniano nas novas coordenadas,(J,θ), será

H(J,θ,ε) = J+
3γ
8

J2 +O(γ2), (4.18)

e as equações de movimento serão

J̇ = O(γ2), θ̇ = −1− 3γ
4

J+O(γ2). (4.19)

Nestas coordenadas, sem considerar os termos emO(γ2), a solução move-se sobre círculosJ =

constantee com velocidade uniforme−1− 3γ
4 J.
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4.3 A forma normal de Lie

Na seção anterior, aprendemos a calcular a transformada de Lie de uma função Hamiltoniana

H, gerada porW, e vimos um exemplo que mostra como a transformada de Lie podesimplificar

um problema. Uma pergunta que deve surgir é quanto a existência e obtenção de funçãoW de tal

forma queLWH esteja numa forma mais simples. Nesta seção, vamos dar a resposta a esta pergunta,

desenvolvendo um processo no qualLWH tem uma forma mais simples queH, denominada forma

normal de Lie deH.

Teorema 17 (Teorema da Pertubação geral)Sejam{P i}∞
i=0,{L i}∞

i=0, e {R i}∞
i=0 seqüências de

espaços vetoriais de funções diferenciáveis definidas sobre um domínio comum O em IR2n com as

seguintes propriedades:

(i) L i ⊂ P i, i = 1,2, . . .;

(ii) H 0
i ∈ P i, i = 0,1, . . .;

(iii) {P i,R j} ⊂ P i+ j , i, j = 0,1, . . .;

(iv) para qualquer D∈ P i, i = 1,2, . . ., existem B∈ L i e C∈ R i tal que

B = D+{H0
0 ,C}. (4.20)

Então existe W, como em (4.3) dado anteriormente, com Wi ∈ R i, i = 1,2, . . . , que gera uma mu-

dança de variáveis simplética próxima da identidade,z 7−→ Z, tal queLWH tem uma expansão em

série como em (4.4), com Hi0 ∈ L i, i = 1,2, . . .

Demonstração. Vamos fazer a seguinte hipótese indutiva sobre as funçõesH i
j , Wi eH i

0 que apare-

cem no triângulo de Lie:

(In) H i
j ∈ P i+ j para 1≤ i + j ≤ n eWi ∈ R i, H i

0 ∈ L i para 1≤ i ≤ n.

Observe que(I0) é verdadeiro, poisH0
0 ∈ P0 eQ0 eR0 são conjuntos vazios. Assuma queIn−1

é verdadeira. Pela equação (4.5)

H1
n−1 = H0

n +
n−2

∑
k=0

(
n−1

k

)
{H0

n−1−k,Wk+1}+{H0
0 ,Wn}. (4.21)

Por (ii) temos queH0
n ∈ Pn, H0

n−1−k ∈ Pn−1−k (k= 0,1, . . . ,n−2) eH0
0 ∈ P0, da hipótese de indução

tem-seWk+1 ∈ R k+1 (k = 0,1, . . . ,n−2), logo por (iii) temos que{H0
n−1−k,Wk+1} ∈ Pn. Assim de
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(4.21) temos

H1
n−1 = L1 +{H0

0 ,Wn}, (4.22)

ondeL1 ∈ Pn e é conhecido.

H2
n−2 = H1

n−1 +
n−2

∑
k=0

(
n−2

k

)
{H0

n−1−k,Wk+1}

= L1 +
n−2

∑
k=0

(
n−2

k

)
{H0

n−1−k,Wk+1}+{H0
0 ,Wn},

(4.23)

e portantoH2
n−2 = L2 +{H0

0 ,Wn}, comL2 ∈ Pn. Analogamente temos

Hs
n−s = Ls+{H0

0 ,Wn} (4.24)

ondeLs ∈ Pn paras= 1,2, . . . ,n. Em particular, paras= n segue que

Hn
0 = Ln +{H0

0 ,Wn}. (4.25)

Pela relação (iv), podemos escolher uma soluçãoHn
0 ∈ Ln eWn ∈ Rn da equação (4.25). Segue de

(4.24) e da hipótese (ii) queHs
n−s ∈ Pn paras= 1,2, . . .. Assim, In é verdadeira e o teorema esta

demonstrado.

A equação de Lie (4.20) é a co-razão do problema de perturbação. H0
0 define um sistema não

perturbado quandoε = 0. A aplicaçãoL = {H0
0 , .} define um operador linear chamadooperador de

Lie. A idéia é analisar este operador para determinar em que espaços de funções a equação (4.20) é

solúvel. Estritamente falando, o Hamiltoniano (4.4) tem seus termos nos espaçosP ,s (H0
i ∈ P i), e a

equação na forma normal tem seus termos nos espaçosL ,s (H i
0 ∈ L i). Os espaçosL ,ssão menores

que os espaçosP ,s (L i ⊂ P i) e portanto, os coeficientesH i
0 são mais simples que os coeficientesH0

i .

Neste caso dizemos queH∗(Z,ε) é a forma normal de Lie deH(z,ε). A transformação é gerada

por uma equação diferencial Hamiltoniana com HamiltonianoW nos espaçosR ,s (Wi ∈ R i). D é

um termo antigo,B é um novo termo eC é um gerador.

Este teorema é formal, ou seja, a convergência da série não foi discutida. Em interessantes casos

a série diverge, mas ainda, podemos obter informações valiosas analisando os primeiros termos da

forma normal. O seguinte resultado mostra que podemos pararo processo em qualquer ordem,
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digamosN, para obter uma mudança simplética a qual é um polinômio emε e logo é convergente.

Da demonstração do teorema acima, é claro que os termos de ordem superior aN na sérieH∗ não

são afetados pelo truncamento deH.

Corolário 6 Seja N≥ 1 dado, e sejam{P i}N
i=0,{L i}N

i=0, e {R i}N
i=0 seqüências de espaços veto-

riais de funções diferenciáveis definidas sobre um domínio comum O em IR2n com as seguintes

propriedades:

(i) L i ⊂ P i, i = 1,2, . . . ,N;

(ii) H 0
i ∈ P i, i = 0,1, . . . ,N;

(iii) {P i,R j} ⊂ P i+ j , i, j = 0,1, . . . ,N;

(iv) para qualquer D∈ P i, i = 1,2, . . . ,N, existe B∈ L i e C∈ R i tal que

B = D+{H0
0 ,C}. (4.26)

Então existe um polinômio W,

W(z,ε) =
N−1

∑
i=0

εi

i!
Wi+1(z), (4.27)

com Wi ∈ R i, i = 1,2, . . . ,N, tal que a mudança de variáveisz = φ(Z,ε), ondeφ(Z,ε) é a solução

geral de (4.1), transforma o Hamiltoniano convergente

H(z,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H0

i (z), (4.28)

no Hamiltoniano convergente

H∗(Z,ε) =
N

∑
i=0

εi

i!
H i

0(z)+O(εN+1), (4.29)

com Hi
0 ∈ L i, i = 1,2, . . . ,N.

4.4 O caso não autônomo

Assuma agora que a função Hamiltoniana depende do tempo,t, e de um pequeno parâmetro

ε, isto é,H = H(z, t,ε). Use uma funçãoW = W(z, t,ε) como uma função Hamiltoniana tendo o

parâmetroε como o tempo et como um parâmetro simples, isto é,

dz
dε

= J∇W(z, t,ε) (4.30)



4. A forma normal de Lie 96

e considere a soluçãoφ(Z, t,ε) desta equação que satisfazφ(Z, t,0) = (Z, t). A aplicaçãoz =

φ(Z, t,ε) define uma transformação simplética próxima da identidade que leva o HamiltonianoH =

H(z, t,ε) no HamiltonianoK(Z, t,ε) = H∗(Z, t,ε)+R(Z, t,ε), ondeH∗(Z, t,ε) = H(φ(z, t,ε), t,ε)

é a transformada de Lie deH eR é a função resto.

Suponha que a expansão deH, W, H∗ eRem séries de potências deε sejam

H(z, t,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H0

i (z, t), (4.31)

W(z, t,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
Wi+1(z, t), (4.32)

LWH(Z, t,ε) = H∗(Z, t,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H i

0(Z, t), (4.33)

R(Z, t,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
Ri

0(Z, t). (4.34)

EntãoH∗ pode ser calculado pela fórmula (4.5). Veremos agora como calcular a função resto.

Teorema 18 A função resto é dada por

R(Z, t,ε) = −
ε

0
LW

(
∂W
∂t

)
(Z, t,ε)dε. (4.35)

Demonstração. Fazendo a mudança de variáveis simpléticaz= φ(Z, t,ε) no sistema associado ao

HamiltonianoH, temos que o novo sistema assume a forma

ẏ =

(
∂φ
∂y

(Z, t,ε)
)−1

J∇xH(φ(Z, t,ε), t,ε)−
(

∂φ
∂y

(Z, t,ε)
)−1 ∂φ

∂t
(Z, t,ε) (4.36)

Mas, da teoria das transformações simpléticas temos que

J∇R(Z, t,ε) = −
(

∂φ
∂y

(Z, t,ε)
)−1 ∂φ

∂t
(Z, t,ε). (4.37)

A(ε) = ∂φ
∂t (Z, t,ε) é a matriz solução fundamental de

dA
dε

=

(
J

∂2W
∂z2 (φ(Z, t,ε), t,ε)

)
A, A(0) = I . (4.38)

Diferenciando
∂φ(Z, t,ε)

∂ε
= J∇W(φ(Z, t,ε), t,ε)
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com respeito at mostra-se que a matriz

B(ε) =
∂φ(Z, t,ε)

∂t

satisfaz
dB
dε

=

(
J

∂2W
∂z2 (φ(Z, t,ε), t,ε)

)
B+J

∂2W
∂x∂t

(φ(Z, t,ε), t,ε). (4.39)

Comoφ(Z, t,0) = y, B(0) = 0 e também temos que

B(ε) =
ε

0
A(ε)A(s)−1J

∂2W
∂x∂t

(φ(Z, t,ε), t,ε)ds; (4.40)

além disso,

J∇R(Z, t,ε) = −
(

∂φ
∂y(Z, t,ε)

)−1 ∂φ
∂t (Z, t,ε)

= −A(ε)−1B(ε)

= − ε
0 A(s)−1J∂2W

∂z∂t (φ(Z, t,ε), t,ε)ds

= − ε
0 JA(s)T ∂2W

∂z∂t (φ(Z, t,ε), t,ε)ds

= −J ∂
∂Z

ε
0

∂W
∂t (φ(Z, t,ε), t,ε)ds

= −J ∂
∂Z

ε
0 LW

(
∂W
∂t

)
(Z, t,ε)ds.

Com isso a demonstração está concluída.

Seja

S= S(z, t,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
Si

0(z, t), (4.41)

ondeS0
i = −∂Wi−1

∂t . Calcule a transformada de Lie deSpela relação (4.5) e obtemos

LW(S) = S∗ =
∞

∑
i=0

εi

i!
S0

i (z, t). (4.42)

EntãoRi
0 = Si−1

0 .

Por exemplo, vamos calcular a expansão em série deK = H∗ + R até os termos da ordemε2.

PonhaK0
0 = H0

0 e calculeK1
0 pela fórmula

K1
0 = H1

0 +R1
0 = H0

1 +{H0
0 ,W1}−

∂W1

∂t
,
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que nos dá o termo de ordemε. Calcule

H1
1 = H0

1 +{H0
1 ,W1}+{H0

0 ,W2}, H2
0 = H1

1 +{H1
0 ,W1},

R2
0 = −∂W1

∂t
−
{

∂W1

∂t
,W1

}
,

temos queK2
0 = H2

0 +R2
0. Então

K(Z, t,ε) = K0
0(Z, t)+K1

0(Z, t)+
1
2

ε2K2
0(Z, t)+ . . . .

O teorema da pertubação geral no caso não autônomo assume a forma:

Teorema 19 (Teorema da pertubação geral no caso não autônomo) Sejam{P i}∞
i=0,{L i}∞

i=0, e

{R i}∞
i=0 seqüências de espaços vetoriais de funções diferenciáveisdefinidas sobre um domínio

comum O em IR2n× IR. SejaṘ i o espaço das derivadas das funções deR i. Assuma que:

(i) L i ⊂ P i, i = 1,2, . . .;

(ii) H 0
i ∈ P i, i = 0,1, . . .;

(iii) {P i,R j} ⊂ P i+ j e {P i, Ṙ j} ⊂ P i+ j , i, j = 0,1, . . .;

(iv) para qualquer D∈ P i, i = 1,2, . . ., existem B∈ L i e C∈ R i tal que

B = D+{H0
0 ,C}− ∂C

∂t
. (4.43)

Então existe W, como em (4.32) dado anteriormente, com Wi ∈ R i, i = 1,2, . . . , que gera uma

mudança de variáveis simplética próxima da identidade,z 7−→ Z, tal queLWH tem uma expansão

em série como em (4.33), com Hi
0 ∈ L i, i = 1,2, . . .

A idéia da demonstração é praticamente a mesma do caso autônomo. Uma das mudanças é que

na calculo deK, usamos dois triângulos de Lie, um para o cálculo de deH∗ e ouro para o cálculo

deS. Para ver detalhes sobre a demonstração o leitor pode consultar Meyer [25].

4.5 Unicidade da forma normal de Lie

Seja{P }∞
i=0 uma familia de espaços vetoriais de funções diferenciáveisdefinidas numa vizin-

hança da origem de IR2n. Suponhamos que{H0
0 , f} ∈ P i para cadaf ∈ P i (i = 0,1, . . .) e considere
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o operador linear

Li : P i → P i, f 7→ {H0
0 , f} (i = 0,1, . . .). (4.44)

Dizemos queLi é simples seP i = L i ⊕R i, ondeL i = kerLi eR i = ImLi.

Um dos importantes casos onde podemos aplicar o Teorema 17 é quando o operadorLi definido

acima é simples. Neste caso a equação de Lie (4.24) tem uma única solução. Isto não é suficiente

para garantir a unicidade da forma normal. De fato, precisamos de uma condição extra. Usando as

notações acima provaremos o seguinte lema:

Lema 3 Se Li é simples então, para todo D∈ P i existe B∈ L i e C∈ R i tal que

B = D+{H0
0 ,C}.

Além disso, B e C são únicos.

Demonstração. DadoD ∈ P i existemB ∈ L i e D′ ∈ R i tal queD = B+ D′. TomandoC ∈ P i

satisfazendoLi(C) = −D′ temos que existemC′ ∈ L i eC ∈ R i comC = C′ +C, donde segue que

B = D + Li(C). Isto prova a existência deB eC. Para a unicidade, seB1 ∈ L i eC1 ∈ R i também

satisfazem a equação de Lie, isto é,B1 = D+{H0
0 ,C1}, entãoB1−B= Li(C1−C), com isto, temos

queB1−B,C1−C∈ L i ∩R i, donde concluímos queB1 = B eC1 = C.

Vamos agora ver um teorema que diz em que condições temos a unicidade da forma normal de

Lie.

Teorema 20 Sejam{P i}∞
i=0,{L i}∞

i=0, e{R i}∞
i=0 seqüências espaços vetoriais de funções diferen-

ciáveis definidas sobre um domínio comum O em IR2n com as seguintes propriedades:

(i) H 0
i ∈ P i, i = 0,1,2, . . .;

(ii) {P i,P j} ⊂ P i+ j , i = 0,1,2, . . . ; j = 1,2, . . . .

Então existe W com uma expansão formal da forma (4.5) com Wi ∈ R i (i = 1,2, . . .), tal que W gera

uma mudança de coordenadas,z = φ(Z,ε), simplética próxima da identidade a qual transforma o

Hamiltoniano H(z,ε) com série formal (4.2) no Hamiltoniano H∗(Z,ε) com série formal dada por

(4.4) com Hi
0 ∈ L i, i = 1,2, . . . ,. Além disso, se
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(iii) {L i,L j} = 0, i, j = 1,2, . . . ,

então os termos da forma normal são únicos.

Desde queL i ⊂ P i, o subespaçoL i é, em princípio mais simples queP i, o teorema anterior

diz que estamos simplificando o Hamiltoniano. Os coeficientes H i
0 devem, em principio, ser mais

simples que os coeficientesH0
i . Dizemos queH∗(Z,ε) está na forma normal de Lie.

4.6 Forma normal num equilíbrio

Considere um Hamiltoniano analítico,H, o qual tem uma solução de equilíbrio na origem de

IR2n. EntãoH tem um desenvolvimento em série de Taylor em torno da origem da forma:

H(z) =
∞

∑
i=0

Hi(z), (4.45)

ondeHi é um polinômio homogêneo de graui + 2. Assim,H0(z) = 1
2zTSz, ondeS∈ M2n×2n(IR)

é simétrica. A equação linearizada do sistema associado a (4.45) em torno do ponto de equilíbrio

z = 0 é

ż = Az, (4.46)

ondeA = JS. A solução geral de (4.46) éϕ(z, t) = eAtz. Para o estudo das soluções de (4.45)

próximo da solução de equilíbrio será importante colocar asequações do movimento na forma

normal.

Nesta seção usaremos as notaçõesZ = ZZ2n
+ = {m= (m1, . . . ,m2n) / mi ∈ ZZ, mi ≥ 0} e |m| =

m1 + . . .+m2n. Sex ∈ IR2n em∈ Z definimoszm = zm1
1 . . .zm2n

2n ekm = km1...m2n.

4.6.1 O caso onde a matriz da parte linear é simples

No caso em que a matriz da parte linear é simples, o seguinte teorema nos fornece uma carac-

terização da forma normal de Lie:
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Teorema 21 Se A∈ M2n×2n(IR) é simples, então existe uma mudança formal de coordenadas

simpléticas,

z = φ(z) = Z + . . . , (4.47)

a qual transforma o Hamiltoniano (4.45) no Hamiltoniano

H∗(Z) =
∞

∑
i=0

H i(Z), (4.48)

onde Hi é um polinômio homogêneo de grau i+2 tal que

{H i ,H0} = 0, (i = 0,1, . . .) (4.49)

isto é, Hi é uma integral primeira para o sistema linearizado (4.46).

Demonstração. Seε é um número real não nulo então,z= εu define uma mudança de coordenadas

ε−2-simplética. O novo Hamiltoniano é

H̃(u,ε) = ε−2H(εu) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H0

i (u),

ondeH0
i (u) = i!Hi(u).

SejaP i o espaço linear de todos os polinômios homogêneos de graui +2 e sejaLi : P i → P i a

aplicação linear definida porLi(G) = {H0
0 ,G}. SejamL i = kerLi eR i = ImLi. Vamos caracterizar

estes subespaços.

Por hipótese, a matrizA da parte linear é simples e, portanto, diagonalizável. Sejam v1, . . . ,v2n

uma base de autovetores paraA correspondente aos autovaloresλ1, . . . ,λ2n.

QualquerK ∈ P i pode ser escrito na forma:

K(u) = ∑
|m|=i

kmum = ∑
m1+...+m2n=i+2

km1...m2nu
m1
1 . . .um2n

2n ,

ondeu = u1v1 + . . .+u2nv2n em∈ Z . Isto significa que o conjunto dos monômios

B = {um = um1
1 . . .um2n

2n /|m| = i +2}

forma uma base para o espaçoP i. Desde queAu = λ1u1v1 + . . . + λ2nu2nv2n e queLi(G)(u) =

−DG(u)Au, temos que

Li(um) = − < λ,m> um,
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onde usamos a notação< λ,m>= m1λ1 + . . .+ m2nλ2n. Isto diz que os elementos deB são au-

tovetores deLi com autovalores− < λ,m>, com isto, temos que

L i = {um/|m| = i +2 e < λ,m>= 0} e R i = {um/|m| = i +2 e < λ,m>6= 0}.

Obviamente,P i = L i ⊕ R i, portanto o teorema anterior aplica-se e garante a existência de uma

função geradoraW(u,ε), comWi ∈ R i tal que o Hamiltoniano transformado

H̃(v,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H i

0(v)

tem os termosH i
0 ∈ L i, isto é,{H i

0,H0} = Li(H i
0) = 0, i = 0,1, . . ..

A aplicaçãoZ = εv é ε−2-simplética, assim o novo Hamiltoniano é dado por

H∗(Z,ε) = ε2H̃(ε−1Z,ε) = ε2
∞

∑
i=0

εi

i!
ε−i−2H i

0(z) =
∞

∑
i=0

1
i!

H i
0(z).

Desde que a composição

z→ u = ε−1z→ v → Z = εv

é simplética, sua inversaz = φ(z) define uma transformação simplética da formaz = Z + . . . e é tal

que o Hamiltoniano transformadoH∗(Z) = H∗(Z,ε) tem a expansão

H∗(Z) =
∞

∑
i=0

H i(Z),

ondeH i = 1
i! H

i
0, satisfaz a equação{H i,H0} = 0 parai = 0,1, . . .. Com isto fica demonstrado o

teorema.

Como corolário do teorema acima, re-obtemos a forma normal deBirkhoff, vista no capítulo

anterior.

Corolário 7 (Forma normal de Birkhoff) Assuma que a parte quadrática do Hamiltoniano (4.45)

é da forma

H0(z) =
1
2

n

∑
j=1

ω j(z
2
j +z2

j+n), (4.50)

onde osω′
js são linearmente independente sobre os inteiros. Então, existe uma mudança formal de

coordenadas simpléticaz = φ(z) = Z + . . . a qual transforma o Hamiltoniano (4.45) no Hamilto-

niano (4.48), onde Hi é um polinômio homogêneo de grau i+2 nas variáveis

r1 =
1
2
(Z2

1 +Z2
n+1), . . . , rn =

1
2
(Z2

n +Z2
2n). (4.51)
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Além disso, neste caso, a forma normal é única.

Demonstração. Note que os autovalores da matriz do sistema linearizado sãoλ j = ω j i, j =

1, . . . ,n, os quais são distintos e, portanto, a matriz do sistema linearizado é diagonalizável sobre

IC, ou equivalentemente, é simples. Considere a seguinte mudança de coordenadas 2i-simplética:

x j = zj + izn+ j , x j = zj − izn+ j ,( j = 1, . . . ,n). (4.52)

A parte quadrática do Hamiltoniano nas novas coordenadas é dado por:

H 0(x j ,x j) = 2iH0(
x j +x j

2
,
x j −x j

2i
) =

n

∑
j=1

λ jx jx j . (4.53)

Denotaremos porH =H 0+H 1+ . . . o Hamiltoniano normalizado nas variáveis complexas (4.52).

Pelo teorema anterior (teorema 21) podemos assumir queH i é da formaH j(x) = ∑
|m|= j+2

kmxm,

ondex =(x1, . . . ,xn,x1, . . . ,xn). A solução geral do sistema linear éx j(t)= x j,0eλ j t ,x j(t)= x j,0e−λ j t

para j = 1, . . . ,n. A fórmula (4.49) implica que

∑kmet[(m1−mn+1)λ1+...+(mn−m2n)λn]ym (4.54)

é constante emt e isto implica que(m1−mn+1)λ1+ . . .+(mn−m2n)λn = 0. Mas desde que osλ′sj

são independentes sobre os inteiros , isto implica quem1 = mn+1, . . . ,mn = m2n. Isto é,H i é uma

função somente dosn produtos produtosx1x1, . . . ,xnxn.

Pelo comentários acima, o kernel consiste daquelas funçõesque dependem somente der1 =

x1x1, . . . , rn = xnxn e não das variáveis ação-ângulo. Portanto, a condição extra(iii) do teorema 20

é satisfeita, e assim a forma normal é única.

Agora, aplicando a mudança de coordenadas1
2i - simplética, inversa de (4.52), temos queH j é

um polinômio homogêneo de grauj +2 nas variáveis (4.51).

4.6.2 O caso autônomo geral

Vamos ver agora como obter a forma normal no caso autônomo geral. O método de Elphi-

ck [10] é baseado no seguinte lema de Álgebra Linear conhecido como método alternativo de

Fredholm e um produto interno definido sobre os polinômios homogêneos.
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Lema 4 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita o qual possui um produto interno. Seja

A : V →V uma transformação linear e A∗ sua adjunta. Então V= R⊕K∗ onde R é a imagem de

A e K∗ é o kernel de A∗.

Demonstração. Inicialmente, observe que sez ∈ R∩K∗ entãoA∗z = 0 e existeu ∈ V tal que

Au = z, assim 0=< u,A∗z >=< Au,z >=< z,z >, donde segue quez = 0 e, portanto,R∩K∗ =

{0}. SejaK o núcleo deA. Sabemos quedimV = dimR+ dimK, mas comodimK = dimK∗ e

dimR∩K∗ = 0 temos quedimV = dimR+dimK∗ = dim(R+K∗). LogoV = R⊕K∗.

SejaP = P i o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de graui na variávelx∈ IR2n. Assim

seP∈ P , tem-se

P(z) = ∑
|m|=i

kmzm = ∑
|m|=i

km1m2...m2nz
m1
1 . . .zm2n

2n . (4.55)

Defina o operador diferencialP(∂)

P(∂) = ∑
|m|=i

km
∂m

∂zm, (4.56)

onde introduzimos a notação
∂m

∂zm =
∂m1

∂zm1

∂m2

∂zm2
. . .

∂m2n

∂zm2n
. (4.57)

SejaQ∈ P ,

Q(z) = ∑
|m̃|=i

k̃m̃zm̃

um outro polinômio homogêneo e defina o seguinte produto interno sobreP

〈P,Q〉 = P(∂)Q(z). (4.58)

Para verificar que (4.58) define de fato um produto interno observe que

∂mzm̃

∂zm =





0, se m6= m̃

m! = m1 . . .m2n! , se m= m̃,

assim

〈P,Q〉 = ∑
|m|=i

m!kmk̃m̃. (4.59)
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SejaA = JSuma matriz Hamiltoniana ondeSé a matriz simétrica do Hamiltoniano quadráticoH0;

assim,H0(z) = 1
2zTSz. Seja o operador linearLA : P → P , onde

LA(P) = {H0
0 ,P} = −DxP(z)Az = − d

dt
P(eAt)t=0. (4.60)

Lema 5 Seja A: IR2n → IR2n como acima. Então o adjunto de LA com respeito ao produto interno

definido acima é LAT .

Demonstração. Devemos mostrar que

〈P,LA(Q)〉 = 〈LAT (P),Q〉, (4.61)

para todoP,Q∈ P i. Inicialmente observe que sey = Bx então

∂F(z)
∂z j =

2n

∑
i=1

(
∂F(z)

∂yi

)(
∂yi

∂z j

)
=

2n

∑
i=1

(
∂F(z)

∂yi

)
B ji ,

donde segue que∂z = BT∂y. Daí,

〈P,Q◦B〉 = P(∂x)Q(Bx) = P(BT∂y)Q(z) = 〈P◦BT ,Q〉.

Isto vale qualquer que sejaB∈ M2n×2n(IR), em particular, fazendoB= eAt temos que〈P,Q◦eAt〉=

〈P◦eAT t ,Q〉. Derivando esta relação com respeito at e depois fazendot = 0 obtemos o resultado

desejado.

Teorema 22 Existe uma mudança formal de coordenadas simplética,z = φ(z) = Z + . . ., a qual

transforma o Hamiltoniano (4.45) em

H∗(Z) =
∞

∑
i=0

H i(Z), (4.62)

onde Hi é um polinômio homogêneo de grau i+2 tal que

{HT
0 ,H i} = 0, (4.63)

para todo i= 0,1, . . ., onde HT
0 é o Hamiltoniano do sistemȧz = ATz, sendo A a matriz do sistema

linearizado associado a H.
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Demonstração. Seε é um número real não nulo então,z= εu define uma mudança de coordenadas

ε−2-simplética. O novo Hamiltoniano é

H̃(u,ε) = ε−2H(εu) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H0

i (u),

ondeH0
i (u) = i!Hi(u).

SejaP i o espaço linear de todos os polinômios homogêneos de graui + 2 e sejaLA : P i → P i

a aplicação linear definida porLA(G) = {H0
0 ,G}. Pelos lemas 2 e 3 temos queP i = L i ⊕R i, onde

R i = Im(LA) eL i = Ker(LAT ). SeD ∈ P i, comoP i = L i ⊕ Im(LAT ), existemB∈ L i eC′ ∈ Im(LAT )

tal queD = B+C′. SejaC ∈ P i tal queLAT (C) = −C′. ComoC ∈ P i existemC ∈ R i e C′′ ∈ L i

tal queC = C+C′′, assim,LAT (C) = LAT (C), donde seque queB = D+LAT (C). Logo a condição

(iv) do teorema da pertubação geral é satisfeita. A verificação das demais condições são simples e

portanto, existe uma mudança formal de coordenadas simplética, u 7−→ v, tal que o Hamiltoniano

nas novas coordenadas é

H̃(v,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H i

0(v)

tem os termosH i
0 ∈ L i, isto é,{HT

0 ,H i
0} = LAT (H i

0) = 0, i = 0,1, . . ..

A aplicaçãoZ = εv é ε−2-simplética, assim o novo Hamiltoniano é dado por

H∗(Z,ε) = ε2H̃(ε−1Z,ε) = ε2
∞

∑
i=0

εi

i!
ε−i−2H i

0(z) =
∞

∑
i=0

1
i!

H i
0(z).

Desde que a composição

z→ u = ε−1z→ v → Z = εv

é simplética, sua inversaz = φ(z) define uma transformação simplética da formaz = Z + . . . e é tal

que o Hamiltoniano transformadoH∗(Z) = H∗(Z,ε) tem a expansão

H∗(Z) =
∞

∑
i=0

H i(Z),

ondeH i = 1
i! H

i
0, satisfaz a equação{HT

0 ,H i} = 0 parai = 0,1, . . .. Com isso, fica demonstrado o

teorema.
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4.6.3 O caso periódico

Na seção anterior vimos alguns teoremas que dão informaçõessobre a forma normal de sistemas

Hamiltonianos autônomos na vizinhança de uma posição de equilíbrio. Vamos agora generalizar o

teorema anterior para o caso de um sistema Hamiltoniano periódico.

Considere o HamiltonianoH = H(z, t) analítico emz e 2π-periódico em t, isto é,H(z, t) =

(z, t +2π) para todot ∈ IR, que tem uma solução de equilíbrio na origem de IR2n. EntãoH tem um

desenvolvimento em série de Taylor em torno da origem da forma

H(z, t) =
∞

∑
i=0

Hi(z, t), (4.64)

ondeHi é um polinômio homogêneo de graui +2 emz e 2π-periódico emt. Como conseqüência do

teorema de Floquet-Liapunov (corolário 4) temos que existeuma mudança de variáveis simplética

e 2π-periódica que transforma a parte linear do sistema constante emt, assim, podemos assumir

queH0 = H0(z) = 1
2zTSz, ondeS∈ M2n×2n(IR) é simétrica. A equação linearizada em torno do

ponto de equilíbrioz = 0 é

ż = Az, (4.65)

ondeA = JS.

Teorema 23 Seja HT
0 (z) = 1

2zTRz o Hamiltoniano associado ao sistemaż = ATz. Então existe

uma mudança formal de coordenadas simplética e2π-periódica, z = φ(Z, t) = Z + . . ., a qual

transforma o Hamiltoniano (4.64) no Hamiltoniano

H∗(Z, t) =
∞

∑
i=0

H i(Z, t), (4.66)

onde Hi é um polinômio homogêneo de grau i+2 emZ e2π-periódica em t tal que

{HT
0 ,H i}− ∂H i

∂t
= 0, (4.67)

para i = 0,1, . . ..

Demonstração. Seε é um número real não nulo então,z= εu define uma mudança de coordenadas

ε−2-simplética. O novo Hamiltoniano é

H̃(u,ε) = ε−2H(εu) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H0

i (u),
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ondeH0
i (u) = i!Hi(u).

SejaP i o espaço linear de todos os polinômios homogêneos de graui+2 emze 2π-periódico em

t. SejaLi : P i → P i a aplicação linear definida porLi(G) = {H0
0 ,G}− ∂G

∂t . Verifica-se que o adjunto

deLi, que denotaremos porL∗
i , é dado porL∗

i (F) = {HT
0 ,F}− ∂F

∂t . Pelo lemas 2 da seção anterior

temos queP i = L i ⊕R i, ondeR i = Im(Li) e L i = Ker(L∗
i ). SeD ∈ P i, comoP i = L i ⊕ Im(L∗

i ),

existemB ∈ L i e C′ ∈ Im(L∗
i ) tal queD = B+C′. SejaC ∈ P i tal queL∗

i (C) = −C′. Como

C ∈ P i existemC ∈ R i e C′′ ∈ L i tal queC = C+C′′, assim,L∗
i (C) = L∗

i (C), donde seque que

B = D+L∗
i (C) = D+{HT

0 ,C}− ∂C
∂t . Logo a condição(iv) do teorema da pertubação geral no caso

não autônomo é satisfeita. A verificação das demais condições são simples e portanto, existe uma

mudança formal de coordenadas simplética,u 7−→ v, tal que o Hamiltoniano nas novas coordenadas

é

H̃(v,ε) =
∞

∑
i=0

εi

i!
H i

0(v)

tem os termosH i
0 ∈ L i, isto é,{HT

0 ,H i
0} = LAT (H i

0) = 0, i = 0,1, . . ..

A aplicaçãoZ = εv é ε−2-simplética, assim o novo Hamiltoniano é dado por

H∗(Z,ε) = ε2H̃(ε−1Z,ε) = ε2
∞

∑
i=0

εi

i!
ε−i−2H i

0(z) =
∞

∑
i=0

1
i!

H i
0(z).

Desde que a composição

z→ u = ε−1z→ v → Z = εv

é simplética, sua inversaz = φ(z) define uma transformação simplética da formaz = Z + . . . e é tal

que o Hamiltoniano transformadoH∗(Z, t) = H∗(Z, t,ε) tem a expansão

H∗(Z, t) =
∞

∑
i=0

H i(Z, t),

ondeH i = 1
i! H

i
0, satisfaz a equação{HT

0 ,H i}− ∂H i

∂t = L∗
i (H

i) = 0 parai = 0,1, . . .. Com isto fica

demonstrado o teorema.

Corolário 8 Suponha que a matriz A do sistema (4.65) é uma matiz simples com autovaloresλ j =

ω j i, j = 1, . . . ,n. Assuma queλ1, . . . ,λn e i (ouω1, . . . ,ωn e1) são linearmente independentes sobre

os inteiros, ou equivalentemente,λ1, . . . ,λn não apresentam relações de ressonância de qualquer
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ordem. Então existe uma mudança de coordenadas simplética (formal) e T-periódica,z = φ(z) =

Z + . . . que transforma o Hamiltoniano (4.64) no Hamiltoniano autônomo

H∗(Z) =
∞

∑
i=0

H i(Z), (4.68)

onde Hi é um polinômio homogêneo de grau i+2 emZ tal que

{H0,H
i} = 0, (4.69)

para todo i= 0,1, . . .. O Hamiltoniano H∗ é função apenas das n variáveis r1, . . . , rn definidas em

(4.51), isto é, ele está na forma normal de Birkhoff.

Demonstração. Inicialmente, façamos a mudança de coordenadas 2i-simplética definida em (4.52)

e usando as mesmas notações do corolário 7, temos que a parte linear do sistema nas novas variáveis

assume a forma:

H 0(x j ,x j) =
n

∑
j=1

λ jx jx j . (4.70)

SejaA = AT = diag(λ1, . . . ,λn,−λ1, . . . ,−λn). Um termo típico da forma normal dada no teorema

anterior é da forma:

h(x, t) = ameiktxm.

Da relação (4.67) segue queh(eAT tx, t) = ameik+(m1−mn+1λ1+...+(mn−m2n)λn)xm é constante emt,

dondeik + (m1−mn+1λ1 + . . . + (mn−m2n)λn)λn = 0. Da hipótese deλ1, . . . ,λn e i serem lin-

earmente independentes sobre os inteiros segue quek = 0,m1 = mn+1, . . . ,mn = m2n. Logo o

HamiltonianoH nas variáveis complexasx j ,x j é função dasn variáveisr j = x jx j , j = 1, . . . ,n.

Fazendo a mudança de coordenadas inversa de (4.52), temos que o Hamiltoniano nas variáveis

z1, . . . ,n é função apenas dasn variáveisr1, . . . , rn definidas em (4.51). Com isso, o Hamiltoniano

descrito está na forma normal de Birkhoff e o teorema está demonstrado.
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4.7 Aplicações a funções Hamiltonianas autônomas com dois

graus de liberdade

Nesta seção usaremos o método de Lie para encontrar certas restrições nos coeficientes do

Hamiltoniano normalizado.

Considere a função Hamiltoniana autônoma com dois graus de liberdade

H(q,p) = H2(q,p)+H3(q,p)+ . . . (4.71)

onde osHs são polinômios homogêneos de graus nas variáveis(q,p). Suponha a origem é uma

solução de equilíbrio para o sistema Hamiltoniano associado aH e que os autovalores da matriz do

sistema linearizado sãoλ1 e λ2. Vamos obter a forma normal de Lie na vizinhança da origem no

caso em queλ1 e λ2 são imaginários puros distintos e quandoλ1 = 0 eλ2 é imaginário puro.

4.7.1 O caso em que os autovalores são imaginários puros e distintos

Suponha queλ1 e λ2 são imaginários puros distintos, digamos,λ1 = ω1i e λ2 = ω2i comω1 6=
ω2. Neste caso, de acordo com o corolário 5, existe transformação simplética tal queH2 escrito nas

novas coordenadas, que por simplicidade usaremos a mesma notação, assume a forma:

H0 =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)+

ω2

2
(q2

2 + p2
2). (4.72)

SeA é a matriz do sistema linear associado a (4.72), verifica-se queAT = −A, donde segue que:

HT
0 (z) = HT

0 (z) =
1
2

zTRz = −H0(z), (4.73)

ondez = (q,p). Assim, temos que a equação de Lie assume a forma:

0 = {HT
0 ,Hs} = −{H0,Hs} = −ω1

[
q1

∂Hs

∂p1
− p1

∂Hs

∂q1

]
−ω2

[
q2

∂Hs

∂p2
− p2

∂Hs

∂q2

]
(4.74)

onde o novo Hamiltoniano, ou seja, o Hamiltoniano na forma normal, é dado por:

H∗(Q,P) =
∞

∑
s=2

Hs(Q,P). (4.75)
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sendoHs são polinômios homogêneos de graus nas variáveis(Q,P), isto é,

Hs = ∑
|(k,l)|=s

hklQ
kPl (4.76)

ondek = (k1,k2), l = (l1, l2), |(k, l)| = k1 +k2 + l1 + l2, s≥ 2.

Para obter as restrições ou condições necessárias sobre os coeficientes do Hamiltoniano na

forma normal é conveniente introduzir a seguinte mudança decoordenadas 2i-simplética:

x1 = Q1 + iP1, x1 = Q1− iP1

x2 = Q2 + iP2, x2 = Q2− iP2

(4.77)

Pela regra da cadeia, temos que

∂Hs

∂q j
=

∂Hs

∂x j
+

∂Hs

∂x j
,

∂Hs

∂p j
= i

[
∂Hs

∂x j
− ∂Hs

∂x j

]
(4.78)

a equação (4.74) considerada no termoxkxl nas novas variáveis assume a forma

0 = {HT
0 (x,x),xkxl} = [ω1(k1− l1)+ω2(k2− l2)]xkxl . (4.79)

Observe que

| k1− l1 | + | k2− l2 |≤ k1 +k2 + l1 + l2 = s,

portanto, seω1 e ω2 não apresentam relações de ressonância até ordems temos queHs(x,x) = 0,

ses for ímpar. Ses for par, so aparecem no Hamiltoniano os termos onde(k1,k2) = (l1, l2).

Casoω1 e ω2 apresentem relações de ressonância de ordem três, então deveremos determinar

H1. Desde ques= 3 tem-se as relaçõesk1+k2+ l1+ l2 = 3 e assim todas as possíveis combinações

são dadas na seção 3.3.



4. A forma normal de Lie 112

De (4.74) obtemos as seguintes restrições sobrehkl:

h1020= h0201= h2010= h0102= 0

h3000= h0300= h0030= h0003= 0

h2001= 1
2h0021, h1110= ω2

ω1
h0021= ω2

ω1
h0021= ω2

ω1
h0021

h2100= −h0120, h1011= ω2
ω1

h2100= ω2
ω1

h2100= ω2
ω1

h2100

h1200= −h1002, h0111= −ω1
ω2

h1002= −ω1
ω2

h1002= −ω1
ω2

h1002

h0012= −h0210, h1101= −ω1
ω2

h0210= −ω1
ω2

h0210= ω1
ω2

h0210

h0120=
2ω2

1−ω2
2

2ω2
1

h2100=
2ω2

1−ω2
2

2ω2
1

h2100

(4.80)

ω2
1−ω2

2
ω1

h0021=
ω2

1−ω2
2

ω1
h0021= 0

4ω2
2−ω2

1
ω2

h1002=
4ω2

2−ω2
1

ω2
h1002= 0

−4ω2
1−ω2

2
ω1

h2100= −4ω2
1−ω2

2
ω1

h2100= 0

ω2
1−4ω2

2
ω2

h1002=
ω2

1−4ω2
2

ω2
h0210= 0

(4.81)

Assim, a forma normalH1 da parte cúbica é dada por:

H1(q,p) = ω2
ω1

h0021 q1q2p1−h1002 q1q2
2 ++h2100 q2

1q2 +h0210 q2
2p1−

ω1
ω2

h1002 q2p1p2 +h0021 p2
1p2− ω1

ω2
h0210 q1q2p2 + ω2

ω1
h2100 q1p1p2−

h0210 p1p2
2 +h1002 q1p2

2 + 1
2h0021 q2

1p2 +h1002 q1p2
2

= h1002[−q1q2
2− ω1

ω2
q2p1p2 +q1p2

2]+h0210[q2
2p1− ω1

ω2
q1q2p2− p1p2

2]+

h0021[p2
1p2 + ω2

ω1
q1q2p1 + 1

2q2
1p2]+h2100[q2

1q2 + ω2
ω1

q1p1p2−q2p2
1].

(4.82)
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4.7.2 O caso de um autovalor nulo e o outro imaginário puro

Suponhamos queλ1 = 0 e queλ2 = ω2i 6= 0. Dependendo da matriz do sistema linearizado ser

diagonalizável ou não, temos dois casos a analisar.

No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagonalizável, de acordo com a tabela da

seção 2.4, existe uma transformação de coordenadas simpléticas tal que a parte quadrática da função

HamiltonianaH2 assume a forma:

H2(q1,q2, p1, p2) =
δ2ω2

2
(q2

2 + p2
2), (4.83)

ondeδ2 = ±1. Assumamos que o termo geral de grausda forma normalH∗ da função Hamiltoni-

anaH definida em (4.71) tem a forma:

Hs = ∑
k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2q
k1
1 qk2

2 pl1
1 pl2

2 , (4.84)

o qual, pela equação de lie (4.49), deve satisfazer

0 = {H2,H
s} = ∇HT

0 J∇Hs, (4.85)

que nos conduz a seguinte identidade:

q2
∂Hs

∂p2
= p2

∂Hs

∂q2
. (4.86)

Isso nos diz que

∑
k1+k2+l1+l2=s

l2hk1k2l1l2q
k1
1 qk2+1

2 pl1
1 pl2−1

2 −k2hk1k2l1l2q
k1
1 qk2−1

2 pl1
1 pl2+1

2 = 0, (4.87)

o que implicak2 = l2 = 0 e, portanto, devemos ter

Hs = Hs(q1, p1) = ∑
k1+l1=s

hk10l10qk1
1 pl1

1 . (4.88)

Por exemplo, a forma normal deH3 tem a forma:

H3 = H3(q1, p1) = h3000q
3
1 +h2010q

2
1p1 +h1020q1p2

1 +h0040p
3
1. (4.89)

Para os termos de quarta ordem obtemos

H4 = H4(q1, p1) = h4000q
4
1 +h3010q

3
1p1 +h2020q

2
1p2

1 +h1030q1p3
1 +h0030q

4
1. (4.90)
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Vamos, agora, obter a forma normal de Lie no caso em que a matriz do sistema linearizado não

é diagonalizável. Neste caso, pela tabela da seção 2.4, podemos assumir sem perda de generalidade

que a parte quadrática do Hamiltoniano tem a forma:

H2(q1,q2, p1, p2) =
δ1

2
q1 +

δ2ω2

2
(q2

2 + p2
2), (4.91)

ondeδ1 = ±1 eδ2 = ±1.

Com o objetivo de caracterizar os termos do Hamiltoniano na forma normal, façamos a seguinte

mudança de coordenadas simplética:

x1 = q1, x2 = 1√
2
(q2 + ip2)

y1 = p1, y2 = 1√
2
(q2− ip2).

(4.92)

A parte quadrática da função HamiltonianaH2 nas novas coordenadas assume a forma

H2(x1,x2,y1,y2) = −δ1

2
y2

1 +δ2ω2x2y2, (4.93)

e, através de cálculos simples, obtemos

HT
2 (x1,x2,y1,y2) =

δ2

2
x2

1 +δ2ω2x2y2. (4.94)

Se denotamos por

Hs = ∑
k1+k2+l1+l2=s

γk1k2l1l2x
k1
1 xk2

2 yl1
1 yl2

2 , (4.95)

o termo de graus do Hamiltoniano normalizado, devemos ter

0 = {HT
2 ,Hs} = ∇HT

0 J∇Hs (4.96)

que nos conduz a seguinte identidade:

γk1k2l1l2[δ1k1xk1−1
1 xk2

2 yl1+1
1 yl2

2 +δ2(l2−k2)x
k1
1 xk2

2 yl1
1 yl2

2 ]. (4.97)

Os termos que podem aparecer emHs são os temos em que

δ1k1xk1−1
1 xk2

2 yl1+1
1 yl2

2 +δ2(l2−k2)x
k1
1 xk2

2 yl1
1 yl2

2 = 0, (4.98)
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mas, isso é possível se, e somente se,k1 = 0 e k2 = l2. Com isso, temos que o termo geral do

Hamiltoniano normalizadoHs escrito nas coordenadas iniciaisq1,q2, p1, p2 é da forma:

Hs = ∑
2k+l=s

h0klkpl
1(q

2
2 + p2

2)
k, (4.99)

ou, equivalentemente

Hs =
[s]

∑
j=0

h0,s− j, j, j p
s−2 j
1 (q2

2 + p2
2)

j = h0s00ps
1 +

s

∑
j=1

h0,s− j, j, j p
s−2 j
1 (q2

2 + p2
2)

j . (4.100)



Capítulo 5

Resultados gerais sobre estabilidade de

equilíbrios

Neste capítulo, vamos desenvolver a teoria da estabilidade para equações diferenciais or-

dinárias dando ênfase aos sistemas Hamiltonianos. Estudaremos a estabilidade da origem para

sistemas lineares autônomos e periódicos (Hamiltonianos enão Hamiltonianos) enquanto, para os

sistemas não lineares, vamos fornecer teoremas importantes sobre estabilidade, como os teoremas

de Liapunov e o de Chetaev.

5.1 Introdução e definições

Considere a equação diferencial ordinária (EDO) de primeiraordem

ẋ = f (x, t), (5.1)

onde f : W −→ IRn é uma aplicação de classeC1 definida no abertoW ⊂ IRn× IR.

Observe que o pontox(t) = x0 é uma solução de (5.1) se, e somente se,f (x0, t) = 0, para todo

t ≥ 0. Neste caso, dizemos quex0 é uma solução de equilíbrio ou, simplesmente, um equilíbrioda

equação (5.1).
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Sabe-se da teoria básica de EDO que cada soluçãox = x(t) emW depende continuamente de

t e das condições iniciais(x0, t0). Em particular, prova-se que pequenas mudanças ou pertubações

em x0 produzem pequenas mudanças emx(t) num intervalo ao redor det0. Mostra-se também

que duas soluções que começam próximas, permanecem próximas durante um intervalo de tempo

suficientemente grande, mas finito. Uma pergunta que se faz é se duas soluções que se iniciam

próximas permanecem próximas para todo tempo, ou será que existem soluções que desviam-se,

não importando o quão próximas elas se iniciaram. Questões como estas pertencem a um ramo da

matemática conhecido como teoria da estabilidade.

Vamos agora definir estabilidade de uma solução de (5.1) num tempo t0. A grosso modo,

dizemos que uma soluçãox(t) de (5.1) é estável emt = t0 quando toda soluçãox(t) que se inicia

com valores próximos dex(t0) está definida para todot ≥ t0 e permanece próxima durante todo o

tempo. Vamos a definição precisa:

Definição 11 (Estabilidade no sentido de Liapunov) Uma soluçãox̃(t) de (5.1) é:

(a) estável em t= t0 se para todoε > 0, existeδ = δ(ε, t0) > 0 tal que para qualquerx ∈ Bδ(x̃(t0)),

a soluçãox(t) que se inicia emx quando t= t0, está definida para todo t≥ t0 e x(t) ∈ Bε(x̃(t)),

para todo t≥ t0;

(b) assintoticamente estável se é estável e além disso, existe um número positivoδ1 < δ tal que

‖ x ‖< δ1 implica lim
t−→∞

‖ x(t)− x̃(t) ‖= 0;

(c) instável quando não é estável.

Sejax̃(t) uma solução de (5.1). Fazendox(t) = z(t)+ x̃(t), temos quex(t) é solução de (5.1)

se, e somente se,z(t) = x(t)− x̃(t) é uma solução de

ż = g(z, t), (5.2)

ondeg(z, t) = f (z(t)+ x̃(t), t)− f (x̃(t), t). A solução de equilíbrio da equação (5.1) corresponde a

solução de equilíbriõz= 0 do sistema (5.2). Com isso o estudo da estabilidade da equação (5.1) se

reduz ao estudo da estabilidade do equilíbrioz̃= 0 do sistema (5.2).
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t

x~o

xo

x(t)

x(t)~

Figura 5.1: Estabilidade no sentido de Liapunov.

Devido ao grande valor prático e teórico, a teoria da estabilidade é hoje uma das áreas mais

importantes de toda a Matemática. Freqüentemente, em problemas das engenharias, da física, ou

da própria Matemática, precisa-se saber sobre a estabilidade de uma solução de EDO. Na mecânica

celeste, por exemplo, é de grande interesse prático saber sobre a estabilidade de soluções particu-

lares do problema dos n-corpos. No último capítulo deste trabalho, estudaremos a estabilidade de

cinco soluções particulares de um subproblema do problema dos três corpos. Vamos a partir de

agora, desenvolver a teoria da estabilidade.

5.2 Sistemas de equações diferenciais lineares com coeficientes

constantes

Nesta seção vamos estudar estabilidade da solução de equilíbriox(t)= 0, do sistema de equações

diferenciais linear

ẋ = Ax, (5.3)

ondeA é uma matrizn×n constante.

A matrizA pode ser vista como um operador linear no IRn, x 7−→ Ax, o qual pode ser estendido

a um operador linearAIC no espaço complexo ICn definido porAIC(x+ iy) = Ax+ iAy. Sejam
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λ1, . . . ,λk todos os autovalores distintos da matrizAIC e {z11, . . . ,zm11, . . . ,z1k, . . . ,zmkk} uma base

de Jordan de ICn tal que

AC(zi j ) =





λ jzi j +zi+1 j , j = 1, . . . ,k, ß= 1, . . . ,mk−1

λ jzi j , j = 1, . . . ,k, ß= mk,

ondemk é a dimensão do bloco de Jordan associado aλ j .

Uma condição necessária e suficiente para que

z(t) = ζ11(t)z11+ . . .+ζm11(t)zm11 + . . .+ζ1k(t)z1k + . . .+ζmkk(t)zmkk

seja uma solução da equação ˙z(t) = AICz(t) é que

ζ̇1 j = λ jζ1 j , ζ̇2 j = λ jζ2 j +ζ1 j , . . . , ζ̇mj j = λ jζmj +ζmj−1

para j = 1, . . . ,k. Assim, a solução fica

z(t) =
k

∑
j=1

eλ j t [ζ1 jz1 j +(ζ1 jt +ζ2 j)z2 j + . . .+(
1

mj !
tmj ζ1 j + . . .+

1
1!

tζmj−1 +ζmj)zmj j ].

é fácil ver que

z(t) =
k

∑
j=1

eλ j t [ζ1 jz1 j +(ζ1 jt +ζ2 j)z2 j + . . .+(
1

mj !
tmj ζ1 j + . . .+

1
1!

tζmj−1 +ζmj)zmj j ]

também é uma solução de ˙z(t) = AICz(t). Assim as partes real,x(t) = z(t)+z(t)
2 e imaginária,y(t) =

z(t)−z(t)
2i são soluções reais do sistema ˙x(t) = Ax(t). Com estas considerações fica demonstrado o

seguinte teorema:

Teorema 24 Uma solução geral do sistema (5.3) é da forma

x(t) =
k

∑
j=1

mj−1

∑
l=0

(Al j t
l eα j tcos(b jt)+Bl j t

l eα j tsen(b jt))

ondeλ j = α j + iβ j são os autovalores de A, mj é a dimensão do bloco de Jordan associado ao

autovalorλ j e Al j e Bl j são vetores fixos do IRn para j=1. . . ,k e l=1,. . . ,mj .

Segue do teorema acima o seguinte teorema:
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Teorema 25 A solução nula do sistema (5.3) é:

(I) Se A é uma matriz não singular:

(a) assintoticamente estável se, e somente se, todos os autovalores de A tem parte real negati-

va;

(b) estável, mas não assintoticamente estável, se A tem ao menos um par de autovalores imaginá-

rios puros de multiplicidade um, nenhum autovalor imaginário puro com de multiplicidade maior

que um, e nenhum autovalor com parte real positiva;

c) instável nos demais casos.

(II) Se A é uma matriz singular:

(a) estável se os autovalores não nulos tem parte real negativa ou se a matriz A é diagonalizá-

vel e os autovalores não nulos são imaginários puros;

(b) instável se existe algum autovalor com parte real positiva;

Vamos agora estudar a estabilidade da origem do sistema Hamiltoniano linear com coeficientes

constantes, isto é, do sistemaẋ = Ax, ondeA é uma matriz Hamiltoniana constante.

Pela proposição 1 do capítulo 1, temos que o polinômio característico de uma matriz Hamilto-

niana é par. Assim, seλ é um autovalor deA, -λ, λ, -λ também são. Com isso e pelo teorema 25

segue o seguinte teorema:

Teorema 26 Seja o sistemȧx = Ax, onde A é uma matriz Hamiltoniana constante. A solução de

equilíbrio nula deste sistema é :

(a) se A é uma matriz não singular, nunca pode ser assintoticamente estável e só pode ser estável

se todos os autovalores são imaginários puros e a matriz A fordiagonalizável;

(b) se A é uma matriz singular, nunca pode ser assintoticamente estável e só pode ser estável se a

matriz A for diagonalizável.

Este teorema nos fornece uma caracterização da estabilidade de um sistema Hamiltoniano linear
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com coeficientes constantes.

5.3 Sistemas de equações diferenciais lineares com coeficientes

periódicos

Na seção anterior vimos que a solução de um sistema de equações diferenciais lineares com

coeficientes constantes pode ser encontrada. Para equaçõesdiferenciais lineares a coeficientes var-

iáveis, só em casos particulares é possível encontrar todasas soluções. Nesta seção vamos estudar

a estabilidade de equações diferenciais lineares com coeficientes periódicos, ou seja, sistema de

equações diferenciais da forma:

ẋ = A(t)x, (5.4)

ondeA(t) é uma matrizT-periódica, isto é,A(t + T) = A(t) para todot. Neste caso, é possível

reduzir a equação a uma outra com coeficientes constantes,ẏ = By, por meio de uma mudança

linear de coordenadas,x = Q(t)y. Vejamos:

Teorema 27 (Floquet) Seja X(t) a matriz fundamental da equação (5.4). Existem matrizes n×n,

B e Q(t), com B constante e Q(t) T-periódica tais que

X(t) = Q(t)etB. (5.5)

Demonstração. A matriz X(t + T) também é uma matriz fundamental da equação (5.4). As-

sim, suas colunas são linearmente independentes e como, pelo lema 2 da seção 1.3,X(t + T) =

X(t)X(T), temos queX(T) é inversível. Então, pelo lema 1 da seção 1.3, existe uma matrix

B tal queX(T) = eTB. Considere a matrizQ(t) = X(t)e−tB. Temos queX(t) = Q(t)etB e que

Q(t+T)=Q(t).

SejaX(t) a matriz fundamental da equação (5.4), e sejaX(t) = Q(t)etB a decomposição deX(t)

dada pelo teorema de Floquet. Fazendo a mudança de variáveisx = Q(t)y então, para a solução

x(t) = X(t)v da equação (5.4) temos

y(t) = Q−1(t)x = Q−1(t)X(t)v = etbv.
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Logo y(t) é solução dėy = By com B constante. Como as soluções do sistemaẏ = By são

polinômios emt multiplicados poreλt , então o teorema de Floquet nos diz que as soluções de (5.4)

consistem de um produto de polinômios emt, eλt e termosT-periódicos. Com essas considerações

e pelo teorema de Floquet segue o teorema abaixo:

Teorema 28 A solução nula do sistema (5.4) é:

(a) assintoticamente estável se, e somente se, todos os expoentes característicos têm parte real

negativa;

(b) estável se, e somente se, todos os expoentes característicos têm parte real≤ 0 enquanto os

expoentes com parte real nula devem ter multiplicidade1;

(c) instável se, e somente se, existe algum expoente característico com parte real positiva.

No caso de um sistema Hamiltoniano linear com coeficientes periódicos, isto é, do sistema

ẋ = A(t)x, (5.6)

ondeA(t) é uma matriz Hamiltoniana para cadat e T-periódica, o teorema acima pode ser posto

na seguinte forma:

Teorema 29 A solução nula do sistema (5.6) nunca pode ser assintoticamente estável e, é estável

se, e somente se, a matriz de monodromia é diagonalizável e tem autovalores com módulo unitário.

5.4 Sistemas Hamiltonianos quase lineares

Considere o sistema de equações diferenciais

ż = Az+g(z, t) (5.7)

ondeA é uma matriz Hamiltoniana e a funçãog é tal que:

g(0, t) ≡ 0 e g(z, t) = O(z) quando z→ 0 para cada t, (5.8)

ondeg(z, t) = O(z) significa

lim
z→0

g(z, t)
‖z‖ = 0
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para cadat ∈ I .

Um sistema deste tipo chama-sequase-linear. Aplicando um resultado conhecido da literatura,

o qual pode ser encontrado em Hale [13], podemos enunciar o seguinte teorema para o estudo da

estabilidade da solução de equilíbrio nula do sistema (5.7):

Teorema 30 Consideremos o sistema (5.7) definido emΩb = {(z, t) ∈ U × I / ‖z‖ < b} satisfa-

zendo a propriedade (5.8), com g contínua, g(z, t) = O(z) uniformemente em t e suponha ainda

que o sistema (5.7) tenha soluções únicas em todo ponto. Então, se algum valor próprio de A tem

parte real positiva, a solução de equilíbrio nula do sistemanão linear (5.7) é instável.

SejaH uma função Hamiltoniana de classeC2 tal que o sistema Hamiltoniano associado aH

possui uma solução de equilíbrio na origem, de modo que o desenvolvimento deH em série de

Taylor numa vizinhança da origem é da forma:

H(z) = H(0)+
1
2

zTHessH(0)z+ r(h) (5.9)

onde HessH significa a matriz Hessiana deH eh é um ponto próximo da origem. Verifica-se que

lim
h→0

r(h)

‖h‖ = 0.

Portanto, denotando porA = JHessH(0), tem-se que esta matriz é Hamiltoniana e obtemos que

o Teorema 30 pode ser aplicado ao sistema associado aH. No caso em queH é analítica, o

desenvolvimento deH em torno da origem nos fornece:

H(z) = H(0)+
1
2

zTHessH(0)z+ . . . (5.10)

onde os pontos denota os termos de ordem superior. Também podemos aplicar o Teorema 30.

No caso em queA tem autovalores imaginários puros, em geral nada podemos afirmar da es-

tabilidade da solução de equilíbrio do sistema não linear. Neste caso podem acontecer as duas

possibilidades, isto é, tanto estabilidade como instabilidade.
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5.5 Estabilidade de equilíbrios para sistemas autônomos

Nesta seção vamos fornecer os métodos direto de Liapunov e deChetaev para estudo da esta-

bilidade de equilíbrios para sistemas autônomos.

5.5.1 O método direto de Liapunov

O método direto de Liapunov para estudo da estabilidade foi desenvolvido pelo matemático

Russo A. Liapunov [23] no final do século XIX. Ele não consiste na integração das equações

diferenciais do movimento perturbado, mas em encontrar funções das variáveisx e t, tais que

sua derivada total (com respeito at) tem certas propriedades devido a forma das equações do

movimento. Desde que o método aplica-se diretamente as equações do movimento, sem qualquer

conhecimento das soluções, o método é conhecido como métododireto.

O mesmo Liapunov reconheceu, que ele foi levado a este métodocomo conseqüência do tra-

balho de Poincaré [27]. A idéia por trás do método pode ser trazida do resultado de Lagrange

baseado num fato físico bem conhecido: numa certa posição deequilíbrio um sistema conservativo

tem energia potencial mínima, então esta posição corresponde a um equilíbrio estável, se a posição

de equilíbrio não corresponde a um mínimo então o equilíbrioé instável, ou seja, um sistema físico

perde energia potencial numa vizinhança de um ponto de equilíbrio estável.

Considere o sistema de EDO autônoma de primeira ordem

ẋ = f (x), (5.11)

onde f : ∆ → IRn é uma função de classeC1 definida no aberto∆ ⊂ IRn. Denotaremos porϕt(x) o

fluxo associado a este sistema.

SejaV : ∆ → IR uma função contínua tal que∂V
∂x também seja contínua. Ponhamos, para cada

x ∈ ∆,

V̇(x) =<
∂V
∂x

, f (x) > .
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Sex(t) é uma solução de (5.11), então

dV
dt

(x(t)) |t=0= V̇(x(t)) |t=0,

isto é,V̇ é a derivada deV ao longo das soluções de (5.11) e é uma função contínua. Observe que

V̇ pode ser calculado diretamente def (x) e, portanto, não envolve integração.

A teoria que será desenvolvida a seguir permanece válida para a função escalarV for somente

contínua sobre um aberto∆ ⊂ IRn. Neste caso

V̇(ζ) = lim
h−→0+

V(x(h,ζ))−V(ζ)

h
(5.12)

ondex(h,ζ) é a solução de (5.11) com valor inicialζ em h = 0. SeV é contínua e localmente

Lipschitz, então pode-se mostrar que esta ultima definição éequivalente a

V̇(ζ) = lim
h−→0+

V(ζ+h f(ζ))−V(ζ)

h
.

Em algumas aplicações é necessário considerar funçõesV(x) as quais não têm derivada parciais

contínuas em todos os pontosx. Por outro lado, as funçõesV(x) são usualmente diferenciáveis por

partes com o conjunto de descontinuidade nas derivadas deV acontecendo sobre uma superfície de

dimensão mais baixa que a do espaço de base IRn.

Se f eV são de classeC1(∆) então, para cadax∈ ∆ a derivada deV ao longo da soluçãoϕt(x)

de (5.11) é:

V̇(x) =
d
dt

V(ϕt(x)) |t=0=< DV(x), f (x) > .

Desde que as demonstrações dos teoremas a seguir não usam a diferenciabilidade deV, eles

serão estabelecidos sem esta hipótese, mas com a definição deV dada por (5.12).

Definição 12 Seja a função V: ∆ → IR definida no aberto∆ ⊂ IRn que contemx0. Dizemos que:

(a) V é definida positiva emx0 se V(x0) = 0 e V(x) > 0 sex 6= x0.

(b) V é definida negativa emx0 se−V for definida positiva emx0.

(c) V é uma função de Liapunov para a solução de equilíbriox0 da equação (5.11) se ela é definida

positiva emx0 e seV̇(x) ≤ 0, para todox ∈ ∆.
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Um primeiro resultado é o seguinte:

Teorema 31 (Teorema de Liapunov para estabilidade no caso autônomo) Se existe uma fun-

ção de Liapunov de classe C1 para a solução de equilíbriox = 0 do sistema (5.11), então o equi-

líbrio é estável.

Demonstração. Sejamr > 0 tal queBr(0) ⊂ ∆ e ε > 0 tal queε < r. Defina

mε = min{V(x)/x ∈ ∂Bε(0)}.

ComoV é definida positiva, temos quemε > 0. Assim, pela continuidade deV e usando o fato que

V(x) = 0, temos que existeδ > 0 tal queV(x) < mε, para todox ∈ Bδ(0). Pelo teorema do Valor

Médio, existes∈ [0, t] tal que

V(ϕt(x))−V(x) = V̇(ϕs(x))(t −0)

e comoV̇(ϕt(x))≤ 0, para todox∈△ temos queV(ϕt(x))≤V(x), dondeV(ϕt(x)) < mε, para todo

t ≥ 0 onde a solução esta definida. Se existisset1 tal queϕt1(x) ∈ ∂Bε(0), então,V(ϕt1(x)) ≥ mε.

Uma contradição. Logoϕt(x) ∈ Bε(0), para todot ≥ 0 onde a solução está definida. Observe que

a solução está definida para todot ≥ 0, desde que ela fica dentro de um compacto. Isto prova a

estabilidade do equilíbrio.

Corolário 9 Se o sistema (5.11) possui uma integral primeira F definida positiva (ou negativa)

numa vizinhança da solução de equilíbrio e todas as soluçõesestão definidas para todo tempo,

então a solução de equilíbrio é estável.

Demonstração. Basta definirV(x) = F(x) e notar quėV ≡ 0.

Exemplo: Considere a EDO de segunda ordem

ẍ+q(x) = 0,

onde q é uma função contínua que satisfazxq(x) > 0, ∀x 6= 0. Esta equação pode ser escrita na

forma ẋ = y e ẏ = −q(x). A energia total do sistema éE = ẏ2

2 + x
0 q(s)ds. ComoE não depende
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explicitamente de t, temos queE é uma integral primeira para o sistema. Observe que E é definida

positiva. Assim, pelo corolário (9) temos que a origem é um ponto de equilíbrio estável para este

sistema.

Um caso particular importante deste exemplo corre quandoq(x) = x. Neste caso, a equação

correspondente é a equação fundamental das oscilações, ¨x+x = 0.

Vamos agora enunciar um resultado relativo a sistemas mecânicos da forma:

r̈ = ∇U(r), (5.13)

ondeU : ∆ → IR é uma função de classeC1, definida no aberto∆ ⊂ IRn. Um tal sistema é denomi-

nado sistema Newtoniano potencial. A formulação Hamiltoniana deste sistema é obtida da seguinte

forma. Faça 



ṙ = v

v̇ = ∇rU.

Logo, se definirmos

H =
1
2
‖ v ‖2 −U(r), (5.14)

o sistema assume a forma: 



ṙ =
∂H
∂v

v̇ = −∂H
∂r

(5.15)

A seguinte proposição foi primeiro provada por Dirichlet, eformulada por Lagrange[21]:

Proposição 2 (Teorema de Dirichlet-Lagrange) Seja o sistema mecânico (5.13) e suponha que

r0 é um ponto crítico de U e é um máximo local isolado, então a solução de equilíbrio(r0,0) do

sistema Hamiltoniano (5.15) é estável.

Demonstração. SejamU0 = U(r0) e ε > 0 tal queU(r) < U0 para‖ r − r0 ‖< ε. Defina

V(r ,v) = H(r ,v)+U0 =
1
2
‖ v ‖2 −U(r)+U0.
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A função V é positiva definida na vizinhança‖ r − r0 ‖< ε comv arbitrário, e comȯV = Ḣ ≡ 0,

pelo teorema (31) segue o resultado.

Para sistemas mecânicos da formar̈ = −∇U(r), na proposição 2 devemos assumir que o ponto

crítico isolado é um mínimo local.

No caso de um sistema Hamiltoniano linear autônomo a função Hamiltoniana é da forma:

H(z) =
1
2

zTSz, (5.16)

ou seja, a função Hamiltoniana é uma forma quadrática em IR2n. SeH for definida positiva (ou

negativa) então, comoH é uma integral primeira para o sistema associado, pelo corolário 9 temos

que a origem é um equilíbrio estável. No caso em queH não é definida positiva (ou negativa) nada

podemos afirmar.

Suponhamos agora queH é uma função Hamiltoniana autônoma comn graus de liberdade,

analítica numa vizinhança da origem e tal que a origem é um equilíbrio para o sistema associado.

Logo, desenvolvendoH em série de Taylor numa vizinhança da origem temos que

H(q,p) = H2(q,p)+H3(q,p)+ . . . , (5.17)

ondeHs é um polinômio homogêneo de graus nas variáveisq e p. Se assumimos que a parte

quadrática é definida positiva (ou negativa) temos queH é uma integral primeira definida positiva

(ou negativa) numa vizinhança da origem e, pelo corolário 9,temos que a origem é um equilíbrio

estável para o sistema Hamiltoniano associado aH. Com estes comentários, temos demonstrado o

seguinte corolário do teorema 9:

Corolário 10 Seja H como em (5.17). Se H2(q,p) é definida positiva (ou negativa), então a

origem é um equilíbrio estável para o sistema associado a H.

Vamos ver agora um teorema que nos fornece um critério para decidir instabilidade de equi-

líbrios:

Teorema 32 (Teorema de Liapunov para instabilidade no caso autônomo) Suponha que a origem

é uma solução de equilíbrio do sistema (5.11). Seja V uma função real de classe C1 definida numa
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vizinhança da origem tal quėV(x) é definida positiva para todox 6= 0 e V(0) = 0. Se em cada

vizinhança dex = 0 existex tal que V(x) > 0, então a origem é um equilíbrio instável.

Demonstração. Para qualquer soluçãoϕt(x) de (5.11) temos que

V(ϕt(x))−V(x) =
t

0
V̇(ϕs(x))ds≥ 0,

dondeV(ϕt(x)) ≥ V(x), ∀t ≥ 0. Sejamr > 0 tal queBr(0) ⊂ △ e ε > 0 dado. Por hipótese,

existex 6= 0, com‖ x ‖< min{ε, r} tal queV(x) > 0. Sejaϕt(x) a solução de (5.11) que satisfaz

ϕ0(x) = x. Como V é contínua,Br(0) é compacto eV(0) = 0 temos que existemδ > 0 eM > 0

tais que|V(x) |≤ M, para todox ∈ Br(0) ey∈ Bδ(0), donde segue queV(y) ∈ BV(x)(0). Sabemos

que a soluçãoϕt(x) existe sobre algum intervalo[0, t1) e assumiremos quet1 é o primeiro ponto no

qual‖ ϕt(x) ‖= r. Se nenhumt1 é o primeiro entãot1 = ∞, poisϕt(x) estará contido num compacto

Br(0). Vamos mostrar quet1 = ∞ não é possível. ComoV(ϕt(x)) é não decrescente no intervalo

[0, t1), temos queV(y) > V(x) > 0 e por outro ladoy ∈ Bδ(0), assim,V(y) ∈ BV(x)(0), e então

devemos ter‖ ϕt(x) ‖> δ, para todot ∈ [0, t1). Defina

µ= min{V̇(y)/ ‖ y ‖∈ [δ, r]}.

ComoV̇ é contínua sobre o compactoK = {y ∈△/ ‖ y ‖∈ [δ, r]}, este mínimo existe e é assumido

em algum pontoy ∈ K. ComoV̇ é definida positiva, temosµ> 0. Assim, temoṡV(ϕt(x)) ≥ µ> 0,

para todot ∈ [0, t1) e conseqüentemente,V(x) ≥V(x)+µt, o que implica

lim
t−→∞

V(ϕt(x)) = ∞.

Mas isto contradiz o fato de|V(y) |≤M, ∀y∈Br(0). Portanto, dadoε > 0 suficientemente pequeno,

não existeδ > 0 tal queϕt(x) ∈ Bε(0), para todot ≥ 0, pois devemos tert = t1 finito tal que

‖ ϕt1(x) ‖= r. Assim, a soluçãox = 0 não pode ser estável.

Corolário 11 Suponha que a origem é uma solução de equilíbrio do sistema (5.11). Seja V uma

função real de classe C1 definida positiva numa vizinhança dex = 0 tal queV̇(x) é definida positiva

para todox 6= 0, então o equilíbrio é instável.

Outro corolário do teorema acima é o seguinte:
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Corolário 12 Suponha que a origem é uma solução de equilíbrio do sistema (5.11). Suponha que

existe uma função real V de classe C1 tal que:

(i) V (x) → 0 quando‖ x ‖→ 0;

(ii) V̇ é definida positiva (ou negativa) numa vizinhança da origem;

(iii) V assume valores positivos (ou negativos) em cada vizinhança da origem suficientemente pe-

quena;

Então o equilíbrio é instável.

5.5.2 O método direto de Chetaev

Vamos agora fornecer um método direto para decidir instabilidade, trata-se do método de

Chetaev.

Teorema 33 (Teorema de Chetaev no caso autônomo)Suponha que a origem é uma solução de

equilíbrio do sistema (5.11) e que∆1 ⊂Ba(0)⊂∆ é aberto. Suponha que exista uma função escalar

V que tem as seguintes propriedades:

(a) V(x) eV̇(x) são definidas positivas sobre∆1;

(b) V(x) = 0, para todo x∈ ∆1∩∆2, onde∆2 denota o complementar de∆1 emBa(0);

(c) 0∈ ∆1∩∆2.

Então a solução de equilíbrio é instável.

Demonstração. Assumamos que a solução de equilíbrio é estável, então dadoε, 0< ε < a, pode-

mos encontrarδ > 0, 0< δ < a, tal que‖x‖ ≤ δ implica‖ϕ(t,x)‖≤ ε parat ≥ 0. Podemos escolher

x ∈ ∆1 desde que0∈ ∆1 e por conseguinteV(x) > 0.

Devemos mostrar que com esta escolhaϕ(t,x) permanece em∆1 para todot (conforme figura 5.2).

Sejaθ = inf{t > 0 / ϕ(t,x) 6∈ ∆1}.

Em primeiro lugar notemos queθ > 0, caso contrário existiria uma sequênciatn > 0 comtn → 0

paran→ +∞, tal queϕ(tn,x) ∈ ∆2. Logo tem-seϕ(tn,x) → x, x ∈ ∆2, por outro ladox ∈ ∆1 ⊂ ∆1,

de onde pelo ítem (b) tem-seV(x) = 0. Mas, isto é impossível pela escolha dex. Seθ é finito

e distinto de 0, então pelo mesmo argumento precedente vemosque por um ladoϕ(θ,x) ∈ ∆2; e
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Figura 5.2:Comportamento das soluções em∆1.

por outro lado parat < θ, implica ϕ(t,x) ∈ ∆1 e desde queϕ(t,x) → ϕ(θ,x) se t → θ, de onde

ϕ(θ,x) ∈ ∆1. Logo,

ϕ(θ,x) ∈ ∆1∩∆2, e por (b) V(ϕ(θ,x)) = 0. (5.18)

Por outro lado, para 0≤ s< θ, ϕ(s,x) ∈ ∆1 eV̇(ϕ(s,x)) > 0. Por conseguinte:

V(ϕ(θ,x))−V(x) =
θ

0
V̇(ϕ(s,x))ds> 0

e

V(ϕ(θ,x)) > V(x) > 0,

o qual é uma contradição com (5.18). Então devemos admitir que θ = +∞, ou que é equivalente a

assumir queϕ(t,x) ∈ ∆1 para todot ≥ 0, e desde quėV(x) > 0 em∆1 segue-se queV(ϕ(t,x)) >

V(x) > 0.

Considerando

∆̃1 = {y ∈ ∆1 / V(y) ≥V(x)}.

Temos quẽ∆1 é fechado, pois se tomamos a sequênciaxn ∈ ∆̃1 comxn → y quandon→ +∞, logo

V(xn) ≥V(x) para cadan, e entãoV(y) ≥V(x). Resta mostrar quey ∈ ∆̃1. Se tivéssemosy ∈ ∆2,

por outro lado temos quey ∈ ∆̃1 segue-se por (b) queV(y) = 0 o qual é um absurdo. Comõ∆1

também é limitado segue-se que∆̃1 é compacto. Logo,̇V(y) é positiva em∆̃1 e é contínua e seja

m= miny∈∆̃1
V̇(y). Claramentem> 0.
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Por outro lado,ϕ(t,x) ∈ ∆̃1 para todot ≥ 0, assim

V(ϕ(t,x))−V(x) =
t

0
V̇(ϕ(s,x))ds≥ m(t − t0).

De onde deduzimos queV(ϕ(t,x)) → +∞ quandot → +∞, mais isto não é possível desde que

V(y) é contínua ẽ∆1 é compacto. Assim esta contradição diz que a solução nula nãopode ser

estável.

Corolário 13 Suponha quex = 0 é uma solução de equilíbrio do sistema (5.11). Suponha que

exista uma função escalar V de classe C1 limitada na região V> 0, para valores dex numa

vizinhança da origem, coṁV(x) definida positiva na região V> 0 e V(0) = 0, então a solução de

equilíbriox = 0 é instável.

Demonstração. Basta tomar∆1 = {x ∈ Ba(0)/V(x) > 0}.

Voltemos novamente aos sistemas mecânicos da forma (5.13).A função Hamiltoniana associ-

ada a (5.13) é dada em (5.14). Vamos considerar a região restrita a uma vizinhança suficientemente

pequena da origem definida por:

C : H < 0,
n

∑
i=1

vir i > 0. (5.19)

O desenvolvimento deU em série de Taylor numa vizinhança da origem e da forma:

U = Um+Um+1 + . . .

ondeUs é um polinômio homogêneo nas variáveisr i. Assumiremos que a funçãoUm é definida

positiva na regiãoC definida em (5.19). Temos que:

Proposição 3 Suponha que as condições acima sobre U são satisfeitas para osistema mecânico

(5.13), então a solução de equilíbrio(r0,0) do sistema Hamiltoniano associado (5.15) é instável.

Demonstração. Vamos considerar primeiro o caso ondeU = Um. Definamos a função

V = V(r ,v) = −H
n

∑
i=1

vir i > 0.
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A derivada total deV satisfaz

V̇ = −H

(
n

∑
i=1

vi
dri

∂t
+

n

∑
i=1

r i
dri

dt

)
= −H(2‖v‖+mUm).

Logo, sobre a regiãoC temos queU > 0 e assimV̇ é definida positiva, ou seja, a derivada deV eV

possuem o mesmo sinal sobre a regiãoC. Logo, o equilíbrio é instável.

No caso geral, isto é, quandoU = Um+Um+1+ . . ., o termo dentro do parêntese emV̇ continua

sendo definido positivo emC numa vizinhança suficientemente pequena da origem.

5.6 Estabilidade de equilíbrios para sistemas não autônomos

Nesta seção vamos fornecer os métodos direto de Liapunov e deChetaev para estudo da esta-

bilidade de equilíbrios para sistemas não autônomos.

5.6.1 O método direto de Liapunov

Consideremos o sistema de EDO de primeira ordem

ẋ = f (x, t), (5.20)

onde a funçãof : U × [0,∞) → IRn (U é um aberto do IRn), é uma função de classeC1. Podemos

pensar quef é analítica relativamente ax e contínua em relação at na região

Ωa = Ba(0)× [t0,∞). (5.21)

Definição 13 Seja a função V:U×[0,∞)→ IR, onde U é um aberto do IRn que contémx0. Dizemos

que:

(a) V é definida positiva emx0 se V(x0, t) = 0, para todo t≥ 0 e, se existe uma função W:U −→ IR,

definida positiva emx0 tal que V(x, t) ≥W(x), para todo(x, t) ∈U × [0,∞).

(b) V é definida negativa emx0 se -V for definida positiva emx0.

(c) V é uma função de Liapunov para a solução de equilíbriox0 da equação (5.20) se ela é definida

positiva emx0 e seV̇(x, t) ≤ 0, para todo(x, t) ∈U × [0,∞).
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Vamos, agora, ver como fica o teorema 31 no caso não autônomo.

Teorema 34 (Teorema de Liapunov para estabilidade no caso nãoautônomo) Se existe uma função

de Liapunov para a solução de equilíbriox = 0 do sistema (5.20), então o equilíbrio é estável.

Demonstração. Sejaε > 0 tal queε < a. Então,Bε(0)× [0,∞) ⊂ Ωa. Sejaω = min{W(x);x ∈
∂Bε(0)}. Como V(0,0)=0 e V(x,t) é contínua, existeδ > 0 tal queV(x,0) ∈ Bω(0), para todo

x ∈ Bδ(0). Enquanto o ponto(x(t), t) estiver emΩa, teremos

W(x(t)) ≤V(x(t), t) = V(x(0),0)+
t

0
V̇(x(s),s)ds≤V(x(0),0).

Logo, sex(0) ∈ Bδ(0) entãoW(x(t)) ∈ Bω(0), enquanto o ponto(x(t), t) estiver emΩa.

Assim, pela definição deω, x(t) ∈ Bω(0). Sejaβ o extremo direito do intervalo máximo de

definição desta solução emΩa. Seβ < ∞, entãoBε(0)× [0,β) ⊂ Ωa é compacto e contém o ponto

(x(t),t), para todot ∈ [0,β], o que não é possível. Logo, a solução está definida para todot ≥ 0 e

comox(t) ∈ Bε(0), para todot ≥ 0, temos que o0 é estável.

Corolário 14 Suponha que o sistema (5.20) possui uma integral primeira F (que não depende de

t) definida positiva (ou negativa) numa vizinhança da solução de equilíbrio, então a solução de

equilíbrio é estável.

Demonstração. Basta definirV(x, t) = F(x) e notar quėV ≡ 0.

Para a instabilidade o teorema de Liapunov no caso não autônomo assume a forma:

Teorema 35 (Teorema de Liapunov para instabilidade no caso não autônomo) Suponha quex =

0 é uma solução de equilíbrio do sistema (5.20). Suponha que existe uma função real V de classe

C1 tal que:

(i) V (x, t) → 0 quando‖ x ‖→ 0 uniformemente em t;

(ii) V̇ é definida positiva numa vizinhança da origem;

(iii) A partir de certos valores de t, V(x, t) assume valores positivos em cada vizinhança suficien-

temente pequena da origem.
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Então a soluçãox = 0 é instável.

Demonstração. Suponha por absurdo quex = 0 é uma solução estável de (5.20). Sejama e b

constantes positivas tais que, parax tal que‖ x ‖∈ (a,b]. Como, por (i),V̇ é definida positiva então

existe uma função autônomaW tal queV̇(x, t) ≥W(x) > 0 e |V(x, t) |≤ b. A existência dea e b

segue dos ítens (i) e (ii). Da suposição dex = 0 ser estável, temos que existeδ > 0 comδ < a tal

que quando a solução começa emx ∈ Bδ(0) entãox(t) ∈ Ba(0), para todot ≥ t1. Por (iii) podemos

escolherx tal queV(x, t1) > 0. Logo,

V(x, t)−V(x, t) =
t

t1
V̇(x(s),s)ds≥ 0,

para todot ≥ t1. AssimV(x(t), t) é não decrescente. Considere agora o conjuntoS= {y/V(y, t) ≥
V(x, t) ex ∈ Ba(0)} e seja o anelB = {y/ ‖ y ‖∈ [r,a] comr > 0}. Temos queS⊂ B e portanto,

µ= inf
S

V(y, t) > inf
B

V(y, t) > 0,

donde

V(x, t)−V(x, t) ≥ µ(t − t1),

para todot ≥ t1. Logo para‖ y ‖≤ a, V(y, t) pode torna-se arbitrariamente grande, o que é uma

contradição.

5.6.2 O método direto de Chetaev

Vamos agora apresentar o método direto de Chetaev no caso não autônomo. Começaremos com

algumas definições importantes para o entendimento do teorema.

Definição 14 O conjunto de valores das variáveisx = (x1, . . . ,xn) sob as condições (5.21), satis-

fazendo a desigualdade V> 0, será denominada a região V> 0, e a superfície V= 0 será chamada

a fronteira desta região.

Se a funçãoV depende explicitamente det, então com as variações det a regiãoV > 0 também

varia.
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Definição 15 Se a função W é limitada na região V> 0 de tal forma que que para cada número

positivo arbitrariamente pequenoε, podemos encontrar um númeroδ > 0 tal que para

t ≥ t0, x2
1 + . . .+x2

n ≤ δ, V ≥ 0 (5.22)

a desigualdade

|W| ≤ ε

é satisfeita, dizemos que W admite limite superior infinitesimal na região V> 0.

Note que esta condição é satisfeita para toda funçãoW que admite limite superior infinitesimal.

Definição 16 A função W(x, t) será denominada de sinal definido na região V> 0 se ela pode

anular-se nesta região somente na fronteira V= 0 e se para cadaρ > 0 arbitrariamente pequeno

existe um número l> 0 tal que para todo,x satisfazendo a condição|V| ≥ ρ a desigualdade ,

|W| ≥ l é válida para todo t≥ t0.

Obviamente a função

λV +W (5.23)

será de sinal definido na regiãoV > 0 seW é definida positiva ou identicamente nula enquantoλ é

um número constante positivo. SeV é independente det, cada funçãoW independente det será de

sinal definido na regiãoV > 0 se ela nunca anula-se na regiãoV > 0 enquanto ela pode anular-se

na fronteira da regiãoV > 0 (i.e., emV = 0). Cada função é definida positiva em sua regiãoV > 0.

Lema 6 Cada função de sinal definido U será de sinal definido na região V> 0, se a função V

admite limite superior infinitesimal na região V> 0.

Demonstração. De fato, seV admite limite superior infinitesimal na regiãoV > 0 então, por

definição e comentário em (ii) feito anteriormente, temos que para cada número positivo arbitrário

ε, existeδ > 0 tal que a regiãoV > ε esta fora da esfera‖x‖ = δ. SeU é de sinal definido, digamos

positiva, então por definição existirá uma função definida positiva W independente det tal que a

funçãoU −W é não negativa. Portanto uma cota inferior (necessariamente positiva) da funçãoW

na regiãoδ ≤ ‖x‖ ≤ η será uma cota inferior para os valores da funçãoU na regiãoV ≥ ε.
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Proposição 4 Seja

Ω : V = V(r,φ) > 0, r ∈ [0,α], φ ∈ [φ1,φ2] (5.24)

e assuma que
dV
dt

≥ Arαg(φ)+O(ε) (5.25)

comε suficientemente pequeno, A> 0 e g(φ) > 0 paraφ ∈ [φ1,φ2]. Então dV/dt é definida positiva

emΩ.

Demonstração. Basta observar queg é contínua eφ pertence ao compacto[φ1,φ2] e, portanto, pelo

Teorema de Bolzano-Weirstrass,g admite um valor mínimo o qual é positivo, digamosm. Dado

ε > 0 comV > ε devemos terr > β para algumβ > 0. Logo,

dV
dt

≥ Aβαm+O(ε) (5.26)

e, escolhendoε suficientemente pequeno, por exemplo, umε tal que|O(ε)| < Aβαm
2 temosdV

dt >

Aβαm
2 = δ.

Teorema 36 (Teorema de instabilidade de Chetaev, versão 1) Se para a EDO (5.1) do movimento

perturbado é possível encontrar uma função V limitada na região V > 0, existindo para todo t≥ t0

e para variáveisx arbitrariamente pequenas, com derivadaV̇ definida positiva na região V> 0 ao

longo das equações do movimento, então o movimento perturbado de (5.1) é instável.

Demonstração. Para uma função limitadaV existem constantest0 e η tal que para todo valor das

variáveisx na regiãoV > 0, satisfazendo, além das condições (5.21), a desigualdade

V < L (5.27)

para algumL > 0.

É necessário provar que para um talη não existe umλ positivo e suficientemente pequeno tal

que para para perturbações iniciasx, sujeitas à condição‖x‖= λ, a desigualdade‖ϕ(t,x)‖ ≤ η não

é violada para algumt > t0.

Provaremos este resultado por contradição. Assumamos que existe um tal valor deλ. Con-

sideremos condições inicias sobre a esferaSλ tal que o valor inicial da funçãoV0(x) = V(x, t0) é
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não nulo e positivo. ParaV0 suficientemente pequeno e paraV̇ definida positiva na regiãoV > 0,

podemos encontramos um número não nulom, tal que para as variáveisx satisfazendo a condição

V ≥V0 o valor da funçãȯV deverá satisfazeṙV ≥ m.

Portanto tão logo a desigualdadeV ≥ V0 não é violada para todo valor det com t ≥ t0, da

equação

V(x(t), t)−V0 =
t

t0
V̇(x(s),s)ds (5.28)

derivamos a desigualdade

V(x(t)) ≥V0 +m(t − t0). (5.29)

Esta desigualdade pode existir simultaneamente com a desigualdade (5.27) somente para valores

det menor que

t0 +
L−V0

m
. (5.30)

As violações da desigualdade (5.27) significa neste caso quea segunda desigualdade em (5.21) tem

sido violada. Assim, o movimento perturbado é instável.

Comentários: (1) Note que nas condições não exigimos que elas sejam satisfeitas numa vizin-

hança inteira da origem. É suficiente que as condições sejam satisfeitas somente na regiãoV > 0.

(2) O Teorema será válido se a regiãoV > 0 contém um subconjunto abertoΓ de pontos tais

queV(x, t) > 0 parax ∈ Γ, eV(x, t) → 0 parax → Γ\Γ.

(3) A regiãoV > 0 pode consistir de várias componentes conexas. Aplicaçõesdo Teorema an-

terior somente numa componente conexaC da regiãoV > 0 pode ser de interesse. Para determinar

C por uma única desigualdadeW > 0 é suficiente considerar a função contínuaW, igual aV na

regiãoC e igual a−|V| fora deC.

Teorema 37 (Teorema de instabilidade de Chetaev, versão 2) Suponhamos que para a EDO (5.1)

do movimento perturbado é possível encontrar uma função V com derivadaV̇ definida positiva;

suponha que V admite limite superior infinitesimal; e suponha que para cada valor de t maior

que uma certa constante, é possível tornar a função V de sinaldefinido com o mesmo sinal que
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sua derivadaV̇ para uma apropriada escolha dex numa vizinhança suficientemente pequena da

origem. Então o movimento perturbado é instável.

Demonstração. Para a demonstração é suficiente notar que a funçãoV deste teorema satisfaz as

condições formuladas no teorema anterior, quandoV̇ será definida positiva na regiãoV > 0 desde

queV admite limite superior infinitesimal.

Teorema 38 (Teorema de instabilidade de Chetaev, versão 3) Suponhamos que para a EDO (5.1)

do movimento perturbado é possível encontrar uma função V limitada para a qual a derivada

V̇ = λV +W, ondeλ é uma constante positiva e W é mesmo nula ou ao menos semi-definida. Se W

não é identicamente nula, suponhamos, também, que para todos os valores de t maiores que uma

constante existem valores arbitrariamente pequenos dex para os quais V e W tem o mesmo sinal.

Então o movimento perturbado é instável.

Demonstração. É uma conseqüência imediata dos comentários.



Capítulo 6

Estabilidade de equilíbrios para sistemas

Hamiltonianos periódicos

Neste capítulo, estudaremos explicitamente a estabilidadede soluções de equilíbrio para sis-

temas Hamiltonianos periódicos com um e dois graus de liberdade e faremos algumas extensões

para sistemas com número de graus de liberdade maior que dois. Apresentaremos dois dos prin-

cipais teoremas sobre estabilidade de equilíbrios para sistemas Hamiltonianos periódico com um

grau de liberdade, são eles: o Teorema de Cabral-Meyer [6] e o Teorema de Arnold-Moser ([2] e

[3]). Também, aplicaremos esses teorema para concluir sobre a estabilidade em alguns casos de

interesse.

6.1 Introdução

Considere o Hamiltoniano periódico comn graus de liberdadeH = H(q,p, t) analítico relati-

vamente as variáveisq e p e 2π-periódico em relação at. Suponha que a origem é uma solução

de equilíbrio para o sistema associado aH, de modo que o desenvolvimento deH em série de

potências numa vizinhança da origem é da forma:

H(q,p, t) = H2(q,p, t)+H3(q,p, t) . . . , (6.1)
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ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk nas variáveisq,p e 2π-periódico emt. Se pelo

menos um dos expoentes característicosλ1, . . . ,λn da matriz do sistema linearizado tem parte real

não nula, de acordo com o que foi discutido na seção 2.5 e, peloteorema 30, temos que a origem

é instável no sentido de Liapunov. No caso em que os expoentescaracterísticos são imaginários

puros, digamosλ j = ω j i, j = 1, . . . ,n, só em casos particulares sabe-se sobre a estabilidade da

origem. Neste capítulo, nos deteremos a este caso.

Assumiremos, neste capítulo, que

H2(q,p, t) =
1
2

n

∑
j=1

ω j(q
2
j + p2

j ), (6.2)

ou equivalentemente, o sistema linearizado é estável.

6.2 Estabilidade formal de equilíbrios para sistemas Hamilto-

nianos periódicos

Vamos, agora, definir um tipo de estabilidade diferente da estabilidade no sentido de Liapunov.

Definição 17 (Estabilidade formal) Dizemos que a solução de equilíbrio nula, do sistema asso-

ciado ao Hamiltoniano (6.1) éformalmente estávelse existe uma série de potências G, talvez

divergente, que formalmente é uma integral primeira definida positiva com período2π-periódico

em t. Em outras palavras, todos os coeficientes da série de potências

n

∑
i=1

(
∂G
∂qi

∂H
∂pi

− ∂G
∂pi

∂H
∂qi

)
+

∂G
∂t

(6.3)

são identicamente nulos e um número finito de formas de grau mínimo na série G representa uma

função definida positiva.

A noção de estabilidade formal é muito importante para analisar a estabilidade num intervalo de

tempo muito grande, porém finito. A presença da estabilidadeformal significa que a instabilidade

no sentido de Liapunov não é detectada pelo cálculo de termosde ordem por mais elevada que

seja no desenvolvimento do Hamiltoniano em séries de potências. Sob a existência de estabilidade
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formal, se existem trajetórias que se afastam do movimento não perturbado, então o movimento

ao longo dela se faz de modo extremamente lento. É fácil ver que a estabilidade no sentido de

Liapunov implica na estabilidade formal. A recíproca não foi provada, mas, não se conhece um

único exemplo que diga o contrário.

6.3 Sistemas com um grau de liberdade

Suponha que o Hamiltoniano periódico (6.1) tenha um grau de liberdade, isto é,H é da forma:

H(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2)+H3(q, p, t) . . . , (6.4)

ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk nas variáveis reaisq e p e 2π-periódico emt.

Vamos estudar a estabilidade da origem quando o expoente característico do sistema linearizado

for imaginário puro, isto é,λ = iω 6= 0. Nas duas seções seguintes, apresentaremos dois teoremas

que vão permitir dizer algo sobre a estabilidade neste caso.

6.3.1 O Teorema de Cabral-Meyer para sistemas Hamiltonianos periódicos

com um grau de liberdade

Suponha que o Hamiltoniano (6.4), num sistema de coordenadas simpléticas conveniente, se

escreve na forma:

H = H(r,ϕ, t) = Ψ(ϕ)rn +O(rn+1/2), (6.5)

onden = m/2 comm≥ 3, inteiro. Suponhamos queH é analítica em
√

r,ϕ e t, τ-periódica emϕ e

T-periódica emt.

Normalmente, para escrever o Hamiltoniano (6.4) na forma (6.5), primeiro obtemos a forma

normal de (6.4) e depois mudamos para as variáveis ação-ângulo.

Teorema 39 (Teorema de Cabral-Meyer para sistemas com um graude liberdade) Se H é a

função Hamiltoniana definida em (6.5), então:
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(i) SeΨ(ϕ) 6= 0 para todoϕ, então a origem é uma solução de equilíbrio estável no sentido de

Liapunov.

(ii) Se Ψ(ϕ) tem um zero simples, isto é, se existeϕ∗ tal queΨ(ϕ∗) = 0 e Ψ′(ϕ∗) 6= 0, então a

origem é instável no sentido de Liapunov.

Demonstração.

(i) Suponhamos queΨ(ϕ) 6= 0 para todoϕ, digamos,Ψ(ϕ) > 0. Considere o Hamiltoniano truncado

h = Ψ(ϕ)rn (6.6)

e defina para cadah > 0, a variávelI = I(h) por

I =
1
2π

τ

0
r(h,ϕ) dϕ, (6.7)

onde

r(h,ϕ) =
h1/n

Ψ(ϕ)1/n
. (6.8)

Considere a função geradoraS(I ,ϕ) definida por

S(I ,ϕ) =
ϕ

0
r(h,θ) dθ. (6.9)

Eliminando o fatorh1/n, obtemos

S(I ,ϕ) = βIG(ϕ), (6.10)

onde

β = 2π/
τ

0

dθ
Ψ(θ)1/n

, G(ϕ) =
ϕ

0

dθ
Ψ(θ)1/n

. (6.11)

De acordo com o teorema 10 do capítulo 1, a funçãoSdefine uma transformação simplética(r,ϕ)→
(I ,W) pelas relações:

W =
∂S
∂I

= βG(ϕ), r =
∂S
∂ϕ

= βIG′(ϕ), (6.12)

e o Hamiltoniano

H(r,ϕ, t) = Ψ(ϕ)rn +O(rn+ 1
2) (6.13)

é transformado no novo Hamiltoniano (analítico em
√

I ,W, t)

H(I ,W, t) = βnIn +O(In+ 1
2), (6.14)
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desde queG′(ϕ) = Ψ(ϕ)−1/n, temos queΨ(ϕ)G′(ϕ)n = 1.

Note que, comoΨ(ϕ) is τ-periódica,

W(r,ϕ+ τ) = βG(ϕ+ τ) = β
ϕ+τ

0

dθ
Ψ(θ)1/n

= (6.15)

= β
τ

0

dθ
Ψ(θ)1/n

+β
ϕ+τ

τ

dθ
Ψ(θ)1/n

= 2π+W(r,ϕ), (6.16)

assim,W é uma variável angular verdadeira. PortantoK(I ,W, t) é 2π-periódica emW e, claramente,

T-periódico emt.

Considere a mudança de coordenadas(I ,W) → (J,ψ) definida por

I = σγJ, W = ψ, (6.17)

ondeσ > 0 é um pequeno parâmetro, 1≤ J ≤ 2 eγ é escolhido tal queβnγn−1 = 1/n. De acordo

com o exemplo 3 subseção 1.2.2, a mudança de coordenadas 6.17é simplética com multiplicador

σγ. Assim, o novo Hamiltoniano é dado por

K (J,ψ, t) =
1
n

σn−1Jn +O(σn− 1
2), (6.18)

e as correspondentes equações Hamiltonianas são

dJ
dt

= O(σn− 1
2),

dψ
dt

= −σn−1Jn−1 +O(σn− 1
2), (6.19)

com o lado direito analítico emJ,ψ, t, 2π-periódico emψ eT-periódico emt, com 1≤ J ≤ 2.

Integrando as equações (6.19) entret = 0 et = T, e denotando porJ, ψ os valores iniciais eJ1,

ψ1 os valores finais, obtemos a aplicação

J1 = J+σn− 1
2F1(J,ψ,σ)

ψ1 = ψ−σn−1TJn−1 +σn− 1
2F2(J,ψ,σ),

(6.20)

definida e analítica na região 1≤ J ≤ 2, ψ ∈ IR, |σ| < σ0, with F1, F2 periódicas emψ. Em vir-

tude do caráter Hamiltoniano das equações diferenciais (6.19), de acordo com o corolário 3, temos

que a aplicação (6.20) preserva área. Com isso, do Teorema da Curva Invariante (teorema 13) ex-

iste, paraσ pequeno, curvas invariantesJ = J(ψ) = J(ψ + 2π), próximas de círculos, isto é, com
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J′(ψ) ∼ 0. Desde quer = σγJ, a correspondente curvar = r(ψ) pode ser tomada interior numa

vizinhança suficientemente pequena da origem (tomandoσ suficientemente pequeno). No espaço

3-dimensional(r,ψ, t), identificando as seçõest = 0 e t = T obtemos um toro formado por cur-

vas soluções que começam sobre a curva fechadar = r(ψ). Pela unicidade das soluções, qualquer

solução(r(t),ψ(t)) que começa num ponto interior da região limitada pela curvar = r(ψ) não pode

cruzar o toro e, portanto,r(t) permanece pequena. Logo,r(t) permanecerá pequena para todot.

Desde que as soluções estão no interior de um conjunto compacto elas estão definidas para todo

tempo. Isto prova a estabilidade no sentido de Liapunov.

(ii) Agora provaremos a instabilidade. Assuma queΨ(ϕ∗) = 0 andΨ′(ϕ∗) > 0. Escolhaδ > 0

suficientemente pequeno tal que

Ψ(ϕ) 6= 0, e Ψ′(ϕ) > 0 para 0< |ϕ−ϕ∗| ≤ δ. (6.21)

Considere a função

V = rnsinΦ, (6.22)

ondeΦ = π
2δ(ϕ−ϕ∗ +δ).

Defina a regiãoΩ como o conjunto de pontos(r,ϕ, t) tal que

ϕ∗−δ < ϕ < ϕ∗ +δ. (6.23)

Então,V > 0 emΩ eV = 0 sobre∂Ω, a fronteira deΩ. A derivada deV ao longo das soluções do

sistema de equações associado a (6.5)

ṙ = ∂K
∂ϕ = rnΨ′(ϕ)+O(rn+ 1

2)

ϕ̇ = −∂K
∂r = −nrn−1Ψ(ϕ)+O(rn− 1

2)

(6.24)

é dada por:
dV
dt = ∂V

∂r ṙ + ∂V
∂ϕ ϕ̇+ ∂V

∂t =

= nr2n−1
[
Ψ′(ϕ)sinΦ− π

2δΨ(ϕ)cosΦ
]
+O(r2n− 1

2).

(6.25)

Para 0< ϕ−ϕ∗ < δ, temosπ/2 < (π/2δ)(ϕ−ϕ∗ + δ) < π assim que cosΦ < 0. Também para

−δ < ϕ−ϕ∗ < 0, tem-se cosΦ > 0 e portanto,

Ψ(ϕ)cosΦ < 0 sobre 0< |ϕ−ϕ∗| < δ. (6.26)
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Desde queΨ′(ϕ) > 0 e sinΦ > 0 em|ϕ−ϕ∗| < δ, temosΨ′(ϕ)sinΦ > 0 neste intervalo. Como

a função no interior dos colchetes que os dois somando não se anulam simultaneamente sobre

o intervalo compacto|ϕ−ϕ∗| ≤ δ, segue-se que ela tem um mínimo positivo, e portanto, parar

pequeno, concluímos quedV/dt > 0 sobreΩ, ser é suficientemente pequeno. Então, pelo Teorema

de Chetaev no caso não autônomo, segue que o equilíbrio é instável.

6.3.2 O Teorema de Arnold-Moser para sistemas Hamiltonianos periódicos

com um grau de liberdade

Suponha que o Hamiltoniano (6.4), escrito num sistema de coordenadas conveniente, assume a

forma

H(r,θ, t) =
a
b

r +β2r2 + . . .+βl r
l +Ψ(at+bθ)rm+H†(r,θ, t) (6.27)

onde

(i) m= l +1/2 oum= l +1 coml ≥ 1;

(ii) β2, . . . ,βl são constantes;

(iii) Ψ(·) é 2π-periódica e tem série de Fourier num único ângulo;

(iv) H†(r,θ, t) é analítico em
√

r; θ, e t e 2π-periódico emθ e t;

(v) H†(r,θ, t) é ao menos de ordemrm+1/2.

Se o Hamiltoniano definido em (6.27) é tal quea = 0 e algumβi é não nulo, então, escolhendo

Ψ(ϕ) = βi ondei é o primeiro sub-índice comβi 6= 0, pelo Teorema de Cabral-Meyer (teorema 39)

segue que a origem é uma solução de equilíbrio estável. No caso em queβ2 = · · · = βl = 0 então,

fazendo a seguinte mudança de coordenadas dependendo det:

r = I , φ =
a
b

t +θ, (6.28)

a qual é gerada pela funçãoS(r,θ) = r(θ+at/b), o Hamiltoniano nas novas coordenadas é

H = Ψ(bφ)rm+ · · · , (6.29)

e, assim, pelo Teorema de Cabral-Meyer 39 segue que seΨ(ϕ) nunca se anula então a solução de

equilíbrio é estável. SeΨ tem um zero simples então a solução de equilíbrio é instável.
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No caso em quea 6= 0 e pelo menos umβi é não nulo, temos o seguinte teorema:

Teorema 40 (Teorema de Arnold-Moser para sistemas com um graude liberdade) Considere

o Hamiltoniano (6.27), onde a6= 0 e pelo menos umβi é não nulo, então a origem é uma solução

de equilíbrio é estável.

Demonstração. Suponhamos sem perda de generalidade queβ2 6= 0 e faça o re-escalamento

J = ε−2r eϕ = ϕ a qual é uma mudança de coordenadasε−2-simplética, assim o novo Hamiltoniano

que continuaremos denotando porH é dado por:

H =
a
b

J+ ε2β2J2 +O(ε3), (6.30)

cujas equações de movimento devem satisfazer

J̇ = O(ε3)

ϕ̇ = −a
b −2ε2β2J+O(ε3).

(6.31)

Integrando entret = 0 e t = 2π, e denotando porJ, ϕ os valores iniciais e porJ1 e ϕ1 os valores

finais, obtemos a aplicação

J1 = J+O(ε3)

ϕ1 = ϕ− 2πa
b −4πβ2ε2J+O(ε3),

(6.32)

ondeO(ε3) é uma função 2π-periódica emϕ. De acordo com o corolário 3 do capítulo 1, esta

aplicação (6.32) preserva área em virtude do caráter Hamiltoniano das equações diferenciais em

(6.31). Portanto, pelo Teorema da Curva Invariante (teorema13) existe, paraε pequeno, curvas

invariantesJ = J(ϕ) = J(ϕ+2π), próximas aos círculo, isto é, comJ′(ϕ) ∼ 0. Desde quer = ε2J,

a correspondente curvar = r(ϕ) pode ser tomada interior numa vizinhança suficientemente pequena

da origem (tomandoε suficientemente pequeno). No espaço 3-dimensional(r,ϕ, t), identificando

as seçõest = 0 e t = 2π obtemos um toro formado por curvas soluções que começam sobre a

curva fechadar = r(ϕ). Pela unicidade das soluções, qualquer solução(r(t),ϕ(t)) que começa

num ponto interior da região limitada pela curvar = r(ϕ) não pode cruzar o toro e portanto,r(t)

permanece pequena. Portanto,r(t) permanecerá pequena para todot. Desde que as soluções estão

no interior de um conjunto compacto elas estão definidas paratodo tempo. Isto prova a estabilidade

do equilíbrio.
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6.3.3 Aplicação do Teorema de Arnold-Moser ao estudo da estabilidade no

caso não ressonante

Suponha que os expoentes característicos da parte linear dosistema (6.4) não apresentam re-

lações de ressonância até ordem 2n, isto é,kω não é um inteiro parak= 1, . . . ,2n. Nestas condições,

de acordo a subseção 3.4.3, existe uma mudança de coordenadas simpléticas tal que o Hamiltoniano

(6.4) escrito nas novas coordenadas assume a forma:

H(q, p, t) = ωr +c2r2 . . .+cnrn +H+(q, p, t), (6.33)

onde 2r = q2 + p2 e H+ é analítica com respeito aq, p com ordem não inferior a 2n+ 1 e 2π-

periódica emt.

No caso em que existe uma constanteck 6= 0 para algum 2≤ k ≤ n, pelo teorema de Arnold-

Moser 40, segue que a origem é uma posição de equilíbrio estável.

6.3.4 Aplicação do Teorema de Cabral-Meyer ao estudo da estabilidade no

caso ressonante

Vamos, agora, estudar a estabilidade do equilíbrio no caso em quekω é inteiro para algum

2 ≤ k ≤ 2n. Neste caso, em geral, não é possível escrever o Hamiltoniano (6.4) na forma (6.33)

mas, muitas vezes, é possível escrever na forma (6.5) e, portanto, podemos aplicar o Teorema de

Cabral-Meyer 39.

Inicialmente, como os multiplicadores característicos dosistema linearizadoe2πωit e e−2πωit

têm módulo unitário e são distintos, pelo teorema 29, segue que a origem é um equilíbrio lin-

earmente é estável. Independente 2ω ser ou não ser inteiro, para saber sobre a estabilidade do

equilíbrio precisamos de mais algumas informações do tipo:3ω é inteiro? e 4ω?, pois, neste caso,

precisamos normalizar mais termos da função Hamiltoniana para aplicar um dos teoremas vistos

acima (Teorema de Arnold-Moser e Teorema de Cabral-Meyer).

Para o caso em que 3ω é inteiro (isto inclui o caso em queω é inteiro), de acordo com o

que foi visto na subseção 3.4.1, aplicando uma transformação de Birkhoff, é possível escrever o
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Hamiltoniano (6.4) na forma

H(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2)+3u30(q
3−3qp2)+2v30(p3−3pq2)+H+(q, p, t), (6.34)

onde

u30 = x30cos(mt)−y30sen(mt), v30 = x30sen(mt)+y30cos(mt),

x30 =
1
2π

2π

0
(u′30cos(mt)+v′30sen(mt))dt,

y30 =
1
2π

2π

0
(v′30cos(mt)−u′30sen(mt))dt,

3ω = me a funçãoH+ é 2π-periódica emt eH+ = O((|q|+ |p|)4).

No caso em quex2
30+ y2

30 6= 0, fazendo a mudança de coordenadas simplética definida no ex-

emplo 8 da seção 1.2.2, temos que o Hamiltoniano assume a forma:

H(r,φ, t) = 4
√

2(x2
30+y2

30)r
3/2sen(3φ)+O(r2). (6.35)

DefinindoΨ(φ) = 4
√

x2
30+y2

30sen(3φ), comoΨ tem zero simples, pelo Teorema de Cabral-

Meyer 39, segue que a origem é uma solução de equilíbrio instável, com isso, temos demonstrado

o seguinte teorema:

Teorema 41 Se x230+y2
30 6= 0 então a origem é um equilíbrio instável para o sistema Hamiltoniano

associado a (6.4).

No caso em quex2
30+y2

30 = 0, temos queu30 = v30 = 0 e, portanto,H3(q, p, t) = 0. Logo, temos

que normalizar mais termos para saber sobre a estabilidade do equilíbrio, para isto precisamos saber

se 4ω é inteiro ou não.

Se o número 3ω não é inteiro e 4ω = m∈ ZZ, de acordo com o que foi discutido na sub-

seção 3.4.2, a forma normal da função Hamiltoniana até temosde quarta ordem é:

H(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2)+
u22

4
(q2 + p2)2 +u40(q

4−6q2p2 + p4)−4v40qp(q2− p2)+H+(q, p, t),

(6.36)

onde

u40 = x40cos(mt)−y40sin(mt), v40 = x30cos(mt)+y40sin(mt),
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x40 =
1
2π

2π

0
(u′40cos(mt)+v′40sin(mt))dt,

y40 =
1
2π

2π

0
(v′40cos(mt)−u′40sin(mt))dt,

u22 =
1
4π

2π

0
u′22dt,

e a funçãoH+ é 2π-periódica emt eH+ = O((|q|+ |p|)5).

No caso em quex2
40+y2

40 = 0, temos queu40 = v40 = 0 e, portanto, a função Hamiltoniana se

escreve na forma

H(q, p, t) =
ω
2

(q2 + p2)+
u22

4
(q2 + p2)2 +H+(q, p, t). (6.37)

Seu22 6= 0, pelo teorema de Arnold-Moser 40, segue que a origem é uma posição de equilíbrio

estável. No caso em queu22 = 0 temos queH4 = 0 e, portanto, temos que normalizar mais termos

para concluir sobre a estabilidade do equilíbrio.

Sex2
40+ y2

40 6= 0, por meio de fórmulas análogas às definidas no exemplo 8 da seção 1.2.2, o

Hamiltoniano pode ser posto na forma:

H(r,φ, t) = [c2 +b2cos(φ)]r2 +H+(r,φ, t), (6.38)

ondeb2 = 4
√

x2
40+y2

40 e a funçãoH+ = O(r5/2) é periódica relativamente aφ e t, com período 2π

e 8π, respectivamente.

Definindo a funçãoΨ(φ) = c2+b2cos(φ), pelo teorema de Cabral-Meyer 39, temos que origem

é uma solução de equilíbrio estável se|c2| > b2 e instável se|c2| ≤ b2. Temos assim demonstrado

o seguinte teorema:

Teorema 42 No caso em que x2
40+y2

40 6= 0, o equilíbrio é estável se|c2|> b2 e instável se|c2| ≤ b2.

Se x240+y2
40 = 0 e u22 6= 0, temos a estabilidade do equilíbrio.

Vamos agora obter o resultado de estabilidade sob ressonância de ordem arbitrária.

Se kω não é inteiro parak = 1, . . . ,2n, aplicando uma transformação de Birkhoff, podemos

escrever o Hamiltoniano (6.4) na forma (6.33). Vimos que, quando um dos coeficientesc1, . . . ,cn
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do Hamiltoniano (6.33) é não nulo, então o equilíbrio é estável. No caso em que todos são nulos,

o Teorema de Arnold-Moser 39 não pode ser aplicado e, precisamos normalizar mais termos no

Hamiltoniano para obter informações sobre estabilidade.

Se o número(2n+1)ω é inteiro, verifica-se que a função Hamiltoniana (6.4) pode ser levada à

forma:

H(r,φ, t) = arn+1/2cos(2n+1)φ+O(rn+1). (6.39)

DefinaΨ(φ) = acos(2n+1)φ. Sea 6= 0, comoΨ tem zero simples, pelo Teorema de Cabral-

Meyer 39, segue que a origem é uma solução de equilíbrio instável.

Assuma, agora, quea = 0 ou o númerokω não é inteiro parak = 1, . . . ,2n+1, mas(2n+2)ω

seja inteiro. Neste caso, o Hamiltoniano pode ser posto na forma:

H(r,φ, t) = rn+1[c+bcos(2n+2)φ]+O(rn+3/2), (6.40)

onde b e c são constantes.

DefinindoΨ(φ) = c+bcos(2n+2)φ, pelo teorema de Cabral-Meyer 39, segue que:

(i) se|b| < |c|, a origem é uma solução de equilíbrio estável;

(ii) se |b| ≥ |c|, a origem é uma solução de equilíbrio estável.

Com estas considerações temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 43 Se a6= 0 temos a instabilidade da solução nula. No caso em que a= 0, se|b| ≥ |c|, a

origem é instável e, se|b| < |c| estável.

6.4 Sistemas com dois graus de liberdade

Suponha, agora, que a função Hamiltoniana periódicaH dada em (6.1) tenha dois graus de

liberdade, ou seja,H é da forma:

H(q1,q2, p1, p2, t) =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)+

ω2

2
(q2

2 + p2
2)+H3 +H4 . . . , (6.41)
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ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk nas variáveis reaisq1,q2, p1, p2 e 2π-periódico emt.

Nesta seção, estudaremos a estabilidade da solução de equilíbrio nula no caso em que os expoentes

característicos apresentam uma única relação de ressonância de terceira ou quarta ordem.

6.4.1 Estabilidade sob única ressonância de terceira ordem

Suponha queω1i e ω2i não apresentam relações de ressonância até segunda ordem e que apre-

senta uma única relação de ressonância de terceira ordem. Analisaremos os casos:

(1) 3ω1 = m;

(2) 3ω2 = m;

(3) ω1 +2ω2 = m;

(4) 2ω1 +ω2 = m.

Nestes casos, de acordo com a subseção 3.5.1, a forma normal do Hamiltoniano (6.41) tem

parte cúbica dada, em cada um dos casos acima, por:

(1) H3 = 2u3000(q3
1−3q1p2

1)+2v3000(p3
1−3p1q2

1);

(2) H3 = 2u0300(q3
2−3q2p2

2)+2v0300(p3
2−3p2q2

2);

(3) H3 = 2u1200[q1(q2
2− p2

2)−2q2p1p2]−2v1200[p1(q2
2− p2

2)+2q1q2p2];

(4) H3 = 2u2100[q2(q2
1− p2

1)−2q2p1p1]−2v2100[p2(q2
1− p2

1)+2q2q1p1].

Nas fórmulas acima usamos as seguintes notações:

uk1k2l1l2 = xk1k2l1l2cos(mt)+yk1k2l1l2sen(mt),

vk1k2l1l2 = −xk1k2l1l2sen(mt)+yk1k2l1l2cos(mt),

xk1k2l1l2 =
1
2π

2π

0
(u′k1k2l1l2cos(mt)+v′k1k2l1l2sen(mt))dt,

yk1k2l1l2 =
1
2π

2π

0
(v′k1k2l1l2cos(mt)−u′k1k2l1l2sen(mt))dt,

3λ = m.

Para cada um dos caso temos a seguinte afirmação:

Teorema 44 Nos casos acima, se x2
k1k2l1l2

+y2
k1k2l1l2

6= 0então a origem é uma posição de equilíbrio

instável do sistema Hamiltoniano associado a H.
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Demonstração. Vamos, inicialmente, ver a demonstração para o caso (1). O caso (2), segue de

forma análoga ao (1).

Como, por hipótese,x2
3000+ y2

3000 6= 0, após a mudança simplética (dependente do tempo) de

coordenadas

q j =
√

2r jsen(φ j −ω jt +θ), p j =
√

2r jcos(φ j −ω jt +θ), (6.42)

onde

sen(3θ) =
x3000√

x2
3000+y2

3000

, cos(3θ) =
y3000√

x2
3000+y2

3000

, (6.43)

o Hamiltoniano assume a forma:

H(r1, r2,φ1,φ2, t) = −4
√

2(x2
0030+y2

0030)r
3/2
1 sen(3φ1)+O((r1 + r2)

2). (6.44)

Para provar a instabilidade usaremos o Teorema de Chetaev 36.SejaV a funçãoV = V1V2 na

forma:

V1 = rα
1 − r2

2, V2 = r3/2
1 cos(6φ1) (α > 2). (6.45)

Para a regiãoV > 0 tomamosV1 > 0 e −π
12 < φ1 < π

12. Observe que na fronteira desta regiãoV1 ou

V2 se anula e dentro, vale a igualdade

r2 = βrα/2
1 , 0 < β < 1, (6.46)

sendoβ2 =
r2
2

rα
1
. O parâmetroα será escolhido de modo que a derivada deV ao longo das soluções

do sistema Hamiltoniano associado aH seja definido positiva na regiãoV > 0. Para 2< α < 3,

temos que
dV
dt = 6

√
2(x2

0030+y2
0030)r

α+2
1 [(2αcos(3φ1)+ f1)cos(6φ1)+

3(1−β2)(cos(3φ1 +sen(3φ1)sen(6φ1)+ f2)],

(6.47)

onde as funçõesf1 e f2 tendem a zero quandor1 tende a zero. Na regiãoV > 0, ocorre a desigual-

dade

cos(3φ1) >

√
2

2
, cos(3φ1)+sen(3φ1)sen(6φ1) ≥ 1. (6.48)

Portanto, de (6.46) e (6.47) e pela proposição 4, segue que naregiãoV > 0, numa região sufi-

cientemente próxima da origem, a funçãodV
dt é definida positiva e, de acordo com o Teorema de

Chetaev 36, temos que o equilíbrio é instável.
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No caso (3), após a mudança de coordenadas (6.42), onde, agora,

sen(3θ) =
y0012√

x2
0012+y2

0012

, cos(3θ) =
x0012√

x2
0012+y2

0012

, (6.49)

obtemos

H(r1, r2,φ1,φ2, t) = −4
√

2(x2
0012+y2

0012)r2r1/2
1 sen(φ1 +2φ2)+O((r1 + r2)

2). (6.50)

A instabilidade é demonstrada com a ajuda da função de ChetaevV = V1V2, onde

V1 = rα
2 − (r2−2r1)

2, V2 = r2r1/2
1 cos2(φ1 +2φ2) (2 < α < 3). (6.51)

A demonstração da instabilidade no caso (4) é análoga ao caso(3).

Observação:Sex2
k1k2l1l2

+y2
k1k2l1l2

= 0, temos queH3 = 0 e, portanto, precisamos normalizar mais

termos dos HamiltonianoH para conhecer a estabilidade do equilíbrio.

6.4.2 Estabilidade sob única ressonância de quarta ordem

Suponhamos, agora, que os expoentes característicosω1i e ω2i não apresentam apresentam

relações de ressonância até terceira ordem (ouH3 = 0) e que apresentam uma única relação de

ressonância de quarta ordem, para qual temos as seguintes possibilidades:

(1) 4ω1 = m;

(2) 4ω2 = m;

(3) 2(ω1 +ω2) = m;

(4) ω1 +3ω2 = m;

(5) 3ω1 +ω2 = m.

Vamos estudar a estabilidade da origem em cada um destes casos. De acordo com a seção 3.5.2,

temos que a forma normal do HamiltonianoH, dado em (6.41), tem a forma:

H(r1, r2,φ1,φ2, t) = ω1r1 +ω2r2 +c20r
2
1 +c11r1r2 +c02r

2
2 +H ′

4 + . . . (6.52)
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onde, em cada um dos casos acima,H ′
4 é dado respectivamente por:

(1) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

0004+y2
0004sen(4φ1)r2

1;

(2) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

0004+y2
0004sen(4φ2)r2

2;

(3) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

2200+y2
2200sen2(φ1 +φ2);

(4) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

1300+y2
1300sen(φ1 +3φ2);

(5) H ′
4(r1, r2,φ1,φ2, t) =

√
x2

3100+y2
3100sen(3φ1 +φ2),

desde quex2
k1k2l1l2

+ y2
k1k2l1l2

6= 0. No caso em quex2
k1k2l1l2

+ y2
k1k2l1l2

= 0 ou ω1i, . . . ,ωni não ap-

resentam relações de ressonância de quarta ordem, temos queH ′
4 = 0. Neste caso, não temos

critérios para conhecer a estabilidade do equilíbrio.

Introduzindo as seguintes notações:

A1 =
√

x2
0040+y2

0040, B1 = c20,

A2 =
√

x2
0004+y2

0004, B2 = c02,

A3 =
√

x2
2200+y2

2200, B3 = c20+c11+c02,

A4 = 3
√

3(x2
1300+y2

1300), B4 = c20+3c11+c02,

A5 = 3
√

3(x2
3100+y2

3100), B5 = 9c20+3c11+c02,

(6.53)

temos o seguinte teorema:

Teorema 45 Se Aj > |B j |, então a posição de equilíbrio é instável.

Demonstração. Inicialmente, demonstraremos o caso (1). Para isto, considere a função de

Chetaev na formaV = V1V2, onde

V1 = rα
1 − r2

2, V2 = r2
1cos(4aφ1), (6.54)

sendo 2< α < 3 ea = 1+ ε, 0 < ε ≪ 1. Para a regiãoV > 0, tomemos a regiãoV1 > 0 e −φ
8a <

φ1 < π
8a. Na fronteira desta regiãoV1 ouV2 se anula e no interior

r2 = βrα/2
1 , (0 < β < 1). (6.55)
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A derivada deV ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano associado aH é da forma:

dV
dt = 4r1α+3{(αA1cos(4φ1))cos(4aφ1)+2(1−β2)[A1cos(4εφ1)−

B1sen(4aφ1)+ εsen(40φ1)(A1sen(4φ1)−B1)]},
(6.56)

onde as funçõesg1 eg2 são tão pequenas quanto se deseje quandor1 tende a zero.

De (6.56) e pela proposição 4, paraA1 > |B1| e, tomandoε suficientemente pequena, a função

dV
dt é definida positiva na regiãoV > 0, numa vizinhança da origem e, pelo Teorema de Chetaev 36,

temos que o equilíbrio é instável.

No caso (3), a instabilidade é provada com a ajuda da função deChetaevV = V1V2, onde

V1 = rα
2 − (r1− r2)

2, V2 = r1r2cos2a(φ1 +φ2), (6.57)

onde 2< α < 3 ea = 1+ ε, 0< ε ≪ 1.

No caso (4), A funçãoV pode ser tomada na formaV = V1V2, onde

V1 = rα
2 − (r2−3r1)

2, V2 = r1r3/2
2 cos2a(φ1 +3φ2), (6.58)

onde 2< α < 3 ea = 1+ ε, 0< ε ≪ 1.

A demonstração no caso (2) é análogo ao (1) e, o caso (5) ao (4).

6.5 Resultados para sistemas comn graus de liberdade

Assumiremos, nesta seção, que o HamiltonianoH definido em (6.1) tenhan graus de liberdade.

Estudaremos a estabilidade da solução de equilíbrio nula nocaso em que os expoentes característi-

cosλ1, . . . ,λn apresentam uma única relação de ressonância de terceira ou quarta ordem.

Inicialmente, suponha que os expoentes característicos apresentam uma única relação de ressonân-

cia de terceira ordem de uma das formas:

(1) 3ω1 = m∈ ZZ;
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(2) 2ω1 +ω2 = m∈ ZZ;

(3) ω1 +ω2 +ω3 = m∈ ZZ.

Nestes casos, a forma normal de Gustavson deH até os termos de terceira ordem, tem a forma

H =
1
2

n

∑
j=1

ω j(q
2
l + p2

j )+H+
3 +H4 + . . . , (6.59)

ondeH+
3 , nos casos (1)-(3) é dado, respectivamente, por:

(1) H3 = 2us(q3
1−3q1p2

1)−2vs(p3
1−3p1q2

1);

(2) H3 = 2us[q2(q2
1− p2

1)−2q1q1p2]−2vs[p2(q2
1− p2

1)+2q1p1p2];

(3) H3 = 2us[q3(q1q2− p1p2)− p3(q1p2 +q1q2)]−2vs[p3(q1q2− p1p2)+q3(q1p2 +q1q2)],

sendo

us = xscos(mt)+yssen(mt),

vs = −xssen(mt)+yscos(mt),

xs =
1
2π

2π

0
(u′scos(mt)−v′ssen(mt))dt,

ys =
1
2π

2π

0
(v′scos(mt)+u′ssen(mt))dt,

3λ = m.

Para estes casos, temos o seguinte teorema:

Teorema 46 Se x2s +y2
s 6= 0, então o equilíbrio é instável.

Demonstração. Inicialmente, façamos a mudança de coordenadas simplética,

q j =, p j =, j = 1, . . . ,n. (6.60)

Com isso, o novo Hamiltoniano nos casos (1)-(3), tem a forma:

(1) H = A1r3/2
1 sen(3φ1)+H4 +H5 + . . ., ondeA1 = f azer;

(2) H = A2r1r1/2
2 sen(2φ1 +φ2)+H4 +H5 + . . ., ondeA2 = f azer;

(3) H = A3r1/2
1 r1/2

2 r1/2
3 sen(φ1 +φ2 +φ3)+H4 +H5 + . . ., ondeA3 = f azer.

Para provar a instabilidade usaremos o Teorema de Chetaev 36.SejaV a funçãoV = V1V2...Vn

onde, nos casos (1)-(3)
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(1) V1 = r3/2
1 cos(6φ1) eVj = r1− r j , j = 2, . . . ,n;

(2) V1 = r1r1/2
2 Vj = r1− r j , j = 2, . . . ,n;

(3) V1 = r1r2r3cos2(φ1 +φ3 +φ4) eVj = r1− r j , j = 2, . . . ,n.

Para a regiãoV > 0 tomamosVj > 0, j = 1, . . . ,n. Observe que na fronteira desta regiãoV se

anula e dentro, vale a igualdade

r j = β j r
α/2
1 , 0 < β < 1, (6.61)

sendo 0< β j =
r j
r1

< 1. A derivada deV ao longo das equações do movimento, nos casos (1)-(3),

valem:

(1) V̇ = 3
2A1rn+1

1 g1(φ1)+O(rn+3/2
1 ),

onde

g1(φ1) = 3[cos(3φ1)+sen(3φ1)sen(9φ1)]+2γcos(3φ1)cos(6φ1),

sendoγ = ∑n
i=2 ∏n

j 6=i, j=1(1−β j);

(2) V̇ = Fazer

(3)V̇ = A3rn+5/2
1 g3(φ1+φ2+φ3)+O(rn+3

1 ), ondeg3(φ1+φ2+φ3)= δ1cos(φ1+φ2+φ3)+δ2cos(φ1+

φ2 +φ3)cos2(φ1 +φ2 +φ3), sendoδ1 = e δ2 =.

Na regiãoV > 0, ocorre a desigualdade

cos(3φ1) >

√
2

2
, cos(3φ1)+sen(3φ1)sen(6φ1) ≥ 1. (6.62)

Portanto, pela proposição 4, segue que na regiãoV > 0, numa região suficientemente próxima da

origem, a funçãodV
dt é definida positiva e, de acordo com o Teorema de Chetaev 36, temos que o

equilíbrio é instável.

Sex2
s +y2

s = 0, temos queus = vs = 0 e, portanto, a parte cúbica da forma normal de Gustavson

deH é nula, a resposta à estabilidade está nos termos de ordem superior a três. Vamos agora estudar

a estabilidade neste caso, assumindo que os expoentes característicos apresentam uma única relação

de ressonância de quarta ordem.

De forma análoga a normalização dos termos de quarta ordem doHamiltoniano com dois graus

de liberdade da subseção 3.5.2, sob a presença da única relação de ressonância de quarta ordem,
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dadas nos casos (3) e (4) acima, o sistema Hamiltoniano comn graus de liberdadeH, escrito num

sistema de coordenadas conveniente assume a forma:

H = ω1r1 + . . .+ωnrn + ∑
j1+...+ jn=2

c j1... jnr
j1
j1

. . . r jn
jn +H ′

4 + . . . (6.63)

ondeH ′
4 = H ′

4(r1, . . . , rn,φ1, . . . ,φn, t) é dado nos casos (3) e (4) respectivamente por:

(3) H ′
4 =

√
x2

s +y2
ssen(4φ j)r2

j ;

(4) H ′
4 =

√
x2

s +y2
ssen2(φ j1 +φ j2),

desde quex2
s + y2

s 6= 0. No caso em quex2
s + y2

s = 0 ou ω1i, . . . ,ωni não apresentam relações de

ressonância de quarta ordem, temos queH ′
4 = 0.

Introduzindo as seguintes notações:

A3 =
√

x2
s +y2

s, B3 = ck,

A4 =
√

x2
s +y2

s, B4 = ∑
j1+...+ jn=2

c j1... jn,
(6.64)

sendok a n-upla de números inteiros tal que aj-ésima componente fale dois e as demais zero. De

forma idêntica a demonstração do Teorema 45, temos a validade do seguinte teorema:

Teorema 47 Se Aj > |B j |, então a posição de equilíbrio é instável.



Capítulo 7

Estabilidade de equilíbrios para sistemas

Hamiltonianos autônomos

Neste capítulo, forneceremos alguns resultados sobre estabilidade de equilíbrios para sistemas

Hamiltonianos autônomos. Para os sistemas com dois graus deliberdade, apresentaremos dois

teoremas muito importantes, são eles: o Teorema de Arnold-Moser ([2] e [3]) e o Teorema de

Cabral-Meyer [6], os quais aplicaremos ao estudo da estabilidade do equilíbrio de alguns sistemas

Hamiltonianos particulares.

7.1 Introdução

Considere o Hamiltoniano autônomo comn graus de liberdade

H(q,p) = H2(q,p)+H3(q,p) . . . , (7.1)

ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk. Suponha que a origem é uma solução de equilíbrio

do sistema associado aH. Se pelo menos um dos autovaloresλ1, . . . ,λn do sistema linearizado

associado aH tem parte real não nula, pelo teorema 30, temos que a origem é instável no sentido

de Liapunov. Seλ1, . . . ,λn, são imaginários puros e distintos, digamos,λ j = ω j i 6= 0, de acordo
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com o corolário 5, existe uma mudança de coordenadas simpléticas tal queH2 escrito nas novas

coordenadas (por simplicidade usaremos a mesma notação) assume a forma:

H2(q,p) =
1
2

n

∑
j=1

ω j(q
2
j + p2

j ). (7.2)

Seω1, . . . ,ωn têm o mesmo sinal,H2 é definida positiva e, como conseqüência do corolário 10,

temos que a origem é um equilíbrio estável. Para sistemas Hamiltonianos com um grau de liber-

dade, temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 48 Suponha que o Hamiltoniano (7.1) tenha um grau de liberdade esejaλ 6= 0 o auto-

valor da matriz do sistema linearizado associado. Então, a origem é um equilíbrio estável se, e

somente se,λ for imaginário puro.

Para sistemas Hamiltonianos onde o número de graus de liberdade maior que um, só falta

estudar o caso em que a parte real dos autovalores são todas nulas. O estudo destes casos ainda não

está completo, no entanto, para sistemas Hamiltonianos comdois graus de liberdade, nos últimos

anos, devido a grandes Matemáticos como Arnold, Cabral, Markeev, Meyer, Moser, Sokol’skii

entre outros, tem-se tido um progresso significativo, o qualmostraremos a continuação.

7.2 O Teorema de Arnold-Moser para sistemas Hamiltonianos

autônomos com dois graus de liberdade

O Teorema da Curva Invariante 13 pode ser usado para estabelecer resultados sobre estabili-

dade de pontos de equilíbrio. Em particular, temos o Teoremade Arnold-Moser e o Teorema de

Cabral-Meyer. Nesta seção, veremos o primeiro teorema e na próxima seção, o segundo.

Considere um sistema Hamiltoniano autônomo com dois graus deliberdade e Hamiltoniano

H. Suponha queH está normalizado e que nas coordenadas simpléticasq1,q2, p1, p2, H assume a

forma:

H = H2 +H4 + ...+H2N +H∗, (7.3)
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onde

(i) H é uma função real analítica numa vizinhança da origem de IR4;

(ii) H2k, 1≤ k≤ N, é um polinômio homogêneo de grauk emr1, r2, onder j =
q2

j +p2
j

2 , j=1,2.

(iii) H∗ tem uma expansão em série que começa com termos de grau ao menos 2N+1;

(iv) H2 = ω1r1−ω2r2 ondeωi são números reais não nulos.

Existem algumas informações implícitas sobre a forma deH, são elas:

(1) Se considerar-mos o Hamiltoniano truncadoH = H2, ou seja, o sistema linearizado, então

verifica-se que o problema corresponde ao movimento de dois osciladores harmônicos desacopla-

dos com freqüênciasω1 e ω2.

(2) Seω1 e ω2 possuem sinais iguais então, de acordo com a introdução, temos a estabilidade

do equilíbrio.

(3) H2k, 1≤ k ≤ N, depende unicamente der1 e r2, assim,H está na forma normal de Birkhoff

até os termos de grau 2N. Isso, de acordo com a demonstração do teorema 15, requer queω1 e ω2

não apresentem relações de ressonâncias até ordem 2N.

Teorema 49 (Teorema de Arnold-Moser para sistemas com dois graus de liberdade) Assumindo

as hipótese acima sobre o Hamiltoniano, se para algum k,1≤ k ≤ N, D2k = H2k(ω2,ω1) 6= 0, ou

equivalentemente, H2 não divide H2k, então a origem é um equilíbrio estável no sentido de Lia-

punov para o sistema Hamiltoniano associado a (7.3).

Demonstração. Assuma queD2 = ... = D2N−2 = 0, masD2N 6= 0. Assim, deve existir um

polinômio homogêneo de grau 2k− 2 tal queH2k = H2F2k−2. O Hamiltoniano (7.3) assume a

forma:

H = H2(1+F2 + ...+F2N−2)+H2N +H∗. (7.4)

Usando as variáveis simpléticas ação-ângulor i =
q2

i +p2
i

2 , φi = arctan( qi
pi

), e re-escalando as

novas variáveis porIi = ε2Ji e φi = φi , ondeε é um parâmetro pequeno. Esta mudança de variáveis
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é ε−2-simplética; assim, o novo Hamiltoniano (por simplicidadeusaremos a mesma notação) é

dado por:

H = H2F + ε2N−2H2N +O(ε2N+1), (7.5)

ondeF = 1+ ε2F2 + ...+ ε2N−4F2N−4 + ε2N−2F2N−2.

Fixe uma vizinhança da origem, digamos| Ji |≤ 4, e chamemos ela deW. De agora em di-

ante nos restringiremos em nossa análise às condições iniciais emW. Sejah ∈ [−1,1] um novo

parâmetro. Desde queF = 1+O(ε2), tem-se

H − ε2N−1h = KF, (7.6)

ondeK = H2 + ε2N−2H2N−2 + O(ε2N−1). ComoF = 1+ O(ε2), segue queF > 0 paraε sufi-

cientemente pequeno, assim, o nível de energiaH = ε2N−1h é o mesmo nível deK = 0. Seja

z = (J1,J2,φ1,φ2), e considere o sistema Hamiltoniano

ż = J∇H = (J∇K)F +K(J∇F). (7.7)

Sobre o nívelK = 0, as equações do movimento assume a forma:

ż = J∇H = (J∇K)F. (7.8)

Paraε suficientemente pequeno eF positiva, podemos re-parametrizar o tempo pordτ = Fdt e as

equações acima se torna:

z′ = J∇K, (7.9)

onde′ = d
dτ .

Assim, temos mostrado que na vizinhançaW, paraε pequeno, o fluxo definido porH sobre o

conjunto de nível ondeH = ε2N−1h é uma re-parametrização do fluxo definido porK sobre o nível

K = 0. Logo, é suficiente considerar o fluxo definido porK sobre o conjuntoK = 0. Para este fim,

as equações do movimento definido porK são

J′i = O(ε2N−1)

φ′1 = −ω1− ε2N−2∂H2N
∂J1

+O(ε2N−1)

φ′2 = ω2− ε2N−2∂H2N
∂J2

+O(ε2N−1),

(7.10)
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onde consideraremos as seguintes condições iniciaisJi(0) = Ji e φi(0) = φ0. Destas equações a

aplicação de Poincaré (para maiores detalhes sobre a aplicação de Poincaré, o leitor pode consultar

Meyer [25]) será calculada sobre a seçãoφ2=0 mod 2π no conjunto de nívelK = 0 e, o Teorema da

Curva Invariante 13 será aplicado.

Da primeira equação temosJi(τ) = Ji +O(ε2N−1). Por outro lado, levando em conta que

H2N = H2N(J1,J2) = ∑
k1+k2=2N

ak1,k2J
k1
1 Jk2

2 , (7.11)

então
∂H2N

∂J2
= ∑

k1+k2=2N

k2ak1,k2J
k1
1 Jk2−1

2 , (7.12)

analogamente tem-se a fórmula para∂H2N
∂J1

. Substituindo na fórmula (7.11) os valores deJi(τ),

obtemos

∂H2N

∂J2
(τ) = ∑

k1+k2=2N

k2ak1,k2J
k1
1 Jk2−1

2 +O(ε2N−1) =
∂H2N

∂J2
(0)+O(ε2N−1), (7.13)

e, de forma análoga conseguimos

∂H2N

∂J1
(τ) =

∂H2N

∂J1
(0)+O(ε2N−1) (7.14)

Da última equação em (7.10) calculamos o tempoT necessário paraφ2 crescer em 2π, e ele é

dado por

T =
2π
ω2

(
1+

ε2N−2

ω2

∂H2N

∂J2
)+O(ε2N−1)

)
. (7.15)

Integrando agora a segunda equação em (7.10) entreτ = 0eτ = T e denotando porφ∗ = φ1(T)

temos

φ∗ = φ1 +

(
−ω1− ε2N−2∂H2N

∂J1

)
T +O(ε2N−1), (7.16)

De (7.15) e (7.16), obtemos

φ∗ = φ1−
2πω1

ω2
− 2πε2N−2

ω2
2

(
ω2

∂H2N

∂J1
+ω1

∂H2N

∂J2

)
+O(ε2N−1), (7.17)

as derivadas parciais que aparecem na fórmula acima são avaliadas em(J1,J2). Da relação

K = H2 +O(ε2N−2) = ω1J1−ω2J2 +O(ε2N−2) = 0 (7.18)
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temos que

J2 =
ω1

ω2
J1 +O(ε2N−2). (7.19)

Substituindo este valor deJ2 na última expressão eφ∗ e usando a identidade de Euler para funções

homogêneas obtemos

φ∗ = φ1 +α+ ε2N−2βJN−1
1 +O(ε2N−1), (7.20)

ondeα = −2πω1
ω2

e β = −2π N
ωN+1

2
H2N(ω2,ω1). Pela hipóteseD2N = H2N(ω2,ω1) 6= 0 temos que

β 6= 0. Junto com a equação (7.19), a equação

J1 → J1 +O(ε2N−1) (7.21)

define uma aplicação que preserva área de uma região anular, digamos1
2 ≤ J1 ≤ 3 paraε suficiente-

mente pequeno. Pelo Teorema da Curva Invariante 13, paraε suficientemente pequeno, 0≤ ε ≤ ε0,

existe uma curva invariante para esta aplicação dada porJ1 = ρ(φ1,ε), onde1
2 ≤ ρ(φ1,ε) ≤ 3, para

todoφ1, além dissoρ é contínua e 2π-periódica emφ1. Para todoε, 0≤ ε ≤ ε0, todas as soluções

de (7.10) as quais começam emK = 0 com condição inicialJ1,J2 < 1
2 deve terJ1 < 3 para todoτ.

Isto é verdade parah∈ [−1,1] devido a uniformidade no erro estimado. Desde queK = 0 temos

queJ2 = ω1
ω2

J1+..., uma cota sobreJ1 implica uma cota sobreJ2. Assim, existem constantesc e k

tais que seJ1(τ) e J2(τ) satisfazem a equações (7.10), começando sobreK = 0, eJi(0) < 0, então

| Ji(τ) |≤ k para todoτ, h∈ [−1,1] e 0≤ ε ≤ ε0.

Voltando as coordenadas originais,(r1, r2,φ1,φ2) e ao Hamiltoniano originalH, isto significa

que para 0≤ ε ≤ ε0, todas as soluções do sistema (7.3) as quais começam sobreH = ε2N−1h e

satisfaz| r i(0) |≤ ε2c deve satisfazer| r i(t) |≤ ε2k para todot, h∈ [−1,1],0≤ ε ≤ ε0. Desde queh

é arbitrário, os conjuntos onde| r i(t) |≤ ε2c (ou ε2k) e H = ε2N−1h representa uma vizinhança da

origem e ela pode ser escolhida arbitrariamente pequena, basta tomarε pequeno. Assim, a origem

é estável.



7. Estabilidade de equilíbrios para sistemas Hamiltonianos autônomos 166

7.3 O Teorema de Cabral-Meyer para sistemas Hamiltonianos

autônomos com dois graus de liberdade

Considere o sistema Hamiltoniano autônomo com dois graus de liberdadeH, o qual escrito

num sistema de coordenadas convenientes tem a forma:

H(r1, r2,φ1,φ2) = H2(r1, r2)+ ...+H2l−2(r1, r2)+Hm(r1, r2,aφ1 +bφ2)+H∗, (7.22)

onde

(i) H2 = ω1r1−ω2r2 ondeωi são números reais;

(ii) H2 j , 1≤ j ≤ N, é um polinômio homogêneo de grauj emr1, r2, onder j =
q2

j +p2
j

2 , j = 1,2;

(iii) Hm(r1, r2,aφ1 +bφ2) é um polinômio de graumem
√

r1,
√

r2;

(iv) H∗ só contém termos de ordem maior quemnas variáveis
√

r1,
√

r2;

(v) H é uma função real analítica nas variáveis
√

r1,
√

r2,φ1,φ2 e 2π-periódica emφ1 e φ2.

O fato deHm ser uma função do único ânguloaφ1+bφ2 é equivalente ao fato queHm é constante

ao longo das soluções do sistema Hamiltoniano linear associado aH2, isto é,Hm é constante ao

longo das soluções dėφ1 = −ω1, φ̇2 = −ω2, ṙ1 = 0, ṙ2 = 0.

Seja

ψ(φ) = Hm(ω2,ω1,aφ), (7.23)

ondeφ = φ1 + b
aφ2.

SejaD2 j = H2 j(ω2,ω1). Se, para algumj = 2, ..., l −1, temosD2 j 6= 0, então o Teorema de

Arnold-Moser 49 afirma a estabilidade da solução de equilíbrio qi = pi = 0. Portanto, assumiremos

queD2 j = 0, paraj = 2, ..., l −1 e, assim,Hm é o termo que decidirá a estabilidade ou instabilidade

do equilíbrio.

Teorema 50 (Teorema de Cabral-Meyer para sistemas com dois graus de liberdade) Se

ψ(φ) 6= 0 para todoφ, então a origem é um equilíbrio estável. Seψ tem uma raíz simples, isto é,

se existeφ∗ tal queψ(φ∗) = 0 e ψ′(φ∗) 6= 0, então a solução de equilíbrio é instável.
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Demonstração. Para a demonstração seguiremos as idéias utilizadas anteriormente para provar o

Teorema de Arnold-Moser 49. Desde queD2 j = 0, o polinômio homogêneoH2 j temH2 como um

fator, isto é,H2 j = H2F2 j−2, onde o segundo fato é um polinômio homogêneo de grauj −1 emr1,

r2. Temos

H = H2F +Hm(r1, r2,φ)+ . . . , (7.24)

comF = 1+F2 + . . .+F2l−4. Próximo da origem os valores deF2 j são pequeno e podemos tomar

o recíproco da funçãoF ,

F−1 = 1+ · · · , (7.25)

onde. . . representam os termos de grau ao menos 1 emr1, r2. Portanto,H̃ = F−1H pode ser escrita

como

H̃ = H2 +Hm(r1, r2,aφ1 +bφ2)+ . . . , (7.26)

onde. . . representam termos de grau ao menosm+1 em
√

r1,
√

r2.

ComoH = FH̃ as equações de movimento são da forma:

ż= J∇H = FJ∇H̃ + H̃∇F, (7.27)

ondez= (r1, r2,φ1,φ2) e J é a usual matriz 4×4 anti-simétrica da mecânica definida na primeira

seção do capítulo 1. Se fazemos a mudança na escala no tempo por dτ = Fdt e denotamos′ = /dτ

as equações de movimento sobre o conjuntoH = 0 (ouH̃ = 0) são:

z′ = J∇H̃. (7.28)

Assim, próximo do equilíbrio o fluxo definido por̃H sobreH̃ = 0 é uma re-parametrização do fluxo

definido porH sobreH = 0.

É suficiente provar a instabilidade sobre a superfícieH = 0 ou, equivalentemente, sobreH̃ = 0.

Resolvendo a equação

0 = H̃ = ω1r1−ω2r2 +Hm(r1, r2,aφ1 +bφ2)+ . . . , (7.29)

parar2, obtemos

r2 =
ω1

ω2
r1 +

1
ω2

Hm(r1,
ω1

ω2
r1,aφ1 +bφ2)+O(r

m+1
2

1 ) (7.30)
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ou, equivalentemente

r2 =
b
a

r1 +
1

ω
m+2

2
2

Hm(ω2,ω1,aφ1 +bφ2)r
m
2
1 +O(r

m+1
2

1 ). (7.31)

O lado direito destas equações são analíticas em
√

r1,φ1,φ2.

SejaH†(r1,φ1,φ2) menos o lado direito desta expressão parar2. Das equações de movimento

observamos queφ2 é uma função crescente deτ e assim podemos usar ela como uma variável inde-

pendente (tempo). Assim, a funçãoH† define um Hamiltoniano com grau de liberdade dependente

do tempo, 2π-periódico emφ1 e φ2.

Agora usaremos a mudança de coordenadas simplética

φ = φ1 +
b
a

φ2, r = r1 (7.32)

a qual é gerada pela função

S(r,φ1,φ2) = r

(
φ1 +

b
a

φ2

)
. (7.33)

Desde que a derivada deScom respeito ao tempoφ2 é

∂S
∂φ2

= r
b
a

=
b
a

r1, (7.34)

a nova função Hamiltoniana é dada por:

K(r,φ,φ2) = Ψ(φ)rn +O(rn+ 1
2), (7.35)

onden = m/2 e

Ψ(φ) = − 1

ωn+1
2

Hm(ω2,ω1,aφ). (7.36)

Note queK é 2π-periódica emφ e 2aπ-periódica emφ2. Por hipótese,Ψ(φ) tem um zero simples

e, portanto, pelo Teorema de Cabral-Meyer para sistemas com um grau de liberdade (teorema 39),

segue quer = 0 é um equilíbrio instável para o sistema Hamiltoniano definido porK. Conseqüen-

temente, o equilíbrioqi = pi = 0 é instável.

Se desejarmos provar a estabilidade do equilíbrio sobre o nível H = 0 poderíamos simplesmente

aplicar o teorema 39. A instabilidade do equilíbrio sobre o nível de energiaH = 0 implica na
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instabilidade sobre qualquer nível. Já para estabilidade isso não é verdade, com isso, vamos fazer

um pouco mais de esforço para obter o resultado da estabilidade.

Primeiro escalamos as variáveis açãor i = ε2Ji, ondeε é a pequena variável escala. Ela é uma

mudança de coordenadas simplética com multiplicadorε−2; assim, o HamiltonianoH torna-se (nas

variáveisJ1,J2,φ)

H = H2F + εm−2Hm+O(εm−1), (7.37)

onde agora,

F = 1+ ε2F2 + · · ·+ ε2l−4F2l−4. (7.38)

Fixando uma vizinhança limitada da origem, digamos,|Ji| ≤ 4 assim o termoO(εm−1) é uniforme

e, daqui em diante, restringiremos nossa atenção a esta vizinhança. Sejah um novo parâmetro no

intervalo[−1,1]. Desde queF = 1+ · · ·, temos

H − εm−1h = KF, (7.39)

onde

K = H2 + εmHm−2 +O(εm−1). (7.40)

Paraε suficientemente pequeno, a funçãoF é positiva na vizinhança sob consideração e assim o

conjunto de nívelH = εm−1h é o mesmo que o conjunto de nívelK = 0. Sejaz= (J1,J2,φ1,φ2) e

seja∇ o gradiente com respeito a estas variáveis. As equações de movimento são

ż= J∇H = F(J∇K)+K(J∇F). (7.41)

Sobre o conjunto de nívelK = 0, as equações tornam-se

ż= F(J∇K). (7.42)

Paraε pequeno, como foi observado anteriormente,F é positiva. Assim, a re-parametrizaçãodτ =

Fdt transforma estas equações em

z′ = J∇K(z), (7.43)

onde "prima"denota a derivada com respeito aτ.
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Temos assim demonstrado que na vizinhança considerada, e para ε pequeno, o fluxo definido

por H sobre cada nível de energiaH = εm−1h é uma re-parametrização do fluxo definido porK

sobre cada nívelK = 0. Agora, a estabilidade do equilíbrio sobre cada nível de energia

H = εm−1h (7.44)

garante que variando o parâmetroh, a estabilidade do equilíbrio. Assim, é suficiente provar a

estabilidade da origem para o sistema (7.43), sobre o conjunto e nívelK = 0.

Agora, de (7.40), temos que:

K = ω1J1−ω2J2 + εm−2Hm(J1,J2,aφ)+O(εm−1). (7.45)

Agora procederemos ao cálculo do Hamiltoniano no conjuntoK = 0 justamente como no caso de

instabilidade para obter (comn = m/2)

K(r,φ,φ2) = εm−2Ψ(φ)rn +O(εm−1). (7.46)

A diferença é queK é analítica para12 ≤ r ≤ 3 para todoε pequeno, e assim pelo Teorema da

Curva Invariante 13 existem toros invariantes os quais separam o toror = 1 do toror = 2 para

ε pequeno, digamos, 0≤ ε ≤ ε0. Para todo 0≤ ε ≤ ε0 toda solução a qual começa comr ≤ 1

devemos terr ≤ 2 para todoτ. Desde que sobreK = 0 temosJ2 = (ω1/ω2)J1 + · · · e uma cota

ou limitação sobrer = J1 implica numa cota ou limitação sobreJ2 . Assim existem constantesc e

k tais que seJ1(τ),J2(τ) satisfazem o sistema: para 0≤ ε ≤ ε0, começam sobreK = 0 e satisfaz

|J1(0)|, |J2(0)| ≤ c então|J1(τ)|, |J2(τ)| ≤ k para todoτ e 0≤ ε ≤ ε0.

Retornando as variáveis originais não escaladas com Hamiltoniano originalH isto significa que

para 0≤ ε ≤ ε0 todas as soluções as quais começam sobreH = εmh e satisfazem|r1(0)|, |r2(0)| ≤
ε2c deve satisfazer|r1(τ)|, |r2(τ)| ≤ ε2k para todot e todo−1≤ h≤ 1, ε ≤ ε0. Assim o equilíbrio

é estável.

Vamos agora ver alguns comentários sobre o teorema acima.

Comentários: (1) Observe que para o resultado da estabilidade poderíamoster Hm independente
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do ângulo. Assim, este teorema inclui o Teorema de Arnold-Moser 49.

(2) Na maioria das vezes, como veremos nas próximas seções, quando os autovalores do sistema

linearizado apresentam relações de ressonância é possível, por meio de uma mudança de coorde-

nadas simplética, escrever o Hamiltoniano original na forma (7.22) e, assim, obter a resposta sobre

a estabilidade do equilíbrio.

(3) Com uso deste teorema, vamos reescrever na continuação algumas demonstrações de teore-

mas envolvendo estabilidade de equilíbrios sob presença deressonâncias, encontradas no livro de

Markeev[24], de forma muito compacta, já que, obtida a formanormal da função Hamiltoniana

e escrevendo esta nas variáveis ação-ângulo, os teoremas são uma conseqüência do Teorema de

Cabral-Meyer 50.

7.3.1 Addendum ao Teorema de Cabral-Meyer

Suponha, agora, que o HamiltonianoH definido em (7.1) tenha dois graus de liberdade e que os

autovalores da matriz do sistema linearizado sãoλ1 = 0 eλ2 = ω2i 6= 0. Assuma que, num sistema

de coordenadas convenientes o HamiltonianoH assume a forma:

H(r1, r2,φ1,φ2) = δ2ω2r2 +Hm(r1, r2,φ1)+H∗, (7.47)

onde

(i) δ2 = ±1;

(ii) Hm(r1, r2,aφ1) é um polinômio de graumem
√

r1,
√

r2, onder j =
q2

j +p2
j

2 , j = 1,2;

(iii) H∗ só contém termos de ordem maior quemnas variáveis
√

r1,
√

r2;

(iv) H é uma função real analítica nas variáveis
√

r1,
√

r2,φ1,φ2 e 2π-periódica emφ1 e φ2.

Addendum 1 (Addendum ao Teorema de Cabral-Meyer) Seja ψ(φ1) = Hm(ω2,0,φ1). Seψ

tem um zero simples então, a origem é um equilíbrio instável para o sistema associado a H. No

caso em queΨ(φ1) 6= 0 para todoφ1, temos a estabilidade do equilíbrio.
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Demonstração. Como na demonstração do Teorema de Cabral-Meyer 50, é suficiente provar a

instabilidade sobre a superfícieH = 0. Resolvendo a equação

0 = H = δ2ω2r2 +Hm(r1, r2,φ1)+ . . . , (7.48)

parar2, obtemos

r2 = − 1
δ2ω2

Hm(r1,0,φ1)+O(r
m+1

2
1 ). (7.49)

ou, equivalentemente

r2 = − 1

δ2ω
m+2

2
2

Hm(ω2,0,φ1)r
m
2
1 +O(r

m+1
2

1 ). (7.50)

O lado direito destas equações são analíticas em
√

r1,φ1,φ2.

SejaH†(r1,φ1,φ2) menos o lado direito desta expressão parar2. Das equações de movimento

observamos queφ2 é uma função crescente det e, assim, podemos usar ela como uma variável inde-

pendente (tempo). Assim, a funçãoH† define um Hamiltoniano com grau de liberdade dependente

do tempo, 2π-periódico emφ1 e φ2. A nova função Hamiltoniana é dada por:

K(r1,φ1) = Ψ(φ1)r
n
1 +O(r

n+ 1
2

1 ), (7.51)

onden = m/2 e

Ψ(φ1) =
1

δ2ωn+1
2

Hm(ω2,0,φ1). (7.52)

Note queK é 2π-periódica emφ e 2aπ-periódica emφ2. Por hipótese,Ψ(φ) tem um zero simples

e, portanto, pelo Teorema de Cabral-Meyer para sistemas com um grau de liberdade (teorema 39),

segue quer1 = 0 é um equilíbrio instável para o sistema Hamiltoniano definido porK. Conseqüen-

temente, o equilíbrioqi = pi = 0 é instável. No caso em queΨ nunca se anula, seguindo os mesmos

passos da demonstração do Teorema de Cabral-Meyer 50 segue a estabilidade do equilíbrio.

7.4 Aplicação do Teorema de Arnold-Moser ao estudo da esta-

bilidade no caso não ressonante

Para um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade cujos autovaloresω1i,ω2i não ap-

resentam relações de ressonância até quarta ordem, de acordo com a demonstração do teorema 15,
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por meio de uma mudança de coordenadas simplética, podemos colocar a função Hamiltoniana na

forma:

H = ω1r1−ω2r2 +c20r
2
1 +c11r1r2 +c02r

2
2 +O((r1 + r2)

5/2). (7.53)

Neste caso, temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 51 Se c20ω2
2 +c11ω1ω2 +c02ω2

1 6= 0 então, o equilíbrio é estável.

No caso em quec20ω2
2+c11ω1ω2+c02ω2

1 = 0, precisamos de mais algumas informações quan-

tos as relações de ressonância dos autovalores. Se queω1i,ω2i não apresenta relações de ressonân-

cia ordem 2N, de acordo com a demonstração do Teorema 15, existe uma transformação de coor-

denadas tal que o Hamiltoniano escrito nas novas coordenadas assume a forma:

H = ω1r1−ω2r2 +
N

∑
i+ j=2

ci j r
i
1r j

2 +O((r1 + r2)
2N+1/2). (7.54)

Novamente, pelo Teorema de Arnold-Moser 49, segue a validade do teorema:

Teorema 52 No caso em que cN0ωN
2 + cN−1,1ωN−1

2 ω + . . .+ c0NωN
1 6= 0, temos a estabilidade do

equilíbrio.

Este teorema fornece uma generalização do teorema imediatamente acima.

7.5 Aplicação do Teorema de Cabral-Meyer ao estudo da esta-

bilidade em alguns casos ressonantes

Nesta seção, estudaremos a estabilidade da solução de equilíbrio nula para sistemas Hamil-

tonianos autônomos com dois graus de liberdade quando os autovaloresω1i,ω2i da matriz do

sistema linearizado apresentam certas relações de ressonância. Lembramos queω1i e ω2i apre-

sentam relações de ressonância de ordemk se, e somente se, existem inteirosm1 em2 satisfazendo

|m1|+ |m2|= k tais quem1ω1+m2ω2 = 0. Observe que, os autovaloresλ1,λ1 apresentam relações

de ressonância de primeira ordem se, e somente se, um dos autovalores ë nulo. Parak = 2 as possi-

bilidades sãoω1+ω2 = 0 eω1−ω2 = 0. Parak= 3, as possibilidades sãoω1+2ω2 = 0, ω1−2ω2,

−ω1 +2ω2, 2ω1 +ω2 = 0,−2ω1 +ω2 = 0 e 2ω1−ω2 = 0.
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7.5.1 Estabilidade sob ressonância de primeira ordem: aplicação do adden-

dum ao Teorema de Cabral-Meyer

Suponha queλ1 = 0 eλ2 = ω2i 6= o. Dependendo da matriz do sistema linearizado ser diago-

nalizável ou não, temos dois casos para estudar a estabilidade da solução de equilíbrio nula.

No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagonalizável, de acordo com a subseção 4.7.2,

a forma normal deH até termos de terceiro grau é da forma

H =
δ2ω2

2
(q2

2 + p2
2)+H3(q1,q2)+H4(q1,q2, p1, p2)+ . . . (7.55)

ondeH3(q1, p1) = h3000q3
1 +h2010q2

1p1 +h1020q1p2
1 +h0030p3

1.

No caso em queH3 6= 0, a função HamiltonianoH escrito nas variáveis ação-ângulo, definidas

por

q j =
√

2r jcos(φ j), p j =
√

2r jsen(φ j), ( j = 1,2), (7.56)

assume a forma

H = δ2ω2r2 + r3/2
1 H3(cos(φ1),sen(φ1))+O((r1 + r2)

2). (7.57)

Defina Ψ(φ) = ω3/2
2 H3(cos(φ1),sen(φ1)). Note queH3 tem sinal variável numa vizinhança da

origem, o que implica em dizer que a equaçãoΨ(φ1) = 0 tem soluçãoφ∗1 e, pelo addendum ao

Teorema de Cabral-Meyer 1, temos o seguinte teorema:

Teorema 53 SeΨ′(φ∗1) 6= 0, temos que a origem é um equilíbrio instável.

SeH3 ≡ 0 ouΨ não tem zero simples, temos que normalizar mais termos do Hamiltoniano para

conhecer a estabilidade do equilíbrio. A normalização deH somente até termos de quarta ordem

(observe que o processo é convergente) nos fornece (ver subseção 4.7.2):

H =
δ2ω2

2
(q2

2 + p2
2)+H4(q1, p1)+H5 + . . . , (7.58)

onde

H4 = h4000q
4
1 +h3010q

3
1p1 +h2020q

2
1p2

1 +h1030q1p3
1 +h0030q

4
1. (7.59)
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No caso em queH4 6= 0, defina a funçãoΨ(φ1) = ω2
2H4(cos(φ1),sen(φ1)). SeH4 tem sinal

constante numa vizinhança da origem, temos queΨ nunca se anula. No caso em queH4 muda de

sinal,Ψ tem um zeroφ∗1. Segue, assim, do addendum 1 o seguinte teorema:

Teorema 54 Se H4(q1, p1) tem sinal constante numa vizinhança da origem, então o equilíbrio é

estável. QuandoΨ′(φ∗1) 6= 0, temos a instabilidade do equilíbrio.

QuandoH4 ≡ 0 ouΨ não tem zero simples, a análise da estabilidade é passada aostermos de

ordem superior a 4. Em geral, seM é o menor inteiro tal queHM 6= 0, então a forma normal do

Hamiltoniano até termos de ordemM (ver subseção 4.7.2) é dada por:

H =
δ2ω2

2
(q2

2 + p2
2)+HM(q1, p1)+HM+1(q1,q2, p1, p2)+ . . . , (7.60)

sendo

HM(q1, p1) = ∑
k1+l1=M

hk10l10qk1
1 pl1

1 . (7.61)

Com isso, podemos generalizar os dois teorema acima da seguinte forma:

Teorema 55 Se HM(q1, p1) tem sinal constante numa vizinhança da origem temos a estabilidade

do equilíbrio. No caso em que HM tem sinal variável, se a função

Ψ(φ1) = HM(cos(φ1),sen(φ1)) (7.62)

é tal que um dos seus zeros é simples, temos que o equilíbrio é instável.

Corolário 15 No caso em que M é ímpar, se a funçãoΨ(φ1) tem zero simples, temos a estabilidade

do equilíbrio.

Vamos, agora, estudar a estabilidade no caso em que a matriz do sistema linearizado não é

diagonalizável. Neste caso, de acordo com a subseção 4.7.2,existe uma mudança simplética de

coordenadas tal que o Hamiltoniano escrito nas novas coordenadas assume a forma:

H2(q1,q2, p1, p2) =
δ1

2
q1 +

δ2ω2

2
(q2

2 + p2
2)+H3 +H4 + . . . , (7.63)

onde

Hs = h0s00ps
1 +

[s/2]

∑
j=1

h0,s− j, j, j p
s−2 j
1 (q2

2 + p2
2)

j , (7.64)

paras= 3,4, . . .. SejaM o menor inteiro tal queh0M00 6= 0. Então, temos o seguinte teorema:
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Teorema 56 Se M é ímpar, então a origem é uma solução de equilíbrio instável para os sistema

associado a H. No caso em que M é par, temos que o equilíbrio é estável seδ1h0M00 > 0 e instável

em caso contrário, ou seja, seδ1h0M00 < 0.

Demonstração. Inicialmente, fazendo a mudança de coordenadas

q1 = q1, q2 =
√

2r2sen(φ2),

p1 = p1, p2 =
√

2r2cos(φ2),

(7.65)

temos que

H(q1, p1, r2,φ2) = δ1
2 q1 +δ2ω2r2 + . . .+h0s00ps

1 +2
[s/2]

∑
j=1

h0,s− j, j, j p
s−2 j
1 r j

2 . . . .

= δ1
2 q1 +δ2ω2r2 +h0M00pM

1 +2
M

∑
s=3

[s/2]

∑
j=1

h0,s− j, j, j p
s−2 j
1 r j

2 . . . .

(7.66)

Observe queH não depende deφ2 e, portanto, ˙r2 = 0, ou seja,r2 é uma integral primeira para o

sistema associado aH. Podemos, assim, reduzir o sistema associado aH ao sistema com um grau

de liberdade associado a

K(q1, p1) =
1

δ2ω2
[
δ1

2
p2

1 +h0M00pM
1 +KM +KM+1], (7.67)

sendo

KM = KM(q1, p1) =
M

∑
s=3

[s/2]

∑
j=1

h∗0,s−2 j, j, jq12 jp1s−2 j,

KM+1 = O((q1 +P1)
(M+1)/2)

(7.68)

ondeh∗0,s−2 j, j, j são constantes obtidas a partir deh0,s−2 j, j, j . Para o sistema associado, tomamosφ2

como nova variável independente (tempo).

Para provar a primeira afirmação, usaremos o teorema da instabilidade de Liapunov 35. Como

função de Liapunov, considere a função de sinal variável

V = δ2ω2q1(1−Mδ1h0M00p1). (7.69)

A derivada deV em relação aφ2 ao longo das equações do movimento é dada por

dV
dφ2

= Mh0M00(q
2
1 + pM−1

1 )+V∗, (7.70)
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ondeV∗ denota termos da formaqm
1 pk

1, onde 3≤ m+ k ≤ M −1, comm 6= 0. Numa vizinhança

suficientemente pequena da origem a funçãodV/dφ2 tem sinal definido. Temos assim demonstrado

a primeira afirmação do teorema.

Para demonstrar a segunda parte do teorema, faremos uma mudança de coordenadas simplética

(q1,q2) 7→ (r,φ) dada por

q1 =
√

2rM/(M+2)S(φ), p1 =
M +2

2
√

2
r2/(M+2)C(φ), (7.71)

ondeS(φ) eC(φ) são funções definidas pelas fórmulas

C′(φ) = −S(φ), S′(φ) = CM−1(φ), C(0) = 1, S(0) = 1, CM(φ)+
1
2

MS2(φ) = 1.

A função HamiltonianaH escrita nas novas coordenadasr e φ assume a forma

K(r,φ) = rαΨ(φ)+O(rα+1/2), (7.72)

ondeα = 2M
M+2 e

Ψ(φ) =
δ1

δ2ω2
[S2(φ)+ACM(φ)], (7.73)

sendoA = δ1h0M00(
M+2
2
√

2
)M. Seδ1h0M00 > 0, temos queΨ(φ) nunca se anula e, em caso contrário,

tem zero simples. Logo, pelo Teorema de Cabral-Meyer para sistemas Hamiltonianos com um grau

de liberdade (teorema 39), segue a conclusão do teorema.

O coeficienteh0M00 está relacionado com os coeficiente do Hamiltoniano inicial. Por exemplo,

se o Hamiltoniano inicial tem termo geral

Hs = ∑
k1+k2+l1+l2=s

ak1k2l1l2q
k1
1 qk2

2 pl1
1 pl2

2 , (7.74)

temos que

h0300= a0300,

h0400= a0400− δ1
2 a2

1100+
3δ1
2 a2100a0300− δ2

ω2
a0210a0201.

(7.75)
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7.5.2 Estabilidade sob ressonância de segunda ordem

Suponhamos, agora, queω1i e ω2i apresentam a relação de ressonância de segunda ordem

ω1 = ω2 = ω. Estudaremos a estabilidade da origem em dois casos: quandoa matriz do sistema

linearizado é diagonalizável e quando não é.

No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagonalizável, de acordo com a subseção 3.6.1,

existe uma transformação simplética de coordenadas que transforma o Hamiltoniano inicialH(q1,q2, p1, p2)

em
H = ω(r1− r2)+c20r2

1 +c11r1r2 +c02r2
2+

2r1r2[k2002cos2(φ1 +φ2)− l2002sen2(φ1 +φ2)]+

2r3/2
1 r1/2

2 [k1120sen2(φ1 +φ2)− l1120cos2(φ1 +φ2)]+

2r1/2
1 r3/2

2 [k1102sen(φ1 +φ2)− l1120cos(φ1 +φ2)]+O((r1 + r2)
5/2)

(7.76)

As fórmulas dos coeficientesk2002, l2002,k1120, l1120,k1102, l1102,c20,c11,c02 foram dados na sub-

seção 3.6.1 .

Defina a função

Ψ(φ) = H4(ω2,ω1,φ) = H4(ω,ω,φ)

= ω2[a+bcos(2φ)+csen(2φ)+dcos(φ)+esen(φ)],

(7.77)

ondeφ = φ1+φ2, a = c20+c11+c02, b = k2002, c = −l2002, d = k1120+k1102ee= −l1120− l1102.

Pelo Teorema de Cabral-Meyer 50, segue a validade do seguinteteorema:

Teorema 57 Se a funçãoΨ(φ) = a+bcos(2φ)+csen(2φ)+dcos(φ)+esen(φ) nunca se anula en-

tão, o equilíbrio é estável. Se, no entanto,Ψ tem zero simples, temos a instabilidade do equilíbrio.

No caso em que a matriz do sistema linearizado não é diagonalizável, de acordo com a sub-

seção 3.6.1, num sistema de coordenadas conveniente (por simplicidade denotaremos pelas mesmas

letras)H se escreve na forma:

H =
1
2
(q2

1 +q2
2)+ω(q1p2−q2p1)+(p2

1 + p2
2)R(q1,q1, p1, p2)+H5 + . . . , (7.78)
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ondeR(q1,q2, p1, p2) = A(p2
1+ p2

2)+B(q1p2−q2p1)+C(q2
1+q2

2). Os coeficientesA, B eC foram

dados na subseção 3.6.1.

Teorema 58 Se A> 0, o equilíbrio é formalmente estável. No caso em que A< 0, temos a

instabilidade do equilíbrio.

Demonstração. Por meio de uma mudança formal de coordenadas simpléticas, podemos por o

HamiltonianoH na forma:

H = 1
2(q2

1 +q2
2)+ω(q1p2−q2p1)+(p2

1 + p2
2)R(q1,q2, p1, p2)+

∞

∑
k1+k2+k3=3

hk1k2k3(q
2
1 + p2

2)
k1(p2

1 + p2
2)

k2(q1p2−q2p1)
k3.

(7.79)

Observe que a funçãoF = q1p2−q2p1 é uma integral primeira do sistema associado aH. ComoH

também é uma integral primeira (formal) do sistema associado aH, temos que a funçãoG= H−ωF

também é. ComoA > 0, no desenvolvimento

G = G2 +G4 + . . . (7.80)

a função

G4 +G4 =
1
2
(q2

1 +q2
2)+(p2

1 + p2
2)[A(p2

1 + p2
2)+B(q1p2−q2p1)+C(q2

1 +q2
2)] (7.81)

é uma função definida positiva, donde, de acordo com a definição 17, temos que o equilíbrio é

formalmente estável.

Para provar a instabilidade usaremos o Teorema da instabilidade de Liapunov (corolário 12).

SejaV a função dada por

V = q1p1 +q2p2. (7.82)

Observe queV assume valores negativos (já que tem sinal variável) em cadavizinhança da origem,

V tende a zero quandoq1,q2, p1 e p2 tendem a zero e, ao longo das soluções do sistema Hamilto-

niano associado aH, a função

dV
dt

= −(q2
1 +q2

2)+4A(p2
1 + p2

2)
2 +2B(p2

1 + p2
2)(q1p2−q2p1)+ . . . (7.83)
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é negativa-definida quandoA < 0, já queq1p2− q2p1 é constante e próxima de zero numa viz-

inhança suficientemente pequena da origem. A funçãoV satisfaz as hipóteses do corolário 12 e,

portanto, seA < 0, temos a instabilidade do equilíbrio.

7.5.3 Estabilidade sob ressonância de terceira ordem

Suponhamos, nesta subseção, queω1i e ω2i apresentam a relação de ressonância de terceira

ordemω1 = 2ω2. Neste caso, de acordo com a subseção 3.6.2, existe uma mudança de coordenadas

simplética tal que o Hamiltoniano escrito nas novas coordenadas assume a forma:

H = 2ω2r1−ω1r2− r2r1/2
1

√
ω2(x2

1002+y2
1002)sen(φ1 +2φ2)+O((r1 + r2)

2), (7.84)

No caso em quex2
1002+y2

1002 6= 0, a função

ψ(φ) = H3(ω2,ω1,φ) = −ω1ω2
2

√
ω2(x2

1002+y2
1003)sen(φ). (7.85)

tem zero simples (por exemplo,φ∗ = 0) e, pelo Teorema de Cabral-Meyer 50, temos que o equilíbrio

é instável. Sex2
1002+y2

1002= 0 e os autovalores não apresentam relações de ressonância dequarta

ordem, então o HamiltonianoH pode ser escrito na forma (7.54) e, pelo corolário 51, segue que se

c20ω2
2+2c11ω1ω2+4c02ω2

1 6= 0 então o equilíbrio é estável. Podemos assim, afirmar a validade do

seguinte teorema:

Teorema 59 Se x21002+y2
1002 6= 0, o equilíbrio é instável. Se, no entanto, x2

1002+y2
1002= 0e c20ω2

2+

2c11ω1ω2 +4c02ω2
1 6= 0, temos estabilidade.

7.5.4 Estabilidade sob ressonância de quarta ordem

Suponha, agora, queω1i eω2i apresentam a relação de ressonância de quarta ordemω1 = 3ω2.

Neste caso, de acordo com a subseção 3.6.3, por meio de uma mudança de coordenadas simpletica

é possível escrever o Hamiltoniano na forma:

H = 3ω2r1−ω2r2 +c20r2
1 +c11r1r2 +c02r2

2+

√
3

3 ω2r1/2
1 r3/2

2

√
x2

1003+y2
1003cos(φ1 +3φ2)+O((r1 + r2)

5/2).

(7.86)
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Introduzindo a notação

a = c20ω2
2 +c11ω1ω2 +c02ω2

1, b =

√
3

3
(ω1ω2)

3/2
√

x2
1003+y2

1003 (7.87)

e considere a função

ψ(φ) = H4(ω2,ω1,φ) = a+bcos(φ), (7.88)

ondeφ = φ1+3φ2. Temos queψ tem zero simples se|a| ≤ b e, em caso contrário,ψ nunca se anula,

donde, pelo Teorema de Cabral-Meyer (teorema 50), temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 60 Se|a| ≤ b então, o equilíbrio é instável. No entanto, se|a| > 0, temos estabilidade.

7.6 Sistemas com três graus de liberdade

Considere o sistema Hamiltoniano autônomo com três graus de liberdade

H(q1,q2,q3, p1, p2, p3) =
1
2

3

∑
j=1

ω j(q
2
j + p2

j )+H3(q1,q2,q3, p1, p2, p3) . . . , (7.89)

ondeHk é um polinômio homogêneo de grauk e ω j 6= 0, j = 1,2,3.

Fazendo a mudança de coordenadas simplética

q j =
√

2r jsen(φ j), p j =
√

2r jcos(φ j), (7.90)

o novo Hamiltoniano tem a forma:

H(r1, r2, r3,φ1,φ2,φ3) = ω1r1 +ω2r2 +ω3r3 +H3(r1, r2, r3,φ1,φ2,φ3)+ . . . . (7.91)

Fixando a superfície de energiaH = h, numa pequena vizinhança da origem podemos escrever

r3 na forma:

r3 = −K(r1, r2,φ1,φ2,φ3), (7.92)

onde

K = − h
ω3

+
ω1

ω2
r1 +

ω2

ω3
r2 +K3(r1, r2,φ1,φ2,φ3)+ . . . , (7.93)
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sendoK j polinômios homogêneos de grauj em r1, r2,φ1,φ2,φ3. De acordo com a subseção 1.1.3,

a funçãoK representa um Hamiltoniano periódico com dois graus de liberdade tendoφ3 como

nova variável tempo. No caso em que apenas um dentre 3ω1, 3ω2, ω1 +2ω2, 2ω1 +ω2, 4ω1,4ω2,

2(ω1+ω2), ω1+3ω2 ou 3ω1+ω2 é múltiplos deω3, os teoremas 44 e 45, da seção 6.4, fornecem

um critério para conhecer a instabilidade da origem do sistema Hamiltoniano associado aK e,

portanto, para o equilíbrio do sistema Hamiltoniano associado aH.



Capítulo 8

O problema restrito dos três corpos

O principal objetivo deste capítulo é fazer um estudo da estabilidade dos pontos de libração

do problema restritos dos três corpos nos casos planar circular e espacial circular.

8.1 Formulação e subproblemas

Considere três corpos de massas positivasm1,m2 em3 movendo-se sob a ação mútua da atração

gravitacional definida pela lei de Newton. Seq1,q2 eq3 denotam os vetores posição das partículas

de massasm1,m2 em3, as equações de Newton para o movimento são:




m1q̈1 = Gm1m2
q3

12
(q2−q1)+Gm1m3

q3
13

(q3−q1)

m2q̈2 = Gm2m1
q3

21
(q1−q2)+Gm2m3

q3
23

(q3−q2)

m3q̈3 = Gm3m1
q3

31
(q1−q3)+Gm3m2

q3
32

(q2−q3),

(8.1)

ondeqi j =‖ qi −qj ‖, i, j = 1,2,3.

Suponha quem1 = 1−µ e m2 = µ, µ∈ (0,1/2], e que a massam3 é infinitesimal (corresponde

a fazerm3 −→ 0), de modo que ela não influência o movimento dos corposm1 e m2, chamados
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de binários, mas é afetado por eles de forma usual. Nestas condições, as equações do movimento

assumem a forma: 



q̈1 = µ
q3

12
(q2−q1)

q̈2 = 1−µ
q3

21
(q1−q2)

q̈3 = 1−µ
q3

31
(q1−q3)+ µ

q3
32

(q2−q3),

(8.2)

onde temos assumido sem perda de generalidade queG = 1 (mostramos no exemplo 2 da seção

1.2.2 que isso é possível). Seq = q2−q1, temos que

q̈ = − 1
‖ q ‖3q, (8.3)

que corresponde a um problema de Kepler, cujas soluções são completamente conhecidas. Assim,

o movimento dem2 relativo am1 pode ser determinado. O estudo do movimento da massam3 é

conhecido como problema restrito dos três corpos.

Sejar a distância entrem1 em2, p um parâmetro,ea excentricidade de sua órbita Kepleriana e

θ a anomalia verdadeira. Então

r =
p

1+ecosθ
. (8.4)

Dependendo do valor da excentricidade podem-se distinguiras seguintes variantes do problema

restrito de três corpos:

(i) O problema restrito hiperbólico (e> 1): O movimento dem2 é uma hipérbole;

(ii) O problema restrito elíptico (0< e< 1): O movimento dem2 é uma elipse;

(iii) O problema restrito circular (e= 0): O movimento dem2 é uma circunferência;

(iv) O problema restrito parabólico (e= 1): O movimento dem2 é uma parábola;

(v) O problema restrito linear: O movimento dem2 é uma reta.

Se o corpo de massa infinitesimal,m3, permanece para todo tempo no plano do movimento de

m1 em2, dizemos que o problema restrito correspondente é planar e,em caso contrário, espacial.

Dois exemplos servem para ilustrar a importância do problema restrito. Sabe-se que depois

do Sol, o planeta mais pesado é Júpiter,o qual move-se numa elipse de excentricidade pequena,
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a qual podemos assumir como primeira aproximação que ela é umcírculo. Além disso, existem

dois grupos de pequenos planetas, os asteróides Trojanos e Gregos, cujo movimento é controlado

principalmente pelo Sol e Júpiter. Uma aproximação do seu movimento é dada por uma solução

do problema restrito circular dos três corpos com o Sol e Júpiter com os primários. O segundo

exemplo diz respeito à teoria Lunar, onde consideramos o movimento da Terra ao redor do Sol

como circular. O corpo de massa infinitesimal aqui corresponde a Lua.

8.2 Equações do movimento

Introduzindo o potencial Newtoniano

U = U(q1,q2,q3) =
1−µ
q13

+
µ

q23
(8.5)

as equações do movimento da partículam3 assumem a forma:

q̈3 = ∇q3U. (8.6)

Esta é a forma de escrever as equações do movimento da massam3 num sistema de coordenadas

genérico. Vamos escrever estas equações num sistema de coordenadas conveniente (sistema de

coordenadas giratório), no qual as equações do movimento assumem uma forma particularmente

simples.

Inicialmente vamos introduzir um sistema de coordenadaOxyz, com origem no centro de massa

dos corposm1 e m2 e com o planoOxycoincidindo com o plano da órbita dos binários. Tomemos

o eixo Ox ao longo da reta que ligam1 a m2, na direção do corpom1, com a menor mudança do

eixo Ox para o eixoOy coincidindo com o sentido de rotação dem2 relativa ao corpom1. O eixo

Ozforma com os eixosOx eOyum sistema de coordenadas com a regra da mão direita.

Defina o referencial móvel:

e1 =
q
q
, e2 = e3×e1 e e3 =

C
c

, (8.7)

ondeq = q2−q1, C 6= 0 é o momento angular,q =‖ q ‖ e c =‖ C ‖. Derivando estas relações

obtemos

ė1 = θ̇e2, ė2 = −θ̇e1 e ė3 = 0, (8.8)
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x1

x2

d1d 2

t

Figura 8.1:Sistema de coordenadas giratório.

ondeθ representa o ângulo formado pelo vetorq e o eixoOxe, portanto,̇θ representa a velocidade

angular associado aos binários, ou seja,c
q2 . Por outro lado, temos que(1− µ)q1 + µq2 = 0 e

q =‖ q1 ‖ + ‖ q2 ‖, assim,q1 = − ‖ q1 ‖ e1 eq2 =‖ q2 ‖ e2. Logo,

‖ q1 ‖= µq, ‖ q2 ‖= (1−µ)q. (8.9)

Sejaq3 = xe1 +ye2 +ze3 o vetor posição do corpo de massa infinitesimal. Assim, pelasequações

(8.8) obtemos

q̈3 = (ẍ−2θ̇ẏ− θ̈y− θ̇2x)e1 +(ÿ+2θ̇ẋ+ θ̈x− θ̇2y)e2 + z̈e3 (8.10)

e também verifica-se que

∇q3U = Uxe1 +Uye2 +Uze3. (8.11)

Portanto, de (8.8) e (8.10) obtemos:




ẍ−2θ̇ẏ− θ̈y− θ̇2x = Ux

ÿ+2θ̇ẋ+ θ̈x− θ̇2y = Uy

z̈= Uz,

(8.12)
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com

U = U(q1,q2,q3,µ) =
1−µ

d1
+

µ
d2

, (8.13)

onde, de acordo com as equações (8.9), temos que

d1 = q13 =
√

(x+µr)2 +y2 +z2 e d2 = q23 =
√

(x− (1−µ)r)2 +y2 +z2. (8.14)

Façamos agora a seguinte mudança de variáveis (devido a Nashville):

x = rξ, y = rη e z= rζ. (8.15)

Além disso, tomemos como nova variável independente a anomalia verdadeiraθ. Nestas novas

variáveis as equações do movimento assumem a forma:




ξ′′−2η′ = 1
1+ecosθΩξ

η′′ +2ξ′ = 1
1+ecosθΩη

ζ′′ = 1
1+ecosθΩζ,

(8.16)

onde′ = d
dθ e

Ω =
1
2
(ξ2 +η2)− 1

2
ecosθζ2 +U. (8.17)

Vamos agora obter a formulação Hamiltoniana deste sistema.Inicialmente faça:

pξ = ξ′−η, pη = η′ +ξ, pζ = ζ′. (8.18)
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Com isso, o sistema (8.16) pode ser escrito na forma:




ξ′ = pξ +η

η′ = pη −ξ

ζ′ = pζ

p′ξ = pη −ξ+ 1
1+ecosθΩξ

p′η = −pξ −η+ 1
1+ecosθΩη

p′ζ = 1
1+ecosθΩζ,

(8.19)

que corresponde a um sistema Hamiltoniano com função Hamiltoniana

H =
1
2
(p2

ξ + p2
η + p2

ζ)+ pξη− pηξ+
ecosθ

2(1+ecosθ)
(ξ2 +η2 +ζ2)− 1

1+ecosθ
Ω. (8.20)

8.3 Pontos de Libração

Em geral, o problema dosn-corpos não apresenta soluções de equilíbrio, pois se(q0,p0) fosse

uma solução de equilíbrio de (1.8) teríamos

∇qU(q0).(q0,p0) = 0 (8.21)

e, pela identidade de Euler para funções homogêneas concluiríamos queU(q0) = 0, uma con-

tradição. Assim, como caso particular, temos que o problemarestrito dos três corpos não apresenta

soluções de equilíbrio. No entanto:

Teorema 61 Nas coordenadas de Nashville definida em (8.15) temos cinco soluções de equilíbrio

do problema restrito dos três corpos, a qual, três delas L1, L2 e L3 estão situados na reta que passa

pelos corpos primários e os outros dois L4 e L5 formam com os primários triângulos equiláteros.
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Demonstração. Uma posição fixa(ξ0,η0,ζ0) é uma solução de (8.16) se, e somente se,ζ0 = 0 e

ξ0 e η0 satisfazem ao sistema de equações com duas incógnitas




ξ+µ
r1

Ur1 + ξ+µ−1
r2

Ur2 = −ξ

η
r1

Ur1 + η
r2

Ur2 = −η.

(8.22)

O sistema de equações (8.22) é equivalente ao conjunto dos dois sistemas de equações




η = 0

ξ+µ
r1

Ur1 + ξ+µ−1
r2

Ur2 = −ξ

(8.23)





Ur1 = − r1
r2

Ur2 − r1

ξ+µ
r1

Ur1 + ξ+µ−1
r2

Ur2 = −ξ.

(8.24)

Vamos obter as soluções de equilíbrio de (8.15) ou equivalentemente, as soluções de (8.23) e

(8.24). Consideremos, inicialmente, o sistema (8.24). Substituindo a expressão paraUr1 da primeira

equação (8.24) na segunda equação, obtemos:

Ur2 = −µr2, (8.25)

e, então, da primeira equação segue-se que:

Ur1 = −(1−µ)r1. (8.26)

Usando a expressão (8.13) paraU , concluímos que o sistema de equações (8.24) tem uma única

solução real, a qualr1 = r2 = 1. Esta solução corresponde a um dos pontos de libração triangu-

laresL4 e L5. O pontoL4 é dada pelas coordenadas(1−2µ
2 ,

√
3

2 ,0) e o pontoL5 tem coordenadas

(1−2µ
2 ,−

√
3

2 ,0). Ele é simétrico ao pontoL4, relativamente ao eixoOξ.

Os pontos de libração colineares são dados pelo segundo sistema de equações (8.23), o qual,

paraη = ζ = 0, é escrito na forma:

f (ξ) = ξ− (1−µ)
|ξ+µ|
(ξ+µ)3 −µ

|ξ+µ−1|
(ξ+µ−1)3 = 0. (8.27)
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A função f é contínua e limitada em todo o eixo real, exceto nos valores de ξ iguais a±∞, −µ e

1−µ, onde ela se torna infinita. Calculando a derivada def , temos que

f ′(ξ) = 1+2(1−µ)
|ξ+µ|
(ξ+µ)4 +2µ

|ξ+µ−1|
(ξ+µ−1)4 . (8.28)

Em cada um dos três intervalos

(−∞,−µ), (−µ,1−µ), (1−µ,+∞), (8.29)

em que o eixo numérico é decomposto pelos pontos de descontinuidade, a funçãof é estritamente

crescente, poisf ′(ξ) é sempre positiva. Usando os seguintes fatos:

lim
ξ−→−∞

f (ξ) = −∞, lim
ξ−→∞

f (ξ) = ∞

lim
ξ−→µ−

f (ξ) = ∞, lim
ξ−→µ+

f (ξ) = −∞

lim
ξ−→(1−µ)−

f (ξ) = ∞, lim
ξ−→(1−µ)+

f (ξ) = −∞.

Concluímos que, em cada um dos intervalos (8.29), existe uma,e somente uma, soluçãoξ = ξ0

da equação (8.27). Por tradição é estabelecida que o equilíbrio que está no intervalo(−∞,−µ) é

denotado porL3, o equilíbrio do intervalo(−µ,1−µ) é denotado porL1 e, finalmente, o ponto de

libraçãoL2 fica no intervalo(1−µ,+∞).

As soluções de equilíbrio nas coordenadas de Nashville são chamados de pontos de libração ou

soluções de equilíbrio relativo do problema restrito dos três corpos. Num sistema de coordenadas

fixo, os pontos de libração são soluções no qual os três corpostêm uma configuração invariável.

Os pontos de libraçãoL1, L2 e L3 foram descobertos por Euler[11] em 1767, enquanto queL4

e L5, por Lagrange[21] em 1772. No início, logo depois da descoberta dos pontos de libração,

pensava-se que eles representavam apenas interesse teórico, como chegou a afirmar Lagrange[21].

Mas, a descoberta, no ano de 1906, de um grupo de asteróides movendo-se na vizinhança dos

pontos de libração Lagrangeanos do sistema Sol-Júpiter mostrou o grande valor prático dos pontos

de libração para o estudo do movimento dos corpos cósmicos nosistema solar. Em tempos bem

recentes, o interesse nos pontos de libração cresceu bastante em virtude das necessidades práticas da

pesquisa cósmica. Existem projetos de lançamentos de satélites artificiais na vizinhança dos pontos
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L2L1L3

L4

L5

x1

x2

Figura 8.2:Pontos de libração do problema restrito dos três corpos.

de libração do sistema solar e, em primeiro lugar, do sistemaTerra-Lua. No sistema Sol-Terra, o

ponto de libraçãoL1 é utilizado pela NASA como base para o satéliteSolar and Heliospheric

Observatory Satellite SOHO, enquantoL2 serve como base para o satélite WMAP. Freqüentemente,

enfatiza-se a importância da característica dinâmica singular dos pontos de libração sob o ponto de

vista da astrodinâmica, da geofísica e da exploração. Aindamais, os pontos de libração despertam

o interesse dos engenheiros em virtude da possibilidade do interesse prático de suas aplicações:

para a conexão com a Lua, para encontros na vizinhança da Lua edos planetas, para a transferência

interplanetária, para a investigação da esfera magnética da terra e para outros fins.

Os problemas de maior interesse sobre os pontos de libração são os de existência, estabilidade

e construção de soluções periódicas na vizinhança do ponto de libração. Já mostramos a existência

e, de agora por diante, nos deteremos em estudar a estabilidade dos pontos de libração do problema

restrito planar e espacial circular dos três corpos.

8.4 Estabilidade linear dos pontos de libração

Nesta seção, vamos estudar a estabilidade linear dos cinco pontos de libraçãoL1,L2,L3,L4 eL5

do problemas restrito dos três corpos nos casos planar circular e espacial circular.
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8.4.1 O caso planar circular

Por comodidade, nesta seção, chamaremos as variáveis(ξ,η) que definiam o problema restrito

circular dos três corpos, simplesmente de(x1,x2). Sabemos que o Hamiltoniano definido neste

problema é:

H =
1
2
(y2

1 +y2
2)+(x2y1−x1y2)−U − 1

2
µ(1−µ) (8.30)

onde

U =
1−µ

r1
+

µ
r2

, (8.31)

comr2
1 = (x1+µ)2+x2

2 e r2
2 = (x1+µ−1)2+x2

2. A matriz da parte linear do sistema associada ao

sistema Hamiltoniano correspondente a (8.30) tem a forma

A =




0 1 1 0

−1 0 0 1

Ux1x1 Ux1x2 0 1

Ux1x2 Ux2x2 −1 0




(8.32)

onde

Ux1x1 = Ωx1x1 −1, Ux1x2 = Ωx1x2, Ux2x2 = Ωx2x2 −1.

Lembremos que no problema restrito circular dos três corpostemos cinco soluções de equi-

líbrio, duas dadas explicitamente por

L4 = (
1
2
−µ,

√
3

2
) e L5 = (

1
2
−µ,−

√
3

2
) (8.33)

e três da formaLi = (x∗,0), i = 1,2,3, ondex∗ satisfaz uma das três possibilidades:

(a)−∞ < x1 < −µ, onder1 = −x1−µ, r2 = 1−x1−µ, r2 = r1 +1;

(b)−µ< x1 < 1−µ, onder1 = x1 +µ, r2 = 1−x1−µ, r2 = 1− r1;

(c) 1−µ< x1 < ∞, onder1 = x1 +µ, r2 = x1 +µ−1, r2 = r1−1.

Vamos estudar a estabilidade linear dessas soluções particulares do problema restrito dos três

corpos. Inicialmente, fazendo

s= (1−µ)r−3
1 +µr−3

2 > 0, (8.34)
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e por meio de cálculos simples, obtemos

Ωx1x1 = 1+2s−3x2[(1−µ)r−5
1 +µr−5

2 ],

Ωx1x2 = 3x2[(1−µ) (x1 +µ−1)r−5
1 +µ (x1 +µ)r−5

2 ],

Ωx2x2 = 1−s+3x2
2[(1−µ) r−5

1 +µ r−5
2 ].

(8.35)

Com base nisso, obtemos a tabela:

Ωx1x1 Ωx1x2 Ωx2x2 Ωx1x2Ωx2x2 −Ω2
x1x2

L1 1 + 2s 0 1−s (1+2s)(1−s)

L2 1 + 2s 0 1−s (1+2s)(1−s)

L3 1 + 2s 0 1−s (1+2s)(1−s)

L4
3
4

3
√

3
4 (1−2µ) 9

4
27
4 µ(1−µ)

L5
3
4 −3

√
3

4 (1−2µ) 9
4

27
4 µ(1−µ)

Tabela 8.1: Derivadas de segunda ordem no problema restrito

O polinômio característico de (8.32) é dado por

λ4 +(4−Ωx1x1 −Ωx2x2) λ2 +Ωx1x1Ωx2x2 −Ω2
x1x2

= 0 (8.36)

Proposição 5 Nos pontos colineares, a matriz (8.32) tem dois autovalores reais e dois imaginários

puros.

Demonstração. Tem-se da tabela acima que numa solução co-linear:

Ωx1x1 > 0, e Ωx1x2 = 0. (8.37)

Mostraremos a seguir queΩx2x2 < 0. Analisaremos somente a solução de equilíbrio dada pela

restrição em (c), isto é, para o equilíbrio(x∗,0) com 1−µ< x∗ pois a justificativa nos outros casos

é análoga. Neste caso temos,

r1 = x∗ +µ, r2 = x∗−1+µ. (8.38)
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Além disso,x∗ satisfaz a equação:

x∗− 1−µ

r2
1

− µ

r2
2

= 0. (8.39)

Ou seja,
1−µ

r2
1

= x∗− 1−µ

r2
1

= r1−µ− 1−µ

r2
1

. (8.40)

Então:
Ωx1x1 = 1−s

= 1− 1−µ
r3
1
− µ

r3
2

= 1− 1
r21

[
r1−µ− µ

r2
2
− µ

r3
2

]

= µ
r1

[
1 = 1

r3
2
(r2− r1)

]

= µ
r1

[
1− 1

r2

]
< 0,

(8.41)

pois,r1 = 1+ r2 e 0< r2 < 1. Desta forma

B = −Ωx1x1Ωx2x2 > 0. (8.42)

Assim, de (8.36) segue a conclusão da proposição.

Da proposição acima e do teorema 26 segue que:

Teorema 62 Os pontos de libração L1, L2 e L3, do problema restrito planar circular dos três

corpos, são linearmente instáveis.

No caso das soluções de equilíbrio Lagrangeanos, temos o seguinte teorema:

Teorema 63 Os pontos de libração L4 e L5 do problema restrito planar circular dos três corpos

são linearmente estáveis se µ está no intervalo∈ (0,µ∗) e linearmente instáveis se µ∈ [µ∗, 1
2), onde

µ∗ = 1
2(1−

√
69
9 )

Demonstração. Neste caso, o polinômio característico da matriz da parte linear é dada por

P(λ) = λ4 +λ2 +
27
4

µ(1−µ), (8.43)
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e, portanto, se denotarmosδ = δ(µ) = 27µ(1− µ), temos que os autovalores da matriz da parte

linear são

λ = ±

√
1−±

√
1−δ(µ)

2
. (8.44)

A equação do segundo grauδ(µ) = 1 tem uma raiz positiva dada porµ∗ = 1
2(1−

√
69
9 ). Seδ(µ) < 1

(ou equivalentementeµ∈ (0,µ∗)), então os autovalores são imaginários puros e distintos donde,

pelo teorema 26, temos a estabilidade linear deL4 e L5. Seδ(µ) > 1 (ou µ ∈ (µ∗,1/2)), temos

dois pares de autovalores complexos com parte real não nula e, também pelo teorema 26, temos a

instabilidade linear do equilíbrio. Vamos, agora, analisar o caso ondeµ = µ∗ = 1
2(1−

√
69
9 ). Neste

caso, temos dois autovalores imaginários puros, a saberλ = ±
√

2i
2 . A matriz da parte linear, neste

caso, é dada por

A =




0 1 1 0

−1 0 0 1

−1
4

√
23
4 0 1

√
23
4

5
4 −1 0




. (8.45)

Os autovetores são

e1 = (−
√

23
5 ,1,−1

5, −
√

23
5 )+ i (−4

√
2

5 ,0, −
√

46
10 , −3

√
2

10 )

e2 = (−
√

23
5 ,1,−1

5, −
√

23
5 )+ i (4

√
2

5 ,0,
√

46
10 , 3

√
2

10 ),

(8.46)

ou seja, ela não é diagonalizável e, portanto, pelo teorema 26 segue a instabilidade linear do equi-

líbrio neste caso.

Com este teorema, completamos o estudo da estabilidade linear dos pontos de libração do

problema restrito planar circular dos três corpos.

8.4.2 O caso espacial circular

Vamos, agora, estudar a estabilidade linear do pontos de libração do problema restrito espacial

circular dos três corpos. Neste caso, temos as seguintes propriedades:
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(a) A matriz da parte linear é dada por

A =




0 1 0 1 0 0

−1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

Ux1x1 Ux1x2 Ux1x3 0 1 0

Ux1x2 Ux2x2 Ux2x3 −1 0 0

Ux1x3 Ux2x3 Ux3x3 0 0 0




; (8.47)

(b) No caso co-linear devemos adicionar os autovalores imaginários puros

λ3 = ±i
√

Ux3x3(x
∗
j ,0,0) = ±i

√
1−µ

r3
1

+
µ

r3
2

; (8.48)

(c) No caso das soluções equiláterasL4 eL5, temos que o polinômio característico é dado por:

(λ2 +1)(λ4 +λ2 +
27
4

µ (1−µ)), (8.49)

ou seja, os autovalores são

±i, ±i ω1, ±iω2. (8.50)

Portanto, no caso espacial podemos concluir os seguintes teoremas:

Teorema 64 Os pontos de libração L1, L2 e L3, do problema restrito espacial circular dos três

corpos, são linearmente instáveis.

Este teorema nos diz que o teorema 62 ainda é válido para o problema restrito espacial circular

dos três corpos. O mesmo vale para o teorema 63, ou seja, vale oseguinte teorema:

Teorema 65 Os pontos de libração L4 e L5 do problema restrito dos três corpos espacial circular

são linearmente estáveis se µ está no intervalo∈ (0,µ∗) e linearmente instáveis se µ∈ [µ∗, 1
2), onde

µ∗ = 1
2(1−

√
69
9 )
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8.5 Normalização da parte quadrática do Hamiltoniano

Nesta seção, utilizando o método descrito na seção 2.2, vamos obter a forma normal da parte

quadrática da função Hamiltoniana do problema restrito dostrês corpos no caso planar circular na

vizinhança dos pontos de libração Lagrangeanos paraµ∈ (0,µ∗].

Inicialmente, de acordo com a demonstração do teorema 63, nocaso em queµ= µ∗ os autoval-

ores da matriz do sistema linearizado são

λ1 =

√
2i
2

, λ1 = −
√

2i
2

, (8.51)

cada um com multiplicidade dois. Com isso, temos que o polinômio característico tem a forma

P(λ) = (λ2 +
1
2
)2. (8.52)

Cálculos simples mostram que o polinômio minimalpmin(λ) é igual ao polinômio característico. A

matriz do sistema linearizado, neste caso, foi dada na demonstração do teorema 63.

Para a decomposição da matriz do sistema linearizadoA como soma de uma matriz simplesS

com uma matriz nilpotenteN, seguindo o algoritmo dado na seção 2.2, temos que

S=




0 2+
√

2 −1−
√

2 0

−2+
√

2 0 0 −1−
√

2

3
2(−2+

√
2) 0 0 2−

√
2

0 1
2(−2−

√
2) 1+

√
2 0




(8.53)

e

N =




0 −1−
√

2 2+
√

2 0

1−
√

2 0 0 2−
√

2

1
2(−2+

√
2) 0 0 −1+

√
2

0 1
2(−2−

√
2) 1+

√
2 0




. (8.54)

Como N 6= 0 e N2 = 0, temos quet = 1. Vamos, agora, obterz ∈ W⊥
0 = IR4 tal queNz 6= 0

e ω(z,Nz) = ε, ondeε2 = 1. Sez = (σ,0,0,0) para termosω(z,Nz) = −1, podemos escolher

σ = (1−
√

2
2 )−1/2. Logo, a forma normal deA é

B =




0 −1√
2

0 0

1√
2

0 0 0

−1 0 0 −1√
2

0 −1 1√
2

0




. (8.55)
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A função Hamiltioniana quadrática associada a matrizB é dada por

H2(q1,q2, p1, p2) =
1
2
(q2

1 +q2
2)+

√
2

2
(q1p2−q2p1). (8.56)

Usando o algoritmo da seção 2.2, temos queP tal queB = P−1APe dada por

P =




− 1
2σ 0 0 1

σ

0 −
√

2σ
2

√
2σ 0

0 −3σ
2 σ 0

−3
√

2
4σ 0 0

√
2

2σ




, (8.57)

ondeσ = (1−
√

2
2 )−1/2.

Para obter a forma normal da parte quadrática da função Hamiltoniana quandoµ∈ (0,µ∗), ou

seja, ondeδ > 1, observe que o polinômio característico da matriz do sistema linearizadoA é dado

por

p(λ) = (λ2 +η2
s)(λ

2 +η2
l ), (8.58)

ondeη2
s = 1

2 + ζ
4 = ω1i eη2

l = 1
2 −

ζ
4 = ω2i, comζ =

√
9δ2−32. Utilizando o algoritmo fornecido

na seção 2.2, temos que a forma normal da matrizA é dada por

B =




0 0 ω1i 0

0 0 0 −ω2i

−ωi
1 0 0 0

0 ω2i 0 0




, (8.59)

o qual tem com função Hamiltoniana associada

H2 =
ω1

2
(q2

1 + p2
1)−

ω2

2
(q2

2 + p2
2). (8.60)

A matriz de passagemP tal queB = P−1APé dada por

P =




√
2

ηsζ
As

√
2

ηl ζ
Al 0 0

0 0
√

2ηs
ζ Bs −

√
2ηl
ζ Bl

0 0
√

2ηs
ζ (ηsAs−Bs) −

√
2ηl
ζ (ηl Al −Bl )√

2
ηsζ

(As−ηsBs)
√

2
ηl ζ

(Al −ηl Bl ) 0 0




, (8.61)

onde
As =

√
η2

s + 3
2(1+ δ

2), Bs =
√

η2
s + 3

2(1− δ
2),

Al =
√

η2
l + 3

2(1+ δ
2), Bl =

√
η2

l + 3
2(1− δ

2).

(8.62)
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8.6 Relações de ressonância no caso planar circular

Nesta seção vamos estudar as relações de ressonância dos autovalores do problema restrito dos

três corpos. Esta análise é necessária para o estudo da estabilidade, pois precisaremos obter a forma

normal do Hamiltoniano do problema restrito dos três corpos.

Vamos analisar o caso ondeµ ∈ (0,µ∗], isto é, quando os autovalores da matriz do sistema

linearizado são dados por±iω1 e±iω2, com

ω1 =
√

1
2(1+

√
1−δ),

ω2 =
√

1
2(1−

√
1−δ),

(8.63)

ondeδ = 27µ(1−µ). Olharemos para as possíveis relações de ressonância entreos autovalores,

isto é, quando

pω1 = qω2 ⇔ pω1−qω2 = 0⇔ ω1

ω2
=

√
1
2(1+

√
1−δ)

√
1
2(1−

√
1−δ)

=
q
p

(8.64)

para algump,q∈ ZZ primos relativos. Desde queω1 ≥ ω2, segue-se que

q≥ p.

Por (8.64), obtemos
√

1−δ =
q2− p2

q2 + p2 ,

logo, devemos encontrar os valores deµ tais que

0 < µ(1−µ) =
m
n

(8.65)

onde √
m= 2qp

n = 27(q2 + p2)2.

(8.66)

Resolvendo (8.65) encontramos que os valores deµ são dados por:

µ= µpq =
1
2
± 1

2

√

1− 16
27

p2q2

(q2 + p2)2 . (8.67)
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Assumindo queµ∈ (0,µ1) o valor deµ dado em (8.67) só pode ser com de sinal positivo na raíz

quadrada. Desde que
√

m é um inteiro par, os primeiros quatro valores demsão

4, 16,36 e 64

os quais nós dão os valores de

1, 2,3, e 4,

respectivamente, para o produtoqp. Os correspondentes pares de inteirosq, p fornecem as ressonân-

cias
ω1 = ω2 ⇔ ω1−ω2 = 0, ressonância 1 : 1

ω1 = 2ω2 ⇔ ω1−2ω2 = 0, ressonância 1 : 2

ω1 = 3ω3 ⇔ ω1−3ω2 = 0, ressonância 1 : 3

ω1 = 4ω4,⇔ ω1−4ω2 = 0, ressonância 1 : 4

(8.68)

de ordem 2,3,4 e 5 respectivamente.

A primeira ressonância corresponde aµ = µ∗ e é chamadarazão crítica de Routhe as outras

são calculadas da equaçãoµ(1−µ) = m
n , de onde obtemos

µ∗ =
9−

√
69

18
> µ1 =

45−
√

1833
90

> µ2 =
15−

√
213

30
. (8.69)

Note que seµ∈ (0,µ∗) comµ 6= µ1 eµ 6= µ2, então não existem ressonâncias até quarta ordem.

8.7 O Hamiltoniano do movimento perturbado

No caso planar circular, temos que o ponto de libraçãoL4 tem posiçãox0 = (1
2 − µ,

√
3

2 ) e

momentoy0 = (−
√

3
2 , 1

2 −µ). Façamos a seguinte mudança de coordenadas:

q1 = x1− 1
2 +µ, p1 = y1 +

√
3

2 ,

q2 = x2−
√

3
2 , , p2 = y2− 1

2 +µ.

(8.70)
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Nas novas coordenadas, a solução de equilíbrioL4 corresponde a solução nula. O desenvolvimento

do Hamiltoniano nas novas coordenadas em torno da origem é daforma:

H(q1,q2, p1, p2) = H2(q1,q2, p1, p2)+H3(q1,q2, p1, p2)+ . . . , (8.71)

onde

H2 =
1
2
(p2

1 + p2
2)+ p1q2−q1p2 +

1
8
(q2

1−8k−5q2
2),

H3 = −7
√

3k
36

q3
1 +

3
√

3
16

q2
1q2 +

11
√

3k
12

q1q2
2 +

3
√

3
16

q3
2,

H4 =
37
128

q4
1 +

25k
24

q3
1q2−

123
64

q2
1q2

2−
15k
8

q1q3
2−

3
128

q4
2,

H5 =
23
√

3k
576

q5
1−

285
√

3
256

q4
1q2−

215
√

3k
288

q3
1q2

2 +
345

√
3

128
q2

1q2
2 +

555
√

3k
576

q1q4
2−

33
√

3
256

q5
2,

H6 = − 331
1024

q6
1 +

49k
128

q5
1q2 +

6105
1024

q4
1q2

2−
35k
64

q3
1q3

2−
7965
1024

q2
1q4

2−
119k
128

q1q5
2 +

383
1024

q6
2

ondek = 3
√

3(1−2µ)
4 .

8.8 Estabilidade dos pontos de libração no caso planar circular

Nesta seção, vamos fazer um estudo completo da estabilidadedos cinco pontos de libração do

problema restrito dos três corpos no caso planar circular. Inicialmente, da proposição 5, temos que

nos pontos de libraçãoL1, L2 e L3 a matriz do sistema linearizado tem dois autovalores reais e,

portanto, do teorema 30, segue o seguinte teorema:



8. O problema restrito dos três corpos 202

Teorema 66 As soluções L1, L2 e L3 do problema restrito planar circular dos três corpos são

instáveis.

Vamos agora fazer uma análise rigorosa da estabilidade dos pontos de libraçãoL4 eL4, para isso,

utilizaremos alguns resultados da teoria da estabilidade para sistema Hamiltonianos autônomos

com dois graus de liberdade.

Teorema 67 As soluções L4 e L5 do problema restrito planar circular dos três corpos são estáveis

para todos os valores de µ em(0,µ∗), exceto para µ igual a

µ1 =
45−

√
1833

90
e µ2 =

15−
√

219
60

, (8.72)

para os quais tem-se a instabilidade. Para µ∈ (µ∗,1/2), temos instabilidade.

Demonstração. Inicialmente, paraµ∈ (µ∗,1/2), de acordo com a demonstração do teorema 63, a

matriz do sistema linearizado tem autovalor com parte real não nula e, de acordo com o teorema 30,

temos a instabilidade dos equilíbriosL4 eL5.

Suponha, agora, queµ∈ (0,µ∗) com µ 6= µ1 e µ 6= µ2. Neste caso, de acordo com o que foi

discutido na seção 8.6, temos que os autovalores dos sistemalinearizado não apresentam relações

de ressonância até quarta ordem e, portanto, a forma normal da função Hamiltoniana até quarta

ordem é da forma:

H = ω1r1−ω2r2 +c20r
2
1 +c11r1r2 +c02r

2
2 +O((r1 + r2)

5/2). (8.73)

Usando o processo descrito na demonstração do teorema 15, temos que os coeficientesc20, c11 e

c02 são dados por:

c20 =
ω2

2(124ω4
1−696ω2

1 +81)

144(1−2ω2
1)

2(1−5ω5
1)

,

c11 = − ω1ω2(64ω2
1ω2

2 +43)

6(1−2ω2
1)(1−2ω2

2)(1−5ω2
1)(1−5ω2

2)
,

c02 =
ω2

1(124ω4
2−696ω2

2 +81)

144(1−2ω5
2)

2(1−5ω2
2)

.

(8.74)

É fácil verificar que

D4 = H4(ω2,ω1) = c20r
2
1 +c11r1r2 +c02r

2
2 =

644ω4
1ω4

2−541ω2
1ω2

2 +36

16(1−4ω2
1ω2

2+)(4−25ω2
1ω2

2)
, (8.75)
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o qual anula-se no intervalo(0,µ∗) apenas quandoµ = µ3 = 0,00109136. . ., donde, pelo Teorema

de Arnold-Moser 49, segue a estabilidade paraµ∈ (0,µ∗) exceto, talvez, paraµ = µi, (i = 1,2,3),

os quais o teorema de Arnold-Moser 49 não se aplica.

Vamos agora estudar a estabilidade para os três valores excluídos do parâmetroµ. Paraµ= µ1,

de acordo com a seção 8.6, temos a relação de ressonância de terceira ordemω1 = 2ω2. De acordo

com a subseção 3.6.2, a forma normal da função Hamiltoniana até os termos de terceira ordem tem

a forma:

H = ω1r1−ω2r2 + r2r1/2
1 [α1sen(φ1 +2φ2)+βl cos(φ1 +2φ2)]+O((r1 + r2)

2), (8.76)

ondeα1 = 1,322. . . e β1 = 0,298. . .. Pelo teorema de Cabral-Meyer 50 segue a instabilidade.

No casoµ = µ2, temos a relação de ressonância de quarta ordem. A normalização da função

Hamiltoniana até quarta ordem (ver subseção 3.6.3) nos fornece:

H = ω1r1−ω2r2 +c20r2
1 +c11r1r2 +c02r2

2 + r3/2
2 r1/2

1 (α2sen(φ1 +3φ2)+

β2cos(φ1 +3φ2))+O((r1 + r2)
5/2),

(8.77)

ondeω1 = 0,948. . ., ω2 = 0,316. . ., c20 = 0,137. . ., c11 = −2,176. . ., c02 = 0,246. . ., α2 =

−1,461. . . e β2 = −4,235. . .. Como

4,170. . . = |c20+3c11+9c02| < 3
√

3(α2
2 +β2

2) = 23,282. . .

então, de acordo com o Teorema de Cabral-Meyer 50 segue a instabilidade.

Finalmente, para terminar a demonstração do teorema, vamosmostrar que paraµ = µ3 temos

a estabilidade. Neste caso não temos relações de ressonância de nenhuma ordem e precisamos

normalizar o Hamiltoniano até sexto grau, o qual obtemos os seguintes coeficientes coeficientes:

ω1 = 0,959. . . , ω2 = 0,281. . . , c20 = 0,097. . . ,

c11 = −1,389. . . , c02 = 0,398. . . , c30 = −0,219. . . ,

c21 = 7,094. . . , c12 = −209,931. . . e c03 = −14,528. . . ,

(8.78)
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para os quais valem as desigualdades:

ω1 6= ω2, ω1 6= 2ω2, ω1 6= 3ω2, ω1 6= 4ω2, ω1 6= 5ω2, 2ω1 6= 3ω2,

c30ω3
2 +c21ω2

2ω1 +c12ω2ω2
1 +c03ω3

1 = −66,631. . . 6= 0,

(8.79)

donde, pelo Teorema de Arnold-Moser 49, segue a estabilidade do equilíbrio. Com isso, fica com-

pleta a demonstração do teorema.

8.8.1 Estabilidade deL4 na razão crítica das massas

De acordo com a seção 8.5, a transformação de coordenadas linear simplética definida pela

matrizP, dada em (8.57), leva o HamiltonianoH, dado em (8.71), no HamiltonianoH∗ com parte

quadrática

H2(q1,q2, p1, p2) =
1
2
(q2

1 +q2
2)+

√
2

2
(q1p2−q2p1). (8.80)

De acordo a subseção 3.6.1, existe uma transformação simplética de coordenadas que levaH∗ na

forma normal

H =
1
2
(q2

1 +q2
2)+ω(q1q2−q2p1)+(p2

1 + p2
2)R(q1,q1, p1, p2)+H5 + . . . , (8.81)

ondeR(q1,q2, p1, p2) = A(p2
1+ p2

2)+B(q1p2−q2p1)+C(q2
1+q2

2). Por meio das fórmulas forneci-

das na subseção 3.6.1, obtivemosA = 0.603> 0 e, de acordo com o teorema 58, temos que o

equilíbrio é formalmente estável. Temos, assim, demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 68 A solução L4 do problema restrito planar circular dos três corpos é formalmente

estável na razão crítica das massas (quando µ= µ∗).

8.8.2 Estabilidade deL4 quandoµ= 0

Nesta seção, vamos estudar a estabilidade do equilíbrio relativo L4 quando um dos corpos

primários tem massa nula, isto é, quandoµ= 0. Neste caso, o problema é equivalente ao estudo da

estabilidade de órbitas circulares (equilíbrios num sistema de coordenadas giratório) do problema

de Kepler.
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De acordo com a demonstração do teorema 63, quandoµ = 0 os autovalores da matriz do

sistema linearizado sãoλ1 = 0 eλ2 = i. A mudança de coordenadasz 7→ Z dada porz= MZ, onde

M =




0
√

13
2 −3

2 0

−4
3 − 3

√
3

2
√

13
−

√
3

2
4√
13

−1
6

3
√

3
2
√

13
−

√
3

2
5

2
√

13√
3

2
5

2
√

13
−3

2 − 3
√

3
2
√

13




(8.82)

leva a parte quadrática da função Hamiltoniana a forma normal

H2 =
δ1

2
q2

1 +
δ2

2
(q2

2 + p2
2), (8.83)

ondeδ1 =−1 eδ2 = 1. Cálculos mostram que os coeficientesh0300,h0400do Hamiltoniano normal-

izado (a relação entre esses coeficiente e os coeficientes do Hamiltoniano com a parte quadrática

normalizada foi dada em (7.75)), valem

h0300= 0, h0400=
81
104

(13−4
√

3) (8.84)

e, comoδ1h0400< 0, pelo teorema 56, temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 69 No caso em que µ= 0, a solução de equilíbrio relativo L4 é instável, ou equivalente-

mente, as órbitas circulares do problema de Kepler são instáveis.

8.9 Resultados sobre estabilidade dos pontos de libração no caso

espacial circular

Nesta seção, vamos dar algumas informações sobre a estabilidade dos cinco pontos de libração

do problema restrito dos três corpos no caso espacial circular. Como na seção anterior, temos que

a matriz do sistema linearizado na vizinhança dos pontos de libração co-lineares têm autovalores

com parte real não nula e, pelo teorema 30, temos demonstradoo seguinte teorema:

Teorema 70 As soluções L1, L2 e L3 do problema restrito espacial circular dos três corpos são

instáveis.
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Sobre a estabilidade dos pontos de libraçãoL4 e L5 para o problema restrito espacial circular

dos três corpos, temos o seguinte teorema:

Teorema 71 As soluções L4 e L5 do problema restrito espacial circular dos três corpos são in-

stáveis para todos os valores de µ em(µ∗,1/2), onde µ∗ = µ∗ = 9−
√

69
18 .

Demonstração. A demonstração segue do fato que a matriz do sistema linearizado tem autovalores

com parte real não nula e do teorema 30.

No caso em queµ∈ (0,µ∗], a resposta para sobre a estabilidade do equilíbrio ainda não esta

completa. No entanto, paraµ∈ (0,µ∗) demonstra-se (por exemplo em Markeev [24]) que os pontos

de libraçãoL4 eL5 do problema restrito espacial circular dos três corpos são estáveis para a maioria

das condições iniciais (no sentido de medida de Lebesgue), exceto para

µ1 =
45−

√
1833

90
e µ2 =

15−
√

219
60

, (8.85)

para os quais, tem-se a instabilidade.

O caso em queµ = µ∗ foi tratado por Sokol’skii [34], onde se demonstra a estabilidade formal

deL4.
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