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RESUMO

Nesta dissertacdo, fizemos um estudo detalhado das formasiae da estabilidade de
equilibrios para sistemas Hamiltonianos autbnomos e gied$ e aplicamos ao estudo da esta-
bilidade dos pontos de libragédo do problema restrito dassdogpos nos casos planar circular e
espacial circular. Estudamos formas normais para sistef@amltonianos lineares e ndo-lineares.
Para os lineares, consideramos um algoritmo para obtemafoormal quando os autovalores séo
imaginarios puros, um teorema que permite obter a forma alogjoando os autovalores séo dis-
tintos e uma tabela que fornece formas normais para funcéeslidnianas quadraticas. Para os
nao lineares, aprendemos as teorias das formas normaissti@v&an, de Birkhoff e de Lie para
sistemas Hamiltonianos auténomos e periodicos e, com lestasnteorias, obtivemos a forma
normal de algumas fun¢cbes Hamiltonianas. Estudamos al&kdb de equilibrios para sistemas
de equacdes diferenciais ordinarias lineares (autdononpesi@dicos) e ndo-lineares, além disso,
adaptamos alguns teoremas para sistemas Hamiltonianos. b&sennos Teoremas de Arnold-
Moser e Cabral-Meyer, estudamos a estabilidade para sstdamailtonianos periédicos com um
grau de liberdade e sistemas autbnomos com dois. Estudambérn a estabilidade para sistemas
Hamiltonianos periddicos com dois graus de liberdade ergén@mos alguns resultados para sis-
temas comm graus de liberdade. No ultimo capitulo, mostramos que aspo@tos de libracédo
colineares do problema restrito dos trés corpos séo instéanalisamos em que condi¢des temos

a estabilidade dos triangulares.



ABSTRACT

In this Dissertation, we studied in detail the normal formd atability of equilibria for au-
tonomous and periodic Hamiltonian systems and applyir@gstudy the stability of the of libration
points of the restricted three-body problem in the planarutar and space circular cases. We stud-
ied normal forms for linear and nonlinear Hamiltonian syste For linear systems, we considered
an algorithm to obtain the normal form when the eigenvaluegarely imaginary, a theorem that
allows to obtain the normal form when the eigenvalues afergiit and a table that supply normal
forms for quadratic Hamiltonian functions. For the nonéiresystems, we learnt the theories of
Gustavson'’s, Birkhoff’s and Lie’s normal forms for autonams@nd periodic Hamiltonian systems
and, based in those theories, we obtained the normal forrmeroé Hamiltonian functions. We
studied stability of equilibria for linear and nonlineadorary differential equations (autonomous
and periodic), and after that, we adapted some theoremsduniltdnian systems. Using Arnold-
Moser and Cabral-Meyer theorems, we studied the stabilipeobdic Hamiltonian systems with
one degree of freedom and the stability of autonomous Hanidh systems with two degrees of
freedom. We also studied stability for periodic Hamiltongystems with two degrees of freedom
and generalized some results for systems witlegrees of freedom. In the last chapter, we showed
that the three colinear librations points of the restridte@e body problem are unstable and we

also analysed in what conditions we have the stability ottla@gulars librations points.
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Introducao

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar assete formas normais e estabilidade
de equilibrios para sistemas Hamiltonianos e aplica-lassaado da estabilidade dos pontos de
libracéo do problema restrito dos trés corpos. Usamos comaial referéncia o livro "Pontos de
libragdo em mecanica celeste e cosmodinamica"de MarkegvQ2dras referéncias muito usadas

nesta dissertacéo foram Cabral ([6] e [7]), Vidal ([36], [8]B8]) e Meyer [25].

Sobre formas normais e estabilidade de equilibrios paensés Hamiltonianos, tendo em vista

que:

e nao existem boas referéncias sobre os assuntos. O trabaiscompleto € o livro de Mar-
keev [24], o qual, com o uso do teorema de Cabral-Meyer [6],s8igel reescrever muitos

resultados sobre estabilidade, deste livro, de forma noanpacta e elegante;

e existem muitos problemas de interesse pratico e tedricdemaigms que ainda nao foram

resolvidos;

e h& grande aplicabilidade das teorias em problemas desstepeatico, em particular, a prob-
lemas da Mecanica Celeste, como por exemplo ao estudo ddidatsdos pontos de li-

bracdo do problema restrito dos trés corpos.

Resolvemos escrever um trabalho que contivesse grandelparte esta no livro de Markeev [24],
melhorando alguns resultados e demonstragdes, acresderaiguns problemas que encontram-

se apenas em artigos, generalizando alguns resultadosstieonesultados que ainda nao haviam
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sido obtidos. Também, fizemos um estudo da estabilidade alisgpde libragcdo do problema

restrito dos trés corpos nos casos planar circular e espacialar.

Esta dissertacdo esta dividida em oito capitulos. O proreedado ao nivel de preliminares.
Nele, sdo fornecidos alguns conceitos basicos sobre a thgisistemas Hamiltonianos, das trans-
formacdes simpléticas , 0 Teorema da Curva Invariante[2éiregtor objetivo fornecer conceitos
essenciais para melhor compreensao deste trabalho, sendssario, também, conhecimentos

basicos de Algebra Linear, Analise nd' IR Equacdes Diferenciais Ordinarias.

No capitulo 2, fornecemos um algoritmo para obtencao degsmormais para sistemas Hamil-
tonianos lineares autbnomos no caso em que o0s autovalarémaginarios puros. Em seguida,
apresentamos um teorema para obtencéo da forma normalmeroague os autovalores sdo dis-
tintos. Baseado em Arnold [1], mostramos uma tabela de formoa®ais para Hamiltonianos
guadraticos, de acordo com seus autovalores. Encerramagitolo com um breve comentario

sobre a obtencéo da forma normal para um sistema Hamilihrear periodico.

No capitulo 3, desenvolvemos a teoria das formas normaisid&a@on[12] e Birkhoff[4] para
sistemas Hamiltonianos autbnomos e periddicos e obtemosrafnormal de algumas funcdes
Hamiltonianas que serdo usadas posteriormente. Nestilogaéio também fornecidos alguns

conceitos importantes para o estudo das formas normais.

O quarto capitulo é dedicado ao estudo do método de Lie paemgin da forma normal
para sistemas Hamiltonianos autbnomos e periddicos. Bpftulo é parte de um seminario que
apresentei no curso de Sistemas Dinamicos Hamiltoniannstnaido por Vidal[37], nele, usei

como principais referéncia Meyer[25] e Cabral[7].

No capitulo 5, desenvolvemos a teoria da estabilidade dél@ms para sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias dando énfase aos sistemas Hammailtos. Aqui, sao fornecidos teoremas
gue caracterizam a estabilidade de equilibrios para sésténeares (Hamiltonianos e ndo Hamilto-
nianos) e ndo lineares. Para os ndo lineares fornecemosasanéireto de Liapunov e Chetaev|[8]

no caso autbnomo e nao autbnomo.

O sexto capitulo € dedicado ao estudo da estabilidade débeipsi para sistemas Hamiltoni-

anos perioddicos. Com o uso do teorema de Arnold-Moser([Z) @ [@abral-Meyer[6] fazemos um
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estudo da estabilidade para sistemas com um grau de lileendazhso ndo ressonante e em alguns
casos ressonantes. Abordamos também sistemas com daigigriberdade, nos quais, fazemos

generaliza¢cBes de alguns resultados para sistemas Haanlbs corm graus de liberdade.

No sétimo capitulo, estudamos estabilidade para sisteraasltdnianos autbnomos. Para 0s
sistemas com dois graus de liberdade fornecemos os Teodemasold-Moser([2] e [3]) e Cabral-
Meyer[6], os quais usamos para concluir sobre a estabdidadquilibrio no caso ressonante e em

alguns casos nao ressonantes.

Finalmente, no capitulo 8 fazemos uma aplicacéo das tedgenvolvidas ao estudo da esta-
bilidade dos cinco pontos de libracédo do problema restatotes corpos nos casos planar circular

e espacial circular.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, o qual sera essencial para todo o desenveiodeste trabalho, forneceremos
a teoria basica dos sistemas Hamiltonianos, das transfgiaa simpléticas e, também, o Teorema
da Curva Invariante [26]. As primeiras sec¢Oes serdao usadogjease toda parte deste trabalho,
enquanto,o Teorema da Curva Invariante, nas demonstragie$aebremas de Arnold-Moser ([2]
e [3]) e Cabral-Meyer][6].

1.1 Sistemas Hamiltonianos em &

A segunda lei de Newton da origem a um sistema de equacoesrdifgis ordinarias de se-
gunda ordem em IR o qual pode ser escrito como um sistema de equacdes ditaseniainarias
em IR". Na maioria das vezes, podemos escrever este sistema numaetfem particular, chamada

de sistema Hamiltoniano.

Definicdo 1 Um Sistema Hamiltoniané um sistema de 2n equacdes diferenciais de primeira or-

dem da forma

( . a_H
(1.1)
__H
\ oq
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onde H=H(q,p,t) € uma func¢édo diferenciavel no abertoIR" x IR" x IR chamada de Hamil-
toniano. Os vetoreg = (Q1,...,0n) €P = (P1,- .., Pn) SA0 chamados posi¢do e momento, respec-
tivamente, e t geralmente de tempo. As variapeg) sdo ditas conjugadas. O numero inteiro n é
0 numero de graus de liberdade do sistema. O conjunto onder&s/eis posicao estao definidas
€ chamado de espaco das configuragdes e 0 espaco que descyEgEDes versus momentos é
chamado de espaco de fase.
Sez= a elJ= 0 , podemos escrever o sistema (1.1) na forma:
p —In O
z=J0O,H(z,1). (1.2)

Verifica-se que a matrid é ortogonal e anti-simétrica, isto &1 = JT = —J. Também é facil

verificar quedetJ= 1.

Quando a funcdo Hamiltoniankl, ndo depende deo sistema (1.1) € dito autbnomo e, em

caso contrario, ndo autbnomo.

Muitas propriedades importantes dos sistemas Hamiltosia&o formulados em termos de um
operador chamado colchete de Poisson. Séjaf e H funcdes reais diferenciaveis definidas no
abertoU ¢ R"x IR" x IR.

Definicdo 2 O colchete de Poisson de F e G € definido por

OFT oG OFT oG

T (1.3)

{F,G}=0FTJOG =

Verifica-se facilmente qué, } € uma aplicagdo bilinear, anti-simétrica e satisfaz a idade
de Jacobi:
{F.{G,H}} +{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0. (1.4)

Se (to, zp) representa a solucéo de (1.1) com condigédo injtiaty), entdo

%F(t,(ﬂ(to,Zo)) = %F(ta(ﬂ(thZO» + {F7G}((pf<t0720))7 (15)

com isso, temos que ao longo das solugcdes do sistema Haamitofi.1) vale a identidade:

dH _oH
dt ot
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e, portanto, num sistema Hamiltoniano autbnomo a funcéoilkteriana é constante ao longo de
suas solugdes. Uma fungdo que é constante ao longo dasesotleedm sistema EDO's € dita uma

integral deste sistema.

Vamos agora ver um teorema que relaciona o colchete de Raisso integrais do sistema

Hamiltoniano (1.1):

Teorema 1l Sejam F, G e H como acima e independente de t. Entéo:

() H é uma integral para (1.1);
(i) F é uma integral primeira de (1.1) se, e somente{$eH} = 0;
(iii) Se F e G s&o integrais para (1.1) ent§&, G} tambéem é.

Demonstracdo. O item (i) segue dos comentarios acima. A demonstracao iho(iifeé conse-

guéncia da identidade (1.5). O item (iii) segue da idengdelJacobi. ]

1.1.1 O problema dos n-corpos

Vamos agora ver um exemplo importante de um problema quesso@scrito como um sistema
Hamiltoniano, trata-se do problema dos n-corpos, o quasistnem dar informac¢des sobre o
movimento den particulas materiais, submetidas unicamente a acao datsagSes gravitacionais.
Seqs,...,0n € IR® denotam os vetores posi¢do das particulas de massas gssitiv. ., m,, as

equacoes de Newton para o movimento sao:

mdi = ¥ G (aj i), (i=1....n) (1.6)

i) ij
ondeg;j = ||gi — q;|| sdo chamadas de distancias mutuas.

Introduzindo o potencial Newtoniano

U=U(qy,....a0)=— Y G-, (1.7)
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e usando as notac¢dgs= (q1,...,qn) € M = diag(my,...,m,), o sistema (1.6) assume a forma:

Mé = —qU (). (1.8)

Sejap = M@ o vetor momento linear do sistema, istopg,= mq;, i = 1,...,n. Podemos

escrever o sistema (1.8) na seguinte forma:

g=M""p
(2.9)
p = _un (q)7
gque corresponde a um sistema Hamiltoniano com funcao Hamata
1 _
H(q,p)=5p"M~'p+U(a). (1.10)

Com essa formulagéo temos que o estudo do problema dos rsc@pesume ao estudo de um

sistema Hamiltoniano, inicialmente com §raus de liberdade.

1.1.2 O problema de Kepler

Outro exemplo importante de um problema que pode ser esonib@ um sistema Hamiltoni-
ano, € dado por um caso especial do problema dos 2-corposaesdmimos que um dos corpos
esta fixo na origem do sistema referencial, chamado de pnabdie Kepler. Neste caso, a equacgao
gue descreve o movimento do outro corpo tem a forma:

. Gm

ondeq € IR — {0} ¢ o vetor posi¢do do outro corpm a massa do corpo fixo na origemGe
a constante de gravitagao universal. Denote Gm Da equacgao (1.11) temos que a energia

potencial do sistema é dado por

M
u(q) = —, (1.12)
D= T
e com isto, temos que a fungdo Hamiltoniana do sistema &
1 2 M
H qvp =5 p ETIPTE (113)
(@.p) =5l pll Tq]

ondep = q.



1. Preliminares 19

1.1.3 Reducao do numero de graus de liberdade

Considere o sistema Hamiltoniano autbnomo com funcao Hammlba
H=H(q,pe€) (1.14)
e sejaH = h a superficie de energia camfixo. Suponhamos que é possivel escrgygna forma:
Pn = —K(0, p1,..., Pr-1,h,€). (1.15)

Aqui assumimos quelp, # 0, e comogn = Hp, € diferente de zero, podemos eliminar a variavel
t da equacao diferencial e usarngpscomo a nova variavel tempo. As equaces diferenciais que

resultam sao:

dg _ He _ ok
dop Hpn Pi
(1.16)
dp _ _Hg _ oK
dop Hpn g

ondei =1,...,n—1, e usamos o fato que
H(q,p1,-..,Pn-1,—K;€) =h.
Lembramos que a andlise acima € sé local, ja que usamos anl@deeFuncao Implicita.

O sistema (1.16) € um sistema Hamiltoniano goml graus de liberdade e funcdo Hamiltoni-

anak.

1.1.4 Sistemas Hamiltonianos lineares

Vamos agora estudar um caso particular muito importantéestensas Hamiltonianos.
Se o Hamiltoniano for uma forma quadratica enisto €,
1+
H=H(zt)= 5 St)z, (1.17)
ondeS(t) é uma matriz simétrica para cadaemos que o sistema associado é da forma:

z=JSt)z=A(t)z, (1.18)



1. Preliminares 20

ondeA(t) = JSt). Quando isto ocorre o sistema Hamiltoniano (1.18) é dito istersia Hamilto-

niano linear.
A seguinte definicdo sera importante no estudo dos sisteamadtidnianos lineares:

Definicdo 3 Uma matriz Ac Many2n(IR) € dita Hamiltoniana se AJ +JA= 0. O conjunto de

todas as matrizes Hamiltonian@a x 2n é denotado por p, IR).

Observagéo:A matriz A(t) do sistema (1.18) é uma matriz Hamiltoniana para ta@am efeito,
JA(L) = J%S(t) = —S(t) = S(t)IP = S1)T3I= —(ISt))TI=—A®1)" Y, (1.19)
dondeA(t)TJ+JA(t) =0.
O seguinte teorema nos da uma caracterizacao das matrimekdiéganas:

Teorema 2 As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) A é Hamiltoniana;
(i) A = JATJ;
(i) A = JR, onde R é simétrica,

(iv) JA é simétrica.

Demonstracéo.

((i) = (ii)) Segue da identidadE* = —J.

((ii) = (iii )) Basta tomaR = ATJ. Com efeitoR" = JTA= —J(JATJ) = ATJ=R logoA=JR
comR simétrica.

((ii ) = (iv)) SeA = JR, com R simétrica entddA= J°R= —Re assimJR¢& simétrica.

((iv) = (i)) SeJAé simétrica entddA= (JA)T = ATJT = —ATJ, logoATJ+JA=0 e portanto

A é Hamiltoniana. n

O seguinte resultado € muito importante no estudo dos sastéfamiltonianos lineares:

Proposigdo 1 O polindmio caracteristico AA) de uma matriz Hamiltoniana A € par, isto €,
Pa(A) = Pa(—A).
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Demonstracéo.

Pa(A) =det(A—Al) =det(JS—Al) = det(JS—AI)T = det(STIT —Al) = det(—SI—Al)
= det(J?SI+A1JJ) = det(I(IS+AI)J) = detIdefIS+ Al )detJ

— det(JS+Al) = det(A+Al)) = Pa(—A).

Vamos agora ver condi¢cdes para que uma matriz A seja Haimaiftan

ab
A= ,

ATyoa- | 02T
a-d O ’

logo, uma matriz % 2 € Hamiltoniana se, e somente se, 0 seu traco € nulo.

ab
A= ,

c—c' al+d
—a—d" b"—b

(i) Se

coma,b,c,d € IR entéo,

(i) Agora, no caso geral, se

coma,b,c,d € Mp«n(IR) temos que:
ATJ+JIA= (

logo, A é uma matriz Hamiltoniana se, e somenteset- d = 0 eb e ¢ sdo simétricas.

1.2 Transformacdes simpléticas

Nesta secdo, vamos fornecer definicbes e propriedadestanfes sobre as transformacoes

simpléticas. Estudaremos, também, propriedades do fluxandsistema Hamiltoniano e um
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método para obter transformacdes simpléticas por meio defuntdo denominada de funcéo

geradora.

1.2.1 Transformacdes simpléticas
Vamos iniciar esta se¢ao fornecendo uma das definicdes mpgstantes para o estudo dos
sistemas Hamiltonianos.
Definicdo 4 Uma matriz Te Man.2n(IR) satisfazendo a identidade
THIT =pd, (1.20)
onde p é uma constante ndo nula, € dita uma matriz p-simaléQuando =1, T € dita sim-

plética. O conjunto de todas as matrizes simpléticas emxM(IR) é denotado por Sp, IR).

O seguinte teorema nos fornece algumas propriedades dazsas@atsimpléticas:

Teorema 3 Se T € uma matriz p-simplética entao:

(@) T éinvertivel, T1 é pri-simpléticae T1 = —pJT7J;

(b) TT é p-simplética;

(c) Se S &-simplética entdo T S éypsimplética.
Demonstracdo. ComoT é p-simplética edetJ= 1, temos que

(detT)? = det(T" )detJdetT=det(TTJT) = det(uJ) = p"

donde segue quE é invertivel. As demais formulas seguem de (1.20). ]

Este teorema implica qugp(n, IR) é um grupo, e um subgrupo @&(2n, IR).

SeT(t) é uma matriz 8 x 2n invertivel para cadg a mudanca de variave{s= U (t)z trans-

forma o sistema Hamiltoniano linear (1.18) no sistema
{=(TIAT-T M), (1.21)

ondeU (t) = T~L(t). Em geral, este sistema de equacdes ndo é Hamiltonianagoont
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Teorema 4 Se Ut) é uma transformagéo p-simplética entdo o sistema (1.21) gistema Hamil-

toniano linear.

Demonstragéo. SeU (t) € uma matrizi-simplética entad (t) é u—i-simplética. Comar JTT =
u1J para todot, temos queTJT' +TJ(T)T = 0, donde segue qu@ ~1T)J+J(T1T) =0,
e portantoT ~1T é uma matriz Hamiltoniana. Temos também quetJ = pJT', donde segue
queT AT = T-1JST=pITTST = J(uUTTST) é Hamiltoniana também. Logb AT —T—1T é

Hamiltoniana. n

Este teorema nos diz que uma mudanca de coordenadas Siaplédserva a forma Hamil-
toniana linear de um sistema de equacdes. No entanto, aaexip falsa, pois a mudanca de

coordenada#y,p) — (q,2p) preserva a forma Hamiltoniana das equagfes mas nédo é saaplét

Ja temos a definicdo de transformacéo linear simplética. G mesta definicdo vamos es-

tender o conceito de transformagéo simplética.

Definicdo 5 Seja a transformac&o de coordenadaslE x | — IR?", onde U é um aberto de iR
Dizemos que E € uma transformacédo simplética ou uma tramsfgdio candnica de coordenadas

se D,E(z,t) € uma matriz simplética, isto é, E é um difeomorfismo, para tpd satisfaz

[D,E(z,1)]"ID,E(z,t) = J. (1.22)

Usaremos a notacao
(= (P,Q)=E(zt) =E(q,p,t). (1.23)

eZ({,t) para ainversa dE.

Vimos que uma transformacao simplética linear preservaragddamiltoniana dos sistemas
Hamiltonianos lineares. Em geral, isto também é valido, éstse definimos a funcéo "Hamiltoni-

ana“"transformada por:

H*({) =H"(Q,P) =H(Z(L,1),1), (1.24)
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e sendou = E(U x 1) entdo verifica-se que:

(>3}

{ =%+ E@nz

Sﬁ

(>3}

~ E2n+ £z (Fan)

= € (z,t) + E(z,)] (%(z,t)g—';(z,t))T (1.25)

= I0ZH* (1) + K=z (z)-

A notacdo no segundo termo desta expresséo, significa poierivar com respeito ae logo
substituirz = Z({,t).

Da ultima relacédo em (1.25) segue teorema:

Teorema 5 A transformacgéo de coordenadas simpléticeE= ¢ que ndo depende de t trans-
forma o sistema Hamiltoniano com fungdo Hamiltoniana=HH (z) num novo sistema Hamiltoni-

ano, cuja funcdo Hamiltoniana Hé definida por

H*(Q) = H(E(2). (1.26)

Analisaremos o caso onde a transformacao simplética (de3®nde dé. Neste caso para ter

um teorema analogo ao anterior devemos supor gue o conjunto

U ={LeR™/(t)euxl}, (1.27)

é uma bola em IR para cadd fixo. Demonstraremos que nestas condicdes existe uma funcéo

diferenciaveR: u — IR tal que

oE
ot @ Ulz=z(n = IRE ). (1.28)

Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 6 Suponha que a transformacdo de coordenadéaty = ({,t) é simplética e além

disso o contra-dominia: = E(U x |) satisfaz a condig&o (1.27), entdo ela transforma o sistema
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Hamiltoniano com fung&o Hamiltoniana H H(z) num novo sistema Hamiltoniano, cuja funcéo
Hamiltoniana é definida por
H*(Z,t)+ R 1) (1.29)

Demonstracdo. Precisamos demonstrar que a funcao diferenci@éed gradiente de uma funcao
diferenciavel a valores reais, para isto é suficiente detrasisjue a seguinte funcéo

62E

(Z t) ata ( )‘z Z(qt) az(

Z,t) (1.30)

é simétrica, isto &, =I'T. Derivando a relacéo (1.22) com respeitotamos

0°ET oE 0E . 0°E
a7 235, (20 + 5 (zt) 55 (21) =0, (1.31)
donde
oE-T  0%ET 0°E _ OE1!
5, B0 5, (203 +I55 (21— —(z1) =0. (1.32)
Substituindoz = Z(Z,t) em (1.32) e lembrando qu& *(Z(Z,t),t) = 92(Z,t), entdo temos que
~rT+r=o. .

Observacédo:No caso em quer; ndo € uma bola, o teorema acima so é valido localmente, isto €,
em cada pontd de u existe uma funcad® como no teorema definida sobre uma vizinhanc¢g de
tal que o teorema é valido, m&nao necessariamente pode ser definida globalmente como uma

Unica funcao a valores reais sobre tado

Existe uma generalizagdo dos resultados anteriores pasoale transformacgdgssimpléticas
ou transformacgdes simpléticas com multiplicagar IR \ {0}, definidas como difeomorfismos e

usando a mesma notacao das transformacdes simpléticaleedss satisfazer a propriedade:
[D2E(z,1)]TIDE(z,t) = pJ (1.33)
ondep € uma constante. Facilmente verifica-se

D,E(z,t)J[D,E(z,1)]" = ud.

Teorema. Sej& : 0 — IRK, ondeo é simplesmente conexo (uma bola aberta por exemplo), €ntdalf se, e

somente se(gi ) € simétrica
i,
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Da mesma forma que as transformacdes simpléticas as tnanagfoeq.-simpléticas preservam a
estrutura Hamiltoniana das equagdes, logo os Teoremas %@ Wakdos com a substituicdo da

funcdo Hamiltonian&l* pelo Hamiltoniano

H*({,t) = HH(Z({,1),1). (1.34)

Outro resultado importante sobre as transformacdes dicgaé o seguinte:

Teorema 7 Seja T uma matriz simplética. & um autovalor de T ent®0 ! também é.

Demonstracdo. ComoT é simplética, temos que’ = —JT-1JedetT=+1. Se\ é um autovalor

deT, tem-se:
pr(A) =det(T —Al) =det(TT —Al) =det(—IT LI +AJJ)
=det(—T14Al) =detAA 1T 1 —1)) = A"detTdet(T —A~1I)
= £A"pr(A 1),

donde segue o resultado. ]

Usando o fato que o determinante de uma matriz é igual ao fwroduseus autovalores, segue

o corolario do teorema acima:

Corolario 1 O determinante de uma matriz simplética é igual a 1.

Uma consequéncia importante deste corolario é que umddrara;ao simplética preserva

volume.

1.2.2 Exemplos de transformacdes simpléticas

Vamos agora ver alguns exemplos de transformacdes singdétiMuitas destas transfor-

macdes serdo usadas nos capitulos seguintes.



1. Preliminares 27

Exemplo 1: Consideremos a mudanca de coordenadas polares no planoocdada p
®: IR x (0,2m) — IR?\ {(x,y) € R? / x>0,y = 0}. (1.35)
Usando a notac&o acirga= (r,08) e = (x,y) € IR? e definindo
®(r,0) = (rcosh, rserd). (1.36)
E claro qued é um difeomorfismo e satisfaz:

[D,®(2)]"ID,D(z) =1J, (1.37)

0 1
ondel = ( 0) . Portanto, a transformac&@nao é simplética. No entanto uma "pequena” al-

teracdo permite-nos conseguir uma transformacao simogléatpartir das coordenadas polares no

plano. De fato, considere a transformacao
W(r,8) = (V2r cosh, v'2rserd) = n (1.38)
ondez = (r,0) sdo definidas como antes. Verifica-se neste caso que
[D,W(2)]"ID,¥(z) = J. (1.39)

As novas variaveigr,0) sdo chamadas variaveis acao-angulo. Este tipo de traresféorsim-

plética serd usada em varias partes deste trabalho.

Exemplo 2: Consideremos IR com coordenadas = (q,p) e seja a mudanca de coordenadas
independente de
E:(a,p)— (Q,P), (1.40)

definida por
Q=aq, P=ap, (1.41)

ondea é uma constante nao nula. Logo,
E .
T:= ?9_2 =adiag(l,...,1) =al (1.42)

ondel é a matriz identidade denZ 2n. Portanto,

TTIT =02, (1.43)
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isto é, a transformac&o de coordenaBasy ;= a?-simplética.

Aplicaremos esta transformacao de coordenadas ao problesmacorpos cujo Hamiltoniano

€ dado por:
Ipill* _Gmm;

1= 2Tl (149

O Hamiltoniano transformado é dado por

H*(Q) = o®H(E"1(Q)), (1.45)

ondel = (Q,P). Substituindag = 2Q ep = 1P em (1.45) obtemos

NP2 Gamm;
H*(Z) :a2 iz H l” m J
Zm 1<i<j<n qu_q]H (1 46)
Godmm; '

_ P ||
& 2m 1§i;§n”qi_QJ’H.

Esta mudanca de coordenadas nos permite dapell (para isso, basta considematal que
Ga® = 1). Desta forma néo existe perda de generalidade em supite désicio que no problema

dosn-corpos a constante de Gravitacao Universal vale 1.

Exemplo 3: Consideremos novamente?Rde coordenadas= (q,p) = (q1,...,0h, P1,---,Pn)

e seja a mudanca de coordenadas independente de

E:(a,p) — (Q,P), (1.47)

definida por
Q=aq, P=pp, (1.48)

onded e 3 sdo constantes ndo nulas por enquanto. Logo,

al O
_9E_ (1.49)
T oz 0 Bl
ondel é a matriz identidade dex n. Portanto,

TTIT =apy, (1.50)
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isto &, a transformacéo de coordenalasy := ap-simplética.

Exemplo 4: Consideremos um Hamiltoniano autdnomo e analitico que possponto critico na
origem, assim

H(z) = %ZTSH K(z) (1.51)

ondeSé a matriz Hessiana déemz = 0, eK é tal que as derivadas parciais de primeira e segunda

ordem anulam-se na origem. A mudanca de variaveis
1
E:z—>w:gz (1.52)

come constante ndo nula, como no exemplo 2, @ % é¢ 2 simplética. Assim o novo Hamil-

toniano satisfaz:
H*(w)

FH(E™'2)

H(ew)

I
Ry

Ry

[3€2WT S + K (ew)] (1.53)

NI

wTSw + SK(ew)

= Iw'Sw+O(e).
Para explicar o significado d(e) = £~?K (ew) devemos lembrar que pelas hipotelsesomeca ao
menos com termos de terceira ordem no desenvolvimento eendeeifaylor em torno da origem
guando consideramos a variavel originaisto €,
K(z) = > ai,...a, 2. 20+ ..
i1+Hio+...+ion=3
onde... significa termos de ordem superior. Substituiagmr ew, teremos que
K(ew) = ¢3 Y ai, ... A, W W2 4 (1.54)

i1+Hip+Fion=3

onde a expressado. dentro do colchete pode ser fatorado pomMNote que estamos assuminzlo

proximo da origem, ou sejayw deve estar proximo da origem. Logo,

e"?K (ew)| < Ce (1.55)
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para alguma constan@> 0 e parav huma vizinhanca da origemedimitado, ou podemos supor

guee é suficientemente pequenaeves limitado.

As equacdes de movimento assumem a forma:

W=Aw+0(), A=JS (1.56)

Pelos comentarios anteriores, supofidd = 1 e€ proximo da origem, segue-se que a transfor-
macao de coordenadas (1.52) € util para estudar as equad&esgs de um ponto critico. Note
que se desprezamos 0s termos de ordeantdo o sistema (1.56) fica linear em desta forma

temos que os termos lineares sdo 0s mais importantes.

Exemplo 5: Consideremos a seguinte mudanca de coordenadas:
(L9 =E(r,0) = (71,9, (1.57)

ondea € IR™,r = (rg,...,m), 6 = (¢1,...,0n), 1 = (I1,...,In) €e@= (@1,...,@). Verifica-se que
esta transformacaoes ®-simplética. De fato,

[D,E(2)]"ID,E(2) = et 0 J et 0 =g 9 (1.58)
’ T o o 1) 7 '

Logo, se tomamos a fungcdo Hamiltoniana
H=H(r¢)=Ha+Hz+Hg+... (1.59)

ondeHs é um polinbmio homogéneo de grg( nas variaveis e 2rtperiodico em cadqj, entédo

0 novo Hamiltoniano € dado por
K =g 9H(e%, @) = Ko+ 932Kz + £ 92K+ ... (1.60)

ondeKs denota um polinémio homogéneo de gsi@ nas variaveis e 2rtperiodico em cade;.

Exemplo 6: A mudanca de coordenad@g, y»,Ys,Ya) — (01,02, P1, p2) do IR* em C*, dada pelas
relacoes:

Qu= Yi+liys, 2= Ya2+iyas,
(1.61)

PpL= Yi—liy3, P2= Y2—iyas,
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Define uma transformacaa-2implética. Esta transformacédo sera muito usada nosutzp8 e 4.

Como aplicacao desta transformacao de coordenadas camsaea funcdo Hamiltoniana na

forma:
1 1
H = San(yi +¥3) + 5wa(y5 +Y2). (1.62)
O novo Hamiltoniano é igual al2, ondeH é a funcdo Hamiltoniana acima expressa em termos de

Ok, Pk pela férmula (1.61), ou seja,

2IH = i 0n pa + 0022 (1.63)

Exemplo 7: Introduzamos as variaveis reajs @ pelas relacdes
Ok = \/2r€%,  pr=+/2ree "% (1.64)
Esta transformac;éo%—simplética.

Como aplicacéo destas coordenadas considere o Hamiltoniano

H = i0101 p1 + 10202 P2 (1.65)
Nas variaveisy, @ a funcdo Hamiltoniana tera a forma:

H=wri+upro. (1.66)

Exemplo 8: Seja o Hamiltoniané! na seguinte forma:

H = (e + 1) +2u(c® — 3917) + 29(p* — 3pc?) + H'(a. p.1), (167)
onde
u = xcogmt) — yserfmt), v = xsertmt) +ycogmt), (1.68)
com x e y constantes satisfazendd +y? > 0, a fungdoH’ sendo 2r-periddica emt e H' =
O((lal +[p1)*).-
Facamos a seguinte mudanca de variaveis

q= V2r sen(—wt+@+0),
(1.69)

p= V/2rcog—wt-+@+8),
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onde
sen = X cosdP = _y (1.70)

De acordo com o exemplo 1 desta se¢do, a mudanca de vafigyis- (r, @) define uma mudanca
de coordenadas simplética. Para obter a funcdo Hamiltargaarita nas novas coordenadas, de

acordo com teorema 1.28, temos que ele € dado por:
K(ret)=H(rot)+Rr@t). (1.71)

Verifica-se queH (r, @,t) = wr + 1/2(x2 +y2)r/r cos 3p+ O(r?). Da identidade (1.25), temos que

a funcéo resto é dada pB(r,p) = —wr e, com isso, temos que

K(r,@) = 41/2(x2 4+ y2)r/r cos 3p+ O(r?). (1.72)

Exemplo 9: Considere a funcdo Hamiltoniana

1 1
H = 5(p% +wiaf) — 5(p5+ wheh) + kol O PL P+ (1.73)

k1+k2—%+|2—3
A fim de colocar o Hamiltoniano (1.73) numa forma apropriadaialmente, faca a mudanca

candnica de coordenadas:

1 i 1;
Q= Xt+gXe PL= 3101X1 + X3,
(1.74)
i 1 1 :
o= —2X+ X4 P2= —300X+iXs.
Nas novas variaveis a funcédo Hamiltoniana é escrita na forma
: - / kg ko l1y]
H = iy XgXx + 10 XoX4 + kekol 1, X1 X0 X3 X4 - (1.75)

k1+k2+Zl+|2:3
Os coeficientes em (1.75) séo expressos em termos dos catesaia fungdo Hamiltoniana (1.73).

Exemplo 10: Seja o Hamiltoniano na forma
1 n
H=3Y @j0¢+y])+Hs+Hat ..., (1.76)
=1

ondewj € um numero real, &y, € um polinémio homogéneo de graurelativamente &, yj,

dependendo de uma maneimaZeriodica no tempo. Usando as variaveis complexas comisgad

Zk:Xk+|Yk; Z_k:Xk—iYk (k:1727"'7n)'
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O Hamiltoniano (1.76) assume a forma

n
2H =1 % Wzt ... (1.77)
k=1

1.2.3 Fluxos Hamiltonianos

Vamos agora fornecer propriedades importantes do fluxo dsistema Hamiltoniano. Como

primeira propriedade, temos 0 seguinte teorema:

Teorema 8 A matriz solucdo fundamental Zg)tde um sistema Hamiltoniano linear é simplética
paratodot, § € |. Reciprocamente, se(Ztp) € uma funcéo diferenciavel de matrizes simpléticas,

entdo Z € a matriz solugcao de um sistema Hamiltoniano linear.
Demonstrag&o. SeU (t) = Z(t,to) T JZ(t, 1) entdoU (o) = J e
Ut)=2"12+2"32=2"(ATI+JIAZ =0, (1.78)

donde seque qué(t) = J, para todd, e com isso temos qu&t,tg) é simplética para todb Se
73z =J, para todd, entdoZ"JZ+Z7JZ = 0, donde(ZZ 1)TJ+J(ZZ 1) = 0. Isto mostra que
A=Z7Z7"1 ¢ Hamiltoniana & = AZ. n

Corolario 2 Uma matriz constante A é Hamiltoniana se, e somented’sé,simplética para todo

t.

Vamos estender este teorema para sistemas Hamiltoniandseadres autbnomos. Denote por
@(2) o fluxo do sistema Hamiltoniano (1.2), o qual supomos aut@engue esta definido na

regiaoQ c IR?". Temos que:

Teorema 9 Para cadat, a aplicagda — @(z) € simplética.

Demonstracdo. SejaM(t,z) = D,@(z). Vamos mostrar qukl é uma matriz simplética para cada

z € Q. Denotando poH; o gradiente déi, pela definicdo de fluxo temos que

202 = IH(a@). (1.79)
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Diferenciando com respeitozobtemos
M = ®M, (1.80)

onde® = JH;;. ComoH;; € uma matriz simétrica, temos queé também é, assimMTIM =
MTJ®M. Conseqiientementiel’JIM = —MTJM e, entédo

d : .
a(|\/|TJ|\/|) =MTIM+MTIM =0. (1.81)

Donde segue qué ™ JM é uma matriz constante, e comg(z) = z para todaz, temos quév(0) =

0, assimMTJIM = J. LogoM = M(t,z) é uma matriz simplética. "

Como uma transformacédo simplética preserva volume, temeguirde corolario, as vezes

chamado de teorema de Liouville, do teorema acima:

Corolério 3 (Liouville) O fluxo@(z) de um sistema Hamiltoniano define um difeomorfismo que

preserva volume para cadart.

1.2.4 FuncOes geradoras

Vamos, agora, obter um processo para construcao de tranagfoes simpléticas por meio de

uma funcdo chamada funcéo geradora.
Seja
n
Q:qudp:quj/\dpj. (1.82)
=1

Considere a mudanca de coordenddasq,p) — (Q,P). Assuma qué) e P estdo definidas numa
bolaU de IR".

Nas condi¢des acima, a mudanca de coorden&gassimplética se, e somente dg,Adp =
dQAdP.

Sabemos que uniaformaw é fechada sdw = 0. Definindo as 1-formas; = qdp — QdP e
03 = pdq — PdQ, temos quey; e o3 séo fechadas se, e somentemses 01 +d(QP) = qdp + PdQ

e 04 = 03+ d(QP) = pdqg + QdP também s&o. Temos que E é simplética se, e somewtg eg,
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03 e 04 sao fechadas. O lema de Poincaré nos diz que toda forma teéhladalmente exata,

assim, a mudanca de coordenadas E é simplética se, e somestestem fungdeS; = S (p, P),
S =9(p,Q),S=(9,Q) ey = %(q,P) taisqued§ =oj,i =1,...,4.

Estas informacfes fornecem uma forma facil de construisfaamacdes simpléticas. Por ex-
emplo, assuma que exista uma fun§ge- Sl(p, P) tal que (p P)dp+ P > (p,P)dP=dS = 01.
Isto acontece se, e somente%% ge—32 =0. Portanto qgualquer mudanca de coordenadas
gue satisfaz estas duas ultimas condlgoes € simpléticanisdo, agora, que o Hessiano Slee
nao singular, segue-se do Teorema da Funcéo Implicita glesmps tira® como funcéo de ep

e tambénP como funcéo deg e p. Assim, de forma similar temos:

Teorema 10 As seguintes mudancas de coordenadas definem mudancagdienzmias simpléti-

cas:

(@q= %—%(p, P),Q= —%—%(p, P), quandoaloP (p,P) € ndo singular

(b)a=52(p,Q), P=32(p,Q), quandoapQ(p Q) é néo singular

%2(0,Q),P=-53(a,Q), quandoaIOQ (9,Q) é n&o singular

©)p

dp

%—z“(q, P),Q= —%—%(q, P), quandoalop (9,P) é n&o singular

As funcgbesS, i =1,...,4 sdo chamadas fun¢des geradoras ou fungdes geratrizes.

Vamos agora ver alguns exemplos de funcdes geradoras:

Exemplo 1: SejaS(p,Q) = pQ, entaoapQ(p Q) =1 €énéo smgular Assim, ela define uma
mudanca de coordenadas simpléti@p) — Q,P) dada por = ap 2(p,Q) =Q, P_ (p Q)=

p. Esta aplicacéo é a identidade.

Exemplo 2: (Transformag8es de Mathie) Suponhamos que temos uma transformagéaof (q)
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com a_q invertivel, entdo esta transformacéo pode ser estendidgaaatnansformacdo simplética

definida porS; (como no Teorema 10) da seguinte forma:

Su(a,P) = f(a)"P, (1.83)

assim,p = aq( q)TP, Q= f(q), isto &,
of

— ()" p) : (1.84)

(CI7I0)—><Q=f(Q)=P=aq

Exemplo 3: (Coordenadas polarey Sejam(x,y) as coordenadas usuais no plang<eY) seus
momentos conjugados. Suponhamos que nosso objetivo é paidacoordenadas polar@sd)
no plano e estender esta transformagéo a uma mudanca demadad simpléticas. SejgR, ©)
as variaveis conjugadas (ief). Fazenda = (r,0) eQ = f(r,0) = (r cosd,rserd) := (x,y) temos

queacI é invertivel. Entdo aplicando o exemplo anterior com (R,©) eP = (X,Y) tem-se
= S4(q,P) = f(q)TP = XrcosB+Yrserd, (1.85)

e, assim,

x=9 —rcos), R=2%=Xcosd+Yserd= 1"

(1.86)
y=%2 =rsel® ©=9=—Xrsed+Yrcosd=xY—yX.
Se nds pensamos no movimento no plano de uma particula da masstdoX = nxeY = nmy

sdo 0 momento linear nas dire¢besxdey; assim,R= mif € 0 momento linear na direcao dee

© = myy — myx = mr28 é o momento angular. A transformag&o inversa é

X =Rcost— (2)serm,
(1.87)

Y =Rserf+ (2)cosh.
Uma aplicacdo imediata das coordenadas polares simgléticaproblema de Kepler no plano.

Usando as nota¢cdes acima o Hamiltoniano associado a ebtempeoé dado por

HZE(X2+Y2)_L:}<R2+9_2)_E, (1.88)

2 1/)(2_|_y2 2 r2 r

Note que comdd € independente d& ela é uma variavel ignoravel, e lo@é uma integral. As

equacdes do movimento sao

(1.89)
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Exemplo 4 (Calculo da funcéo resto): Consideremos a mudanca de coordendtlagqg,p) —

(Q,P) dada, explicitamente, pela fungcéo geraddtaS(q, P,t) através da relacdo

0S 0S
Vamos obter a fungéo resto, isto é, a fung&e R(Q,P,t) tal que
o0E
5t (@P.Dlgp-e-1@ry = HepRQ,PY), (1.91)
isto €,
0Q oR oP B
SEHQP).Y =(QP).Y, -(E QP = - aQ((Q P).b). (1.92)

Mostraremos qUR(Q, P,t) = %S(Q P,t). Com efeito, inicialmente, 98 € como acima entédo

oR a BS a 0S

Por outro lado, pela propria definicdo 8é&emos que

-5 (Q,P,t). (1.93)

0S

Exemplo 5: Fagamos a mudanga canénica de variafegispk) — (Qk, Pk) pelas formulas
0S 0S

m P o (1.95)

Q= 3q

onde a funcéo geradof&tem a forma
S=qiP1+ P+ eW = 1P + 2P, + € Z Wig kol (t )CI1 0> Plllplz
ky+ko+l1+]

A func@owy,,1,1, € escolhida &-periddica e tal que no novo Hamiltoniano os termos de orelem
assumem a forma mais simples possivel. De (1.95), temos fguma explicita da transformacéao
(dk, Pk) — (Qk, Pk) até os termos de ordegré:
k= Qu—eJg,
(1.96)
= R+edd
onde na funcaeV as variaveis};, p1 sdo mudadas paf@y, P1. Nas variavei®), P a nova fungdo

HamiltonianaH’, de acordo com o exemplo anterior, é calculada pela formula

0S
= v 1.97
H =H+=2, (1.97)

ondeH é a funcdo Hamiltoniana antiga, expressa em term@dB; através das formulas (1.96).
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1.3 Sistemas Hamiltonianos lineares periodicos: o Teorema de

Floquet-Liapunov

O objetivo desta secéao é fornecer o teorema de Floguet-+héapteorema que sera usado em

varios capitulos deste trabalho. Vamos comecar com algprelisiinares.

Definicdo 6 Dizemos que uma matrizxn D tem um logaritmo se existe uma matriz n B tal

que D= €B. Neste caso, dizemos que B €é o logaritmo de D e escrevemadedD.

O seguinte lema sera importante na demonstracéo do teoreRiaglet-Liapunov:

Lema 1l Toda matriz n< n invertivel tem um logaritmo.

Demonstracéo. SejaD uma matriz x ninversivel. S = diag[Dy, ..., D], onde cad®; € uma
matriz inversivel e se existem matriZ8s ..., B, comeBi = Dj, pondoB = diag[By, . . ., By temos
quee® = D. Com isso é suficiente mostrar que uma matriz elementar darddrdom autovalor

ndo nulo tem logaritmo. Escrevemas- Al + N =A(l +R), ondeR= %N e consideramos a matriz
m-1
R . .
B = (InA)l +S, ondeS= z (—1)J+1TJ, sendom a ordem deJ e InA uma das determinagdes do
j=1

logaritmo de\. Observemos qu=log(l +R), poisR! = 0 paraj < m. Assim,e>= | +R. Como
(In\)1 e Scomutam, temos que? = el"™)!+S — gl"M1eS — )\ (1 +-R) = J. Fica, assim, demonstrado

o lema. n

Considere o sistema de equac0des diferenciais linear e eriod
X = A(t)x, (1.98)

ondeA(t) € uma matriZl -periddica, isto éA(t + T) = A(t) para todd. Independente do sistema

(1.98) ser Hamiltoniano ou n&o temos o seguinte resultado:

Lema2 Se Xt) € uma matriz fundamental do sistema (5.4) entdb-XT) = X(t)X(T), para
todo t.



1. Preliminares 39

Demonstragdo. SejaU (t) = X(t+T) eV(t) = X(t)X(T). Temos quéJ (t) = A()U(t) eV (t) =
A(t)V(t), ecomaJ (0) = Z(T) = V(0), segue do teorema da unicidade para equagdes diferenciais
queU (t) =V(t). n

Definicao 7 A matriz X(T) é chamada matriz de monodromia da equacéo (1.98). Os au@sl
p de X(T) sdo chamados de multiplicadores caracteristicos. Cada ndim@mplexoA tal que

p = €M é chamado expoente caracteristico.

Os multiplicadores caracteristicos ndo dependem da esdelluma matriz de monodromia,
isto &, da solucao particular usada para definir a matriz d®dromia. De fato, s¥(t) eY(t) sdo
duas matrizes fundamentais do sistema (1.98), entdo, pded,@xiste uma matriz ndo singular
D(t) tal queY (t) = X(t)D(t). ComoX(t) = A(t)X(t) eY(t) = A(t)Y(t), temos que

AD)X()D(t) = At)Y (1) = Y(t) = X(t)D(t) + X(t)D(t) = A{t)X(t)D(t) + X(t)D(t)  (1.99)

e, comoX (t) é inversivel, temos qu@(t) = 0 para todd, dondeD(t) = D é uma matriz constante.
Assim,
XOX(T)D=X{t+T)D=Y({t+T)=Y(t)Y(T)=X(t)DY(T) (1.100)

dondeX(T) = DY(T)D™1, ou seja, as matrize%(T) e Y(T) sdo semelhantes. Como matrizes

semelhantes tém os mesmos autovalores, segue o resultado.
Para sistemas Hamiltonianos periédicos, isto €, sistem&soha:
z=A(t)z, (1.101)
ondeA é uma matriz Hamiltonian@-periddica, temos o seguinte teorema:

Teorema 11 (Floquet-Liapunov) Seja 4t) a matriz fundamental da equagéo (1.101). Existem

matrizes nx n B e Qt), com B Hamiltoniana constante g1Q T -periddica e simplética, tais que

Z(t) = Q(t)e®. (1.102)

Demonstracdo. A matrizZ(t + T) também é uma matriz fundamental da equagéo (1.101). Assim,

suas colunas séo linearmente independentes e como, pal@Jeit+T) = Z(t)Z(T), temos que
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Z(T) é inversivel. Entdo, pelo lema 1, existe uma maiial queZ(T) = e'B. ComoZz(t) é
Hamiltoniana, pelo corolario 2, temos gB& Hamiltoniana. Considere a mat@¥t) = Z(t)e .
Temos queZ(t) = Q(1)€8, Q(t+T) = Q(t) e, Pelo corolario 2Q(t) é simplética para cada

Como queriamos demonstrar. n

Uma consequéncia muito importante do teorema acima é orgegui

Corolario 4 A transformacéo linear e simplética= Q(t)w transforma o sistema Hamiltoniano

periédico (1.101) no sistema Hamiltoniamo= Bw.

E facil verificar que os autovalores Bes&o 0s expoentes caracteristicos da maftiy, o qual,

As vezes, falamos simplesmente expoentes caracteriggods101).

1.4 O Teorema da Curva Invariante

O objetivo desta sec¢éo é enunciar o Teorema da Curva Invariasultado que sera de grande
importancia para provar o teoremas de Arnold-Moser e de Ghlager. Esta secdo tem como

base o livro de Meyer [25].
Consideremos o difeomorfismo

F(x) = Ax+ f(X) (1.103)

of (¥)

e = 0. Os autovalores d& sao

de uma vizinhanga de um ponto fikee IR™; assimf(§) =0 e

chamadosnultiplicadoresdo ponto fixo.

Definicdo 8 Um ponto fixo é dito ser positivamente (respectivamentetivegaente) estavel se
para cadae > 0 existed > O tal que||F¥(x) —&|| < € para todo||x — &|| < 8 e k> 0 (respectivamente
k < 0). O ponto fixo é dito estavel se ele for positivamente e negatnte estavel. O ponto fixo
€ dito ser instavel se ele ndo é estavel. O ponto fixo é ditossni@ticamente estavel se ele for

positivamente estavel, e existe gm 0 tal que F(x) — 0 quando k— « para todol||x — &|| < n.

Analogamente aos critérios de equac0des diferenciaisands) temos o0s seguintes resultados:
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e Se todos os multiplicadores tem modulo menor do que 1, entinto fixo € assintotica-

mente estavel.
e Se existe um multiplicador com médulo maior do que 1, entdormqfixo é instavel.

e Se consideramos o difeormofismo linégix) = Ax, e se todos os multiplicadores tem mé-

dulo 1, entdo o ponto fixo é estavel, mas nao € assintoticarastével.

e Se um difeomorfismo é um simplectomorfismo, isto é, € um ditefiemo simplético entdo
o primeiro item n&o se aplica, ja que)sé um autovalor entdbd~! também ser& autovalor
deA. De fato, se um autovaldr= a-ib de A tem madduloyv/a? + b2 menor do que 1, entdo

0 médulo de\ 1 seré(a? + b?)~1/2, que tem médulo maior do que 1.

e Consideremos o caso planar onde o difeomorfismo definido g3Lpossui um ponto fixo
em (0,0). Entéo esta aplicacé@o preserva area. Além disso, supost@umea origem € um
ponto fixo eliptico, isto &, os autovaloresAie\ eA =21 e|A| = 1. SeA = 1 é umaraiz da

unidade (isto é\ = 1, A = —1,A =i, A = e*2/3), entdo tipicamente a origem é estavel.

e Considerando ainda o caso planar oadedo € uma raian-ésima da unidade para=
1,2,3,4, a aplicacédo pode ser colocada na forma normal até termosdden trés, isto €,
existe uma mudanga de coordenadas simpléticas as varapgos-angulo(l,¢), tal que

nestas coordenadas,
F:(l,0)— ("9,

onde,

"= T+c(l,0)
(1.104)

O = ¢+w+al+d(l,9),
A =&, eaed sdo fungdes de orded(13/2).

Pelo momento assumamos que d sdo nulos; assim, a aplicacdo (1.104) leva o circulo

| = 1o nele mesmo, e s& # 0, cada circulo é rotacionado num angule- alg.
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Sew+alg= 2118, ondep e g sao primos relativos entre sim, entdo cada ponto sobrewairc

| = lp € um ponto periddico de periodp

Sew+ alg = 21d, onded é irracional, entdo as Orbitas de um ponto sobre o cilcalty séo
densas. Um dos famosos Teoremas em Mecanica Hamiltoni@ekese que muitos destes
circulos persistem como curvas invariantes. De fato, exiguficientes curvas invariantes

gue asseguram a estabilidade do ponto fixo. Este é o chafeadema da Curva Invariante

Lembremos que s& € um numero irracional e > 0 é dado, entdo existeme g nimeros
inteiros primos entre sim tal que
€
- P (1.105)

Esta formula nos diz muito mais do que quando um numero amatipode ser aproximado por
um namero racional; ela diz também quéo boa é esta aproximd@demos construir nimeros
irracionais os quais realmente sdo bem aproximados porme8recionais, digamos, para os quais
|0—p/q| < 582 < a§23, tomando uma expansao decimal com uma sequéncia arbiearia longa
de zeros. No entanto, existem irracionais os quais poderfdegeituosamente” aproximados por

nameros racionais no seguinte sentido:

Teorema 12 Seja U qualquer intervalo fechado, e seja>K0 uma constante fixa. Entdo o con-

junto
U(K) = {5 (R\Q)NU /5 p/q| > % D€ Z q#0) (1.106)

é denso em U e tem medida positiva. A medida @€)Wdende a zero quando K tende a zero. Além

disso, todos os nimeros algébricos irracionais coyfpertencem a K) para algum K> 0.
Demonstracdo. A demonstracdo pode ser encontrada em Arnold [1]. ]

Tais numeros irracionais sao ditos defeituosamente apewas por racionais.

Ja estamos com todas as preliminares para enunciar a segeisfio do Teorema da Curva

Invariante:
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Teorema 13 (Teorema da Curva Invariante) Considere a aplicacéo F (r,¢) — (r’,¢’) dada
por:
r'= r+€&™Sc(r,d,¢)
(1.107)
¢ = ¢+w+esh(r)+et5d(r,,¢),
onde
(i) c ed sao funcdes diferenciaveis pdra& a<r <b <, 0< e < gp;
(i) paratodo¢ c e d sdo funcdedr-periddicas enyp;
(iii) re ssaointeiros s> 0,r > 1,
(iv) h € uma funcgéo diferenciavel pae< a<r < b < o;
(v) 8P £0parad<a<r<b<e;

(vi) se E é qualquer curva fechada continua da forma
E={(r,¢) /r=06(¢),0:IR— [a b]continua er-periddica},

entdo, ENF(E) # 0.

Entdo paras suficientemente pequeno, existe uma curva contugsinvariante da forma
F={(r,¢) /r=a(¢), d:IR— [a,b]continua er-periodica}.
O numero de rotacédo de F sobfeé um numero irracional o qual é defeituosamente aproximado

por nimeros racionais no sentido do teorema anterior.

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema € muito técnica e pode setetaem Siegel [30].

]
Comentarios 1) A hipotese (v) é a hipétese "twist" discutida anteriorteena aplicacaé, é
uma perturbacgéo da aplicacao twist papequeno.

2) A hipotese (vi) aplica-se ao exemplo 6bvio oidaplica cada ponto radialmente fora ou dentro.

SeF preserva area, entdo a hipotese (vi) € automaticamentéegati

3) Desde que o teorema pode ser aplicado a qualquer sulailatete|a, b], o teorema implica

a existéncia de um numero infinito de curvas invariantes. dbe & demonstracdo mostra que a
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medida das curvas invariantes € positiva e tende a medidaetiada r < b quandce — 0. Ses=0
e K estéo fixados, entéo existe wy> 0 tal que para todo numero irraciorglh(a) < & < h(b),

satisfazendo (1.106) existe uma curva invariante patam numero de rotaca®



Capitulo 2

Formas normais para sistemas

Hamiltonianos lineares

Neste capitulo, vamos fornecer um algoritmo devido a Burg@yhpara obtencao de formas
normais para sistemas Hamiltonianos lineares com autaealonaginarios puros. Forneceremos,
também, o processo de normalizacdo de Birkhoff para sigdn@miltonianos lineares no caso
em que os autovalores séo distintos. Seguindo Arnold [Thosafornecer uma tabela de formas
normais para fun¢cdes Hamiltonianas quadraticas. Na Ultimgé®, faremos um breve comentario

sobre o caso periddico.

2.1 Introducao

Considere o sistema Hamiltoniano linear autbnomo real
z=Az, (2.1)
ondez € IR?". SeP € Spn, IR), entdo a mudanca de variaveis reais e simplétiedPw é tal que

w =P 1z=pP1Az= P 1APW = Bw, (2.2)
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ondeB = P~1AP. Observe que
B'J+JB=PTATP TPTIP+PTIPPIAP=PT(AATI+JAP =0, (2.3)

donde segue quB € sp(n,IR) e, portanto, a mudanca de variaveis Pw leva o sistema (2.1) no

sistema Hamiltoniano linear real = Bw.

Em alguns problemas é importante encontrar uma matriz étio@P tal que a matriB assume
uma forma particularmente simples, chamada de forma nofmahtrizP deve ser real, pois assim

conduz a sistemas Hamiltonianos lineares reais.
Observe que se definirmos a relagcéentre matrizeé\ B € sp(n, IR) da seguinte forma:
A~B< 3P eSanR)/B=P AP (2.4)

verifica-se facilmente que esta relacdo define uma relagéguiealéncia. O problema de encontrar
uma forma normal para uma matdzc sp(n,IR) consiste em encontrar um elemeBtda classe

deA que tem uma forma particularmente simples.

Do ponto de vista da fungdo Hamiltoniana, queremos obtertranaformacao simplética tal

gue o Hamiltoniano transformado, a 'forma normal’, contepbucos termos.

2.2 Algoritmo para o caso onde os autovalores sao imaginarios

puros

Nesta secdo vamos fornecer um algoritmo para obtencao ma fowrmal no caso em que 0s

autovalores sdo imaginarios puros. Esta secao foi feieedoasdo artigo de Burgoyne [5].

Inicialmente suponha que o polinémio caracteristicddeP(\) = (A\>+a?)", ondea € IR e
a > 0. Desta forma temos que o polindmio minimal&ié pmin(A) = (A2+a?)™ para algum inteiro
m, 1 < m< n. Vamos iniciar nosso algoritmo fazendo uma decomposi¢doateno soma de uma

matriz simples (tem2autovetores linearmente independentes reais ou complebamsiltoniana
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mais uma matriz nilpotente. A matr&dada por

m—1 1 2]

S=Al+Y =, A +a?l)}, 2.5
143 g | @+ (25)

€ uma matriz semi-simples e Hamiltoniana. Observe que azmatr
_ 2] 2., 42
N=-AY — | ~ |(A+a) (2.6)

é tal queN™ = 0, donde temos quB é nilpotente, e comé& = S+ N temos a decomposicao
desejada. Para maiores detalhes sobre esta decomposggpoae consultar varios livros de

Algebra Linear, por exemplo, Hoffman [14].

SejamK; = {z€ IR""/N'z=0}, i =0,...,m. Note queKo = {0} e Ky, = IR?". Defina a 2-
forma candnicaw por w(z,w) = z'Jw, para todaz,w € IR?". Nosso proximo passo é construir
certos subespacos de’IR Ponha\p = {0} e vamos construir subespadd, j > 0, de IR" por

um processo recursivo que descreveremos a seguir:

(i) Obtenha um inteird =tj, 0 <t <m, tal que
WiE g K =Wih;, mas Why Nk AWy, (2.7)

ondeV\/j{1 ={z€ R™/w(z,w) =0, Yw €W;_1}. Note que sé\ = O (isto ém= 1), entdd = 0.
(ii) Escolhaz € Wi, tal quez & K e w(z,N'STTHMo®z) — g, ondee? = 1.
(iii) Defina Zj como sendo o espaco gerado pd¥z,...,N'z,S2,N%,...,N'Sz,

(iv) DefinaW; por W, = Zj +W_1. SeW; # IR?" repita 0 processo até obtéf = IR?" para

algum inteiroal .

Vamos agora construir uma base para o subespaeacontrado acima. Existem dois casos:

um quandd for par e outro quandbfor impar.
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Quando't for impar: Sejaz o vetor encontrado acima, com= €j = w(z,N'z) er = %(t +1).
Ponhazg = z e formez;, 1 <i <r, como segue:

£ i -
zi = Zi—1+ﬁw(zi—l,5|\f+l Az NP 1Sz g (2.8)

Ponhazg = z; e construg;, 1<i <r —1 usando

- - € - i i

Zi=7Zi_1— éw(zi—l; N'"2Z_1)N?Z_;. (2.9)
No casar =t = 1 esta Ultima construcdo deve ser omitida. Ponha

0, se j=1
T=Tj=4 i1 (2.10)
Z(ti—l—l), se j#1.
1=

Sendaz* = 7,_1, a base desejada dg é a basd cujos elementos séo

(2.11)
brio = %SN_lz*, Pnitioi = (—1)i_1§SN+1_iZ*,
parai = 1,...,t+1. Temos quedj = w(bi,bj) = Jj,i,j=1,...,2t + 2, logo esta & uma base

simpleética de&Zj. Nesta base, a matriz da restricdo’dao subespacsg; e

Xp O
X = , (2.12)
Xo —X{
onde
L 0O 0 O 0 0 0 0
I 0 O 0 0 0 0
X1 = 7ex2: ’
0 0O | L 0O 0 O 0 A
—a 10 (-1 0
comL = = eA=
a 0 01 0 (-1t

Quando't for par: Sejaz o vetor encontrado acima, cotn=¢; = w(z,N'Sx er = %t. Ponha

zo=ze formez;, 1<i <r, como segue:

8 . .
Zi=27_1— Ew(zi—b N'-27_1)N? 1z, (2.13)
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No casar =t = 0 esta construcdo deve ser omitida. Ponha z, e construg;, 1 <i < r usando
-~ o~ € - - i
Zi=7_1— E(*)(Zi—l» N'2's7 1)N?Z . (2.14)
No casar =t = 0 esta ultima construcao deve ser omitida. Ponha

0, se j=1
T :'[j = j_l (215)
-Zl(ti—’_l), se j#1L

Sendaz* = 7, a base desejada dg é a base B cujos elementos s&o

bryi = VANTIZ' € byiryi = (_1)i_1%SN+l_iZ*, (2.16)

parai = 1,...,t+1. Temos quew; = w(bj,bj) =Jj,i,j =1,...,2t+ 2, logo esta &€ uma base

simplética de&Zj. Nesta base, a matriz da restricéo de A ao subespa&o

v Yi. Yo
Y, =Y[
onde
O 0 0.. OO 0 O 0... 0 —e«
1 0 O 0 O 0 0O 0 ea O
Y1 = ey, =

O 0 0.. OO O € O ... O 0
O 0 0.. 1 O —ea O O ... O 0

A matriz deA sobre IR" com respeito a bashy, ..., by} é

E F
Z= ,
G —-ET
com
E; 0 ... 0

F 0O ... 0 G 0 ... 0
0O R ... 0]|eG= 0 G ... 0

onde

/\/—\
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€ uma matriz 2t; + 2) x (2t; + 2) tipo X ouY, definidas acima.

Vamos agora ao caso geral em que o polindmio caracteristide@édia formap(A) = [1;(A2 +
af)", ondea; # a; parai # j eaj > 0 para todd. Neste caso definia = [1;..(A?+a%)", entéo
os espacoy; = L;(IR?") de dimens&o12, sdo subespacos invariantes BqA(V;) C V;) e s&o dois
a dois ortogonais, isto @&(vi,vj) = 0 para todov; € V; evj € Vj, i # j. O algoritmo acima pode

ser aplicado a cada matrg obtida restringind@ ao subespacdg. Como resultado final a matriz

Q R
s —qQ'" /’
Q. 0 ... 0 RL 0 ... 0 S 0 ... 0
Q=] 0 @ ... 0|, R=] 0 RR ... 0O|eS=| 0 & ... 0

Qi R
S -Qf

€ uma matrizy x n; tipo Z, definida acima.

A na nova base assume a forma

com

onde

2.3 Normalizacdo do Hamiltoniano quadratico no caso em que

0s autovalores séo distintos: Normalizac&o de Birkhoff

Vamos agora fornecer um teorema que permite obter a fornmaahale uma matriz Hamilto-
niana no caso em que seus autovalores séo distintos. Suastemgdo mostra o processo para

obtencédo da mesma.

Teorema 14 Suponha que os autovalor&s, ..., A, da matriz A= JS séao distintos. Entédo, existe
uma matriz simplética T tal que a transformacao linear sétiphz = Tw leva o Hamiltoniano H

associado ao sistema (2.1) no HamiltoniaAalado por:

H(w) =H(u,v) = i AUV (2.17)
k=1
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Demonstracdo. ComoAq, ..., A, sdo distintos, a matria é diagonalizavel e, portanto, existe uma

matriz invertivelC tal que

clysc=L, (2.18)
onde
Lo O
L= , (2.19)
0 —Lo
sendo a matritzg = diag[A1,...,An).
Da igualdade acima e usando os fafs= S, JT = —J e J? = —| chegamos ®JSP ! =1L,

ondeP = (J71CTJ)~1. Assim, a matri2 também diagonalizdS Como os autovalores dkSs&o

distintos, os subespacos proprios sao unidimensionampde que existe uma matriz diagonal,
B= : (2.20)

tal queC = PB. ComoJB = CTJC é anti-simétricaB; = B,. Considere a matriz diagonal

B,' 0
Q= - (2.21)

e sejaD = CQ. EntaoD também diagonaliza$ isto €,D-1IJSD= L. Além disso,D é simplética,
pois
D'JD=Q'C"TJCQ=QJIBQ=J. (2.22)

Assim, a transformacdao linear= Dw é simplética e leva o sistema Hamiltoniano (2.1) no sistema

w = D~1JSDw = Lw, que pode ser escrito na forme= JHw, onde

H(w) =H(u,v) = % AkUkVi. (2.23)
h=1

Suponha quéj = wji # 0. Fazendo a mudanca simplética linear de coordenadas

(2.24)
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0 Hamiltoniano nas coordenad@s, Pj assume a forma:

n

Z {(QF+P2). (2.25)
Com isso, temos o seguinte corolario do teorema acima:

Corolario 5 Suponha gque os autovalores da matrizAS sao distintos, imaginarios puros e nao
nulos, digamos\; = wji, j = 1,...,n. Entdo, existe uma matriz simplética T tal que a transfor-
macao linear simplética = TZ leva o Hamiltoniano H associado ao sistema (2.1) no Hamidton

ano (2.25).

Quando o Hamiltoniano quadratitbesta na forma (2.25), dizemos gdeesta na forma nor-
mal de Birkhoff.

2.4 Tabela de formas normais para Hamiltonianos quadraticos

Nesta secéo, vamos fornecer uma tabela de formas normaigypebes Hamiltonianas, de
acordo com seus autovalores e as caracteristicas de sumdandnica de Jordan. Esta se¢do tem

como base o livro de Arnold [1].

SejamA a matriz como em (2.1) @ a funcdo Hamiltoniana associada ao sistema (2.1). Os au-
tovalores dé\ podem ser de um dos quatro tipos: nulag, +ib e+a-+bi(a+ 0,b+# 0). Na tabela
2.1, exibimos a forma normal para um quadratico, classifisaeé acordo com as caracteristicas da
forma candnica de Jordan ée Nela, as fun¢deB e G séo definidas por:

k k+1

Flp.a)= 5 (b?P2j Pak—2j+2 + U2jOok—2j+2) — > (b?P2j—1P2k—2j+3 + G2j—102k—2j+3)
= =

k

1 k—1
G(p.a) = ) (—iz%i-102k-2j+1+Gil2k-2j+2) — > (0% P2j+1P2k2j 11+ P2j+2P2k2j+2)-
=1 =1

Com a tabela 2.1, podemos obter a forma normal da funcéo Heumaifta, conhecendo os

autovalores da matriz do sistema linear associado e sua fwandnica de Jordan.
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Autovalores Blocos de Jordan Forma normal da fungdo Hamiltoniana
Nulos uma quadra de ordelkn H= TZ Pjdj+1 (parak=0,H = 0)
K k—1
+a um par de orderk H= —ajzl P + jzl PjQj+1
2

+bi um par de ordemi2+1 > 3 H :i%F(p,q)—jzlquHl

+bi um par de ordem 1 H = £3(b?p? + )

+bi um par de ordemk2> 2 H= i%G(p,q) —b? ji P2j—102j + il P2jd2j-1

+bi um par de ordem 2 H = £3(5:08 + 03) — b?p1d2 + P2t
+a+ bi Uma quadrade ordekn | H = —ajzzkl P;jdj +bil(p2j_1qu)+2ij_12 PjQj+2

Tabela 2.1: Formas normais de Hamiltonianos quadraticos

2.5 Obtencédo da forma normal de um sistema Hamiltoniano

linear periodico

Considere o sistema Hamiltoniano linear periodico
z=A(t)z, (2.26)

ondez € IR?" e A(t) = A(t 4 2m) para todd. Como conseqiiéncia do teorema de Floquet-Liapunov
(corolario 4), existe uma transformagé&o de coordenadasQ(t)z, simplética e &-periddica em

gue leva o sistema Hamiltoniano linear periddico (2.26)istesa Hamiltoniano linear autbnomo
W = Bw, (2.27)

ondew € IR?" e B é uma matriz Hamiltoniana constante. A normalizagéo dersiat(2.27) pode
ser feita usando os métodos discutidos anteriormente, $sntemos o processo para obtencao da

forma normal de (2.26).



2. Formas normais para sistemas Hamiltonianos lineares 54

2.6 Forma normal do Hamiltoniano quadratico periddico no

caso em que 0S expoentes caracteristicos sao imaginarios

puros

Vamos agora obter a forma normal da fungéo HamiltonianargtiadH = H(z,t) 2reperiddica
emt no caso em que seus expoentes caracteristicos sao imagiparbs e distintos, digamos,
Aj = wji, j =1,...,n. De acordo com o corolario 4, existe uma transformacéo deleoadas,
w = Q(t)z, simplética e Z-periddica ent que leva o sistema Hamiltoniano linear associadtb a
no sistema Hamiltoniano linear autbnomo (2.27). Os ex@setdracteristicosy, ... ,A, SA0 0S au-
tovalores da matriB, com isso, de acordo com o corolario 5, existe uma mudancaatdenadas

simplética tal quéd nas novas coordenadas se escreve na forma:

w;j (QF + Q7). (2.28)

M=

1
H:—

Com isso, em capitulos seguintes, sempre que 0s expoerdetecesticos de um sistema per-
iodico linear forem distintos e imagindrios puros, assemos que a fungdo Hamiltoniana tem a
forma (2.28).



Capitulo 3

A forma normal de Gustavson e de Birkhoff

Neste capitulo, estudaremos a forma normal de Gustavsond g Birkhoff [4]. Fornece-
remos algumas definigdes importantes no estudo das formagaise um teorema cuja demon-
stracdo fornece o processo para obtencdo da forma normal ®igigdo geradora para sistemas
Hamiltonianos autbnomos e periddicos. Nas Ultimas sec@®sos obter a forma normal de uma
funcdo Hamiltoniana com um, dois e n graus de liberdade, eura casos que serdo utilizados

posteriormente.

3.1 Introducéao

Considere o sistema Hamiltoniano
z=J0,H(z,t), (3.1)

ondeH é uma funcéo analitica relativamente auma vizinhanca da origem ewperiddica (ou
autbnoma) em. Suponha que a origem € uma posicao de equilibrio de (3.1nadd que o

desenvolvimento del numa vizinhanga da origem comec¢a com termos quadraticos

H(z,t) =Ha(zt)+Ha(zt)+..., (3.2)
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ondeHg é um polinbmio homogéneo de griurelativo az e 2r-periddica (ou autbnoma) em
Procuremos uma mudanca de coordenadas simplética numbarizia da origentg, p) — (Q, P),

de modo que seja mais simples a estrutura do novo Hamiltonian
M(Z,t)=T2(Z,t)+T3(Z,t)+..., (3.3)

ondel"k seja um polinbmio homogéneo de gianelativo aZ = (Q, P) e 2r-periddica (ou autdbnoma)

emt.

Por exemplo, no caso autdnomo, se conseguissE@ysdependendo apenas em termos dos

produtosRy = QkFx, entdo o novo sistema Hamiltoniano

Z =J0;1(2) (3.4)
poderia ser escrito na forma
: or
Qk = ﬁQk
(3.5)

: or
H(__ﬂao k=1,...,n,

donde teriamoR&y = QkaL QP = 0, de modo qué seria constante ao longo das solucdes do
sistema. Assimlx também seria constante e o sistema poderia ser integradaatam@ente com

suas solucdes dadas, explicitamente, por

ot
Qk(t) = Qk(0)e*«
(3.6)
_ar
A(t) = P(0)e &', k=1,...,n.
Expressand®y, ..., R, em termos de=(q,p) teriamom integrais primeiras linearmente indepen-

dentes para o sistema (3.1).

or
)aRk
imaginarios puros quando os autovalorede JSfossem e, assim, teriamos a concluséo de que

Sejaz = J& a parte linear do sistema (3.1). Poderia se provar tambén%\%ue. seriam

a solucdo de equilibrio do sistema seria estavel.

Em sintese, a obtencao de uma transformacéo simpléticampkfisasse o Hamiltoniano da

forma descrita, permitiria que se conseguissem todas asmiatdes essenciais sobre o sistema
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de equacdes, na vizinhanca do equilibrio: existéncia deendi@timo de integrais primeiras lin-
earmente independentes, estabilidade do equilibrio e @igrdinamica do sistema, dadas pela

dindmica das solucdes descritas anteriormente.

Depois destas consideracdes € 6timo saber que tal trargfaonexiste, no caso autdnomo,
guando os autovalores,...,A, de A sdo linearmente independentes sobre os racionais. Isto foi
demonstrado por G. D. Birkhoff [4] na década de vinte e o novaiianiano € chamado a Forma
Normal de Birkhoff. Todavia, o processo de obtencéo deste htamiltoniano é formal, resul-
tante da comparacéao de coeficientes para resolver a eqéessiim, € desanimador tomar conhec-
imento que este processo geralmente é divergente, comoofgo por C. L. Siegel, em 1941,
de modo que as importantes conclusdes descritas acima lefio, @ando ser em casos rarissimos
gue, mesmo assim, ainda apresentam grande dificuldadeifieagéio da convergéncia da forma
normal. Depois disto, € natural que ndo se tenha grandesapdgis para o estudo desta forma
normal, mas € bom saber que informacdes importantes podeobtsgas utilizando-se a forma
normal somente até certo grau (qQue depende do problemadsjudissim € que um importante
resultado devido a V. I. Arnold sobre a estabilidade de dmiok de sistemas Hamiltonianos com
dois graus de liberdade, que em alguns casos, requer o ameméa da forma normal de Birkhoff

somente até grau quatro.

3.2 DefinicOes basicas e notacoes

Nesta secdo, vamos fornecer algumas definicbes basicas patado das formas normais e

fixar algumas notacdes usadas neste capitulo.
Facamos a seguinte mudanca de coordendesimplética na funcdo Hamiltoniana (3.3):
Xj=Qj;+iP;, Xj=Q;—iPj, (j=1,...,n). (3.7)

Podemos expressar o Hamiltonidne= ' (Z,t) nas coordenadas complexq® X;, que denotare-

mos por# , pela identidade

a1 (%,X,t) = 20T (% % ) — 3p(X,%,1) + Ha(X, K1) ... (3.8)
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Atabela 3.2 fornece a notacéo para a forma do termo geral @asltdnianoH, I’ e # . Usaremos
as notagdesk = (ki,...,kn) el = (l1,...,ly) e suas componentes sdo inteiros positivhg.=
Py Ktz Yk = Yig. kol 1...ns Ol = G kls..1n SBO fungBes@-periddicas em (ou autonoma)x* =
XX gk =t g, p' =P ph, QK= Qv eP =PL...Ph. [k =ki+...+kn,

H=l+...+In
Funcéo Hamiltoniana | Termo geral da fungcdo Hamiltoniana

H= H(th) = H(qvpvt) HJ - Z hk| (t)qkpl

KI+T=]
r=rzt=rQ/pt M=y wHQ®

K|+ [T=]
o = (XX.1) 9y = O (XX

K[+ T=j

Tabela 3.1: Notacdes para os termos gerais das funcdestbiaiarias

Observacéo 1A formula (3.8) nos diz qu# (x,X,t) € imaginario puro e, portanto, deve satisfazer
aidentidaders = —#, donde segue queig= —Jgk- Aplicando a mudanca de coordenadas inversa

de (3.7), temos que as funcdes Hamiltoniahas# estdo relacionados pela identidade

r(Q.P,1) :%}[(QHP,Q—iP,t). (3.9)

Da relacéo (3.9), é possivel obter uma relacdo, por meio dastema de equacdes lineares inver-

sivel, entre os coeficientgg e gy.

Suponha que os expoentes caracteristicos (autovaloresa@atébnomo) da matriz do sistema

linearizado saoui,...,wni. Sew= (wy,...,wn) € IR", considere 0 ZZ-mddulo
My = {k=(ki,...,kn) € Z",/ <k, w>=kyon + ...+ knwn =0 mod1)}. (3.10)

No caso autdnomo, devemos substituim@d(1) por 0. Observe que o simbolo0 mod(1) pode

ser substituido pos ZZ.

Definicdo 9 Dizemos que o Hamiltoniardg Q, P, t) esta na forma normal de Gustavson se, quando
expresso em série de poténciasxdex, ele s6 contém termos da for', com k—| € My, isto

é, o coeficiente,g dexkx' é nulo quando k-1 ndo esta em M.
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Vamos agora dar uma definicdo muito importante no estudoodasss normais.

Definicdo 10 Dizemos que 0s expoentes caracteristicos (autovaloreasmautonomo) j = wiji,
j =1,...,n, da matriz do sistema (3.2) linearizado ndo apresentarsom@@ncias até ordem s,
inclusive, se

Mmoo+ ...+ My, #0 mod(l) (3.11)

para todo(my, ..,m,) € ZZ" satisfazendo as igualdades
Im|+...+m =k, (k=1,...,s). (3.12)

No caso autdnomo, devemos substigai®d mod1) por # 0

Sewy,...,n € 1 (wy,...,wn No caso autbnomo) sao linearmente independentes sobre os

racionais, entdM, = 0 de modo qué& (Q,P,t) sé contém termos da forma
X = (QI+PD) + ...+ (QR+PD), (3.13)
e dizemos qué (Q, P,t) esta na forma normal de Birkhoff.

Considere o operador diferencial

d 0 6
= 14
Z (QJ ap JaQJ > + (3 )
O operadoD escrito nas coordenadas complexax; assume a forma:
L 0 0 0
D_|leooJ (XJaT(J-_XJa_x,) +ar (3.15)

Note que no caso autbnomo, a expres%éem (3.14) e (3.15) é desnecessaria.

No caso autdnomo, a definicdo de forma normal é equivalentigia gue DI = 0, pois, como
neste caso vale

_|ZooJ xx_|<wk—l>xx (3.16)

temos que 0s numeros< w,k — | > séo autovalores do operador diferen&agindo sobre séries

formais de poténcias.



3. A forma normal de Gustavson e de Birkhoff 60

3.3 A forma normal de Gustavson e de Birkhoff

Vamos agora fornecer um teorema que garante a existéncimaéransformacao simplética
(formal) do coordenadag,p) — (Q,P) que leva o Hamiltoniano (3.2) na sua forma normal de
Gustavson. A sua demonstracdo mostra o processo para &btdagmesma e, também, para

obtencéo da funcao geradora, tanto para sistemas Harailtmautbnomos quanto periodicos.

Teorema 15 Existe uma transformacéo (formal) simplética de coordesdd,p) — (Q,P) que

leva o Hamiltonian@r-periddico emt (ou autbnomo)
1 n
H(@.p.t) =5 > @Gk +P) +Hs(@p.0) +... (3.17)
K=1

na sua forma normal de Gustavsb(Q, P,t).

Demonstracdo. A demonstracdo sera feita por indugéo. Inicialmente, e@lksque os termos
guadraticos ja estdo normalizados. Escreveremos a tremesféo simplética desejada, as vezes
denominada de transformacéo de Birkhoff [4], com a ajuda de&do gerador& = S(q,P,t) na

forma implicita

0S 0S
onde
S(q7P7t):q'P+S3<q7P7t)+Sl(q7P?t)+'7 (3'19)
sendoS; polindmios homogéneos de graemaq, P e 2r-periodico ent dados por:
S@Pt= Y sat)gP, (3.20)
K|+1=]

ondes (t) = sq(t + 2m).

De acordo com o exemplo 4 da secao 1.2.4, temos que a relacdo eovo e o antigo Hamil-

toniano é dada por:

0S S 0S
Isso nos fornece a seguinte igualdade:
n 0 0 0S
% qﬁ+(F’k+—S3+...)2 +Hs q,P+—%+...,t +ot =
& 2 00k Jq ot
L Ok 0 2 | p2 03 (3.22)
kzl?{(qk‘f’ﬁ—f—...) +Pk}+l’3(q+a—P+...,P,t)+....
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SejaGk a fungao que aplicada a um polinbmio homogéneo fornece w®$ede gralk, por
exemplo:Gz(x% 4 3x3 +y3 +y?%) = 3x® + y°. Vamos agora obter as relagdes para os termos de grau

3,4,5eemgeral.

Os termos de grau 3 devem satisfazer a relagao:

03 0Ss 03
——|—H Pt -|—— +I3(q,P,t). 3.23
Z PR 3(9,P,t) z PR 3(9,P,t) (3.23)
Nesta demonstragéo denotaremosparoperador definido por:
0 0 0 0

Observe que no caso autbnomo o terrgfoé desnecessario. Usando o operddpos termos de

grau 3 devem satisfazer a relacéo:

r3(q7 Pvt) - DS3(q7 P7t) = H3(q7 Put) (325)

Os termos de grau 4 devem satisfazer a relagao:

" [ [0 0 | 9 9
59 T(2Y 3 e oo (o (ar 20) )+ 25
&1 2| \0k oq ot
] - - (3.26)
o | (03 0S| 03
k:]_? (ﬁ) +2 k Pk _r4(q,Pat)+G4 <r3 <Q+ﬁ,P7t)>7
ou equivalentemente,
n 2 2
0 | (08 03
r4(q7P7t) —DS:;(q,P,t) H4 q Pt DY [<_) - <_) +
Z 2 00Kk oF (3.27)
Gy (H3 (q,P+ %—?;t) <q+ %S p, t>)
Os termos de grau 5 devem satisfazer a relagao:
n 0SS 03 684}
—+——1+Hs(q,P,t)+
kZ [PkaCIk dqcaq | T s(@PY
Gs <H3 (q,P+%—%+%—%)+W(q,P+%—%+%—%,t))+655
(3.28)

n 0S 030 0 0%
kzl(k)k|: ﬁ+ﬁﬁ:| +F5(q,P,t)—G5 (rg (q—i— op + == P’ ,P t)) —

Gs (F4 <q+%—% %SF,4,P t))
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ou,

n 030 030
Ms(q,P,t) — DS5(q, P,t) = Hs(q, P,t A o B e
5(q7 ) ) Sf:(qa ’ ) 5(q7 ) )+kZJ_ |:aqk aqk apk aH<:| +

Gs (Ha (0,P+ 32+ %3, t) +Ha (0, P+ 52+ 52 t) ) + (3.29)
Gs (M3(a+ %3+ 53.Pt) ~Ta(a+ 52+ 32.P1)).

Em geral, comparacao dos termos de graas fornece

n 5 9
> P> +Ci(Hs,- ., Hs-1,Ss,...,S-1) + Hs(q, P, ) $ >
K=1 00k %

(3.30)
0P

para certas funco&3 e C, dependente dos termos anterioress Bscrevendo em fungao do oper-

n aSS
S Wk +Cals,. s 1,58, S 1) +Ts(0, P, 1),
k=1

adorD, devemos ter
rs(q, P7t) - DSS(q7 Pvt) = KS<q7 Pat)7 (331)

sendoKs = Hs+Cs_1, ondeCs_1 = Cs_1(Hs,...,Hs-1,l3,...,[s-1,Ss,...,S1,t). Portanto, as
relacdes acima nos mostram que conhecendo o0s t&mos,S; 1 els,...,Is 1 entdo, de (3.31)

obtemos a relacao entre o teringdo Hamiltoniano normalizado e o ternggda funcdo geradora.

Agora, para concluir a demonstracdo do teorema, mostrargue, por inducdo, podemos
determinaf s e S; de (3.31). Inicialmente, escrevendo o operddaoras coordenadas complexas

agora definidas por

Xj=0;+iPj, Xj=0q;—iP;, (j=1,...,n). (3.32)
obtemos
& 0 d 0
D— N A — 3.33
|jzle (X’ o ) ax,-) "ot (3.33)
donde, introduzindo as seguintes notagdes:
HS(XJ % X% ,t) — Y g, (3.34)
2 2i _
K| +TT=s

Ss=S (Xj X , Xi _ Xi ,t> = fk|XkY|, (3.35)
2 2 KL TT=3

KS(Xj-FXj,Xj—.Xj’t): 5 — (3.36)
2 2 K-£T=s
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Arelagédo (3.31), escrita nas coordenaxiag; definidas em (3.32) assume a forma:
rS(X7iat> - DSS(X7iat> = KS<X727t)= (337)

donde, obtemos a seguinte relag&o entre os coeficientes:

dfi .
¢ =K fig — g = —au, (3:38)

onde usamos a notag&ow,| —k >=ws(l1 — k1) + ...+ wn(ln—kn).

O caso autbnomo:Suponha que a funcdo Hamiltoniana inidibEe autbnoma. Neste caso, pode-
mos escolhegs, ..., S; autbnomas e, com isso, o sistema de equacodes diferencis (duz-se

ao sistema de equac0Oes algébricas
i<w,|—k>fk|:gk|—ak|. (3.39)

Se< w,| —k > 0, podemos tomagy = 0 e portanto os coeficientes da funcdo geradora seréo

dados por
A

fu=——7-—"7"-—"-.
K i<l —k>

No caso< w,| —k >= 0, a eliminag&o do termgy ndo € possivel. Neste caso tererggs= ay €,

parafy, podemos atribuir valores arbitrarios.
O caso periodico:Inicialmente, usando 0 método da variacdo de parametrosstque a solucao
geral do sistema (3.51) é:
. . t
fi (t) = fig (0)&Put @bt g=bX(g, —gy)dt, (3.40)
0
onde< w,| —k >= by. Pretendemos saber quando esta solugéo € periddica.

Se hy ndo é inteiro a solucéo (3.40) érBperiddica se

ZMePnX (@ — gq)
1_g2bq

fii (0) = (3.41)

Neste caso, ja que a existéncia de solu¢bes periddicas paodieda escolha dg;, podemos

tomargy = 0.
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No caso em que =m € inteiro, se escolhemos

eimt 2 —imt
Ok = om0 . e "aydt, (3.42)
a solucéo (3.40) é periddica para qualqfigf0). Para obter os coeficientes da funcdo geradora é
s6 substituiigy na solucao (3.40). Desta maneira, no caso periodico tandmsformacao normal-

izadoraSquanto a funcad serdo Zr-periodicas en. ]

Vamos agora ver alguns comentarios que ajudardo a enterglleomo teorema acima e sua

demonstracao.

Comentarios: (1) A demonstragdo do teorema mostra 0 processo de corstdacibbrma nor-
mal e da funcéo geradora. A obtencéo dos primeiros termosradwfnormal €, freqlientemente,
0 primeiro passo na analise da dinamica do sistema Hanaliomuma vizinhanca do equilibrio.
Por exemplo, para o estudo da estabilidade de equilibraws,acnormalizacdo do Hamiltoniano
(3.17) até termos de quarta ordem, em alguns casos, com musorema de Arnold-Moser é
possivel demonstrar a estabilidade do equilibrio. As yez®sa a normalizacdo do Hamiltoniano
até termos de terceira ordem, usando o teorema de CabrakKl@pssivel decidir a estabilidade
do equilibrio. Quando obtemos a forma normal da fungdo Hamiéna até um namero finito de
termos a transformacé&o simplética que levaa sua forma normal € uma transformacéo conver-
gente (analitica), enquanto, na obtencdo da forma normidides os termos, a transformacéo é

dada por uma série formal, a qual ndo sabemos sobre a suagénia.

(2) No teorema acima, assumimos que a parte quadratica gaditdtamiltoniana é da forma:

1 n
Ha(g.p.t) = 5 ) @k + pi)- (3.43)
K=1
Isto implica em dizer que os autovalores da matriz do sistem@arizado saa; = wji, j =1,...,n

e, portanto, imaginarios puros. Esta hipotese néo foi pas@cela € baseada em alguns fatos
relacionados ao estudo da estabilidade de equilibrioantsgiue serd abordado neste trabalho.
Quando entre os autovalores do sistema linearizado exist®m parte real ndo nula, mostraremos
adiante que a origem € um equilibrio instavel e raramenteeap@m problemas da mecéanica sis-

temas com um dos autovalores da matriz do sistema linearizald. Com isso, para o estudo
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da estabilidade, o caso de maior interesse é o quando oslue®/sdo imaginarios puros. Pelo
corolario 5 do capitulo 2, segue que quando os autovaloresatiéz do sistema linearizado sao
imaginarios puros e distintos podemos supor que a parte@pigaldo Hamiltoniano tem a forma
(3.43).

(3) Em grau 3, temos qu& = 0 e em grau £3 é dado por:

N | /0%\2 [0%s)\?
-3
3 jZl 2 [ 00 0P;

Nas coordenadas complex@sé dada por:
n 2 2
W[ 3
Cs_jzl 2 [<0Xj) +(ax,—)

(4) Suponha que temos um sistema Hamiltoniano com dois gialiberdade. As possibilidade

+ Ga(Hs(9, P+ S3(q,P)) — M3((a, P+ S3(q, P))).

++Ga(H3(9,P+ S3(q,P)) — M3((d, P+ S3(q, P))).

paraky +ko +11+12 = scomk; > 0 el > 0 séo dadas pelas tabelas 3.3 e 3.4 para os sas8%®
s= 4 respectivamente. Note que, em geral, existem 21 termas paB e 36 para= 4. Na maio-
ria das vezes, com a normalizacdo, reduzimos considereméno nimero de termos da funcao

Hamiltoniana, com mostraremos no préximo comentario.

(5) Suponha, novamente, que temos um sistema Hamilton@naois graus de liberdade e que
w1 = wy # 0, ou seja, temos ressonancia 1: 1 e, desta fdfigga= {(m,n) € z? / Moy + Nuyp =

0} = {(mn) € ZZ% / (m+n)w, = 0}. Devemos tem = —m e, portantoM,, € 0 mddulo ger-
ado por(1,—1). Assim, para encontrar os termos que devem aparecer no tdaiailo norma-
lizado I devemos olhar para aqueles ternikd) € My, ou seja, tais qu& + ko =11+ 12 com

kit+ko+1l1+1l=s

Para a normalizacao dos termos cubicos, isto €, quaadd) tem-se&k— | & M, para todd, |,

donde [ 3 = 0. Logo, podemos eliminar completamente os termos cubicos.

Em grau 4k —1 € M, apenas para os valores da tabela 3.5. Assim, somente podeace
termos no Hamiltoniano normalizado, s&o eles}®, X2X1Xz, XaX5, X1X2%g, |X1|2|X2|2, X1X2X3, X2X3,

X1XaXz € |x2|*.
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= O N

O |l O |0 | W
O | w| o | o
w| o|o| o

2 00 0
0 2|2 0
0 1|0 2
1 01 1

N o |k | o
Nk |O| o
O|lkRr |k |k
ROk |k
RlRk|O|k
RPlRkr|R|O

1 1|0 1
2 01 0
0 212 0
0 00 2

O | o |w| o
O |lOo|(Fr,r DN

Tabela 3.2: Relagcbes no case 3.

= |Ww| o

o |~ | O|O
| O |O | O
O |, | O | W
R | O|O | W
R | O|Ww| O
R |W| O | O
w | o |+ | O
w| = | O] 0O
O | O | N | DN
O IN| O | DN
N| O | O DN
O | N|IDN| O
N| O | DN | O
NIN|O| O

1 1/0 1
3 01 0
0 3|3 0
0 00 3

=
o|lo|o| M~
olo| MO
olo|r | w

Tabela 3.3: Relagdes no case 4.

(6) Encontramos no livro de Markeev [24] um argumento irgsa@te para normalizacao dos ter-
mos cubicos do Hamiltoniano, o qual fornece também a fune&adgra, o qual fazemos questéo

de explica-lo a continuagéo.

Utilizando a funcdo geradof@(q,P) = q- P+ S3(q,P), onde

S@P) = 5 sdP, (3.44)
K|+[1=3

temos que as equacdes

_ S _ . 05

Q=5 =ditam:
(3.45)

_ S _p 0%

Pi=3q =Pit5

definem uma mudanca de coordenadas simplétigag) — (Q, P).

As relag@es (6.12), consideradas como equagoes relativasmg, p; (j =1,2,...,n), mostram
que as quantidadeg, p; (em conformidade com o Teorema da Fungéo implicita) séa,@aP;

suficientemente pequenas, fungdes analiticas numa vikiahda origem das coordenad@s=
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>
PR N

212|2 0 1|0 1/0
1/0|0 2 01 0|1
0[1|1 1 2|2 212
1(1|1 1 11 11

N O |R |k
RPlR Rk

11 1
212 1
1|0 2
01 0

Tabela 3.4: Continuacéo das relacdes no sasd.

2122
0(0]|0
211]0
0/1|2

PR R

0|0
2|2
211
01

0
2
0
2

N | O |k |k

1
1
2
0

Tabela 3.5: Relagdes no case 4 para ressonancia 1:1

P; = 0. Dai, segue que:

- . 0S(Qj.P )
qi = Q —a—f:jl'i‘---,

(3.46)

. p. o 9S(Q)PY)

onde os termos nao escritos tém ordem superior a doisyestegnte &, Pj. Aqui usamos forte-
mente o fato qu%%j € um polinémio homogéneo de grau 2. Com isso, a transformanp@desica

definida por (6.12) leva o Hamiltoniar(qg, p,t) no Hamiltoniand (Q, P,t) definido por:

0 0 0 0
r(Q,P,t)zH(Q—a—%+...,P+£+...,t)+%(Q——%+..7t), (3.47)

oP
onde ...sédo termos de ordem superior a quatr@em

De (3.21), temos que a parte cubica do Hamiltoniano noreddiZ dada por:

v (P95 0 05
M3(Q,P,t) = 121001 (PJ F1o) Qj OPJ-) +Hsz+ Fral (3.48)

onde todas as fun¢des do lado direito estdo sendo avaliad@3,®,t).

Facamos a seguinte mudanca de coordendesimplética:

Xj:Qj—i—in, )‘(,-:Qj—in(jzl,...,n). (3.49)
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A relacao (3.48) escrita nestas coordenadas é dada por:

n (_ 0 053)+H3(Xj+)_(j Xj =X ¢ +0_53 Xj +Xj Xj—X;

HE ) = T @f (Koo —Xj : i
3<X,X, ) ]Z]_OOJ Xj a)—(J X| OXJ 2 7 2 ) ot ( 2 2

1), (3.50)

Desta relacdo, usando as mesmas notacdes da demonstraedoedaa 15, obtemos o seguinte
sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

dfy .
d—:'+l<m,l—k>fk|:gk|—ak|. (3.51)

De agora em diante o processo € idéntico ao utilizado na de&ragéo do teorema 15.

Vamos nas proximas secdes, com base na demonstracao dodelseobter a forma normal
para a funcao Hamiltoniana (3.2) para alguns casos patesitle funcdes Hamiltonianas com um,
dois en grau de liberdade. Estas formas normais serdo Uteis nabtdho para estudar a estabili-
dade de equilibrios para sistemas Hamiltonianos autdnerpesiodicos, assuntos abordados nos

capitulos 6 e 7.

3.4 Formas normais para funcdes Hamiltonianos periddicas com

um grau de liberdade

Assuma, nesta sec¢ao, que a funcdo Hamiltornkadafinida em (3.2) tem um grau de liberdade
e sejal = wi # 0 seu expoente caracteristico. A definicdo 10 (relacdo deméacia), para este
caso, diz que\ apresenta relacdo de ressonancia de oklem e somente s&w é um numero
inteiro. Vamos agora obter a forma normal de alguns termolatuiltoniano (3.2) em alguns
casos que serao usados adiante. Neste caso, de acordo coéo @ £ podemos assumir sem
perda de generalidade que a parte quadratica tem a forma:

Ha(g, p,t) = %) (0®+ p?). (3.52)

Vamos na proxima se¢ao normalizar a parte cubigdeH.
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3.4.1 Normalizacao da parte cubica do Hamiltoniano

Vamos, agora, obter a forma normal da parte cubigda funcdo Hamiltoniana. Inicialmente,
assuma que ou3ndo é inteiro. Neste caso, de acordo com a demonstracdoréonted5, ja que
b3g = —3w, bpz = 3w b1 = —w e bi> = wnao séo inteiros e, assim, podemos eliminar completa-

mente 0s termos cubicos #e Vamos obter os coeficientes da funcao geradora.

Inicialmente, sabemos que os coeficientes da funcéo garadercoordenadas complexasx
devem satisfazer
: : t
fia(t) = fa(0)e ™" —e ™Kt &PX(ay —g)dx (3.53)
0
onde

o"e P (hy — g)
1— g2my

fl(0) = (3.54)

Usando as nota¢ddg = U, +iVy, gk = Uk + Vi, ax = uﬁkI JrivtikI edi(t) +ida(t) = o€ (ay—

ok )dx, por meio de célculos simples, temos que:
S30 = 2(U/30—|— u/21>7 S03 = 2(\/30 - \/21)7

S21= 2(Up; — 3Ug), S12 = —2(V30+Va1),
Uy = Fa (t)ser{byt) + Gy (t)cog b x)
vy = Fa (t)cogbut) — Gy (t)ser(bx)
Falt) = 5 ootg(Tby) 4 (2m) + J(210] — (1),

Gu(t) = %[cotg(ﬂbm )J2(211) 4 1 (21)] — A (1),

J(t) = (uﬁklcos(bmx) +v”k|ser(bk|x))dx

t
0
t
J(t) = . (uﬁklser(bmx) - vﬁklcos(bmx))dx

1 1
Uﬁ30 = é(hao— h1o), v%,o = é(hos— ho1),
.1 !
Uy = §(3h30+ h12), V5, = 5(3h03 —hyy).
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Assuma agora ques3= m € inteiro. Neste caso a eliminacdo completdddeado € possivel,
no entanto, podemos escreve-lo numa forma bem simples. @dcacom a demonstragéo do
teorema 15, podemos eliming#; e g12, ja queby1 = —w e by = wnéo séo inteiros. Com isso, e

usando o fat@zp = Jy3, temos que

3(X,%t) = g30xC + T30 = 2Re(gz0C) = 2u30(Q° — 3QP?) 4 2vo(PS —3Q%P).  (3.55)

De (3.42), temos que
eimt 2n imt
Gs0="_ . eMagt. (3.56)

Donde segue que:

Uzo = Xgocog mt) — yzoser(mt),
V30 = XgoSermt) + ysgcogmt),

sendo
211

L2ty 1 : ¥
X30:Re(5_[ . € h30dt):§1 . (uzpcogmt) + vgser(mt))dt
2n

2n imt . f 1 i
Yao=Im(o —eMhgdt) =2 (Vi,cogmt) — U ser(mt))dt

3.4.2 Normalizagao deH,

Se o numero @ néo € inteiro, de acordo com o que foi discutido na subse¢@oi@mn através
de uma transformacéo de Birkhoff, podemos eliminar os terabgos do Hamiltoniano, isto é,

num sistema de coordenadas conveniente, podemos as$waiforma:
W
H (q7 p7t) = E(qz + p2) + H4(q7 pat) + H5(q7 p7t) +. (357)
ondeH; € um polinémio homogéneo de de giianas variaveis, p e 2-periodico ent.

Se 40v = mfor inteiro, a parte quarta do Hamiltoniano escrito nas denadas complexase X
€ dada por:
Ha(X,X,t) = GaoX" + g22X°%° + goax". (3.58)
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Usandogos = Jsq, 922 = O, € as notagdegy = Uy + vk, temos que

W u
M(QPY) = 5 (Q+P?) + (@ +P?)? 4 uso(Q* — 6Q°P? + P*) — 4vaoQP(Q® —P?) +H”,
(3.59)
onde, usando o processo descrito ha demonstracdo do tebbefftama analoga ao processo da

subsecéo anterior), obtemos

U0 = X40COS(Mt) — yaoSin(mt), Vao = Xz0COS(Mt) + yaosSin(mt),

1 2n . )
Xa0=15 (Uzgcos(mt) + Vjgsin(mt))dt,
1 2n .
Yao= 5 . (Vagcos(mt) — uzgsin(mt))dt,

1 1
Ugo = g(hﬂ.o —hoo+hoa), Vo= §(h13_ hs1),
1 21
Upp=—  (3hao+ho2+ 3hos)dt,
41T o

e afuncAdd ™ é 2reperiddica ent e H™ = O((|Q| + |P|)®).

3.4.3 A normalizacdo no caso nao ressonante

Sekw néo é inteiro para nenhuk< 2n inteiro entdo, de acordo com a demonstragéo do
teorema 15, comby = (I — K)w néo é inteiro pard # k, podemos eliminar os termos de grau
impar e alguns de ordem par. Os Unicos termos que néo podestinsierados do Hamiltoniano
sdo aqueles em que= 1. Com isso, existe uma mudanca de coordenadas simpléticadad q
HamiltonianoH escrito nas novas coordenadas assume a forma:

C2
2

w C
H(q,p,t) = §(q2+ P?) + = (P +pH)%... + En(q2+ p)"+H (g, p.t), (3.60)

ondeH™ é analitica com respeitoq@ p com ordem néo inferior ar2+ 1 e 2wperiédica ent. A

demonstracao do teorema 15 mostra como obter os coefic@ntescy.
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3.5 Formas normais para funcdes Hamiltonianas periddicas com

dois graus de liberdade

Suponha, agora, que a funcdo Hamiltoniana peridHiaada em (3.2) tenha dois graus de

liberdade, ou sejd] é da forma:

H(qz, 02, p1, P2,t) = Ha(d1, 02, P1, P2, t) + Ha(az, 02, p1, p2,t) .. ., (3.61)

ondeHy € um polindmio homogéneo de grlamas variaveis reaig, gz, p1, P2 € 2eperidédico em

t. Vamos normalizar alguns termos Hequando os expoentes caracteristicos do sistema lineari-
zado forem imaginario puros e distintos, digamgs= iwj, j = 1,2. Neste caso, de acordo com

o que foi discutido na secao 2.6, num sistema de coordenadasrientes é possivel escrever o

Hamiltoniano na forma:

w (V)
H (ql7q27 P1, p27t) = %(q%—’— pi) + ?(q% + p%) + H3(C|1, G2, P1, p27t) +.o. (362)

ondeHs sdo polinbmios homogéneos de gianas variaveisy, g, p1, P2 € 2r-periodicos ent,
digamos

Ky K2

HS(QLQL P1, p27) = hk1k2|1|2q1 q2 plj_l p|22a (363)

k1+kz+Zl+lz—s
sendohy, ki1, = hiyk,l41,(t) uma funcéo &-periddica ent.

3.5.1 Normalizagéo dos termos cubicos

No caso em qu&; e A» nao apresentam relagcdes de ressonancia de terceira oetens, que
Biykolyl, = W1 (11 —kp) +wp(l2 — ko) néo € inteiro parly + ko + 11+ 1> = 3 e, assim, podemos elimi-

nar completamente os temos cubicodideOs coeficientes da funcéo geradora pode ser faciimente
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calculado usando o processo descrito na demonstracaoréaizd5, o qual nos fornece:

0300

0201

S3000

$2010

$1002

0210

S0012

0120

$2001

S1011

= Upoo3+ Uo102, S0102 = Up102— 3U0003,
= Vo102+ 3V0003, S0003 = V0102 — V0003,
= Upo30+ U1020, $1020 = U1020— 3U0030,
= V1020-+ 3V0030, S0030= V1020— V0030,

= Up111— Uoo12— Uo210, S1200= Uoo12+ Uo210+ Up111,
= Vo111+ Voo12+ Vo210, So111= 2(Uo210— Uo012),
= Vo111— Voo12— Vo210, S1101 = 2(Voo12— V0210);
= U1011— Uo021— U2001, S2100= Uoo21-+ U2001-+ U1011,
= V1011+V0021+ V2001, S0021= V1011— V0021 — V2001,

= 2(U2001— Uo021), S1110= 2(V0021— V2001);
Ukskolyl, = O(t)Senayt + f(t) cosat,
Vigkolyl, = 9(t) cosagt — f(t)senagt;
g(t) = cotgrayl1(2m) + I2(2m) — 2I2(t),
f(t) = 11(2m) — cotgna 12(2m) — 214(t),

t
l1(t) = . (U1, COSAIX — Vi jol1,SENKI X)X

t
Io(t) = . (Ukkol 11, SENBKIX 4 Vi 1,1, COSBKIX) X

(3.64)
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Upoos = §(hosoo— ho102), Vooo3= & (No201— hooo3),
Up102= 5 (No102-+ 3ho300), Vo102= 5 (No201+ 3hooo3),
Upozo= 5 ("3000— h1020), Voozo= & (N2010— Nooz0),
Wyo20= 5 (M1020+ 3h3000), Vo102= 5 ("2010+ 3noo30),
Upr11= 7 (M200+ h1002), Vo111 = 5 (Noo12+ ho210),
Upo12= 5 (M200—M002) —ho111,  Vio12= 3(ho210— hoo12) + h1101,
Upz10= g (M200— M1002) +ho111, Vip10= 5(ho210— hoo12) — 1101,
Wjo11= 7 (N2100+ ho120), Vio11= 7 (h2001+ hooz1),

Upoo1 = 5 (MN2100— No120) — 1011, Viygp1 = 3 (h2oo1— hooz21) + h1110,
Upoo1 = 5 (N2100— No120) +h1011,  Vhoo1 = 3 (h2oo1— hooz1) — 1110,

Suponha, agora, qug e A2 apresentam uma unica relacdo de ressonancia de tercedra.ord
Obteremos a forma normal nos seguintes casos:fi >3m,;
(2) 3w =m;
B)wr+20p=m;
(4) 201+ =m.

Nestes casos, 0 anulamento completo da parte cubica deofttagdiltoniana € impossivel,
mas ela pode ser conduzida a uma forma normal que reflete tercdaaressonancia do problema

e, nas novas variave@;, P; a fungdo Hamiltoniana € escrita na forma:

1 1
M(Q1,Q2,Py,Pot) = 50)1(@% +Pf)+ Ewl(Q% +P%) +3(Q1,Q2, Pr, Po,t) + O ((r1 +12)?)
(3.65)
sendarj = 3(Q?+P2).

No primeiro caso, temos quigp3o= 3w € inteiro e os demaisi, k1,1, COmky + ko +11+1> =3
nao sao inteiros. Assim, o Hamiltoniano nas coordenadas se escreve na forma:
H (X1, X2, X1, %2, 1) = Q0030%; + To030G = 2REQ0030%3), (3.66)
donde, temos quies € dado por:
3 = 2U0030(Q} — 3Q1Q%) — 2Vo030(P{ — 3P1Q%). (3.67)

De forma completamente analoga, chegamos as expressbgsa®os (2)-(3), o qual obtemos:
(2) '3 = 2Up003(Q3 — 3Q2PZ) — 2Vooo3(P3 — 3PQ3);
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(3) M3 = —2U0012 Q1 (P2 — Q3) + 2P1Q2P2] — Vo012 P1 (P2 — Q3) — 2Q1Q2P2];
(4) T3 = —2Ugo21[Q2(P? — Q3) + 2P,Q1Py1] — 2vo21[P2(P? — Q3) — 2Q2Q1 P4,

onde, por meio de célculos simples, os quais usamos o pmodessrito na demonstracao do
teorema 15, obtivemos

Uk kolily = Xkgkolql, COSMEA Y, kol41,SENML,
(3.68)

Vk]_k2|1|2 - _Xk1k2|1|2senmt+yk1k2|1|2 Cosrnt7

sendo
1 2n
Xk1k2|1|2 = 2n O (u|/(1|(2|1|2 Cosrnt_\/klkﬂﬂzsenmt)dt’
(3.69)

_ 1 2my
Yakolalo = 277 0 (Ukgleol,1,SENME+ Vi 111, COSME)dIL.

Os coeficientes, ev,
kkolqlo € Vi

ollo foram fornecidos no inicio desta subsecéo.

3.5.2 Normalizacdo deH,

Suponha, agora, que 0s expoentes caracteristig@pi ndo apresentam relacdes de ressonan-
cia de terceira ordem. Neste caso, de acordo com a secamamedemos assumir sem perda de
generalidade quids = 0 (os coeficientes da funcéo geradora foram dados na segimgnassim,

podemaos supor

w (V7]
H (a1, 02, p1, p2,t) = %(Q%Jr )+ ?(qg + P3) + Ha(a, G2, P1, P2,t) + . .. (3.70)

Mas, nos termos de quarta ordem do Hamiltoniano escritoo@slenadas complexasg,xz,X1,X2,

sempre aparecerao os termos emkjue |1 e ks = I>. Temos, assim, quéd, se escreve na forma:

Ha (01, G, P1, P2, t) = Co0(0f + p1)? + 11(0E + P2) (05 + P3) + Co2(05 + P3)2 + Hj (01, O, P1, P2, t)
(3.71)

onde, por meio do processo descrito na demonstracao doad® obtemos

21

1
Coo= — h 3h 3h dt
20 At o (h2020+ 3hoo4o+ 3haooo)dt,

2n

1
C11= o . (h2200+ ho220+ 2002+ hoo22)dt,
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1 21

Co2= 7 (ho202+ 3hooo4+ 3ho4o0)dt.
T o

Vamos obteH; no caso em que 0s expoentes caracteristicos apresentammisaaglacéo de
ressonancia de quarta ordem. Abordaremos 0s seguintes caso
(1) don =m;
(2) 4o =m;
(3) 2(w1 +ap) =m,
(4) wn + 3ox;
(5) 3w + wy.

No primeiro caso, observando qbgy,l,i, SO € inteiro quandoky,ko,l1,12) = (4,0,0,0) ou
(kl,k2,|1,|2) = (O, 0,4, 0), obtemos

Hy (X1, %2, %1, %2, t) = 04000%¢ + Tooacki = 2REToa004), (3.72)

donde, temos qui,4 € dado por:

Hy = 2U0040(03 — P3)% — 405 P3| 2Vo0adiz P2(P3 — 03), (3.73)

sendo
Uk kolil, = Xkgkolql, COSMEA Y, ko141, SENML,
(3.74)

Vigkolqly = —Xkgkol11,SENME+ Vi ko141, COSML.

Os coeficienteSy, 1,1, € Yi;kol,l, foram fornecidos na segéo anterior.

No caso em quES,,o+ V30407 0, fazendo uma mudanga de coordenadas anéloga a do exemplo

8 da sec¢do 1.2.2, obtemos a seguinte expressadipara

H(r1,r2, @1, @2,t) = G1r1 + Wpl2 + Coof 3 -+ Car1r2 + Cool3 + Hy + . . (3.75)
onde
Hj = Hp(re,r2, @1, @,t) = \/ X30a0t y(2)04oser(4(p1)r% (3.76)

De forma completamente anéloga, nos casos (2)-(5) obtesraegaintes formas normais:

(2 Hy(re,r2, @1, @2,t) = 4/ X3 004+ Y300S€M4®2)r2;
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(B)H,(r1,r2,@1,@p,t) = \/ X%zoo+ Y%zoosem(@l‘l‘qk);
(4) Ha(ra,r2, @1, @2,t) = \/X300+ YazooSen( @1 + 32);
(B)Hy(re,r2,@1,@p,t) = \/ X§100+ yglocﬁer(s(Pl‘f’(PZ)-

No caso em queyi e wpi ndo apresentam relagées de ressonancia de quarta didem,

nunca € inteiro, assint, = 0 e, portanto, nas variaveis a¢éo-angulo, a funcdo Har@haras-
sume a forma:
H(ry,ro, @1, @2,t) = W11+ Wal 2+ Coof 3 + C11r 12+ Coots +Hs + . . ., (3.77)

onde os coeficientasg, c11 € Coz foram dados no inicio desta secao.

3.6 Formas normais para fungcdes Hamiltonianas autbnomas

com dois graus de liberdade

Nesta secao, vamos supor que a funcdo Hamiltortthdada em (3.2) seja autbnoma e tenha

dois graus de liberdade, ou sdihg¢ da forma:

H (QLQZ» P1, p2> = H2(Q17QZ7 P1, p2) + H3(Q1»Q2> P1, p2> (EER (378)

ondeHy é um polinbmio homogéneo de grlamas variaveis reaig, 0, p1, P2, digamos

Ky K2

HS<qla a2, P1, pZ) = hk1k2|1|2q1 q2 plll p|227 (379)

k1+|(2-|;1+|2—3
sendahy, k,l,1, constantes reais.

Nesta secdo, vamos normalizar alguns termos da funcéo tdaraia quando os autovalores

da matriz do sistema linearizadai e wyi apresentam certas relagbes de ressonancia ressonancia.

3.6.1 Forma normal sob ressonancia de segunda ordem

Suponhamos que;i e wpi apresentam a relagao de ressonancia de segunda axdem,.
Vamos obter a forma normal d¢ em dois casos: quando a matriz do sistema linearizado é-diago

nalizavel e quando néo é.
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No caso em que a matriz do sistema linearizado € diagoneljzd® acordo com a tabela da
sec¢do 2.4, num sistema de coordenadas conveniente, ayrdtética do Hamiltoniand, assume
a forma:

Mo = /(e + p3) — 5 (8 — P3). (3.80)

De acordo com com o comentéario (5) da se¢do 3.3, na forma haen&ustavson déd
ndo aparecerdo termos de terceira ordem e nos termos de qudetn, nas coordenadas com-
plexas (definidas no mesmo comentario) s6 poderéo apaetEmnos [x; |4, X2X1 Xz, X2X5, X1 X2X2,
IX1)2|X2|?, X1XoX5, X2X5, X1X5%p € |%o[*. Fazendo a mudanga de coordenagasxp,Xi,Xz) —
(a1, 02, p1, P2)€ em seguida, mudando para as variaveis agdo-angulo de dodtaga ao exemplo

8 da sec¢éo 1.2.2, obtemos a seguinte expressao para a fuagéitoHiana:
H = 0(ry —r2) + Coor# + Ca1r1r2 + Coal 5+

Zl‘lrz[kgoozCOQ((pl + (Pz) - |20023er2((pl + @2)]"‘
(3.81)

2r Y215 *[ka1205€rR(@1 + §2) — 11120c0L2(P1 + @2)]+
2r1/%r3 ? kasomser(@r + ¢2) — 11120001 + @2)] + O((r1 +12)%/2)
onde

Co0 = —X2020— %UL]_ -+ %UZ’Z — %U474 - %LI?] + %US,Sv

W2 2
C11 = X1111+2U1 6+ 2U33 — 5 Ug g — 2Up 5 — 2Us 4 + 5 Ug 9,

3 1 1 3u? o?
Co2 = —X0202— 5Us5 — 5Up 6 + 5U33 1+ “g-U1010 — 52 U9,9;
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1

o’ 1 o
k2002 = X2002— 5U1,3 — U4+ “g-U7,9+ Uz + 5Us5 — "5 Ug 10,

1 o? 1 o
12002 = Y2002— 5V1,3 + V2,4 + g V7,9 — V36 + 5V45 — g V8,10,

1 1 1 w? o?
K1120= X1102— s5U21+Upa+U32—5Uz26—5Ue4— 7 Ug7— 75U98,

1 1 1 o o?
l1120= Y1102— 5V2,1 + V1.4 + V32— 5V26 — 5V6.4 — 7 V8,7 — T5V0.8,

1 1 o? o?
K1102 = X1102+ 5Up 2+ U2,3 —2U53 — Us s+ 5Us 5+ 1 Ug 10— T5U89,

1 1 w? ?
l1102= Y1102+ 5V6,2 + V2,3 — 2V53 — Va6 + 5V6 5+ 7 V9,10 — 758,95

Ui,j = XiXj +YiYj,
1 3
X1 = —35h1020— 5723000,
X2 = —whgoo1— =h
2 0021~ 52001,
1 1 1
X3 = —3ho0111— 3h1002+ 57 N1200,
— _Wh 1h 1h
X4 = —%No021+ 55N1110+ 55N2001
3 1
X5 = $2hooo3+ 150201,
1
X6 = h1002-+ zh1200,
= hoozo— h
X7 = hoozo— ;zh2010,
1 1 1
Xg = 55No120— g5Mo11— Zzh2100
— _h 2 hootn— L h
X9 = —Noo12+ 7z No210— zM1o1,

1 1
X10 = —ho102+ ;3hos00,

Vij =Xyj—xy, (,j=1...,10),
y1 = £hoozo+ 552010,

y2 = ho120+ 2z h2100

ya = —%hoo12+ 55h0211+ 55101,
ya = —%ho120— 3Mo011+ 53M0100
Y5 = —3h0102— 5220300

Y6 = —whoo12— shoz10,

y7 = Whio20— 25M3000

y8 = hoo21+ zh1110— 2zh2001

1
Yo = zho111— gh1oo2+ 23h1200

y10 = —hooos+ 2zho201,
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X2020= —3(36?hoo40+ hpo20+ >Na000)
X1111 = W?hoo22-+ No220+ 2002+ -2 h2200
X0202= —3(30?hoooa+ ho202+ -5hoaoo)
X2002= 7 (6?ho022+ ho220+ M1111+ hpooa+ - o200
y2002= %(—0ho121— WN1012+ Sh1210+ Sho101)
X1120= 5 (3who130+ Wh1021+ 2110+ Shaoo1)
y1120= 3 (—3whoo31+ h1120— h2011+ >N3100)
X1102= %(3why003-+ Who112+ Zh1201+ 2hos10)
X1102= 7 (—3whoo13+ hoz11— h1102+ 3h1300)
No caso em que a matriz do sistema linearizado néo € digaweljazle acordo com a tabela
2.1 da secéo 2.4, a parte quadratica do Hamiltoniano, nuemsisde coordenadas conveniente,

assume a forma:

1
Hy = é(q% +03) + W(qLp2 — G2P1)- (3.82)

Com ja haviamos dito, sob ressonancia de primeira ordem a gaddratica do Hamiltoniano
normalizado é identicamente nula e, por meio do processwittesa demonstracéo do teorema 15,

obtemos a seguinte expressao para os termos de quarta avdéamaltoniano normalizado:

Ha = (p% + p3)[A(PL + P3) + B(d1p2 — d2p1) + C(0 + 03)].- (3.83)
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onde

A='2  B=_L(011+11100), C=—23(2c00+ Cr1+20),
C20 = X2020— 9U107 +4Ug 1 + U1 6+ Ugg — Us 2 — Ua 3,

C11 = X1111+4(Ugg — Ug 9+ Us 3 — U3 4) + 2(Us5 — US,6+ Up 1 — UL, 2),
Co2 = %2020+ 9U7,10— 4Uy 6 — Us 1 — Ug g+ Up 5+ U3 4,

k2002 = %2020+ 3(Ug,10 — U109) + 2(U2,3 — U3 2) +- U3z — Us 3
l2011=Y2011— 6V108 —4V31+ 2V 2+ 2Vg 9+ V22 — V5 3

l1102= Y2011—6V8 10— 4V13+2Vo 6 +2V9 9+ V22 — V35

X2002= 3 (3hooao+ hooz2+ 3Mooo),

X2020= 5 (N2020— N2002+ M111— No220+ No202),

x1111= —(h2020+ h2002+ ho220+ ho202),

y2011= %(—N1021— 3h1003+ 3ho130+ ho112),

ui.j =ex;+ fiyj, vij=eay;—fix;, (i,j=1,...,10), Q:(x)fl,
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&1 = Qy1 + Q%% — 2Q3ys;, f1 = —Qx1 + Q2%y, + 2Q3xs,
& = Qy, +2Q%xs, fo = —Qxp +2Q%ys3,
e3 — QY3, f3 — _QX37

es = Qya — Q2(x1 — Xg) + 2Q3(y2 — V) + 6Q°xs,

fa=—Qxa— Q2(y1—y5) — 2Q3(X2 — Xg) + 6Q7y3,

&5 = Qys — Q%(xa — 2X) + 4Q%3, f5 = —Qxs — Q%(y2 — 2y6) — 4Q%xs,
e = QY — Qs fo = —Qxe — Q%s3,

2 3 4 2 3 4
er = Sy7+ Fxe— S5 Yo — G xao, fr = —2x7+ % ys+ Zoxo— Zhyio,

_Q 2%, 208 fo— _Q plog 203

€8 = 3Y8 1+ g~ X9 — “3-Y10, 8 = —3X8+ g-Yo+ “g-X10,

2 2
& = Yo+ L xao0, fo = —$xo+ L y10,
e10= 3Y1o0, f10=—%$x10,

X = b, yizz)\’*—‘@, (i=1,...,10),

X7 = —h2010— 1101+ ho210, Y1 = 2001 — h1110— hozo1,

x5 = —2h1020— 2h1002, Y5 = —2ho120— Zho102,
X§ = —3hpo30— hoo12, y§ = —hoo21— 3hooo3,
X3 = 3h3000+ N1200 Y2 = 2100+ 3ho300,

X5 = 2h2010+ 2ho210, Y5 = 2h2001+ Zho201,
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X5 = N1020— M1002+ o111, Y = M1011— o120+ ho1o2,
X% = h3poo— h1200, Y = h2100— hosoo,

Xg = hz010— h1101—hoz10,  Yg = h2001+ h1110— o201,
Xg = M1020— h1002— o111,  Y§ = M1011+ho120— ho1o2,

X10 = hoozo— hoo12, Y10 = hoo21— hooos

3.6.2 Forma normal sob ressonancia de terceira ordem

Nesta subsecdo, vamos obter a forma normal de Gustavsorsoegaque 0s autovalores
w1i, wpi da matriz do sistema linearizado apresentam a relacéo slendatcia de terceira ordem
w1 = 2wy. Inicialmente, suponhamos que a parte quadratica do Hamaho, escrito num sistema

de coordenadas conveniente, assume a forma:

1
Ho = 5 (P1+wia) — 5 (03 + 0503). (3.84)

NI =

A fim de obter a forma normal do Hamiltoniar® até termos de terceiro grau, comecgaremos

fazendo a mudanca complexa de coordenadas simpléticas

G =3X1+g Y1, P1=3WiX1+Y1

(3.85)
02 = —5X2+ éy27 P2 = — S0pXp +iy2
Nas varaveisi, x2,y1,y» a funcdo Hamiltoniana é escrita na forma:
. . k1. k-
H = inxays + iwpXays + Viakolo X X2YEYS (3.86)

k;|_+|(2+Z]_+|2—3
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SeVkikolily = Xkikolylo T Ykikolyl,» CAlCUIOS Simples mostram qMg,i,1, € Yk;kol,1, €Stao relacionados

com os coeficientes, 1,1, do Hamiltoniano inicial por meio das seguintes formulas:

1 1 1
X0030= hoo30— =201 0030= &-M020— ~3N300
1 3 3w, 1
X1020= —5M1020— Z—wghsooo, y1020= “3*hoo30+ 3 2010

_ 1 1 1 _ 1 1
X0120= g 30120~ g5-ho11 wzu)%hzmo, Yo120= hoo21+ & M1110 w%h2001,

_ _ 1 W 1
x1011= —W1hoo21— - h2001, y1011= g3 ho120+ & 2100
X0021= z=-h0120— -h1011— —5h2100,  Yoo21= hoo21+ gy 1110~ 5 h2001
) Wy w2 W10 o3 (3.87)
w 1 1 W W 1
X1002= — 3¢5, 0111~ 5N1002+ @hlzoa Y1002 = — %5 hoo12+ ﬁhozloJr 205 N1101
X0012= —hoo12-+ ﬁhozlo— Lohi10n  Yoor2= =hor11— & Moo+ —=>hi200
WL ) Wy w1 m@
1 1
X0111= g2h1002+ g5, M200 Yo111= —w2hoo12— ¢-ho210,
3 1
X0201= —“2ho102, Y0201= Tw%hoooer zho201,
1 1 1
X0003= — g No102+ “zhoz0 0003= —hoooz+ “>hoz01-
o P o} Y o2
Para os dez restantes termos, temos a seguinte identidade:
) li—ki 7 @p\ l2—ke
yk1k2|1|2 = (yk1k2|1|2 + |X|(1|(2|1|2) <_?> <7> . (388)

Utilizando uma transformacgéo de Birkhd#i, x2,y1,y2) — (Q}, Q5, P;, P5), eliminamos todos
os termos de terceiro grau do Hamiltoniano, exceto os résses, o qual conduz o Hamiltoniano
a forma:

H =H = i1 Qi P} +iw2QpPh + Y1002 P + Yo210Q7P, + Ha + ... (3.89)

Voltemos as variaveis reais por meio da transformacéo siiogl

Q=-A2(Q-iP), Q=-"2A(Q—P)
' Tove (3.90)

P = YA(—iQi+P1), Pj=Y22(Q,—iPy).
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Sex2oa+ Y2002 7 0, introduzindo a mudanca de coordenadas

Qj=/2rjseng; —6j), , Pj=./2rjcodg—8)), (j=12), (3.91)

ondeB; = 0 eB satisfaz as relacdes

serBy) = 22 cogfy) = — 202 (3.92)
\/ X002+ Y3002 \/ X002+ Ya002

temos que a funcdo Hamiltoniaki,escrita em termos das novas coordenadas, assume a forma:

H = 20pr; — tqro — rzl’i/z\/wz(X%OOZ-f- Y2002)SENM @1+ 2@2) +O((r1 +r2)?). (3.93)

3.6.3 Forma normal sob ressonéancia de quarta ordem

Vamos, agora, obter a forma normal até quarto grau da fungéailtdnianaH no caso em
gue os autovalores;i, wpi apresentam a relacdo de ressonancia de quarta eogenBw,. Nesta

Segao, seguiremos 0S Mesmos passos e as mesmas notacgés datszior.

As expressoes para os coeficientigg,,i, de alguns termos de quarta ordem do Hamiltoniano

(3.86), sao:
w?
Y2020= — 3" Nooa0— %lmooo— $h2020,

— 1 W Wy
Y1111 = W102ho022+ 55 2200+ ¢ ho220+ (22002

303

Y0202 = —5?Noo0a— ﬁ hoaoo— 3ho202 (3.94)

Y1003 = U1003+ V1003

Yos10= — 4%1 (U1003— IV1003),
onde

® 1 1 w
U1003= 5 hoo13+ 203 h1300— 555,102~ 550211,
(3.95)

__w 1 1 W
V1003= — 55 ho112— 5M003+ 57 h1201+ 5 % hos10
2wy 2 203 265
Por meio de uma transformacao de Birkhoff, podemos elimisateamos de terceiro grau no

Hamiltoniano (3.86) e, dos termos de quarto grau, permameseressonantes e 0s que contém
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apenas os produtds’j PJ(. A normalizacdo da funcdo Hamiltoniana até os termos de@gaau

tem a forma:
H=ionQ}P] — ca0(Q}P})?+ c11(Q1P)) (Q5P%) + Coo(Q5PH) %+
(3.96)
110034 P> +10310Q5P, +Hs + ...,
onde
2
C20 = —Y2020— _w% (XGoz0+ Y6030 — X1020Jr Y2020 — X0120Jr Y5120+
9
%(X%011+ Y3012 + 5_0§<X%021+ Y021)>
C11= 3 (oot + 3% 815+ "’% +
11 = Y1111~ 3(X1p02 y1002> 10 X0012 y0012) X0021 y0021)
B (81201 Y5120 + 2(X0111X1020+ Y0111¥1020) — g (X0201Y1011+ X1011Y0201),
= —Yo0202— ﬁ(Xooo3Jr Y5003 + @ (G201+ Y6201 — X1002+ Y002 —
5(G121+ Ya110) — X0012+ Y5012)> (3.97)

l1003= X1003+1Y1003, lo310= — % (X1003— 1Y1003)

X1003= U1003— g (X0120%0012+ Y012/0012) — % (X1002¥1011+ X1011Y1002) +
é (X1002%0201+ Y1002/0201) + 3 (X0003X0111+ Yo00011),
Y1003= V1003— & (X0120Y0012— X0120Y0012) — % (Y1002Y1011— X1011X1002) +

é (X0210Y1002— X100/0201) + 3 (X0111Y0003— X000/0111)-

As expressoes pask i1, € Yikl,l, SA0 as mesmas listadas na subsecéo anterior. Voltemos as

variaveis reais por meio da transformacéo simplética:

Q=-~E(Q-iP), Q=-"2A(Q—P)
' Tove (3.98)
P = Y (—iQu+Py), Pp=Y2(Q—iPy),

e, N0 caso em qu&gs+ Yape3 7 0, POr meio da mudanca de coordenadas

QJ :\/Z_rjser((pj—ﬁj), , PJ :\/Z_YJCOS((PJ—GJ); (J :172)7 (399)
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ondeB, = 0 e0; satisfaz as relacdes

sen®y) = Y1003 cog01) = X1003 (3.100)

) - )
2 2 2 2
\/ X1003 1 Y1003 \/ %1003 Y1003
H = 3uwpry — 2 2
Wpl'1 — Wpl2 + C20l'] + C11r'1l2 + Co2l 5+

@mzri/zrg/z, /X2 003+ Y2000 @1 + 3@2) + O((r1 + r)%/2).

obtemos

(3.101)



Capitulo 4

A forma normal de Lie

Neste capitulo, vamos desenvolver a teoria da forma normali@€ou método de Deprit-
Hori ([9] e [18]))para sistemas Hamiltonianos. Nas primegaecdes desenvolveremos a teoria
geral e, na ultima sec¢éo, estudamos a forma normal numahaniga do equilibrio, para sistemas
Hamiltonianos autbnomos e periédicos. Este capitulo égpdetum seminario que apresentei no
curso de Sistemas Dinamicos Hamiltonianos ministrado bal37]. Nele, usei como principais

referéncia Meyer [25] e Cabral [7].

4.1 Introducao

Considere a funcao Hamiltoniana que depende de um pequedrogtaos, H = H(z €). Use
uma fun¢cddV = W(z,&) como uma fun¢do Hamiltoniana tendo o pardmettomo o tempo, isto
é,

dz

4 = JW(ze) (4.1)

e considere a solu¢amZ,¢) desta equagdo que satistgZ,0) = Z. A aplicacdoz = ¢(Z,¢) de-
fine uma transformagéo simplética proxima da identidaddeyaeo Hamiltoniandd = H(z,€) no
HamiltonianoH*(Z,€) = H(@(Z,¢),€). A fungdoH* as vezes € chamada de transformada de Lie

deH gerada poYV e é denotada parywH. O método de Deprit-Hori consiste em obter uma funcao
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W(z,¢) de tal forma que seja mais simples o novo HamiltonidrioEste método foi desenvolvido
por Deprit [9] e estendido por Kamel[19] e Henrard ([15]][#§17]). O método de Deprit orig-
inal era somente para sistemas Hamiltonianos, mas as égteds Kamel e Henrard foram para

sistemas de equac¢des nao Hamiltonianas. Aqui trataremusnse do caso Hamiltoniano.

4.2 O algoritmo para obtencao da transformada de Lie

Suponha que a expansaoleW e H* em séries de poténcias geejam

(o]

H(z.e) = T—:Hio(z), (4-2)
Wize)= ; ) (4.3)
LwH(Z,8) =H*(Z,¢e) = 3 s—iH(i)(z). (4.4)

O seguinte teorema forma a base do processo:

Teorema 16 As fungﬁes{H}} (i=1,2,...,]=0,1,...) definidas acima satisfazem as identidades

recursivas
H]I+]]-_+ z ( > j kv\/\4<+l} (45)

onde {, } é o colchete de Poisson.

Demonstracéo. Inicialmente, defina o operador diferencial= D por
oF
DF(z,€) = E(z,e)qt{F,W}(z,s). (4.6)

Note que

DF(Z,€)—pz,e) = %F(z, €)z—p(z.6)- 4.7)
Agora, considere a seqiiéncia de funcdes definida indutivenperH? =H, H' = oH'-1,i > 1,
cujas expansdes em série de poténcias é

© gl

EO_I . (4.8)
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Como _ _ 1
) . J . 1= .
D (GTH €)= T{H Wz ) + gy H ), (4.9)

temos que
Hi(z,e) =oH"1(zg)
® o _ (4.10)
— j;ﬂ[H;+i+ {H; "W},
A soma que envolve o colchete de Poisson pode ser analisasizgdimte forma, onde fazemos
| = j+ke, subseqlientemente, escr¢ean lugar dd:
© o cjtk

© o] .
j;%{Hjl,W} =33 S ] W)

¢

l .
= ZO > mﬁ{Hf:&,V\ml} (4.11)

e L[] -
20 > <k> H 7o Wi 1}

k=0

Logo as fungéeH} relacionam-se por (4.5). Resta mostrar glitem a expansao dada por (4.4).

Pelo desenvolvimento em série de Taylor e por (4.7) tem-se

§ o0 Ei ai .
H*(Z,¢) —i;ﬁ@H (Z,€)e=0

0 A ai
_ _ij—@ (H(Z.&)r-gze)e_g
= (4.12)

Para construir a mudanga de coordenadas simplEticg(Z, €) basta notar quewl (Z,€) =

®(Z,€), ondel é a aplicagéo identidade.
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A dependéncia das fungﬁéei}} pode ser facilmente entendida considerando o triangulo de

Lie, dado a seguir:

g
H) — H
! !
Y — HE - H
l l l

H) — H} — HZ — H
l | | |
Os coeficientes da expansao do Hamiltoniano antijogstdo na coluna a esquerda, e os coefi-
cientes do novo Hamiltoniano estéo sobre a diagonal. A flaaada em (4.5) estabelece que para
calcular qualquer elemento no triangulo de Lie, é necastgras entradas na coluna em cada etapa
a esquerda e acima. Por exemplo, para calcular a expansa@sierpaaH™* através dos termos de

ordeme?, primeiro calculamosi} pela formula
Hp = HY + {Hg, Wi},
a qual nés da o termo de ordeye entdo calculamos
HI = H3 + {H?, W} + {Hg, Wa},
H§ = Hi + {Hg,Wi}.
Entéo,

g2

2H§(Z)+....

H*(Z,e) =HJ(Z) +&H3(Z) +

Vamos agora ver um exemplo que mostra como a transformad#&deote simplificar um
problema.
Exemplo (Equacao de Duffing O Hamiltoniano associado a equacao de Duffing é dado por:

1
H = S(a2+ )+ 3 4.13)
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em coordenadas retangulafgsp). Nas variaveis a¢ao angulg, @), ele € dado por

Y

H :r+§r2(3+4c052p+cos4p). (4.14)

Considerandg como um pequeno parametro e fazead@‘g’ temos que

H(r, @) = HJ(r,q) +eHY(r, ¢),

onde
HY=r, HY=r?(3+4cos2p+ cos4y). (4.15)

Da férmula (4.5) no Teorema (16) temos que
Ho = HY + {Hg, Wi}, (4.16)

assim,

oW

HE = r2(3+ 4cos2p+ cos4p) + (4.17)

0
EscolhaW = W, tal que H& tenha 'poucos’ termos (esta € uma definicdo de 'forma nojymal’
Escolhendo
1
W =W, = —r?(2sen®+ 75endp),
temos que

Hg = 3r?.
Com esta definicdo d&, o Hamiltoniano nas novas coordenaddsg), sera
3y 2
H(J,8,6) =J+ 5%+ O(y?), (4.18)
e as equacgOes de movimento seréo

J=0(y), é:—l—%/J+O(y2). (4.19)

Nestas coordenadas, sem considerar os termo®(gf), a solugdo move-se sobre circulbs-

constantee com velocidade uniformel — %’J. n
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4.3 A formanormal de Lie

Na sec¢do anterior, aprendemos a calcular a transformadee @k luma fungédo Hamiltoniana
H, gerada poW, e vimos um exemplo que mostra como a transformada de Lie giog#ificar
um problema. Uma pergunta que deve surgir é quanto a exstémbtencado de funca de tal
forma quecwH esteja numa forma mais simples. Nesta se¢céo, vamos daoat@gesta pergunta,
desenvolvendo um processo no quglH tem uma forma mais simples gtie denominada forma

normal de Lie deH.

Teorema 17 (Teorema da Pertubacao geral)Sejam{®;}? ,{£i}"o, € {Ri}{", sequéncias de
espacos vetoriais de funcées diferenciaveis definidasaabrdominio comum O emdRcom as
seguintes propriedades:

Ozcice, 1=12,..;

(iY)HOew, i=01,..;

(i) {?i,®;} C ?iyj, 1,j=0,1,..;

(iv) para qualquer De 7;, i=1,2,..., existem B ; e Ce g; tal que

B=D+{H§,C}. (4.20)

Entdo existe W, como em (4.3) dado anteriormente, com &Y,i = 1,2,..., que gera uma mu-
danca de variaveis simplética proxima da identidade,— Z, tal queLwH tem uma expanséo em

série como em (4.4), comjid £i,i =1,2,...

Demonstracdo. Vamos fazer a seguinte hipotese indutiva sobre as furhj'pew e H(i) que apare-
cem no tridngulo de Lie:

(In) H}Ezpiﬂ- para 1<i+j<neW € ®;, H) € £ para 1< i <n.

Observe quélp) é verdadeiro, poieig € Pp € Qp € Rp SA0 conjuntos vazios. Assuma gye;
€ verdadeira. Pela equacéao (4.5)
n-2/n-1
Hig = HY+ > | {HY 1 W1} + {HG Wh}. (4.21)
k=
Por (i) temos quéd? € 2o, H | |, € Ph_1 k (k=0,1,...,n—2) eHJ € 2o, da hipdtese de inducio

tem-seW 1 € Rkr1 (k=0,1,...,n—2), logo por (iii) temos unHr?flfk,W[(H} € Py. Assim de
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(4.21) temos
HY | =LY+ {HO Wi}, (4.22)

ondeL! € 2, e é conhecido.

n-2/n—2 0
HY , =Hi.+ ) K {Hr- 1 Wt 1}
k=0 (4.23)
n-2/n—2
= L1+ z ( ) {Hr?—l—k7\M<+l} + {H(?an}?
K=o\ Kk
e portantcH? , = L2+ {HJ,Wh}, comL? € 2,. Analogamente temos
HS o= LS+ {HJ,Wh} (4.24)
ondelL® € 7, paras=1,2,...,n. Em particular, para= n segue que
HY = L"+ {H3, Wh}. (4.25)

Pela relagéo (iv), podemos escolher uma solkfgie £, eW, € R, da equacéo (4.25). Segue de
(4.24) e da hipotese (ii) que;_¢ € P, paras=1,2,.... Assim,l, é verdadeira e o teorema esta

demonstrado. n

A equacéo de Lie (4.20) € a co-razao do problema de pertwbargédefine um sistema nao
perturbado quando= 0. A aplicacad. = {Hg, .} define um operador linear chamaanjmerador de
Lie. A idéia € analisar este operador para determinar em queasg@a funcdes a equacao (4.20) é
soluvel. Estritamente falando, o Hamiltoniano (4.4) teosgermos nos espagsass(HiO € P, ea
equacao na forma normal tem seus termos nos esmas(is(i) € £j). Os espacos s S0 menores
gue os espagas's (£ C P;) e portanto, 0s coeficienté‘% Ssao mais simples que os coeficienﬂé’s
Neste caso dizemos ql (Z,¢) é a forma normal de Lie db(z,¢). A transformacéo é gerada
por uma equacéo diferencial Hamiltoniana com HamiltonMhnos espacog 's (W € %;). D é

um termo antigoB € um novo termo € € um gerador.

Este teorema é formal, ou seja, a convergéncia da série rdisdotida. Em interessantes casos
a série diverge, mas ainda, podemos obter informacdesaalanalisando os primeiros termos da

forma normal. O seguinte resultado mostra que podemos pgrercesso em qualquer ordem,
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digamosN, para obter uma mudanca simplética a qual é um polinbmie efoego é convergente.
Da demonstracao do teorema acima, é claro que os termoseta stgperior &N na sérieH* nao

sao afetados pelo truncamentoHle

Corolario 6 Seja N> 1 dado, e sejar{?i}N . {£i}N,, e {®i}, sequéncias de espagos veto-

riais de fungdes diferenciaveis definidas sobre um domioimum O em IR com as seguintes

propriedades:
O zice, 1=212,...,N;
(i)HP e, i=0,1,...,N;

(i) {21, %)} C Piej, 0,j=0,1,...,N;
(iv) para qualquer De #;,i =1,2,...,N, existe Be £j e Ce g; tal que

B=D+{HJ,C}. (4.26)
Entdo existe um polinbmio W,
N-1 i
€
W(z,¢) = Z) i—IW|+1(Z)a (4.27)
& !

comWe g;,i=1,2,...,N, tal que a mudanca de variaveis= ¢(Z,€), onde@(Z,¢) € a solucdo

geral de (4.1), transforma o Hamiltoniano convergente

[ee]

i
H(z€) = is—lHiO(z), (4.28)
i=0""
no Hamiltoniano convergente
N gi ot
H*(Z’S)Z.Z)i_'H(I)(Z)JrO(S ), (4.29)
i=0""

comH, € £j,i=1,2,...,N.

4.4 O caso nao autbhomo

Assuma agora que a fungcdo Hamiltoniana depende do temepale um pequeno parametro
€, isto é,H = H(z,t,€). Use uma fun¢aV = W(z,t,€) como uma funcdo Hamiltoniana tendo o
parametre como o tempo ¢ como um parametro simples, isto €,

dz
— =JOW 4.
e JOW(z,t,¢€) (4.30)
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e considere a solucap(Z,t,¢) desta equacdo que satisfagZ,t,0) = (Z,t). A aplicagédoz =
©(Z,t,¢) define uma transformacéo simplética proxima da identidaddaya o Hamiltonianél =
H(z,t,€) no HamiltoniandK(Z,t,e) = H*(Z,t,€) + R(Z,t,€), ondeH*(Z,t,€) = H(p(z,t,€),t,€)

€ a transformada de Lie d¢ e R é a funcao resto.

Suponha que a expansaolewW, H* e R em séries de poténcias geejam

H(Zat7£) = -if—:HiO(Z,t), (431)
W(Z,t,E) = if_: I+1(Z7t)7 (432)
LwH(Z,t,€) =H*(Z,t,e) = _if_ng(z,t), (4.33)
R(Z,t,€) = S is—:RiO(Z,t). (4.34)

EntdoH* pode ser calculado pela formula (4.5). Veremos agora cotoalaaa funcéo resto.

Teorema 18 A funcgéo resto € dada por

€
R(Z,t,e) = — . Lw (%—Vtv) (Z,t,€)de. (4.35)

Demonstragdo. Fazendo a mudancga de variaveis simplétieag(Z,t, €) no sistema associado ao

HamiltonianoH, temos que o novo sistema assume a forma

. (00 -1 0@ -1 (60
y= (E(Zahs)) JDXH((P(Z,'[,S),'[,E)— (W(thaa)) E(Zataa) (436)
Mas, da teoria das transformacdes simpléticas temos que
(09 Lo
JOR(Z,t,e) = — (a—y(z,t,s)) E(Z,t,s). (4.37)
Ale) = %—‘f(z,t,s) é a matriz solugao fundamental de
dA 0°W
P (JW((p(Z,t,s),t,sO A A0) =1. (4.38)
Diferenciando
0Q(Z,t,¢)



4. A forma normal de Lie

97

com respeito & mostra-se que a matriz

_0Q(Z,t,¢)
B(e) = 5
satisfaz
dB 92W 0°W
%= (J?((p(z,t,s),t,e)) B+Jo 5 (WZ,L.€),L.€).

Comog(Z,t,0) =y, B(0) = 0 e também temos que
e 0°W

B(g) = . A(a)A(s)‘lJm((p(Z,t,e),t,e)ds
além disso, .
IORZ.te) = (Rzte) Pz te)
= —A(e)~!B(g)

_ 21

=— SA(S NN (@(Z,t,€),t,€)ds
21

=— SINSTLH(@(Z.t,€),t,€)ds

W (@(Z,t,€),t,€)ds

|
(&
|
Om

Lw (%) (Z,t,e)ds

Com isso a demonstracao esta concluida.

Seja _
S= S(Z,t,E) = _;%%(Zat)y

ondeaO = M1 calcule a transformada de Lie 8gela relacdo (4.5) e obtemos

ot

w9 =5= i%g"(z,t).

EntdoR) = § L.

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Por exemplo, vamos calcular a expansdo em sérl¢ geH* + R até os termos da ordess.

Ponhak? = HY e calculek} pela formula

oW,
K§ = Ho +R§ = HY + {Hg.Wa} — ==,
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gue nos da o termo de ordemCalcule
H]:!-:HJ(.)_I'{H]C.)?W]-}"}_{HS?\Nz}’ Hg:H]:.L+{HC:)L’W1}7
oWy oW,
=—— ¢ — W
F\% ot { ot l} )
temos queK3 = HZ + R3. Ent&o

1
K(Z,t,8) =K3(Z,t)+K3(Z,t)+ 5sng(z,t) +....

O teorema da pertubacao geral no caso nao autbnomo assumeaa fo

Teorema 19 (Teorema da pertubagéo geral no caso néo autonoindsejam{ 2} 5, {£i}* o, €
{®i}{", seqliéncias de espagos vetoriais de fungdes diferencideéisidas sobre um dominio
comum O em IR x IR. Sejaﬂ{j 0 espaco das derivadas das fungbexkgdeAssuma que:

Ohzcice, 1=12..;

(iY)HCew, i=01,..;
(i) {7, %} C?irj e {®,®R;}C Py, i,j=01,..;
(iv) para qualquer De 7;, i=1,2,..., existem B ; e C< g; tal que
oC
B:D+{H8,C}—E. (4.43)
Entdo existe W, como em (4.32) dado anteriormente, com ¥y,i = 1,2,..., que gera uma

mudanca de variaveis simplética proxima da identidade~ Z, tal queywH tem uma expansao

em série como em (4.33), coj H zi,i =1,2,...

A idéia da demonstracao é praticamente a mesma do caso autdbona das mudancas é que
na calculo d&K, usamos dois triangulos de Lie, um para o célculo deltle ouro para o calculo

deS Para ver detalhes sobre a demonstragéo o leitor pode tamgialyer [25].

4.5 Unicidade da forma normal de Lie

Seja{? }> , uma familia de espacos vetoriais de func¢des diferencid@lefinidas numa vizin-

hanca da origem de #2 Suponhamos qungg, f} € » paracadd € # (i=0,1,...) e considere
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0 operador linear

Li:o— o, f—{HJf} (i=0,1,...). (4.44)

Dizemos qud; € simples s&; = £; @ R;j, ondeL; = ker; e §; = ImL,;.

Um dos importantes casos onde podemos aplicar o Teoremaubndao operaddy; definido
acima é simples. Neste caso a equacao de Lie (4.24) tem ucesotucao. Isto ndo é suficiente
para garantir a unicidade da forma normal. De fato, preasate uma condicao extra. Usando as

notacdes acima provaremos o seguinte lema:
Lema 3 Se ; € simples entéo, para todo &2; existe Be .j e Ce g; tal que
B=D+{H§,C}.

Além disso, B e C sao unicos.

Demonstracdo. DadoD € 2 existemB € £; e D' € g; tal queD = B+ D’. TomandoC € 2
satisfazenddj(C) = —D’ temos que existei®’ € £; eC € 8 comC = C’ +C, donde segue que
B=D+L;(C). Isto prova a existéncia d@e C. Para a unicidade, ¥ € ; e C; € g; também
satisfazem a equacéo de Lie, ist®¢~= D+ {HJ,C1}, entdoB; — B =L;(C; —C), com isto, temos

queB; —B,C; —C € £jN g;, donde concluimos qu&; = BeC; =C. n

Vamos agora ver um teorema que diz em que condi¢cOes temosidadd da forma normal de

Lie.

Teorema 20 Sejam{?;}? o, {Li}i"o €{Ri}i o Sequéncias espagos vetoriais de fungdes diferen-
ciaveis definidas sobre um dominio comum O ethd@m as seguintes propriedades:

HHPen, i=012,..;

(i) {#i,?j} CPiyj, 1=012,...;j=12,....

Entao existe W com uma expansao formal da forma (4.5) coexdMi = 1,2,...), tal que W gera
uma mudanca de coordenadass ¢(Z, €), simplética proxima da identidade a qual transforma o
Hamiltoniano Hz,€) com série formal (4.2) no Hamiltoniano*Z, &) com série formal dada por

(4.4)comH € i, i=12,..... Além disso, se
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(i) {£i,£;}=0,i,j=1,2,...,

entdo os termos da forma normal sdo Unicos.

Desde queri C 2, 0 subespaca; €, em principio mais simples qug, o teorema anterior
diz que estamos simplificando o Hamiltoniano. Os coeficiialﬁgedevem, em principio, ser mais

simples que os coeficientet?. Dizemos quéH*(Z,€) esta na forma normal de Lie.

4.6 Forma normal num equilibrio

Considere um Hamiltoniano analiticd, o qual tem uma solucdo de equilibrio na origem de

IR?". EntdoH tem um desenvolvimento em série de Taylor em torno da origefarcha:
H(z) = %Hi(z), (4.45)
i=

ondeH; é um polindmio homogéneo de graw 2. Assim,Ho(z) = 32" Sz, ondeS € Manyon(IR)
€ simétrica. A equacéao linearizada do sistema associadd®) @m torno do ponto de equilibrio
z=0¢

7=Az, (4.46)

ondeA = JS A solugéo geral de (4.46) ¢(z,t) = eMz. Para o estudo das solugdes de (4.45)
proximo da solucao de equilibrio serd importante colocaeqscdes do movimento na forma

normal.

Nesta se¢&o usaremos as notaghesZZ2" = {m= (my,...,My,) / M € Z, m >0} e|m| =

My + ...+ Mpn. Sex € R? eme z definimosz™ = 2" ... 22" e km = Kmy. .mpn-

4.6.1 O caso onde a matriz da parte linear é simples

No caso em que a matriz da parte linear é simples, o seguarenta nos fornece uma carac-

terizacdo da forma normal de Lie:
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Teorema 21 Se Ac Manx2on(IR) é simples, entdo existe uma mudanga formal de coordenadas
simpléticas,

z=@(2)=Z+..., (4.47)
a qual transforma o Hamiltoniano (4.45) no Hamiltoniano

H*(Z) = %Hi(Z), (4.48)

i=
onde H é um polindmio homogéneo de grau 2 tal que
{H Ho} =0, (i=0,1,...) (4.49)

isto &, H é uma integral primeira para o sistema linearizado (4.46).

Demonstracdo. See € um numero real n&o nulo ent&os eu define uma mudancga de coordenadas

£2-simplética. O novo Hamiltoniano é
5 -2 _ 0
H(u,e) =€ “H(eu) = %THi (u),
i=o !
ondeH?(u) = i!Hi(u).

Sejar; 0 espaco linear de todos os polindmios homogéneos de grdwe sejd; : 7 — P a
aplicacao linear definida pas(G) = {HS,G}. Sejamz; = kel e 8; = ImL;. Vamos caracterizar

estes subespacos.

Por hipétese, a matrix da parte linear é simples e, portanto, diagonalizavel.n$eja. . ., Vo,

uma base de autovetores paraorrespondente aos autovalohgs. .., Aon.

QualquerK € 2; pode ser escrito na forma:

Ku)= 3 knu"= > Ky g UT ™ - U™,
|m|=i My +...+Mpp=i+2

ondeu = uiVvi + ...+ U2nVon emMeE z. Isto significa que o conjunto dos mondémios
B ={UM=ut...up?/|m =i+2}

forma uma base para o espago Desde queAu = AqujVi + ... + AopUonVon € queli(G)(u) =
—DG(u)Au, temos que

Li(u™ =—<A,m>u™
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onde usamos a notac&oA, m >= myA1 + ...+ NMppAon. ISto diz que os elementos desao au-

tovetores dé; com autovalores- < A,m>, com isto, temos que
i={u"/Im=i+2e <A,m>=0} e g ={u"/Im=i+2 e <A,m>=#0}.

Obviamente,r; = £ @ ®j, portanto o teorema anterior aplica-se e garante a exiatélecuma

funcéo geradord/(u,€), comW € %; tal que o Hamiltoniano transformado

0

- gl
H(v,e) = 5 —Ho(v)
i; i
tem os termosi)) € £, isto &,{H{,Ho} = Li(H)) = 0,i=0,1,....

A aplicagdaZ = ev é e~2-simplética, assim o novo Hamiltoniano é dado por
* Y — > Ei i i & 1 i
H*(Z,e) =e’H(e1Z,e) = 82_;Hs =2Hi(2) = i;HH(',(Z).

Desde que a composicéo

Zu=¢lzv-Z=¢v

é simplética, sua inversa= @(z) define uma transformacéo simplética da fomraz + ... e é tal

qgue o Hamiltoniano transformadt(Z) = H*(Z,€) tem a expanséo
H*(Z) = Z}Hi(z),
i=

ondeH' = 1H], satisfaz a equacdH',Ho} = 0 parai = 0,1,.... Com isto fica demonstrado o

teorema. [

Como corolario do teorema acima, re-obtemos a forma normBir#boff, vista no capitulo

anterior.

Coroléario 7 (Forma normal de Birkhoff) Assuma que a parte quadratica do Hamiltoniano (4.45)
é da forma

Ho(2) =

NI =

J_;wj (Z+Z ), (4.50)

onde osdjs sao linearmente independente sobre os inteiros. Ent&igexna mudanca formal de
coordenadas simplética= @(z) = Z + ... a qual transforma o Hamiltoniano (4.45) no Hamilto-
niano (4.48), onde Hé um polinémio homogéneo de grad 2 nas variaveis

1 1
r = é(zf+z§+1),...,rn:E(zr%juzgn). (4.51)
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Além disso, neste caso, a forma normal é Unica.

Demonstragcdo. Note que os autovalores da matriz do sistema linearizado\ s&owji, j =
1,...,n, 0s quais sao distintos e, portanto, a matriz do sistemarlzao é diagonalizavel sobre

C, ou equivalentemente, é simples. Considere a seguintenpadi2 coordenadas-&mplética:
Xj =2Zj+izntj, Xj=2Zj—izntj,(j=1,...,N). (4.52)

A parte quadrética do Hamiltoniano nas novas coordenadadcmbr:

o Xi +Xi Xj — X n
Ho(xi,Xi) = 2iHo(Z==1, Ly = § NixiX;. 4.53
Denotaremos par = # %+ 71+ ... 0 Hamiltoniano normalizado nas variaveis complexas (4.52)
Pelo teorema anterior (teorema 21) podemos assumirué da formas J (x) = 2 kmx™,
Im|=j+2

ondex = (Xq, ..., %n,X1, - .,%). Asolugdo geral do sistema lineaxjét) = x; 0!, X; (t) = Xj g

paraj =1,...,n. Aformula (4.49) implica que
z kmet[(ml—ffh+1))\1+~--+(mn—mzn))\n]ym (4.54)

é constante erne isto implica quém — My 1)A1+ ...+ (My — M) An = 0. Mas desde que 0ss;

sao independentes sobre os inteiros , isto implicangue My 1,..., My = Mpy. Isto é,7#' é uma

funcdo somente dasprodutos produtogiXy, . .., XnXn.

Pelo comentérios acima, o kernel consiste daquelas furgpiEeslependem somente de—=
X1X1,...,M = XXn € Ndo das variaveis acdo-angulo. Portanto, a condicao(@Rtdo teorema 20

é satisfeita, e assim a forma normal é Unica.

Agora, aplicando a mudanca de coordena%iasimplética, inversa de (4.52), temos duieé

um polinbmio homogéneo de grau- 2 nas variaveis (4.51). m

4.6.2 O caso autbnomo geral

Vamos ver agora como obter a forma normal no caso autbnonab. germétodo de Elphi-
ck [10] é baseado no seguinte lema de Algebra Linear conbexicho método alternativo de

Fredholm e um produto interno definido sobre os polinbmioadgeéneos.
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Lema 4 Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita o qual possui wehupy interno. Seja
A:V —V uma transformacéo linear e*Aua adjunta. Entdo \= R® K* onde R é a imagem de
AeK éokernelde A

Demonstracdo. Inicialmente, observe que gec RNK* entdoA*z = 0 e existeu € V tal que
Au = z, assim O=< U,A*z >=< Au,z >=< z,z >, donde segue que= 0 e, portantoRNK* =
{0}. SejaK o nucleo deA. Sabemos qudimV = dimR+ dimK, mas comadimK = dimK* e
dimRNK* = 0 temos que&imV = dimR+ dimK* = dim(R+ K*). LogoV = R&K*. "

Sejar = 2; 0 espaco vetorial dos polindmios homogéneos deigrawariavek € IR2". Assim

seP € p, tem-se
P2)= 5 knz"= 5 knmp.muZ"-- S (4.55)
|m[=i |m|=i

Defina o operador diferenci&(d)

am
P(0) = Z kmaZ—W (4.56)
|m[=i
onde introduzimos a notagao
om o™ gm oMen
0zm  9z™ gz T @zMen’ (4.57)
SejaQ € »,
Q2)= Y k2"
e
um outro polindmio homogéneo e defina o seguinte produtonatgobrer
(P.Q) =P(0)Q(2). (4.58)
Para verificar que (4.58) define de fato um produto internemesque
~ 0, se m£m
omzm
oz™m
m =nmy...Nbpy, S€ m=m,
assim
PQ =3 mknkp. (4.59)
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SejaA = JSuma matriz Hamiltoniana ond&é a matriz simétrica do Hamiltoniano quadratitg

assimHp(z) = %ZTSZ. Seja o operador linedmn : ¢ — 2, onde
d
La(P) = {H3,P} = —DyP(z)Az = —ap(eAt)t:O- (4.60)

Lema5 SejaA IR — IR?" como acima. Entdo o adjunto dg kom respeito ao produto interno

definido acima é .

Demonstracdo. Devemos mostrar que

(PLA(Q)) = (Lar(P),Q), (4.61)

para todd? Q € #;. Inicialmente observe que ge= Bxentao

R RF)

donde segue qu = BT dy. Dai,

(P.QoB) = P(0x)Q(BX) = P(B'dy)Q(2) = (PoBT,Q).

Isto vale qualquer que sefac Mon,.on(IR), em particular, fazendB = e temos queP, Qo) =
(PoeATt,Q). Derivando esta relacdo com respeitbeadepois fazendb= 0 obtemos o resultado

desejado. ]

Teorema 22 Existe uma mudancga formal de coordenadas simplétieag(z) = Z + ..., a qual

transforma o Hamiltoniano (4.45) em
H*(Z)=Y H'(2), (4.62)
2
onde H é um polindmio homogéneo de grau 2 tal que
{HJ.H'} =0, (4.63)

paratodoi=0,1,..., onde |{5f é 0 Hamiltoniano do sistema= A’ z, sendo A a matriz do sistema

linearizado associado a H.



4. A forma normal de Lie 106

Demonstracdo. Sec € um numero real ndo nulo entacs eu define uma mudanca de coordenadas

g~2-simplética. O novo Hamiltoniano é
Aue) =& H(eu) = 5 THOW)
past
ondeH?(u) = iHi(u).

Seja?; 0 espaco linear de todos os polinbmios homogéneos de grae sejala : P — P
a aplicacao linear definida poa(G) = {HJ,G}. Pelos lemas 2 e 3 temos qae= £; @ i, onde
Ri =Im(La) e i = Ker(L,r). SeD € #;, como?; = £; & Im(Lar), existemB € £; eC’ € Im(Lar)
tal queD = B+ C'. SejaC € #; tal queL,r(C) = —C'. ComoC € »#; existemC € ®; e C" € £;
tal queC = C+C”, assim Lt (C) = Lt (C), donde seque qug= D + L,r(C). Logo a condigéo
(iv) do teorema da pertubacgéo geral é satisfeita. A verificacgidelmais condi¢cdes sdo simples e
portanto, existe uma mudanca formal de coordenadas sioglét— v, tal que o Hamiltoniano

nas novas coordenadas € _
0 L

~ €

H (V7 8) = I_'

H(v)

tem os termos#t) € i, isto &,{HJ ,H)} = Lar (H)) = 0,i =0,1,.. ..

A aplicacdaZ = ev é e 2-simplética, assim o novo Hamiltoniano é dado por

00 A 00

H*(Z,e) =€?H (e 1Z,¢) = €2 .Z)T—!s‘i‘zHé(z) = .Z)%H(i)(z).

1=
Desde que a composicao

1

Z—U=¢€ Z—V—>2Z=¢&V

é simplética, sua inversa= @(z) define uma transformacéo simplética da fozraz + ... e é tal

gue o Hamiltoniano transformadt*(Z) = H*(Z,€) tem a expanséo
H*(Z) = Z}Hi(z),
=

ondeH' = 1H/, satisfaz a equacdH] ,H'} = 0 parai = 0,1,.... Com isso, fica demonstrado o

teorema. [
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4.6.3 O caso periodico

Na secao anterior vimos alguns teoremas que dao informagbesa forma normal de sistemas
Hamiltonianos autdnomos na vizinhanga de uma posicao dibemu Vamos agora generalizar o

teorema anterior para o caso de um sistema Hamiltonianédieoi

Considere o Hamiltonianbl = H(z,t) analitico emz e 2reperidédico em t, isto éH(z,t) =
(z,t 4 2m) para todd < IR, que tem uma solugo de equilibrio na origem d8.IRntioH tem um

desenvolvimento em série de Taylor em torno da origem dagform
H(zt) = Z}Hi(z,t), (4.64)
i=

ondeH; € um polinémio homogéneo de griabl2 emz e 2i-perioddico ent. Como consequéncia do
teorema de Floguet-Liapunov (corolario 4) temos que existea mudanca de variaveis simplética
e 2reperiddica que transforma a parte linear do sistema cowestant, assim, podemos assumir
queHp = Ho(2) = %ZTSZ, ondeS € Man«2n(IR) € simétrica. A equacéo linearizada em torno do
ponto de equilibrie =0 é

7= Az, (4.65)
ondeA=JS
Teorema 23 Seja H! (z) = 32" Rz o Hamiltoniano associado ao sisteraa= ATz. Entdo existe

uma mudanca formal de coordenadas simplétic2riperiddica,z = @(Z,t) = Z + ..., a qual

transforma o Hamiltoniano (4.64) no Hamiltoniano

H*(Z,t) = Z)Hi(z,t), (4.66)
i=
onde H é um polindmio homogéneo de grau 2 emZ e 2reperiédica em t tal que
i OH!
{Hngl}—FZO, (4.67)

parai=0,1,....

Demonstracdo. Sec € um numero real ndo nulo entacs eu define uma mudanca de coordenadas

g~2-simplética. O novo Hamiltoniano é
o i

Fi(u,e) = £ 2H(eu) = _Z}T—IHP(U),
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ondeH?(u) = i!Hi(u).

Seja?; 0 espaco linear de todos os polinbmios homogéneos deé-giaamz e 2r-peridédico em
t. SejaL; : #i — #; a aplicagdo linear definida pbr(G) = {H3,G} — %—? Verifica-se que o adjunto
deLi, que denotaremos paf, € dado pot(F) = {HJ ,F} — %—f. Pelo lemas 2 da se¢&o anterior
temos quep; = L ¢ Rj, ondeg; = Im(L;) e ; = Ker(L;"). SeD € #;, como?; = ; & Im(L}"),
existemB € £; e C' € Im(L}) tal queD = B+C'. SejaC € #; tal queL;(C) = —C’. Como
C € 2 existemC € &; e C” € £ tal queC = C+C", assim,L}(C) = L/ (C), donde seque que
B=D+L(C)=D+{HJ,C} - %—? Logo a condicadiv) do teorema da pertubacéo geral no caso
ndo autbnomo é satisfeita. A verificacdo das demais corsglggie simples e portanto, existe uma
mudanca formal de coordenadas simplétina— v, tal que o Hamiltoniano nas novas coordenadas

é

tem os termos#t) € £, isto &,{HJ ,H)} = Lar (H)) = 0,i =0,1,.. ..

A aplicacaaZ = ev é £~ 2-simplética, assim o novo Hamiltoniano é dado por
. 20y (o1 2e & iai o1
H*(Z,e)=¢"H(e "Z,e) =¢ Z)i_'g Ho(z) = Z)ﬁHo(z).
i=0 ' i=o'
Desde que a composicéo

1

Z—U=¢ "Z2—-V—>2Z=¢8V

€ simplética, sua inversa= @(z) define uma transformacéo simplética da fomsazZ +. .. e é tal

que o Hamiltoniano transformadt*(Z,t) = H*(Z,t,€) tem a expansao
H*(Z,t) = Z}Hi(z,t),
i=

ondeH' = 1H|, satisfaz a equacadi] ,H'} — %Hi = L¥(H") = 0 parai = 0,1,.... Com isto fica

demonstrado o teorema. n

Corolario 8 Suponha que a matriz A do sistema (4.65) € uma matiz simpileactovalores\; =
wji, j =1,...,n. Assumaquiy,...,Apei(oucwy,...,w, el) sdo linearmente independentes sobre

0s inteiros, ou equivalentemenig, ..., A, ndo apresentam relacdes de ressonancia de qualquer
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ordem. Entéo existe uma mudanca de coordenadas simpléticas]) e T-periddicaz = @(z) =

Z + ... que transforma o Hamiltoniano (4.64) no Hamiltoniano aw6ro
H*(Z) = iHi(Z), (4.68)
i=
onde H é um polinémio homogéneo de grat 2 emZ tal que
{Ho,H'} =0, (4.69)

para todo i=0,1,.... O Hamiltoniano H é funcdo apenas das n variaveis r..,r, definidas em

(4.51), isto é, ele esta na forma normal de Birkhoff.

Demonstracéo. Inicialmente, fagcamos a mudanca de coordenadasrplética definida em (4.52)
e usando as mesmas notac¢des do corolario 7, temos que anEatelb sistema nas novas variaveis

assume a forma:

n
Ho(X),Xj) = 3 AjXjXj. (4.70)
=1
SejaA = AT =diag(A1,...,An, —A1,...,—An). Um termo tipico da forma normal dada no teorema

anterior é da forma:
h(x,t) = ame 'x™.

Da relagio (4.67) segue qimée” tx,t) = ayk+(M—Miadi+.+(M—Mn)n)yM & constante e,
dondeik + (My — Mp41A1+ ... + (My — Mpn)An)An = 0. Da hipétese day, ..., Ay ei serem lin-
earmente independentes sobre os inteiros seguek gué,m; = Myy1,...,My, = Mp,. Logo o
Hamiltoniano#/ nas variaveis complexag,X; € funcdo das variaveisrj = xjXj, j = 1,...,n.
Fazendo a mudanca de coordenadas inversa de (4.52), temas H@miltoniano nas variaveis
z,...,n é funcdo apenas dasvariaveisry,...,r, definidas em (4.51). Com isso, o Hamiltoniano

descrito esta na forma normal de Birkhoff e o teorema esté dstmamlo. n
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4.7 Aplicacbes a fungbes Hamiltonianas autonomas com dois

graus de liberdade

Nesta secdo usaremos 0 método de Lie para encontrar cestagdes nos coeficientes do

Hamiltoniano normalizado.

Considere a funcdo Hamiltoniana autbnoma com dois graubelelfide

H(q,p) = Hz(q,p) +Hs(q,p) +... (4.71)

onde osHs sé@o polindmios homogéneos de gsanias varidveigq,p). Suponha a origem é uma
solucao de equilibrio para o sistema Hamiltoniano asso@#&tle que os autovalores da matriz do
sistema linearizado s&a e A». Vamos obter a forma normal de Lie na vizinhanca da origem no

caso em qua@ e A, sao imaginarios puros distintos e quaidoe= 0 eA2 € imaginario puro.

4.7.1 O caso em que os autovalores sao imaginarios puros e distintos

Suponha qua; e A2 sdo imaginarios puros distintos, digamds= w1i € A2 = wpi cOMwy #
wyp. Neste caso, de acordo com o corolario 5, existe transf@osignplética tal quel, escrito nas

novas coordenadas, que por simplicidade usaremos a mesagadooassume a forma:
Ho = %((ﬁ + 1)+ %(Q%-i- p2)- (4.72)
SeA é a matriz do sistema linear associado a (4.72), verificaisAfj= —A, donde segue que:
HI (1) =HJ (2) = 57"Re = —Ho(2), @73)
ondez = (q,p). Assim, temos que a equagao de Lie assume a forma:
0={Hg ,H% = —{Ho,H%} = —u [ql‘g—;'f - pl?)%j — 0 [ngip: - pz%%:] (4.74)

onde o novo Hamiltoniano, ou seja, 0 Hamiltoniano na fornranad, € dado por:

[ee]

H*(Q,P) = EZHS(Q,P). (4.75)

S=
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sendoH*® sdo polindmios homogéneos de genas variaveigQ, P), isto €,

HS — Z hi QP (4.76)
|(kI)[=s

OndE,‘k:(k]_,kz), | :(ll,lz), ’(k,|)|:k1—|—k2—l—|1—|—|2, s> 2.

Para obter as restricdes ou condicbes necessarias soboefasentes do Hamiltoniano na

forma normal é conveniente introduzir a seguinte mudangadelenadasizsimplética:

X1=Q1+iP, X1=0Q1—1iP;

(4.77)
X2=Q2+iP2, X =Q2—1P;
Pela regra da cadeia, temos que
S S S S S S
oH :aH +6H , oH :.{6H _GH} (4.78)
0g; OXxj  OX; op; oxj  OX;
a equacéo (4.74) considerada no tesf® nas novas variaveis assume a forma
0= {Hg (x,%),XX'} = [oon (ks —11) + oop(kz — 12)]X"X'. (4.79)

Observe que

(ki—l1 |+ ke —=l2|<ki+ke+l1+12=S5,

portanto, sey e wp ndo apresentam relacdes de ressonancia até artmos queH3(x,X) = 0,

sesfor impar. Sesfor par, so aparecem no Hamiltoniano os termos digée) = (I1,12).

Casow, e wyp apresentem relagdes de ressonancia de ordem trés, engdierdes determinar
H1. Desde que= 3 tem-se as relacd&s+ ko +11 +1> = 3 e assim todas as possiveis combinacdes

sdo dadas na secéo 3.3.
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De (4.74) obtemos as seguintes restricoes Sapre

h1020="ho201= h2010= ho102=10
h3000="ho300= hoo3o= hoooz=0
hooo1= 3hooz1, h1110= &2hoo21= ¢Zhoo21= ¢Zhoo21
h2100= —hot2o.  hio11= gZh2100= (Zh2100= {ZM2100 (4.80)
hi200= —h1o02  ho111= —Ghioo2 = —Ghioo2 = —{thioo2
hoot2= —hoz1o.  h1101= —ho210= —Ghoz10= g2ho210
ho120= 20)2%(;{% h2100= 2032%;;% h2100
w%iw% hoo21= m%l“% hoo21=0
% i 02— 4035(0;0% h1002= 0
(4.81)
h2100=— 4(*)2;1(‘% h2100=0
O 002 = w%;,gw% ho210=10
Assim, a forma normaH?! da parte cubica é dada por:
H'(a,p) = &2hoo21 G1G2P1 — h1002 9165 + +h2100 G502 + ho210 G5 P1—
e h1002G2P1P2 + o021 PEP2 — Gt ho2100102P2 + ¢ h210001P1P2—
ho210 P1P3 + M1002 91P3 + 3hoo21 G2 P2 + h1002 01 P3 (4.82)

= 1002~ 0105 — & G2P1P2+ 1 P3] + Mo21d A5 P1 — &2 G102P2 — P1pP3)+

hoo21[PE P2+ 2 Gu02p1 + 302 P2] + ha10d0f02 + 2 01 p1P2 — G2p3)-
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4.7.2 O caso de um autovalor nulo e o outro imaginario puro
Suponhamos qui; = 0 e quels = wpi # 0. Dependendo da matriz do sistema linearizado ser
diagonalizavel ou ndo, temos dois casos a analisar.

No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagoneljzd& acordo com a tabela da
secao 2.4, existe uma transformacéo de coordenadas scapkal que a parte quadratica da funcéo

HamiltonianaH», assume a forma:

Sty
Ha(dl, G2, P, P2) =~ (6B + P3). (4.83)

onded,; = +1. Assumamos que o termo geral de gsala forma normaH* da fungcdo Hamiltoni-

anaH definida em (4.71) tem a forma:

ke K2 1 ol
H® = Z hig kol 1,01 07 P P 5 (4.84)
ki+ka+l1+l2=s
o qual, pela equacéao de lie (4.49), deve satisfazer
0 = {Hp, HS} = OHJ JOHS, (4.85)
gue nos conduz a seguinte identidade:
oHS OHS
— =P 4.86
02 205 P2 2% (4.86)
Isso nos diz que
Z 2Pl 0805 PEPE T — kohigioly, O ds. PP =0, (4.87)
ki+ko+l1+12=s
0 que implicako = |I» = 0 e, portanto, devemos ter
HE=Hap) = 5 iqo1,00" Py (4.88)
ki+l1=s
Por exemplo, a forma normal d&; tem a forma:
H3 = H3(q1, p1) = hsood3 + 201005 P1 + N102091 PZ + hooaops. (4.89)

Para os termos de quarta ordem obtemos

H* = H*(qu, p1) = haooodl? + h301093 P1 + 202002 PF + 103001 P3 + hoosod?- (4.90)
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Vamos, agora, obter a forma normal de Lie no caso em que azrdatgistema linearizado nao
€ diagonalizavel. Neste caso, pela tabela da secao 2.4npsdessumir sem perda de generalidade

gue a parte quadratica do Hamiltoniano tem a forma:
01 020
Ha (01, G, P1, P2) = —q1+ (q2+ P3), (4.91)
onded; = +1 ed, = £1.

Com o objetivo de caracterizar os termos do Hamiltoniano madmormal, fagcamos a seguinte

mudanca de coordenadas simplética:

X1 = 1, X2 = 75(G2 +ip2)
(4.92)
Y1 = P1, y2=%(Q2—iD2)-
A parte quadratica da funcdo Hamiltoniddanas novas coordenadas assume a forma
Ha(X1,%2,Y1,¥2) = __yz + BpLpXoYo, (4.93)
e, através de calculos simples, obtemos
T _ 2.
Hp (X1,%2,Y1,Y2) = X1+ B2unXeYo. (4.94)
Se denotamos por
HS = Z yk1k2|1|2X]_ X2 yl]_ >)2 5 (495)
ki+ko+Hl1+12=s
o termo de gras do Hamiltoniano normalizado, devemos ter
0= {HJ ,HS} = OHJ JOHS (4.96)
gue nos conduz a seguinte identidade:
Viakol1lo [S1KIGT XYY 4 8p(1 — ko) XXV Y] (4.97)

Os termos que podem aparecer dfnisdo os temos em que

1k YTy 1 5o (1, — ko) XXy ty2 — (4.98)
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mas, isso € possivel se, e somentekses 0 ek, = 1o. Com isso, temos que o termo geral do

Hamiltoniano normalizad®l® escrito nas coordenadas inicigis g2, p1, p2 € da forma:

H® = Z hokik Py (03 + P3), (4.99)
2k+l=s

ou, equivalentemente

[s] . _ s L _
H® = %ho,s—j,j,j P 2 (68 + p3)! = hosoop$ + > hos-j.j.jPy 2B+ p3). (4.100)
= =



Capitulo 5

Resultados gerais sobre estabilidade de

equilibrios

Neste capitulo, vamos desenvolver a teoria da estabilidade equacdes diferenciais or-
dinarias dando énfase aos sistemas Hamiltonianos. Estimdas a estabilidade da origem para
sistemas lineares autbnomos e periddicos (Hamiltoniam@eHamiltonianos) enquanto, para 0s
sistemas nao lineares, vamos fornecer teoremas impogaotare estabilidade, como os teoremas

de Liapunov e o de Chetaev.

5.1 Introducao e definicdes

Considere a equacéo diferencial ordinaria (EDO) de prinoeatam
x = f(x,t), (5.2)
ondef : W — IR" é uma aplicag&o de clasSé definida no abertwV C R" x IR.

Observe que o pontat) = xo € uma solugéo de (5.1) se, e somentef é&,t) = 0, para todo
t > 0. Neste caso, dizemos gxgé uma solucéo de equilibrio ou, simplesmente, um equildaio

equacdao (5.1).
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Sabe-se da teoria basica de EDO que cada solugén(t) emW depende continuamente de
t e das condicdes iniciaiXo,to). Em particular, prova-se que pequenas mudancgas ou pededag
em Xxp produzem pequenas mudangas ety num intervalo ao redor dg. Mostra-se também
gue duas solucdes que comecam proximas, permanecem ps@himante um intervalo de tempo
suficientemente grande, mas finito. Uma pergunta que se fazléas solugbes que se iniciam
proximas permanecem proximas para todo tempo, ou sera ggiemsolucdes que desviam-se,
nao importando o quao préximas elas se iniciaram. Questire estas pertencem a um ramo da

matematica conhecido como teoria da estabilidade.

Vamos agora definir estabilidade de uma solucao de (5.1) epampdty. A grosso modo,
dizemos que uma soluc&gt) de (5.1) é estavel en= to quando toda solu¢axt) que se inicia
com valores proximos dgtp) esté definida para todo> tg e permanece proxima durante todo o

tempo. Vamos a definicdo precisa:

Definicao 11 (Estabilidade no sentido de Liapunov) Uma solugéi de (5.1) é:
(a) estavel em+ tg se para tode > 0, existed = 6(g,tg) > 0 tal que para qualquex € Bs(X(to)),
a solucaox(t) que se inicia enx quando t= tp, esta definida para todoX tp e x(t) € Be(X(t)),

para todo t> to;

(b) assintoticamente estavel se € estavel e além disste exisnimero positive; < & tal que

| X ||< &1 implicatlim | x(t) —X(t) [|=0;
(c) instavel quando néo é estavel.

Sejax(t) uma solucéo de (5.1). Fazenx@d) = z(t) +X(t), temos que&(t) é solugcéo de (5.1)

se, e somente se(t) = x(t) —X(t) € uma solucgéo de

z=g(zt), (5.2)

ondeg(z,t) = f(z(t) +x(t),t) — f(X(t),t). A solugdo de equilibrio da equacgéo (5.1) corresponde a
solucéo de equilibriga= 0 do sistema (5.2). Com isso o estudo da estabilidade da egy(fatiise

reduz ao estudo da estabilidade do equiliee0 do sistema (5.2).
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>

Figura 5.1: Estabilidade no sentido de Liapunov.

Devido ao grande valor prético e tedrico, a teoria da esfaloié € hoje uma das areas mais
importantes de toda a Matematica. Frequentemente, emepnabldas engenharias, da fisica, ou
da propria Matemética, precisa-se saber sobre a estalgldkauma solucdo de EDO. Na mecénica
celeste, por exemplo, é de grande interesse pratico satrer a@stabilidade de solugdes particu-
lares do problema dos n-corpos. No ultimo capitulo desbalin@, estudaremos a estabilidade de
cinco solucdes particulares de um subproblema do problewaréls corpos. Vamos a partir de

agora, desenvolver a teoria da estabilidade.

5.2 Sistemas de equacdes diferenciais lineares com coeficiente

constantes

Nesta secdo vamos estudar estabilidade da solugéo ddequilf) = 0, do sistema de equacgdes
diferenciais linear

X = AX, (5.3)

ondeA é uma matrin x n constante.

A matriz A pode ser vista como um operador linear n® IR— Ax, 0 qual pode ser estendido

a um operador lineaAc no espago complexo Tdefinido porAg(x+iy) = Ax+iAy. Sejam
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A1, ..., todos os autovalores distintos da matz e {z11,...,Zn1, ..., 21k, - - -, Zmk} UMa base

de Jordan de Ctal que

)\]Z|J+ZH-1J7 J:177k> lea,m(_l
Ajzj, j=1....k B=m,

Ac(zj) =

ondemy € a dimenséo do bloco de Jordan associadlp a

Uma condi¢do necessaria e suficiente para que

Z(t) = le(t)zll+ ot Zmll(t)zmll +...+ Zlk(t)zlk‘i‘ .t Zrmk(t)zrn(k

seja uma solucdo da equagdb = Agz(t) e que
le =Ajly;j, sz = AjQoj +Lajs - - -, ijj =Ajlm; +{mj—1

paraj =1,...,k. Assim, a solugéo fica

K 1

Z H[Cajzay+ (Qajt+ 8oz +- -+ (—tmjzlj ot Ithj—1+ij)ijj]-
e facil ver que

K
— 1 _ _ B
z M| G+ (ot + )z + - + (—Jtm Gj+--+ !thjfl"f’ij)ijj]

também € uma solucéo di) = Apz(t). Assim as partes reat(t) = Z(t)gz(t) e imaginariay(t) =
% sdo solugdes reais do sistewi{s) = Ax(t). Com estas consideragdes fica demonstrado o

seguinte teorema:

Teorema 24 Uma solucgéao geral do sistema (5.3) € da forma

k m—1

=5 5 (Ajt'e"tcogbit) + Byjt'e'serbjt))
j=1 1=0

ondelj = aj +iB; s@o os autovalores de A,jné¢ a dimensao do bloco de Jordan associado ao

autovalorA;j e Aj e Bj séo vetores fixos do®ara j=1... kel=1,...,m

Segue do teorema acima o seguinte teorema:
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Teorema 25 A soluc¢éo nula do sistema (5.3) é:

(I) Se A é uma matriz ndo singular:

(a) assintoticamente estavel se, e somente se, todos osabues de A tem parte real negati-
va;

(b) estavel, mas nao assintoticamente estavel, se A temmamsme par de autovalores imagina-
rios puros de multiplicidade um, nenhum autovalor imagingnuro com de multiplicidade maior
gue um, e nenhum autovalor com parte real positiva;

C) instavel nos demais casos.

(I1) Se A € uma matriz singular:

(a) estavel se os autovalores ndo nulos tem parte real nemati se a matriz A é diagonaliza-
vel e os autovalores ndo nulos sdo imaginarios puros;

(b) instavel se existe algum autovalor com parte real pegiti

Vamos agora estudar a estabilidade da origem do sistemdtbBlaiano linear com coeficientes

constantes, isto é, do sistema:- Ax, ondeA é uma matriz Hamiltoniana constante.

Pela proposicdo 1 do capitulo 1, temos que o polinbmio @rniatito de uma matriz Hamilto-
niana é par. Assim, seé um autovalor dé\, -A, A, -A também s&o. Com isso e pelo teorema 25

segue o0 seguinte teorema:

Teorema 26 Seja o0 sistema = Ax, onde A é uma matriz Hamiltoniana constante. A solucéo de
equilibrio nula deste sistema é :

(a) se A é uma matriz ndo singular, nunca pode ser assintotécde estavel e s6 pode ser estavel

se todos os autovalores sdo imaginarios puros e a matriz diégonalizavel;

(b) se A é uma matriz singular, nunca pode ser assintotictaresiavel e s6 pode ser estavel se a

matriz A for diagonalizavel.

Este teorema nos fornece uma caracterizacéo da estabitidadn sistema Hamiltoniano linear
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com coeficientes constantes.

5.3 Sistemas de equacdes diferenciais lineares com coeficiente

periodicos

Na secao anterior vimos que a solucdo de um sistema de egudi@renciais lineares com
coeficientes constantes pode ser encontrada. Para eqd#edesciais lineares a coeficientes var-
iaveis, s6 em casos patrticulares é possivel encontrar ésdasucdes. Nesta secdo vamos estudar
a estabilidade de equacdes diferenciais lineares com iereéis periddicos, ou seja, sistema de
equacodes diferenciais da forma:

X =A(t)x, (5.4)
ondeA(t) é uma matrizZT -periodica, isto éA(t + T) = A(t) para todat. Neste caso, € possivel

reduzir a equacdo a uma outra com coeficientes constante®y, por meio de uma mudanca

linear de coordenadas= Q(t)y. Vejamos:

Teorema 27 (Floquet) Seja Xt) a matriz fundamental da equacéo (5.4). Existem matrizesin

B e Qt), com B constante e (@ T-periodica tais que

X(t) = Q(t)e®. (5.5)

Demonstragcdo. A matriz X(t + T) também é uma matriz fundamental da equagéo (5.4). As-
sim, suas colunas séo linearmente independentes e comdepel 2 da se¢do 1.X(t+T) =
X(t)X(T), temos queX(T) € inversivel. Entdo, pelo lema 1 da secdo 1.3, existe umaxmatr
B tal queX(T) = e'B. Considere a matriQ)(t) = X(t)e"'B. Temos queX(t) = Q(t)&® e que
Q(t+T)=Q(1). =

SejaX (t) a matriz fundamental da equagéo (5.4), e ¥éja = Q(t)e'B a decomposicao dé(t)
dada pelo teorema de Floquet. Fazendo a mudanca de vaniavdi¥t)y entdo, para a solugéo

X(t) = X(t)v da equagéo (5.4) temos

y(t) = Q H(t)x = Q ()X (t)v = €°v.
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Logo y(t) € solucdo dey = By com B constante. Como as solucdes do sistgma By séo
polindmios ent multiplicados poe, ent&o o teorema de Floquet nos diz que as solucées de (5.4)
consistem de um produto de polindmios emM e termosT -periédicos. Com essas consideracées

e pelo teorema de Floquet segue o teorema abaixo:

Teorema 28 A solugéo nula do sistema (5.4) é:
(a) assintoticamente estavel se, e somente se, todos osnégpaaracteristicos tém parte real
negativa,
(b) estavel se, e somente se, todos 0s expoentes caractari&m parte reak 0 enquanto os
expoentes com parte real nula devem ter multiplicidade
(c) instavel se, e somente se, existe algum expoente casiictecom parte real positiva.

No caso de um sistema Hamiltoniano linear com coeficienteddieos, isto €, do sistema

X = At)X, (5.6)

ondeA(t) é uma matriz Hamiltoniana para caida T-periodica, o teorema acima pode ser posto

na seguinte forma:

Teorema 29 A solucéo nula do sistema (5.6) nunca pode ser assintoticenestavel e, é estavel

se, e somente se, a matriz de monodromia é diagonalizavel @uttvalores com maddulo unitario.

5.4 Sistemas Hamiltonianos quase lineares

Considere o sistema de equacdes diferenciais
z=Az+g(zt) (5.7)
ondeA é uma matriz Hamiltoniana e a funcge tal que:
9(0,t)=0 e g(zt)=0(z) quando z— 0 paracadat, (5.8)
ondeg(z,t) = O(z) significa

9zt) _
-0 ||z]]
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para cadacl.

Um sistema deste tipo chamaepgase-linear Aplicando um resultado conhecido da literatura,
0 qual pode ser encontrado em Hale [13], podemos enunciaguinge teorema para o estudo da

estabilidade da solucao de equilibrio nula do sistema:(5.7)

Teorema 30 Consideremos o sistema (5.7) definido@p= {(z,t) e U x| / ||z|| < b} satisfa-
zendo a propriedade (5.8), com g continuéz,tj) = O(z) uniformemente em t e suponha ainda
gue o sistema (5.7) tenha solu¢des Unicas em todo pontoo Es#éd@lgum valor proprio de A tem

parte real positiva, a solucéo de equilibrio nula do sistemaa linear (5.7) é instavel.

SejaH uma funcéo Hamiltoniana de clas8étal que o sistema Hamiltoniano associadd a
possui uma solucdo de equilibrio na origem, de modo que odalsenento deH em série de
Taylor numa vizinhanga da origem € da forma:

H(z) = H(0) + % z"Hes# (0)z+r(h) (5.9)

onde HesH significa a matriz Hessiana dee h € um ponto proximo da origem. Verifica-se que

. r(h)
lim —= =0.
h—0 ||h]|

Portanto, denotando péy= JHes#1(0), tem-se que esta matriz € Hamiltoniana e obtemos que

o Teorema 30 pode ser aplicado ao sistema associddlo Ao caso em quél € analitica, o

desenvolvimento del em torno da origem nos fornece:

1
H(2) =H(0)+ 3 z"Hes$ (0)z+ ... (5.10)
onde os pontos denota os termos de ordem superior. També&@mpedplicar o Teorema 30.
No caso em qué tem autovalores imaginarios puros, em geral nada podenrasaafila es-

tabilidade da solucdo de equilibrio do sistema nao lineasté&caso podem acontecer as duas

possibilidades, isto €, tanto estabilidade como instiduilé.
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5.5 Estabilidade de equilibrios para sistemas autbnomos

Nesta secado vamos fornecer os métodos direto de Liapunobetaev para estudo da esta-

bilidade de equilibrios para sistemas autbnomos.

5.5.1 O método direto de Liapunov

O método direto de Liapunov para estudo da estabilidadee®emlolvido pelo matemético
Russo A. Liapunov [23] no final do século XIX. Ele ndo consiséeimegracdo das equacdes
diferenciais do movimento perturbado, mas em encontragdies das variaveis e t, tais que
sua derivada total (com respeitotyatem certas propriedades devido a forma das equacdes do
movimento. Desde que o método aplica-se diretamente ags@®giedo movimento, sem qualquer

conhecimento das solugdes, o método é conhecido como nmditetin

O mesmo Liapunov reconheceu, que ele foi levado a este métdo conseqiéncia do tra-
balho de Poincaré [27]. A idéia por trds do método pode seidmado resultado de Lagrange
baseado num fato fisico bem conhecido: numa certa posicgaguiério um sistema conservativo
tem energia potencial minima, entdo esta posicao corrdsmom equilibrio estavel, se a posi¢do
de equilibrio n&o corresponde a um minimo entéo o equiléimstavel, ou seja, um sistema fisico

perde energia potencial numa vizinhanca de um ponto deiledgoiéstavel.
Considere o sistema de EDO autbnoma de primeira ordem
x = f(x), (5.11)

ondef : A — IR" é uma fungéo de clas€? definida no abertd C IR". Denotaremos paj(X) 0

fluxo associado a este sistema.

SejaV : A — IR uma func¢éo continua tal q% também seja continua. Ponhamos, para cada

X e,
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Sex(t) € uma solugédo de (5.11), entéo

dv

E(X(t)) lt—0=V (X(t)) |t=0,

isto &,V é a derivada d¥ ao longo das solucdes de (5.11) e é uma funcdo continua. \@lpes

V pode ser calculado diretamente &) e, portanto, ndo envolve integragéo.

A teoria que sera desenvolvida a seguir permanece validagpancao escaldf for somente

continua sobre um aberfoC IR". Neste caso

Vx(h,{)) =V (Q)
h

V() = lim

h—0t

(5.12)

ondex(h,) é a solugéo de (5.11) com valor iniciélemh = 0. SeV é continua e localmente

Lipschitz, entdo pode-se mostrar que esta ultima definigiui&alente a

h—0* h

Em algumas aplicagdes é necessario considerar fuNg@esas quais ndo tém derivada parciais
continuas em todos os pontasPor outro lado, as fung6®<x) sdo usualmente diferencidveis por
partes com o conjunto de descontinuidade nas derivadédsdentecendo sobre uma superficie de

dimensao mais baixa que a do espaco de bdse IR

Sef eV sdo de classg!(A) entdo, para cadac A a derivada d& ao longo da solugagy (x)
de (5.11) é:
: d
V() = 2V ($:0) [eo=< DV (), F(x) >
Desde que as demonstracdes dos teoremas a seguir ndo udenercdibilidade d&/, eles

serdo estabelecidos sem esta hipétese, mas com a defini¢atada por (5.12).

Definicao 12 Seja a funcéo VA — IR definida no aberté C IR" que contenxg. Dizemos que:

(@) V é definida positiva exp se V(xp) = 0 e V(x) > 0 sex # Xo.

(b) V é definida negativa erp se—V for definida positiva emy.

(c)V é uma funcéo de Liapunov para a solucao de equilikfida equacédo (5.11) se ela é definida

positiva emxg e seV (x) < 0, para todox € A,
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Um primeiro resultado é o seguinte:

Teorema 31 (Teorema de Liapunov para estabilidade no caso automo) Se existe uma fun-
¢éo de Liapunov de classé Qara a solucdo de equilibrim = 0 do sistema (5.11), entdo o equi-

librio é estavel.

Demonstragdo. Sejamr > 0 tal queB,; (0) C A e€ > 0 tal quee < r. Defina
me = min{V (x)/x € 0Bg(0) }.

ComoV é definida positiva, temos qua > 0. Assim, pela continuidade dee usando o fato que
V(x) =0, temos que exist® > 0 tal queV (x) < m, para toda € Bs(0). Pelo teorema do Valor

Médio, existes € [0,t] tal que

V(9r(x)) =V (X) =V (9s(X))(t —0)

e comoV (¢¢(x)) < 0, para todax € A temos qué/ (¢(x)) < V(x), dondeV (¢¢(x)) < me, para todo

t > 0 onde a solucéo esta definida. Se existissal quedy, (x) € 0Bg(0), entdoV (P, (X)) > me.

Uma contradicdo. Log¢:(x) € Bg(0), para todd > 0 onde a solucéo esta definida. Observe que
a solucédo esta definida para tade 0, desde que ela fica dentro de um compacto. Isto prova a

estabilidade do equilibrio. ]

Corolario9 Se o sistema (5.11) possui uma integral primeira F definidsitpa (ou negativa)
numa vizinhanga da solugéo de equilibrio e todas as soluedto definidas para todo tempo,

entdo a solucdo de equilibrio é estavel.

Demonstragéo. Basta definiV (x) = F(x) e notar qué&/ = 0. "

Exemplo: Considere a EDO de segunda ordem
X+q(x) =0,

onde g é uma fung&o continua que satisfax) > 0, Vx # 0. Esta equacgdo pode ser escrita na

formaXx=yey= —q(x). A energia total do sistemae= y + 4g(s)ds ComoE nao depende
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explicitamente de t, temos qieé uma integral primeira para o sistema. Observe que E é dgefinid
positiva. Assim, pelo corolario (9) temos que a origem é umt@de equilibrio estavel para este

sistema.

Um caso particular importante deste exemplo corre quaido= x. Neste caso, a equagao

correspondente é a equacao fundamental das oscilacéess 0.
Vamos agora enunciar um resultado relativo a sistemas neesata forma:
F=0uU(r), (5.13)

ondeU : A — IR é uma funcéo de clas§?, definida no abertd C IR". Um tal sistema é denomi-

nado sistema Newtoniano potencial. A formulacdo Hami#toaideste sistema € obtida da seguinte

forma. Faca
r=v
V = DrU.
Logo, se definirmos
1
H=ZIlv[*-u(), (5.14)
0 sistema assume a forma:
oM
Y,
(5.15)
Vo _6H
o or

A seguinte proposicao foi primeiro provada por Dirichletpenulada por Lagrange[21]:

Proposicao 2 (Teorema de Dirichlet-Lagrange) Seja o sistema mecéanico (5.13) e suponha que
ro € um ponto critico de U e é um maximo local isolado, entdo acSolde equilibrio(ro,0) do

sistema Hamiltoniano (5.15) é estavel.

Demonstracdo. SejamUp =U(rg) e > 0 tal queU (r) < Ug paral| r —ro || < €. Defina

1
V(r,v) =H(r,v)+Up= > | v]]Z —=U(r)+Uo.
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A fungdo V é positiva definida na vizinhanga —rq || < € comv arbitrario, e com®/ = H =0,

pelo teorema (31) segue o resultado. ]

Para sistemas mecéanicos da foiimma —OU (r), na proposi¢éo 2 devemos assumir que o ponto

critico isolado € um minimo local.

No caso de um sistema Hamiltoniano linear autbnomo a fungéwilkbniana é da forma:

H(z) = %ZTSz, (5.16)

ou seja, a funcdo Hamiltoniana é uma forma quadratica éfh IBReH for definida positiva (ou
negativa) entdo, comid € uma integral primeira para o sistema associado, peloarad temos
gue a origem € um equilibrio estavel. No caso emidqueio é definida positiva (ou negativa) nada

podemos afirmar.

Suponhamos agora qut€ € uma funcdo Hamiltoniana auténoma cangraus de liberdade,
analitica numa vizinhanca da origem e tal que a origem é untilai para o sistema associado.

Logo, desenvolvendd em série de Taylor numa vizinhanga da origem temos que

H(q,p) = Hz(a,p) +Hs(q,p) +..., (5.17)

ondeHs € um polinbmio homogéneo de grawnas variaveiq] e p. Se assumimos que a parte
guadratica é definida positiva (ou negativa) temostqueuma integral primeira definida positiva
(ou negativa) numa vizinhanca da origem e, pelo corolarterips que a origem € um equilibrio
estavel para o sistema Hamiltoniano associado &om estes comentarios, temos demonstrado o

seguinte corolario do teorema 9:

Corolario 10 Seja H como em (5.17). Se(d,p) é definida positiva (ou negativa), entdo a

origem é um equilibrio estavel para o sistema associado a H.

Vamos ver agora um teorema que nos fornece um critério paididimstabilidade de equi-

librios:

Teorema 32 (Teorema de Liapunov para instabilidade no caso &bnomo) Suponha que a origem

é uma solucéo de equilibrio do sistema (5.11). SejaV umaitureal de classe Edefinida numa
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vizinhanca da origem tal qué(x) é definida positiva para todr # 0 e V(0) = 0. Se em cada

vizinhanca dex = 0 existex tal que V(x) > 0, entdo a origem € um equilibrio instavel.

Demonstracgao. Para qualquer solucdn(x) de (5.11) temos que
t.
V@) -V(X) = V(ds(x))ds>0,

dondeV (¢¢(x)) > V(x), V¥t > 0. Sejamr > 0 tal queB;(0) C A e&e > 0 dado. Por hipétese,
existex # 0, com|| x ||< min{e,r} tal queV(x) > 0. Seja¢:(x) a solucéo de (5.11) que satisfaz
$o(x) = x. Como V é continuaB, (0) é compacto & (0) = 0 temos que existed> 0 eM > 0
tais que| V(x) |< M, para todox € By (0) ey € Bs(0), donde segue qué(y) € By () (0). Sabemos
que a solucag;(x) existe sobre algum interval0,t;) e assumiremos qugé o primeiro ponto no
qual|| ¢¢(x) ||=r. Se nenhunty & o primeiro entag, = o, pois¢;(X) estara contido num compacto
B (0). Vamos mostrar qug = » ndo é possivel. Comd(¢;(x)) € ndo decrescente no intervalo
[0,t), temos qué/(y) > V(x) > 0 e por outro ladgy € Bg(0), assim,V(y) € By (0), e entdo
devemos tef ¢¢(x) || > 0, para todd € [0,t;). Defina

u=min{V(y)/ [y ||€ [8,r]}.

ComoV é continua sobre o compadto= {y € A/ ||y ||€ [3,r]}, este minimo existe e é assumido
em algum pontg € K. ComoV é definida positiva, temgs> 0. Assim, temo¥ (¢¢(x)) > u> 0,

para todd € [0,t;) e consequentementé(x) >V (x) -+ ut, o que implica

lim V(i(x)) = .

Mas isto contradiz o fato d&/ (y) |< M, Vy € B,(0). Portanto, dade > 0 suficientemente pequeno,
ndo existed > 0 tal qued:(X) € Be(0), para todd > 0, pois devemos ter = t; finito tal que

|| d1,(X) ||=r. Assim, a solu¢éda = 0 ndo pode ser estavel. n

Corolario 11 Suponha que a origem € uma solucéo de equilibrio do sisterha)(5Seja V uma
funcéo real de classe'@efinida positiva numa vizinhanca ge- O tal queV (x) é definida positiva

para todox # 0, entdo o equilibrio € instavel.

Outro corolario do teorema acima € o seguinte:
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Corolario 12 Suponha que a origem é uma solucéo de equilibrio do sisterhd)(3Suponha que
existe uma funcéo real V de classét@l que:

() V(x) — 0 quandol| x ||— 0;

(i) V é definida positiva (ou negativa) numa vizinhanca da origem

(iif) V assume valores positivos (ou negativos) em cadakaica da origem suficientemente pe-
quena;

Entdo o equilibrio é instavel.

5.5.2 O método direto de Chetaev

Vamos agora fornecer um método direto para decidir ingtiaoie, trata-se do método de

Chetaev.

Teorema 33 (Teorema de Chetaev no caso autbnomdjuponha que a origem € uma solugéo de
equilibrio do sistema (5.11) e qdg C B,(0) C A é aberto. Suponha que exista uma fung¢éo escalar
V gue tem as seguintes propriedades:

(a) V(x) eV(x) sdo definidas positivas sobfe;

(b) V(x) = 0, para todo xc A; N4z, onded, denota o complementar dg emB,(0);

()0 e A1 NAy.

Entdo a solucao de equilibrio é instavel.

Demonstracdo. Assumamos que a solucao de equilibrio é estavel, entdoed@doe < a, pode-
mos encontrad > 0, 0< 4 < a, tal que||x|| < dimplica||$(t,x)|| < € parat > 0. Podemos escolher

x € A1 desde qué € A; e por conseguinté (x) > 0.

Devemos mostrar que com esta escdiftax) permanece ey, para todd (conforme figura 5.2).
Sejab =inf{t >0/ ¢(t,x) & A1}.

Em primeiro lugar notemos que> 0, caso contrario existiria uma sequértgia 0 comt, — 0
paran — +oo, tal qued (t,,X) € Ap. Logo tem-seh(tn, X) — X, X € Az, por outro ladox € Ay C Ay,
de onde pelo item (b) tem-8§x) = 0. Mas, isto é impossivel pela escolhaxdeSe0 é finito

e distinto de 0, entdo pelo mesmo argumento precedente \gumegsor um ladap(8,x) € A; e
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Figura 5.2:Comportamento das solugdes Am

por outro lado para < 6, implica ¢(t,x) € A; e desde qué(t,x) — ¢(6,x) set — 6, de onde
$(8,x) € A;. Logo,
$(0,x) € A1NA,, e por(b) V($(6,x))=0. (5.18)

Por outro lado, para @ s< 6, §(s,x) € A; eV (d(s,x)) > 0. Por conseguinte:
6

V(©(0.X) -V = V(B(sx)ds>0

V($(8,x)) >V (x) >0,

o qual é uma contradigdo com (5.18). Entdo devemos adméif gti+oo, ou que € equivalente a
assumir queb(t,x) € A; para toda > 0, e desde qu¥(x) > 0 emA; segue-se qu¥ (¢(t,x)) >
V(x) > 0.

Considerando
A ={yeh /V(y)>V(x)}

Temos qué\; é fechado, pois se tomamos a sequérgia A, comx, — y quandon — +oo, logo
V(xn) >V (x) para cada, e entdd/ (y) > V(x). Resta mostrar quee A;. Se tivéssemog € Ay,
por outro lado temos quge 5_1 segue-se por (b) gé(y) = 0 o qual é um absurdo. Confn
também é limitado segue-se al\eé compacto. Logoy (y) é positiva em\; e é continua e seja

m=min .z V(y). Claramenten> 0.
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Por outro ladog(t,x) € 51 para todd > 0, assim

t

VOEx) V)= V(e(sx)dszm(t—to).
De onde deduzimos qu&¢(t,x)) — 4o quanda — +o0, mais isto n&o € possivel desde que
V(y) é continua &\; é compacto. Assim esta contradicdo diz que a solucéo nulpod® ser

estavel. n

Corolario 13 Suponha que = 0 é uma solucéo de equilibrio do sistema (5.11). Suponha que
exista uma funcdo escalar V de classe liinitada na regido V> 0, para valores dex numa
vizinhanca da origem, coWi(x) definida positiva na regido \& 0 e V(0) = 0, ent&o a solugéo de

equilibriox = 0 é instavel.

Demonstracdo. Basta tomaf\; = {x € B;(0)/V(x) > 0}.

Voltemos novamente aos sistemas mecanicos da forma (A XBhcao Hamiltoniana associ-
ada a (5.13) € dada em (5.14). Vamos considerar a regidba@stima vizinhanca suficientemente
peguena da origem definida por:

n

C:H <O, Zlviri > 0. (5.19)

O desenvolvimento dé em série de Taylor numa vizinhanga da origem e da forma:
U - Um+Um+1+...

ondeUs € um polinbmio homogéneo nas variavais Assumiremos que a funcdd, é definida

positiva na regia€ definida em (5.19). Temos que:

Proposicdo 3 Suponha que as condigdes acima sobre U sdo satisfeitas pgishemna mecanico

(5.13), entéo a solucéo de equilibriog, 0) do sistema Hamiltoniano associado (5.15) € instavel.

Demonstracdo. Vamos considerar primeiro o caso ondle= Uy, Definamos a funcao

n
V=V(r,v)=-H ziviri > 0.
i=
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A derivada total d&/ satisfaz
. n dr; n dr;
V=-H (i Vig J:Z“H) = —H (2||v]| + mUy).
Logo, sobre a regi&6 temos quéJ > 0 e assinV é definida positiva, ou seja, a derivadadeV

possuem o mesmo sinal sobre a re@id@.ogo, o equilibrio € instavel.

No caso geral, isto é, quanto= U+ Um1 +. .., 0 termo dentro do paréntese heontinua

sendo definido positivo e@ numa vizinhanga suficientemente pequena da origem. ]

5.6 Estabilidade de equilibrios para sistemas nao autbnomos

Nesta secao vamos fornecer os métodos direto de Liapunoleataev para estudo da esta-

bilidade de equilibrios para sistemas ndo auténomos.

5.6.1 O método direto de Liapunov

Consideremos o sistema de EDO de primeira ordem
x = f(x,1), (5.20)

onde a fungad : U x [0,00) — IR" (U é um aberto do IR, é uma funcdo de clas€*. Podemos

pensar qud € analitica relativamentexae continua em relacactana regido
Qa = Ba(0)  [to, ). (5.21)

Definicao 13 Seja a fungdo VU x [0,0) — IR, onde U é um aberto do'IRjue contémxg. Dizemos
que:

(a) V é definida positiva emyp se V(xo,t) = 0, para todo t> 0 e, se existe uma funcdoW — IR,
definida positiva emg tal que V(x,t) > W(x), para todo(x,t) € U x [0, ).

(b) V é definida negativa erp se -V for definida positiva emny.

(c)V é uma funcéo de Liapunov para a solucao de equilikfida equacéo (5.20) se ela é definida

positiva emxg e seV (x,t) < 0, para todo(x,t) € U x [0, ).
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Vamos, agora, ver como fica o teorema 31 no caso ndo autbnomo.

Teorema 34 (Teorema de Liapunov para estabilidade no caso n@&mtdénomo) Se existe uma fungao

de Liapunov para a solucao de equilibeio= 0 do sistema (5.20), entédo o equilibrio é estavel.

Demonstracdo. Sejae > 0 tal quee < a. Entdo,Bg(0) x [0,00) C Qa. Sejaw = min{W(x);x €
0B:(0)}. Como VQ,0)=0 e V{,t) é continua, exist® > 0 tal queV (x,0) € B(0), para todo
x € Bs(0). Enquanto o pont¢x(t),t) estiver enQ,, teremos

W(x(t)) <V(x(t),t) =V(x(0),0) + OtV(x(s),s)dsg V(x(0),0).

Logo, sex(0) € By(0) entaoW (x(t)) € B,(0), enquanto o pont@x(t),t) estiver enQs.

Assim, pela definicdo de, x(t) € B,(0). Sejaf o extremo direito do intervalo méaximo de
definigdo desta solugdo emy. Se < o, entdoBg(0) x [0,B) C Qa é compacto e contém o ponto
(x(1),t), para todd € [0,B], o que ndo é possivel. Logo, a solugéo esté definida pard tedbe

comox(t) € B¢(0), para todd > 0, temos que 0 € estavel.

Coroléario 14 Suponha que o sistema (5.20) possui uma integral primeirgue f&o depende de
t) definida positiva (ou negativa) numa vizinhanca da satugé equilibrio, entdo a solucéo de

equilibrio é estavel.
Demonstragdo. Basta definiV (x,t) = F(x) e notar qué&/ = 0. "

Para a instabilidade o teorema de Liapunov no caso ndo antbassume a forma:

Teorema 35 (Teorema de Liapunov para instabilidade no caso méautbnomo) Suponha que =

0 € uma solucéo de equilibrio do sistema (5.20). Suponha geteexna funcéo real V de classe
C! tal que:

() V(x,t) — 0 quando|| x ||— O uniformemente em t;

(i) V é definida positiva numa vizinhanca da origem:;

(iii) A partir de certos valores de t, \,t) assume valores positivos em cada vizinhanca suficien-

temente pequena da origem.
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Entédo a solu¢dx = 0 € instavel.

Demonstracdo. Suponha por absurdo qxe= 0 é uma solucéo estavel de (5.20). Sejamb
constantes positivas tais que, patal que|| x || € (a,b]. Como, por (i)V é definida positiva entéo
existe uma funcdo autdnorid tal queV (x,t) > W(x) > 0 e|V(x,t) |< b. A existéncia daeb
segue dos itens (i) e (ii). Da suposicéoxde 0 ser estavel, temos que exigte- 0 comd < a tal
qgue quando a solugéo comegaxrn Bs(0) entdox(t) € B,(0), para todd > t;. Por (iii) podemos

escolhex tal queV (x,t1) > 0. Logo,

V(x,t) =V (x,t) = t\'/(x(s),s)dsz 0,

t1
para todd > t;. AssimV(x(t),t) & ndo decrescente. Considere agora o conjgrtdy/V (y,t) >

V(x,t) ex € By(0)} e sejaoandB={y/ ||y | € [r,a comr > 0}. Temos queSC B e portanto,
H= ir%fV(y,t) > iréfV(y,t) >0,

donde
V(x,t) =V (x,t) > u(t —tg),

para toda > t;. Logo paral| y ||< a, V(y,t) pode torna-se arbitrariamente grande, o que é uma

contradicao. ]

5.6.2 O método direto de Chetaev

Vamos agora apresentar o método direto de Chetaev no casotbéomo. Comegaremos com

algumas defini¢cdes importantes para o entendimento daneore

Definicdo 14 O conjunto de valores das variaveis= (Xi,...,X,) sob as condi¢des (5.21), satis-
fazendo a desigualdade¥ 0, sera denominada a regido ¥ 0, e a superficie \= 0 sera chamada

a fronteira desta regiéao.

Se a funca® depende explicitamente tieentdo com as variacdes da regidaov > 0 também

varia.
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Definicdo 15 Se a funcdo W ¢ limitada na regido¥Y 0 de tal forma que que para cada numero

positivo arbitrariamente pequers) podemos encontrar um niumeyo- 0 tal que para
t>ty, X+...+X5<8 V>0 (5.22)

a desigualdade

W|<e

é satisfeita, dizemos que W admite limite superior infinitabna regido V> 0.

Note que esta condicdo é satisfeita para toda fuWégoe admite limite superior infinitesimal.

Defini¢cdo 16 A funcdo Wx,t) serd denominada de sinal definido na regida-\0 se ela pode
anular-se nesta regido somente na fronteira=\0 e se para cad® > 0 arbitrariamente pequeno
existe um numero # 0 tal que para todox satisfazendo a condicdy| > p a desigualdade ,

|W| > | é vélida para todo t> to.

Obviamente a funcéo

AV +W (5.23)

sera de sinal definido na regiflo> 0 seW é definida positiva ou identicamente nula enquanéo
um numero constante positivo. 8e2 independente decada funcadV independente desera de
sinal definido na regid¥ > O se ela nunca anula-se na regiéo- 0 enquanto ela pode anular-se

na fronteira da regidd > 0O (i.e., emV = 0). Cada funcéo é definida positiva em sua relidae0.

Lema 6 Cada fungéo de sinal definido U sera de sinal definido na regide ®, se a funcao V

admite limite superior infinitesimal na regido ¥ 0.

Demonstracdo. De fato, seV admite limite superior infinitesimal na regid > 0 entdo, por
definicdo e comentario em (ii) feito anteriormente, temasgara cada nimero positivo arbitrario
€, existed > 0 tal que a regid¥ > ¢ esta fora da esfer|| = 6. SeU é de sinal definido, digamos
positiva, entdo por definicdo existira uma funcao definidsitpa W independente detal que a
funcdoU —W é nao negativa. Portanto uma cota inferior (necessarianpasitiva) da funcaav

na regid < ||X|| < n serd uma cota inferior para os valores da furi¢&ma regidod/ > . "
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Proposicédo 4 Seja

Q:V=V(Ie >0 rel0a], @c([p,)] (5.24)
€ assuma que
dv "
aszrm®+O®> (5.25)

come suficientemente pequeno>A0 e g @) > 0 para@< [@1, ¢z]. Entdo dV/dt é definida positiva

emQ.

Demonstracéo. Basta observar queé continua e pertence ao compacies, ¢;] e, portanto, pelo
Teorema de Bolzano-Weirstragsadmite um valor minimo o qual é positivo, digantas Dado

€ > 0 comV > & devemos ter > 3 para algunf3 > 0. Logo,

o> agmeofe) (5.26)

. o
e, escolhenda suficientemente pequeno, por exemplo, &ital que|O(g)| < ABTm temos%—\t’ >

A(l
Pm=s.

Teorema 36 (Teorema de instabilidade de Chetaev, versao 1) Se para a BOQPdo movimento
perturbado é possivel encontrar uma fungéo V limitada n&ey > 0, existindo para todo t tg
e para variaveix arbitrariamente pequenas, com derivadalefinida positiva na regido ¥ 0 ao

longo das equacgfes do movimento, entdo o movimento pedimid(5.1) é instavel.
Demonstracdo. Para uma funcéo limitadé existem constantdg e n tal que para todo valor das
variaveisx na regidd/ > 0, satisfazendo, além das condic¢des (5.21), a desigualdade

V<L (5.27)
para alguni > O.

E necessario provar que para umrjaidio existe unm positivo e suficientemente pequeno tal
que para para perturbacdes inictasujeitas a condicalix|| = A, a desigualdadgd(t,x)|| <n ndo

€ violada para algum> to.

Provaremos este resultado por contradicdo. Assumamosxegie em tal valor de\. Con-

sideremos condigdes inicias sobre a esréal que o valor inicial da funcady(x) =V (x,tp) é
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n&o nulo e positivo. Paig suficientemente pequeno e patalefinida positiva na regidé > 0,
podemos encontramos um ndamero nao muléal que para as variavexssatisfazendo a condicéo

V > V| o valor da funca® devera satisfazat > m.

Portanto tdo logo a desigualdade> Vp ndo € violada para todo valor decomt > to, da
equacao
V(x(t),t)=Vo=  V(x(s),s)ds (5.28)

to

derivamos a desigualdade
V(X(t)) > Vo +m(t —to). (5.29)

Esta desigualdade pode existir simultaneamente com auddédegle (5.27) somente para valores

det menor que
L—Vo

to+ (5.30)

As violacdes da desigualdade (5.27) significa neste casa segunda desigualdade em (5.21) tem

sido violada. Assim, o movimento perturbado é instavel. n

Comentarios: (1) Note que nas condi¢cdes ndo exigimos que elas sejamegasshuma vizin-

hanca inteira da origem. E suficiente que as condi¢cdes saj@sfestas somente na regiso> 0.

(2) O Teorema serd valido se a regdao> 0 contém um subconjunto aberfode pontos tais

queV (x,t) >0 parax € ', eV (x,t) — 0 parax — [\ T.

(3) A regidoV > 0 pode consistir de varias componentes conexas. Aplica@d®orema an-
terior somente numa componente con€x@a regiad/ > 0 pode ser de interesse. Para determinar
C por uma unica desigualdadé > 0 é suficiente considerar a funcdo contifaigual aV na

regidoC e igual a—|V| fora deC.

Teorema 37 (Teorema de instabilidade de Chetaev, versao 2) Suponhanegsagia a EDO (5.1)
do movimento perturbado é possivel encontrar uma funcaork derivadaV definida positiva;
suponha que V admite limite superior infinitesimal; e sugogbe para cada valor de t maior

gue uma certa constante, é possivel tornar a funcédo V de dafalido com o0 mesmo sinal que
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sua derivada/ para uma apropriada escolha denuma vizinhanca suficientemente pequena da

origem. Entdo o movimento perturbado é instavel.

Demonstracdo. Para a demonstracéo é suficiente notar que a fuig@este teorema satisfaz as
condicBes formuladas no teorema anterior, quahdera definida positiva na regi&o> 0 desde

queV admite limite superior infinitesimal. ]

Teorema 38 (Teorema de instabilidade de Chetaev, versdo 3) Suponhameqsaga a EDO (5.1)
do movimento perturbado é possivel encontrar uma funcédorMalila para a qual a derivada
V = AV +W, onde\ é uma constante positiva e W é mesmo nula ou ao menos sendalefia W
nao é identicamente nula, suponhamos, também, que para tedealores de t maiores que uma
constante existem valores arbitrariamente pequenoshiga os quais V e W tem o mesmo sinal.

Entdo o movimento perturbado é instavel.

Demonstracdo. E uma conseqiiéncia imediata dos comentarios. ]



Capitulo 6

Estabilidade de equilibrios para sistemas

Hamiltonianos periodicos

Neste capitulo, estudaremos explicitamente a estabilidedmlucdes de equilibrio para sis-
temas Hamiltonianos periédicos com um e dois graus de ldmrde faremos algumas extensées
para sistemas com numero de graus de liberdade maior que Apiesentaremos dois dos prin-
cipais teoremas sobre estabilidade de equilibrios partesisis Hamiltonianos peridédico com um
grau de liberdade, séo eles: o Teorema de Cabral-Meyer [6] eardma de Arnold-Moser ([2] e
[3]). Também, aplicaremos esses teorema para concluiresabestabilidade em alguns casos de

interesse.

6.1 Introducéao

Considere o Hamiltoniano periddico camgraus de liberdadel = H(q,p,t) analitico relati-
vamente as variaveis e p e 2reperidédico em relacdo fa Suponha que a origem € uma solucéo
de equilibrio para o sistema associadbl ade modo que o desenvolvimento Heem série de

poténcias numa vizinhanca da origem € da forma:

H(qvpvt) :H2<q7p7t)+H3(q7p7t)7 (61)
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ondeHy é um polinbmio homogéneo de grawnas variaveisy,p e 2r-periodico ent. Se pelo
menos um dos expoentes caracteristicgs. ., A, da matriz do sistema linearizado tem parte real
nao nula, de acordo com o que foi discutido na sec¢éo 2.5 efgmalema 30, temos que a origem

€ instavel no sentido de Liapunov. No caso em que 0s expoeatasteristicos sdo imaginarios
puros, digamos\j; = wji, j = 1,...,n, s6 em casos particulares sabe-se sobre a estabilidade da

origem. Neste capitulo, nos deteremos a este caso.

Assumiremos, neste capitulo, que

I\JII—\

n
2(9,p,t) = Z (a5 + p), (6.2)

ou equivalentemente, o sistema linearizado é estavel.

6.2 Estabilidade formal de equilibrios para sistemas Hamilto-

nianos periodicos

Vamos, agora, definir um tipo de estabilidade diferente tibéglade no sentido de Liapunov.

Definicdo 17 (Estabilidade formal) Dizemos que a solugdo de equilibrio nula, do sistema asso-
ciado ao Hamiltoniano (6.1) éormalmente estavelse existe uma série de poténcias G, talvez
divergente, que formalmente é uma integral primeira dediidsitiva com period@rteperiddico
em t. Em outras palavras, todos os coeficientes da série éagias
1 /0GoH 0GoH 0G
5 (Saon o) e )
sdo identicamente nulos e um nuimero finito de formas de gmimmina série G representa uma

funcao definida positiva.

A nocéo de estabilidade formal € muito importante para sawadi estabilidade num intervalo de
tempo muito grande, porém finito. A presenca da estabilifiaeal significa que a instabilidade
no sentido de Liapunov ndo é detectada pelo calculo de tedma@sdem por mais elevada que

seja no desenvolvimento do Hamiltoniano em séries de pat&ngob a existéncia de estabilidade
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formal, se existem trajetérias que se afastam do movimeimaoperturbado, entdo o movimento
ao longo dela se faz de modo extremamente lento. E facil veragestabilidade no sentido de
Liapunov implica na estabilidade formal. A reciproca néiopfmvada, mas, ndo se conhece um

unico exemplo que diga o contrario.

6.3 Sistemas com um grau de liberdade

Suponha que o Hamiltoniano periodico (6.1) tenha um graibdedade, isto &1 é da forma:

w
H(g,p,t) = §(q2+ p%) +Ha(a, p,t). .., (6.4)

ondeHg é um polinbmio homogéneo de griunas variaveis reaiq e p e 2-periodico emt.
Vamos estudar a estabilidade da origem quando o expoertetedstico do sistema linearizado
for imaginario puro, isto &y = iw # 0. Nas duas sec¢les seguintes, apresentaremos dois teoremas

que vao permitir dizer algo sobre a estabilidade neste caso.

6.3.1 O Teorema de Cabral-Meyer para sistemas Hamiltonianos peridédicos

com um grau de liberdade

Suponha que o Hamiltoniano (6.4), num sistema de coordersiagpléticas conveniente, se
escreve na forma:
H = H(r,9,t) = W(¢)r"+O(r"¥/2), (6.5)

onden = m/2 comm > 3, inteiro. Suponhamos qu¢ é analitica em/r, ¢ et, t-periddica emp e

T-periddica ent.

Normalmente, para escrever o Hamiltoniano (6.4) na fornt),(@rimeiro obtemos a forma

normal de (6.4) e depois mudamos para as variaveis acadeangu

Teorema 39 (Teorema de Cabral-Meyer para sistemas com um grade liberdade) Se H é a

funcdo Hamiltoniana definida em (6.5), entéo:
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(i) SeW(d) # 0 para todod, entdo a origem € uma solucdo de equilibrio estavel no sermtal
Liapunov.
(i) SeW(¢) tem um zero simples, isto é, se exiptetal que W(¢*) = 0 e W (¢*) £ 0, entdo a

origem é instavel no sentido de Liapunov.

Demonstracéo.

(i) Suponhamos qué&(¢) # 0 para toda, digamos¥(¢) > 0. Considere o Hamiltoniano truncado
h=W(d)r" (6.6)

e defina para cada> 0, a variavel = | (h) por

1 T
I = Z.[ 0 r(haq)) dq)v (67)
onde
h,d) = /" 6.8
r(h,¢) = W (6.8)
Considere a funcéo geraddsd, ¢) definida por
S1,0) = o¢ r(h,0) de. (6.9)
Eliminando o fatoh?/", obtemos
S(1,¢) =BIG(9), (6.10)
onde A
T de de

De acordo com o teorema 10 do capitulo 1, a furgdefine uma transformacéo simpléticap) —

(I,W) pelas relagdes:

0S 0S ,
W= or =BG(®), =3 =PI (®) (6.12)
e 0 Hamiltoniano
H(r,,t) = W(§)r"+O(r" 2) (6.13)

é transformado no novo Hamiltoniano (analitico ¢Wi, t)

H(I,W,t) =B+ O™ 2), (6.14)
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desde qué&’ () = W($) /", temos quér(¢)G' (¢)" = 1.

Note que, coméP(9) is t-periddica,

o+t
W(r.0+1)=BG(O+1) =B _ ’ $: 6.15)
T dé o+1  de
=P w(e)l/n+B T = 2r+W(r, 9), (6.16)

assimW é uma variavel angular verdadeira. Portatb,W,t) é 2r-periddica enW e, claramente,

T-periodico ent.
Considere a mudanca de coordenada#/) — (J, ) definida por
| = oy, W=y, (6.17)

ondeo > 0 é um pequeno parametro<l) < 2 ey é escolhido tal qu@"y"™! = 1/n. De acordo
com o exemplo 3 subsecdo 1.2.2, a mudanca de coordenadasgmlética com multiplicador

oy. Assim, o novo Hamiltoniano é dado por
1 n1mn n—1
% (J.y.t) = ~0" 1"+ 00" 2), (6.18)

e as correspondentes equacgcdes Hamiltonianas sao

dJ—Oo‘ % d_l]J:

5 =0(" %), o —o" 131 O(0" 2), (6.19)

com o lado direito analitico eth 1, t, 2reperidédico emy e T-periddico ent, com 1< J < 2.

Integrando as equacoes (6.19) entre0 et = T, e denotando pal, Y os valores iniciais é;,
Y1 os valores finais, obtemos a aplicacéo

= J+o"iF(J,p,0)
(6.20)

Y1= Y—o" T 140" iR(J,Y,0),
definida e analitica na regido<lJ < 2, Y € IR, |0| < 0p, with F1, I, periédicas emy. Em vir-
tude do carater Hamiltoniano das equacdes diferencidi9)Gle acordo com o corolario 3, temos
gue a aplicacao (6.20) preserva area. Com isso, do Teoremarda IBvariante (teorema 13) ex-

iste, parao pequeno, curvas invariantds= J() = J(W + 21), proximas de circulos, isto é, com
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J () ~ 0. Desde que = ayJ, a correspondente curva=r () pode ser tomada interior numa
vizinhancga suficientemente pequena da origem (tomargldicientemente pequeno). No espago
3-dimensionalr, y,t), identificando as se¢cdés= 0 et = T obtemos um toro formado por cur-
vas solugdes que comegam sobre a curva fechadg (). Pela unicidade das solugdes, qualquer
solugaa(r(t), Y(t)) que comecga num ponto interior da regido limitada pela cugva(y) ndo pode
cruzar o toro e, portantat) permanece pequena. Logdt) permanecera pequena para toédo
Desde que as solucfes estao no interior de um conjunto ctonglas estdo definidas para todo

tempo. Isto prova a estabilidade no sentido de Liapunov.

(i) Agora provaremos a instabilidade. Assuma d@*) = 0 andW (¢*) > 0. Escolhad > 0

suficientemente pequeno tal que
WYd)#£0, e W(p)>0 para O<|p—0¢*|<d. (6.21)

Considere a funcéo

V = r"sin®, (6.22)
onde® = (¢ —¢* +9).
Defina a regid@ como o conjunto de pontds, ¢,t) tal que
" —0<p<d*+0. (6.23)

Entédo,V > 0emQ eV = 0 sobredQ, a fronteira de). A derivada dé&/ ao longo das solucdes do

sistema de equacdes associado a (6.5)
(6.24)
€ dada por:

(6.25)
=nr2" LW (¢)sind — ZW(¢) cosd] + o(r2-3).
Para 0< ¢ — ¢* < 3, temosTt/2 < (11/20) (¢ — ¢* + ) < Tt assim que co® < 0. Tambéem para

—0< ¢ —0¢* <0, tem-se co® > 0 e portanto,

W(dp)cosP <0 sobre O<|p—0¢*| <. (6.26)
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Desde quéV'(¢) > 0 e sind > 0 em|p — ¢*| < 6, temosW'(¢)sind > O neste intervalo. Como

a funcdo no interior dos colchetes que os dois somando naputena simultaneamente sobre
o intervalo compactap — ¢*| < , segue-se que ela tem um minimo positivo, e portanto, para
pequeno, concluimos qa&/ /dt > 0 sobreQ, ser € suficientemente pequeno. Entdo, pelo Teorema

de Chetaev no caso ndo autbnomo, segue que o equilibrio ¥ehsta n

6.3.2 O Teorema de Arnold-Moser para sistemas Hamiltonianos periodicos

com um grau de liberdade

Suponha que o Hamiltoniano (6.4), escrito num sistema delenadas conveniente, assume a

forma
a

Tt Bar?+...+Bir' +W(at+bo)rm+H'(r,6,t) (6.27)

H(r,0,t) =

onde

() m=1+1/2oum=1+1coml > 1;

(i) B2,...,B sao constantes;

(iii) W(-) é 2reperiddica e tem série de Fourier num Unico angulo;
(iv) H™(r,8,t) é analitico em/T; 8, et e 2reperiddico end et;

(v) H(r,8,t) é ao menos de orderf"*1/2,

Se o Hamiltoniano definido em (6.27) é tal cque 0 e algumpB; é ndo nulo, entéo, escolhendo
W(d) = Bi ondei é o primeiro sub-indice cofyy # 0, pelo Teorema de Cabral-Meyer (teorema 39)
segue que a origem é uma solucao de equilibrio estavel. doecagjue3; = --- = 3 = 0 entao,

fazendo a seguinte mudanca de coordenadas dependetdo de

r=1, (p:gt+9, (6.28)

a qual é gerada pela func&, 8) = r(6+ at/b), o Hamiltoniano nas novas coordenadas é

e, assim, pelo Teorema de Cabral-Meyer 39 segue qdé¢enunca se anula entdo a solucédo de

equilibrio é estavel. S& tem um zero simples entdo a solucdo de equilibrio € instavel.
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No caso em qua # 0 e pelo menos urf}; € ndo nulo, temos o seguinte teorema:

Teorema 40 (Teorema de Arnold-Moser para sistemas com um grade liberdade) Considere
0 Hamiltoniano (6.27), onde # 0 e pelo menos uifd; € ndo nulo, entdo a origem € uma solucéo

de equilibrio é estavel.

Demonstracdo. Suponhamos sem perda de generalidadef33ug O e faca o re-escalamento
J=¢"2?r ed = ¢ aqual € uma mudanca de coordenad&ssimplética, assim o novo Hamiltoniano

gue continuaremos denotando pbé dado por:

H = %‘J + 28,2+ O(e3), (6.30)

cujas equacdes de movimento devem satisfazer
J=0(e3)
(6.31)
b =—2— 2Bl +O(e%).
Integrando entré = 0 et = 21, e denotando pal, ¢ os valores iniciais e pal e ¢, 0s valores
finais, obtemos a aplicacéo
J=J+0(d)
(6.32)
01 = ¢ — FR — 4rBoe2) + O(e3),

ondeO(£%) é uma fungéo B-periddica emp. De acordo com o corolario 3 do capitulo 1, esta
aplicacao (6.32) preserva area em virtude do carater Han@dho das equacdes diferenciais em
(6.31). Portanto, pelo Teorema da Curva Invariante (teorEpaxiste, par& pequeno, curvas
invariantes) = J(¢) = J(¢ + 2rm), proximas aos circulo, isto €, caif(¢) ~ 0. Desde que = €2J,
acorrespondente curva=r(¢) pode ser tomada interior numa vizinhanca suficientemeiojiegue
da origem (tomande suficientemente pequeno). No espago 3-dimensignlt), identificando
as secOes = 0 et = 2 obtemos um toro formado por curvas solugdes que comecara sobr
curva fechada = r(¢). Pela unicidade das solucdes, qualquer solyc&o,¢(t)) que comega
num ponto interior da regido limitada pela curva r(¢) ndo pode cruzar o toro e portantct)
permanece pequena. Portamt) permanecera pequena para todbesde que as solug¢des estdo
no interior de um conjunto compacto elas estéao definidastpdogtempo. Isto prova a estabilidade

do equilibrio. ]
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6.3.3 Aplicacao do Teorema de Arnold-Moser ao estudo da estabilidade no

caso nao ressonante

Suponha que 0s expoentes caracteristicos da parte linedstdma (6.4) ndo apresentam re-
lacBes de ressonancia até ordemigo é kwnéo é um inteiro park=1,...,2n. Nestas condi¢oes,
de acordo a subsecéo 3.4.3, existe uma mudanca de coorglsimagketicas tal que o Hamiltoniano

(6.4) escrito nas novas coordenadas assume a forma:
H(g,p,t) = wr +car®...+car"+H¥(q, p.t), (6.33)

onde 2 = g?+ p? e HT é analitica com respeito@ p com ordem n&o inferior ar2+1 e 2

periodica ent.

No caso em que existe uma constaries 0 para algum X k < n, pelo teorema de Arnold-

Moser 40, segue que a origem é uma posicéo de equilibricetstav

6.3.4 Aplicacao do Teorema de Cabral-Meyer ao estudo da estabilidade no

caso ressonante

Vamos, agora, estudar a estabilidade do equilibrio no casquekw € inteiro para algum
2 < k < 2n. Neste caso, em geral, ndo é possivel escrever o Hamilto(esh) na forma (6.33)
mas, muitas vezes, é possivel escrever na forma (6.5) enpmrpodemos aplicar o Teorema de

Cabral-Meyer 39.

Inicialmente, como os multiplicadores caracteristicossistema linearizade?™! e g—27wit
tém maddulo unitario e sédo distintos, pelo teorema 29, segeeagorigem € um equilibrio lin-
earmente é estavel. Independente s&r ou ndo ser inteiro, para saber sobre a estabilidade do
equilibrio precisamos de mais algumas informacdes do 8@cé inteiro? e &?, pois, neste caso,
precisamos normalizar mais termos da funcdo Hamiltoniamna @plicar um dos teoremas vistos

acima (Teorema de Arnold-Moser e Teorema de Cabral-Meyer).

Para o caso em queax3é inteiro (isto inclui o caso em que € inteiro), de acordo com o

gue foi visto na subsecéo 3.4.1, aplicando uma transforondea@Birkhoff, &€ possivel escrever o
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Hamiltoniano (6.4) na forma

w
H(g,p,t) = §(q2 + p?) + 3uzo(q® — 39P%) + 2va0(p* — 3pd) + H ' (g, p,t), (6.34)

onde

U3o = X30C0gMt) — yzpser(mt), Vso = XgoSer(mt) + yzocogmt),

1 2n

X0=50 4 (Usgcogmt) + Vagser(mt))dt,
1 2n ,

Ys0= 1o o (V3pcogmt) — uggser(mt))dt,

3w=me afuncAd* é 2re-periddica emt e H™ = O((|g| +|p|)*).

No caso em qua§0+y§0 # 0, fazendo a mudanca de coordenadas simplética definida-no ex

emplo 8 da secao 1.2.2, temos que o Hamiltoniano assume a:form
H(r,@t) = 41/2(x8,+ Y3,)r ¥ %sen(3¢) + O(r?). (6.35)

Definindo W(@) = 4,/x3,+ y3,5er(39), comoW tem zero simples, pelo Teorema de Cabral-
Meyer 39, segue gque a origem € uma solucéo de equilibriovglstiom isso, temos demonstrado

0 seguinte teorema:

Teorema 41 Se >§0+y§0 = 0 entdo a origem € um equilibrio instavel para o sistema Hami#ino

associado a (6.4).

No caso em qu&%oer%O =0, temos queizp = V30 = 0 e, portantoHs(q, p,t) = 0. Logo, temos
gue normalizar mais termos para saber sobre a estabilidestpudibrio, para isto precisamos saber

se 4o é inteiro ou nao.

Se 0 numero @ néo é inteiro e d = m e ZZ, de acordo com o que foi discutido na sub-
secao 3.4.2, a forma normal da funcdo Hamiltoniana até telmgsiarta ordem é:

U2

4 (? + P?)2 + Uao(q* — 602 p? + p*) — dvaoap(a? — p?) +H T (q, p,t),

(6.36)

w
H(q, p,t)=§(q2+ p?) +

onde

Ug0 = Xg0C0S(Mt) — yapSin(mt), Vao = XzpC0S(Mt) + yaoSin(mt),
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1 2 .

Xa0= 5 (UzgcoS(mt) + Vygsin(mt))dt,
1 2n .

Yao= 5o (Vpcos(mt) — Ujgsin(mt))dt,

1 21 ,
Upp = — Us,dt
ATt 0 2244

e a funcadi ™ é 2m-periddica emt e Ht = O((|q| + |p|)?).

2 2 _ _ _ ~ - .
No caso em qu&j, -+ Yi, = 0, temos quelsg = Va0 = O €, portanto, a fungdo Hamiltoniana se

escreve na forma

2222 4 )2+ H (g, p.t). (6.37)

w
H(g,p.t) = 5 (q®+p*) +

2
Seup, # 0, pelo teorema de Arnold-Moser 40, segue que a origem € usiegoode equilibrio
estavel. No caso em que, = 0 temos quéH, = 0 e, portanto, temos que normalizar mais termos

para concluir sobre a estabilidade do equilibrio.

Sex§0+y§0 = 0, por meio de formulas analogas as definidas no exemplo 8cda 4€2.2, 0

Hamiltoniano pode ser posto na forma:
H(r,@,t) = [c2+bacos(@)]r? + HT (1, gt), (6.38)

ondeby = 4,/x3,+Y2, € a fungadi * = O(r%?2) é periddica relativamenteg@et, com periodo &

e 8T, respectivamente.

Definindo a funga® (@) = c; + b, cos(@), pelo teorema de Cabral-Meyer 39, temos que origem
€ uma solucgéo de equilibrio estavelgg > by e instavel sécy| < by. Temos assim demonstrado

0 seguinte teorema:

Teorema 42 No caso em queiy+Y2, # 0, 0 equilibrio é estavel §e;| > b, e instavel séc,| < by.

Se %,+ Y3, = 0 e 2 # 0, temos a estabilidade do equilibrio.

Vamos agora obter o resultado de estabilidade sob ressarnordem arbitraria.

Sekw ndo € inteiro park = 1,...,2n, aplicando uma transformacéo de Birkhoff, podemos

escrever o Hamiltoniano (6.4) na forma (6.33). Vimos quangio um dos coeficientes, . .., c,
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do Hamiltoniano (6.33) € ndo nulo, entéo o equilibrio é edtdMo caso em que todos sao nulos,
0 Teorema de Arnold-Moser 39 ndo pode ser aplicado e, preosaormalizar mais termos no

Hamiltoniano para obter informacdes sobre estabilidade.

Se o numerd@2n+ 1)w é inteiro, verifica-se que a fungdo Hamiltoniana (6.4) paddevada a
forma:

H(r,@,t) = ar"™/2cos(2n+ 1)@+ O(r"™Y). (6.39)

DefinaW (@) = acos(2n+ 1)@. Sea # 0, comoW¥ tem zero simples, pelo Teorema de Cabral-

Meyer 39, segue que a origem € uma solucao de equilibriovgista

Assuma, agora, quee= 0 ou 0 numerdkw ndo € inteiro para=1,...,2n+1, mas(2n+2)w

seja inteiro. Neste caso, o Hamiltoniano pode ser postornaafo
H(r,@,t) = r"[c+bcos(2n+2)¢ + O(r"+3/2), (6.40)
onde b e c sdo constantes.

DefinindoW (@) = c+ bcos(2n+ 2)@, pelo teorema de Cabral-Meyer 39, segue que:
(i) se|b| < |c|, a origem é uma solugéo de equilibrio estavel;

(i) se |b| > |c|, a origem é uma solu¢&o de equilibrio estével.
Com estas consideracdes temos demonstrado o seguintedeorem

Teorema 43 Se a# 0 temos a instabilidade da solugdo nula. No caso em gaéase|b| > |c

,a

origem é instavel e, gb| < |c| estavel.

6.4 Sistemas com dois graus de liberdade

Suponha, agora, que a fungdo Hamiltoniana perioHiaada em (6.1) tenha dois graus de

liberdade, ou sejad{ é da forma:

W W
H (a1, 02, p1, P2,t) = %((ﬁ +pd) + 7((1% +p3)+Hs+Hg..., (6.41)



6. Estabilidade de equilibrios para sistemas Hamiltonianos periédicos 152

ondeHg é um polinbmio homogéneo de grianas variaveis reais, gz, p1, P2 € 2Zreperiddico ent.
Nesta sec¢do, estudaremos a estabilidade da solucdo derguilla no caso em que 0s expoentes

caracteristicos apresentam uma Unica relacao de ressmdarterceira ou quarta ordem.

6.4.1 Estabilidade sob Unica ressonancia de terceira ordem

Suponha quevi e uyi hdo apresentam relacdes de ressonancia até segunda ordera@er

senta uma unica relagdo de ressonancia de terceira ordeatisakamos 0s casos:

(1) 3wy =m;

(2) 3w =m;
B+ 20, =m;
(4) 201 + 0 =m.

Nestes casos, de acordo com a subsecao 3.5.1, a forma narrHanaiitoniano (6.41) tem
parte cubica dada, em cada um dos casos acima, por:
(1) Hz = 2u3000(0 — 391.p%) + 2V3000( P5 — 3p105);
(2) Hz = 2U0300(03 — 3025) + 2Vo300( P3 — 3P203);
(3) Ha = 2u1200(011 (0% — P3) — 202P1P2] — V1200 P1 (0% — P3) + 20102P2];

(4) Hz = 2U2100[02(02 — Pp2) — 2021 P1] — 2V210d P2(02 — P?) + 20201 P1).-
Nas férmulas acima usamos as seguintes notacoes:

Ukgkolql, = Xkykol11,COS ML) + Vi kol 1,SEMML),

Vikgkal1lz = —Xkgkol11,SEMME) + Vi kol 1,CO ML),

1 21
Xakolile = 50 (Ukgo1,1,COSML) 4 Vi 1, 1,8€M(ML) )i,
1 21

Yikolilz = 50 (Vigkol,1,€0SM) — U i1, 1,5€r(mt) )dt,

S3A=m.
Para cada um dos caso temos a seguinte afirmacao:

Teorema 44 Nos casos acima, sélggz,l,z erﬁlk2|l|2 # 0entdo a origem € uma posigédo de equilibrio

instavel do sistema Hamiltoniano associado a H.
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Demonstracdo. Vamos, inicialmente, ver a demonstragao para o caso (1).s@ (@3, segue de

forma analoga ao (1).

Como, por hipéteseg%ooo-i- y%oo(ﬁé 0, ap6s a mudanca simplética (dependente do tempo) de

coordenadas

qj = V2rjsen@ —wjt+6),  pj=/2rjcogy; — wjt +8), (6.42)

onde

ser(3) = — 3000 cog30) = 300 (6.43)

b b
2 2 2 2
\/ %3000 Y3000 \/ 3000 Y3000
3/2

o0 Hamiltoniano assume a forma:
H(r1,r2, @1, ¢2,t) = —4\/2("%030+ V30301 Sen3e1) +O((r1+r2)%). (6.44)

Para provar a instabilidade usaremos o Teorema de Cheta&eff/ a funcdov = V;Vo na
forma:

Vi=r8—r2  Vo=r"%coq6q) (a>2). (6.45)

Para a regia > 0 tomamos/; >0 e 35 < ¢1 < {5. Observe que na fronteira desta regid@u
\, se anula e dentro, vale a igualdade

rp=pri% 0<p<1, (6.46)

2
sendop? = :_i% O parametrar sera escolhido de modo que a derivadd/deo longo das solucdes
do sistema Hamiltoniano associad¢iaseja definido positiva na regidb> 0. Para 2< a < 3,

temos que

&= 6\/2(X(2)o:-',o+ Ya030rS T[(20cos(3¢1) + f1)cos(6¢n)+
(6.47)

3(1— B?)(cog 3@y + ser(3qy)sen(6@) + f2)],
onde as funcdef, e f, tendem a zero quande tende a zero. Na regidb > 0, ocorre a desigual-

dade

cog 3¢y ) > %2, cog3¢1) + sen3¢)sen6¢;) > 1. (6.48)

Portanto, de (6.46) e (6.47) e pela proposicao 4, segue quegidV > 0, numa regiao sufi-
cientemente proxima da origem, a fung%*{oé definida positiva e, de acordo com o Teorema de

Chetaev 36, temos que o equilibrio é instavel.
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No caso (3), apds a mudanca de coordenadas (6.42), onda, agor

X0012

sern30) = Y0012 , €og30)= , (6.49)
\/ XGo12 Yoo12 \/ XGo12 o012
obtemos
H(ry,r2, @1, @2,t) = —4\/ 2(X012+ Y3o12)2r 1 “ser(@y + 2g2) + O((r1 +12)?). (6.50)
A instabilidade é demonstrada com a ajuda da funcao de Chétaew; Vo, onde
Vi=13—(rp—2r1)?%, Vo= rzri/ZCOQ((pl—f— 2p) (2<a<3). (6.51)
A demonstracao da instabilidade no caso (4) é analoga aq®gaso m

Observagao:Sexg y,i.i, + Yik,l,, = 0- temos quéiz = 0 e, portanto, precisamos normalizar mais

termos dos Hamiltoniand para conhecer a estabilidade do equilibrio.

6.4.2 Estabilidade sob Unica ressonancia de quarta ordem

Suponhamos, agora, que 0S expoentes caracterisbi¢aes wpi NAo apresentam apresentam
relacbes de ressonancia até terceira ordenHgpy 0) e que apresentam uma Unica relacédo de
ressonéancia de quarta ordem, para qual temos as seguisgsijades:

(1) 4un =m;

(2) 4o =m;

(3) 2(wr + ) = m;
(4) w1+ 3w =m;
(5) 3w+ =m.

Vamos estudar a estabilidade da origem em cada um destas Basacordo com a secédo 3.5.2,

temos que a forma normal do Hamiltoniadpdado em (6.41), tem a forma:

H(r1,r2, @1, @2,t) = W1r1 + Wal2 + Cogls -+ Cr1f1fo+ Coors + Hj + . .. (6.52)
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onde, em cada um dos casos acifaé dado respectivamente por:

(D) Hy(re,r2, @1, o, t) = \/ X504+ YaoosSer(4en)rs;
(2) H3(ra,r2, @1, @2,t) = | /XBooa+ YoooaSer(4e)r3:
(3) Ha(r1, 2, @1, @2,1) = \/X200+ Vo005 2( @1+ @2);
(4) Hi(ra, 12, @1, 92,t) = /X300 + YigosSer(r + 3¢2);
(5) Ha(r1, 12,01, @2,t) =\ /X§100+ V3100581301 + 2),

2 2 2 - . . ~
desde que )., + Yigkol,, 7 0- NO caso em qu&ﬁlkzlll2 + Yigkolyl, = 0 OU 1, ..., Gnl NAO ap-
resentam relagbes de ressonancia de quarta ordem, temds, gu€. Neste caso, ndo temos

critérios para conhecer a estabilidade do equilibrio.

Introduzindo as seguintes notagdes:

A = \/Xm B1 = ¢2o,
Ao = /Xoout Yaoos B2 = Coz,
Ag— \/M B3 = Coo+ C11+ Co2, (6.53)

Ag= 3\/3<X%300+ Y%goo)a B4 = €20+ 3C11 + Cop,

As = 3\/ 3(%3100+ Y3100): Bs = 9co0+ 3C11 + Coa,
temos o seguinte teorema:
Teorema 45 Se A > |Bj|, entéo a posi¢éo de equilibrio € instavel.
Demonstracdo. Inicialmente, demonstraremos o caso (1). Para isto, ceresid funcdo de
Chetaev na form¥® = V;V,, onde
Vi=r$—r3 Vo=ricog4aq), (6.54)

sendo < a<3ea=1+¢ 0< ek 1. Paraaregia¥v > 0, tomemos a regidd > 0 eg—;p <

@1 < g5. Na fronteira desta regia ouV, se anula e no interior

rp=prl/%, (0<B<1). (6.55)
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A derivada de/ ao longo das solugdes do sistema Hamiltoniano associbidé da forma:

%—\t’ = 4ry0 + 3{(aArcog4q@; ) )cog4aq) + 2(1 — B?)[Arcog 4eq; ) —

Biser(4aq;) +eser(40¢, ) (Arser(4qr) — By)]},

onde as funcdeg; e g2 sao tao pequenas quanto se deseje quanmde a zero.

(6.56)

De (6.56) e pela proposicao 4, paa> |B;| e, tomanda suficientemente pequena, a fungéo

‘é—\t’ € definida positiva na regidb > 0, numa vizinhanca da origem e, pelo Teorema de Chetaev 36,

temos que o equilibrio € instavel.

No caso (3), a instabilidade é provada com a ajuda da func@&hemew = V;V,, onde

Vi=r3—(ri—r2)% Vo =riracoRa(@ + @),
onde2<a<3ea=1+¢0<ex 1.
No caso (4), A funca¥ pode ser tomada na fornva= V;V,, onde
Vi=r19—(r—3r1)?% Vo= rlrg/zcosZa(cpl—i— 3¢),

onde2<a<3ea=1+¢0<exl.

A demonstracao no caso (2) é analogo ao (1) e, o caso (5) ao (4).

6.5 Resultados para sistemas comgraus de liberdade

(6.57)

(6.58)

Assumiremos, nesta secao, que o Hamiltonidraefinido em (6.1) tenhagraus de liberdade.

Estudaremos a estabilidade da solu¢éo de equilibrio nutasmem que os expoentes caracteristi-

COSA1,...,An @apresentam uma Unica relacéo de ressonancia de terceivaxa grdem.

Inicialmente, suponha que 0s expoentes caracteristiceseagam uma unica relagéo de ressonan-

cia de terceira ordem de uma das formas:
(1) 3wy =me Z;
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(2) 201+ =me Z,
B)w+wm+uw=me Z.

Nestes casos, a forma normal de Gustavsad d#é os termos de terceira ordem, tem a forma

n

Z (of + Pf) +Hy +Ha+ ... (6.59)

ondeH3+, nos casos (1)-(3) é dado, respectivamente, por:
(1) Hg = 2us(0 — 301p2) — 2vs(p3 — 3pac);
(2) Ha = 2us[a2(0f — p2) — 2001 p2] — 2vs[p2(0Z — p3) + 20112

(3) Ha = 2us[03(a102 — p1P2) — P3(d1p2 + d102)] — 2vs[P3(0102 — P1P2) + 03(d1 P2 + A102)],
sendo

Us = Xscogmt) + ysser(mt),
Vs = —XsSermt) + yscogmt),

1 2n
=50 (uicogmt) — viser(mt))dt

21

1
Ys = 2 o (vicogmt) + uzser(mt) )dt

3A=m.
Para estes casos, temos o0 seguinte teorema:

Teorema 46 Se £ +y2 # 0, entdo o equilibrio é instavel.

Demonstracao. Inicialmente, fagamos a mudanca de coordenadas simplética
qj =, pj=,j=1,....,n (6.60)

Com isso, 0 novo Hamiltoniano nos casos (1)-(3), tem a forma:
(HH = Alrg/zser(3<p1) +Hs+Hs+ ..., ondeA; = fazer,
(2)H = A2r1r2 2ser(2cp1 +@)+Hs+Hs+..., ondeA; = fazer,

(B)H = Agrl/2 %/2 1/25er((p1+(p2+(p3)+H4+H5+..., ondeAz = fazer

Para provar a instabilidade usaremos o Teorema de Cheta®e@/. a funcdov = ViVo...\,

onde, nos casos (1)-(3)
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(1)V1:rf/zcos(6(p1) eVij=ri—rj,j=2,...,n
(2)V1:r1r%/2vj =ry1—rjj=2,...,n

(3) V1 =r1rar3co2(@r + @3+ @) eVj=ri—rj, j=2,...,n.

Para a regia > 0 tomamos/; >0, j =1,...,n. Observe que na fronteira desta regiése
anula e dentro, vale a igualdade

r=pir% 0<p<1, (6.61)

sendo O< Bj = % < 1. A derivada dé&/ ao longo das equagdes do movimento, nos casos (1)-(3),
valem:
(V= $ArT g (en) +O(r7 2,
onde
91(¢1) = 3[cog3¢y) + sen(3gy)ser(9¢y)] + 2ycos3¢1)cog6¢y),
sendoy = 3L, M4 j—1(1—Bj);
(2)V = Fazer
(3)V = Asry > gs(@1 + @2+ 93) + O(r]*3), ondegs(@y -+ @2+ @3) = 51005 @1 + G2+ @) + 2C08 @y +
@+ @3)co02(@1 + @2+ @3), sendod; = e dy =.

Na regiaov > 0, ocorre a desigualdade

cog3@) > %2, cog3@1) + sern(3@;)sen(6¢;) > 1. (6.62)

Portanto, pela proposicao 4, segue que na regi&o0, numa regiao suficientemente proxima da
origem, a fungéé’% é definida positiva e, de acordo com o Teorema de Chetaev 36s tgne 0o

equilibrio é instavel. n

Sex2 +y2 =0, temos quels = Vs = 0 e, portanto, a parte cubica da forma normal de Gustavson
deH é nula, aresposta a estabilidade esta nos termos de orderosagrés. Vamos agora estudar
a estabilidade neste caso, assumindo que 0s expoenteedat@os apresentam uma unica relacao

de ressonancia de quarta ordem.

De forma analoga a normaliza¢éo dos termos de quarta ordétarddtoniano com dois graus

de liberdade da subsecéo 3.5.2, sob a presenca da Unicaordiagcessonancia de quarta ordem,
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dadas nos casos (3) e (4) acima, o sistema Hamiltonianaamaws de liberdad#, escrito num

sistema de coordenadas conveniente assume a forma:

H=or+. .+t Y cjp it i+ Hp+ (6.63)
jit...+jn=2

ondeH, = Hj(r1,...,r,@1,...,¢n,t) € dado nos casos (3) e (4) respectivamente por:
(3) Hy = /& +y3ser(4q))r?;
(4) Hy = /& +ysser(gj; + @j,),

desde quei +y2 # 0. No caso em que +y2 = 0 ouwyi,...,wni Ndo apresentam relagdes de
ressonancia de quarta ordem, temosleggie= 0.
Introduzindo as seguintes notacgdes:

Az =/X5+VY3, Bs = ¢y,
Ay = V X§+y§, Bs= Z Ci1ino

jit.+in=2

(6.64)

sendok an-upla de nimeros inteiros tal qug-a&sima componente fale dois e as demais zero. De

forma idéntica a demonstragéo do Teorema 45, temos a valdtadeguinte teorema:

Teorema 47 Se A > |Bj|, entéo a posi¢éo de equilibrio € instavel.



Capitulo 7

Estabilidade de equilibrios para sistemas

Hamiltonianos autbnomos

Neste capitulo, forneceremos alguns resultados sobreibdtate de equilibrios para sistemas
Hamiltonianos autdnomos. Para os sistemas com dois graubelelade, apresentaremos dois
teoremas muito importantes, sdo eles: o Teorema de ArnalseM([2] e [3]) e 0 Teorema de
Cabral-Meyer [6], 0s quais aplicaremos ao estudo da estdadie do equilibrio de alguns sistemas

Hamiltonianos particulares.

7.1 Introducao

Considere o Hamiltoniano auténomo corgraus de liberdade

H(a,p) = Hz2(d,p) +Hs(q,p) ..., (7.1)

ondeHg é um polindmio homogéneo de greuSuponha que a origem € uma solucéo de equilibrio
do sistema associadoth. Se pelo menos um dos autovalorgs..., A, do sistema linearizado
associado & tem parte real ndo nula, pelo teorema 30, temos que a origesta¥el no sentido

de Liapunov. S&\1,...,An, sdo imaginarios puros e distintos, digambs= wji # 0, de acordo
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com o corolario 5, existe uma mudanca de coordenadas siogsldal queH, escrito nas novas

coordenadas (por simplicidade usaremos a mesma notagéo)@&s forma:

Z qJ + pJ (7.2)

NIH

Sew,...,wn tém o mesmo sinakl, € definida positiva e, como consequiéncia do corolario 10,
temos que a origem é um equilibrio estavel. Para sistemadtbaisanos com um grau de liber-

dade, temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 48 Suponha que o Hamiltoniano (7.1) tenha um grau de liberdasigj@\ = 0 o0 auto-
valor da matriz do sistema linearizado associado. Entéorigeon é um equilibrio estavel se, e

somente se\ for imaginario puro.

Para sistemas Hamiltonianos onde o numero de graus dedienmaior que um, so falta
estudar o caso em que a parte real dos autovalores séo téaas@estudo destes casos ainda néo
estad completo, no entanto, para sistemas Hamiltonianoslotsrgraus de liberdade, nos ultimos
anos, devido a grandes Matematicos como Arnold, Cabral, déarkMeyer, Moser, Sokol'skii

entre outros, tem-se tido um progresso significativo, o quedtraremos a continuagao.

7.2 O Teorema de Arnold-Moser para sistemas Hamiltonianos

autbnomos com dois graus de liberdade

O Teorema da Curva Invariante 13 pode ser usado para es&bedeualtados sobre estabili-
dade de pontos de equilibrio. Em particular, temos o Teownarnold-Moser e o Teorema de

Cabral-Meyer. Nesta secédo, veremos 0 primeiro teorema edRar& secao, o segundo.

Considere um sistema Hamiltoniano auténomo com dois gradibetelade e Hamiltoniano
H. Suponha quél esta normalizado e que nas coordenadas simpléticgs, p1, p2, H assume a

forma;

H=HptHyt... +Hoy+H, (7.3)
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onde

(i) H é uma func&o real analitica numa vizinhanga da origem e IR

2, 2
(i) Hok, 1<k <N, € um polinbmio homogéneo de grkemry, rp, onder; = q'zpj , J=1,2.

(iif) H* tem uma expanséo em série que comeca com termos de grau a® 2Nen;

(iv) Hy = wqr1 — wpro ondewy sdo nimeros reais nao nulos.

Existem algumas informac¢des implicitas sobre a formH dgfo elas:

(1) Se considerar-mos o Hamiltoniano truncadic= Ho, ou seja, o sistema linearizado, entao
verifica-se que o problema corresponde ao movimento de doikdores harmonicos desacopla-

dos com frequéncias; e wy.

(2) Sew; e wp possuem sinais iguais entdo, de acordo com a introducaostanestabilidade

do equilibrio.

(3) Hy, 1 < k < N, depende unicamente de e ro, assim,H esta na forma normal de Birkhoff
até os termos de graiN2 Isso, de acordo com a demonstragéo do teorema 15, requey; Gus,

nao apresentem relacdes de ressonancias até ofdem 2

Teorema 49 (Teorema de Arnold-Moser para sistemas com dois gus de liberdade) Assumindo
as hipotese acima sobre o Hamiltoniano, se para alguh<kk < N, Dy = Hok(wp,w;) # 0, ou
equivalentemente, +hao divide Hy, entdo a origem é um equilibrio estavel no sentido de Lia-

punov para o sistema Hamiltoniano associado a (7.3).

Demonstracdo. Assuma queD, = ... = Don_2 = 0, masDyy # 0. Assim, deve existir um
polinbmio homogéneo de gralkk 2 2 tal queHox = HoFp_». O Hamiltoniano (7.3) assume a
forma:

H :H2(1+F2—|—...+F2N,2)—|—H2N—|—H*. (7.4)

2., 2 .
Usando as variaveis simpléticas acao-angute q';p' , @ = arctan(%), e re-escalando as

novas variaveis pdf = £2J, e @ = @, ondes é um parametro pequeno. Esta mudanca de variaveis
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é e2-simplética; assim, o novo Hamiltoniano (por simplicidag®remos a mesma notacéo) é
dado por:
H = HoF 4+ eN"2Hy + O(eN 11, (7.5)

ondeF =1+ €2F + ... + €N 4Fn_a + €N 2FN ).
Fixe uma vizinhanga da origem, digamod |< 4, e chamemos ela d&. De agora em di-

ante nos restringiremos em nossa analise as condi¢cdessmeenW. Sejah € [—1,1] um novo

parametro. Desde qle= 1+ O(g?), tem-se
H—eN-1h=KF, (7.6)

ondeK = Hy + e2N-2H,y_»>+ O(e™N-1). ComoF = 1+ O(¢?), segue qué > 0 parag sufi-
cientemente pequeno, assim, o nivel de engrgia €N~1h é 0 mesmo nivel d& = 0. Seja

z=(J1,d,01,@), e considere o sistema Hamiltoniano
7 =J0OH = (JOK)F +K(JOF). (7.7)
Sobre o niveK = 0, as equacdes do movimento assume a forma:
z=J0OH = (JOK)F. (7.8)

Parae suficientemente pequend-epositiva, podemos re-parametrizar o tempo ¢ot= Fdt e as
equacdes acima se torna:
7 = JOK, (7.9)

;_d
onde = gt

Assim, temos mostrado que na vizinhalgaparae pequeno, o fluxo definido pat sobre o
conjunto de nivel onddl = £2N~1h é uma re-parametrizac&o do fluxo definido Kasobre o nivel
K = 0. Logo, é suficiente considerar o fluxo definido gosobre o conjunt& = 0. Para este fim,

as equacdes do movimento definido gosao

‘]i/ — O(SZN_l)
@, = _ml—aZN—Z"g'Tle +0(eN-1) (7.10)

@ =y — SZN_Z%%N +O(eN-1),
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onde consideraremos as seguintes condi¢fes ing{@s= J e ¢(0) = @. Destas equagdes a
aplicacéo de Poincaré (para maiores detalhes sobre ag@aida Poincaré, o leitor pode consultar
Meyer [25]) sera calculada sobre a se@age0 mod 2tno conjunto de nivek = 0 e, 0 Teorema da

Curva Invariante 13 sera aplicado.

Da primeira equagéo temdgt) = J +O(¢2N~1). Por outro lado, levando em conta que

Hon = Hon(J1,32) = akl,szll(ngz, (7.11)
ki +ko=2N
entdo
H
2 ky-+ka=2N

analogamente tem-se a formula pﬁggﬁ. Substituindo na formula (7.11) os valores der),

obtemos
oH _ oH
(1) = kod, ko Y02+ O™ = =22 (0)+ 0™ ), (7.13)
0Jy ki+ke=2N 0J
e, de forma analoga conseguimos
= 7.14
53 (0="5; (0+0E™™ (7.14)

Da ultima equacéo em (7.10) calculamos o tefipoecessario parg@ crescer em g, e ele

dado por

2T[ SZN_Z aHZN 2N 1
T=—1(1+ +O(e“ . 7.15
- ( -2 o >) (7.15)

Integrando agora a segunda equagédo em (7.10)ent@et =T e denotando pap* = @ (T)

temos

¢ =@+ (—001 - sZNza(';%> T+0O(eN1), (7.16)
1

De (7.15) e (7.16), obtemos

2mwy;  21eN—2? < OHon aHzN) ON_1
= — - + +O(¢e ,
=0 2 253, (&)

as derivadas parciais que aparecem na férmula acima séadasgén(J;,J;). Da relagédo

(7.17)

K =Hy+0(eMN2) = wyJ; —apdo+0(eN-2) = 0 (7.18)
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temos que
w1 2N-2
bo=—5q+0(¢ . 7.19
2= o+ OEN ) (7.19)

Substituindo este valor db na Ultima expressdo@ e usando a identidade de Euler para funcdes

homogéneas obtemos
¢ =@ +a+eN 2Nt oY), (7.20)

ondea = —2n&l e B = —ZH%HZN(OOZ,QM). Pela hipotes®,n = Hon(wp, wy) # 0 temos que

B # 0. Junto com a equacéo (7.19), a equacgao
J— 3 +0(eN 1 (7.21)

define uma aplicac&o que preserva area de uma regiao aﬁgﬂamaﬂ;% < J1 < 3 parae suficiente-
mente pequeno. Pelo Teorema da Curva Invariante 13garfecientemente pequenole < g,
existe uma curva invariante para esta aplicacdo dada pop(@1,€), onde% < p(@1,€) < 3, para
todo @, além diss@ € continua e #-periddica emp;. Para todc, 0 < € < g, todas as solucdes
de (7.10) as quais comecam &m= 0 com condicéo inicialy, J, < % deve terJ; < 3 para toda.
Isto é verdade parac [—1,1] devido a uniformidade no erro estimado. Desde l§ue O temos
quel, = %J1+..., uma cota sobik implica uma cota sobré,. Assim, existem constantes k
tais que s&l; (1) e Jo(1) satisfazem a equagdes (7.10), comecando $bte, eJ;(0) < 0, entdo

| Ji(1) |[< kparatoda, he [-1,1] e 0< € < gp.

Voltando as coordenadas originaiss,r2, ¢, @) € ao Hamiltoniano originaH, isto significa
que para (X € < g, todas as solucbes do sistema (7.3) as quais comecamidobre®N—1h e
satisfaz| ri(0) | < £2c deve satisfazgr(t) | < €2k para todd, h € [-1,1],0< € < go. Desde qué
é arbitrario, os conjuntos onde;(t) |< £c (ou £2k) e H = £N—1h representa uma vizinhanca da
origem e ela pode ser escolhida arbitrariamente pequesia, toenale pequeno. Assim, a origem

é estavel. -
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7.3 O Teorema de Cabral-Meyer para sistemas Hamiltonianos

autonomos com dois graus de liberdade

Considere o sistema Hamiltoniano auténomo com dois grautbeeladeH, o qual escrito

num sistema de coordenadas convenientes tem a forma:

H(ri,ro,@1,@) = Ha(r1,r2) + ...+ Hy _2(r1,r2) + Hn(ra,r2,a@ + bgp) + H*, (7.22)
onde
(i) Hz2 = w1r1 — wprp ondewy sdo nameros reais;
2., 12
(if) H2j, 1< j <N, € um polinbmio homogéneo de graemry, rp, onder;j = qﬁTp’, =12,

(i) Hm(r1,r2,a@1 +bgy) € um polindbmio de gramem,/ry, /T2,
(iv) H* s0 contém termos de ordem maior queas variavei§ /1, /72

(v) H € uma funcéo real analitica nas variavgls,, /2, 1, ¢, € 2Zieperiodica emp, e @p.

O fato deHy, ser uma funcéo do Unico angwe; + bg, é equivalente ao fato qui, € constante
ao longo das solucfes do sistema Hamiltoniano linear as$wmeH,, isto €,H,, é constante ao

longo das solucdes dg = —wy, @ = —wp, f1 =0, f = 0.

Seja
l.|J((p) = Hm((’ozawlaa(p)v (723)
ondeg= @ + @p.
SejaDyj = Hoj(uwp,wy). Se, para algunj = 2,...,1 — 1, temosD»; # 0, entdo o Teorema de

Arnold-Moser 49 afirma a estabilidade da solu¢éo de eqigilthe= p; = 0. Portanto, assumiremos
queDyj =0, paraj =2,...,| — 1 e, assimHm, € o termo que decidira a estabilidade ou instabilidade

do equilibrio.

Teorema 50 (Teorema de Cabral-Meyer para sistemas com doisaus de liberdade) Se
(@) # 0 para todog, entdo a origem é um equilibrio estavel. §éem uma raiz simples, isto &,

se existep* tal quey(@*) = 0 e Y/ (¢*) # 0, entdo a solugdo de equilibrio é instavel.
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Demonstracdo. Para a demonstracéo seguiremos as idéias utilizadasoamtente para provar o
Teorema de Arnold-Moser 49. Desde dixg = 0, 0 polindmio homogéneld,; temH; como um
fator, isto €Hpj = HoF,j_», onde o segundo fato € um polindmio homogéneo de grali emry,
r,. Temos

H =HyF +Hm(r,r2,@) + ..., (7.24)

comF = 1+F+...+Fy_4. Proximo da origem os valores #gj sdo pequeno e podemos tomar
o reciproco da funcéb,

Flo14... (7.25)

onde... representam os termos de grau ao menos fi;er. PortantoH = F~1H pode ser escrita
como

H = Ho+Hm(r1,r2,a@ +bgy) + . ..., (7.26)

onde. .. representam termos de grau ao memesl em,/r1, \/I2.
ComoH = FH as equacdes de movimento sdo da forma:
7z=J0OH = FJOA + HOF, (7.27)

ondez= (ry,r2, @1, @) €J € a usual matriz 4 4 anti-simétrica da mecénica definida na primeira
secdo do capitulo 1. Se fazemos a mudancga na escala no tengo-pb dt e denotamos= /dt

as equacdes de movimento sobre o conjithte 0 (ouH = 0) s&o:
Z =JOH. (7.28)

Assim, préximo do equilibrio o fluxo definido pbt sobreH = 0 é uma re-parametrizacao do fluxo

definido porH sobreH = 0.

E suficiente provar a instabilidade sobre a superficie 0 ou, equivalentemente, solifie= 0.

Resolvendo a equacao

~

O0=H =wyr1 —pra+Hm(rs,ro,a@ + b)) + ... ., (7.29)

pararo, obtemos

Wy 1 ] mid
rp=-—r1+-—Hm(ry,—r,a@ +bgy) +O(r, 2 7.30
2= T o m(r1 o ! )+0(r;* ) (7.30)
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ou, equivalentemente

b mi-1

1 m mil
o= 11+ —57Hm(wp, 01,801+ b@2)rf +0(r;* ). (7.31)
(1)22

O lado direito destas equagdes séo analiticag/emg:, @.

SejaHT(rl,(pl,(pz) menos o lado direito desta expressao pardas equacdes de movimento
observamos que, é uma funcéo crescente de assim podemos usar ela como uma variavel inde-
pendente (tempo). Assim, a funclid define um Hamiltoniano com grau de liberdade dependente

do tempo, 2-periddico emy; e @,.
Agora usaremos a mudanca de coordenadas simplética

b
O=Qit+_@, r=n (7.32)

a qual é gerada pela funcéo
b
S, @1, @) =T (cpl+ 5(92) - (7.33)
Desde que a derivada &com respeito ao tempg é

0S b b
E —ra—arl, (734)

a nova funcdo Hamiltoniana é dada por:

K(r,9.¢2) = W(@)r"+0(r"*2), (7.35)
onden=m/2e
1
W(p) = —@Hmw,wl,acp)- (7.36)

Note queK é 2r-periodica emp e 2are-periddica emyp,. Por hipotesel(@) tem um zero simples
e, portanto, pelo Teorema de Cabral-Meyer para sistemas gograu de liberdade (teorema 39),
segue que = 0 é um equilibrio instavel para o sistema Hamiltoniano daéfiiorK. Conseqtien-

temente, o equilibrig; = p; = 0 é instavel.

Se desejarmos provar a estabilidade do equilibrio sobneebhii= 0 poderiamos simplesmente

aplicar o teorema 39. A instabilidade do equilibrio sobreiveinde energigH = 0 implica na
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instabilidade sobre qualquer nivel. Ja para estabilidsgtendo é verdade, com isso, vamos fazer

um pouco mais de esfor¢co para obter o resultado da estalglida

Primeiro escalamos as variaveis agée €2J;, ondee é a pequena variavel escala. Ela é uma
mudanca de coordenadas simplética com multiplicad&rassim, o Hamiltonian#l torna-se (nas
variaveisly, J, @)

H = HoF +&™2H,+O(e™ 1), (7.37)

onde agora,
F=1+&FR+ -+ *F_a. (7.38)

Fixando uma vizinhanga limitada da origem, digamds$< 4 assim o term@®(¢™1) & uniforme
e, daqui em diante, restringiremos nossa atencéo a esthaigia. Sejh um novo parametro no

intervalo[—1,1]. Desde qué& =1+ ---, temos
H—e™h=KF, (7.39)

onde
K =Hy+&™Hy 2 +O(em ). (7.40)

Parag suficientemente pequeno, a funga@ positiva na vizinhanca sob consideracdo e assim o
conjunto de niveH = €™ 1h é o mesmo que o conjunto de nivel= 0. Sejaz = (J1,J, @1, @) €

sejal] o gradiente com respeito a estas variaveis. As equacdesvimemnto sao
7=J0H = F(JOK) +K(JOF). (7.41)
Sobre o conjunto de nivél = 0, as equacdes tornam-se
z=F(JOK). (7.42)

Paras pequeno, como foi observado anteriormeht&, positiva. Assim, a re-parametrizagdio—=
Fdt transforma estas equacfes em
Z = JOK(2), (7.43)

onde "prima"denota a derivada com respeito a
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Temos assim demonstrado que na vizinhanca consideradea € pequeno, o fluxo definido
por H sobre cada nivel de enerdgib= €™ 1h é uma re-parametrizacdo do fluxo definido por

sobre cada nivé{ = 0. Agora, a estabilidade do equilibrio sobre cada nivel éeges
H=¢™1h (7.44)

garante que variando o parametroa estabilidade do equilibrio. Assim, € suficiente provar a

estabilidade da origem para o sistema (7.43), sobre o dongumivelK = 0.

Agora, de (7.40), temos que:
K = Wi — opda + €™ 2Hy(J1, Jo, ap) + O(e™ ). (7.45)

Agora procederemos ao calculo do Hamiltoniano no conjnte0 justamente como no caso de

instabilidade para obter (com= m/2)
K(r,0,@) =M 2W(@)r"+0(em1). (7.46)

A diferenca € quéK é analitica paraZQL < r < 3 para todce pequeno, e assim pelo Teorema da
Curva Invariante 13 existem toros invariantes os quais aapartoror = 1 do toror = 2 para

€ pequeno, digamos, € € < gp. Para todo X € < g toda solucdo a qual comeca com< 1
devemos ter < 2 para todor. Desde que sobr€ = 0 temosJ, = (wy/wp)Jd; + -+ € uma cota
ou limitagdo sobre = J; implica numa cota ou limitacdo sobdg. Assim existem constantese

k tais que sely(1),J2(T) satisfazem o sistema: parale < &g, comecam sobr = 0 e satisfaz

|31(0), |[J2(0)| < centdo|Jdi(T)|, |J2(T)| < k paratoda e 0< € < g.

Retornando as variaveis originais ndo escaladas com Hamaitio originalH isto significa que
para 0< € < gg todas as solucdes as quais comegam sdbrec™h e satisfazenfri(0)], [r2(0)] <
g2c deve satisfazery(1)], |r2(1)| < €2k para todd e todo—1 < h < 1, & < g. Assim o equilibrio

é estavel. n

Vamos agora ver alguns comentarios sobre o teorema acima.

Comentarios: (1) Observe que para o resultado da estabilidade poderimdg, independente
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do angulo. Assim, este teorema inclui o Teorema de Arnoldevido.

(2) Na maioria das vezes, como veremos has proximas segi#gla@os autovalores do sistema
linearizado apresentam relagdes de ressonancia é pogsiveheio de uma mudanca de coorde-
nadas simplética, escrever o Hamiltoniano original na &(m22) e, assim, obter a resposta sobre

a estabilidade do equilibrio.

(3) Com uso deste teorema, vamos reescrever na continuaggfines demonstracdes de teore-
mas envolvendo estabilidade de equilibrios sob presengasdenancias, encontradas no livro de
Markeev[24], de forma muito compacta, ja que, obtida a fonoanal da funcdo Hamiltoniana

e escrevendo esta nas variaveis acdo-angulo, os teoremamaaconsequéncia do Teorema de

Cabral-Meyer 50.

7.3.1 Addendum ao Teorema de Cabral-Meyer

Suponha, agora, que o Hamiltoniadalefinido em (7.1) tenha dois graus de liberdade e que os
autovalores da matriz do sistema linearizado)sée 0 eA> = wpi # 0. Assuma que, num sistema

de coordenadas convenientes o Hamiltonidnassume a forma:

H(r1,r2, @1, @) = 82002r2 + Hm(ra,ro, @) + H, (7.47)

onde
(i) & = +1;
2.4 2
(i) Hm(ra,r2,a@1) € um polindmio de gramem, /ry, /T2, onderj = q'+Tp', j=12;
(iii) H* s6 contém termos de ordem maior queas variaveis/r1,/12;

(iv) H € uma funcéo real analitica nas variavgis,, /T2, @1, ¢z € 2r-periodica enp, e .

Addendum 1 (Addendum ao Teorema de Cabral-Meyer) SejaW(@;) = Hm(wp,0,¢1). Sew
tem um zero simples entdo, a origem € um equilibrio instaael p sistema associado a H. No

caso em qu&’(qy) # 0 para todog,, temos a estabilidade do equilibrio.
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Demonstracdo. Como na demonstracdo do Teorema de Cabral-Meyer 50, é sudigmvar a

instabilidade sobre a superfidie= 0. Resolvendo a equacao

0=H = dwpro+Hm(ry,r2, @) + ..., (7.48)
parar,, obtemos

1 H 0 O S 7.49
M= —m m(ry,0,@1) +O(ry? ). (7.49)

ou, equivalentemente

1 m mel
r2 = ——MHm«DQ,O,(p]_)rf +O<r12 ) (750)
620022

O lado direito destas equagdes séo analiticag/emg, @».

SejaH(r1, @1, @) menos o lado direito desta expressdo pardDas equagdes de movimento
observamos que € uma funcéo crescente te, assim, podemos usar ela como uma variavel inde-
pendente (tempo). Assim, a funcéld define um Hamiltoniano com grau de liberdade dependente

do tempo, 2-periodico emp; e @p. A nova fungdo Hamiltoniana € dada por:

1

K(rs, @1) = W(@u)rf +0(r] %), (7.51)
onden=m/2 e
1
W(@) = ———Hm(wp, 0,@1). 7.52
(o) e (02,0,¢) (7.52)

Note queK é 2rt-periodica emp e 2areperiddica emyp,. Por hipotesel(@) tem um zero simples

e, portanto, pelo Teorema de Cabral-Meyer para sistemas gograu de liberdade (teorema 39),
segue que; = 0 é um equilibrio instavel para o sistema Hamiltoniano deédimiorK. Conseqtien-
temente, o equilibrig; = p; = 0 é instavel. No caso em g8énunca se anula, seguindo 0s mesmos

passos da demonstragdo do Teorema de Cabral-Meyer 50 segjabiidade do equilibrio. =

7.4 Aplicacao do Teorema de Arnold-Moser ao estudo da esta-

bilidade no caso nao ressonante

Para um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdads ewjtovaloresos i, wpi ndo ap-

resentam relacdes de ressonancia até quarta ordem, de aoarch demonstracéao do teorema 15,
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por meio de uma mudanca de coordenadas simplética, podemesarca fungcdo Hamiltoniana na
forma:
H=ownri1—owpro+ Czor% +C11r1r2+ Cozf% + O((I’l + r2)5/2). (7.53)

Neste caso, temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 51 Se @gu5 + C110 0 + Cot? # 0 entdo, o equilibrio € estavel.

No caso em quegooo% + 11000 + cozwﬁ =0, precisamos de mais algumas informac¢des quan-
tos as relacdes de ressonancia dos autovalores. SeQugi ndo apresenta relagdes de ressonan-
cia ordem &, de acordo com a demonstracao do Teorema 15, existe uméotraagéao de coor-

denadas tal que o Hamiltoniano escrito nas novas coordeaadame a forma:

N o
H=wir—wpro+ Girirh 4+ O((ry +rp) N+, (7.54)
i+]=2

Novamente, pelo Teorema de Arnold-Moser 49, segue a vaidadeorema:

Teorema 52 No caso em que,\@w’g‘ + cN_Llwg‘leL e +00Nw2‘ # 0, temos a estabilidade do

equilibrio.

Este teorema fornece uma generalizacao do teorema imaeéiatia acima.

7.5 Aplicacao do Teorema de Cabral-Meyer ao estudo da esta-

bilidade em alguns casos ressonantes

Nesta secdo, estudaremos a estabilidade da solucéo dimguilila para sistemas Hamil-
tonianos autbnomos com dois graus de liberdade quando ogalreswii,wyi da matriz do
sistema linearizado apresentam certas relagdes de ressandembramos queyi e wpi apre-
sentam relacdes de ressonancia de orklsa) e somente se, existem inteinase mp satisfazendo
|my | + |mp| = k tais quem o + mpay = 0. Observe que, os autovalopel A1 apresentam relagfes
de ressonancia de primeira ordem se, e somente se, um deslarge € nulo. Pare= 2 as possi-
bilidades s@ou +wp =0 ew; —wp = 0. Par&k = 3, as possibilidades s&g + 2w, = 0, wy — 20y,
-1+ 200, 201+ =0, -2 +wp =0e 201 —wp = 0.
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7.5.1 Estabilidade sob ressonancia de primeira ordem: aplicacéo do adden

dum ao Teorema de Cabral-Meyer
Suponha qua1 = 0 eA> = wpi # 0. Dependendo da matriz do sistema linearizado ser diago-

nalizavel ou ndo, temos dois casos para estudar a estdbilittasolucao de equilibrio nula.

No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagonaljz#e/acordo com a subsec¢éo 4.7.2,

a forma normal dé até termos de terceiro grau € da forma

Oty
H= 2 —= (B + p3) +H3(q1,92) + H* (0, a2, p1, P2) + - - (7.55)

ondeH3(q1, p1) = haoodd} + N201092 P1 + h102001 P + hoozops-

No caso em quel® £ 0, a funcdo Hamiltonianbl escrito nas variaveis a¢éo-angulo, definidas

por
qJ = V 2erOS((pj), pj = V 2rjser((pj)7 (J = 17 2)7 (756)

assume a forma
H = Sppr2 + 13 “H3(cos(@u), sen@r)) +O((r1 +2)?). (7.57)

DefinaW(p) = wg/z

H3(cog@),ser(@)). Note queH3 tem sinal varidvel numa vizinhanga da
origem, o que implica em dizer que a equagap;) = O tem solucaap; e, pelo addendum ao

Teorema de Cabral-Meyer 1, temos 0 seguinte teorema:

Teorema 53 SeW (¢) # 0, temos que a origem € um equilibrio instavel.

SeH3 =0 ou¥ néo tem zero simples, temos que normalizar mais termos ddtdaiano para
conhecer a estabilidade do equilibrio. A normalizacaéld®mente até termos de quarta ordem

(observe que o processo € convergente) nos fornece (veacsiach4.7.2):

5
H= 2(02 ——=(05+ P3) + Ha(a, p1) +H® (7.58)

onde

H* = ha00007 + h30100% P1 + 202003 P2 + h103001 5 + hoosed]- (7.59)
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No caso em quél® # 0, defina a funca&(¢1) = wiHa(cog@r),ser(@r)). SeH* tem sinal
constante numa vizinhanca da origem, temos‘furinca se anula. No caso em ddi& muda de

sinal, ¥ tem um zerap;. Segue, assim, do addendum 1 o seguinte teorema:

Teorema 54 Se H(qy, p1) tem sinal constante numa vizinhanga da origem, ent&o oieguoilé

estavel. Quand®”’(¢;) # 0, temos a instabilidade do equilibrio.

QuandoH* = 0 ouW n&o tem zero simples, a anélise da estabilidade é passatiraos de
ordem superior a 4. Em geral, Beé o menor inteiro tal quel™ = 0, entdo a forma normal do
Hamiltoniano até termos de orddvh(ver subsec¢éo 4.7.2) € dada por:

020
H = 22 (65 + p3) +H" (a1, p) + HY (a1, 0, P1, P2) + - (7.60)

sendo

HM(as, p1) = hi01,00 P (7.61)
ki+l1=M

Com isso, podemos generalizar os dois teorema acima da sefprima:

Teorema 55 Se H(qy, p1) tem sinal constante numa vizinhanga da origem temos a Gidtade

do equilibrio. No caso em queMitem sinal variavel, se a funcéo

W(@1) = HY (cogq1),sen(qr)) (7.62)

€ tal que um dos seus zeros € simples, temos que o equililstéeel.

Corolario 15 No caso em que M é impar, se a fun¢éap; ) tem zero simples, temos a estabilidade

do equilibrio.

Vamos, agora, estudar a estabilidade no caso em que a matsistdma linearizado néo é
diagonalizavel. Neste caso, de acordo com a subsecdo dxis® uma mudanca simplética de
coordenadas tal que o Hamiltoniano escrito nas novas coadds assume a forma:

o) 0
Ha(a1, 02, p1, p2) = Elch-l- ZTOOZ(QE-I- p3) +H3+H .., (7.63)

onde
s_ s 52 .05 22 1 12\
H> = hospop? + z hos-j,j,jP1 " (d2+p3)’, (7.64)
=1

paras= 3,4,.... SejaM o menor inteiro tal quégwoo # 0. Entdo, temos o seguinte teorema:
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Teorema 56 Se M é impar, entdo a origem € uma solucéo de equilibrio iest@ara os sistema
associado a H. No caso em que M é par, temos que o equilibrideéedsed; homoo > O e instavel

em caso contrario, ou seja, ®¢homoo < O.

Demonstracéo. Inicialmente, fazendo a mudanca de coordenadas

01 = O, 02 = v/2rosen(@y),
(7.65)
P1 = P1, P2 = /2rcoq @),
temos que
[s/2]
H(gi, p1,r2, @) =3 Q1+52002r2+ -+ hospop? +2 Z hos-j,j, Jpl
(7.66)

[8/2]
%1 + Sp0pr2 + homoop}! + 2 Z Z hos_j.j.jps
Observe quéd ndo depende de, e, portantoy, = 0, ou sejar, € uma integral primeira para o
sistema associadot. Podemos, assim, reduzir o sistema associdd@a sistema com um grau

de liberdade associado a

01
K(aw, pr) = 5 [ PE+ howoop! + KM + KM, (7.67)
sendo
M [s/2]
KM =KM(qq, p1) = o.s 2j.j.jd12]P1S— 2],
Zz Z 2k (7.68)

KM+1 — O((Ch + pl)(M+l)/2)
ondehOS 200 sdo constantes obtidas a partirtde_»; j j. Para o sistema associado, tomampps

como nova variavel independente (tempo).

Para provar a primeira afirmagéo, usaremos o teorema dailitdde de Liapunov 35. Como

funcao de Liapunov, considere a funcéo de sinal variavel

V = 32001 (1 — Md1homoops)- (7.69)

A derivada d&/ em relacao &, ao longo das equacdes do movimento é dada por

dv
0 Mhowmoo(af + P %) + V7, (7.70)
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ondeV* denota termos da formﬂ‘p'{, onde 3< m+k <M —1, comm= 0. Numa vizinhanga
suficientemente pequena da origem a furdode, tem sinal definido. Temos assim demonstrado

a primeira afirmacéo do teorema.

Para demonstrar a segunda parte do teorema, faremos umagau#acoordenadas simplética
(01, %) — (1, @) dada por

_ M+2 (2/(M+2)

q = V2rM Mg ), pL= IC(9), (7.71)

ondeS(@) e C(¢) sdo funcdes definidas pelas formulas

Clo)=-S@. S@=C"%9, CO=1 S0)=1 Cig+ M=

A funcdo Hamiltonianadd escrita nas novas coordenadasyp assume a forma

K(r,q) = r*W(g) + O(r*+/2), (7.72)
ondea = @M e 5
() = —— (@) + ACY (@), 7.73
(@) 52&2[ (@) (@] (7.73)
sendoA = 61h0Moo(M+2) . Sed1homoo > 0, temos quél (@) nunca se anula e, em caso contrario,

2V2
tem zero simples. Logo, pelo Teorema de Cabral-Meyer pasarss Hamiltonianos com um grau

de liberdade (teorema 39), segue a conclusao do teorema. ]

O coeficientengvoo esté relacionado com os coeficiente do Hamiltoniano ini€iat exemplo,

se o Hamiltoniano inicial tem termo geral

k1 k2

HS == ak1k2|1|2q1 q2 p]_ p27 (774)

k1+kz+Zl+lz s

temos que

ho300= @0300,
(7.75)

5
ho400= @p400— alloo+ azlooaosoo— @61021080201
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7.5.2 Estabilidade sob ressonancia de segunda ordem

Suponhamos, agora, qu&i e wypi apresentam a relacdo de ressonancia de segunda ordem
w1 = wp = w. Estudaremos a estabilidade da origem em dois casos: qaamadtriz do sistema

linearizado é diagonalizavel e quando néo é.

No caso em que a matriz do sistema linearizado é diagonaljzie/acordo com a subsecéo 3.6.1,
existe uma transformacao simplética de coordenadas qustdrena o Hamiltoniano inicidfl (qy, 0z, p1, P2)

em
H = w(ry—r2) +Coof 2 + C11r1r2 + Cool 5+

2r112[Ko002C0L2( Q1 + @2) — l20025€2(@PL + @) |+
(7.76)

2r 322 kg1 pgser2(r + @2) — l1120002( @1 + Qo)+

2ry*13 ? kusoser(gy + @2) — 1120081+ @2)] + O((ra +12)%)

As férmulas dos coeficientdsgoz, 12002, K1120, 11120, K1102, 11102, €20, C11, Co2 foram dados na sub-

secdo 3.6.1.
Defina a funcao
W(p) = Ha(wp,wr,®) = Ha(w,w,@)
(7.77)
= w’[a+ bcog 2) + cserf2g) + dcog @) + eseri@)],
onde@= @1+ @, a= Coo+ C11+ Co2, b = kooo2 €= —I2002 d = k1120+K1102€ €= —l1120— 1102

Pelo Teorema de Cabral-Meyer 50, segue a validade do setgmnéna:

Teorema 57 Se a fungadl () = a+ bcog2¢) + cserf2¢) + dcog @) + eseri@) nunca se anula en-

tdo, o equilibrio é estavel. Se, no entaritbtem zero simples, temos a instabilidade do equilibrio.

No caso em que a matriz do sistema linearizado nao é diagéwelj de acordo com a sub-
secao 3.6.1, num sistema de coordenadas convenienter{fphicgiade denotaremos pelas mesmas

letras)H se escreve na forma:

1
H= E(Q%Jrqg) +0(q1 P2 — G2P1) + (PE + P3)R(01, G1, P, P2) +Hs+ ..., (7.78)
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ondeR(q1, 02, P1, P2) = A(P3 + p3) + B(a1p2 — dz2p1) +C(g2 + 03). Os coeficientes, B eC foram

dados na subsecéo 3.6.1.

Teorema 58 Se A> 0, o equilibrio é formalmente estavel. No caso em que @ temos a

instabilidade do equilibrio.

Demonstracdo. Por meio de uma mudanca formal de coordenadas simpléticdepms por o

HamiltonianoH na forma:

H = 3(qZ+03) +w(dp2 — d2p1) + (P2 + P3)R(01, G, P1, P2)+
o (7.79)
Pkgkoks (G2 + P2)< (P2 + P3)*2(qup2 — G2p1)".
ki+ko+k3=3

Observe que a funcd®= g1 p2 — g2 p1 € uma integral primeira do sistema associath £&omoH
também é uma integral primeira (formal) do sistema asso@éat temos que a fun¢cd®=H — wF

também é. Comdé > 0, no desenvolvimento
G=Gy+Gs+... (7.80)
a funcao

1
Gs+Gy = E(tﬁﬂé) +(Pf+ P3)[A(PZ + p3) + B(dap2 — Gop1) +C(0f +03)] (7.81)

€ uma funcgdo definida positiva, donde, de acordo com a dejidi¢atemos que o equilibrio é

formalmente estéavel.

Para provar a instabilidade usaremos o Teorema da instddide Liapunov (corolario 12).

SejaV a funcao dada por

V =aqup1+G2pe. (7.82)
Observe qu& assume valores negativos (ja que tem sinal varidvel) eméaidhanca da origem,
V tende a zero quand®p, gp, p1 € p2 tendem a zero e, ao longo das solug¢des do sistema Hamilto-
niano associadold, a funcdo

dv
g = (08 +B) + 4A(PE+ P5)* + 2B(Pf + P3) (duP2 — 2Py + - (7.83)
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€ negativa-definida quandd< 0, j& queqi p2 — g2p1 € constante e proxima de zero numa viz-
inhanga suficientemente pequena da origem. A fuM&atisfaz as hipoteses do corolario 12 e,

portanto, s\ < 0, temos a instabilidade do equilibrio. ]

7.5.3 Estabilidade sob ressonancia de terceira ordem

Suponhamos, nesta subsecao, guee wpi apresentam a relacdo de ressonancia de terceira
ordemw; = 2wy. Neste caso, de acordo com a subsecao 3.6.2, existe umagauliaroordenadas

simplética tal que o Hamiltoniano escrito nas novas co@das assume a forma:

H = 2u)pr; — wqro — rzri/z\/wz(xfoofr Y2002)SEN @1+ 2@2) 4+ O((r1 +r2)?), (7.84)

No caso em quEZ,+ Y2o0, 7 0, a fungéo

W(Q) = Ha (0, w1, 9) = —wlwé\/ w2(X002+ Y009 SEM®)- (7.85)

tem zero simples (por exemplg, = 0) e, pelo Teorema de Cabral-Meyer 50, temos que o equilibrio
é instavel. SeZ,q,+ Y30, = 0 € 0s autovalores n&o apresentam relagdes de ressonanciartie
ordem, entdo o Hamiltoniarte pode ser escrito na forma (7.54) e, pelo corolario 51, segaeq
czou)g -+ 2C11001 0% +4(:02w§ = 0 entdo o equilibrio é estavel. Podemos assim, afirmar aackdido

seguinte teorema:

Teorema 59 Se %o+ Y2007 0, 0 equilibrio é instavel. Se, no entant@yge+Y20,= 0€ Gots +

2¢1 10 0y + 4Co202 # 0, temos estabilidade.

7.5.4 Estabilidade sob ressonancia de quarta ordem

Suponha, agora, queyi e wypi apresentam a relacdo de ressonancia de quarta oogen3wy.
Neste caso, de acordo com a subsecédo 3.6.3, por meio de uraagauwte coordenadas simpletica

€ possivel escrever o Hamiltoniano na forma:

H = 300pry — Wpl'2 + Coof 2+ C1r 172 + Coal 3+

\/Tngri/zrg/zw /X2 003+ Y2000 @1 + 3¢@2) + O((r1 + r)%/2).

(7.86)
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Introduzindo a notacéo

V3
a= C20(‘0% + C11001 0 + 00200%; b= 3 (001002)3/2\/ X1003+ y1003 (7.87)
e considere a funcao
P(@) = Ha(wp, w1, ) = a+bcogy), (7.88)

onde@= @1 + 3. Temos quep tem zero simples sa| < b e, em caso contraridj nunca se anula,

donde, pelo Teorema de Cabral-Meyer (teorema 50), temosrdtrado 0 seguinte teorema:

7.6 Sistemas com trés graus de liberdade

Considere o sistema Hamiltoniano autbnomo com trés grausetddde

1 3
(q17q27q37 p17 p27 p3 = é z qj + pj + H3<q17 CI27 CI37 p17 p27 p3) (789)
ondeHy € um polinbmio homogéneo de grae w; # 0, | = 1,2,3.

Fazendo a mudanca de coordenadas simplética

gj = \/2rjser(@)), pj = \/2rjcog ), (7.90)

0 novo Hamiltoniano tem a forma:

H(ra,ro,r3, @1, @, @3) = wir1 + pro + warz+Ha(ra,ro, r3, @1, @, @) + . . ... (7.91)

Fixando a superficie de energib= h, numa pequena vizinhanca da origem podemos escrever

rs na forma:

3= _K(rl;r27(m.7(p27(R3)a (792)

onde

h w
K:—&+@1Y1+%errKs(rl,fz,(Pl,(Pz,(Pa)ﬂL---, (7.93)



7. Estabilidade de equilibrios para sistemas Hamiltonianos autbnomos 182

sendoK; polindmios homogéneos de graemry,ro, @1, @2, @3. De acordo com a subsec¢éo 1.1.3,
a funcaoK representa um Hamiltoniano periédico com dois graus deddse tendap; como
nova variavel tempo. No caso em que apenas um deatre38y,, w1 + 20y, 201 + Wy, 4w, 4wy,

2(w + wp), w1 + 3w, ou 3w + wyp € multiplos dews, 0s teoremas 44 e 45, da segéo 6.4, fornecem
um critério para conhecer a instabilidade da origem doraestelamiltoniano associadolé e,

portanto, para o equilibrio do sistema Hamiltoniano asstocaH.



Capitulo 8

O problema restrito dos trés corpos

O principal objetivo deste capitulo € fazer um estudo dakéigtade dos pontos de libracéo

do problema restritos dos trés corpos nos casos planar l@raiespacial circular.

8.1 Formulacao e subproblemas

Considere trés corpos de massas positivasn, e mz movendo-se sob a agdo mutua da atragcéo
gravitacional definida pela lei de Newton. &eq, e g3 denotam os vetores posi¢ao das particulas

de massasy, m e mg, as equacdes de Newton para o0 movimento séo:

My = G%%(Qz —q1)+ G%%(Qs —q1)

Mpdo = G”ggl(%—%)ﬂLGW%(%—%) (8.1)

3
023

\ mad3 = G%(Ql—%)ﬂLGmsmz(%—%),

a3
Ondeqij :H qi _qJ ||! |7J = 17273'

Suponha quey =1—pem =y, pe (0,1/2], e que a massag € infinitesimal (corresponde

a fazermg — 0), de modo que ela nado influéncia o0 movimento dos conpos mp, chamados
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de binarios, mas é afetado por eles de forma usual. Nestdg:6en, as equacdes do movimento

assumem a forma:

/

d1= 4 (a2 — 1)

U12

d2= 3" (01— d2) (8.2)
21

d3 = %(m—%H%(%—%%
\ 31 32
onde temos assumido sem perda de generalidad&guéd (mostramos no exemplo 2 da secéo

1.2.2 que isso € possivel). §e= g2 — q1, temos que

. 1

gue corresponde a um problema de Kepler, cujas solucbe®sfatamente conhecidas. Assim,
0 movimento dam, relativo am; pode ser determinado. O estudo do movimento da ntrassa

conhecido como problema restrito dos trés corpos.

Sejar a distancia entray e mp, p um parametroe a excentricidade de sua oOrbita Kepleriana e

0 a anomalia verdadeira. Entao

P

S 8.4
' 1+ eco$ (84)

Dependendo do valor da excentricidade podem-se disting@eguintes variantes do problema
restrito de trés corpos:
(i) O problema restrito hiperbolice¢ 1): O movimento demn, é uma hipérbole;
(i) O problema restrito eliptico (& e < 1): O movimento demn, € uma elipse;
(iif) O problema restrito circulard= 0): O movimento den, é uma circunferéncia,
(iv) O problema restrito parabdlice & 1): O movimento dem, € uma parabola;

(v) O problema restrito linear: O movimento e € uma reta.

Se o corpo de massa infinitesimiag, permanece para todo tempo no plano do movimento de

my e mp, dizemos que o problema restrito correspondente é plaean easo contrario, espacial.

Dois exemplos servem para ilustrar a importancia do problesstrito. Sabe-se que depois

do Sol, o planeta mais pesado € Jupiter,0 qual move-se nupsa ele excentricidade pequena,
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a qual podemos assumir como primeira aproximacao que ela@raaio. Além disso, existem

dois grupos de pequenos planetas, os asterdides Trojan@gescujo movimento € controlado
principalmente pelo Sol e Jupiter. Uma aproximacéo do sewimamto € dada por uma solucao
do problema restrito circular dos trés corpos com o Sol etgdtipom os primarios. O segundo
exemplo diz respeito a teoria Lunar, onde consideramos ameono da Terra ao redor do Sol

como circular. O corpo de massa infinitesimal aqui corredp@nlLua.

8.2 Equacdes do movimento

Introduzindo o potencial Newtoniano

1-—
U=U(a1.02.05) = =+ (8.5)
i3 Q23
as equacdes do movimento da particugsassumem a forma:
g3 = Og,U. (8.6)

Esta é a forma de escrever as equagdes do movimento da mgassan sistema de coordenadas
genérico. Vamos escrever estas equacfes num sistema deradas conveniente (sistema de
coordenadas giratério), no qual as equacdes do movimestonasn uma forma particularmente

simples.

Inicialmente vamos introduzir um sistema de coorder@xiz com origem no centro de massa
dos corposm;, e np e com o plandxy coincidindo com o plano da 6rbita dos binarios. Tomemos
0 eixo Ox ao longo da reta que ligay a mp, na direcéo do corpoy, com a menor mudanca do
eixo Ox para o eixo0y coincidindo com o sentido de rotacdo e relativa ao corpam. O eixo

Ozforma com os eixo®x e Oy um sistema de coordenadas com a regra da mao direita.

Defina o referencial mével:

C
elzg,ezzesxelees:? (8.7)

ondeq = g2—q1, C # 0 € o momento angulag =|| q || ec=|| C||. Derivando estas relagbes
obtemos

&1=0e, &=-0e € &=0, (8.8)
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X2

/o q

°
®

Figura 8.1:Sistema de coordenadas giratério.

ondeb representa o angulo formado pelo vaja o eixoOx e, portantoB representa a velocidade

angular associado aos binarios, ou sﬁa, Por outro lado, temos qud — n)gqs + g2 =0 e

q=[lqs |l + [l az ||, assim@i = — || q1 || &1 €q2 =[| 92 || & Logo,

a1 ll=ma |92 )= (1-pa. (8.9)

Sejaqs = xe1 + ye + ze; 0 vetor posicao do corpo de massa infinitesimal. Assim, Eejaacoes
(8.8) obtemos
Gz = (X— 26y — By — 6%X)e1 + (Y + 26%+ 6x — 6%y)er + 763 (8.10)
e também verifica-se que
OgsU = Uer +Uyes + Uses. (8.11)
Portanto, de (8.8) e (8.10) obtemos:

/

X — 20y — By — H2x = Uy

§+20%+ Bx — 8%y = Uy (8.12)

Z= U27
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com
_ —bH M
=U (01,092,093, 1) = d_ T (8.13)
onde, de acordo com as equacdes (8.9), temos que
di=0qi3= \/(x+ Hr)2+y?+27% e th=0p3= \/(x— (1—wr)2+y>+ 22 (8.14)

Facamos agora a seguinte mudanca de variaveis (devido &ilNgsh
Xx=r& y=rn e z=rd. (8.15)

Além disso, tomemos como nova variavel independente a diroweadadeirad. Nestas novas

variaveis as equacdes do movimento assumem a forma:

(

& —2n'= 1+eco§QE

n"+2¢ = 1+eco§ Qn (8.16)

" __ 1
L "= 1+eco§QZ7
d
onde' = % e
do

1eco§z2+u. (8.17)

_1‘2 AN

Vamos agora obter a formulagcdo Hamiltoniana deste sisteniczaalmente faca:

=&-n, pp=n"+¢& p=¢. (8.18)
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Com isso, o sistema (8.16) pode ser escrito na forma:

(

& =pg+n
n'=pn—¢&
(=p
(8.19)
1
P = Pn — &+ Trecoe e
Ph = — P~ N+ Trécoe
| P = 1Tresos Qs
gue corresponde a um sistema Hamiltoniano com funcao Hamaha
1 5 5 B ecod 2, 2 2 1
H = 5P+ P+ PO+ Pe — Pod + 2(1+eco®) (&+n°+05 1+eco§Q' (8.20)

8.3 Pontos de Libracao

Em geral, o problema dascorpos nédo apresenta solugdes de equilibrio, paiggeo) fosse

uma solucao de equilibrio de (1.8) teriamos

UqU (do)-(do, Po) =0 (8.21)

e, pela identidade de Euler para fungbes homogéneas adawcias queJ (gqo) = 0, uma con-
tradicdo. Assim, como caso particular, temos que o problestdato dos trés corpos nao apresenta

solucdes de equilibrio. No entanto:

Teorema 61 Nas coordenadas de Nashville definida em (8.15) temos cinaoded de equilibrio
do problema restrito dos trés corpos, a qual, trés delgdk e L3 estdo situados na reta que passa

pelos corpos primarios e os outros doig & Ls formam com os primarios triangulos equilateros.
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Demonstragdo. Uma posicéo fixd&o, no, (o) € uma solucéo de (8.16) se, e somentése; 0 e

&o eno satisfazem ao sistema de equa¢des com duas incégnitas

Sy, + EEY, = 8

r

(8.22)
I%Url + P—ZUrZ - —rl
O sistema de equacg0es (8.22) € equivalente ao conjunto dosistemas de equacoes
n=~0
(8.23)
-1
%Url + Eti Ur, = —¢
UI’]_ — _%UI’Z - rl
(8.24)

Sy, + Y, = —E

r r

Vamos obter as solu¢des de equilibrio de (8.15) ou equitatemte, as solucdes de (8.23) e
(8.24). Consideremos, inicialmente, o sistema (8.24). tBubglo a expressao palh, da primeira

equacdao (8.24) na segunda equacao, obtemos:
Ur, = —ra, (8.25)
e, entdo, da primeira equacao segue-se que:
U, =—(1—-pr1. (8.26)

Usando a expressao (8.13) paraconcluimos que o sistema de equacdes (8.24) tem uma Unica
solucéo real, a quah =rp = 1. Esta solugéo corresponde a um dos pontos de libragagurian
laresL4 e Ls. O pontolL4 € dada pelas coordenao(ds;ﬁ*, ?,O) e 0 pontoLs tem coordenadas

(B2, —\/75,0). Ele é simétrico ao pontoy, relativamente ao eixog.
Os pontos de libracéo colineares sao dados pelo segundmaisie equacdes (8.23), o qual,
paran = { = 0, é escrito na forma:

LSl I Lt
E+ws TE+p-13 7

f€)=¢—(1-n (8.27)
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A funcdo f é continua e limitada em todo o eixo real, exceto nos valage€siguais ato, —p e

1—y, onde ela se torna infinita. Calculando a derivadd,demos que

&+ 1 ’ €+ p—1

f(&)=1+2(1— ) 8.28
Em cada um dos trés intervalos
(_ooa_p')7 (—IJ71—U>7 (1_H,+°°), (829)

em gue o eixo numérico € decomposto pelos pontos de desdidatie, a funcad é estritamente

crescente, poi$’ (&) é sempre positiva. Usando os seguintes fatos:

im f(§)=—c, lim f(§)=oo

E—>—oo E—>°°
lim f(§) =c, Ilim f(§) =—o
Nim (&) =, lim ()
lim f(&) = oo, lim f(&) = —oo.
E—(1-w- ©) E—(1-wt €)

Concluimos que, em cada um dos intervalos (8.29), existe @rsamente uma, solu¢c&o= &g
da equacéo (8.27). Por tradicdo é estabelecida que o eudile esta no intervalp—c, —p) é
denotado pot3, o equilibrio do intervald—p, 1 — ) € denotado pok; e, finalmente, o ponto de

libragdol; fica no intervalo(1 — , +). "

As solucdes de equilibrio nas coordenadas de Nashvillerefinados de pontos de libragédo ou
solucdes de equilibrio relativo do problema restrito dés torpos. Num sistema de coordenadas

fixo, os pontos de libracéo sédo solu¢des no qual os trés ctéposma configuracao invariavel.

Os pontos de libracgélo;, Lo e L3 foram descobertos por Euler[11] em 1767, enquantoLgue
e Ls, por Lagrange[21] em 1772. No inicio, logo depois da destal#os pontos de libracao,
pensava-se gue eles representavam apenas interesse, samo chegou a afirmar Lagrange[21].
Mas, a descoberta, no ano de 1906, de um grupo de asterOidesaoese na vizinhanca dos
pontos de libracdo Lagrangeanos do sistema Sol-Jupitdrauasgrande valor pratico dos pontos
de libracdo para o estudo do movimento dos corpos cosmicestemna solar. Em tempos bem
recentes, o interesse nos pontos de libracao cresceutesstawirtude das necessidades préticas da

pesquisa cosmica. Existem projetos de lancamentos déesasgtificiais na vizinhanca dos pontos
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La
X2

L3 " L . Lo X

Ls
Figura 8.2:Pontos de libragdo do problema restrito dos trés corpos.

de libracdo do sistema solar e, em primeiro lugar, do sisteema-Lua. No sistema Sol-Terra, 0
ponto de libracad.; € utilizado pela NASA como base para o satéBwdar and Heliospheric
Observatory Satellite SOH@nquantd., serve como base para o satélite WMAP. Freqlentemente,
enfatiza-se a importancia da caracteristica dindmicaikingos pontos de libracdo sob o ponto de
vista da astrodindmica, da geofisica e da exploracdo. Airalg, os pontos de libracdo despertam
o interesse dos engenheiros em virtude da possibilidadatdesse pratico de suas aplicacdes:
para a conexao com a Lua, para encontros na vizinhanca dadasgpdanetas, para a transferéncia

interplanetaria, para a investigacdo da esfera magnétiterih e para outros fins.

Os problemas de maior interesse sobre os pontos de libragamssle existéncia, estabilidade
e construcao de solugdes periddicas na vizinhanca do penifard¢cdo. Ja mostramos a existéncia
e, de agora por diante, nos deteremos em estudar a estbitida pontos de libracdo do problema

restrito planar e espacial circular dos trés corpos.

8.4 Estabilidade linear dos pontos de libracéo

Nesta secdo, vamos estudar a estabilidade linear dos @ntosde libracab,, Lo, Ls,La els

do problemas restrito dos trés corpos nos casos planatatieegspacial circular.
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8.4.1 O caso planar circular

Por comodidade, nesta se¢@o, chamaremos as vari§vyejsque definiam o problema restrito

circular dos trés corpos, simplesmente(dg x2). Sabemos que o Hamiltoniano definido neste

problema é:
H= %(y%er%)Jr(Xz)Il—lez)—U —%u(l—u) (8.30)
onde
u=—1-H B (8.31)
ra r2

comr? = (xg+ W2 +x3 ers = (xg +p—1)2+x3. A matriz da parte linear do sistema associada ao

sistema Hamiltoniano correspondente a (8.30) tem a forma

0 1 1 O
-1 0 0 1
Uoe U 0 1
Uae U —1 O

A= (8.32)

onde

UX]_X]_ - QX1X1 - 17 UX1X2 = QX1X27 UX2X2 = QX2X2 - 1

Lembremos que no problema restrito circular dos trés cotgo®s cinco solucdes de equi-

librio, duas dadas explicitamente por

1 V3 1 V3

L4=(§—Hj7) e LSZ(E_U7_7) (8.33)

e trés da formd; = (x*,0), i = 1,2, 3, ondex* satisfaz uma das trés possibilidades:
(@) - <xg<—ponder;=—x3—ro=1-x—Wra=ry+1;
(b) —p<xg<l—p,onders=x1+Kro=1—x3— W ro=1-ry;

(€)1-p<xg <o, onder; =X+ r2=x3+u—1,rp=r;—1.

Vamos estudar a estabilidade linear dessas solucfesuytamis do problema restrito dos trés
corpos. Inicialmente, fazendo

s=(1-Wri3+urn>0, (8.34)
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e por meio de célculos simples, obtemos

Qug = 1+25—3%[(1—Wr{°+pr, 7,
Qux, = 3l(1—H) (xa+H—D)ry >+ (xa+Hr;,°), (8.35)
Quoxp = 1_S+3X%[(1_U) r1_5+u r2—5]'

Com base nisso, obtemos a tabela:

Qxyx Qxyx Qo | QraxeQoxe — Wy,
Ly | 1+2s 0 1-s| (1+2s)(1-59)
L, | 1+2s 0 1-s| (1+2s)(1-59)
L3 | 1+2s 0 1-s| (1+2s)(1-59)
La| 3 | 22w | 8 21— p)
Ls| 3 |-%a-2 3 21—

Tabela 8.1: Derivadas de segunda ordem no problema restrito

O polinémio caracteristico de (8.32) é dado por
)\4 + (4 — Qxlxl - QXZXZ) )\2 + QxlleXZXZ Q)2(1X2 — 0 (836)

Proposicao 5 Nos pontos colineares, a matriz (8.32) tem dois autoval@aise dois imaginérios

puros.

Demonstracdo. Tem-se da tabela acima que numa solucéo co-linear:
Qxlxl > 07 e QXlXZ = 0 (837)

Mostraremos a seguir quey,yx, < 0. Analisaremos somente a solugéo de equilibrio dada pela
restricdo em (c), isto &, para o equilibfid,0) com 1— p < X* pois a justificativa nos outros casos
€ analoga. Neste caso temos,

r=x"+uW rn=x -1+ (8.38)
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Além disso x* satisfaz a equacao:

x -1 M B g (8.39)
rn 13
Ou seja,
1-p . 1-p 1-p
— =X ——z = r— -7 (8.40)
1 1 1
Entao:
Qux, = 1-—58
— B o
=
—#[1= )
1
pois,r1 =1+rpe 0< ry < 1. Desta forma
B — _QX1X1QX2X2 > 0 (842)
Assim, de (8.36) segue a concluséo da proposicao. n

Da proposicéo acima e do teorema 26 segue que:

Teorema 62 Os pontos de libracdodl, Lo e Lz, do problema restrito planar circular dos trés

corpos, sao linearmente instaveis.

No caso das solucdes de equilibrio Lagrangeanos, temosimsetgorema:

Teorema 63 Os pontos de libracdo4e Ls do problema restrito planar circular dos trés corpos

sdo linearmente estaveis se [ esta no intera(0, u*) e linearmente instaveis seqiu’*, %), onde
_1 V69
W=31-")

Demonstracdo. Neste caso, o polindmio caracteristico da matriz da partaitié dada por

P(\) = A4+A2+%7u(1—u), (8.43)
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e, portanto, se denotarmés= &() = 27u(1 — ), temos que os autovalores da matriz da parte

linear sdo

)\:i\/l_i Lo, (8.44)
A equacdo do segundo gra(u) = 1 tem uma raiz positiva dada pgt = %(1— @). Sed(p) <1
(ou equivalentementg € (0, %)), entdo os autovalores séo imaginarios puros e distintodejo
pelo teorema 26, temos a estabilidade lineatge Ls. Sed(p) > 1 (oup € (U*,1/2)), temos
dois pares de autovalores complexos com parte real ndo nalakém pelo teorema 26, temos a
instabilidade linear do equilibrio. Vamos, agora, analisaaso ondgl= J* = %(1— @). Neste
caso, temos dois autovalores imaginarios puros, a Qaber:@. A matriz da parte linear, neste

caso, € dada por

0 1 1 0
A ! 0 0 1 (8.45)
- 1 /23 :
-3 Y8 0 1
23 5
B 1o
Os autovetores sao
er= (— Y81, =¢2) i (47,0, 57 )
(8.46)
2= (—Y%1, - =) +i(*2.0.95. 3F).

ou seja, ela ndo é diagonalizavel e, portanto, pelo teorénsadue a instabilidade linear do equi-

librio neste caso. n

Com este teorema, completamos o0 estudo da estabilidade tnegontos de libracdo do

problema restrito planar circular dos trés corpos.

8.4.2 O caso espacial circular

Vamos, agora, estudar a estabilidade linear do pontosi@&gdib do problema restrito espacial

circular dos trés corpos. Neste caso, temos as seguinasquiades:
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(a) A matriz da parte linear é dada por

(8.47)

UX1X1 UX1X2 UX1X3
UX1X2 UX2X2 UX2X3 -1

0
1
0
1
0
Uagxs Uxxs Uxexs 0 0

0
0
1
0
0
0

(b) No caso co-linear devemos adicionar 0s autovaloresiitaegs puros

. 1=
A3 = i /U (X,0,0) = i /r—S“ + rﬂg; (8.48)
1 2

(c) No caso das solucdes equilateta® Ls, temos que o polindbmio caracteristico é dado por:
2 4, 42, 27
(A“+1) (A" +A +7“(1_“))’ (8.49)
ou seja, 0s autovalores sao
+i, £iw, Tiwp. (8.50)

Portanto, no caso espacial podemos concluir 0s seguimesias:

Teorema 64 Os pontos de libracdod,. L, e Lg, do problema restrito espacial circular dos trés

corpos, sao linearmente instaveis.

Este teorema nos diz que o teorema 62 ainda € valido para epr@lbestrito espacial circular

dos trés corpos. O mesmo vale para o teorema 63, ou seja, sedpimte teorema:

Teorema 65 Os pontos de libracdo4e Ls do problema restrito dos trés corpos espacial circular
~ . 7 . s . . . , . 1
sdo linearmente estaveis se | esta no interea(0, 1) e linearmente instaveis seqju’, 5), onde

o= 3(1-5°)
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8.5 Normalizacéo da parte quadratica do Hamiltoniano

197

Nesta secao, utilizando o método descrito na secao 2.2,svabter a forma normal da parte
guadratica da fungdo Hamiltoniana do problema restritaidsscorpos no caso planar circular na

vizinhanca dos pontos de libracdo Lagrangeanospar€0, |1|.

Inicialmente, de acordo com a demonstracdo do teorema &&swoem quet = * 0s autoval-

ores da matriz do sistema linearizado sao

V2 V2i
)\1—7, )\1——7, (851)
cada um com multiplicidade dois. Com isso, temos que o polion@aracteristico tem a forma
1
P\) = (A2 + 5)2' (8.52)

Calculos simples mostram que o polindmio minimaln(A) é igual ao polinbmio caracteristico. A

matriz do sistema linearizado, neste caso, foi dada na d&nagéo do teorema 63.

Para a decomposicéo da matriz do sistema lineari2actomo soma de uma matriz simpl8s

com uma matriz nilpotent, seguindo o algoritmo dado na sec¢ao 2.2, temos que

0 242 —1-42 0
oo | T2V ° 0 1mv2 (8.53)
3(-2+v2) 0 0 2— /2
0 3(-=2—-v2) 1+V2 0
¢ 0 —1-v2 242 0
- 1-v2 0 0 2— /2 650
1(—2+v2) 0 0 —1+v2
0 3(-2-v2) 1+V2 0

ComoN # 0 e N2 = 0, temos que = 1. Vamos, agora, obter ¢ Wy = IR* tal queNz # 0

e W(z,Nz) = ¢, ondeg? = 1. Sez = (0,0,0,0) para termos(z,Nz) = —1, podemos escolher

0 = (1—¥2)~%/2, Logo, a forma normal d& ¢

—1
0 % 0 o
1
1 0 0 0
ﬁl 0 o (8.55)
B V2
1
0o -1 % o0
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A funcao Hamiltioniana quadratica associada a m&mzdada por

1 V2
H2(q1, 02, p1, P2) = > (0 +a3) + 7(% P2 — G2pP1). (8.56)

Usando o algoritmo da secéo 2.2, temos Bual queB = P~1AP e dada por
1 1
— 36 0 0 5

0 Y2 V2o 0
P= : (8.57)
o -%¥ ¢ o0

oo o g

o

ondeg = (1—¥2)~1/2,

Para obter a forma normal da parte quadratica da funcéo téemaiha quand@ € (0, "), ou
seja, ond® > 1, observe que o polinbmio caracteristico da matriz dorssténearizadd é dado
por

P(A) = (A +n2) (A +nf), (8.58)

onden? =3+ % =wien?=3- % — wpi, comZ = /952 — 32. Utilizando o algoritmo fornecido

na secéao 2.2, temos que a forma normal da mAtézlada por
0 0 wxi 0
0 0 0 —uwi
B= , , (8.59)
-w; 0 0 0
0 wi O 0

o qual tem com funcdo Hamiltoniana associada
w1 W2
Ho = - (Gi+pf) — (G2 + P3). (8.60)

A matriz de passagemtal queB = P~1AP é dada por

[ 2 2
nghs NG 0 0
0

0 2B, —\/2'B
P V¢ ¢ . (8:61)
0 0 T (NsAs—Bs)  —\/F- (A —B))
n_iz(As—r]sBs) \/QTZZ(AI—WIBI) 0 0
onde
As=/n2+3(1+3), Bs=y/nZ+3(1-9),
(8.62)
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8.6 Relacg0Oes de ressonancia no caso planar circular

Nesta se¢cédo vamos estudar as relagdes de ressonanciacyasoaes do problema restrito dos
trés corpos. Esta analise € necessaria para o estudo dédzsdabpois precisaremos obter a forma

normal do Hamiltoniano do problema restrito dos trés carpos

Vamos analisar o caso ongec (0, "], isto é, quando os autovalores da matriz do sistema

linearizado séo dados peiw; e £iwy, com

(8.63)
Wy = %(1_ 1_5)7

onded = 27u(1— p). Olharemos para as possiveis relacdes de ressonanciasgrutovalores,

Srvios
21t V19 % (8.64)

isto €, quando

w1
pw = qup < pwl—qU)Z:O@E

para algunp, q € Z primos relativos. Desde que; > wy, segue-se que

q=p.
Por (8.64), obtemos
5 P — p?
V1-8d=
P+ P

logo, devemos encontrar os valoregdais que
m
O< pul—p) = P (8.65)

onde

vm=2qp
(8.66)

n= 27(¢?+ p?)>
Resolvendo (8.65) encontramos que os valorgss#o dados por:

1.1 16  p2g?
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Assumindo queu € (0, 1) o valor dep dado em (8.67) s6 pode ser com de sinal positivo na raiz

quadrada. Desde quém € um inteiro par, 0s primeiros quatro valoresnsao
4,16,36 e 64

0s quais nos déao os valores de
1,23 e 4

respectivamente, para o produgp. Os correspondentes pares de intergsfornecem as ressonan-
cias
W= W w—w=0 ressonancia 1:1

W= 2 w—2w =0, ressonancia 1:2
(8.68)
W= 3wz w—3uwp=0, ressonancia 1:3

W= 4oy, < o —4up =0, ressonancia 1:4

de ordem 23,4 e 5 respectivamente.

A primeira ressonancia correspondg@ & * e € chamadaazao critica de Routle as outras

séo calculadas da equag#id — ) = T, de onde obtemos

. 9-69 o o 45-V183s | 15-v2I3
=18 "M~ 790 ="3

(8.69)

Note que se1 € (0, px) comu# Ly e U # Hp, entdo ndo existem ressonancias até quarta ordem.

8.7 O Hamiltoniano do movimento perturbado

No caso planar circular, temos que o ponto de libracgadem posicaaxy = (% — p,‘/Té) e

momentoyp = (—‘/75,% —W). Facamos a seguinte mudanca de coordenadas:

h=X—3+K  pr=vi+%,
(8.70)

Q2=X2—£, ) pz=Y2—%+H~
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Nas novas coordenadas, a solucao de equillrmrresponde a solucdo nula. O desenvolvimento

do Hamiltoniano nas novas coordenadas em torno da origenfoérda:

H (ql; QZ; plv pZ) = HZ(qla an plv p2) + H3<qla q23 plv pZ) +... ) (871)
onde
1
Hz (p1+ P3) -+ P1e — QP2+ = (CI1 — 8k—50%),
_ TWBk 5 33,  11/3k 2. 3v3 5
37 25k 123 15k
Ha = Tog0li + S ol — p-ate5 — =0l - 128q‘2‘,
B 23\/§k 285\/_ _215/3k 3, 345/3 , , 555V/3k , 33V3 5
e — 331 6_|_49k +61054 > 35k 33 79652 4_119( 5, 383 383 6

ondek = m.

8.8 Estabilidade dos pontos de libracao no caso planar circuia

Nesta se¢do, vamos fazer um estudo completo da estabitidadznco pontos de libracdo do
problema restrito dos trés corpos no caso planar circulenialmente, da proposicdo 5, temos que
nos pontos de libracalos, Lo e L3 a matriz do sistema linearizado tem dois autovalores reais e

portanto, do teorema 30, segue o0 seguinte teorema:
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Teorema 66 As solugdes 1, L, e Lz do problema restrito planar circular dos trés corpos sao

instaveis.

Vamos agora fazer uma analise rigorosa da estabilidadeotitaesde libracdby e L4, paraisso,
utilizaremos alguns resultados da teoria da estabilidade gistema Hamiltonianos autdbnomos

com dois graus de liberdade.

Teorema 67 As solucdes 4.e Ls do problema restrito planar circular dos trés corpos sacaesis

para todos os valores de €y 1*), exceto para pigual a

_45-VI8s3 | 15-219

% ) (8.72)

351

para os quais tem-se a instabilidade. Para |i*, 1/2), temos instabilidade.

Demonstracéo. Inicialmente, parau € (u*,1/2), de acordo com a demonstracdo do teorema 63, a
matriz do sistema linearizado tem autovalor com parte @ahuola e, de acordo com o teorema 30,

temos a instabilidade dos equilibribge Ls.

Suponha, agora, quec (0,u*) comu # Y e i # K. Neste caso, de acordo com o que foi
discutido na secao 8.6, temos que os autovalores dos sibieadzado ndo apresentam relagoes
de ressonancia até quarta ordem e, portanto, a forma nomfahddo Hamiltoniana até quarta

ordem é da forma:
H = wir1 — War2 4 Coof 2 + Crar1r2 + Coars + O((r1 +r2)%/?). (8.73)

Usando o processo descrito na demonstragcéo do teoremarids tgie os coeficient&sp, C11 €

Co2 sao dados por:
 0B(12403} — 6960 + 81)
1441 2u%)2(1-5w)

00100646205 + 43)

C20

T TH1- 2 (1- 23)(1- 5 (1-50%) (874
 0%(12405% — 696035 + 81)
27 1441-268)2(1— 5u2) -
E facil verificar que
644w} — 5410205 + 36 6.75)

D4 = Ha(0d, 1) = Coor 2 + Crar1ra + Coot3 = ’
4= Ha(wr, 1) = Coor' T 4 Cr1r1r2 + Co2l 16(1 — 46202+ ) (4 — 256202)
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o qual anula-se no interval@, 1) apenas quandoe= pz = 0,00109136. ., donde, pelo Teorema
de Arnold-Moser 49, segue a estabilidade pa&(0, ") exceto, talvez, para= W, (i =1,2,3),

0s quais o teorema de Arnold-Moser 49 nao se aplica.

Vamos agora estudar a estabilidade para os trés valoregdosdo parametm. Parau = i,
de acordo com a secéo 8.6, temos a relacao de ressonandieeiia terdenu, = 2w,. De acordo
com a subsecao 3.6.2, a forma normal da fungdo Hamiltontér@sdermos de terceira ordem tem

a forma:

/2[

H= wlrl—u)2r2+r2ri aisen @+ 2¢g) + Bicos @1 + 2@y)] +O((r1+r2)2), (8.76)

ondea; =1,322... e31 = 0,298.... Pelo teorema de Cabral-Meyer 50 segue a instabilidade.

No casou = g, temos a relagdo de ressonancia de quarta ordem. A norg&dizia funcao

Hamiltoniana até quarta ordem (ver subsec¢éo 3.6.3) nosdern

H = wqr1 — 0ol + Coof 2 + C11r1r2 + Cool 5 + rg/zri/z(azser((pl +3@)+

(8.77)
B2cos( @1+ 3¢2)) + O((r1+r2)%/?),

ondewl = 0,948..., W = 0,316..., Cpo = 0, 137..., c11 = —2, 176..., cop = 0,246..., Oy =
~1,461... Py = —4,235.... Como

4,170... = |c0+ 3c11+ 9Coz| < 34/3(03 + B3) = 23,282...
entdo, de acordo com o Teorema de Cabral-Meyer 50 segue lilidside.

Finalmente, para terminar a demonstracao do teorema, vaosisar que parg = [z temos
a estabilidade. Neste caso néo temos relagbes de ressod@ncenhuma ordem e precisamos

normalizar o Hamiltoniano até sexto grau, o qual obtemoggsistes coeficientes coeficientes:
w1 =0,959..., wp=0,281..., c0=0,097...,
c11=-1,389..., cp2=0,398..., c30=-0,219..., (8.78)

Co1=7,094..., Cc1p=-209931... e 3= —14,528...,
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para os quais valem as desigualdades:

W1 # Wp, W1 # 20, W #3up, W #4up, W # 50, 2w # 3wy,
(8.79)

Ca0wS -+ Co10Bw1 + C12p02 + CO3w? = —66,631... # 0,
donde, pelo Teorema de Arnold-Moser 49, segue a estal@lida@quilibrio. Com isso, fica com-

pleta a demonstragéo do teorema. ]

8.8.1 Estabilidade dd_4 na razao critica das massas

De acordo com a sec¢ao 8.5, a transformacéo de coordenadas dimplética definida pela
matrizP, dada em (8.57), leva o Hamiltoniakly dado em (8.71), no Hamiltoniard* com parte

guadratica s
1 2
Ha(01, a2, P1, P2) = > (0 +03) + 7(Q1 P2 —Q2pP1). (8.80)

De acordo a subsecao 3.6.1, existe uma transformacao sraplé coordenadas que leMd na

forma normal

1
H= i(qi +03) + w(0at — G2p1) + (pF -+ P3)R(G1, Ga, P1, P2) + Hs + ..., (8.81)

ondeR(qy, Gz, p1, P2) = A(P3 + Pp3) + B(1 p2 — Gep1) +C(G3 +3). Por meio das formulas forneci-
das na subsecgao 3.6.1, obtivenfos- 0.603> 0 e, de acordo com o teorema 58, temos que 0

equilibrio é formalmente estavel. Temos, assim, demaiswaseguinte teorema:

Teorema 68 A solucéo Iy do problema restrito planar circular dos trés corpos é foimante

estavel na razao critica das massas (quando ).

8.8.2 Estabilidade dd_, quandopu=0

Nesta secdo, vamos estudar a estabilidade do equilibatveel, quando um dos corpos
primarios tem massa nula, isto €, quapde 0. Neste caso, o problema é equivalente ao estudo da
estabilidade de 6rbitas circulares (equilibrios num sistele coordenadas giratorio) do problema

de Kepler.
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De acordo com a demonstracao do teorema 63, qugndd® os autovalores da matriz do

sistema linearizado s&q = 0 eA2 =i. A mudanca de coordenadas- Z dada poz = MZ, onde

0o B -3 o
4 _3_ﬁ _\/Té 4
_ 2V/13 V13
M=11 a3 v s (8.82)
6  2/13 2 213
¥v3 5 _3 _3/3
2 213 2 213
leva a parte quadratica da funcdo Hamiltoniana a forma riorma
o1 o2
Ho = Sai+ 2 (G2 + p2), (8.83)

onded; = —1 edy = 1. Célculos mostram que os coeficiertgsyo, hoaoodo Hamiltoniano normal-
izado (a relacéo entre esses coeficiente e os coeficienteardiftéhiano com a parte quadratica

normalizada foi dada em (7.75)), valem

81
hozoo= 0, hoso0= —

0 4(13-4[3) (8.84)

e, comodihps00 < 0, pelo teorema 56, temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 69 No caso em que £ 0, a solugcéo de equilibrio relativo4 € instavel, ou equivalente-

mente, as orbitas circulares do problema de Kepler sdo uestd

8.9 Resultados sobre estabilidade dos pontos de libracao no oas

espacial circular

Nesta secdo, vamos dar algumas informacdes sobre a eltdbitios cinco pontos de libracéo
do problema restrito dos trés corpos no caso espacial @rabmo na se¢éo anterior, temos que
a matriz do sistema linearizado na vizinhanca dos pontodbgcéo co-lineares tém autovalores

com parte real ndo nula e, pelo teorema 30, temos demonstisetpiinte teorema:

Teorema 70 As solucdes 1, L, e Lz do problema restrito espacial circular dos trés corpos sao

instaveis.
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Sobre a estabilidade dos pontos de libracae Ls para o problema restrito espacial circular

dos trés corpos, temos 0 seguinte teorema:

Teorema 71 As solucdes 4 e Ls do problema restrito espacial circular dos trés corpos sao i

staveis para todos os valores de p i, 1/2), onde i = u* = 9‘1‘4@.

Demonstracdo. A demonstracéo segue do fato que a matriz do sistema liaglartem autovalores

com parte real ndo nula e do teorema 30. ]

No caso em qu@ € (O,p*], a resposta para sobre a estabilidade do equilibrio ainol@sta
completa. No entanto, papes (0, u*) demonstra-se (por exemplo em Markeev [24]) que os pontos
de libragad_4 e Ls do problema restrito espacial circular dos trés corpos Si@veis para a maioria
das condic¢des iniciais (no sentido de medida de Lebesgutcepara

_45- V1833 15— V219

% ) (8.85)

M1
para os quais, tem-se a instabilidade.

O caso em que = (U* foi tratado por Sokol’skii [34], onde se demonstra a esiddnile formal

delyg.



Referéncias Bibliograficas

[1] ARNOLD, V. I. Mathematical methods of classical mechamiisw York: Springer-Verlag,
1978.

[2] ARNOLD, V. I. Proof of A. N. Kolmogorov’s theorem on the merving of quasiperiodic
motions under small pertubations of the HamiltoniBnss. Math. Sury[S. |.], v.18, p.9-36,
1963.

[3] ARNOLD, V. I. Small divisor problems in classical and cglial mecanicsRuss. Math. Sury.
[S. 1], v.18, p.9-36, 1963.

[4] BIRKHOFF, G. D.Dynamical system#rovidence, 1927. (Amer. Math. Soc. Collog.; 9).

[5] BURGOYNE, N., CUSHMAN, R. Normal forms for real Hamiltoniaystens with purely
imaginary eigenvalue€elestial MechanicqS. |.], v. 8, p. 435-443, 1974.

[6] CABRAL, H. E., MEYER, K. R. Stability of equilibria and fixed pois of conservative sys-
tems.Nonlinearity, [S. I.], v.12, p. 1351-1362, 1999.

[7] CABRAL, H. E., DIACU, F. Classical and celestial mechamics, the Recife lectuPesce-
ton: Princeton Univ. Press, 2002. p. 117-169.

[8] CHETAEYV, N. The stability of motionNew York: Pergamom Press, 1961.

[9] DEPRIT, A. Canonical transformations depending on a spaihmeterCelestial Mechanigs
[Netherlands], v. 72, p. 173-179, 19609.

[10] ELPHICK, C.T., BRACHET, M., COULLET, P., IOOSS, G. A simple ¢lal characterization
for normal forms of singular vector fieldBhysica [S. I.], v. 29D, p. 96-127, 1987.



Referéncias Bibliograficas 208

[11] EULER, L. De motu rectilineo trium corporum se mutuo attrahentyg I.: s. n.], 1767.(

Novi Comm. acad. Imp. Petrop.).

[12] GUSTAVSON, F. On constructing formal integrals of a Hiomian system near an equilib-
rium point.Astron. Journ.[S. .], v. 71, p. 670-686, 1966.

[13] HALE, J. K. Ordinary differential equationdsS. |.]: Wiley-interscience, 1969.

[14] HOFFMAN, K., KUNZE, R.Algebra linear Rio de Janeiro: Livros técnicos e cientificos,
1979.

[15] HENRARD, J. Concerning the genealogy of long period fagsiktl_4. Astronom. Astrophys.
[S. L], v. 5, p. 45-52, 1970.

[16] HENRARD, J. On pertubation theory using Lie transfor@slestial Mechamics|S. 1], v.
3, p. 107-120, 1970.

[17] HENRARD, J. Periodic orbits emanating from a resonantlégmjium. Celestial Mechamics.
[S. 1], v. 1, p. 437-466, 1970.

[18] HORI, G. Theory of general perturbations with unspeaaaonical variablef?ubl. Astron.
Soc. JapanJapan, v. 18, p. 287-296, 1966.

[19] KAMEL, A. Pertubation method in the theory of nonlinezgcillations.Celestial Mechanics
[S. 1], v. 3, p. 90-99, 1970.

[20] The Lagrange points. Disponivel em: < http://map.gsisa.gov/m-mm/ob-techorbitl.html >
. Acessado em: 10 jan. 2004.

[21] LAGRANGE, J. L.Essais sur le probleme des trois corparis, 1772.

[22] LAGRANGE, J. L. Analytic Mechamics Gostekhizdat: O krivykh, opredelyaemykh

diffentsial’-nymi uravneniyami, 1950. v. 1. (2nd Russiaitied translated from the French).

[23] LYAPUNOV, A. M. General problem of the stability of motioGostekhizdat: Obshchaya

zadacha ob ustoichivosti dvizheniya, 1950.



Referéncias Bibliograficas 209

[24] MARKEEYV, A. P. Pontos de libracdo em mecanica celeste e cosmodindmaducéo de

Hidelberto E. Cabral. Recife, 1997. ( Nao publicado).

[25] MEYER, K. R., HALL, G. R.Introduction to Hamiltonian dinamical systems and the oo
problem New York: Springer-Verlag, 1992. ( Applied mathematicaksce; v. 90).

[26] MOSER, J. K. On invariant curves of area-preserving nraggpof an annulusNachr. Akad.
Wiss. Gottingen Math.-PhygS. 1.], 1962.

[27] POINCARE, H.On curves defined by differential equatio@ostekhizdat: O krivykh, opre-

delyaemykh diffentsial’-nymi uravneniyami, 1947.

[28] SANTOS, A. A.Estabilidade dos pontos de libracdo no problema oblato dosros45f.

1998. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias), Universidaderkede Pernambuco, 1998.

[29] SCHMIDT, D. S. The stability of the Lagrangidry, . Celestial MechanigsNetherlands, v.
45, p. 201-206, 1989.

[30] SIEGEL, C. L., MOSER, J. KLectures on celestial mechami¢¢éew York: Springer-Verlag,
1971.

[31] HIRSCH, N. M., SMALE, S Differential equations, dynamical systems and linear hige
New York: Academic Press, 1974.

[32] SOKOL'SKII, A. G. On Stability of an autonomous Hamiltian system with two degrees of
freedom umder first-order resonanégpl. Math. Mech.Moscow, v.41, p.24-33, 1976.

[33] SOKOL'SKII, A. G. On Stability of an autonomous Hamiftian system with two degrees of
freedom in the case of equal frequenciggpl. Math. Mech.Moscow, v.38, p.791-799, 1974.

[34] SOKOL'SKII, A. G. Stability of the Lagrange solutiong the restricted three body problem
for the critical ratio of masse&ppl. Math. Mech.[S. 1.], v.39, p.342-345, 1975.

[35] SOTOMAYOR, J.LicGes de equacdes diferenciais ordinariéso de Janeiro: IMPA, 1979.

(Projeto Euclides).

[36] VIDAL, C. Estabilidade de equacdes diferenciais ordinarigecife, 2002. (Notas de curso).



Referéncias Bibliograficas 210

[37] VIDAL, C. Sistemas dinamicos Hamiltoniand®ecife, 2003. (Notas de curso).

[38] VIDAL, C. Transformacdes simpléticas, formas normais e sistemasitdaranos Recife,

2001. (Notas de curso).



