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Resumo

Nesta dissertagao, fizemos um estudo detalhado do problema dos trés corpos. Inicial-
mente, formulamos o problema e vimos algumas propriedades bésicas como, por exem-
plo, as dez integrais primeiras do movimento. Estudamos as singularidades do problema
relacionando-as com as colisoes, onde usamos os teoremas de Von Zeipel e Painlevé. Es-
crevemos, o problema em coordenadas giratorias, relativas, de Jacobi e baricentricas e
mostramos varias técnicas para reduzir o nimero de graus de liberdade do sistema Hamil-
toniano associado. Continuando o nosso estudo, tratamos de alguns resultados basicos que
sao conseqiiencia das integrais primeiras. Em alguns casos particulares do problema geral
dos trés corpos como, por exemplo, no caso planar, estudamos as solugoes isosceles e o
caso colinear. Descrevemos algumas solugoes particulares, como as solucoes homograficas,
configuragoes centrais e as solugoes de equilibrio relativo, obtemos as relacoes entre as
mesmas e estudamos a estabilidade linear, onde mostramos que as solucoes de Euler sao
linearmente instaveis e as de Lagrange, estaveis sobre certas condigoes sobre as massas. A
partir das solugoes de equilibrio relativo, utilizando o método da continuacao de Poincaré,

mostramos a existéncia de solucoes periddicas na vizinhanca das mesmas.



Abstract

In this dissertation, we have done an analytic detailed study of the three body prob-
lem. Initially we formulate the problem and some basic properties, such as, the ten first
integrals of motion. We have also studied the singularities, relating them with the colli-
sions of the 3-body problem. Here we use Von Zeipel’s and Painlevé’s theorems. We have
written the problem in terms of differents coordinates, namely, girating; relative; Jacobi
and barycentric. We show several techniques to reduce the number of degrees of the free-
dom from of the associated Hamiltonian system. Following this, we discuss some basic
results, that are consequences of the first integrals. In some particular cases of the three
body problem, for instance, the planar case, we study isosceles solutions and the colinear
case. We describe some particular solutions, such as the homographic solutions, central
configurations and the relative equilibrium solutions, and relations between them and also
we study the linear stability. In fact, we verify them the Euler equilibrium are unstable
and the Lagrange equilibrium are stable some conditions about the masses. Using the
Poincaré continuation method we prove the existence of periodic solutions of the three

body problem. Finally, it is proved the Saari’s conjecture in the case of equal masses.
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Introducao e informacoes historicas

do problema dos trés corpos

Baseado nas suas leis de movimento, Newton (em 1687) estudou o movimento de dois
corpos, levando em consideracao apenas a atragao gravitacional entre eles, problema re-
solvido facilmente, explicando com boa aproximacao, por exemplo, as érbitas da Lua ao
redor da Terra. Entao ao adicionarmos mais um corpo nao haveria muitas complicacoes
para a resolucao e, com mais um pouco de trabalho, teriamos a solucao. Estava completa-
mente enganado! Poincaré (em 1890) descobre e demonstra que, as equagoes Newtonianas
considerando trés corpos celestes em interacao gravitacional, tornam-se insoluveis por
quadratura. E necessdrio, portanto , usarmos uma série de aproximacoes, e af surgem
problemas inesperados. Na maioria dos casos, as pequenas mudancas provocam pequenos
efeitos e tudo se encaixa mais ou menos bem, mas em alguns casos de estudo uma pe-
quena perturbacao pode provocar um grande efeito, um planeta pode até mudar de orbita

e escapar do sistema solar.

Este problema é extremamente dificil como o proprio Newton reconheceu ao estudar o
sistema Sol-Terra-Lua. Aliés, foi estudando este sistema que Clairant e d’Alembert
[9] criaram a expressao "Problema dos trés corpos” que veio designar o sistema de
equagoes diferenciais quando n = 3 e, por extensao, hoje o designamos por ”Problema dos
n — corpos”, para um valor qualquer de n. Citemos a seguir o seguinte trecho devido a
Laplace [23]:

E a primeira peca de Fuler sobre os movimentos de Jupiter e de Saturno que deve re-
portar as pesquisas sobre as perturbacoes dos movimentos planetdrios. Esta peca coroada
pela Academia de Ciéncias em 1748 foi enviada ao secretdrio desta Academia em 27 de

julho de 1747, alguns meses antes que Clairant e d’Alembert comunicassem a Academia

2



CONTEUDO 3

pesquisas andlogas que eles haviam feito sobre o Problema dos Trés Corpos que cles
denominaram assim porque tinham aplicado suas solugcoes ao movimento da Lua atraida

pelo Sol e pela Terra.

Em 1765, Euler mostra a existéncia de solugoes particulares, em que os trés corpos
permanecem alinhados em cada instante, algumas configuragoes dos trés corpos mostram-
se periddicas e foi exatamente uma dessas que Euler encontrou. Considerando o prob-
lema restringido (onde um dos corpos possui massa infinitesimal) Lagrange, em 1772,
mostrou matematicamente a existéncia de cinco pontos onde o corpo infinitesimal per-
manecia estavel, apresentando comportamento previsivel e, pelas medi¢oes da orbita de
Jupiter, previu a existéncia de algum corpo em um desses pontos entre o planeta e o Sol.
Em 1906, foi descoberta, pelo astronomo Max Wolf, a existéncia do primeiro asteréide (de
uma série), 588 Achiles, no ponto previsto. Tais pontos de estabilidade entre dois corpos
sao chamados hoje de pontos Lagrangeanos. Pontos como esses existem entre a Terra e o
Sol e mesmo entre a Lua e a Terra e sao pontos onde, especula-se, poderiam-se construir
bases espaciais. Essa foi a primeira grande contribuicao do problema dos trés corpos para

a ciéncia fora da matematica [37].

Marcolongo em seu apanhado histérico [26] chama a atencao para a grande quantidade
de trabalhos publicados em Mecanica Celeste no que diz respeito ao problema dos trés
corpos, que por volta de 1918 ja havia mais de 1000 trabalhos entre memdrias e tratados.

Citemos esse trecho:

O problema dos trés corpos é o problema cldssico dos tempos modernos;... . Depois de
mais de um século e meio de estudos; depois de Poincaré [[2] e do trabalho de Sundman
[48], que conduziu a uma solu¢ao geral mas nao totalmente analitica; resta ainda um
amplo campo de investigagoes aos esfor¢cos dos matemdticos. ... A contagem nao € facil,
sobretudo para minhas forcas, pois que s6 a parte bibliogrdfica compreende certamente

mais de mil entre memorias e tratados.

Hoje é muito dificil inferir com relacao a quantidade de trabalhos sobre o problema

dos trés corpos, devido a grande quantidade de pesquisas nas diferentes abordagens.

Um outro fato histérico importante e que mostra a importancia do problema dos trés

corpos ¢ o seguinte [11]:

No comego do ultimo quarto do século do século XIX, por sugestao de Gustav Mittag-

Leffier, editor chefe da famosa revista Acta Mathematica Journal, o rei Oscar II da
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Suécia Noruega conhecendo a importancia do problema cldssico do n-corpos, estabeleceu
wm prémio para quem encontrar uma solug¢ao expressa como um erpansao em série das co-
ordenadas (posi¢ao) tendo a reta como dominio de convergéncia. O prémio foi outorgado
a H. Poincaré mesmo ele nao tendo resolvido o problema, mas devido a suas importantes

contribuicoes cientificas deste problema.
Uma outra citagao deve-se a V.Szebehely [51]:

7 Tomou tempo” diz A. Einstein referindo-se a esse como um dos mais importantes as-
pectos da criacao cientifica. De fato, ele nos tomou 200 anos desde o Principia de Newton

a Teoria de Poincaré da nao integrabilidade do problema dos trés corpos.

A seguir enunciaremos uma série de resultados importantes do Problema dos trés
Corpos apos ter cido feita uma revisao bibliografica do problema. Certamente, muitos
artigos de pesquisas foram omitidos, pois o objetivo é simplesmente relacionar nomes e

contribuigoes que consideramos cientificamente importantes.

e Clairant e Euler, mais ou menos entre 1760-1780 ja haviam encontrado as dez in-
tegrais primeiras do problema dos tés corpos (na verdade para n-corpos), seis das
quais é associado ao centro de massa do sistema, trés ao momento angular e uma da

energia.

e Euler [15], em 1767 obteve trés solugoes particulares as quais os trés corpos tém uma

configuragao colinear em cada instante.

e Lagrange [22], em 1772 mostra a existéncia de duas solugoes particulares, as quais

os trés corpos formam um triangulo equildtero em cada instante.
e Jacobi [19], em 1843, reduziu o problema dos trés copos a um sistema de ordem 7.

e Jacobi [20], em 1845 fez uma investigacao qualitativa do problema colinear de trés

corpos numa forma reduzida (palavras de Wintner).
e Liouville [25], em 1856 estudou a estabilidade dos pontos de libragao colineares.

e Bruns [3], em 1887 mostrou que as unicas integrais primeiras que sao fungoes algébricas

das posigoes e velocidades sao funcoes das dez integrais conhecidas.

e P. Painlevé [39], em 1897 mostrou que toda singularidade do problema dos trés

corpos ¢ devida a colisao.
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e Sundman [49], em 1909 mostrou que na colisdo tripla a configuracdo dos corpos

aproxima-se de uma configuragao central.

e Sundman [48], em 1912 mostrou que singularidades devido a colisdo podem ser

regularizadas.
e Levi-Civitta [24] (1916) faz a "Regularizagao do problema dos trés corpos”.
e J. Chazy [6] (1921) classificacao das solugdes isdsceles do problema dos trés corpos.

e J. Chazy [7] (1927) faz uma investigacao qualitativa do problema colinear dos trés

corpos (palavras de Wintner).

e A. Wintner [56] (1936) publicou o trabalho ” Continuagao de érbitas circulares periddicas

do problema restrito dos trés corpos ”.

e C. Marchal [28](1968) estudou a estabilidade das solugoes de Lagrange do problema

dos trés corpos.

e D. Saari [44] (1970) prova a existéncia de ”Movimento oscilatério no problema dos

trés corpos 7.

e R. Easton [12] (1971) caracteriza as superficies L = cte, C = cte e H = cte no

problema dos trés corpos.
e V. Szebehely [51] (1971) classificou o movimento dos trés corpos no caso planar.

e A. Kunitsyn [21] (1971) deu uma interpretacao geométrica da condigao de estabili-
dade.

e H. Cabral [5] (1973) estudou a topologia das variedades integrais.

e R. McGehee [30] (1974) introduz as coordenadas de McGehee e a variedade de co-
lisao.

e M. Henon [17] (1974) mostra a existéncia de ”Familias de érbitas periddicas no

problema dos trés corpos”.

e A. Ivanov [18] (1979) obtém resultados sobre a estabilidade de sistemas Hamilto-
nianos e os aplica ao problema planar dos trés corpos, fazendo uma andlise nao
linear da estabilidade no interior de uma das regices de estabilidade determinada

por Kunitsyn.
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e C. Sim6 [45] (1980) regularizacao por continuidade com respeito as condigdes iniciais.

R. Moeckel [31] (1981) estuda o caso isésceles (my = my) usando as coordenadas de
McGehee.

e C. Simo6 [46] (1981) analisa a colisao tripla do problema isdsceles.

e R. Devaney [10] (1982) fez um estudo qualitativo do comportamento das solugoes

do problema planar isésceles, as quais passam proximo de uma colisao tripla.

e J. Waldvogel [54] (1982) usa coordenadas de Lamaitre para estudar este problema

e, em particular, a colisao tripla e bindria.
e R. Easton [14] (1984) estuda a existéncia de drbitas parabdlicas no caso planar.

e C. Robinson [43] (1984) usou resultados de Easton para mostrar a existéncia de

solugoes oscilatorias no caso planar.
e R. Moeckel [32] (1984) intoduz métodos geométricos e dinamica simbdlica.
e R. Moeckel [33] (1989) prova que existe ”dinamica cadtica proxima de colisao tripla”.

e H. Cabral [4] (1990) prova que as unicas solu¢oes com inclinacdo constante igual a

7/2 sdo os dois tipos de solugdes isésceles nao planares.

e 7. Xia [58] (1994) mostra a existéncia de: difusdo de Arnold; solugoes oscilatérias;

captura e escape; fenomeno pseudo difusao de Arnold.

e A. Chenciner e R. Montgomery [8] (2000) exibiram uma solugao periédica simples
no caso em que as massas dos trés corpos sao iguais. Esta solucao tem o formato de

uma figura oito.
e C. McCord [29] (2002) demonstrou a conjectura de Saari no caso planar com massas
iguais.

e R. Moeckel (2003)[34], usando algebra computacional e geometrica, demonstrou a

conjectura de Saari no caso planar com massas quaisquer.

Do exposto acima e devido a sua grande importancia para a ciéncia, em particular
para a Mecanica Celeste e a Astronomia, dedicamos esse trabalho ao estudo detalhado

sobre o Problema dos Trés Corpos.
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O presente trabalho foi organizado da seguinte forma:

No primeiro capitulo, iniciamos o estudo enfatizando alguns aspectos gerais do prob-

lema. Damos algumas defini¢oes basicas e provamos a existéncia de dez integrais primeiras.

No capitulo dois, trataremos das singularidades no problema dos trés corpos, onde

relacionamos estas com as colisoes.

No terceiro capitulo trataremos o problema nos diferentes tipos de coordenadas, mostrando
assim como simplificamos o tratamento do problema escolhendo convenientes mudancas

de coordenadas.

O quarto capitulo é dedicado ao estudo de alguns resultados basicos que sao con-

seqiiéncias das integrais primeiras.

Dedicamos o quinto capitulo ao estudo de alguns subproblemas, como por exemplo, o

problema restrito dos trés corpos.

O sexto capitulo é dedicado ao estudo das solugoes particulares do problema dos trés
corpos, onde estudamos as configuragoes centrais, as solugoes homograficas e as solucoes

de equilibrio relativo.

No sétimo capitulo, estudaremos alguns métodos de reduzirmos o nimero de graus de

liberdade do sistema Hamiltoniano associado ao problema.

O oitavo capitulo é dedicado ao estudo da estabilidade linear das solugoes de equilibrio

relativo.

Dedicamos o nono capitulo ao estudo das solucgoes periddicas usando o método da

continuagao de Poincaré.

No décimo capitulo, trataremos da conjectura de Saari, onde mostraremos para o caso
planar e massas iguais, que as unicas solugoes que possuem momento de inércia constante

sao os equilibrios relativos.



Capitulo 1

Formulacao do Problema dos treées

Corpos

Neste capitulo introduzimos o problema dos trés corpos e trataremos das formulacoes
Newtoniana e Hamiltoniana deste problema, das propriedades bésicas da funcao potencial

e por ultimo das grandezas conservativas.

1.1 Aspectos Gerais

Consideremos 3-massas pontuais movendo-se no espaco euclidiano R3, submetidas apenas
as acoes gravitacionais mutuamente exercidas. As massas das particulas sao my,ms e mg
todas positivas , tendo como vetores posicao ry, ro e r3 respectivamente em relacao a
um sistema de coordenadas inercial do R? . Essa interacao gravitacional é definida pela

Sequnda Lei de Newton através das seguintes equacoes diferenciais:

Gm1m2 Gm1m3

mli‘l = T(I‘Q — I'1> + T(rg — I'l)
12 31
.. Gmaom Gmam
meore = #(I‘l - I'2) + #(I‘g - 1'2) (11)
21 T'32
.. Gmsm Gmsm
mars =— #(I‘g — I']) + #(I’Q — I‘3)
T3 a3
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onde 7;; = ||r; — r;|| representa as distancias mituas e G é a constante de gravitacao

universal, podemos assumir sem perda de generalidade que G = 1.

A
F h,
m;, by 33-/\
le

F31 r

2

rs F13 F12
~ /rl m
,,,,,,,,,,,,,, - »

Figura 1.1: Problema dos trés corpos

A presenca das trés massas determina no espaco um potencial gravitacional que é uma

funcao escalar dos seus vetores posicao e cuja expressao é dada por:

m;m;
U= Z 2 uma vez que G = 1. (1.2)
— Tij
1<i<5<3
A introdugao da fungao potencial facilita a notagao do conjunto de equagoes (1.1).

Com efeito, podemos reescrever este conjunto de equacoes na seguinte forma condensada:
mzrl = VriU, 1= 1, 2,3, (13)

onde V. U representa o gradiente da fungao escalar U com relacao ao vetor r;. As trés
massas dispostas no espago determinam um triangulo cujo baricentro serd denominado
de centro de massa. As coordenadas do vetor R do centro de massa, em relacao ao
sistema inercial fixado, sao uma média ponderada das coordenadas dos vetores posicao

das particulas cujos pesos sao suas respectivas massas. Analiticamente, temos:
1 3
R = M(mlrl —+ Moy + 7TL3I'3), onde M = Zmz (14)
i=1
Fixando eixos retangulares e denotando as coordenadas do corpo de massa m; por

(x:,yi, z;) e as coordenadas do centro de massa das trés particulas por (X, Y, Z) temos que

1 3 1 3 1 3
X = M;mzlﬁ, Y = M;miyi, e = M;mzzl
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Segue um resultado importante relativamente ao centro de massa, a saber:

Teorema 1. Ao longo de cada solugdo das equagoes (1.1) ou (1.83), existem vetores con-

stantes A e B dependendo unicamente das condicoes iniciais tais que

R(t)=At+ B
1sto €, o centro de massa desloca-se em linha reta com velocidade constante.
Demonstragao. Somando as trés equagoes (1.1), obtemos ao longo de cada solugao a

equacao

mify + mety + msits = 0. (1.5)
Observe que, integrando temos
Mty 4 moks + maks = A. (1.6)
e integrando novamente, segue-se que
mqry + Moy + mars = At + B. (1.7)

Onde A e B sdo vetores constantes. Agora dividindo por M teremos

R = At + B,

1.2 Propriedades basicas da funcao potencial

Observe que U: Rg —A — ]R, onde A = A12UA13UA23 com Az’j = {(I‘h ry, I'3) € Rg/ri =
r;} i # j é o conjunto das singularidades de U.
Se definirmos a acao g : R — R? por g - (r,12,13) = (gr;,8ry, gr3) com g € SO(3),

teremos que U ¢ invariante por esta acao, ou seja,
U(g : (I'l, Iy, r3)) = U(grh gro, gI'3) = U(I‘l, Iy, I'3)-
De fato, basta observar que

rig = |lr; — vyl = l[g(ri — x;)|| = llgr; — gr,ll.
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Além disso, U é invariante por translagoes, isto ¢, seja a = (a,a,a) € R?, e defina
T.: R’ - R’
(ri,ro,r3) — (r; +a,ro +a,r3 + a).
Temos que
U(T,(r1,ra,r3)) = U(r; + aj,ry + ag,r3 + az) = U(ry, ra, r3),

pois

r,—r;=(r;+a)—(r; +a).
Por dltimo, U é uma fun¢ao homogeénea de grau —1, de fato ,

U(M(ry,12,13)) = AU (rq, 19, 73), A > 0.

Pois,

[A(r; —xj)[] = All(x; —xj)][-

Proposicao 2. A primeira e sequnda derivadas de U sao dadas por

m;m;

DU(r)(v) = Z m( —T;,Vi = Vj),
1<i<j<3 17* J
3
D*U(r)(v,w) =S (W(ri — 1, v — V) (T — 1y, W — W) — (Vi — V) (W — Wj))
r—r;
onde S = — Z Mjs, v e w pertecendo ao espaco das configuragoes.

Demonstracao. Para a primeira derivada temos que

1<i<j<3

Como

3 1 .
R (M) = szk(Hri—mH)(vw

k=1
= E Dy(||r;
2”1,1 r]”3 k ’I‘ r]” )(Vk)
1 3
— S ) Dl -,
ey O T
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Portanto, o resultado segue.

Analogamente para a segunda derivada, usando que

D*U(r)(v,w) = > DyDy(r)(vi, wy)

1.3 Formulacao Hamiltoniana do problema

O conjunto de equagoes (1.1) do movimento geral dos 3 corpos, desdobra-se, na verdade,
em um sistema de 18 equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Isso ocorre
porque se denotarmos por v; o vetor velocidade de cada uma das massas, as equacoes

(1.3) poderao ser escritas como:

I.‘i = V;

i=1,2,3, (1.8)
v = m%VrIU
ou, também; se definirmos o momento linear da i-ésima particula, isto é, py, = m,r;,
teremos:
. 1
r; = —Pr; .
' mitT i =1,2,3. (1.9)
pl‘i - VI'Z'UJ

Este sistema possui a forma Hamiltoniana, basta definir a funcao Hamiltoniana

1 3

1
H(p,r) =3 > P,

i=1

2 Ulr). (1.10)

Observe que tanto o vetor posi¢ao r; como o vetor velocidade v; sao fungdes de suas
coordenadas tridimensionais. Portanto, cada conjunto de equagoes (1.8) tornam-se seis

equacoes diferenciais, totalizando dezoito equagoes para as trés massas.

1.4 Definicoes basicas

Definicao 3 (Reversibilidade). Considere a EDO %2 = f(z) onde f : U C R* — R" €
uma funcgdao diferencidvel. Dizemos que o sistema acima € reversivel ( ou T-reversivel) se
existe uma aplicagdo linear inversivel, T : R® — R", t — —t tal que f(z) = =T 1f(Tz),

oulTof=—foT.
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Proposicao 4. O sistema (1.9) € reversivel.

Demonstragao. Seja Xy um campo vetorial Hamiltoniano da funcao Hamiltniana H
dada em (1.10), onde
Xu(r,p) = (Hp, —H;).

O sistema (1.9) é equivalente ao sistema mecanico conservativo
r = P
p = —VUE)

(1.11)

O sistema mecénico (1.11) admite sempre a seguinte reversibiliade ou involugao reversa:
R:R*xR? — R x R’
dada por
R(r,p) = (r,—p).
De fato, R é um isomorfismo.
Xpgo R(I‘, p) = (HIN _HI') © R(I‘, p) - (Hp(r7 _p)7 _Hr(r7 _p) = (_p’ —VU(I')),
Por utro lado,
—Ro XH(r’ p) = ((Hp(r7 p)? —Hr(I‘, p)) = _((Hp(r7 p)7 Hr(r7 p)) = (_pv —VU(I‘))

Portanto,
XH © R(I', p) =—Ro XH(I', p)a

ou seja, o sistema (1.11)(ou 1.9) é reversivel. |

Comentario: Uma das importancias da reversibilidade deve-se ao fato que basta analis-
armos o que acontece com as solucoes para t > 0, pois as mesmas propriedades sao obtidas

para t < 0.

Definigao 5 (Momento de inércia). Um elemento importante para nosso estudo, sobre

tudo para o estudo das singularidades, € definido por:

3
1 2
I= 5;%“”” (1.12)

o qual mede o "tamanho”do sistema e € chamado de momento de inércia. Em coordenadas

retangulares teremos

3
1
I= §;mi(x?+yf+zi2) (1.13)
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Definigao 6 (Momento angular). A funcao vetorial definida como seque:

3
J = mr; x i, (1.14)
=1

ou em coordenadas retangulares por
3
Zmz<yzzl —2yi) = Ja,
i=1
3
i=1

3
Zmz(xzyz —yit) = J..
i=1
chama-se momento angular do sistema.
Defini¢ao 7 (Energia). A energia total do sistema, denotada por E, € definida por:
E=T-U (1.16)

onde T € a energia cinética devida ao movimento das massas, definida por:
13
_— . " . 2
T = 5 ;:1 || 1] (1.17)

e U € a energia potencial definida por (1.2)

Definicao 8 (Integral Primeira). Uma funcao diferencidvel ® : M — R, onde M C

(RY\ A) x R?, ¢ uma integral primeira para o movimento dado pelo sistema (1.1) se ela

ad

¢ constante ao longo do movimento, ou seja, 5

solugao r(t) de (1.1) estd definida.

(r(t),(t)) = 0 para todo tempo onde a

1.5 Integrais

Teorema 9. Ao longo de cada solugdo das equagoes (1.1) ou (1.3) a energia total e o

momento angular permanecem constantes

E=h J=C.
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Demonstragao. Derivando a equagao (1.16) em relagdo ao tempo, temos

3

3 3
=1 =1

i=1

Portanto, a energia total é conservada ao longo de cada solucao.

Quanto ao momento angular, derivando a equagao (1.14), em rela¢ao ao tempo, temos

3 3 3
=1

i=1 =1

Porém, das equagoes (1.1), temos
3
i=1

Portanto, J= 0, donde concluimos o teorema. |

Lema 10 (Identidade de Lagrange-Jacobi).

I=U+2h

Demonstragao. Desde que U é homogeénea de grau —1, da relagao de Euler, temos
~U(r) =r"VU(r). (1.18)
Por outro lado s ,
I(x(t)) = ZmZHrZ(t)HQ + Zri(t)mif'i(t)a
i=1 i=1
das equagoes (1.18) e (1.3) obtemos
[(x(t)) = 2T(£(t)) — U(x(2)).

Agora usando (1.16) segue o resultado. |

Observe que do teorema 1, temos que as componentes dos vetores constantes A = R =
(X,Y,Z) e B=R — Rt, sdo funcdes algébricas das coordenadas r; e ¥; (em B também
intervém o tempo t). Portanto, temos seis integrais primeiras provenientes do centro de

massa. Analogamente, do teorema 9 temos que a funcao energia e as trés componentes do
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momento angular, sdo também integrais primeiras, do sistema de equagoes (1.1). Assim,

temos dez integrais algébricas no problema dos trés corpos.

A importancia de conhecermos uma integral primeira para um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias, esta no fato, de podermos baixar o nimero de variaveis indepen-
dentes de uma unidade, ou equivalentemente diminuirmos o nimero de graus de liberdade.
Assim, para se obter a solu¢gao completa do problema geral dos trés corpos, é necessério
conhecer dezoito integrais primeiras do sistema. Sabemos que as leis de conservacao da
Mecanica fornecem apenas dez integrais primeiras para o problema dos trés corpos e,
além disso, os trabalhos de Bruns [3] e Poincaré [42] apontam as dificuldades envolvidas
para se descobrir as integrais que faltam. Portanto, este problema ainda nao apresenta
uma solucao completa. As solucoes obtidas até agora sao aquelas conseguidas sob certas
condicoes bem particulares, ou seja , considerando as simetrias dos sistemas, as grandezas

conservativas e escolhendo sistemas de coordenadas bastante convenientes.



Capitulo 2

Singularidades no problema dos treées

Corpos

Neste capitulo faremos um estudo de uma solugao que experimenta uma colisao total.
Veremos que isto esta diretamente relacionado com o momento angular através do teorema
de Sundman, em seguida definiremos singularidade de um solugao, relacionaremos estas

com as colisoes, relacionando assim com as singularidades do potencial.

2.1 Estudo da colisao total

Nesta secao estudaremos propriedades de uma solugao que sofre uma colisao total das
particulas, ou seja, todas as particulas ocuparem a mesma posicao no espaco das con-

figuracoes.

Primeiro vamos escrever o momento de inércia, I em termos de r;;. Fixando j temos:

3 3 3 3
Z m;(r; —r;)* = Z mir; — 2 (Z mm) i 413 (Z m2> (2.1)
i=1 i=1 i=1 i=1

2

onde usamos a notagao x> = [|z||* (z € R?) e logo (r; — 1;)* = (r; — 1;) - (rs — ;) = 17

Como estamos considerando o centro de massa fixado na origem do sistema de coor-

17
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denadas temos:
3

Zmi(ri —r)? =2+ T‘JQ-M (2.2)

1=1

3
onde M = Zmi. Multiplicando (2.2) por m;

=1

m]z:mZ T —QIm]—i-Mm] f
e somando em j, temos
3 3
Z mmy;(r; —2[M-|-M<Zm] J>
=1 j=1 Jj=1
ou seja,
3 3
SN mymi(r; — ;) = 2MI+2M1. (2.3)
=1 j=1

Como 7;; = 0 quando ¢ = j, temos:

Z mgm;ry; = 2M1. (2.4)
1<i<j<3
Para que ocorra colisao total, devemos ter r;; = 0, para todo %, (simultaneamente).

Entao de (2.1) temos que I — 0, de onde segue-se que todas as particulas estao na origem.

Proposicao 11. Seja r(t) = (r1(t), ra2(t), r3(t)) uma solugao do problema dos trés corpos

que sofre colisao total em t =t,. Entdao t, € finito, ou seja, t, € R.

Demonstracao. Sendo o potencial Newtoniano ao longo da solugao r(t) igual a

U(t) = Ulri(t),ra(t)ma(t) = > 0 pi(t) = [lri(t) — ny(8)]

y Ty
1<i<j<3 Y (1)
e notando que r;; — 0, quando t — t,. Entdo U(t) — co. Portanto, pela identidade
I=T+h=U+2h

onde h é a energia total, segue-se que [(t) — 00 quando t — t,, pois h é constante.

Suponhamos que a colisdo total ocorra em tempo infinito. Desde que [ (t) — oo , temos
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que para todo € > 0, existe ty tal que [(t) > € para todo t > ty. Em particular, tomando

e = 2, e integrando duas vezes temos
I(t)>t*+ At+ B

onde A e B sao constantes, entao I — oo quando ¢t — oo, o que é uma contradicao, ja que
I(t) — 0 quando t — t,. |

A seguir mostraremos como a colisao total esta relacionada com o momento angular, o

seguinte teorema foi publicado por Sundman [48].

Teorema 12 (Sundman). Seja r(t) = (r1(t),ra2(t), r3(t)) uma solugdo do problema dos

trés corpos que sofre colisao total em t =t, € R. Entdo C=0.

Demonstracao. Suponha que /(t) — 0 quando ¢ — ¢, . Entao, r;; = 0e U — oo .
Pela identidade
[=U+2h

temos que I(t) — oo quando ¢ — ¢,. Em particular [ (t) > 0 para um certo intervalo

(t,t.). Usando o lema 58 do apéndice A, observamos que I(t) < 0 para t € (,t,). Como

3
C= Zml(rz X I'Z)
=1

temos que

1€l =

3
Zmi(ri X Tz)
i=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz

Saf < () (X¥)

3
<D millrllfl74]) (2.5)

e escrevendo
3

Zmiumuumu = Z(ﬁAMH)(MiHMD

temos que
3 3
IC)* < (Zmz-!\n!P) (ZWIMHQ) =4IT

ou seja,
IC||? < 4IT = 4I(I — h).
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Multiplicando por Z—{ > (), temos

I L
—|\C||2E < —I1+hl

2 . e .
—@H-l <hl—1II
e integrando entre tet segue que
I, 1) oy L Lig -
N < _ S -
1 log 0 = h(I(t) — I(t)) 2[ () + 2] (t)
1 1.
01108 (755 ) < 40ALE) = (0 + K)) < aiur(e) + K]
donde ARI(E) 1 K]
t) +
1017 < ———~—

log(7(7)

Como I(t) — 0 quando t — t,, entdo o numerador da expressao acima tende para K e o
denominador para oco. Entao,

Ic)* — o0

consequentemente

C — 0.

2.2 Singularidades e colisoes

Sendo o potencial U uma funcao real analitica em R\ A, entao pela Teoria Fundamental

das Equacoes Diferenciais Ordinarias temos :

Teorema 13. Dado (rg,1o) € (RY\A) x R, eziste tnica solugao r(t) de (1.1) definida no
intervalo mdzimo t_ <t < t;, contendo t =0, com condigées r(0) = ro,#(0) = y. Além

disso, todas as componentes de r(t) sio fung¢oes analiticas de t e das coordenadas rq e T.

Um (ou ambos) dos extremos do intervalo maximo (¢_,t, ) pode ser infinito. Quando
um deles é finito, digamos, t* = t_ > —oo (ou t* = t; < 400), dizemos que a solugao
possui uma singularidade em t*. Como o sistema (1.9) é reversivel, podemos considerar a

solugao em [0,¢) ou (¢7,0].
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Definicao 14. Se t* = 400, a solugcao € dita reqular; se t* < +00, a solucao € dita

singular e t* € dito uma singularidade da solugao.

Definigao 15. Suponha que r(t) tem uma singularidade em t*; esta singularidade é
chamada uma singularidade de colisao se existir v* € V tal que r(t) — r*, quando t — t*.

Em caso contrdrio, a singularidade € chamada singularidade sem colisao ou pseudocolisao.
Seja p(r(t)) : R — Ry, onde p(r(t)) = min 7;(t) e rij = |1 — 1], teremos:
1<i<j<3

Lema 16. Assumindo que 1;;(t) > 3, entdo ||£(t)|| < %

Demonstragao. De fato, como

= Y mj(rig— r;)

r
1<i<j<3 ij

temos

S P ———

H lH 1<i<j<3 ]”r’ r||2
J<

1

Tij

il Y mip < Y %2:@

1<i<j<3 T 1<i<j<3

como r;;(t) > 3, entao % . Assim, temos

Proposicao 17. Se (r(t),p(t)) € solugdo analitica das equagdes (1.9) definida no intervalo
mazximal [0,t), entdo t* € uma singularidade se, e somente se,

liminf p(r(¢)) =0

t—t*

Demonstracao. (=) Seja t* uma singularidade. Suponha por absurdo que existe a > 0
tal que h?_l} %pf p(r(t)) > «a. Portanto, pelo lema 62 do apéndice A, temos que existe g
pertencendo ao intervalo [0,t*) e § no intervalo (0, o], tal que r;;(¢) > (3 para t pertencendo
a [to, t*). Como r(t) é analitica, temos que ¥ é integravel no intervalo [tg, t]. Assim, usando

a férmula de Taylor em torno de ¢y temos

r(t) =r(to) + (t — to)r(to) + / (t — 7)t(7)dr.

to
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Logo, r(t) estd bem definida no intervalo [to, t]. Portanto, existe r*(t) = tlL% r(t) (analoga-
mente existe p* = thj? i(t)). Portanto, existe rj; = ||r; — || onde 7}; = tlLIP* ri;(t) e, por
hipétese, temos que 7; > 3 para i # j, ou seja, todas as distancias mituas sao positivas.
Observe que o dominio de definigao de (r(¢), p(t)) depende de 5 ( ou seja, de «), mas
nao depende da escolha das condigoes iniciais. Portanto, escolhendo as condigoes iniciais
(r(t),p(t)) para t bastante préximo de t*, temos que a solugao é analitica em t*, o que é

uma contradigao.

(<) Suponha agora que h?i glf p(r(t)) = 0, observe que se ¥(t) tende oo quando ¢ tende a
t*, entao r;; tende para 0, ou seja, t* é uma singularidade. Suponha que existe b; > 0 tal que
|#(¢)|| < by num pequeno intervalo (¢,t*). Como ¥(t) = (¥1(t), ¥2(¢),3(t)), usando a norma
da soma, segue que ||t;]] < by para cada i = 1,2,3, mas ¥;(t) = (&;(¢), (), (1)) € R3.

Portanto, usando novamente a norma da soma, temos que |Z;(t)| < by, |§:(t)] < by e

|Zi(t)| < by. Assim,
¢ ¢
/ |2 (t)|dt < / bydt.
t ¢

/tt* li5(t)|dt > /tt* :}éi(t)dt‘ .

|@5(8)] < b1 (1" —t) = ba.

Por outro lado,

Dai integrando, temos

Repetindo o processo para cada uma das coordenadas teremos

[E@)] < by
Como,
. 1
ri=—D;
m;
tem-se

1

Segue-se que V., U(r) é limitado pois  é limitado por hipétese num pequeno intervalo
(t,t*). Desde que

%[U(ri(t))] = [DU(r;(t))] - 1:(t) = [VU(x(0)]" - £:(t)

teremos

H%[U(r(t))]\l < VU @) - lE@)],
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ou seja, p
I U (@)l < K - by, onde K = [[VU(x(t))]

Assim, £U(r(t)) ¢ limitado num pequeno intervalo (¢,t*), entdo U(r(t)) é limitado. De

fato, ‘g
Ut) = [ GUk@)
o dt
e, como a integral de uma funcao limitada é limitada, segue que U é limitada num pequeno

intervalo (¢,¢*). Mas se o limite inferior de p(r(¢)) tende a 0 quando ¢ tende para t*, entéo

o limite superior de U(r(t)) tende para infinito, o que é uma contradigao. |

Teorema 18 (Painléve). Se (r(t),p(t)) ¢ uma solugcdo analitica das equagoes (1.9)
definida no intervalo maximal [0,t*), entdo t* é uma singularidade da solugao se, e so-

mente se,
lim p(r(t)) = 0.

t—t*

Demonstracao. (<) Se lim p(r(t)) = 0, ent@o por definigdo temos que

t—t*

liminf p(r(¢)) =0,

t—t*

assim, usando a proposicao anterior, temos que t* é uma singularidade da solucao.
(=) Queremos mostrar que

lim sup p(r(t)) = 0.

t—t*

Suponha que isto nao é verdade, entao existe A > 0 tal que limsup p(r)(t) > A. Logo pelo
t—t*

lema 61 do apéndice A, existe uma sequéncia (¢,) com v pertencendo a N e ¢, tendendo

a t*, tal que tlirg p(r(t,)) > A. Portanto, r;;(t,) > A para todo ¢,j com 1 < i < j < 3.

U = Y Moy e

.. rz_] ..
1<i<5<3 1<i<j<3

Como

temos

U(r(t,)) < B

para todo v pertencente a N, onde

B= Y

1<i<j<3

Usando a igualdade
T(p(t)) = U(x(t)) = h
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teremos

T(p(t,))=h+U(r(t,)) <h+B

para todo v pertencente a N. Como

T = P = Il
tem-se
T(p(t) = 5y-lp(t)|” < b+ B.
Donde
D) < 2M(h + B).
Portanto,

Ip(t)] < v2M(h + B),

ou seja, existe v > 0 tal que

Pt <~

24

para todo v pertencente a N. Observe que fixando ¢, e escolhendo (r(t,),p(t,)) como

condigbes iniciais, temos que a solucao (r(t), p(t)) ¢ definida e analitica no seguinte inter-

valo (t, — d,t, + 0), onde § depende de v e de A pelo Teorema da Existéncia e Unicidade,

note também que existe vy tal que t* pertence ao intervalo (t,, — d,t,, + 0). De fato,

como t, tende para t*, ou seja, dado € > 0, existe N > 0 tal que se v > N, entao

|t, — t*| <€, fazendo § = € segue a afirmacao. Assim a solugao é analitica em t*, o que é

uma contradigao.

Proposigao 19. Se uma solucao (r(t),p(t)) das equagées (1.9) € definida no intervalo

[0,t%) onde t* é uma singularidade, entdo existe I* € [0, 00] tal que

lim I(x(t)) = I".

t—t*

Demonstracao. Como t* é uma singularidade, pelo teorema 18 temos que

lim p(r(t)) = 0.

t—t*

Portanto,
lim U(r(t)) = oo,

t—t*



CAPITULO 2. SINGULARIDADES NO PROBLEMA DOS TRES CORPOS 25

pois p(r(t)) = minr;(t) e U(r(t)) = Z il Assim, usando a igualdade de Lagrange-
1<i<j<3 Y
Jacobi

I(x(t)) = U(x(t)) + 2h,
temos que I(r(t)) > 0 para algum 6 > 0 e para todo t € (t* — 6,t*), § > 0. Portanto,
I(x(t)) é crescente em (t* — 8, t*). Logo I(r(t)) ndo muda de sinal e é monétona préximo
e a esquerda de t*. Entao existe

lim I(r(t)) =1I" > 0.

t—t*

Teorema 20 (Von Zeipel). Seja (r(t),p(t)) uma solu¢io analitica de (1.9) definida
no intervalo (t*,0] onde t* € uma singularidade e, tal que th:r? I(r(t)) < oo, entio a

singularidade é devida a colisao.

Antes de comecarmos a demonstracao vamos introduzir algumas notacoes:
Seja P(A) o conjunto das partes do conjunto A, Seja I C {1,2,..., N} um conjunto de
indices e considere

I'=(Ty)ier € P{1,2,..,N}), comT'; # 0

uma particao de {1,2,..., N}, ou seja, I';(I'; = 0 qualquer que seja i,j € I e Ui,y =

{1,2,...,N}. O i-ésimo aglomerado {m; | j € I';} . Se N;= é a cardinalidade de I';, entao

a soma dos N; ¢ igual a N. Denotando por mf a massa da k-ésima particula do j—ésimo
aglomerado, por t;}, o vetor posicao da origem a particula m*, 7, = ||r; — ri|| e por Z; o
) 7.k p G g p g 'k ki k p Ji

vetor posicao da origem ao centro de massa do j—ésimo aglomerado, ou seja,

N; N;
1 J J
— ke _ k
Z = A g m;rjk, onde M; = g m;,
k=1

J k=1

por ultimo denotando por z; =r;; — Z;, o vetor posicao do centro de massa do j-ésimo

k

aglomerado a massa m;.

Agora vamos a demonstragao do teorema:

Demonstracao. Seja

AF»L‘ = {r = (I‘l,r27 ...,rN> G R3N | Z ||ri,j - r’i,kH = 0}

1<j<<N;
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o conjunto das configuracoes para o qual todas as particulas correspondentes ao I'; estao
em colisao. Note que se I'; = (), entdo Ar, nao estd definido, se tem cardinalidade 1 entao
é igual a R3YN e se I'; = {i1, 4o} temos que coincide com a definicio dada na secao (1.2).
Seja
Ar = ﬂ Ar,,
iel
o conjunto das configuracoes onde as particulas em cada aglomerado estao em colisao

simultaneamente. Note que Ar é um subespaco vetorial de RY.
Definindo a aplicacao
T - R?)N - R3N7 7T[‘(r) = (7'('%\1‘1’ "'77T1]"VrN)7

onde IIfr; = Z; e j pertence a I';, ou seja, a aplicagdo mp manda cada r; no centro de
massa do aglomerado que contem a particula. Observe que 7 é uma aplicacao linear,
de fato, verifica-se que ¢ uma projecdo ortogonal para um dado produto interno de R3%,

Considere R*N como um espaco de Hilbert com produto escalar dado por

N
<I‘, f'> = Z mjr?f'j. (26)
i=1

Note que

1. mr o mr = 7r; Note que 7r(r) é uma nova configuragao onde em cada aglomerado
I'; as particulas foram deslocadas para o centro de massa do aglomerado, assim,

aplicando 7 a nova configuragao teremos o resultado anterior.

2. Ar = Im(nr); Se r € Ar, significa que em cada I'; todas as NV;-particulas estao
em colisao simultanea, portanto r;;, = r;; qualquer que seja k,j pertencente a
{1,2,..., N}, donde r; para todo k, logo mr(r) = r implicando que Ar C Im(nr).
Ser € R*™ et = 7(r) tem a propriedade de ter as mesmas coordenadas em cada
aglomerado T; = r, se j, k € I'; implica que r € Ar, para todo ¢, ou seja, I € Ar

donde segue que Im(Ilp) C Ar.

3. mr é auto-adjunta, ou seja, (mrr,t) = (r, 7pT);
N

2
Defina (r,T)r, = E myriT; =) mir] g, observe que (r,T) = E (r,T)r,.
JeL; k=1 el

1 ~
<7TFI',f'>Fi = Z mJZle'j = Z? Z mjf'j = MZZ?H Z mjf'j = MZZ;FZZ

jer; jer; v jer;
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Por outro lado fazendo algumas contas temos que MZZ;‘FZ = (r,nrT)r,. Portanto,

<7TFI', f‘) = <I‘, ’7Trf'>.

Com isto Ker mp = (Immp)t = (Ar)*, logo o espaco das configuracoes R3*Y pode ser
decomposto como

= AF D Ker Tr.

Além disso, denotando por

al =1, —1r,
a projegao ortogonal sobre o complemento ortogonal de Ar, temos que (7' (r)); =r; — Z;
onde j € Ty e (n7'(r)); =1, — Z; = v;p — Z; = 2z Desde que 7' (r) € Ker 7r, entdo pelo

teorema de Pitagoras no espago de Hilbert temos a seguinte relacao:

el = fl7" (@)I* + 7 (), vr € RY. (2.7)

Observe que ||r||> = z:m]HrJH2 donde segue que I(r) = 3|r[/%
7=1

Definindo Ir(r) = %Z M;||Z;||?, como o momento de inércia dos baricéntros dos aglom-
icl

erados, note que

Ie(r) = I(me(r)) = 3 |me() |

N;
Seja Ir,(r) = (1/2) ngHZi,jHQ o momento de inércia do aglomerado I'; em relacao ao

Jj=1
seu centro de massa, definamos

IF(r)Z—HWr WP = M| Zi||*. (2.8)

el

Entao, I (r) = I(7"(r)), com isto temos que a relagao 2.7 corresponde a

I(r) = I"(r) + Ir(r). (2.9)
Podemos decompor também a fungao potencial U, como segue

Ulr) = %ZZU@-@), (2.10)

onde
0, se k=j

mgmy|ry — ;)| 7 se K #
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Considerando o aglomerado como um sistema isolado temos

Ur,(r) = Y Uk(r).

k<jel;

Além disso, denotando o potencial dos aglomerados por

UF(r) = Z UFi (I‘),

iel

e o potencial de interacao entre os aglomerados por
Vr(r) = U(r) — Up(r). (2.11)

O potencial U é invariante por translacao, logo se S € Ar,, segue que Ur,(r +S) = Uy, (r)
(S; = Sk se j,k € I';). Portanto, se T € Ar implica que Up(r + T) = Up(r), como

Ar = I'mnr temos
Ur(r + 7p(F)) = Ur(r), para todo T em R*. (2.12)
Denotando por VUr o gradiente de Ur relativo ao produto escalar (2.6), definido por
(VUr(r),T) = DUp(r)F, para todo T em R3V,

onde DUp : R3 — R ¢ a derivada de Ur. Diferenciando (2.12) com respeito a T temos
DUr(r + 7p(T)) - Dp(F) - h = 0, como 7r ¢é linear, entao Dn,(¥)h = mp(h), agora fazendo

r = (0 teremos
(VUr(r), mr(h)) = (xpVUp(r), h) = 0, para todo h € R3".
Logo mpVUr(r) = 0 para todo r € R*". Usando as equagoes (1.3) e (2.11) obtemos
mri = 7 VUp(r), para todo r € R3N, (2.13)
Note que I(r(t)) = (r,t) e I(r(t)) = ||£]|> + (r,#). Como Ip(r) = I(xy), temos que
Ir(x(t) = (me((1)), 7r (1)),

donde
I(x(t)) = [lwr (E(E)I* + (rrr(t), 7o (E (1)),
[(x(t)) = [lwr (@ (E)I* + (rrr(t), oV Vir(1))) (2.14)
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Considere o intervalo (¢,,t) e denote por r[t] o fecho de r((t*,t)). Como r[t] é compacto
( basta usar que r[t] é limitado pois I(r(t)) é limitado quando ¢t — t*) para todo t > t*,
entao o conjunto

A= (Nrt] c A

>+
¢ também compacto pois é interseccao de compactos. se I* = lim;_; I(r(t)), entao I(r) =
I* parar € A*, de fato, A* = {S € R*" | 3t,, — ¢* quandon — oo e S = lim r(t,)}. Seja
G o conjunto de todas as partigoes I' de {1,2, ..., N} tal que A% # (), onde Ar = A*N Ar.

Observe que G # () e seja 2 € G a particao com menor niimero de elementos. Observe

que temos

N
Va(r) =U(r) = Ua(r) = Y Ukj(r) = Y Uk,(r) para algum i. (2.15)
k<j=1 k<jeQ;
Definindo
Z Z, Qz N Qj == @
UQZ.Q]. (I‘) = keQ; s€Q;
O, Qz = Qj,
temos

Vo(r)= > Ug,g,(r), (2.16)

Q;,I';eQ

a equagao (2.16) é outra forma de escrevermos Vg, dada em (2.11).
Desde que A§ é compacto, entao existe uma vizinhanca A de Ag, tal que
IVVa(r)|| <k e(mq(r), VVo(r)) <k, paratodo r € A, (2.17)

onde k é uma constante dependendo de A. De fato, vamos mostrar que V, estd bem

definida em A§, logo continua.

Suponha que Vj; tem uma singularidade em Agf,, entao existe r € Af, tal que para
i #7,1,j €I existem k € Q;, s € {; com ry = rj, neste caso podemos trocar {2 por Q,
onde juntamos 2; e €2; num s6 elemento, Q, = U (2;, assim Qétal quer € Ag, Qeq,

logo €2 é uma particao com um conjunto a menos que €2, o que é uma contradicao.

Como o conjunto das singularidades de Vg é um conjunto fechado de R3*V que nao
intercepta Af,, entao existe uma vizinhanca A de Ag, tal que A ainda nao intercepta
o conjunto das singularidades de Vg, portanto Vo(r), VVq(r), mq(r) sdo continuas no

compacto A, logo existe k tal que (2.17) é satisfeita.
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Um passo importante para a demonstracao, é provar que
A" C Aq.
Suponha que A* nao esta contido em Ag , e considere um conjunto aberto B tal que
A*c BC BCA.
Para um constante positiva o, seja

By = {r/||ma(r)| <o}

Desde que 0B N A* = (), onde 0B ¢ dito bordo de B, este conjunto é compacto, assim,

existe v > 0 e 7 > t*, tal que
r[7]N (B, x dB) =0 e B, x B C A. (2.18)

De fato, a soma direta de dois espacos pode ser identificada como o produto cartesiano

deles, entao
r = mo(r) + 7(r) = (ma(r), 7%(r)), (2.19)

isto também é uma consequéncia de como 7 foi definida. Desde que por hipétese A* nao
estd contido em Agq, entdo existe o no intervalo (0, 7) tal que r(t) nao pertence a B, x B,
para um instante infinito de tempo ¢. Consideremos entao um valor especifico de o Sejam

«; constantes positivas, tais que dado a; nés podemos encontrar t; > t* tal que
[I(x(t)) — I*| < ay0?, para todo t € (t*, ). (2.20)

Observe que quando t — t*, a 6rbita r(t) se aproxima de A§, r(t) entra e sai do conjunto
B, x B no mesmo numero de tempos. Assim de (2.18) este processo leva a um mudanca em
0B x B para valores de t no intervalo (¢*, ;). Portanto, podemos encontrar um intervalo

de tempo [t2, 3] C (t*,t1) tal que
‘tz — t3| < (a0, (221)

r(t) € B, X B, para todo t € [ty, 3],

I9(r(ts)) = I2(x(ts))o? (2.22)

min I%(r(t)) < aso®. (2.23)

tE(ta,t3]
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Seja € (t1,t2) tal que Ig(r(p)) é o maior valor da funcao Io(r). Note que de (2.20)
temos I(r(t)) — I* > —ay0?, desde que I(r) = Io(r) + I%(r), segue

Io(r(t)) > I* — ayo® — I%(x(t))

por (2.23) temos que
Io > I — (CYl + 063)0'2,vt € [tg,tg].

Como I(r(p)) é o maximo de I(r(t)) no intervalo (¢,t2) segue que
Io(r(p)) > I'" — ayo?,
onde ay = ay + ag. Por outro lado, de (2.20) temos

](I‘(tg)) <I"+ 0610'2

donde
IQ(I'(t3)) + ]Q(I'<t3)) <I"+ 0610'27
logo
[Q(I‘(tg)) <I"+ CY10'2 — 0'2,
ou seja,

[Q(I'(fg)) <I"— 0550'2,

onde a5 = 1 — 1. Portanto das duas desigualdades acima segue que
Io(r(p)) — Io(r(t3)) > ago?, ondeag = 1 — (2a; + a3) (2.24)
Assim, por (2.14), (2.16), (2.17), (2.18) e como r(t) pertence B, x B, temos que
I(r(t)) > —ay, para todo t € [ty, 3]

onde oy = k, olhando para a funcao f(t) = Io(r(t)), e usando Taylor em torno de i, para

c entre p e t teremos

donde

logo

N |

. (2.25)
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Da equagao (2.25) segue que

Io(r(p)) — Io(r(ts)) < as(ts — p)?,

donde
Io(r(p) — In(x(t3)) < agazo?,

dai
In(r(p)) — In(r(t3)) < ago?, com ag = agas,

ko?

como ag = 1 — (2a1) e ag = “3-, podemos escolher o, ay e a3 pequenos de modo que

ag < ag, mas isso contradiz (2.24), logo
A* C Aq.

Agora, temos que
lim 7%(r) = 0. (2.26)

t—t*
Desde que A* = A§,, entdo existe t4 tal que r(¢) pertence a A, para todo ¢ no intervalo

(t*,t4). Usando (2.13) obtemos
fa(r(t)) = m1aVaV(r(t)), para todo t € (t%,ty)

e por (2.17) temos
|7ta(x(t)|| < k, para todo t € (t*,t,).

Expandindo em série de Taylor segue que existe tlir?* ma(r(t)), entdo por (2.19) e (2.26),

temos que tlirg (r(t)) também existe, ou seja, t* é uma singularidade devido a colisao. 1

Teorema 21 (Saari, 1973). No problema colinear dos trés corpos se t* é uma singular-

idade, entao t* ¢ uma singularidade devida a colisdo.

Demonstragao. Suponha que r; < ry < r3, observe que r; < 0. De fato, se r; > 0
e m; > o para i = 1,2,3, entao nao pode acontecer mir; + mary + msrs = 0. Note que
usamos fortemente o fato de que o centro de massa encontra-se na origem. Suponha que t*
¢ uma singularidade que nao é devida a colisdo, entao pelo teorema 20 temos que I(r(t))

tende para infinito quando ¢ tende a t*. Como

I(x(t)) = % > mmyrl (),

1<j
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temos que existe 3 > 0, tal que

I(x(t)) < BRA(t)

— g ; - L M

para todo t, onde R(t) =  Dnax 7y (t). Com efeito, basta tomarmos 3 = 5; Z mim;.
1<i<j<3

Assim, R(t) tende para oo quando t tende para t*, mas como r1(t) < ro(t) < r3(t), entdo

R(t) = |r3(t)—r1(t)|, portanto |rs(t)—ri(t)| tende para oo quando ¢ tende para t*. Suponha
que 73(t) é limitado , entao 7 (t) tende a —oo. Como o centro de massa esta na origem,
temos que limsupro(t) tende para oo quando ¢ tende para t*. Desde que por hipdtese as

t—t*

particulas estao ordenadas, segue que r3(t) tende para infinito. Em outras palavras:

lim sup r3(t) = +o00,

t—t*

o que é uma contradigdo. Das equagoes (1.1) temos que

2
is(t) = > mi(ri(t) — rs(t))
— |ri(t) =3
como 7;(t) —r3(t) < 0 para i = 1,2, temos que #3(t) < 0 para todo tempo onde a solugao
estd definida, porém r3(t) é ilimitada e positiva, portanto pelo lema 59 do apéndice A

temos uma contradigao. |

O seguinte teorema demonstrado por Painlevé [11] nos diz que no problema dos trés
corpos existe uma relacao direta entre singularidades de uma solucao e singularidades do

potencial.

Teorema 22. No problema dos trés corpos todas as singularidades sao devida a colisao.

Demonstracao. Queremos mostrar que se t* é uma singularidade, entao ao menos uma
das distancias mutuas deve tender a zero quando ¢ tende a t*, isto é, existem ¢ e j com
i # j tal que }LI? rj(t) = 0. Assumamos que isto ndo é verdade, assim suponha que
lim sup(r;;(t)) > 0 para todo ¢, com ¢ # j. Entdo decorre da definicao que, dado € > 0,
eéi_s)’éte d > 0 tal que parat € (t*—0d,t*), temos que r;;(t) < limsup(r;;(t))+e€. Pelo teorema
18, t* é uma singularidade se, e somente se, p(r(t)) tende af;:;ro quando t tende para t*,

onde
p(r(t)) = min{riz(t), ra3(t), r13(t) }-
Disso deduzimos que ao menos duas das distancias mutuas trocam o papel de ser o minimo

uma infinidade de vezes. Digamos que sejam 713 e m53. Considere uma seqiiéncia (¢,) com
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v pertencendo a N e t, tendendo para t*. Portanto, ri3(t,) e ro3(t,) tendem para 0,
quando t tende para t*(note que podemos escolher ¢, tal que ri3(t,) = 793(t,)). Assim,
pela desigualdade triangular, temos que r15(t,) também tende para 0 quando ¢ tende para
t*. Portanto, I(t,) tende para 0. Usando a proposigao 19, temos que existe tli_)rg I(x(t)) e
¢ igual a I*. Portanto,

lim I(r(¢)) = 0.

t—t*
Donde, pela defini¢ao de I, m12(t),r15(t) e m23(t) tendem a 0 quando t tende a t*. Portanto,
o limite de 7;; e, conseqiientemente, o limite superior de r;; tendem a 0 quando t tende

para t*, o que é uma contradicao. |



Capitulo 3

Diferentes tipos de coordenadas

Este capitulo tem como objetivo, descrever o problema em diferentes coordenadas, que
sao mais convenientes que outras, dependendo do objetivo, mas que preservam a estrutura

Hamiltoniana.

3.1 Sistema baricéntrico

Como R move-se uniformemente em linha reta, podemos escolher um sistema de referéncia
cuja origem seja o centro de massa. De fato, de (1.5) segue que R = 0 e usando a
translacao:

r;=r;— R parai=1,23, (3.1)

onde r; = (z;,Y;, 2;), cujo o momento associado é p,, = (Pu,, Dy, D) € i = (T4, i, 2;). Nas
equagoes (1.1) elas nao sao alteradas. Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor
quando seja conveniente que R esta em repouso. Usando esta hipotese e considerando o
ponto fixo R como a origem do sistema de coordenadas, temos uma simplificacao no
tratamento analitico do problema dos trés corpos. Essa mudanca de coordenadas facilita
a interpretacao do movimento pois o deslocamento das particulas passa a ser avaliado em
relacao ao seu centro de massa, onde os novos vetores posicao sao dados pela equacao

(3.1). A energia cinética T para o sistema (1.1) pode ser expressa de varias formas como

35
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segue-se
3
1
T=3 izlmi(:i:? + 9+ ), (3:2)
1 i 2 2 2
B oy s PR
T = MX*+Y —i—Z)—i-éiZlmz(xi—i—yi—kzi), (3.3)

m;m;
T2
M

1 . . . 1
T=-M(X*>+Y?+ 7% + -
SMXP+Y2+ 2%+ 5

1<j

onde v;; denota a velocidade de A; relativa a A;,
vE=(d =) (- ) (5= A) = (@ -3+ (-0t + (5 —2)h (3.5)
Note que

ry = ri—r|1? = (wi— )+ (yi—y;)* + (20— %)% = (@ —T;)°+ (B —7;)*+ (2 —Z)*. (3.6)

Assim, as equagoes, (1.2), (1.3) e (1.9) permanecem validas. No entanto, de agora
em diante ao mencionarmos o vetor posi¢ao r;, bem como sua derivada, estaremos nos

referindo a este novo sistema baricéntrico de coordenadas.

3.2 Coordenadas heliocéntricas ou relativas

Sejam ry, re, r3 os vetores posicao dos corpos de massas my, mq, M3 NO sistema iner-
cial baricéntrico e agora consideremos os vetores posicao dos corpos de massas my, msy
relativamente ao corpo de massa ms, a saber,

X1 =Iy —I3= ($1—36’37Z/1 —3/3721—23)

(3.7)

Xg =Ty — T3 = (T2 — T3,Y2 — Y3, 22 — 23)-
Considerando o corpo de massa ms3 como o ”Sol”, mesmo que ms nao seja a maior massa,
dizemos que X; e X, sao os vetores heliocéntricos de m; e msy em relagao a mg; suas compo-
nentes sao as coordenadas heliocéntricas de m, e my. Portanto, um sistema heliocéntrico
de coordenadas é um sistema com origem em um dos corpos e eixos paralelos aos eixos do
sistema inercial veja figura 3.1, dessa forma o movimento relativo ao corpo de massa mg

¢ como se este corpo estivesse em repouso. Das equagoes (3.7) segue que

miri = mixXy + mirs
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A

\ 4

Figura 3.1: Sistema heliocéntrico

mry = MoXo + Mol's,

donde teremos

mir; + mare — (My + Mo)r3 = M1X; + MoXo (3.8)

Agora, supondo o centro de massa na origem, isto é, mir; + mors + msrs = 0, obtemos

ry =X; +7T3
Iro = X9 +1rj3 (39)

rs = —%(mlxl + mQXQ),

onde M é a massa total do sistema.

Assim, conhecendo-se o movimento dos corpos de massas my e ms em relagao ao corpo
de massa mg, conheceremos o movimento dos corpos de massas my, my € ms3 em relagao

ao centro de massa no sistema inercial. Usando as equagoes (3.7), temos a reciproca.

Das equagoes do movimento (1.1), temos

% = mo (%2 — x1) — my + ma Mo X
[x1 — xo[? 4[] %22
e
s, — ma1 (%1 — %2) — meo + M3 my .
[x1 = %2 [peali [ESul

Assim, temos o seguinte teoremas:
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Teorema 23. As equacoes heliocéntricas do problema dos trés corpos sdao

X1 = q11X1 + q12X2

(3.10)
X = @21X1 + ¢22X2
onde
L __mijt+m3 m;
i = 7P T Tea—x2lP
(3.11)

= mj My ; i
qij = x1—x2? EAEX para 7é J-

Demonstragao. A demonstracao segue naturalmente dos comentérios, que precedem

o seu enunciado. |

No que segue denotaremos os corpos de massas my, mo € mg, por A; , Ay e Az respec-

tivamente, e introduzindo uma nova notacao como segue :

¢ = 1 — X3 ,492 = Y1 — Y3 ,q3 = 21 — 23
Gy = T2 — X3 ,45 = Y2 — Ys ,4¢ = Z2 — 23 (3.12)
qr = I3 yqs = Y3 y o = Z3.

temos que coordenadas do corpo A; e Ay relativas a Az sao (q1,¢2,q3) e (q4,4s,qs) TE-
spectivamente. Note que neste caso x1 = (¢1,¢2,q3), X2 = (q4,¢5,96) € rs = (q7,7s,qo)-
A transformagao simplética, que da origem as coordenadas (3.12), é dada pela fungao
geradora

W = pi(xr —x3) + pa(yn — y3) + p3(z1 — 23) + pa(re — 3) (3.13)

+ps(v1 — 73) + pe(22 — 23) + P73 + Psys + Pozs.
As equagoes que definem a transformagao canonica sao as seguintes:
ow ow ow oW

C]i:api, pxj—a—xj, pyj—a—yj, pzj—a—zj>

i=1,...,9,57=1,...3, (3.14)
parat=1,2,...,9e 5 =1,2,3. Donde teremos:
Pzy = P15 Paz = P4y Poy = —DP1 — P4 + D1,

Py1 = D2y Dys = D5y Dys = —D2 — D5 + Ds, (3.15)
pz1 = D3, p22 = Ds, p23 = —P3 — Ds +p9
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Portanto, o novo Hamiltoniano é dado por

1 1
H = Sm(pl+ps+p5) + 5papi + 05+ p5)
(3.16)
1
+§M3[(P1 +ps—pr)®+ (p2+p5 —ps)’] — U,
onde p; = mi e
U — maoms 1 magsma i m1m27
T1 T rs
com
o= 4+ g

ro= 46t a

r; = (¢ — Q4)2 + (g2 — 615)2 + (g3 — %)2-

3.3 Coordenadas giratorias

Nesta se¢ao consideraremos um novo sistema de coordenadas (£,7, () obtido a partir
do sistema fixo (x,y, z), com a origem no centro de massa, mediante uma rota¢ao em torno

do eizo — z de um angulo 6(t), conforme ilustrado na figura abaixo.

6(1)

€,

Figura 3.2: Sistema giratorio.
Seja eq, ey, €3 uma base desse novo sistema. Entao, as coordenadas dessa nova base
em relagao a base original sao dadas por:
e; = (cosh,send,0),
es = (—senb,cosb,0), (3.17)
es = (0,0,1).
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Nas novas coordenadas, o vetor posicao r de uma particula passa a ser dado por:
r = §e1 + nes + Ce3. (318)

Observe que &, 1, ¢, sdo na verdade fungoes de t, isto é, & = £(t),n = n(t), = ((t). Assim,

derivando (3.18) duas vezes em relagdo a t obtemos, respectivamente,

t = (& —nb)er + (1 + &h)ex + Ces (3.19)
i = [(€—€6%) — (n + 260)]er + [(i} — 16”) — (€6 + 20))es + Ces  (3.20)
dado que
él = 962, é2 = —961, ég = 0.

Note que este sistema é exatamente o referencial baricéntrico que rotaciona em torno do
eixo-z com uma velocidade angular constante w, de modo que 0(t) = wt e § = w. Para um

observador posicionado sobre esse referencial, as massas parecem estar em repouso.

Desde que 0(t) = wt, as equagoes (3.19) e (3.20) dos vetores velocidade e aceleragao

da i-ésima particula tornam-se, respectivamente:
By = (& — wni)ey + (1 + wé)es + e, (3.21)

£, = (& — 2wi; — w&)er + (7 + 2w& — wn)es + (es. (3.22)

Note que a energia cinética assume a forma

Z mz z wnz + (772 + wSi)Q + <z2] (3'23)

Substituindo (3.22) na equagao (1.3) e fazendo o produto interno em ambos os mem-
bros da igualdade pelos vetores ey, e;, e3 da base, concluimos que as equagoes do movi-

mento para o problema dos trés corpos no referencial girante reduzem-se a:

.. . 1
& — 26w — 51’002 = _Ul,i
m;
1
i + 2w — nw? = —Us, (3.24)
m;
1

Cz = _U3,i
m
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onde U; ; =< V,,U,e; > parat=1,2,3ej=1,2,3.
Considerando o momento da i-ésima particula nas coordenadas giratorias, isto é, p; =

(pfi » Py P¢ )7 temos que

be;, = mz(ﬁz - Wh‘)
Py = mi(l + W) (3.25)

Assim, o Hamiltoniano associado as equagoes (3.24) é dado por

1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
H = —277711(]951 +pn1 +p§1) + —2771/2(1)52 +p772 +p<2) + —27713(1)53 +pn3 +p<3)

wW(&py, — MPe, + EaPyy — N2be, + &3Py — M3Pes) — U,

onde U ¢ a energia potencial dada por

maom msm mim
g o= MeMs | Msm Mty
P1 P2 P3

com

o= (& =&+ (s —m)*+ (G — )7,
py = (=84 (m—m)’+ (G —G) (3.27)
Py = (L—&)P?+m—m)P’+(G—-a)

As equacoes de movimento assumem a forma:

(3.28)
o oU oU U
Pe, = Wpp, + 8_&7 Py = —Wpg, + 8_771" b = a_Ci7

para i = 1,2,3. Observe que o coeficiente de w na equagao (3.26) corresponde a

3

> (&py, — mipe,) (3.29)

i=1
que representa o momento angular do sistema em torno da origem, o qual permanece

constante ao longo do movimento, como sabemos da secao 1.5.



Capitulo 4

Consequéncias das Integrais

Neste capitulo trataremos de alguns resultados basicos que sao consequéncias das grandezas
conservativas (as integrais primeiras) tratadas no capitulo 1 segao 1.5. No que segue va-
mos considerar sempre o centro de massa fixo na origem do sistema de coordenadas (isto
é, R = 0), ou seja, o sistema de coordenadas é um sistema baricéntrico e para facilitar a
notacao usaremos as variaveis r; como sendo as variaveis r;. Em relacao a um tal sistema
o momento angular J é definido por (1.14) ao longo de uma solugao, o seu valor constante
serd denotado por C. Se tomarmos outro sistema baricentrico de coordenadas, a constante

do momento angular é outra, digamos C*. No entanto, temos o seguinte resultado

Teorema 24. O plano que passa pelo centro de massa e € perpendicular ao momento

angular nao depende do sistema de coordenadas usado.

Demonstragao. Antes de comecarmos a demonstracao, observemos que, se um sistema
de coordenadas é obtido por meio de uma rotacao €2, e se um plano é definido no antigo
sistema pela equacao C-x = 0, entao no novo sistema ele é definido pela equacao C*-x* = 0,

onde C* = QC e x* = (x. Como r* = Qr, temos
3 3
C* = Zmlr: X I': = Q(Z mqr; X I'Z) = QC,
i=1 i=1
donde

Crr=QC-Qr=C-r,

a ultima igualdade segue do fato da rotagao €2 ser um operador ortogonal. Assim, con-
siderando a observacao inicial segue do fato acima que o plano perpendicular a C, passando

42
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pelo centro de massa, independe do sistema de coordenadas. |

Comentario. Este plano foi chamado por Laplace [53] de plano invaridvel.

Teorema 25. F sempre possivel escolher o sistema baricéntrico de coordenadas de modo

que o momento angular seja dado por

C=(0,0,¢), onde c=]|C|. (4.1)

Demonstragao. De fato, se C = 0, em qualquer sistema inercial baricéntrico vale
(4.1), j4 que C = (0,0,0). Se C # 0, consideremos um novo sistema de coordenadas
(x*,y*, z*) tal que o plano invaridvel 7* seja (z*,y*), o eixo z* dirigido ao longo da reta
¢ interse¢ao do plano invaridvel com o plano (z,y) e o eixo z* dirigido no sentido do
momento angular C. Observe que o novo sistema é obtido do anterior (z,y, z) através de
uma rotacao €2 em torno da reta ¢. Assim, a nova constante do momento angular é dada

por C* = QC = (0,0, c¢). |

x*

Figura 4.1: O momento angular num sistema de coordenadas conveniente

Definigao 26 (Solugao planar). Dizemos que uma solu¢ao do problema dos trés corpos
¢ planar se existe um plano fixo ™™ tal que este plano contenha os trés corpos para todo

tempo.

Teorema 27. Se uma solugao € planar e o momento angular nao € nulo, entao o plano

mvaridvel € aquele que contém os trés corpos.
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Demonstracao.  Note que o centro de massa pertence ao plano 7*. De fato, seja n o
vetor normal ao plano 7*, no ponto Fy, como (n, Py — r;) = 0 para cada i = 1,2, 3, segue
que m;(n, Py — r;) = 0 para cada i, agora usando a bilinearidade do produto interno e
somando, temos que (n,R) = 0, isto é, o centro de massa R € 7*. Desde que 7* nao
depende de t podemos tomar um novo sistema de coordenadas de modo que o plano 7* seja
o plano (z,y). Entao, ao longo do movimento temos z; = z;(t) = 0 e consequentemente

Zi = %(t) = 0, para todo t e i = 1,2,3, assim das equagoes (1.15) segue que que C =
3

Z m;(r; x ¥;) = (0,0, ¢) é perpendicular ao plano 7*, logo pelo teorema 24, este plano é
i=1

o plano invariavel. |

/.F3

~

v

2

g

Figura 4.2: Plano invaridvel

Teorema 28. Se o momento angular de uma solucao do problema dos trés corpos é nulo,

entao a solucao € planar.

Demonstracao. Fixado um instante ¢y, e escolhendo um sistema de coordenadas de
modo que, neste instante, os corpos estejam no plano (x,y). Entao, z; = 0 para i = 1,2, 3,

em t = ty, assim,

vy X Ty = (YiZi — 20, 2 — Tk, T — Yiki) = (Yidi, —Tids, Tl — Yili).
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Considerando C = 0 temos o seguinte sistema linear homogéneo em 2, 2o, 23
miy121 + May2zs + mayszz =0
M1T121 + MaTaZy + Mm3r3iz = 0 (4.2)

m121 + mg,ég + mgég = O,

a terceira equacao provindo do fato de que centro de massa estd fixo na origem. Portanto,

no instante ty, 21 = 25 = 23 = 0, ou, entao,

Y1 Y2 Y3
det r1 X9 I3 =0.
1 1 1

No primeiro caso, as posicoes e as velocidades dos trés corpos estao no mesmo plano, no
instante ty, logo, a solucao é planar. Da Geometria Analitica, no segundo caso, os trés
corpos sao colineares, no instante tgy, e podemos fazer uma rotagao nos eixos de modo que
tenhamos Z3 = 0 (na verdade as componentes da velocidade da massa m3 todas nulas) em

t = ty. Assim, o novo sistema, é

miy121 + mayazs = 0
m1T121 + maTozg = 0 (4.3)

ml,él + mgzg = O,

Segue-se de (4.3), excluindo o caso ja tratado dos Z; = 0 que x7 = 3 e y; = Y2 no instante
to, 0 que significa que as massas m; e my ocupam a mesma posi¢cao no espaco. Concluimos

assim, que a solugao é planar. |

Defini¢ao 29 (Sizigia). Dizemos que as trés massas estio em sizigia num dado instante

se elas sao colineares, neste instante.
Teorema 30. Se o momento angular é diferente de zero, entdo no momento de uma

sizigia, as trés massas estao no plano invaridvel.

Demonstracao. Como o centro de massa esta fixo na origem, os trés corpos sao co-

lineares com a origem, no instante da sizigia, ou seja, os vetores posi¢ao sao da forma
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r; = \e, onde e é um vetor unitario, em outras palavras eles sao linearmente depen-

dentes, logo r; X rj, = 0 para i,k = 1,2,3. Assim, (r; X ry) - 1; = 0, isto é,
(r; x 1;) -1 = 0. (4.4)
Portanto, fazendo o produto interno C - ry, da equacao (4.4), segue que
C-r,=0.

Desde que por hipétese C # 0, entao esta equagao é a equagao do plano invariavel, ou

seja, a reta que contém os trés corpos estda no plano invariavel. |

Definig¢ao 31 (Solugao retilinea). Dizemos que uma solugdao do problema dos trés corpos

¢ retilinea se existe uma reta fiva, N*, que contenha os trés corpos durante todo o tempo.

Teorema 32. Uma solucdo retilinea nao pode estar definida para todo o tempo, devendo

haver uma colisao em algum instante.

Demonstragao. Tomemos um sistema de coordenadas com o eixo das abscissas definido

pela reta que contém os trés corpos, de modo que
r, = (.TZ', O, O)

e suponhamos que a solucao nao experimenta nenhuma colisao, assim podemos ordenar
trés massas mq, mo, m3 de modo que r; < x5 < x3. Como o centro de massa esta

fixo na origem, a funcdo w3 é positiva. Agora, Das equacées do movimento temos que
2

Ty = Zmi(:cl — 23)||71 — 23] < 0 durante todo o tempo em que esteja definida a
i=1

solugao. Portanto, assumindo que a solugao esta definida para todo tempo teremos 3 < 0

e r3 > 0, o que é uma contradi¢ao pelo lema 58 do apéndice A |

Definig¢ao 33 (Solugao colinear). Dizemos que uma solugao do problema dos trés corpos

¢ colinear se em cada instante t, os trés corpos estao em uma reta A = A(t).

Obviamente toda solugao retilinea é colinear, mas, como veremos no proximo paragrafo,

existem solugoes colineares que nao sao retilineas.

Teorema 34. Toda solucao colinear é planar.
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Demonstragao. Toda solugao colinear esta em sizigia em cada instante, logo se C' # 0,
pelo teoremad0 as trés massas estao no plano invariavel para todo tempo onde a solugao

estd definida. Por outro lado, se C' = 0, pelo teorema 28 a solucao serd planar. |

Teorema 35. Se uma solugao colinear nao € retilinea, entdo, em todos os instantes, a

configuracao serd semelhante a configuracao inicial.

Demonstracao. Sendo colinear, a solucao é planar pelo teorema anterior. Logo, pode-
mos tomar o plano do movimento como o plano (x,y) de um sistema fixo de coordenadas.
Tomemos, agora, um sistema rotatorio girando em torno do eixo dos z, com o eixo dos
¢ coincidindo com a reta A(t) que contém os trés corpos em cada instante. Se 6 é o
angulo de rotacao temos, para as posicoes e as velocidades das trés particulas, as seguintes
expressoes, obtidas de (3.19) e (3.20)

r, = &el, I'l = &el + &'éez (45)

enquanto que para a aceleracao, temos

i = (& — &6%)er + (&0 + 260)e,. (4.6)

Como os corpos estao todos em A(t), as componentes das forgas perpendiculares a e; sdo

todas nulas, donde, por (4.6) temos
O +260=0, i=123
ou seja, (529)' = 0. Integrando esta equagao entre t e ty, obtemos

E(1)0(t) = & (t0)0(to)- (4.7)

Como o centro de massa estd fixo na origem, temos m;&; +moés +msés = 0, logo em cada
instante ¢, &(t) # 0, para pelo menos dois indices, digamos i = 1,2. Note que 0(75) #£0
para todo t, pois por hipdtese, a solu¢ao nao é retilinea, ou seja, A(t) é rotacionada.
Suponhamos que seja () > 0, entdo segue-se por (4.7) que 0(ty) # 0. Portanto, usando

novamente (4.7) temos que

&it) = A)&:(0), i=1,2
onde \(t) = 4/ %((t:)). Observe que A(t) é determinado apenas por 8 = #(t), independe de 1.

Para terminarmos a prova, novamente usando (4.7), temos também,

&3(t) = A(t)&s(to)-
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Isto prova que a configuragao das particulas em cada instante é semelhante a configuracao

no instante t = 0. |

Das equagdes (4.5) teremos a seguinte expressao para o momento angular

3
i=1

Observe que se A(t) nad depende de ¢, ou seja, se a solugao é retilinea, entao tanto

C:

r; = r;(t) como ¥; = 1;(t) pertecem a reta A(t), isto é, os vetores posigao e velocidade sao
linarmente dependentes, logo C = 0 por defini¢ao. Se A(t) depende do tempo t, ou seja, a
velocidade angular 6(t) ndo é nula, entdao C # 0. Dito de outra forma, da igualdade (4.8)

temos como consequéncia imediata:

Teorema 36. 1) Uma solugao colinear é retilinea se, e somente se, o momento angular
¢ nulo.
2) Numa solugao colinear com momento angular nao nulo, os corpos giram mais rapida-

mente ou lentamente, conforme estejam prorimos ou afastados do centro de massa.



Capitulo 5

Sub-problemas do problema dos treés

Corpos

Neste capitulo apresentaremos diversos sub-problemas do problema dos trés corpos, o
estudo destes problemas é uma forma de nos aproximar ao estudo do problema geral dos

trés corpos.

5.1 O problema planar dos trés corpos

Neste caso damos condigoes necessarias para que os trés corpos continuem num mesmo
plano durante todo o movimento. Para que isto aconteca, pelo Teorema da Existéncia e
Unicidade das EDO, basta tomarmos posicoes e velocidades sobre um plano II constante.
De forma mais precisa, uma solucao do problema dos trés corpos é planar se, e somente se,
num dado instante  os vetores posicao r;(t) e os vetores velocidades 1;(%), estao contidos
num mesmo plano, o qual denotaremos como plano do movimento. De fato, se nos re-
stringirmos ao plano II : ax+by+cz = 0 (pois estamos considerando o centro de massa na
origem) que contém estas condigoes iniciais, primeiro observe que as equagoes (1.8) podem

ser transformadas num sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

1 .

Vi = Vl‘i U7
49

i‘i =
parai=1,2,3. (5.1)
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Portanto, esse sistema estda bem definido sobre M = II x II, visto que ele envolve apenas
relacoes de distancia e as velocidades das particulas. Assim, considerando uma condicao
inicial (r;(t),%;(t)) € M pela unicidade das solucdes, a solucio associada estard contida
em M. Podemos supor sem perda de generalidade que o plano II coincide com o plano xy,

ou seja, z = 0. Assim, sendo r; = (x;,y;) as equagdes (1.1) assumem a forma:

mims mims

mit; = 5 (r2 — 1)) + —5—(r3 —11)
T2 T'31
n mem mam
moXrey — 23 ! (I‘l — I'Q) —|— 23 3 (1‘3 — 1'2) (52)
Ta1 T'32
. msm msm
msls = %(1‘3 —1) + j?, 2(ry — 13)
13 23

onde Tij = ||I‘Z — I'j”.
A presenca dessas trés massas determina no espago um potencial gravitacional que é uma

funcao escalar dos seus vetores posicao e cuja expressao ¢ dada por:

myms myms maing
= + + .

U= (5.3)

12 T13 23

5.2 O problema dos trés corpos isdsceles

Mesmo no caso planar o estudo do problema dos trés corpos é ainda bastante complicado,

por tal motivo, estudos de sub-problemas deste também sao de muito interesse.

Dizemos que uma solucao do problema dos trés corpos é isosceles se a configuragao for-
mada em cada instante é a de um triangulo isdsceles, o qual nao se reduz, identicamente, a
um triangulo equildtero ou a um segmento de reta (embora isso possa ocorrer para valores
isolados do tempo). Numa tal solucao, a base do triangulo isésceles esta bem definida, pois
a ambigiiidade ocorre, no maximo, para valores isolados do tempo e, por continuidade,

também nestes instantes a base estara definida.
Teorema 37. Numa solugao isdsceles, as massas das base sao iguais.
A primeira demonstragao deste teorema foi feita em 1913 por MacMillan (veja Wileczynski[57])

e baseia-se nas singularidades complexas das equagoes. Outra demonstracao apareceu em

1921, devida a Chazy [6] porém, continua a utilizar teoria das fungoes analiticas de uma
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variavel complexa.

Uma observacao importante é, que se o triangulo se degenera identicamente em um
triangulo equilatero ou em um segmento de reta, entao as trés massas podem ser quaisquer
(conforme veremos no capitulo que trata das solugdes de equilibrio relativo).

Pelo teorema acima, para uma solucao isosceles com ri13 = 793 # 112, devemos ter my, = ms.

5.2.1 Classificagao das solucoes isdsceles

Usando as coordenadas heliocéntricas x; e Xy definidas no capitulo 3 secao 3.2, note que,
para uma solugao isésceles temos que ||x;]| = [|X2||, porém nem todas as solugoes com esta
propriedade sao isésceles, pois, o triangulo poderia se degenerar num segmento de reta ou

num triangulo equilatero.

Teorema 38. Considere uma solu¢ao do problema dos trés corpos para o qual ||x1]| =

|x2||. Entao, a solugao € isdsceles se, e somente se,

q11 = 422, 12 = 421 7"é 0ex; Xxg#0, (5-4)

onde 0s ¢;; sao dados pela equagao (3.11)

Demonstracao. Se x; X xp = 0, entao x; e Xy sao colineares para todo tempo, donde

pelas equagoes (3.7) segue que ry, ry e r3 sao colineares. Por outro lado, se ¢ = 0, temos

q21 = 0, entdo por (3.11) segue que ||x; —xz|| = ||x2]|, desde que por hipdtese ||x1|| = [|x2]|,
logo ||r1 —ra|| = ||re —r3|| = ||r1 —r3]|, ou seja, ry, ry e ry formam um tridangulo equildtero.
|

Teorema 39. Tem-se uma solugao isésceles com massas da base m; = msy Se, e somente
se,

qu1 = g2, q12 =qo1 # 0 e X1 X X2 # 0, (5.5)

Demonstracao. Para uma solucao isésceles com massas da base mq e mo, temos que
|x1|| = ||x2]|. Se m; = my substituindo em (3.11) segue que ¢11 = 22 € G12 = ¢o1.

Reciprocamente, se temos (5.5), segue que ¢11 + q12 = @22 + go1, agora usando (3.11) temos
que ||x1]| = [|x2||. Observe que as desigualdades garantem o carater isésceles da solugao

em vista do teorema 38. [ |
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Com o teorema 39, podemos dar as seguintes informacoes sobre a configuracao de uma

solugao isosceles.

Teorema 40. Para uma solucao isosceles ocorre uma das sequintes possibilidades:

1. A solugcao € planar com uma particula movendo-se sobre uma uma reta fiza e as

outras duas particulas movendo-se simetricamente em relacao a esta reta.

2. A solugcao € espacial, com uma particula movendo-se sobre a reta que contém o
momento angular e as outras duas, de massas iguais movendo-se simetricamente em

relacao a esta reta.

3. A solucao € espacial, com uma das particulas movendo-se sobre o plano invaridvel
e as outras duas, de massas iguais, movendo-se simetricamente em relagcao a este

plano.

Demonstracao. Seja ri, ro e r3 uma solucao isosceles cujas massas da base sao m; e
ms, e definamos x; e X como em (3.7). Por conveniéncia definamos os vetores X; e Xy
como segue

X1 =X1 + Xz, € Xy =X — Xp.

Pelo teorema 39 temos que q11 = @22 € q12 = g21, logo
X1 = (g1 + q12)X1, Xo = (q11 — q12)Xo. (5.6)

Note que %(XZ» X XZ) = 0 para ¢ = 1,2. De fato, %(Xi X Xz) = X, x X; = 0, pois por
(5.6) X; é multiplo de X;. Assim,

X1XX1:A1€X2XX2:A2 (57)

com A; e A, vetores constantes.
A classificagao das solugoes isdsceles seguird da equacao (5.7) juntamente com as seguintes
igualdades:

X Xe=0, X;-A; =0, X9:-Ay=0, e A;- Ay, =0. (5.8)

Com efeito, a primeira das igualdades (5.8) decorre do fato de que X; - Xy = x% — x? =

|x1]]2 — ||x2]|?, e desde que por hipétese ||x; || = ||x2|| segue a igualdade, das equagoes (5.7)
segue que A; e Ay sao perpendiculares a X; e Xy respectivamente, portanto X; - A; =0

e Xy - Ay = 0. Para provarmos a quarta igualdade, primeiro observemos que

(X;-X5)2=A;- A, (5.9)
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Com efeito, por (5.7) temos que
A Ay = (X X)) (X X)) — (X - Xo)(Xy - X))
e diferenciando X; - Xy = 0 segue que
X, Xy + X, - Xy =0o0uX; Xy =X, - X, (5.10)

donde segue que

(Xl . X2)2 = Al . AQ.

Observe que de (5.9) temos que X - X, é constante, portanto diferenciando em relacio a
t teremos X; - Xo+X; - X5 = 0, ou seja, X, X, = —X; - X,. Note que de (5.6) temos que
X, Xy = (11 — q12)X5 - X3 e pela primeira igualdade em (5.8), segue que X - X, =0,
logo Xl . Xg = 0, donde teremos X1 . XQ + Xl . X2 = 0. Donde, substituindo as equagoes

(5.6) teremos a seguinte igualdade
g (Xy - Xo + Xy - Xo) + qia(Xy - Xp — Xy - Xp) =0
que, devido a (5.10), se reduz a
2q15(X; - Xy) = 0.

Como pelo teorema 39, g # 0, segue-se que Xj - Xg = 0, portanto, por (5.9), temos
Ai-A, =0. Para fazermos a classificacao das solugoes isésceles, observemos que X;
e Xy em funcao de rq, ry e r3 sao dadas por
X = —mﬁlrg, e Xy =1 —Iy. (5.11)
A segunda igualdade segue facilmente das equagbes (3.7), a primeira segue do fato do
centro de massa esta fixo na origem e da igualdade, m; = mo.
Note que ry =13+ £(X; +X3) e ry = r3+3(X; — X;) e de (5.11) temos ry = — 21X,

segue dai que

ma 1 1 ™A 1 1
= ——4+2)X;+=X =(—-——+-=-)X; — =Xj. 12
ry <M+2) 1+2 2, T2 < M+2> 1 5% (5.12)
Portanto,
C = ml(r1Xf1+r2Xf2)+m3r3Xf‘3
(5.13)

m 1 my\ 2 m
- P (i) e ) [ s
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Observemos, também que X; e X3 s@o vetores ndo nulos. De fato, X; x Xy = —2(x; X x3),
e desde que x; X x5 # 0 segue que X; X Xy # 0, logo X; # 0 e Xy # 0.

Para, os vetores A; e A; temos, as quatro possibilidades seguintes:
(DAL=, Ay=0; (2JA1=0, Ax#0; (3A1#0, Ay =0; (A #0, Ay #0.
A seguir analisaremos cada uma das possibilidades.

Caso (1). Das equacoes (5.7) segue que os vetores X; e X; possuem diregoes fixas!
e pela primeira igualdade em (5.8) ele sao perpendiculares, com eles sao nao nulos, segue
que X; e X; definem um plano, que por (5.11) contém os corpos dispostos como na parte
(1) do teorema (40). Note que por (5.13) temos que o momento angular é nulo para esta

solucdo (esta configuragao é dada pela figura 5.1).

X,
A

L] ml

° m2

Figura 5.1: Solucao isésceles do tipo 1.

Caso(2). Neste caso, segue das equagoes (5.7) que X; possui diregao fixa e Xy move-
se perpendicularmente a X;. Das equagoes (5.11) segue-se que particula de massa ms
move-se sobre uma reta cuja a direcao é dada pela direcao de X; e as massas my e my
movendo-se simetricamente em relagao a esta reta , note também que de (5.13) o momento
angular ¢ dado por 5t A, # 0. Como por (5.8) Ay ¢é perpendicular a X, segue-se que o
momento angular C possui a direcao de X;. Portanto, temos a configuracao descrita no

item (2) do teorema (40) (esta configuragao é dada pela figura 5.2).

Observacao: Em todo os casos o plano formado por X; e Xy nao depende de ¢, e

podemos supor que ele passa pela origem.

~ X, ;
'Basta usarmos a relacio % (HXJ’H) = X
J
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\/

[} ]’n3
X,

Figura 5.2: Solucao isésceles do tipo 2.

Caso (3). Agora, X, tem diregao fixa e X; move-se perpendicularmente Xs. Observe
que o momento angular C estd na direcao de Xs. Assim, por (5.11) temos que a massa
ms move-se no plano invariavel formado por X; e X5 e as massas m; e my movendo-se
simetricamente em relagdo a este plano, ou seja, a configuragao dada pelo item (3) do

teorema (40) veja a figura (5.3).

AX,

v

Figura 5.3: Solucao isdsceles do tipo 3.

Caso (4). Seja v = X3 x A, das igualdades (5.8), segue-se que Xy e A sdo perpen-
diculares a A,, logo sao paralelos a v, note também que X; é perpendicular a A;. Se
v = X; X Ay =0, entao X; é paralelo a Ay, assim A, = 0, o que é uma contradicao. Por
outro lado se v = X x Ay # 0, temos que X, é paralelo a Xy, donde segue que A; =0 o0
que novamente uma contradi¢ao. Portanto o caso (4) ndo ocorre.

Com isso provamos que uma solucao isésceles com massas da base m; e mo devera ser
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um dos trés tipos descritos nos casos (1), (2) ou (3). |

5.3 O caso colinear dos trés corpos

Neste sub-problema damos condic¢oes sobre os trés corpos de modo que eles fiquem sobre
uma mesma reta ao longo do movimento. Para isto, pelo Teorema de Existéncia e Unici-
dade das EDO, basta tomar posicoes e velocidades iniciais sobre uma reta L constante.

Podemos supor sem perdade generalidade que esta L seja o eixo x, isto é, y = z = 0.

Assim, sendo r; = (z4,0,0) as equagoes (1.1) tornam-se:

.. m1msa mims
mir, = 3 (.’132 — l’l) -+ 3 (.Tg — 1’1)
T2 T3
.. Moty moms3
Mmooy = 3 (.Tl — x’2> -+ 3 (.1’3 — .1'2) (514)
T21 32
. ms3my ms3myo
msrs = 3 (ill'l - l’g) + 3 (.1'2 - .Z'g)
T3 T3
onde r;; = |r; — x;| representa as distancias midtuas. A presenca dessas trés massas

determina no espaco um potencial gravitacional que é uma funcao escalar dos seus vetores

posicao e cuja expressao € dada por:

myms mims maing
U= + + :

(5.15)

12 13 23

5.4 Problema restrito dos trés corpos

O problema restrito dos trés corpos consiste no estudo do problema supondo que uma das
massas, por exemplo ms, é zero, assim, esta massa nao exerce influéncia sobre o movimento

dos corpos de massas m; e ms (chamados de binarios).

Consideremos os corpos dispostos como na figura
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Xy

3

AY
\
—<—-----9

~

- ———

3
3
=

Figura 5.4: Problema restrito dos trés corpos
O Hamiltoniano do problema restrito é dado por

2

9
onde |
1 — 1t
U=~ :
& 4
di = (v1 — 1+ p)’ +2°,  d = (v +p)? + 2
e
0 1
K=
~1 0

As equagdes do movimento, para o problema restrito, sao dadas por

x =y + Kx
y = Ux + Ky

o7

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)



Capitulo 6

Solucoes particulares

Em 1767 Euler [15] descobriu uma classe especial de solugoes periédicas do problema col-
inear dos trés corpos na qual as particulas movem-se em 6rbitas elipticas (eventualmente
circulares), formando uma cofiguragao colinear, sao chamadas de solugdes Eulerianas. La-
grange em 1772 [22] descobriu outra classe de solugoes periddicas, neste caso as particulas
movem-se em Orbitas elipticas formando uma configuracao equilatera durante todo tempo
em que estiver definida, Sao chamadas de Solucoes de Lagrange. Neste capitulo, tratare-
mos de um dos objetos de estudo de grande importancia para a Mecanica Celeste, que sao
as chamadas Configuracoes Centrais, faremos a relacao com as Solugoes Homogrdficas e

as solucgoes de equilibrio relativo.

6.1 Configuracoes centrais

Considerando ¢ fixo, a forca gravitacional agindo sobre un corpo de massa m; é definida

pelo vetor
V.. U=V,U(r;,ry,rs) parai =1,2,3.

Definigao 41. Uma configuracio r = (ry,re,r3) € RO\A € dita uma configuragdo central

(ou c.c.), se existe uma constante o > 0 tal que

VTiU<I') = om;r;, 1= ]., 2,3 (6].)

o8
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Note que pela equacdo (1.3) teremos ¥ = or;, ou seja, o vetor aceleragao de cada
particula é proporcional ao vetor posicao da mesma. Um fato importante, é que se r =
(r1,re,r3) é uma c.c., entdo r = [r; para [3 real e positivo, também é uma c.c.. Queremos
mostrar, que existe ¢ > 0 tal que V3 U(r) = om,;7;. Com efeito, como U é homogénea
de grau —1 segue que o gradiente de U é homogénea de grau —2, assim, V;U(r) =

672V, U(r) = f20m,r;, agora, tomando & = 3730, segue o resultado.

6.2 Solucoes Homograficas

Defini¢ao 42 (Solugao Homogréfica). Uma solugao do problema dos trés corpos r; =
ri(t) € R¥ parai=1,2,3 ek =1,2,3 (0s valores de k correspondem ao tipo de solucao,
colinear, planar e espacial, respectivamente) é dita Homogrdfica, quando existe uma fungao
escalar v = r(t) > 0, uma matriz ortogonal Q(t) € SO(k) e um vetor 7 = 7(t) € R¥, tais
que

r;=rQr) +7,0i=1,2,3. (6.2)

Onde v;,7, e T estio definidas para todo tempo onde a solugdo estiver definida e r? =

ri(to).

Note que, pela definigao (42), como estamos considerando o centro de massa na origem,
3

isto é, E m;r; = 0, entdo o vetor translagao 7(¢) é nulo. De fato, basta multiplicarmos a
i=1
equagao (6.2) por m; e somarmos em ¢. Assim, as solu¢oes homogréficas se caracterizam

apenas pela existéncia de uma rotagdo €2(t) e uma dilatagao r(¢t) > 0. Portanto, uma

solugao homografica é dada por
r; =rQrdi=1,2,3. (6.3)
Afirmacgao 1. Desde que r? = r;(ty) seque-se que r® =1r(ty) =1 e Q0 = Q(ty) = I,.

Demonstragao. De fato, pela equagao (6.3) segue que r;(t) = r(t)Q(t)r?, logo r;(ty) =
0_

i =

31l = liri (o)l = Ir(to) [12(to)x7 |

7(to)Q(to)r?, desde que por hipdtese r? = r;(ty), temos que

e como €2 é ortogonal segue que

el = lIrito) | = Ir(to)|Ix71l,
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donde |r(to)| = 1, e como r(t) > 0 para todo ¢, logo r(ty) = 1. Agora substituindo r(ty) = 1
na igualdade r? = r;(tg) = r(to)Q(to)r?, segue que Q(ty) = 1. i

Lema 43. Se uma fungio f(X), X € R3 é homogénea de grau k, ou seja, se f(rX) =
rk f(X) e invariante por rotagoes, entdo
Vf(x) =r"tQVF(X). (6.4)

Demonstragao. Desde que por hipétese, f(rQ2X) = r*f(X), derivando em relagao a

X, e aplicando em um vetor v, teremos
Df(rQX)-v=r"Df(X-v),

isto é,
(Vf(rQX), Qu) = r* "1V f(X),v).

Uma vez que esta igualdade é valida para todo vetor v e como 2 é ortogonal, segue dai a

férmula do lema. |

Como a fungao potencial U é homogénea de grau —1 e invariante por rotacoes, como foi

visto no capitulo 1 secao 1.2, resulta do lema 43 que
Vi, U(rQrd) = r2QV,. U(x?). (6.5)

Derivando a equacao (6.3) duas vezes em rela¢do ao tempo teremos

i; = Q) 4+ 2707 Or? + QT Or?). (6.6)
Agora, definindo
2 =07, (6.7)
teremos
¥ =00+ Q. (6.8)

Como Q70 = I,, segue-se que (Q7Q) = 0, donde QTQ + QT = 0, segue que Q7O =
—(QTQ)T, ou seja, ¥ = QIO € A(3,R) (espago das matrizes 3 x 3 anti-simétricas com
coeficientes reais).

Por outro lado,
¥ =(QT%) = Q70 + Q7.
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Como X7 = OTQ, segue que QT = OF, e como I7 = —%, temos
O = —xqf. (6.9)
Agora, substituindo (6.9) em (6.8) teremos
QrQ =452, (6.10)
assim podemos reescrever a equacao (6.6) na forma
i, = Qi + 278 + (X + 22l
Considerando a equagao (6.5), tomando

K = r?[il; + 272 + r(X + X2)] (6.11)

aj = m;lvPiU<ri())

podemos escrever as equagoes do movimento (1.3) sob a forma
Kr) = a;. (6.12)

Observemos que se, em cada instante, a configuracao é um triangulo equilatero, entao a

solucao é homografica.

Teorema 44. Uma solugao homogrdfica do problema dos trés corpos é planar.

Demonstracao. No caso colinear pelo teorema 34 a solugao é planar. Assim, supohamos
que r{, r e r§ nao sejam colineares, ou seja, ry, X ry # 0 para algum a e 3. Consideremos
o sistema inercial com o plano de referencia sendo o plano que contém os trés vetores, de
modo que

)= (PP 0), i=1,2,3 (6.13)

As equagbes (6.12) podem ser escritas da seguinte forma

k(O 4+ ko (e =a?, i =1,2,3, v=1,11,1I1. (6.14)

i 2

I

Onde a} é a v-ésima componente do vetor a;. Note que, a; T = (. De fato, como m,a; é a

forca gravitacional sobre a particula de massa m;, no instante t = t; e como por hipotese
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0117

i = 0 para todo ¢. Entao, a componente da forca gravitacional nesta direcao é nula.

r

Fixando i = a, # na equagao (6.14) teremos um sistema linear com coeficientes constantes

Ea(Or% + ko) = a4
1( ) g[ 2( ) gn ’ (6'15)
ka(trg” + ke(t)ry” = aj,
cuja a forma matricial é BX = a, onde X = (k,1(t), k.2(t)), a = (ag, af) e
PO 011
B=| ¢ ¢ . (6.16)
01 0T
s Ts

Observe que a matriz B é invertivel. Com efeito, det(B) = r{ x r%} # 0 por hipétese, logo
usando o sistema X = B~! vemos que para v = I, II os escalares k,; e k,» sdo combinacoes

lineares com coeficientes constantes dos escalares al e ag, portanto, sao constantes e sao
111

nulos para v = II1, pois a;** = 0 para todo ¢, assim

klg -+ ]{Zgl = COTLSt, kll - k}22 = COTLSt, k31 = 0, k’32 = 0. (617)

Como QTQ € A(3,R), logo Q = Q(t) determina um vetor S = S(t) € R? e uma matriz
Y =3(t) € A(3,R) tal que

S1 0 —S3 52
S = S9 ey = S3 0 —S1 . (618)
S3 —S9 S1 0

Agora, substituindo as expressoes de ¥ e 32 em (6.11) teremos

35159 = const
(6.19)
r3(s? —s2) = const,
e
—2r89 + 71r(—82 + 535 = 0
? (Zh2 + 5a5) (6.20)

—27.'51 + r(—él + 8382) = 0
Pelo sistema (6.19), temos que as fungoes r3s? e r®s3 sdo constantes, Portanto, existem

constantes c; e ¢y tais que

S1 = 017”73/2 , S9 = 027’73/2. (621)
Assim, substitindo s; e s em (6.20) teremos o sistema homogéneo

—2rcy + rsscg = 0
! - (6.22)

rsscy — 2rcg = 0
3 ’
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cuja forma matricial é Qy = 0, onde

Q

Note que, det(Q) = r%s3 + 172, donde segue que det(Q) = 0 se, e somente se, s3 = 7 = 0.
Observe que se ¢; ou ¢z é nao nulo, segue por (6.22) que s3 = 7 = 0 para todo tempo t.

Portanto, uma das seguintes condicoes deve ser satisfeita.
(1) e =0eca =0 ou (2) s3(t) =0, r(t) = const. (6.23)

No caso (1) temos s; = sy = 0, donde

0 —S3 0
YX=1]s 0 0], (6.24)
0O 0 0

isto implica que a rotagao €(t) se d4 em torno do terceiro eixo, como escolhemos um

11— 0, entiio, da equagio (6.3) segue aue rf7/(t) = 0 para todo

tempo, ou seja, o movimento acontece no plano (rf,rf)

sistema de modo que r
e a solucao é planar. Agora
suponhamos que (2) seja vélida, entdo de (6.21) vemos que s, S2 € S3 sd0 constantes, com

s3 = 0. Assim, X(t) = const., da equacao (6.7) tem-se que

Q(t) = Q(to) exp/Z(s)ds

donde

Qt) = Qto) exp Xt
dai Q(t) = Q(to)[I + A+ 3—!2 + ...J onde A = ¥t. Como ¥ € A(3,R) tem-se que existe
u € R, u # 0, tal que Yu = 0. visto que A = 3t € A(3,R) segue que Au = 0. Assim,
Q(t)u = Qto) [ + A+ ‘;‘—!2 + ...Ju mostra que

Q(t)u = Qto)u.

Considerando Q(ty) = I temos que Q(t)u = u, ou seja, (t) é uma rotacdo em torno de

um eixo fixo u. Resolvendo o sistema Yu = 0 onde u = (x,y, 2) e

0 0 S9
Z — O 0 _Sl bl

—S9 S1 0
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segue-se que o eixo de rotagao é a reta —sox + s1y, que esta contida no plano determinado
0

pelos vetores r;, ¢ = 1,2,3 visto que s3 = 0. Assim, como r é constante as particulas
estariam descrevendo, érbitas circulares em torno de um eixo fixo, ao longo de uma solugao

espacial, o que é um absurdo. Portanto, o caso (2) nao pode ocorrer. |

Comentario: Aparentemente o fato demonstrado no torema 44 é consequéncia direta da
homogeneidade da fungao potencial U, se levassemos em conta a conservagao do momento
angular e o centro de massa. De fato, nao é este o caso, pois, se considerassemos a forga
gravitacional inversamente proporcional ao cubo da distancia, o resultado acima seria

falso, para maiores detalhes veja [55].

As solucoes homogréficas estao classificadas da seguinte forma:

1. No primeiro tipo, consideramos as configuragoes que sao dilatadas sem rotacao, ou

seja, Q(t) = I. Estas solugbes particulares sdo caracterizadas por:

r; =rr), ie., (Qt)=1, r=r(t) > 0), (6.25)

7
e sao chamadas de solugaoes solucoes homotéticas.

2. Outro tipo de solucao sao as que consideramos as configuragoes que sao rotacionadas

sem dilatagao, ou seja, r(t) = 1, estas solugbes se caracterizam por:
r; =0 de., (r(t) =1, Q=Q(t)), (6.26)

estas solugoes sao chamadas de solucoes de equilibrio relativo.

Note que uma solucao homogréfica nao pode ser homotética e de equilibrio relativo simul-

taneamente. De fato, suponha que r; = r;(t) é homotética e de equilibrio relativo, ou seja,
0

r; = rrl e r; = Qr); segue-se entao que (rl — Q)rY = 0 para todo tempo ¢, entao r = 1
e Q = 1. Logo, ri(t) = r?, para i = 1,2,3, i.e., 6 uma solucao de equilibrio, o que é um

absurdo.

6.3 Classificacao das solucoes de equilibrio relativo

Note que o problema geral dos trés corpos nao admite solugoes de equilibrio, ou seja,

solugoes da forma r;(t) = r;(fo), pois caso contrario,teriamos ¥;(t) = 0, ou seja, V.U =0
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para i = 1,2, 3. Por outro lado, fazendo o produto escalar das equagoes (1.3) por ry,rs €
r3 respectivamente, usando a relagao de Euler e o fato de U ser homogénea de grau —1

temos que
3
> 1V U=-U=0 (6.27)
i=1

donde segue que U = 0, o que é um absurdo, pois U é uma soma de termos positivos, logo
positiva. Porém como sabemos da segao (6.2) existem as solugées de equilibrio relativo |
ou seja, solucoes para as quais cada corpo esteja fixo relativamente a um sistema movel
de coordenadas baricéntricas. Isto ocorre porque as forcas de atracao mutuas seriam
compensadas pelas forcas centrifugas devidas a rotacao de cada corpo em torno do centro
de massa do sistema. Para um observador que girasse em torno do eixo ortogonal ao plano
das érbitas com a mesma velocidade angular, as particulas pareceriam estar em repouso,

dai o nome solucdo de equilibrio relativo.

Teorema 45. Fizada a velocidade angular w, uma solugdo r;(t) = (&(t),n:i(t), z(1)),
para i = 1,2,3 do sistema (3.24) é uma solugao de equilibrio relativo se, e somente se,

(&(to),mi(to)) € uma solugdao do sistema algébrico

—WQ& = L.Ul,i .
i parai=1,2,3. (6.28)
_wzm — m%-UZi

Demonstracao. (=) Seja r;(t) = (&(¢),n:(), ¢;(t)) uma solucdo de equilibrio relativo,

entdo &(t) = &(to), mi(t) = mi(to) e G(t) = Gilt), logo &(t) = &(1), iii(t) = mi(t) e
(i(t) = ¢(t). Portanto, as derivadas em (3.24) se anulam, dai as condicdes iniciais sdo

uma solucao do sistema algébrico (6.28), ou seja,

—w?&(ty) = m%.Ul,z'

—wni(te) = m%Uzz‘
(<) Suponha agora que (§(t),n;(t)) seja uma solugdo do sistema (6.28), entao pondo
ri(t) = &ey + nieq obtemos r;(t) = (&(t),n:(t)), observe que &(t) = —w21ml_ Ui, € R

Donde, &(t) = &(t) = 0 (analogamente para 1;). Portanto, ¥;(t) = ¥;(t) = 0, ou seja,
r;(t) = (&(t),m:(t)) é uma solucdo de equilibrio relativo. |

No que segue, mostraremos que se existir uma solugao de equilibrio relativo planar satis-

fazendo (6.28), entao se essa solu¢ao nao for equildtera ela serd necessariamente colinear.
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De fato, suponha que existe uma solugao de equilibrio relativo planar satisfazendo (6.28)
que nao seja equildtera, considerando a terceira particula no eixo £ tal que n3 = 0 e
supondo que o triangulo formado pelas particulas possuem dois lados diferentes, por ex-

emplo, ri3 # re3. Para i = 3 da segunda equagao em (6.28), obtemos :

1
—w’ny = —(V3U, )
ms

donde
1 msm,q mammso
0=—(—F5—(r1 —r3) + —5—(r2 —13),€2)
ms  Ti3 723

e como r; = ;e + 1;€2, teremos:

ma ma

—m+ —51n2=0.

13 T3

Por outro lado, como o centro de massa esta na origem do sistema de coordenadas, temos

que mqry + mars + mars = 0 e como r; = (&, 1;), segue que myy; + many = 0, da qual

(£-%)
mi | = — 5 | m
7’%3 7"%3

Ora, para que o primeiro membro dessa igualdade se anule, devemos ter 1; = 0, desde que

obtemos:

por hipotese, r13 # ro3, € my # 0. Mas se 11 = 0 entao, 7, = 0. Portanto, para tal solucao

as trés particulas estao alinhadas sobre o eixo das abcissas e a configuragao é colinear.

6.4 Existéncia das solucoes de equilibrio relativo

Analisaremos inicialmente a existéncia no caso equilatero. Consideremos trés massas mj,
mso e mg dispostas nos vértices doe um triangulo equilatero com centro de massa na origem
do sistema e a massa ms no semi-eixo positivo das abscissas no sistema rotatorio cuja
velocidade w serd escolhida de tal forma que esta configuragao seja uma solugao de (6.28).
Seja | o comprimento do lado do triangulo equilatero, de modo que 5 = 713 = r93 = L.

Nestas condigoes teremos

miUl,l = %(352 - xl) + ﬁ(333 - 51) = llg[m2§2 + maés — (mz + m3)51]> (6-29)
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note que da relagao do centro de massa mi&; + mo&s + msés = 0, temos que m & =

—(mo&y + m33). Assim, substituindo na expressao (6.29) e usando M = my + mgy + mg

obtemos
1 M
—Uy1 = ——=&.
et 3 &1
Analogamente, obtemos:
1 U le
ml 10 — l3 (2
1 M
my % l3 K

Note que para obtermos uma soluc¢ao do sistema (6.28), basta tomarmos

s, M

u}:l—3,

que ¢ a terceira lei de Kepler. Observe que a menos de rotacao existem exatamente duas

solugbes de equilibrio relativo triangulares. Elas foram descobertas por Lagrange [22].

Provaremos agora a existéncia das solugoes de equilibrio relativo colineares. Para tal
suponhamos as trés massas estao sobre o eixo das abscissas do sistema rotatério de forma
que & < & < &3, ou seja, my esta a esquerda de my e esta a esquerda de ms. Seja A a

distancia entre m; e mg e, defina p e o por:
§2 — & = pA,

§3— & =0\

Note que p+o0 = % = 1 e que, em virtude da relagao m1&; +mo&s +msés = 0, teremos

mi&y +ma(pA +&1) +msa(& +A) =0

donde
Mé& + X(map + m3) = 0. (6.30)

Reescrevendo & e & como segue

=8 —0oA

§1=E8—A
teremos

mi(§3 — A) +ma(&3 — o X) + ms(&s) = 0.

Donde

Mgg - (mga + ml) = 0. (631)
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Note que o segundo conjunto das equagoes (6.28) é facilmente verificado, ja que n; = 0

para i = 1,2,3. Enquanto que o primeiro pode ser reescrito sob a forma

_e = M2 s
v e T
2 my ms
— = ——t 6.32
VY .
e, = _m Ma2
o VR Ve
Usando as equagoes (6.30) e (6.31) na primeira e terceira equac¢do em (6.32) obtemos
mop™? +my e
map + m3 M
(6.33)
Moo ™2 4+ my L2438
Mmoo + My oM

Agora, consideremos a fungao

mep~ 2 +ms  mo(l—p) % +my

1) = map+ms  ma(l—p)+my (6.34)

definida no intervalo 0 < p < 1. Note que f é diferenciavel, pois é composicao de fungoes
diferenciaveis, observamos facilmente que sua derivada é sempre negativa. Portanto, ela
é decrescente. Como ,1,13(1) flp) = 40 e ,lylgi f(p) = —o0, segue-se que existe um tdnico
p* € (0,1) tal que f(p*) = 0. Para este valor de p defina w como

w2a3 B ma(p*) "2 + my

M mep* + ms

Portanto, as equagoes (6.33) s@o satisfeitas . Assim, tomando &, & e & definidos por
(6.32) teremos uma solugao para o sistema (6.28). Desta forma, temos uma solucao de
equilibrio relativo com as particulas alinhadas da seguinte forma & < & < &. Usando
uma permutacao ciclica podemos afirmar que, a menos de rotagao, existem exatamente,
trés configuracoes de equilibrio relativo colineares. Estas foram descobertas por Euler
[15]. Lagrange em sua memoria ”Essai sur le probleme des trois corps”obteve novamente

as solugoes de Euler.

Lagrange considerava, as solugoes por ele encontradas apenas de carater tedrico e nao
tinham qualquer aplicagao em astronomia. Contudo, hoje sabemos que o Sol, Jupiter e os
Asterdides do grupo Troiano formam, aproximadamente, a configuracao de um triangulo

equilatero. Recentemente, com a viagem da Voyager descobriu-se que Saturno e alguns de
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seus satélites apresentam esta configuracao. Portanto, é de interesse astronomico o estudo
das solugbes do problema dos trés corpos préximas das solugoes de Lagrange. A figura

abaixo mostra as solucoes de equilibrio relativos no problema dos trés corpos.

&

a) b)

Figura 6.1: Solugbes de equilibrio relativo: (a) Colinear (b) Eqiiilatera

6.5 Relacao entre configuracoes centrais e equilibrios

Seja r = (ry,ry,r3) uma solugao de equilibrio equildtera, tal que riy = ri3 =23= [, com

centro de massa fixo na origem, das equagoes (1.1) temos
_mimy 1 M
E 3 I'Z‘) = —3m] mz(rj — I‘Z‘) = —Smjrj,
Hrz—rgll l Z . l
J#
ou seja, temos uma configuracao central com o = ZMS que independe de j, logo r =

(ry,re,r3) é uma c.c.

Em geral se os r} s na equagao (6.1) s@o coplanares a configuracao é dita um equilibrio
relativo, e como pelo teorema 44 estas sao planares segue-se que, as solugoes de equilibrio

relativo sao exatamente as configuragoes centrais no problema dos trés corpos.

6.5.1 Coordenadas das solucoes de equilibrio equilateras

Seja [ o comprimento do lado do triangulo equilatero, tem-se
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e Nas coordenadas giratérias definidas na segao (3.3) cosiderando as massas dispostas

de forma coveniente no sistema de coordenadas, teremos para as posicoes

0= 1 = L =0
§= 3l W= Pl §=0 (6.35)
j= 0 = 0 @=0
desta forma na solucao de equilibrio:
lel, 7“2:[, 7”3:l. (636)

Por outro lado, das equagoes (3.28) sabemos que

0 _ 0 0 _ 0
Pe, = —wmyt)y, Py, = wm;§;

assim, tem-se por (6.35) que

pgl - _wml%gl’ p971 = wml%a pgl =0
pgz = _wmQTSL p22 = _me%, ng =0 (637)
0 — 0 _ 0 _
Dey = 0, Py = 0, Doy = 0.
n
(‘In%a%) < » (q4,q5,q6)
m, m,
s \(q7:95,45) g

Figura 6.2: Coordenadas das solugoes de equilibrio

e Nas coordenadas relativas definidas na segao (3.2), agora considerando o sistema
giratério, denotando por (q1, g2, g3), (¢4, G5, qs) € (g7, Gs, Go) as posigdes das particulas

de massa my, my e mg respectivamente, dispostas como na figura (6.2).

Vemos que para as posigoes , temos:

@ = - Q= LI, g=0
@)= +i, @@= Ll =0 (6.38)
¢G= 0, g= 0, ¢=0,
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desta forma na solugao de equilibrio
lel, T2:l7 7’3:l.

Usando novamente as equagoes (3.28), os respectivos momentos sao

P = —mlwél, pi= —mwil, pJ=0
pi= —mawl, pl= mowil, pl=0
Py = 0, pg= 0,  pg=0

71

(6.39)

(6.40)



Capitulo 7

Reducoes no Problema dos Treés

Corpos

Este capitulo tem como objetivo, descrever métodos que nos permitirao, reduzir o nimero
de equagoes diferenciais de primeira ordem, que define o problema, facilitando assim o seu

estudo.

7.1 Reducao no caso espacial

Nesta secao trataremos de alguns métodos para o caso espacial do problema dos trés

COTPOS.

7.1.1 Método de Jacobi espacial

Observe que nesta se¢ao nao estamos supondo que o centro de massa R estd na origem.
Denotamos o vetor A; Ay por u e o vetor HA;z (onde H é o centro de massa de Ay e As)

por v. O vetor Ay A3 é dado por —aju + v, e o vetor A; A3z é —an + v, onde

ma mo
Qg =

(7.1)

a1 =

_ -
m1+m3 m1+m2

72
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A,

Figura 7.1: Vetores u e v.

Denotaremos as componentes de u por (ug, ug, u3) e as componentes de v por (vy, vg, v3),
e expressamos a energia cinética 7' em termos destas coordenadas por meio da relagao (3.4).
Omitindo por enquanto o termo originado do movimento de R, os x-termos movimento

relativo a R nos da:

1 1 1
W{mgmg(—alﬂl + 1‘)1)2 + ma3immq (Oégul + 1}1)2 + mlmgu%} = §mu% + E,U"U%, (72)
onde
w2t ma)ms (7.3)
mi + me mi1 + ma + m3
Fazendo o mesmo com as outras variaveis obtemos
T = 7(X2 +Y?+ 2% + E(uf + U5+ u) + i/L(U% + 3 + 03). (7.4)
Temos
Mam Mam mim
U:23+31+12, (7.5)
1 T2 rs
onde
2= || —au+v|? = (—aqu; +v1)? + (—arus + v2)? + (—aqus + v3)?,
72 = |lagu + v||? = (aguy + v1)? + (anug + v2)% + (agus + v3)?, (7.6)
g = lull® = ui +uf +ui.
As equagoes de movimento sao
MX: g_)U(Jmulz %7”61: %7
MZ: g—g,mug): g—fé,/ﬂjg: g—fé

Propriedades deste sistema:
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e Desde que U nao contém (X,Y, Z), obtemos

isto implica simplesmente que R move-se uniformemente numa linha reta.

e As segundas e terceiras equagoes em (7.7) assumem a forma

miil =

mﬁg =

m’ilg =

onde

e Em geral temos

mu = —Au + Bv,

74
X=Y=2=0,
—Au1 + Bl)l, ,uvl = Bu1 - C’Ul
—AUQ + B’Ug, ,MUQ = BUQ — C?JQ
(7.8)
—Auz + B’Ug, ,LM)g = Buz — Cvs
s (3 + 3)
e () "
ma (2 + 7).
uv = Bu — Cv. (7.10)

e Se u e v estao determinados entao a posicao das trés particulas relativas a R sao

dadas pelos vetores

ms
—Qou — —V,

M

ms

Mmoo T My
M

7 (7.11)

ajua — Vv,

e E importante notar a forma elegante tomada pelas integrais do momento angular

3
a= Z mi(yizi — zi0;) = M(YZ - ZY) + m(ugtts — 212) + p(va03 — v303),
i=1

3
b= Z ml(z,:m — JTZZZ) = M(ZX — XZ) + m(U3u1 — U1’[L3) + ,LL(Ug’Dl — Ulbg),
i=1

3
c= Z mi(vgi — yids) = M(XY — Y X) + m(urtiy — ugtin) + (0102 — votn).
i1

(7.12)
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e Desde que o centro de massa R move-se uniformemente numa linha reta, os termos

M(YZ = ZY) e m(ugtis — ustiy) + p1(vai3 — v30) sio separadamente constantes.

e Assumindo que o centro de massa encontra-se na origem do sistema de coordenadas,

tem-se que
Tz;(uf—f-ug—i—u%)-l—g( 2 43+ 03), (7.13)

com U definido por (7.5) e (7.6).

Agora considerando que o sistema gira em torno do eixo z e denotando, as coorde-

nadas relativas aos eixo de rotagdo como, u = (qi, q2, q3)e v = (qu, g5, g6 ) ,teremos

T = 5[((11 —wq2)? + (42 + war)* + (43 — waa]

(7.14)

+51(Gs + waz)® + (45 — wae)* + (ds + was).-

N =

Para encontrarmos a funcao Hamiltoniana associada a estas novas varidveis, desen-
volvemos a expressao
m

2

. . . K, . . m i
(fﬁ+q§+Q§)+§( E+Q§+Q§)—§W2(Q%+Q§+Q§)—§W2(QE+Q§+Q§)—U (7.15)

em termos dos p's e ¢'s, onde definimos
P =m(q —wa), p2 =mdg+wa)
ps =m(gz —wqs), ps = p(ds+was) (7.16)

ps = p(ds —wgqs), pe = (de + wys)

donde temos a seguinte funcao hamiltoniana

1 1
H = %(p? +p5+p3) + @(pi + P2 + pg)
(7.17)

—w(q1p2 — @2p1 + Qups — q5Pa + g7 — q7ps) — U

onde

U=a (m2m3 TR m1m2) , (7.18)



CAPITULO 7. REDUCOES NO PROBLEMA DOS TRES CORPOS 76

com
rf= (—oaqi + @)* + (—a1ge + ¢5)* + (—ougs + g6)%,

r3 = (coqi + q1)® + (g + ¢5)* + (a2gs + ¢6)?, (7.19)
ri= GG+ a

A reducao feita nesta secao nos da uma consideravel simplificagao do problema dos
trés corpos. Ela nos permite considerar o problema como um sistema de duas particulas,
uma particula de massa m em (uq, us, ug) € uma particula de massa p em (v, va,v3). As
forgas s@o derivadas de um potencial —U, onde —U é definido por (7.5)-(7.6). As forcas
nao estao na direcao ou linha ligando as particulas, mas no entanto, elas sao tais que seu

momento angular ao redor da origem, a saber,
ux (Au+ Bv) +v x (Bu—Cv), (7.20)

é zero, isto é, o momento angular em torno da origem permanece constante.

7.1.2 Reducao de ordem 12 a ordem 8

Vimos na secao 7.1.1 que o problema geral dos trés corpos pode ser reduzido a um problema
de dois corpos, uma particula de massa m em (uq, us, u3) e uma particual de massa p em
(v1,v2,v3) movendo-se sobre a agdo de uma forga derivada de um potencial —U definido
em (7.5). O movimento das duas particulas é definido por um sistema de 12 equagoes

Hamiltonianas, com funcao Hamiltoniana dada por

1 1
H:Zﬂﬁ+£+£ﬂajﬁ+%+%%iﬁ (7.21)
onde
p="0" ) T, T (7.22)
1 ) r3
com

= (—oaqi + @)* + (—a1g2 + ¢5)* + (—ougs + g6)%,
r3 = (coqi + q1)* + (g + ¢5)* + (a2gs + ¢6), (7.23)

= @d+¢+a
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Devemos lembrar que

p1 = mqi, P2 = Mg, pP3=Mmg3
(7.24)

Pa = Hqs, Ps = HGs, Pe = K-
Nesta reducao procederemos da seguinte forma. Primeiro, mudaremos das coordenadas
(q,p) a (Q, P) usando a transformagao simplética (ou mudanga candnica de coordenadas)

definida pelas equagoes

oW oW
= P=— 1i=1,... 2
apz7 (3 8Q27 ? ) 767 (7 5)

por meio da funcao geradora

qi

W= W(p,Q) = [picos(Qs3) + p2sen(Q3)|Q1cos(Q2) + pQ1sen(Qz)+

(7.26)
[p1cos(Qs) + pssen(Qs)|Qacos(Qs) + oQusen(Qs),
com
p* = [—p1sen(Qs) + pacos(Qs)]* + p3,
(7.27)
02 = [—pssen(Qs) + pscos(Qg))* + pa.

Explicitamente temos

@ = Qilcos(Q2)cos(Q3) — p~ ' (—pisen(Qs) + pacos(Qs))sen(Q2)sen(Qs)],
@ = Qi[cos(Q2)sin(Qs) — p~t(—pisen(Qs) + pacos(Qs))sen(Qz)cos(Q3)], (7.28)
g3 = Qup 'pssen(Qa),

P = (p1cos(Q3) + p2sen(Q3))cos(Qz) + psen(Qz),
Py, = Qi[—(picos(Qs) + pasen(Qs)sen(Q2) + pcos(Q2)], (7.29)
Py = p'[—pisen(Qs) + pacos(Qs)| Py,

e similarmente obtemos as expressoes para os sub-indices 4, 5 e 6.

O significado fisico destas novas coordenadas serda dado a seguir. Observe primeiro
que

Qi =q + ¢ + a5, (7.30)

assim ()7 ¢ a distancia de m a origem O no problema equivalente de dois corpos, ou seja,

a distancia r3 no problema de trés corpos original. Consideremos agora o movimento de
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m no problema equivalente de dois corpos. Seja Om o raio que corta a esfera unitaria em
M, e seja Il o plano contendo O e a linha instantanea de movimento de m, ele corta o
circulo méximo z = 0 sobre a esfera unitaria em A. Entao Q3 é a longitude do nodo A, e

AM = @) (veja figura abaixo)

Figura 7.2: Novas coordenadas

Para verificar esta afirmacao denotamos o angulo A por ()3 e o angulo AM por
()2, entao as férmulas da transformagao sao idénticas a aquelas definidas em (7.28). Seja
agora o ponto B sobre z = 0 com longitude %ﬂ' + @3, e seja Il o plano que corta o
circulo maximo zB em N. O momento linear de m tem componentes (p1, p2, p3) ao longo
de Ox, Oy, Oz respectivamente. Portanto, sua componente na direcao OB ¢ dada por

(—p1sen(Qs) + p2cos(Q)3)), e como o vetor momento esta sobre o plano II, temos

cos(0) = pH—pisen(Qs) + pacos(Q3)]
(7.31)

sen(0) = p~ips,

onde 6 é o angulo BN. Um vetor unitario em OM ¢é equivalente a cos(Q)y) em OA,
sen(Qz)cos(0) em OB, e sen(Qs)sen(f) em Oz. Portanto, as componentes de um vetor

unitario em OM ao longo de Oz, Oy, Oz sao

cos(Q2)cos(Q3) — sen(Qa)cos(0)sen(Qs),
cos(Qq)sen(Qs) + sen(Q2)cos(0)cos(Q3),

sen(Qz)sen(0)

e observando que estas correspondem a %, %, % respectivamente, recuperamos as férmulas

(7.28).
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O significado fisico dos P’'s pode ser obtido das férmulas (7.29). O momento linear
de m é dado pelo vetor soma (pjcos(Q3) + pasen(Q)3)) em OA e p em ON. Portanto,
Py é a componente do momento linear na direcio OM, P, = mQ;. Em seguida, P, ¢é a
magnitude do momento angular ao redor de O (a diregdo do vetor momento angular é
ON, onde N é o pdlo do plano II). E finalmente, Ps (= Pycos(f)) é a componente do

momento angular (para o movimento de m) em torno de Oz.

Das férmulas (7.28)-(7.29), e as correspondentes férmulas para os sub-indices 4, 5, 6,

temos

2 P22 2 P2
pi+p3+ps =D +@, pi+ i+ =P+ =3, (7.32)
1 4
(§]

BURIER  co5(Q,)eos(Q5)cos(Qs — Q) + cos(@a)sen(Qs)sen(Qs — Qa)cos()—
sen(Qq)cos(Qs)sen(Qs — Qg)cos(0)+
sen(Q2)sen(Qs)cos(Qs — Qg)cos(0)cos(p)+

sen(Qq)sen(Qs)sen(f)sen(p),

(7.33)

cos(p) = pt[—p1sen(Qs) + pacos(Qs)],  sen(p) = p~'ps, (7.34)
P Ps

cos(0) = By’ cos(p) = X (7.35)

podemos expressar as varidveis ¢’s em termos dos @)'s e P’'s, assim estamos agora em

posi¢ao de expressar a férmula (7.21) para H em termos dos Q's e P’s.

Para expressar as componentes do momento angular em termos das novas variaveis,

notemos que de (7.28)-(7.29), segue que
@ps — qzp2 = Psen(f)sen(Qs),
@GP — 1ps = —Pysen(0)cos(Qs), (7.36)

QP2 — @p1 =  Ps.

A ultima destas relagoes ja foi provada, e as duas primeiras seguem-se da figura 7.1.2 . As
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integrais do momento angular sao

Pysen(0)sen(Q3) + Pssen(p)sen(Qg) = a
—Pysen(0)cos(Q3) — Pssen(p)cos(Qg) = b (7.37)

P3+P6: C.

Isto completa o primeiro estagio da redugao. Observe que a transformacao de coorde-
nadas utilizada nao é uma transformacgao pontualmente bem definida, ou seja, as variaveis

(1, Q2, Q3 ndo podem ser expressadas apenas como fungao de (g1, g2, q3)-

No segundo estagio o objetivo sera fazer uso das integrais do momento angular.
Para isto fazemos primeiro a escolha Oz da diregdo do momento angular (o qual é con-
stante),portanto a = b = 0, e usamos a transformacaocanénica na qual P; + Py torna-se a

Unica variavel momento angular.

Observe que o anulamento das duas primeiras componentes em (7.37) implica que
sen(Qs — Qg) = 0, assim sem perda de generalidade podemos fazer Q3 = Qg, e conse-
quentemente

Pysen(6) = —Pssen(yp), (7.38)
o qual também é evidente geometricamente.

Devemos agora desacoplar o conjunto de férmulas em dois conjuntos um para os
subindices 1, 2, 3 e outro para 4, 5, 6. Para isto usaremos a transformacao de coordenadas
de (Q,P) a (d,p’) definida pelas equagoes
ow , 0w

Qi = 9B P g (7.39)
onde
W =W(P,d)=q P+ ¢Py+ qPs+ ¢4 Ps + q5(Ps — Ps) + q5(Ps + Ps). (7.40)
Assim,
Q= q, Q2=¢3 Qs =¢+q; Q1= ¢, Qs = ¢4, Qs = —a5 + _
A1

pi= P, py=Pypy=P,py=PF;5, 0y =Ps— B, py = P+ Fs

Como as transformagoes usadas nao dependem de ¢ o Hamiltoniano nas novas variaveis

serd simplesmente o Hamiltoniano antigo (7.21) nas variaveis ¢’ e p'.
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O primeiro ponto a observar é que g pode ser ignorado, pois py permanece constante
ao longo do movimento; denotaremos pg = 3. Tem-se ¢; = 0, e por (7.38)-(7.35) segue-se
que

P} — P} =P - P, (7.42)

assim

Py —vf = Py — P{ = (Ps + Fs)(Ps — Fs) = B (7.43)
Agora podemos substituir este valor para p; em H antes de formar as equagoes de movi-
mento. Pois se a func¢ao assim formada é H'(q}, ¢5, 45, 44, 45, D}, Py, D5, Dy, Ps) temos (deno-
tando qualquer varidvel entre ¢y, g5, ¢4, ¢4, Py, D, Ph, Py por )

OH' _0H  0H op,
oy O Ops 0P’

(7.44)

oH
Ops

nao contém ¢j) podemos colocar ¢5 = 0, pi = 3, e

e lembremos que = ¢t = 0 para todo tempo. Concluimos que no Hamiltoniano (o qual

ps =871 (05 — ). (7.45)
Assim temos uma fun¢ao Hamiltoniana com apenas oito varidveis
(91, G5 3, 44, 1, P, P, P):;
ou seja, reduzimos o problema a um sistema de ordem oito.

Pode ser notado também que , se o sistema tem sido integrado, a coordenada ignorada

¢ pode ser encontrada pela quadratura da equacao
., OH
()

Para encontrar a forma explicita de H nas novas varidveis, os inicos termos que dao um

(7.46)

certo problema sao aqueles que se originam da expressao cos(6)cos(p) + sen(0)sen(y) em
(7.33). Agora, por (7.38)

cos(0)cos(p) + sen(f)sen(p) = cos(f)cos(p) — L2sen?(0)
316 2 P32

= i (PsPs — P} + P3)

(7.47)

— 1 2 2 2
= s (07 =05 — Pi).
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Finalmente, nas variaveis novas, as equacoes de movimento sao aquelas derivadas da fungao

Hamiltoniana, com apenas oito variaveis definida por

1 s Py 1 s Py moms  Mamy MMy
H=—(p "+ +—(ph +—5 ) — — — : 7.48
2m (pl ¢?) o \PP T2 T Ty @ (7.48)

2_ .12 12
1= ad)” — 2010}dh [cos(ah)cos(al) + T sen(ah)sen(d)) | + g

20,9}
(7.49)

2 /

202
= add)” — 2000}0} |cos(gy)cos(al) + TL

;72
esen(ah)sen(d;)| +a5”

2p5p))

Comentario. Teoricamente é possivel reduzir a ordem do sistema de oito para seis,
para isto basta usar a integral da energia, mas, acontece que tal procedimento é bastante

trabalhoso.

7.2 Reducao no caso Planar

O problema dos trés corpos planar traz consideraveis simplificacoes uma vez que ele reduz o
sistema de EDO em seis equacoes imediatamente. Nesta secao veremos algumas mudancas
de coordenadas que permitem diminiur o nimero de graus de liberdade no caso especifico

do problema no plano.

7.2.1 Reducao de 12 para 8

Considerando as coordenadas relativas definidas na se¢ao (3.12), mas agora para o refer-
encial girante para o caso planar, temos que funcdo Hamiltoniana definida em (3.16), é

dada por

H = m(pl+p3) + sp2(p3 +p3) + susl(p1 +ps — ps)? + (p2 + pa — ps5)*]—
(7.50)

w(qip2 — Gop1 + q3pa — qups + Gsps — qeps) — U,

onde p; = mii, e

U — moinsg i ms3mmy i mi1me (751)

1 T2 3
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com
2, 9
1= q3+4q;

ri= ¢ +a (7.52)

r3= (@ —a3)” + (@2 — @a)*
Note que a fungao potencial U em (7.51) ndo depende de g5 nem gg, assim as duas equagoes
diferenciais nos dao:

ps —wps =0, pe+ wps = 0. (7.53)

De fato, pois
i OH
D5 = —7— = Wpe,
Iqs

donde
p5 —wpg =0

Como as componentes do momento linear sao:

Peq +p€2 +p§3 = D5, Dy +pn2 +pn3 = Pe6- (754)

Portanto, as equagoes (7.53) expressam a conserva¢ao do momento linear. Se o centro de

massa R do sistema esta no equilibrio,ou seja, se
ps =ps =0 (7.55)

para todo tempo e se considerarmos a origem das coordendas em R, as coordenadas g5, qs

serao determinadas quando q1, g2, q3, ¢4 tem sido encontradas, por meio das relacoes :
Mgs = —miq1 — mags, Mgs = —miga — maqa. (7.56)

De fato, de (7.55)temos que MX = 0, donde MX = A, A uma constante. Agora
considerando a origem no centro de massa, ou seja, mix; + Mmoxo + msxr3 = 0 teremos
Mz3 = —my(z1 — x3) — ma(x2 — x3). Assim, usando as equagoes (3.12),(3.14) e (3.16), no

caso planar, teremos Mqs = —myq; —msgqs (analogamente, obtemos Mgs = —m1Ga—maqy).

Portanto, assumindo que o centro de massa esta em repouso na origem do sistema de
coordenadas, reduzimos o sistema de 12 para 8 equacoes. As equagoes que determinam as
oito variaveis ¢, q2, 3, q4, P1, P2, P3 € P4 Sa0 as equagoes Hamiltonianas derivadas da funcao
Hamiltoniana

1

1 1
H = 5#1(29% +p5) + 5#2(]9% +p3) + 5#3[(171 +p3)° + (p2 +pa)?] — U (7.57)
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7.2.2 Reducao de 8 para 6

Mostraremos aqui como podemos reduzir ainda mais o sistema associado a fungao Hamilto-
niana (7.57), de 8 para 6. Para isto usaremos o procedimento devido a Jacobi, e é chamado
eliminagdo do nodo. O coeficiente de —w em (7.18) representa o momento angular em torno
da origem, O; sabemos que ela tem um valor constante, um fato que foi inicialmente ver-
ificado das equagoes do movimento. A idéia central do Método de Jacobi é aplicar uma

transformagao de coordenadas na qual a expressdo para o momento angular (o momento

angular nas coordenadas (q, p) ¢ dado por (q1p2 — p1gz) + (gsps — Psda) + (dsPs — Psgs))

(@1p2 — @2p1) + (q3pa — qaps), (7.58)

seja uma das variaveis.

Figura 7.3: Eliminacao do nodo

Para isto, comecamos definindo a transformacao

q1 = COS(Q4)Q17

q2 = sen(Q4)Q1,
(7.59)

g3 = c05(Q4)Q2 — sen(Q4)Qs

= cos(Qs)Q2 + sen(Q4)Qs.

O significado geométrico é evidente: (Q1,Q4) sdo as coordenadas polares de (g1, ¢2) no
sistema maével, e (Q2, Q3) sdo as componentes do vetor (gs, q4) ao logo e perpendicular ao

vetor (qi,q2) (veja figura 7.3). Para encontrar a transformacao de coordenadas procurada
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a qual é a transformagao conseguida ao estender (7.59) tornando-a simplética ou canoénica

precisamos da func¢ao geradora

W = picos(Qs)Q1 + pasen(Q4)Q1 + p3(cos(Q1)Q2 — sen(Q4)Qs3)+

(7.60)
pa(cos(Qa)Q2 + sen(Q4)Q3).
As equagoes que definem a transformagao de coordenadas devem satisfazer
ow ow
= Po=— (r=1,234 7.61
w=G P=gg O ) (7.1

das quais segue-se que as expressoes explicitas da transformacao é dada pelas equacoes
em (7.59) e as equagoes

p1= cos(Qs)P — sen(Qq) K

pe = sen(Q4) P + cos(Qq) K

(7.62)
p3 = cos(Qq)Po — sen(Q4)Ps
pas = sen(Qq) P+ cos(Q4)Ps,
onde
- Py — QPs + Q3P
Q1 '
Note que
ow
Py = —— = qip> — @2p1 + 434 — QaD3 (7.63)
0Q4

assim P, representa o momento angular conservado, e esta é a propriedade caracteristica
da transformacao de coordenadas. A nova funcao Hamiltoniana que é simplesmente a

funcao Hamiltoniana antiga nas novas coordenadas é

1 1 1
H = 5”1(P3+K2)+5#2(P22+P§)+§M3{(P1+P2)2+(P3+K)2}—WP4—U (764)

Logo, H nao contém @4, e segue-se que Py permanece constante ao longo do movimento,
P, =T, (7.65)

como ja sabiamos. O sistema é assim reduzido efetivamente a um sistema com somente

seis variaveis, a saber, Q1, 02, Q3, P1, P>, P3 ¢ 0 Hamiltoniano fica da forma

1 1 1
H = §Ml(P12+K2) + 5#2(P22+P32)+§M3{(P1 + R’ + (P + K)*} =T, (7.66)
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onde K ¢é dado por
['— Qa5+ Q3P

Q1

Note que se o sistema das seis equacoes € integravel a variavel restante ()4 pode ser

encontrada por meio de quadraturas pela equacao

o K+ (P + K) OH
= —w=—. 7.67
Q4 O, W P, ( )
7.2.3 Equilibrios
Para as posigoes temos
0 _ l 7 0o — L ’
@ S 2 2 (7.68)
Os respectivos momentos sao
P= 0 P = -muwll |
! 2 2 (7.69)
P) = imowl | P} = (my+my)wl?

7.3 O método de Jacobi

Nesta secao mostraremos uma outra forma de reduzirmos a sexta ordem as equacoes de

movimento do problema de trés corpos no plano.

Supondo que o movimento é tal que o centro de massa do sistema esta em repouso, e

o plano do movimento com z = 0. Com as notagoes da se¢ao 7.1.1 no caso planar

m, . . M, .
T=S@+9)+5(E+0), (7.70)
p="20s Tt T (7.71)
™ T rs
onde
ri= || —aqu+v|® = (—uz+ ) + (—ay +n)?,
r3 = |lagu+ v|]* = (@x + )% + (a2y +1)?, (7.72)

B= ul? =22+
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Cosideraremos que a rotacao sera em torno do eixo Oz com velocidade angular constante

w. Se, as coordenadas relativas aos eixos em rotacao sao, u = (q1,¢2) € v = (g3, q1), temos

T = %[@1 — W@2)? + (g2 +war)?] + g[(% —wqa)® + (41 + wgz)?], (7.73)

e as férmulas para ri,79,73 sao inalteradas, como é imediato da geometria das novas
variaveis, isto é,

= (—onq 4+ ¢3)* + (—a1ge + qa)?,

3= (g +gs)* + (a2 + @), (7.74)

ri= 4 +d.

Para encontrar a funcao Hamiltoniana associada a estas novas varidveis, expressamos a

expressao

M, o o .o o M n
5@%w@+§ﬁ%ﬂ®—3ﬁW%w@—gﬁ@%w@—U (7.75)

em termos dos p's e ¢'s, onde definimos

p1 =m(¢g —wg), p2 =m(ds+waq)

(7.76)
ps = p(gs —waqs), pa = p(gs + wys),
o qual nos déa a seguinte fungao Hamiltoniana
H = %(p? +p3) + %(pg +p3) — w(@pz — gop1 + qspa — qaps) — UL (7.77)
Agora a expressao
1P2 — q2P1 + 3P4 — Gap3 (7.78)

é o valor do momento angular ao redor do centro de massa R como foi dado em (7.58),
e verificamos facilmente das equagoes de Hamilton associadas a (7.77) que a expressao
(7.78) permanece constante atraves do movimento. Faremos uso desta propriedade para
reduzir o sistema relativo a (7.77) a um sistema de ordem 6. Uma técnica similar ja foi

usada na subsegao 7.2.2 onde reduzimos de 8 para 6.

As componentes do vetor u relativa aos eixos rotatérios sao (qi,¢z), e introduzimos

coordenadas polares (Q1,Q4) tal que

q1 = COS(Q4)Q1>
(7.79)

q2 = 56”(@4)@1-
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Denotando as componentes de v ao longo do sistema rotatério e perpendicular a u por

(Q2,@3), tem-se

qs = COS(Q4)Q2 - sen(Q4)Q3
(7.80)

= c0s(Qs)Q2 + sen(Q4)Qs3,

como ¢ claro da figura abaixo.

VA

0,
0,

ot

Figura 7.4: Interpretagao das novas variaveis

Para encontrar a transformagao de coordenadas procurada a qual é a transformacao
conseguida ao estender (7.79) e (7.80) tornando-a simplética ou candnica precisamos da

funcao geradora

W = picos(Q4)Q1 + pasen(Qa) Q1 + p3(cos(Qs)Q2 — sen(Qq)Qs3)+

(7.81)
Pa(cos(Q4)Q2 + sen(Q4)Qs).
As equagoes definindo a transformacao de coordenadas devem satisfazer
ow ow
= , Po=— =1,2,3,4), 7.82
= o 20, (r ) (7.82)

das quais segue-se que as expressoes explicitas da transformagao é dada pelas equagoes

em (7.79), (7.80) e as equagoes

p1= cos(Qq)P — sen(Qq) K
p2 = sen(Q4) P+ cos(Qu)K

(7.83)
p3 = c08(Q4)Po — sen(Q4)Ps

ps = sen(Qu) Py + cos(Q4)Ps,
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onde
K— Py — Q2P+ Q3P
o '
Note que
ow
Py = — = qip2 — @201 + q3ps — qups3 (7.84)
0Q4

assim P, representa o momento angular conservado, e esta é a propriedade caracteristica
da transformacao de coordenadas. A nova funcao Hamiltoniana que é simplesmente a

funcao Hamiltoniana antiga nas novas coordenadas é

1 1
H = %( 5+K2)+Z(P§+P§)—wp4—a (7.85)

Note que esta férmula é mais simples do que aquela obtida na segao reducao (7.2.2).
Agora,
ri= (g + @)+ (g + @) = (—aQ1 + Q2)* + Q3

r3 = (g + ¢3)* + (a2 + 1) = (@1 + Q2)* + Q3F, (7.86)

2 __ 9 2 _ 2
r3 = ¢ +q; =1,

logo, H nao contém @4, e segue-se que Py permanece constante atraves do movimento,
P, =T, (7.87)

como ja sabiamos. O sistema ¢é assim reduzido efetivamente a um sistema com somente

seis variaveis, a saber, (01, 2, @3, Pi, P, P3 ¢ o Hamiltoniano fica da forma
1 1
H=—(P>+K*+ —(P?+ P2 — )
5o (P24 K + 5P+ P = (7.5%)

onde K ¢ dado por
['— Q2P+ Q3P

Q1

Note que se o sistema das seis equacoes tem sido integrado a variavel restante )4 pode

ser encontrada por meio de quadraturas pela equagao

1

mQi

Q4 (I = Qa3+ Q3P) — w. (7.89)
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7.4 Aplicacao do método de Jacobi

Uma aplicacao do método de Jacobi descrito na secao 7.3 é a questao da existéncia de
solugoes de equilibrio.

Note que da equagao (7.89) se tal solugao existe, devemos ter

K

w= o (7.90)
As equagdes de movimento do sistema (7.88) s@o
( . 1
Ql = _P17
s o 1 1 KQs
QQ - P + m Q1
) — l _ 1K@
] @ = b o (7.91)
o= 14 '
L= e taar
5 _  1KPy | 09U
o= wial T
5 _ _1KP | U
[ B= —wtat T

Para termos uma solucao de equilibrio o segundo membro da equagao (7.91) devem ser

todos nulos, assim usando (7.90) teremos

P =0, Py = —pwQs,  P3=pwQo, (7.92)
mQyw® + Z5- =0, Pw+ 5= =0, P+ 55 =0,
donde
mQiw? + é% =0, puQw?+ SQ =0, puQw?+ % =0. (7.93)
Portanto, as solugoes de equilibrio sao os pontos (@1, @2, @3) onde a funcao
Ut 3 (mQ} + Q3+ nQ3)? (7.9)
tem valor estacionario.
Das equagoes (7.93) teremos
mEw? — {mi?30‘1(@1Q1 — Q) + mrgh ag(@Q1 + Q2) + migfh} =0, (7.95)
PO — {7 Q1 = @) + T (02 + Qo)) = (7.96)

(1Qsw? = m3Qs ( s @) (7.97)

1 T2
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Da equagao (7.97) vemos que

2 mo my
= — + — 7.98
= (B +53) 7%
ou
Qs = 0. (7.99)

Suponhamos que (7.98) ¢ mantido. Portanto, substituindo pw? no primeiro membro da

equacao (7.96), segue que
1 1
@1 (—3 - —3) =0, (7.100)

oo
assim, desde que por (7.86) Q1 = r3 # 0, temos r; = ro. Vamos supor que r; = ry = [,

portanto, de (7.98), temos

M
w? = ik (7.101)
Substituindo o valor de w? no primeiro membro de (7.95) teremos
M
_ M Mt e (7.102)

BB r3

Portanto, r3 = [, ou seja obtemos a solugao de Lagrange como foi visto na secao 6.4.



Capitulo 8

Estabilidade linear das solucoes de

equilibrio relativo

Neste capitulo estudaremos a estabilidade linear das solucoes de equilibrio relativo do
problema dos trés corpos que, sabemos, sao de dois tipos: colinear ou equilatero. Por
estabilidade linear queremos dizer que aproximamos o sistema de equagoes geral do prob-
lema por um sistema de equacoes lineares. Assim, as estimativas de estabilidade sao feitas
com base nos autovalores desse sistema linearizado. Provaremos que a configuragao linear
é sempre instavel e a equilatera condicionalmente estavel, i.e., estavel dentro de certas

condigoes apropriadas.

Para o estudo da estabilidade linear usaremos o seguinte argumento canonico da teoria

de EDO para o caso particular de sistemas Hamiltonianos.

Agora, denotamos por ¢, p} as coordenadas da solugao de equilibrio da massa m;.
Desenvolvendo o Hamiltoniano associado H em série de Taylor em torno da solugao de

equilibrio temos:
H = H(qo,po) + Hq(q0,Po)(a — a0) + Hp(qo, Po) (P — Po)+
(a4 —qo,p — pPo)" HessH (qo, Po)q — G0, P — Po) + - - - (8.1)

= H(qo,po) + (4 — qo, p — po) HessHqo, Po)(d — qo, P — Po) + - - - -
92
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Vamos supor que o sistema definido por H seja desviado do seu equilibrio pela seguinte

perturbagao :
4 = q; + u;
(8.2)
pi =1+
onde ¢+ = 1,2,...,6. e, alem disso, u;,v; sao pequenos desvios em torno da solucao de
equilibrio.

A mudanga de varidveis definida em (8.2) é uma transformacao dita simplética, o que
significa que ela preserva a estrutura hamiltoniana do sistema. Como estamos interessados
no estudo da estabilidade de primeira ordem ou linear, entao o procedimento a ser seguido
é simplesmente subtituir as novas variaveis em (8.1) e determinar explicitamente a parte

linear a qual é dada por

onde
A = JHessH (qo, po)- (8.4)

8.1 Estabilidade para o caso colinear

Dispomos as trés massas sobre o eixo das abcissas £ conforme ilustra a figura 8.1 e deno-
tamos os valores dessas abcissas por &, &, 3 para as massas mq, msq, ms, respectivamente,
de modo que &§ < & < & . Ainda, denotamos por pe; a componente unidimensional da

velocidade da i-ésima particula, de modo que 52 = pg;-

n

Figura 8.1: Configuracao colinear
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Usando as equagoes (3.24), observando que, de fato, apenas a primeira dessas equagoes serd
utilizada, de fat, o segundo membro da segunda equagao serd sempre nulo, pois Us; = 0,
para ¢ = 1,2,3, uma vez que as massas movimentam-se perpendicularmente ao vetor es.

Assim, para essa configuracao colinear as equacoes do movimento tornam-se:

. 1
& = w6 + EUM, para i=1,2,3. (8.5)

Realizando a mudanga de variaveis {,= p;, podemos escrever (8.5) como o seguinte sistema

de seis equacgoes diferenciais de primeira ordem:

§1= Dey
§a= De,
§3= Deg

(8.6)

m3

o2 m
Pg=w 51 + (52—21)2 + (&3—¢€1)2

o2 m ms:
Pep=w 62 o (52*é1)2 + (53722)2

m2

o2 _ m .
Peg= W & (53%1)2 (€3—€2)2

cuja parte linear é dada por

0 0 0 100

0 0 0 010

. 0 0 0 00 1
CaR eyl oy ~ Gty ~ Gty 000

~ Gty R oy Rl ~ Gy 000

~Gey ey ey tetér 000

a qual esta avaliada numa solucao de equilibrio colinear. Para facilitar o calculo do

polinomio caracteristico faremos uso da seguinte identidade

C D I 0 0 D
- (8.7)
B —c |\ pc -I ~B-CD'C —-C

onde em nosso caso tem-se:

—C=-A,D=1,
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2 2m1 __2m __2mg3
w” (62—£1)3 + (53 51)3 (&2—&1)3 (&3—&1)3
— — __2m 2 2ma __2mg3
B @& R eyl oy ©-&)°
o 2m __2mo 2 2mq
EEAE EENE R eyl oy

Logo o polinomio caracteristico é dado pela expressao
pa(A) = —det(\? + B).

Usando algebra elementar obtemos que o polindmio caracteristico no caso colinear é dado

por
pa(X) = A+ w)(A—w)(X* +aX’ + ),
onde
a= <2t (5t ) Fma (B 3) b (b 5)] <0

B= w'42mw? (F+5) +2mew? (5 +35) 2ms (5 + ) +
4m% 4m2

a3b3 + a3b3 + b3c3+

+

4mymey (as 3 + a‘sbs) + 4myms ( 3.3

) + dmams (s + ) > 0,

a

poisa=§&—&6 >0eb=E&—& >0ec=E& —& > 0. Portanto, existe o autovalor
com parte real w > 0 da matriz A, assim a solugao colinear é instavel. A interpretacao
fisica desse fato matematico é que, se as massas estao alinhadas em equilibrio, qualquer
minima perturbagao fara com que se desalinhem e abandonem gradualmente o seu estado

de equilibrio.
Comentarios:
e Desde que o < 0 e > 0 o polindmio carateristico possui duas raizes reais e quatro
imaginarias puras.

e Verifica-se facilmente que

2m2 2m3 2mo 2ms
- —a T
2mq 2m1 2m3 2ms _
det - + —am = 0.
_2m _ 2mo 2m1 + 2m2
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8.2 Caso eqiiilatero

Nesta secao faremos o estudo da estabilidade linear, no caso planar, para as solucoes
eqiiildteras, usando as coordenadas relativas, as quais ja foram estudadas na se¢ao (3.12),
mas considerando o referencial girante no caso planar, ou seja, trataremos com um sistema

de doze equacoes diferenciais.

8.2.1 Obtencao do polinémio caracteristico de grau 12

A fungao Hamiltoniana neste caso é dada pelo Hamiltoniano (7.50) na sec¢ao (7.2.1) desta

forma o sistema de equagoes diferenciais ordinarias associado ao Hamiltoniano é dado por:

G = p1+ ,ug(pl + p3 — p5) +twq, p1= wp2 + Uth
G2 = ap2 + ,ug(pQ + Pps — p5) —wqy, p2= —wpr+ qu
43 = pops + ps3(pr +ps —ps) Fwas, Ps=  wps+ Uy
(8.8)
qs = p2ps+ /~L3(p2 + ps— pﬁ) —wq3, pa= —wpz+ Uy,
g5 = —ps(p1 + ps — ps) + wae, Ps =  wpe + Uy
G = —p3(p2 + pa — ps) — WGs, P = —wps + Uy
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O sistema linear avaliado na solucao equildatera (6.38) no caso planar é :

3
¢ = mpr+ps(pr+ps—ps) +we, pr= wpt Z Ugiq;(Q0: P0)4;
=1
3
Go = pup2+ p3(p2 +ps—ps) —wq, pa= —wpr+ Z Uqaq; (do, P0)G;
=1
3
Gs = pops + ps(p1+ps —ps) +wqa, p3=  wps+t Z Ugsq;(Q0: P0);
7 (8.9)
o= popa+ ps(p2+pa—ps) —was, Pa= —wps+ > Ugg (d0, Po)g;
=1
3
gs = —p3(p1+ ps — ps) + W, Ps = wps+ Y Usq, (o, Po)g;
=1
3
go = —H3(p2 +Pa— Pe) — wWas, Po= —wps+ Y Uy, (o, Po)g
=1

Para o processo de linearizacao do sistema (8.8) observe que

(97"1 87'2 87”3
v, =U,—+4+U,,—+U.,—,
& ' dq; ’ dq; ’ dq;
onde
UT1 = —QOgr%
1
UT2 - _m3m17ﬂi2
2
Ury = —m1m2%2
3

fn=0,j=1,256

0q;

o _ 4 P —

9q; — pparaj= 3,4
(8.10)

Ore __ L

Q2= 0, j=3,4,5,6

Org _ 4 P —

9q, — o, PATaj = 1,2

ors __ s

O — 0, j=5,6

Or3 . q2—q3 Orz _ ¢2—q4

oq r3 7 0q2 3

Ors . q2—q3 Or3 __ _ q2—qa

Jqs3 r3 ) Oqa r3
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analogamente calculamos as derivadas parciais de segunda ordem, donde obtemos

Ugra: (o, Po) =
Ugrg2(Qo, Po) =
Uqrgs(Qo, Po) =
Uqlqj(QO,po) =
Ugag (4o, Po) =
Ungj(Qm Po) =
Ugsgs (do, Po) =
quqj(Qm Po) =
Ugags(do, Po) =

quq‘j (q07 pO) =

onde § = TS

Note que as derivadas Hp, q,

= H,

b | by 8| = 8y, — 8]

33\/3,“2
_§[8M3]
0,7=5,6
_ﬁ[_4ﬂ3 + 5]
(8.11)
07 J - 173747576
= &= + 8]
07 j - 47 57 6
8—4ps + 5pn)
0,i=5,6, j=12,3,4,5,6.
psas = Hpsqe = tw, Hp,qy = Hpyqy = Hpyqy = —w 08

outros termos Hp, 4, sa0 iguais a 0, analogamente para Hy, . aparecem os termos py, f, €

termos i + p, para certos r, k= 1,2, 3.

Agora, usando a notagdo matricial, o sistema linearizado de (8.8) pode ser representado
de maneira condensada como:

x = Ax (8.12)

onde
M N

H K
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Ccom
0O w O 0 0 O
—w 0 0 0 0 0
M K= 0O 0 0 w 0 O ’
0O 0 —w 0 0 O
O 0 0 0 0 w
0O 0 0 0 —w
p1 + ps 0 13 0 —pz 0
0 pa + pi3 0 s 0 —pus
N s 0 o + 3 0 —p3 0 ,
0 I 0 p2+ps 0 —ps
—H3 0 —H3 0 ps 0
0 — M3 0 —Hs3 0 w3
— 91y — Spz) VR —20113 0 00
TV3pa —4(dps — 5pn) 0 Ouis 00
- —20us3 0 —8 (1 — 8p3) —3/3m 00
0 Opus —2V3m —%(4ps —5m) 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Utilizando a forma simétrica das colunas 5, 6, 11 e 12 desta matriz segue-se que o polindomio

caracteristico satisfaz

2 212 -¢ D
pa(A) = (A +w?)“det (8.13)
-B —-C
onde
—%(uo — 8p13) 23 —20p3 0
B—_ 319\/5,“2 —2(4#3 - 5#2) 0 O3
—20ps3 0 — % (11 — 8ua) —3/3m

0 Opus — 23 —%(4ps — 5pa)
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A —w 0 0
w A 0 0
C = ,
0 A —w
0O 0 w A
p1 + p3 0 s 0
N 0 p + s 0 M3
M3 0 o + 13 0
0 M3 0 2 + 3

Para o cdlculo do determinate de 8 x 8 em (8.13) observamos primeiramente que

-C D 0 D
~-B —-C _B-CD'C -C |
e verifica-se que
P + s 0 — 3 0
D! = l 0 M2 + 3 0 —Hus3
g —H3 0 p1 + s 0
0 —H3 0 p1 + 3

onde o = papiz + pspia + prp2. Logo

AN —w? 2w 0 0
DOD-1C — 220w A2 —w? 0 0
0 0 A2 —w? 2w
0 0 20w A2 —?

Apoés varios calculos e consideragoes algébricas pode-se obter finalmente o seguinte polinomio

caracteristico de grau doze, associado a matriz A:

pa(A) = 22+ w3 (M 4+ w2 + kw?) (8.14)

onde
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(8.15)

Agora, se o polinomio (8.14) possui apenas autovalores imagindrios puro simples e podemos

deduzir que as solucao de equilibrio possui ao menos estabilidade de primeira ordem. Nao

podemos fazer esta deducao, devido ao fator A\?, e da repetigao do fator (A\* + w?), no

primeiro membro de (8.14).

A seguir, utilizaremos os métodos desenvolvidos nas segdes (7.2.1) e (7.2.2) para re-

duzirmos o grau do polinomio caracteristico de 12 para 8 e depois ao grau 6.

8.2.2 Obtencao do polinémio caracteristico de grau 8

Para isso, consideramos o Hamiltoniano definido em (7.57) no

qual nao aparescem as

variaveis ¢s, gs, ps € ps. Procedendo de maneira andloga a subsecao (8.2.1), onde o sistema

linear agora é dado pela matriz

- [ M N
\ A K
Ccom
0 w 0 0
| @0 00
0 0 0 w
0 0 —w 0
p1 + s 0 3 0
N 0 M1+ 3 0 3
3 0 o + 3 0
0 M3 0 po + s
—%(p2 —8uz) 23 —20p3
7 37,?\/§N2 —%(4% — 5p2) 0
—203 0 — (1 — 8ps)
0 Ops —38Bu -

Ops
—319\/5111
(4pz — 5p1)

=D
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Segue-se que o polinomio caracteristico satisfaz
pilA) = (W + )M + WA+ k') =0 (8.16)
onde k é dado pela mesma expressao (8.15).

Um ponto importante, é que nao podemos esperar estabilidade se a perturbagao for
tal que o centro de gravidade nao continue em repouso, portanto, consideraremos apenas
as perturbacoes que o centro de massa permaneca parado. Para tal perturbacao podemos
fazer uma redugao a sexta ordem como na se¢ao (7.2.2), para o Hamiltoniano (7.66),

avaliando em (7.68) e (7.69) temos que

2m%l—m2m1—2m%)

pw*mi (L) + psw?( : 2\/_[2m1(1 )=maly

paw’ma(my +ms)  przmow >

T _ (2u1 +p3)mimow? paw(m3+2my) (11 +p3)mow? (p1+p3)mow?V/3
H= K1 H3212 +3 ?1 1 a1 HZ 2 a1 H342
2(4)2
prmima(1 — ) — pgmaw® P (e (e IR C
onde HQQ = I:I — UQQ-
Analogamente temos
0 0 0
Hpq = —,ulmlw\/; —(p + M3)m2w‘/7§ (o1 + Ms)(@ +mw) |
,u3w[m1l + 2m12-m2] M3w[m2(\/i—2)+4m1] _M?’me@
e
H1 + 2 13 0
HPP = ILLS ,UQ + (H1+H3) #3(4\[{3—1)
0 : fio + i3 —
Usando algebra de matrizes temos o seguinte polinémio
pilN) = N+ W) (M + WA+ kw') =0 (8.17)

onde k é dado por (8.15).

8.3 Analise do polindmio caracteristico

Considerando o polindmio caracteristico dado por:

pa(h) = (V + )M + WA + k'),
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__ 27 moma+mami+mimso
onde k = 4 (mi+ma+ms)?

> 0, e as raizes satisfazem a relagao:

2
A = +iw, )\:i% [1+ 1 —4k]. (8.18)

e Note que se existisse algum autovalor nulo teriamos: —1 4+ v/1 —4k = 0, donde
—1 4+ +/1 — 4k se, e somente se, k = 0 uma vez que —1 + /1 —4k < 0 o qual é

absurdo pois as massas sao positivas. Portanto, nao existe nenhum autovalor nulo.

e Uma condigao necesséaria para termos estabilidade linear é que todos os autovalores

sejam imagindarios puros. Para isto as expressoes
—1+wV1—4k e —1-w’V1—4k

devem ser ambas reais e negativas, ou seja, devemos ter

1—4k >0 se, e somente se, k < i (8.19)
Neste caso os autovalores sao dados por:
A = iw, \ = ﬂ‘”fu V1 — 4k)? (8.20)
ou seja,
+iw, Zfiw;, TLws (8.21)
onde

wi = 2[1—+/1—4k]'/?
wy = 2[14+/1— 4k]'/? (8.22)

e Para0 < k < i tem-se que todos os autovalores sao distintos. De fato, observe que
w1 # we. Portanto, a parte linear define uma matriz diagonalizdvel com autovalores

imaginarios puros logo, neste caso temos estabilidade linear.

e No caso limite, isto é, k = % tem-se que

w \/§
W) =Wy = —F= = W—.
V22
Portanto, neste caso s6 teremos estabilidade linear se a matriz A for diagonalizavel ou
equivalentemente se o autoespago associado ao autovalor w; (ou wy) tiver dimensao

dois.
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Comentario. 1) E importante observar que se consideramos os termos nao lineares no

Hamiltoniano que define o problema dos trés corpos, o cardter estavel da parte linear

que ¢ diagonalizdvel no caso em que todos os autovalores sao imaginarios puros, isto é,
1

0 < k < ; nao implica estabilidade de Liapunov, pois os termos nao lineares poderiam

tornar a solucao de equilibrio tanto estavel como instavel no sentido de Liapunov.

2) Se no caso k = 71; tivessemos que a matriz linear é diagonalizavel, logo estavel, também
nada podemos afirmar sobre a estabilidade no sentido de Liapunov considerando o Hamil-
tioniano completo, pois os termos nao lineares poderiam tornar a solugao de equilibrio

tanto estavel como instavel no sentido de Liapunov.

3) Se no caso k = }L tivessemos que a matriz linear nao é diagonalizavel, logo instavel,
também nada podemos afirmar sobre a estabilidade no sentido de Liapunov considerando o
Hamiltioniano completo.pois os termos nao lineares poderiam tornar a solugao de equilibrio

tanto estavel como instavel no sentido de Liapunov.

3) No caso k > i temos que existe algum autovalor com parte real positiva, logo a solugao
de equilibrio ¢é instavel tanto linearmente como quando adicionamos os termos nao lineares.

Ou seja, neste caso temos instabiliade no sentido de Liapunov.

8.4 Interpretacao geométrica das condicoes de esta-

bilidade

Nesta secao daremos uma interpretacao geométrica para as condicoes de estabilidade para

as solugoes Lagrangeanas.

Vimos na segao (8.3) que a condigdo de estabilidade linear (nas massas) para as

solugoes equilateras no problema geral dos trés corpos deve obedecer a relacao

L— 27 MoMs3 + M3gMy + M1Mo 1
T4 (ot matmy)? 4

(8.23)

isto é
’ 2
(m1 -+ mo + mg)
Momsz + M3zmy + M1Mo

> 27. (8.24)

A seguir mostraremos que existe uma regiao de valores mgy,mo, m3 para os quais as

condigoes necessarias para a estabilidade nao sao satisfeitas. Consideremos em (8.24)
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a relagao de igualdade, isto é,

(m1 + mo + m3)2
MoMs3 + M3My + M1Mo

=27, (8.25)

que define no espago (my, my, m3) a fronteira da referida regiao.

A superficie em (8.25) admite uma interpretacao geométrica simples, se abrimos mao

de sua estrutura no espago (my, mq, m3) e fazemos uso das seguintes consideragoes.

Note que cada conjunto de valores (my, mg, m3) determina de maneira tnica a posigao
do centro de massa do trianguloe e, consequentemente, cada ponto do espago (my, ms, ms)
pertencente a superficie (8.25) corresponderd, univocamente, a um ponto situado no plano
do triangulo. Vamos provar que o lugar geométrico de todos estes pontos é uma circun-
feréncia, cujo centro coincide com o centro geométrico do triangulo my, my, ms (isto é, o

ponto de intersecao de suas alturas).

Sejam ry, ro, r3 0s raios-vetores das massas mq, mo, ms, respectivamente, considerados

a partir do centro geométrico O do triangulo my, my, my (veja figura abaixo).

n,

Figura 8.2: Centro geométrico do triangulo

Sendo [ o lado do triangulo temos que

l
[r1ll = [[r2l] = [[rs]] 7 (8.26)
Além disso,
cost —1/2 ?
r,-r; = = =——, 4,7=1,2,3. (8.27)
Dol e 6
Em lugar das massas m1, ms, m3 introduzamos as massas adimensionais
i = (8.28)

M
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de modo que,
3
d =1 (8.29)
i=1

Fazendo as respectivas substituigoes podemos reescrever equacao (8.25)sob a forma

1
3(papie + paps + pops) = 9 (8.30)

Se o ponto ¢ é o centro de massa dos trés corpos mq, msy, m3, entao para o seu raio-vetor

r., em virtude de (8.29) temos:

miri+mors+masrs

r. = centro de massa =

= MU r| + Musly + Musls,

donde, em conformidade com (8.26) e (8.27), temos pu2+p3+pu2 = 1—2(puy po+ i1 3+ fiopi3)
e assim
2 Pls 2
|re]|* =rc-1re = 3 Z'ui — (papee + papis + pops) | -
i=1

Levando em consideragao (8.29) e (8.30), apds transformagoes elementares, obtemos

I /8
HrcH - %\/;7 (831)

isto é, sob o preenchimento da condigao (8.30), os vetores r. do hoddgrafo realmente estao

numa circunferéncia cujo raio ¢ fixo.

Por comparacao de (8.23) e (8.31) é facil ver que as condigbes necessarias para esta-
bilidade linear sao satisfeitas quando o centro de massa dos trés corpos esta fora da cir-
cunferéncia mencionada (as regioes achuriadas da figura 8.4) e nao sao satisfeitas quando

o centro de massa estda dentro dela.

Neste caso verifica-se a razao

lrefl _ 8
=—=0943...~1
T mac | V3
onde ||| = 5= ||lr;||, isto é, a fronteira da regidao de preenchimento das condigoes

necessarias para a estabilidade linear aproxima-se muito dos vértices do triangulo, donde se
segue a conclusao de que as condigoes necessarias para a estabilidade linear sao satisfeitas

somente quando uma das massas ¢ muito grande relativamente as outras duas.
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A:a

Figura 8.3: Interpretacao geométrica da condicao de estabilidade

Observemos que a interpretacao examinada inclui o caso do problema restrito dos trés
corpos quando a massa de um dos trés corpos é desprezivelmente pequena em relacao as
massas dos outros dois. Evidentemente, neste caso, o centro de massa deve estar sobre a
reta que une as duas massas finitas, e portanto, a fronteira da regiao de estabilidade linear

é formada pelos pontos de intersecao da circunferéncia (8.31) com a reta mencionada.



Capitulo 9

Existéncia de solucoes periddicas

Neste capitulo daremos alguns resultados sobre a existéncia de solugoes peridédicas para
sistemas Hamiltonianos. Em particular para o problema dos Trés corpos mostraremos que
as oOrbitas circulares do problema de Kepler podem ser continuadas para o problema dos
trés corpos (planar), e também que existem familias de solugoes periédicas do problema
restrito, que dependem de um parametro. Finalmente Mostraremos que algumas solucoes
peridédicas do problema restrito podem ser continuadas para o problema geral dos trés

COTpPOS.

9.1 Solucoes periddicas que preservam a configuracao
inicial

Ja vimos no capitulo 6 secao 6.4 que o problema dos trés corpos possui exatamente 5
solucoes de equilibrio relativo, e pelo teorema 44 estas sao planares. Desde que estas

solugoes sao da forma
ri(t) = (expiwt)ry, i=1,23. (9.1)

onde w é a velocidade angular e r? é uma configuracao central (colinear ou equildtera),
estas solugoes sao 2U’r—periédicas, do problema dos trés corpos bem particulares ja que em
cada instante a configuragao é semelhante a uma configuragao colinear ou equildtera (como

mostra figura 6.1).

108
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9.2 Solucoes de forma fixa

Os triangulos eqtiilatero que sao solucoes de Lagrange, sao invariantes tanto em tamanho
como em forma. Lagrange também considerou a seguinte questao: Existem solugoes em
que as treés particulas movem-se tal que a forma do triangulo é invariante, mas seu tamanho

varia?

Para construirmos tais solugoes, vamos utilizar nimeros complexos. Sejam &k, 7y as

coordenadas do corpo de massa my e consideremos o nimero complexo
wr =&+ = crq, k=1,2,3. (9.2)

Onde os ¢’'s sao numeros complexos constantes distintos, e ¢ é uma funcao complexa da

varidvel t.

Queremos determinar uma fungao ¢(t) e constantes complexas ¢, ¢z, ¢3 de modo que

(9.2) seja uma solugao do problema dos trés corpos.
Como
ri = |k — @i = lee — allg@)],

as equagoes do movimento podem ser escritas na forma

— i,
, k=1,2,3. 9.3

K= g 2 53)
Desde que nem todos os ¢, sao nulos, segue que a fungao Gg'|q|* é constante, seja —pu
o valor dessa funcdo, assim, uma solu¢do para o sistema (9.2) é uma solugao do sistema

formado pela equacao diferencial em ¢

.. %
q§=——"=¢ 9.4
P o4
e pelas equagoes
€L — Cg
—Ckﬂzzmlm, k= 1,2,3. (95)

Note que a equagao (9.4) para p > 0, descreve o movimento em um campo de forga central
Newtoniano em torno da origem, sabemos que as solugdes, ¢ = ¢(t) sdo conicas cujo foco
¢ a origem. Portanto, dado um nimero complexo ¢, a fungao w(t) = cq(t) descreve uma

conica semelhante a anterior e com eixo — maior passando pelo ponto c.
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Assim, se ¢, ¢9, c3 ¢ uma solucgao do sistema (9.5) e ¢(t) é uma solugao da equagao
diferencial (9.4), tem-se que (9.2) define uma solu¢do do problema dos trés corpos, onde

cada particula descreve uma conica com mesma excentricidade de ¢(t).

Com isso, as solugoes dadas por (9.2) tem a propriedade de que o triangulo formado
pelas trés particulas permanece semelhante a configuragao inicial ao longo do movimento,
e as conicas descritas por elas possuem todas a mesma excentricidade. se as conicas sao
elipses 0 movimento é peridédico. Quando q(t) = ™!, temos as solugoes de equilibrio

relativo, ja estudadas na secao 6.4.

9.3 Continuacao de solucoes periddicas do problema

restrito para o problema geral des trés corpos

Nesta se¢do mostraremos que as érbitas elementares obtidas nas segdes (C.2), (C.3) e
(C.4) podem ser continuadas no problema geral dos trés corpos para uma das trés massas

pequena.

Teorema 46 (Hadjidemetriou). Todas as solugdes periddicas elementares do problema
restrito planar dos trés corpos cujo periodo nao é maultiplo de 2w podem ser continuadas

no problema geral dos trés corpos com uma massa pequena.

Antes de demonstrarmos este teorema faremos algumas consideragoes.

Consideremos o Hamiltoniano (3.26) no caso planar e ms = €2, teremos que este

Hamiltoniano pode ser escrito da seguinte maneira

IPe, I*

2¢2

2

Hjz = — &Kpe, — Z Hjiin% + Hs, (9.6)
=1 1150753

onde H, representa o Hamiltoniano do problema dos dois corpos em coordenadas gi-

ratorias. Observe que € mede o quao é pequena uma das massas e que Orbitas fechadas

das particulas finitas sao circulares. Uma solucao circular do problema dos dois corpos em

coordenadas giratérias é um ponto critico de Hy. Portanto, seja Z* = (ay,ag, by, by) um

ponto critico, pelo Teorema de Taylor, temos

Hy(Z) = Hy(Z%) + %(z —ZN'S(Z - 7" + O(|Z — Z*|®), (9.7)



CAPITULO 9. EXISTENCIA DE SOLUCOES PERIODICAS 111
onde S representa a Hessiana de Hy calculada em Z*. Fazendo a mudanca de coordenadas
Z—-7 =ev, & = E e pes = €7, note que esta mudanga ¢ €%-Simplética. Assim, o

Hamiltoniano (9.6), serd reescrito como

1
H; =G+ §VTSV + O(e), (9.8)
onde
[ " Z m;
2 i=1 H§ - CL,H

se considerarmos my = p, me =1 — p, a3 = (1 — p,0) e ay = (—p,0), G é simplesmente o

1

2VTSV é simplesmente a linearizacao

Hamiltoniano do problema restrito. Note que o termo
do problema dos dois corpos em torno das solugoes circulares do problema dos dois corpos
em coordenadas giratérias. Portanto, até ordem e o Hamiltoniano (9.6) se desacopla no
Hamiltoniano do problema restrito e no Hamiltoniano linearizado en torno da solugao
circular. Sejam V = (q1, ¢, p1,p2), M = € + my + ma, & = a; — €g;, e p;, = miKa; —
ep;. Entao temos que o centro de massa, o momento linear e o momento angular nestas

coordenadas sao dados por
R = {2 — e(miqy + mago)} /M, (9.10)
L = ¢ — e(p1 + p2), (9.11)
J= €2€TK77 — (a1 — qu)TK(leal + Epl) — (ag — qu)TK(mgKaz + Epg). (912)

Observe que quando € = 0 as equagoes (9.10),(9.11) e (9.12) dependem apenas das varidveis
do problema dos dois corpos, = (q1, g2, p1, p2). Portanto, temos reduzido o problema a o

problema com dois corpos. Usando as coordenadas de Jacobi definidas na segao (7.1.1)

para dois corpos com my = p e my = 1 — p, sendo v = I = (1 — p)p, entao o
Hamiltoniano do problema dos dois corpos sera
18]1° T v
T = —a K——-. (9.13)
2v [l

E importante notar que 3 e « representam a velocidade, a distancia entre as particulas e
foram escolhidas por conveniéncia. Agora em coordenadas polares temos

2
=L (R2+%) —e-Z (9.14)

2v T
E as equagoes do movimento sao

. 2 . .
st © - 9 4 6-0 (9.15)

v vrd  r
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Note que © é uma integral, sendo a distancia entre os primdrios igual a 1, entao o equilibrio
relativo (solugao circular) deve ter r = 1, portanto © = v. O sistema linearizado em torno

desta solugao possui a forma

Po= &
. v (9.16)
R = —ur
Observe que o sistema (9.16) é equivalente a
P 4+r =0, (9.17)

que ¢é simplesmente o oscilador harmonico cuja frequéncia é igual a 1, e o Hamiltoniano é

2
S:1<R—+m“2>.
2\ v

Assim, quando € = 0 o Hamiltoniano do problema dos trés corpos é

dado por

Hp=G+8. (9.18)

Agora vamos a demonstragao do teorema:

Demonstracao. Seja £ = ¢(t), n = ¥(t) solugao T-periédica do problema restrito com
multiplicadores 1, 1, 7 e 7=1. Vamos supor que 7 # 1 e T # 2k, para k inteiro. Assim,
E=o¢(t),n=1(t), =0, R =0 é uma solugao T-periédica do problema dos trés corpos
quando € = 0. Os multiplicadores desta solucao sao 1, 1, 7, 77! e exp(£4iT). Como T
nao é miltiplo de 27, entao exp(+iT) # 1, logo esta solugao é elementar. Portanto, pelo

teorema 71 esta solugao pode ser continuada no problema geral com € # 0, mas pequeno.ll



Capitulo 10

Conjectura de Saari para o problema

dos trés corpos

Em um sistema dinamico cujo espacgo de fase nao é compacto, é natural a investigacao
de solugoes limitadas. No problema dos N — corpos, onde surgem espacos de fase nao
compactos que sao, os espacos das colisoes e o espaco das solugoes que escapam para
infinito. Se considerarmos as colisoes a medida natural de limitacao é o momento de

e s . N , .~ -, . ,
inércia I(q) = Y., m;q?, onde ¢; é a posi¢ao da i—ésima particula.

Uma série de artigos da década de 70 e 80, Don Saari investigou a limitacao das
solugoes do problema de N — corpos. Em um desses artigos ele provou que se uma solugao
tem energia potencial constante para um intervalo finito de tempo, entao ela possui energia
potencial e momento de inércia constante para todo tempo. No mesmo artigo ele afirma:
qualquer solucao de equilibrio relativo serve como exemplo para o movimento desse tipo
[ou seja, momento de inércia constante]. O autor ainda conjectura que qualquer solugdo

do tipo acima € uma solucao de equilibrio relativo.

A solucao de equilibrio relativo claramente tem momento de Inércia constante. Como
as solugoes de equilibrio relativo nao sdao completamente entendidas ( apenas sao con-
hecidas para o problema dos trés corpos, ou o problema dos quatro corpos com massas
iguais), mas sao as mais conhecidas do problema do N — corpos. Portanto, a conjectura
retrata com elegante simplicidade dois aspectos importantes das solucoes do problema dos
N — corpos:

113
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Todas as solucoes do problema dos N — corpos com momento de inércia constante sao

equilibrio relativo

Esse capitulo tem como objetivo provar a conjectura de Saari para o problema planar

dos trés corpos com massas iguais.

Teorema 47. Para trés corpos com massas iguais, as solucoes do problema planar do trés

corpos que tem momento de inércia constante, sao as solugoes de equilibrio relativo.

A prova é dada em trés estagios. Primeiro, na secao 10.1 geramos uma série de equagoes
que sao conseqiiéncia das condigoes que uma solucao com momento de inércia deve satis-
fazer. Na secao 10.3 usamos as equacoes obtidas em 10.1 para reduzirmos o problema a
encontrarmos raizes de funcoes de varias variaveis reais. Nestes dois estagios nao usamos
a hipétese de que as massas sao iguais. Por ultimo, na secao 10.4 investigaremos essas

raizes para as massas iguais.

10.1 O problema

No que segue denotaremos por Q = (qi,qs,q3) € P = (p1, P2, P3) as seis posigoes e seus

respectivos momentos, neste caso as equacoes do movimento sao dadas por

J= M'P
(_2 (10.1)
P= VUQ),
onde M = diag(my, my, ma, ma, mg, ms3) €
m;m,;
vQ =y —
2~ T, — o
O momento de inércia é dado por
1(Q) =Q"MQ. (10.2)

Como estamos interessados em solucoes com momento de inércia constante, podemos
fazer o seguinte reescalamento Q = éQ, e P = aP, assim consideraremos as solugoes

com momento de inércia [(Q) = 1.
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Consideremos agora a seguinte mudanca de coordenadas

1My ( )
X = _— —
! my1 + Mo =

< — ms(my + my) Q@ — mp Q- ma )
2 mi -+ Mo + M3 3 my + mao ! my + Mo 2
my + Mo 1 1
yi = \/———(—p2— —a)
mi1Mmso mo mq
B ms + my —l—m2< 1 1 1 )
y2 = g (my + ma) m3P3 m1+m2p1 m1+m2p2'

Introduzamos os vetores X = (x1,X2), Y = (y1,y2) posicdo e momento respectiva-
mente. Podemos também fazer um reescalamento nas massas, de modo que ms = 1.

Assim, nestas coordenadas o potencial V(X) = U(Q) é dado por

V(X) — mima mima oy [ _mi+ma my
1 my
mi+ma ||x1]| mi+mo+ HXZ—\/W’Q”

+ mi+ma my
\/ mi+ma+1 Hx2+\/WX1”

Para a energia, o momento angular e o momento de inércia temos respectivamente

(10.3)

YTIX = c
%YTY -V(X) = h (10.4)
XX = L
Onde
0
0
0 1
0 0
Nestas coordenadas as equagoes de movimento (10.1) sdo escritas como
X= Y
) (10.5)
Y = VV(X),

Definindo X? = XTX segue que

%(XTX) = (X)X + XX = (X)X + (X)X,
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usando Y = X tem-se

%(XTX) =YX+ Y'X =2Y"X, (10.6)
analogamente

d2

ﬁ(XTX) =2X'VV(X)+2Y'Y. (10.7)

Como a func¢ao potencial é homogénea de grau de grau —1, segue do teorema de Euler que
XT'VV(X) = -V (X),

donde »
ﬁ(XTX) = 2[YTY - V(X)].

Observe que se XTX é constante temos por (10.6) que YZX = 0 e por (10.7) que Y'Y =
V(X). Com isto, das equagoes (10.4) teremos

h = —%V(X) (10.8)

ou
Y'Y = —2h. (10.9)

Assim, as solugbes com momento de inércia constante possuem, energia cinética e energia

potencial constante. Portanto, diferenciando (10.9) relagao ao tempo segue que

2YTV(X) =0, (10.10)

donde, diferenciando novamente obtemos

YIVV(X) + YT(%VV(X)) =0,

mas Y7 (4VV(X)) = Y'D?V (X)X e pela equacdo (10.5) YIVV(X) = VV(X?), logo

(VV(X)2+YTD?*V(X)X = 0. (10.11)

Em resumo as solugoes com momento de inércia constante satisfazem as seguintes



CAPITULO 10. CONJECTURA DE SAARI PARA O PROBLEMA DOS TRES CORPOS 117

relagoes

XX =1
V(X) = —2h
Y'Y = —2n
YIIX = ¢
Y'VV(X) =
VV (X)) + YDV (X)X =

(10.12)

T >

T2 =

o o o o o

Tog =

10.2 Equilibrio relativo

Por definicao (X(t),Y(¢)) é uma solugao de equilibrio relativo se, X(t) = R(wt)Xg, onde
R(wt) é uma rotagdo. Assim, juntando as equagoes de movimento temos
Y(t)= cJR(wt)X,
VV(X()) == —V(Xo)Xo,

(10.13)

Portanto, para o momento angular fixo ¢, existe uma correspondéncia 1 — 1 entre os
equilibrio relativo e o vetor X satisfazendo VV (X)) = —V(X()Xp.

Vamos nos restringir ao espaco das configuragoes
P={XecR\A|XTX =1}/5S0,.

Esse espaco tem a seguinte estrutura, fixando o produto escalar em s, e fazendo o quo-
ciente por SO, teremos s2. O equador consiste das configuracoes colineares C', os pélos
sao as duas configuracoes equildteras E*. As colisoes consistem de trés pontos Aja, Ajs,
Aoz, cada qual correspondendo a diferentes colisdes binarias. Observe que estas colisoes
dividem o circulo das configuragoes colineares em trés intervalos, cada um correspondendo

a ordem das massas.
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10.3 Reducao

Esta segao usaremos as equagoes (10.12) para eliminarmos os parametros c e h, a variavel

momento e duas varidveis posicoes.

Note que o parametro h é facilmente eliminado pela condigao V(X) = —2h. No que

segue sejam

0 0 —10

00 0 1
J, =

1 0 0 0

0 -1 0 0

(§]

0 0 01

0 0 10
J; =

0 -1 00

~1 0 00

Tomemos uma base para o espaco tangente em X dada por {X,JX,J,X,J3X}. Es-

crevendo Y nesta base teremos

agora usando a condicao Y7 X = 0 segue que a = 0, analogamente a condicao Y7JX = ¢
implica que § = c¢. Portanto, conhecemos duas coordenadas de Y, ou seja, nesta base

temos
Y = (O,C, y2>y3)' (1015)

Para determinarmos as outras coordenadas vamos expressar VV(X) nesta base. Observe
que pela homogeneidade de V' temos que XVV(X) = —V(X), como JX é ortogonal a X
segue que (JX)TVV(X) = 0. Seja a;(X) = (J,X)TVV(X), entao

VV(X) = —V(X)X + a3(X)JoX + a3(X)IsX

Y'VV(X) = -V(X)Y'X + a(X) Y T X + a3 YT (X)J3X

agora usando a condicio YZVV(X) = 0 segue que

CLQ(X)yQ + ag(X)yg =0. (1016)
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Da condi¢io YTY = —2h temos YTY = ¢? + y2 + y2 = —2h, donde

ys +y3=—2h—c=V(X)-¢

ou
va +ys = V(X) - (10.17)

Note que JX é a componente rotacional de Y, enquanto que a componente de Y no espaco
formado por JoX e J3X é a componente tangente ao espago de configuracoes P. Assim,

como consequéncia de (10.15) e (10.17) temos

Proposicao 48. Se (X(t),Y(t)) € uma solugao do problemas dos trés corpos com mo-
mento de inércia constante, entdo a componente rotacional de Y (t) possui tamanho |c| en-

quanto que a componente tangente ao espago das configuragoes tem tamanho /V (X) — 2.

Uma conseqiiéncia desta proposi¢ao é que uma solucao com momento de inércia con-
stante, quando projetada no espago das configuracoes, ou seja, quando. removemos a
componente rotacional, podem ser de dois tipos: Permanecem estacionarias ou movem-se
com velocidade constante ao longo de um conjunto de nivel da fungao potencial. Seja
P* C P o complemento das configuragoes centrais em P, e seja V* a restricao de V' a P*.
Entao cada conjunto de nivel de V* é uma variedade de dimensao 1: uniao de intervalos

abertos e circulos.

Proposicao 49. Suponha que (X(t),Y(t)) € uma solugio do problemas dos trés corpos
planar com momento de inércia constante e potencial Vy. Entdao ¢ < Vy, com ¢ =V, se
e somente se (X(t),Y(t)) é um equilibrio relativo. Se ¢* < Vy, entdo a drbita contém pelo

menos uma componente do conjunto de nivel V*(X) = Vj.

Demonstragao. Suponha que (X(¢),Y(¢)) é um equilibrio relativo, ou seja, X(t) =
R(wt)Xg e Y (t) = cJR(wt)Xy, assim, Y (¢) = ¢JX(t). Portanto, a componente tangencial
é nula, isto é, y2 + y2 = 0, entao pela proposigao 48 segue que ¢ = Vj. Por outro lado,
se V(X) — ¢ =0, entao a componente tangencial ¢ nula para todo tempo onde a solugao

estiver definida, ou seja, a solugao é uma rotagao pura, matematicamente temos
X(t) = Y(t) = cIX(t),

donde

XQ = —CXq,
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com isso tem-se

% = —?x;.

Suponha agora que ¢ <V}, olhando as componentes de Y sobre o espaco das configuracoes
p g q ) p pag g G

P, teremos || X|| = [[Y] = Vy3+y3 = VVo— > 0, entdo a solugdo move-se com
velocidade constante ao longo de P. Portanto, a solugao nao permanece estaciondria

como uma configuracao central, mas move-se ao longo de uma componente de V. |

Agora desenvolveremos condi¢ao necessaria para que uma solugao tenha momento de
inércia constante, as quais podem ser testadas, em um ponto simples ao longo da érbita,

em vez da Orbita, inteira.
Voltemos as equagdes (10.16) e (10.17).

Se a3(X) + a3(X) # 0, ou seja, se X ndo é uma configuragao central, resolvendo as

equagoes (10.16) e (10.17) para ys, y3 temos

(Y2,93) = Fy | —57—5—

assim, das equagoes (10.14) e (10.15) segue que

V(X) =2
(X) +a3(X)’

Com h eliminado e Y determinado (a menos de sinal) como fungao de X e de ¢, a seguir

Y =cJX + <a3(X)J2X — ax(X)J 3X) \/ >

eliminaremos duas variaveis posicao, e expressaremos ¢ em termos das duas variaveis
restantes. Da condicao 1o = 0, eliminamos imediatamente uma variavel posi¢cao, como

XTX =1 segue que
2 2

T = /1 — x5 — x5,
portanto, temos eliminado duas das variaveis posicao.
Para expressarmos ¢ como funcao de X, consideremos a equagao

(VV(X)T'VV(X) + Y 'D*V(X)Y = 0.

Vamos primeiro escrever D*V (X)) na base {X,JX, J2X, J3X}
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Lema 50. Ezpresso na base {X,JX,J2X,J3X}, 0o Hessiano tem a forma

2V (X) 0 —2ay; —2ag
D2V(X) _ 0 —V(X) —das a9
—2as —as a2 a23
—2as3 as a23 ass

onde a; = (J;X)TVV(X).
Demonstragao. Primeiro observe que D?V(X)X. De fato, em geral temos que
0 8V 0 8\/
<Z 0x; 6’x1 Z ox; 895” )

como VV(X) é homogénea de grau —2 segue que

D*V (X)X = —2VV(X).
Agora usando calculo matricial e a definigao de v(X) teremos
D*V(X)JX = JVV(X).
Usando estas duas identidades o resultado segue. |

Considere f(X) = (VV(X)TVV(X) + YTD?*V(X)Y. Se X nao é uma configuracio

central, entdo f(X) pode ser escrita como

(V(X) = ) (BX) + o(X)V(X))

FX) = a(X) + X F 20/aX)(V(X) - ).
onde
a(X) = a3 + a3 (10.18)
e
B(X) = aseaj — 2aszasaz + azas. (10.19)
De fato, usando algebra elementar e fazendo yo, = Aas, y3 = —Aas tem-se que

f(X) =V(X)(V(X) = ) + a(X) + M3(X) — 2 a(X)c.

VX)—c?)

Agora tomando A = + a0

segue o resultado.
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Note que a(X) é a magnitude da componente tangencial de VV(X), entao o(X) =0
se X é uma c.c..
Resolvendo a equagao f(X) = 0 para ¢ teremos
2

2=V 4+ c 2(5_auz¢m). (10.20)

4o 4 (B +aV)

Lema 51. Se existe uma solugao do problema dos trés corpos planar com momento de

mércia constante passando por X, e X nao € uma c.c.. Entao,

“BX)V(X) — a(X) > 0.

Demonstragao.  Suponha que tal solucao existe, desde que por hipdtese ela possui
momento de inércia constante, segue pela proposicao 49 segue que V — ¢ > 0, assim da
equacao (10.20) temos

0<V-—¢ —o” (ﬁ—aViZ\/a(—ﬂ\/—oﬂ)).

T 4ad (B+aV)?

Ou seja, a expressao do lado direito da igualdade deve ser real, em particular,

VaX)(=8(X)V(X) - a*(X))
deve ser real. Portanto,
a(X)(=B(X)V(X) — a*(X)) > 0.

Como X nao é uma c.c. segue que a(X) > 0, logo —B(X)V(X) — a?(X)) > 0. |

10.4 Massas iguais

Observe que «, 3 e ¢, dependem de V e das derivadas de V, que dependem das massas.

Para simplificarmos o problema, no que segue consideraremos que as massas sao iguais.

Da figura 10.4 observamos que existem trés tipos de conjunto de nivel de V* em P*,

com uma bifurcacao ocorrendo em V* = %, o nivel das configuracoes centrais colineares:

o V¥ > \% Os conjuntos de nivel sao circulos, cada um encontrando um ponto de

colisao.
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o V* = \% Os conjuntos de nivel sao arcos conectando-se as configuragoes centrais

colineares.

o V* < % Os conjuntos de nivel sao circulos, encontrando as configuragoes centrais

equilateras.

Um argumento a parte exigird que para cada conjunto de nivel nao existe trajetéria

com momento de inércia constante.

Note que todas as trajetérias também passam através de uma configuragao isésceles
I;, quando V* > % passam também através de uma configuragao colinear. As simetrias

do problema nos permite considerarmos o arco colinear de Cf,
1
Co = {(\/1 —22,0,2,0) |0 <z < 5}

e 0 arco isosceles

Iy = {(x,O,O,\/l—:UQ) 10<z< 1}.
5

Especificamente, estamos interessados na interseccao do conjunto de nivel V* = 75 com

I3, e com o sub-arco

{(x,0,0,M) | % <z< 1}.

Figura 10.1: Fungao potencial no espaco das configuragoes
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Lema 52. Suponha que X(t) € uma solu¢ao do problema dos trés corpos planar com
momento de inércia constante, que nao € um equilibrio relativo. Se X(t) passa através de

uma configuracao isosceles Xog que nao € uma c.c., entao

0%V oc? 0?c? oV
Xo) = 20 (Xo) 2 (X)) — 25 (X)L (X)) = 0.
1(Xo) 8:}531( 0)89322( 0) 0:1:%1( 0)69522( 0) =0

Se X (t) passa através de uma configura¢io colinear Xy que ndo € uma c.c., entdo

0%V Oc? 02c? o*V
Xx(Xy) = @(Xl)@(xﬂ — @(Xl)

Do (Xy) =0.

Demonstragcao. Vamos provar para o caso colinear, no caso isésceles o procedimento é

idéntico.

Se X(t) é uma solugao passando por Xi, entao X(t) varre um arco w € P*, sobre

o qual V e ¢? devem ser constantes. Parametrizando P* em torno de uma configuracao

/ 2 2
(\/1 =25, — 235,0, 221, T22).

Podemos escolher uma parametrizagao w(s) com w(0) = X e

w(s) = (/1 = wh(s) — wd(s), 0,63 (s), w3(s)),

colinear, por

tal que
wi(=s) = wi(s)
e wo(—s) = —ws(s). Como v e ¢* sdo constantes todas as suas derivadas em relagao a s

sao nulas em s = 0. Ou seja,

8_V_ oV 0wy n AV 0w,
ds  Oxoey Os Ox9y 0s

e
82_‘/ . 82V 8w1 4 82V 8&)2 8w1 1 82V 62w1 GQV (9w21 82‘/ 80)2 8w2 i 82V 82w2
052 \0x3, Os = 0x910w99 Os ) Os  Oxy Os> 02910799 05 013, 0s ) Os  Oxgy 08

oV Owr __
Ox29 e Os 0

Desde que V' é simétrica com respeito a reflexao em x99, em s = 0 segue que

Substituindo em 2%(0) e ‘?;T‘Q/(O), teremos
ov
—(0)=0 10.21
(0 (10.21)

82‘/ oV 82w1 82\/ &uQ 2
37 (0 = 5, (X)F5 )+ 5o (K (G200

= 10.22
. (10.22)
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Da equagao (10.22) segue que

2V w
ZAGS U i
g (X1)  (52(0))2
Analogamente para ¢ teremos
8202 w
022, <X1) _ 832521 (0)
w2

g (X)) (B2

Usando as duas expressoes acima teremos

0z3, - 0x3,
oV - 2 :
o (X1) 2 (Xy)

Lema 53. Se X = (11,0,0,92) € uma configuragao isdsceles, entio D*V (X) possui a
forma

2V(X) 0 0 —2as

D2V(X) _ 0 —V(X) —das 0
0 —das 929 0
—2a3 0 0 ass

Se X = (z1,0,z2,0) é uma configuracao colinear, entao D*V (X) possui a forma

2V(X) 0  —2a O
0 V(X 0 a

DQV(X> _ ( ) 2
—2&2 0 929 0

0 (05} 0 ass

Demonstragao. Primeiro observe que se X(s) = (s, 0,0, sqrtl — s*) é uma configuracao
isésceles, temos JoX = (0,4/1 — 52, 5,0), que é normal a X enquanto que JsX = (v/1 — s2,0,0, 5)
é a componente tangencial ao arco da configuracao isésceles em P. Por defini¢ao as =
XTJITVV(X), usando cdlculo matricial teremos que ay = say para todo s, donde ay = 0 e
como sabemos XJ?VV (X). Portanto, como isso vale para todo s segue que as derivadas

de XTJTVV(X) e XTIVV(X) em relagao a s sao nulas. Portanto, temos que

d
£(XTJTVV(X)) =0,
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donde

d d

(%(X))TJTVV(X) + XTJTDQV(X)(%(X)) =0.
Por outro lado p
—(X TT X) = —S8a2 —
(G X)TITVV(X) = 22 =,
pois ay = 0. Assim, p
XTJTDZV(X)(d—(X)) = 0.
S

Agora tomando %(X) = J3X, segue que
XTITD*V(X)J3X = 0.

Analogamente derivando X7JIVV (X) em relagao a s tem-se

(%(X))TJQVWX) - XTJgDQV(XK%(X)) =0.

(%(X))TJ;FVV(X) = ay = 0.

Logo
d

XTIT D2V (X)(—
DV

(X)) = 0.

Usando o mesmo argumento acima segue que
ags = XTITD?*V(X)J3X = 0.
Assim, temos o resultado.
Para a configuracao colinear o procedimento é semelhante. |

Lema 54. Para todo X pertencendo a Iy sobre o arco de configuracgoes isosceles conectando

a configuracao equildtera com a configuracao colinear,

—axn(X)V(X) — ai(X) < 0.

Demonstragao. Para as massas iguais a funcao potencial é dada por

1 2 | 1
v/ + 3
V2% | 3l xe — mxall - lxo + x|
Para X = (7,0,0,v1 — 2?) temos

1 2v/2
V(x,O,O,\/l—xQ):\/ﬁx—l—\/g\_/_W,
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1 — 222

= 53— a3+ 200 — 2407 + 280%) — 16273 ~ 247) ]

a3(X)

2 —1  8(3—2z% + 22%)

asn(X) = +
22( ) \/5133 \/5(3_21'2)%
Donde obtemos
—6
2 _ 3 2 R, )
Que é negativo para x no intervalo [%] |
Para o conjunto de nivel V* = - consideraremos a expressao +(X) no ponto onde o

2
arco isésceles intercepta este conjunto de nivel. Sabemos que ao longo de I3 tem-se

2V2

1
V(2,0,0,v1 = 2?) = —=z + ——.
(x z?) ﬂx+ =5

considere a funcao

1 N 2/2 5
pr— —w —__’
V2 V3—212 2

observe que a derivada de f é negativa, portanto temos que f(X) = 0 no intervalo (0,

f(X)=V(x,0,0,V1 — x?)

-
[\
N—

que vale exatamente

1 (—46 + /54615 11
| -1+ + 1 )
5 2 (2(—46 + v/546i))3

Wi

e aproximadamente 0.39055.

Lema 55. se Xg = (70,0,0,+/1 — 22) é uma configuragio isdsceles com 0.39 < x < 0.4,
entao 1+ (Xo) # 0.

Demonstracao. Por céalculo direto temos que

(Xo) £0 = 3yT= e Vul@) £ u@

”E - @)@
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u(z) = 6(3—22%)2(11160261 — 1498663627 + 919215783
—24275043902° — 1446306842® + 191040048722°
—640617439682"2 + 1292946001922 — 186535198080'°
1822482063362 — 998461555529022° 4 154308787202
+116576102402** — 59341803522%° + 71593164382%°)
+6(—10076121362° 4 121933823042° — 6675607548027
+21456989424002° — 4498563821762 + 6465614607362
—5852963473922'° + 7668305510427 + 7227138816002
—1206728699904x2' 4 10077825945602%% — 489803046912x
4136900681728z — 199966720002 + 12890931202%!)

(z) = V3x(3 — 22%)(—2711943423 + 377089275962 — 5337362936792
+4630908849552° — 244347728621762° + 729392058649441°
—888474277820482'% — 2090312945550722 + 10791083024029442:'
—21439032179051522'® 4- 2273140767143522°° — 97021689327820822*
—6499238041313282%* 4 12383306754416642%% — 8282243574743042%
12809031911833602° — 374354152980482%% — 324971633049623
+10689383628802%¢ + 42:(3 — 22°)2 (559607373
—602654094022 + 313523617952* + 240200703182°
—10991050185602° + 60518120224322'° — 165743050862882 "2
122933776885408z™* — 4289185830528x'% — 39285604620288x'°
168078546751 7442* — 520971492510722* + 158682007756802*
+40152812175362*° — 4817876774214427° + 13135964651522° — 1048286003202°2))

i(z) = (3 —222)%(82% — (3 — 222)2)?(243 — 81022 + 1080z* + 2880°
—51362° + 252820 + 827(3 — 22%)% (222 — 15))?
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wu(r) = z(82%(—3645 + 174962% — 340202 + 172802° + 220322° — 2649620 +
3392212)V/3 — 222(—2187 + 1239322 — 291602* — 145802° + 1412642° —
18792020 + 3840022 + 341122')).

Testaremos para as rafzes de 1, (z) e _(z) pelo teste das raizes de t3(x)uy(z) — 13(z).
Isso assume a forma p;(z) — /3 — 222py(x), para polinémios p; (), pa(z). Para encon-
trarmos raizes de pi(z) = V3 — 222ps(z), elevamos ao quadrado ambos os lados, donde
obtemos p3(x) = pi(z)? — (3 — 22?)pe(z)? = 0, com

ps(x) = 1094189892315123592092%(1 — 22%)'(3 + 42*)'%(—144 + 11792>
—30362* + 58442° — 60482° + 36642'° — 12162'% 4 1922')
(729 — 486022 + 14580z* — 475202° + 1967042° — 5126402 + 91584022
—1128960z™ + 9116162'° — 4290562 + 911362°)? (425329947 — 7210355292
+5662578665042* — 3264552046082° + 14908872559862°
—51627964466162'° 4+ 13830810128244x'? — 28708354583136x
+466674396922352° — 600216639858362° 4 613310206524122*°
—497078886245762* + 316625076649922%* — 155531755587842%
+57224186689287>° — 15129940572162™° + 2698144273922°% — 289069496322°°)

O Teorema de Sturm 77 mostra que nao existem raizes desta equagao polinomial no

intervalo (0.39,0.4), e entao nao existem raizes de ¢, (x) ou ¢_(z). |

O ultimo caso eliminado é V*(X) > % A mesma analise ao longo de um arco

isosceles poderia ser aplicado aqui, mas ¢, (z) = 0 em um ponto ao longo de 3. Em vez
de eliminar um ponto por um argumento ad hoc, nos eliminaremos todas as solugoes de
VHX) > \% por envolver a parte colinear do lema 3. As solucoes de ¢ produzem duas
diferentes expressoes y+(X), e mostramos que qualquer raiz de y+(X) é uma colisdo ou
uma configuragao central. Como observamos acima, as simetrias do problema ao longo da

restricao a um dos arcos Cy é uma colisao ou uma configuracao central.

Proposigao 56. Se X, = (y/1 — 22,0, 20,0) € uma configuragao colinear que ndo € uma
configuragdo central, entdo x+(Xo) # 0.
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Demonstracao. Célculos diretos mostram que y+(z) = x1(z)(x2(z) £ x3(x)), onde

_ 3x(32x*—52224-29)
xi(z) = (1—422)(1—22)v/5+422

(10.23)
(49 4 602422 — 14302 — 28162° 4 38400z° — 430082° + 16384212) 2

Xo(z) =645+ 422(30184 + 56135122 + 102491602* — 723236162°
+189485568z% — 277907712210 + 28627968022 — 261033984 (10.24)

+2217246722' — 14221312028 + 5347737622° — 83886082%2)

xs(x) = /3(1 — 427)(222950 + 22320832 — 68474164z + 3099033602
—6481697282° + 89016268820 — 81404313622 + 30990336024 (10.25)
+344555520216 — 5974261762 + 36280729622 — 838860802:22).

Sobre o intervalo aberto (0, 1/2) é facil ver que x;(z) é positiva. A quantidade y(z)*—
chiz(x)? é um polindmio de grau 46, cujas raizes sao dadas pelas raizes de x . (z) e x_(z).
O lema de Sturm mostra que o polinémio de grau 46, ya(z)* — x3(x)? ndo tem raiz no

intervalo (0,1/2), logo x4+ (z) e x—(x) nao tem raiz nesse intervalo. |
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Resultados basicos de analise

Lema 57. Seja f uma funcao definida em (a,b) de classe C*, f(b) =0, f >0 e f>0em
(a,b), entio f < 0.

Demonstragio. Seja A = {t € (a,b)/f(t) = 0} o conjunto dos pontos criticos de f,
note que A é um conjunto vazio. De fato, observe que se existe um ponto critico de f
ele deve ser de minimo. Logo nao existe dois pontos criticos (de minimo), pois se existem
t1 e ty com t; < ty (ou t; > ty) tal que f(tl) = f(tg) = 0 segue-se pelo teorema de Role
que existe s € (t1,t2) tal que f(s) = 0 o que é uma contradicao. Assim, se existe ponto
critico ele ¢ dnico. Suponha agora que existe t; € (a,b) tal que f(t;) = 0, entdo f(t) <0
para t € (a,t1) e f(t) > 0 para t € (t1,b), donde segue que 0 < f(t;) < f(b) = 0, o que
é um absurdo, portanto f (t) # 0 para todo t pertencendo ao intervalo (a,b). Agora pelo

Teorema do Valor Médio temos que existe 6 € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f(0)(b— a),
mas por hipétese f(b) = 0 dai temos f(@) < 0, para todo € no intervalo (a,b). |

Lema 58 (Convexidade). Nao eziste funcio f : R — R, duas vezes diferencidvel tal
que f>0ef<0ouf<0ef>0em todoR

Demonstragao. Suponha que existe tal funcao f. Observe que existe a € R tal que
f(a) # 0. De fato, se f(a) = 0 para todo a € R. Entdo f(a) = 0, contrariando a hipétese
131
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de ser f(as) < 0 para todo = € R. Sem perda de generalidade, suponha que f(a) > 0. seja
g(z) = f(x)+ f(a)(z—a) areta tangente a f () no ponto (a, f(a)). Como f(z) < 0, entéo

f(x) < g(x) para todo x # a. Desde que por hipétese f(a) > 0, temos que existe T < a
tal que g(Z) = 0. como f(Z) < g(T) < 0, segue que f(z) < 0, o que é uma contradigao. B

Lema 59 (Convexidade fraca). Nao existe funcao f : (a,b) — R, duas vezes difer-
encidvel tal que f >0 e f <0 em (a,b) com f(x) tendendo a infinito quando = tende para
b.

Demonstragao. Suponha que existe tal funcao f. Desde que f(x) < 0, entao f(q:) é
decrescente, portanto, se T < z segue que [ () > f (). Assim, integrando entre T e x ,
tem-se f(z) < f(Z)x + k onde k é uma constante. Agora fazendo z tender para b temos

que por um lado f(z) tende a infinito e por outro f(Z)b+ k, o que é um absurdo. |

Definicao 60. Suponhamos que f definida num dominio D, seja limitada numa vizin-

hanga do ponto c. Se r > 0, definamos ¢(r) por

o ¢(r)=sup{f(x):0< ||z —¢| <rze D},

e ponhamos
e limsup f = inf{4(r) : r > 0}.

Esta quantidade é chamada de limite superior restrito.

Lema 61. Se limsup f(t) = M, entao existe (t,)nen, com t, — c tal que hm flt,) =M

t—c t—c
Lema 62. Se liminf, .;« p(r(t)) > a, entdo existe ty em [0,t*) e B em (0,a] tal que
Tl‘j(t) 2 ﬁ em [to,t*)

Demonstracao. Seja ¢¥(R) = inf{p(r(t))/0 < |t — t*| < R, R > 0} e considere o =
liminf, 4 p(r(t)) que é igual ao sup{¢(R), R > 0} por defini¢ao. Assim ¢(R) < a para
todo R. Tomando a = « temos que , se 0 < § < a, entdo existe Ry tal que 5 < ¢¥(Ry) < a,
portanto § < inf{p(r(t))/0 < |t — t*| < Ry}, logo B < p(r(t)). Logo 5 < r;;(t) para todo

t no intervalo [t,t") |
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Resultados basicos de E.D.O.

Teorema 63 (Picard). Seja f uma funcdo continua e lipschitziana em 2 = I, X Bg,
onde I, = {t e R/|t —ty| < a}, Bg={z € R"/||z —xo|| < B} . Se||f|| < M em Q, entio
existe uma unica solucao de

&= f(t,x),z(ty) = xo

em I., onde e = min{«, %}

Lema 64 (Método da variagao dos parametros). Seja ¥:(§) o fluzo linear do sistema
X = AX. Entio a solucio X (t,to,€) da equacio X = AX + g(t, X) € dada implicita-

mente, por
t

X(tt0,€) = Uy(€) + / W, (g(s, X (5, to, €)))ds

Definicao 65. Considere o sistema

T = f(tax)a

onde f:Q — R™ € continua, ) C R x R™ aberto.

Seja g(t) uma drbita do sistema acima definida para t > 0. Dizemos que g(t) € estavel
se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que se h(t) também € solug¢ao do sistema acima e
|h(0) — ¢g(0)| < § entdo h(t) estd definida para todo t > 0 e |h(t) — g(t)| < € para todo
t > 0. Se além disso existir 6y tal que |h(0) — g(0)| < 01 implica que tli)rglo |h(t) —g(t)] =0,

entdo g diz-se assintoticamente estavel.
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Solucoes periddicas de problemas

restringidos

C.1 O método da continuacao de Poincaré e o Teo-

rema do Centro de Liapunov

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias dependendo do parametro A
T = f(t,x,\). (C.1)
Seja € um ponto de equilibrio quando A = X, ou seja, f(€,A) = 0.

Definicao 66. Uma continuacao do ponto de equilibrio §~ ¢ uma fungdao continua u(\)
definida para A numa vizinhanca de \ tal que u(S\) = é, e u(\) € um ponto de equilibrio

para todo X\, ou seja, f(u(N),\) =0.

Seja o(t, £, 5\) uma solucao T-periddica do sistema (C.1).

Definicao 67. Uma continuagao para esta solugao periodica € um par de func¢oes continuas,
u(A), 7(A), definidas para N\ numa vizinhanca de X tal que u(S\) =3 7(5\) =T, ¢
o(t, u(N), A) é T(X\)-periddica.

Definicao 68. Um ponto de equilibrio & do sistema (C.1) € dito elementar se Dgf(g, A)
€ nao singular, ou seja, se 0 nao é auto valor de Dgf(g, 5\)

134
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Os autovalores de D f (5 , 5\) sao chamados de multiplicadores caracteristicos ou de

expoentes caracteristicos.

Uma solucao ¢(t, £, 5\) é T-periddica se, e somente se, ¢(7T, &N =¢E

Definicao 69. Uma solugao gb(t,g, 5\) é dita elemetar se +1 é autovalor da matriz de
monodromia De¢(T, é, 5\) com multiplicidade 1 para sistemas autonomos gerais e de mul-

tipliciade 2 para sistemas Hamiltonianos.

Definicao 70. Os autovalores de D¢p(T, £, 5\) sao chamados de multiplicadores carac-

teristico da solugdo periddica ¢(t,E,N).

Teorema 71. Um ponto de equilibrio elementar ou uma solugao periodica elementar em

um sistema com uma integral ndo degenerada (diferencidvel) pode ser continuado.

Demonstracao. Suponhamos que (5 , 5\) seja uma solucao da equacao f(£,\) = 0, ou
seja, f (5 , 5\) =0e Dg(f ,\) seja nao singular, entdo pelo Teorema da Funcéo Implicita
existe uma funcio diferenciavel u(\) tal que u(\) = € e f(u()\),\) = 0. Sabemos que a
aplicagao tempo de primeiro retorno e a aplicagdo de Poincaré sao diferenciaveis (para
maiores detalhes veja [52] e [36]). Portanto, podemos aplicar o Teorema da Funcao
Implicita a funcao ®(t,£, ) = ¢(t, z, A) — x. Observe que ®(T, £, 5\) =0e D:®(T, £, 5\) =
Deo(T, £, 5\) — I é inversivel. Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma funcao
diferencidvel u(\) definida numa numa vizinhanga de A tal que O(T,u(N),A) = 0, logo,

temos uma continuagao para a solugao periédica ¢(t, é , 5\) |

Teorema 72. (Teorema do Centro de Liapunov) Suponhamos que um sistema com uma
integral nao-degenerada possua um ponto de equilibrio com expoentes fwi, As,..., Am, onde
iw € imagindrio puro. Se \;/iw ndo € inteiro para j = 3, ...,m, entdo existe uma familia a
um parametro de orbitas periodicas proveniente do ponto de equilibrio. Além disso, quando
no aproximamos do ponto de equilibrio ao longo desta familia os periodos tendem a 27 /w

e os multiplicadores ndo triviais tendem a exp(2wA;/w), j =3, ...,m.

Demonstracao. Seja x =0 um ponto de equilibrio, considere o sistema
& = Az + g(x),onde g(0) =0 e D,g(0) = 0. (C.2)

Como estamos interessados em solugoes periddicas perto da origem, facamos o re-escalamento

da varidvel x — ex onde € é um pequeno parametro. Assim, o sistema (C.2) torna-se

&= Az + O(e), (C.3)
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e quando € = 0 o sistema (C.3) é linear. Desde que o sistema linear possui autovalores
imaginarios puros +iw, entao da teoria das EDO'‘s para sistemas lineares segue que este
sistema possui uma solucao periédica de periodo 27/w da forma ¢(t) = exp(A)tv, onde
v é um vetor nao nulo fixo. A matriz de monodromia associada a solugao periédica ¢(t)
é dada por exp(2m/wA). Portanto, os multiplicadores caracteristicos de sao da forma
exp(2m/wA;), onde \; é autovalor de A. Desde que por hipdtese, os multiplicadores nao
triviais sao diferentes de +1, portanto, esta solucao periddica é elementar. Pelo teorema

71, existe uma solugao periédica do sistema (C.2) da forma
exp(At)v + O(e).
Voltando as coordenadas originais, ou seja, sem o re-escalamento, a solucao é da forma
cexp(At)v + O(€?),

e o resultado segue. |

C.2 Orbitas de Poincaré

A esséncia do método da continuagao é que o problema contenha uma orbita periddica
para um certo parametro, cujos multiplicadores podem ser calculados. O caso especial
do problema dos trés corpos, em que uma das massas € infinitesimal, conhecido como
Problema Restrito dos Trés Corpos, possui um parametro p, onde as massas variam com
este parametro, e quando p = 0 o problema se reduz ao problema de Kepler em coordenadas
giratorias. Sabemos que o o problema de Kepler possui muitas solucoes periddicas. Mas,
todas as solucoes possuem multiplicadores +1 em coordenadas fixas, enquanto as orbitas
circulares possuem multiplicadores nao triviais em coordenadas giratérias. Provaremos o

seguinte resultado:

Teorema 73 (Poincaré). Se ¢ # 1 e = ndo ¢ inteiro, entdo as drbitas circulares do
problema de Kepler em coordenadas giratorias com momento angular ¢ podem ser contin-

uadas no problema restrito dos trés corpos (planar) para valores pequenos de .

Antes de iniciarmos a demonstracao faremos algumas consideragoes:
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O problema de Kepler é dado por

o (C.4)

el

onde r € R? é o vetor posicao e u é a constante Gm, m ¢ a massa do corpo fixo na origem.

Definindo p = r, o Hamiltoniano é dado por

Ipl?  w
H = - C5h
2> el (C5)

Agora, considerando z, y as coordenadas usuais no plano, X e Y os respectivos momentos
conjugados, introduzindo as coordenadas polares 7 e 6 no plano zy, com R, © conjugados
de r, 8, e supondo que a particula de massa m move-se no plano, entao X = ma, Y = my,
R = m7 sao os momentos lineares de x, y, e r respectivamente, e © = mr260 é o momento
angular, lembremos que a a transformacao inversa é dada por

X = Rcosf — (2)sind,

[C]
" : (C.6)
Y = Rsinf + (2)cosd

Neste caso, o Hamitoniano (C.5) em coordenadas polares é dado por

H:1<W+93—ﬁ. (C.7)

2 72 T

Agora, com as preliminares acima vamos a demonstracao do teorema 73

Demonstracao. Considerando g um pequeno parametro, o Hamiltoniano (5.16) torna-

se
[ 1
H=""—-x"Ky——+4+0(n). (C.8)
2 Il
Quando g = 0, o problema restrito se reduz ao problema de Kepler em coordenadas

giratérias. Portanto, em coordenadas polares quando = 0 temos que

1 ©e? 1
H=- R+ )|-6-- :
2(R +73> O-- (C.9)
donde o2 o
: . 1 . .

Assim, o momento angular é uma integral, ou seja, é constante ao longo do movimento.

Seja © = ¢, onde ¢ é constante fixa. Portanto, das equagoes (C.10) teremos

P=R, R=— ——. (C.11)
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Observe que se ¢ # 1, a 6rbita circular R = 0, r = ¢? é periddica de periodo [273¢c/(1—c?)|.
De fato, integrando 6 = 9 — 1 segue que § = 1 — ¢3/c3t, logo quando 6 = 27 temos o
resultado. Note que para o Hamiltoniano (C.9) temos o seguinte sistema linearizado para

esta solugao

1
H, = §(R2 — ¢ %?), (C.12)
e as equacoes do movimento sao dadas por
7 = R
. (C.13)
R = — ¢ .
Uma solugao para o sistema (C.13) é dada por
r(t) = exp(Fic )t (C.14)

Como o sistema (C.13) é autonomo segue que os multiplicadores nao triviais desta solugao

(érbita circular) sao da forma exp(+£7'«a;), onde os «; sao os autovalores da matriz
A=

Logo os autovalores sao a = +c¢ 31, e os multiplcadores nao triviais sao exp(+i27/(1—c?)).
Desde que por hipétese 1/(1 — ¢*) nao é inteiro, segue que os multiplicadores nao triviais

sao diferentes de +1. Portanto, pelo teorema 71 segue o resultado. |

C.3 Orbitas de Hill

Agora introduzimos um pequeno parametro p e consideramos que particula de massa

infinitesimal estd muito préxima dos primarios.

Teorema 74. Ezistem duas familias a um parametro de solugoes periddicas (quase elipticas
circulares) no problema restrito dos trés corpos (planar) as quais circundam um primdrio

para todos os valores da massa p. Além disso, estas orbitas tendem ao primdrio.

Demonstragao. Vamos considerar que um dos primérios esteja na origem, ou seja,

fazendo a mudanga x; = x; + p e Yo = yo — p 0 Hamiltoniano (5.16) é reescrito como

x'Ky — & — —5 — 12, (C.15)
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onde
=2 +2% d5=(r;— 1)+ 2% (C.16)

Considere a seguinte mudanca de coordenadas
1
— 2 _
x=E¢ y=n.
€
Note que esta transformacao é % simplética. Com efeito, seja F tal transformacgao, entao

0
0 €

™
ml’—‘

B =D,(¢n) = = BT, onde z = (x,y).

Portanto, BJBT = 1J como queriamos. Observe que se ||| se aproxima de 1, entdo ||x||

2 ou seja, ||x|| é muito pequeno quando € é pequeno. Assim, ¢ mede

aproxima-se de €
a distancia da particula infinitesimal ao primario que estd na origem. Assim, o novo

Hamitoniano é dado por

H =

it s Ty — H _ L—p 2 C
[zl R e T, a@ ) “]' (10

Fazendo ¢ = 1 — p, podemos reescrever o Hamiltoniano (C.17) como

2 1

C
gl e

1
H=—"—|n|*-¢K
il — €Ky

H 2
T [ ] : (C.18)

Expandindo em série de Taylor, em torno de ¢ = 1 a fungao f(€) = —L£—— +p
(6261 —1)2+€2&o
e reescalando o tempo por 7 = €3t temos que o Hamiltoniano é multiplicado por €3, ou

seja, Hamiltoniano torna-se

1 2
H= {§Hn||2 - HCTH} — SETKn + O(eh). (C.19)
Em coordenadas polares temos
1 , ©? c? 3 4
Hzi(R —i—r—?)—?—e@—i—O(e). (C.20)
Donde as equacoes do movimento sao
) et 2 . 6 g -
T:R, R:F—ﬁ, QZE—G, © =0. (021)

Observe que nas equagoes (C.21) os termos de ordem € podem ser omitidos, neste caso

temos um sistema em que © é uma integral. Considere o sistema
r = R

5 . ©2 c
R

r3

(C.22)
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cujas solugoes de equilibrio sao

©O=xc, R=0 e r=1. (C.23)
Note que as solugoes (C.23) sdo periddicas de periodo T = Ci’gs O Hamiltoniano lin-
earizado de (C.20) em R =0 e r = 1 assume a forma
1
H, = 5(027“2 + R?), (C.24)
donde
r = R
) (C.25)
R = —cr
em forma matricial temos
r 0 1 r
) = . (C.26)
R —2 0 R

Portanto, as solugoes do sistema (C.26) sdo da forma exp(zict), e novamente como o
sistema é autonomo os multiplicadores nao triviais das drbitas circulares de (C.21) possuem
a forma exp(+Tic), isto ¢, sao iguais a exp(Fic2w/(c F €?)). Agora, expandindo o periodo

T em torno de 0, temos

2r 27
T(€) = — + ?63 + O(é9).
Portanto,
r coscr(€)  siner(e) r 10 r
exp(AT(e)) - -
R —siner(e) coser(e) R 0 1 R
(C.27)
0
e A1) o,
—a 1 R

onde a = 27 /c. Observe que aqui usamos o fato que sin(2w+ae®) = sen(27)+cos(2m)ae® +
r(ae®) (analogamente para cos(2m +ae? )). Logo, os multiplicadores nao triviais sdo iguais
a+1+e2 + O(ef).

Considere a aplicacao de Poincaré na superficie de nivel do Hamiltoniano proxima da
6rbita circular. Seja u as coordenadas desta superficie, onde u = X — X°(¢), observe que

u = 0 se, e somente se, X = X°(¢), onde X°(t) é a érbita circular quando € = 0. Seja o
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sistema dado por X = AX + O(€®) + O(€*) entao, pelo lema 64 do apéndice B temos que

a solucao para este sistema é dada por
t
o(t, X, e) = exp AtX + exp At/ exp(—As)[0(*+)0(€*)]ds,
0

observe que ¢(T, X(,0) = Xy. Assim, a aplicacao de Poincaré é P(u,7(u,€),€)) = u +
ep(u)+O0(€*), onde p(0) = 0, e D,,(0) possui autovalores =
defina G(u,¢€) = m = p(u) + O(€®). Observe que G(0,0) = 0 e D,(0,0) = D,p(0),

portanto pelo Teorema da Funcao Implicita existe um fungao diferenciavel u(e) tal que

, ou seja, é nao singular. Agora

G(u(e),e) = 0 para e suficientemente pequeno. Portanto, as duas solugbes podem ser
continuadas das equagoes (C.21) para as equagdes gerais, onde os termos de O(e') sdo

incluidos. |

C.4 Orbitas de Cometas

Teorema 75. Existem duas familias a wm parametro de solugoes periddicas (quase elipticas)
no problema restrito dos trés corpos (planar) as quais circundam wm primdrio para todos

os valores da massa p. Fstas orbitas tendem ao infinito.

Demonstragao. Agora introduzimos um pequeno parametro e consideramos érbitas

que sdo fechadas no infinito. No Hamiltoniano (5.16), fagamos a seguinte mudanca de

2

coordenadas x — € “X ey — €y, esta mudanca é e-simplética. Entao o novo Hamiltoniano

¢ dado por
1
H=—xKy + 63{||L2|| - m} + O(é%). (C.28)
Em coordenadas polares teremos
1 ©? 1
H=- —(RP+ =) - = 3 2
@~|—6[2(R+r2) T}+O(e), (C.29)
donde as equagoes de movimento sao
. . e? 1 . 0 .
= R, R:e?’<r—3—r—2>, 9:—1+e3ﬁ, O =0. (C.30)

Como na segao C.3, omitimos os termos de O(€®) nas equagoes (C.30), assim com esta

aproximagao © é uma integral primeira. as solugoes de equilibrio (6rbitas circulares) sao

O=+1,R=0,r=1. (C.31)
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Note que as solugoes (C.31) sao periddicas, cujo periodo é T' = % Linearizando o sistema

em R e 7 em torno das solugoes (C.31), segue que o sistema linearizado é dado por
=R, R=—¢. (C.32)

Sabemos que o sistema (C.32) possui solugoes da forma exp(+ie3t), e os multiplicadores
nao triviais da 6rbitas circulares (C.31) sao exp(+ie327)/(1 F €) e expandindo como na
secao (C.3) teremos que eles sao iguais a +1 + ¢2mi + O(e%). Portanto, repetindo o

argumento da secao (C.3), segue que estas duas solugdes podem ser continuadas. |



Apendice D

Fibracao de Hopf

. esfera é a uniao de circulos. Dois desses circulos formam um link.
Teorema 76. A S3, d los. Dois d ! link

O espaco quociente obtido identificando-se um circulo com um ponto é a esfera S*.

Demonstracao. Consideremos as coordenadas polares 7, 0, p, ¢ para R* notemos
que, sobre a esfera S, r? + p? = 1, donde p = £+/1 — r2, assim, podemos olhar apenas
para r no intervalo [0,1]. Sejam 7,0, ¢ as coordenadas em S*. Dessa forma, r,6, sao
justamente as coordenadas polares para o disco unitario fechado. Para cada ponto do
disco aberto existe um circulo com coordenadas p e ¢ (mod 2m), porém observe que para
r # 1 conseqiilentemente p = 0, entdao o circulo colapsa para um ponto na vizinhanga
do disco. O modelo geométrico da esfera S® é dois cones sélidos, com pontos sobre a

vizinhanga dos cones identificados como mostra a figura D.1.

Note que para cada ponto do disco aberto com coordenadas (7, ) existe um segmento
perpendicular ao disco, a coordenada angular ¢ mede o tamanho deste segmento, observe
que ¢ = 0 é exatamente o disco, ¢ = 7 e ¢ = —m sao respectivamente a fronteira superior e
inferior do cone. Cada ponto da fronteira superior do cone com coordenadas (1,6, ¢ = ) é
identificado com cada ponto da fronteira inferior do cone com coordenadas (r,0, ¢ = —m).

Com esse modelo temos os seguintes fatos geométricos :

e Considere 0 < a < 1, entao o conjunto r = o é um toro 1? C S3,

e Para @ =0 ou a = 1, o conjunto r = a é um circulo.
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identificagdo

Figura D.1: Modelo geométrico de S®

Como r é uma integral para o par de osciladores harmonicos, estes conjuntos sao

invariantes pelo fluxo definido pelos osciladores harmonicos;

e Os circulos r = 0 e r = 1 sao solugoes periddicas, um dos circulos intercepta o disco
limitado pelo outro circulo, ou seja, estes circulos formam um link. O circulo r =1
é a fronteira do disco sombreado na figura D.2, observe que o disco » = 0 intercepta

este disco uma vez;

e Se w = i = 1, neste caso todas as solugoes sao periddicas, e estas érbitas sao circulos
em S% com 6 e ¢ variando de zero a 27, exceto dois circulos especiais, onde ¢ = 0 e
f variando e reciprocamente. Portanto, cada érbita semelhante corta o disco aberto,
com ¢ = 0, em um ponto. Assim, podemos identificar cada érbita semelhante com
um unico ponto onde ela intercepta o disco, observe que existe uma érbita especial
que corta o disco exatamente no seu centro. Logo, podemos identifica-la com o
centro. A outra é a fronteira externa ao circulo, que é uma 6rbita singular. Quando
identificamos este circulo com um ponto, o disco fechado identifica-se com o circulo

externo, tornando-se a esfera S2. |






Apeéendice E

O Teorema de Sturm

Suponha que p(t) € Q[t] é um polinémio que nao possui raizes multiplas em C. Entao
MDC(p(t),p'(t)) = 1, e a seqéncia de polindémios {py(t),...,pm(t)} onde po(t) = p(t),
pi(t) = p'(t) e pi(t) é o negativo do resto da divisdo de p;_1(t) por p;_2(t) em Qt] vai,
eventualmente, ter uma constante nao nula p,,(t) e todas as subseqiiéntes nulas. Esta

seqiiéncia de polinomios é denominada seqiiéncia de Sturm associada a p(t).

Teorema 77 (Teorema de Sturm). Se os nimeros reais a e b (a < b) nao sao raizes do
polinomio p(t) € Qlt], entao o nimero de raizes rais de p(t) no intervalo [a,b] é a diferenga
entre o numero de mudanga de sinais da seqiéncia de nimeros reais po(a),...,pm(a) e o

numero de mudanc¢a de sinais da seqiiéncia py(b), ..., pm(D).
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