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Resumo

Saber em que condigoes pode-se imergir ou mergulhar uma var-
iedade em algum espaco euclideano foi um problema que ficou em
aberto por um bom tempo. Em 1936, Whitney provou que qualquer
variedade de Hausdorff e com base enumeravel n-dimensional C*° V
pode ser imersa em R?" e mergulhada em R?"*!. Se V nio tem
componentes fechadas, este resultado pode ser refinado para 2n — 1
no caso das imersoes e para 2n no caso dos mergulhos. Em 1954,
John Nash provou, em seu artigo intitulado C! Isometric Imbeddings,
que qualquer variedade riemanniana n-dimensional tem uma imersao
isométrica C! em R?” e um mergulho isométrico C! em R?"*1. Dois
anos depois, o mesmo Nash provou, em seu artigo intitulado The
Imbedding Problem for Riemannian Manifolds que qualquer variedade
compacta riemanniana C* tem um mergulho isométrico Ck em ng"_&”’
para 3 < k < oo. Nesta dissertagao apresentaremos uma versao para
aplicacoes livres do Teorema de Nash sobre mergulhos isométricos de
variedades compactas C*°(C?) em RY. Esta versao encontra-se no ar-
tigo Embeddings and Dimensions in Riemannian Geometry publicado
originalmente em russo por Gromov e Rokhlin. Eles provaram que

toda variedade riemanniana compacta C°°(C%) pode ser mergulhada

. . . n(n+1)
livre e isometricamente em R~ 3 T47+5,

Palavras-Chave: Variedades Riemannianas, Aplicagoes Livres, Mer-
gulhos Livres, Fibrados Vetoriais, Conjuntos Diferenciais.
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ABSTRACT

To know where conditions can be immersed or be embedded a man-
ifold in some euclideano space was a problem that was in open for a
good time. In 1936, Whitney proved that any manifold of Hausdorff
and with enumerable base n-dimensional C' V can be immersed in
R?" and embedded in R?"*!. If V does not have closed components,
this result can be fine for 2n — 1 in the case of the immersions and
for 2n in the case of the embeddings. In 1954, John Nash proved, in
its intitled article C! Isometric Imbeddings, that any n-dimensional
riemanniana manifold has a isometric immersion C' in R?" and a
isometric embedding C! in R?"*!. Two years later, the same Nash
proved, in its intitled article The Imbedding Problem will be Rie-
mannian Manifolds that any compact manifold riemanniana C* has
a isometric embedding C* in R3n<n2+l>+4", for 3 < k < oco. In this
dissertacao we will present a version for free applications of the the-
orem of Nash on isometric embeddings of compact manifolds C'(C?)
in R9. This version originally meets in the article Embeddings and Di-
mensions in Riemannian Geometry published in russian for Gromov

and Rokhlin. They had proved that all compact riemanniana man-

ifold C*(C®) can be embedding free and isometrically in R ™5 H4nts

Key Works: Riemannian Manifolds, Free Function, Free Embedding,
Fibres, Diferential Sets.
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PREFACIO

Saber em que condigoes pode-se imergir ou mergulhar uma variedade em
algum espaco euclideano foi um problema que ficou em aberto por um bom
tempo. Em 1936, Whitney provou que qualquer variedade de Hausdorff e
com base enumeravel n-dimensional C* V pode ser imersa em R?" e mer-
gulhada em R?*"*1. Se V nao tem componentes fechadas, este resultado pode
ser refinado para 2n — 1 no caso das imersoes e para 2n no caso dos mer-
gulhos. Além disso, se » nao é uma poténcia de 2, qualquer variedade (de
Hausdorff e com base enumeravel) n-dimensional C* pode ser mergulhada
em R?"~1

Em 1954, John Nash provou, em seu artigo intitulado C* Isometric Imbed-
dings, que qualquer variedade riemanniana n-dimensional tem uma imersao
isométrica C'* em R?" e um mergulho isométrico C* em R***1. Dois anos de-
pois, o mesmo Nash provou, em seu artigo intitulado The Imbedding Problem
for Riemannian Manifolds que qualquer variedade compacta riemanniana C*

) e n(n+1)
tem um mergulho isométrico CFem R*>™ 2+ para 3 < k < oo.

Nesta dissertagao apresentaremos uma versao para aplicacoes livres do Teo-
rema de Nash sobre mergulhos isométricos de variedades compactas C*°(C?)
em RY. Esta versao encontra-se no artigo KFmbeddings and Dimensions in Rie-
mannian Geometry publicado originalmente em russo por Gromov e Rokhlin.

Eles provaram que toda variedade riemanniana compacta C'*°(C) pode ser

. : . n(nt1)
mergulhada livre e isometricamente em R~z ~ T47+5,

Nos capitulos 1 e 2, as variedades nao sao necessariamente riemannianas.
Na secao 1.1, apresentamos algumas definigoes basicas e fixamos notagoes
e terminologias. Fibrado vetoriais e secoes estao presentes em toda a dis-
sertagao. Resultados sobre existéncia de se¢oes aparecem na secao 1.2. Estes
resultados serao utilizados, posteriormente, para demonstrar a existéncia de
solugoes unit’arias de conjuntos algébricos. Na secao 1.3, apresentamos a

defini¢ao de aplicacao livre e provamos a existéncia de mergulhos livres (nao
n(n+1)

necessariamente isométricos) de variedades n-dimensionais em R™ 2

No capitulo 2 lidamos com conjuntos diferenciais. Na se¢ao 2.1 a idéia fun-
damental é construir subfibrados a partir de conjuntos algébricos. Com isso,
podemos relacionar as solu¢oes de um conjunto algébrico com se¢oes do sub-



fibrado associado (ao conjunto algébrico). Logo, a existéncia de solugdes de
conjuntos algébricos remete a existéncia de secoes do subfibrado associado.
Os resultados provados na secao 2.1 sao consequéncias dos resultados da
secao 1.2.

Na secao 2.2 estabelecemos proposi¢oes que garantem a existéncia e a unici-
dade de solucoes de conjuntos diferenciais. Utilizamos um importante resul-
tado em Equacoes Diferenciais Parciais: o Teorema de Cauchy-Kowalewsky.

No capitulo 3 as variedades sao admitidas riemannianas. Na secao 3.1,
mostramos que qualquer variedade compacta pode ser mergulhada isomet-
ricamente em RY, para ¢ suficientemente grande. Destacamos a utilizacao
do Teorema da Funcao Implicita de Nash. Na secao 3.2, estabelecemos a
dimensao minima para que haja mergulhos locais livres locais isométricos de
variedades riemannianas compactas em espacos euclideanos. Destacamos a
utilizacao do Lema de Janet juntamente com os resultados da secao 2.2 que
garantem existem de solugoes de conjuntos diferenciais. Na tultima se¢ao, a
3.3, provamos o principal resultado desta dissertacao.

Recife, Janeiro de 2004



1 MERGULHOS LIVRES

Neste capitulo fixaremos notagoes e terminologias assim como, apresentare-
mos defini¢oes e alguns resultados que serao utilizados na demonstragao do
teorema para mergulhos livres.

1.1 PRELIMINARES

Assumiremos conhecido o conceito de fungao C* (ou C*°-fungao) f : R™ —
R™. Uma funcao C* f : R™ — R é analitica em a = (aq,...,a,,) se puder
ser definida exatamente por sua série de Taylor em alguma vizinhanga U,
contendo a, isto é,

i14...+im a1y .., 0, . .
D S I

| ) | 11 m
21,..,2m=0 1% tme axl e a‘rm

onde z = (21,...,%y) € U,. Uma funcdo C* f : R™ — R", f(z) =
(fi(x),..., fo(x)) é analitica em a = (aq, ..., a,) se cada funcao coordenada
fi é analitica. Usaremos a notacao fungao C* (ou C'*-fungao) para referirmos
a fungoes analiticas.

Definicao 1.1.1 Um conjunto V' é uma variedade n-dimensional se for um
espaco topologico de Hausdorff com uma base enumerdvel e que satisfaz a
sequinte condicao:

i) Para todop € V, existem uma vizinhanga U de p e um homeomorfismo
x:U — W, onde W € um aberto de R™.

Definigao 1.1.2 Uma estrutura diferencidvel C*°(C®) sobre uma variedade
n-dimensional V- é uma familia {(zq, Uy)taca de aplicagoes C(C?) x, :
U,CcV — W, CR" com U, aberto de V e W, aberto de R", tal que:

7’) UaGA UC“ = V;
ii) Para todo o, (B tal que Uy, NUg # 0, x4 0 xgl : x;l(Ua NUg) — W, €
COO(CQ),'

iii) A familia {(Ta, Uys) taca € mazimal relativamente as condigoes i) e ii).



Definicao 1.1.3 Uma variedade C*(C®) (ou C*°(C*)-variedade) é uma va-
riedade com estrutura diferencidvel C*(C).

Se p € U, entao o par (z,,U,) é uma parametrizacao de p e chamaremos
zo(p) = (x1,...,2,) de coordenadas do ponto p. Sejam V; e V; variedades
C>*(C*), m e n-dimensionais respectivamente. Uma aplicagao f: V; — V5 é
C>(C®) se para cada p € V;, dada uma parametriza¢ao (y., W, ) de f(p), ex-
iste uma parametrizacao (,, U,) de p tal que y,o0 fox,' é C°(C*) em z ' (p).

Definicao 1.1.4 Sejam V wariedade C™ n-dimensional e C*(p) o conjunto
de funcoes C* definidas em algum aberto que contém p € V. Definimos o
espago T,V tangente a V' no ponto p € V, o conjunto constituido de todas
as aplicagoes X, : C®(p) — R que satisfazem para quaisquer o, € R,
fyg € C®(p) as sequintes condigies:

i) Xplaf + Bg) = a(X,f) + B(Xp9);
it) Xp(fg) = (Xpf)g(p) + f(0)(Xp9);
iii) (Xp +Y,)f = Xpf + Y, f;
w) (aXp)f = (X, f).

Um vetor tangente a V' em p ¢é qualquer funcao X, € T,V. O espaco tan-
gente 7,V possui uma estrutura de espago vetorial n-dimensional e dada

uma parametrizagao (z,U), com z(p) = (z1(p), ..., x(p)), p € U, o conjunto
{6%1, o %} ¢ uma base para T,V que independe da parametrizacao (z,U).

Definigao 1.1.5 Sejam Vi e Vi wvariedades C*(C®) e f : Vi — Vo uma
aplicagao C>°(C*). Para cadap € Vi ev € TV, escolha uma curva C*(C?)
a: (=€) — Vi, com a(0) =p,a'(0) =v. A diferencial de f no pontop é a
aplicacio dy,f : T,Vi — Ty Va definida por dy,f(v) = 5(0), onde § = foa.

A aplicacao d,f ¢ linear e nao depende da escolha de . Uma aplicagao
C>(C*) f : Vi — V5 é uma imersao C*(C?) se d,f : Ty)Vi — TppyVa é
injetiva para todo p € Vi. Se a imersao C*°(C*) f é um homeomorfismo
entdo f é um mergulho C*°(C?) e seu conjunto imagem f(V7) é denominado
subvariedade C*(C®) de V5.



Uma métrica riemanniana C*°(C*) g sobre uma variedade C*°(C*) V' é uma
forma diferencial quadrética positiva C*°(C?) definida sobre V', isto é, g é
uma fungdo C*°(C®) que associa a cada ponto da variedade V' uma forma
quadratica definida em 7,V. Usaremos, quando necessario, a notacao g,
para indicar a forma quadrética definida em 7,,V. Lembramos que dada uma
forma quadratica () podemos definir uma forma bilinear simétrica.

Dado p € V, sejam (z, U) uma parametrizac¢ao de p, com coordenadas z(p) =

(x1,...,2p) € {8%1, . %} uma base para T,V. As funcoes g;;(x1,...,2,) =

(8‘2_ (p), %(p», 1 <i,7 < n s@o chamadas de expressao da métrica rieman-
i j

niana na parametrizagao (x,U).

Uma variedade riemanniana C*°(C®) é uma variedade C*°(C*) com uma
métrica riemanniana. Seja f : Vi — V5, um mergulho C*°(C?), com V;, Vs
variedades C*°(C®). Sendo g métrica em V5, denotaremos por g(f) a métrica
em Vi induzida por f definida por:

9(f)(v) = g(dpf(v))

para quaisquer v € T,V;, p € V4. Suponhamos que V) e V, possuam métricas
g1 € go respectivamente. Um difeomorfismo f : V; — V5 é uma isometria se:

g1(v) = ga(d, f(v))

para quaisquer v € T,V; e p € V.

Uma familia de abertos {U,}aca tal que U U, =V é denominada cober-

acA
tura de V. Uma cobertura {U,}aca é localmente finita se a interse¢ao de

qualquer subfamilia infinita é vazia. O suporte de uma funcao f : V — R
é o fecho do conjunto de pontos p € V para os quais f(p) # 0, isto é,

supp(f) = {p € V; f(p) # 0}.

Definicao 1.1.6 Uma particao da unidade C* é uma cole¢ao de fungoes
C>® {\; : V — R}y definidas sobre uma variedade C* 'V tal que:

i) Ai(p) >0, para todo p € V;



i) {supp(N\;) }ien forma uma cobertura localmente finita de V;
iii) Z)\i(p) =1, para todop € V.
i=1

Lembramos que dada uma cobertura aberta {U,} de uma variedade C*(C*)
existe uma parti¢do de unidade da variedade subordinada a {U,}. Além
disso, em toda variedade C*°(C®) é possivel definir uma métrica riemanni-
ana.

Definicao 1.1.7 Sejam V', B variedades C* e : V — B uma aplicagcao
C*>. A tripla (V, B, 7) € um fibrado vetorial C*° g-dimensional se:

i) Para todo b € B, m=1(b) é um espaco vetorial real q-dimensional;

it) Para todo b € B, existem uma vizinhanga U de b e um difeomorfis-
mo C* ¢ : 7Y (U) — U x RY tal que a restrigio p o Pl 1y € um
1somorfismo linear, onde p é a projecao canonica de U x R? sobre RY.

Chamaremos V' de variedade total, B de base do fibrado, m de projecao e
771(b) de fibra sobre o ponto b. Evidentemente que podemos definir fibrado
vetorial C* Neste caso, a variedade total V' e a base do fibrado B sao
variedades de classe C'% o mesmo valendo para a aplicacao projecao 7 e o
difeomorfismo ¢. Um fibrado vetorial C*°(C*) g-dimensional (V, B, ) é eu-
clideano se existe uma fungao (,) : V' — R tal que (,) é um produto interno
sobre cada fibra 771(b), b € B.

Exemplo 1.1.1 Construcao do fibrado trivial.

Seja B uma variedade C*°(C*) n-dimensional. Dado b € B, o produto
{b} x R? tem uma estrutura de espago vetorial. De fato, basta definirmos as
operagoes:

i) (b,v) @ (b,w) = (b,v + w);
i) A® (b,v) = (b,\-v).



Verifiquemos que (B x R?, B, ) é de fato um fibrado vetorial C*°(C?) ¢ - di-
mensional, onde 7 é a projecao do produto B x R? sobre o primeiro fator.

Notemos que, para todo b € B, 771(b) = {b} x R? e como j4 foi dito ante-
riormente, ({b} x R?, @, ®) tem estrutura de espaco vetorial g-dimensional.
Além disso, para todo b € B, podemos tomar uma vizinhanca U de b e a
aplicagao identidade i : 71 (U)—U x R?, ja que 7 (U) = U x R?. Sendo
p: U xR?— R a projecao usual, poi |—1p: 7~ (b) = {b} x R? — R? é um
isomorfismo linear, pois poi(b,v) = v. O fibrado (B x R, B, ) é chamado
de fibrado trivial.

Exemplo 1.1.2 Construgao do fibrado tangente.

Sejam V' uma variedade C*°(C*) n-dimensional e T,V o espago tangente no
ponto p € V. Seja T'(V) = {(p,v);p € V,v € T,V} que possui uma estru-
tura diferencidvel 2n-dimensional. De fato, dado um ponto (p,v) € T(V),

podemos tomar como coordenadas deste ponto (x1,...,Z,,v1,...,0,), onde

(%1,...,%,) sao as coordenadas de p € V' e (vy,...,v,) as coordenadas de
) f)

v €T,(V) nabase {5 -,....5-}

Seja m: T(V) — V a projegao canonica, 7(p,v) = p. A tripla (T'(V),V,7) é
um fibrado vetorial C*(C®) n-dimensional pois dado p € V, 7 '(p) = T,V é
um espaco vetorial n-dimensional. Além disso, sejam p € V' e U vizinhanca
de p. Podemos definir a aplicacao identidade de 77(U) em U x R" desde que
identifiquemos 7,V ~ R". Além disso, p o Pl 1, ¢ um isomorfismo linear.

O fibrado (T(V'),V, ) é chamado de fibrado tangente sobre V.

Exemplo 1.1.3 Outro exemplo de fibrado.

Sejam V' variedade n-dimensional e Q),(V') o conjunto das formas quadraticas
definidas sobre T,,V. O conjunto @,(V') tem estrutura de espago vetorial s,,-
dimensional, onde s,, = "(nTH) A unido Q(V') de todos os espagos @, (V') tem
estrutura natural C*°(C*). Podemos definir o fibrado vetorial s,,-dimensional
C>®(C*) (Q(V),V,m), onde 7 projeta uma forma quadratica em Q,(V') no
ponto p € V.



Definicao 1.1.8 Seja (V, B, 7) fibrado vetorial C*°(C*) q-dimensional. Uma
se¢do deste fibrado € uma aplicagdo s : B — V' continua tal que som(v) = v,
para todo v € V. Isto equivale a afirmar que s(b) € 7=(b), para todo b € B.

Uma segao s : B — V é de classe C*°(C?) se s for uma aplicagdo C>°(C%).
Podemos também, definir se¢oes parciais, que sao segoes definidas sobre sub-
variedades de B. Um fato interessante é a existéncia de uma correspondéncia
injetiva entre segoes de um fibrado trivial (B x RY, B, 7) e as aplicagoes
continuas f : B — R%. De fato, sendo C°(B,R?) o conjunto das aplicagoes
continuas de B — R% e S(B, B x R?) o conjunto das se¢oes do fibrado trivial
(B x R?, B, ), definimos:

s:C"(B,RY) — S(B, B x RY)

[ os(f)

onde s(f)(b) = (b, f(b)). E claro que s(f) ¢ uma seciio pois suas funcoes
coordenadas sao continuas. Diremos que f e s(f) sdo associadas entre si. E
claro que se f é de classe C°(C*) entao s(f) também é de classe C*(C?) e
a reciproca também é verdadeira.

Exemplo 1.1.4 Ezemplo de secoes.

No exemplo 1.1.3, pode-se perceber que se V' é uma variedade riemanniana,
sua métrica g é uma segao de (Q(V),V,m). De fato, basta lembrar que g
associa a cada ponto p € V uma forma quadratica em 7,V. O mesmo vale

para (df)*: V — Q(V), onde df (p) = dpf e f: V — R.

Definigao 1.1.9 Seja (V, B, 7) um fibrado vetorial C>*(C®) q-dimensional
e suponha que toda fibra w1 (b) contém uma subvariedade Fy k-dimensional.
O conjunto {Fy}loep € um subfibrado k-dimensional do fibrado (V, B, ) se
em todo ponto b € B, existem uma vizinhanga U, de b e um difeomorfismo
C>(C*) p: 7 YUy) — Uy x w1(b) tais que para qualquer ponto b/ € Uy:

i) A fibra 7=1(b') C 77 Y(U,) € aplicada por ¢ sobre b/ x =1 (b);

ii) A subvariedade Fy € aplicada por ¢ sobre b/ X Fy.



Cada subvariedade F, é chamada de fibra sobre o subfibrado {F,}pep. A
unido de todas as fibras sobre o subfibrado | J,. 5 I ¢ chamada de variedade
total do subfibrado. Um subfibrado é vetorial se cada fibra F; é um subes-
pago vetorial de 71(b).

Exemplo 1.1.5 Ezemplo de subfibrado.

Sejam (B xR?, B, ) fibrado trivial C*°(C®) e F' subvariedade k-dimensional
C*(C?) de R%. O conjunto {F, = {b} X F'}pc g é¢ um subfibrado k-dimensional
C>(C").

Podemos definir se¢ao (segao parcial) de maneira andloga para subfibrados
desde que a imagem da sec¢ao (segao parcial) esteja contida na variedade total
do subfibrado, isto é, s : B — |J,c5 Fb € secao (segao parcial) se for continua
eses(b) € Fy Cm(b) (s),,_,)-

Sendo F um espago vetorial real, um subconjunto A C E é um subespago
afim se para quaisquer vetores z,y € A, o conjunto R = {(1—t)z+ty;t € R}
estd contido em A. Lembramos que todo subespaco afim de E é um subes-
pago vetorial transladado.

Definigao 1.1.10 Seja (V, B, w) um fibrado vetorial C*(C%). Um subfi-
brado {Fy}vep € afim se para todo b € B, a fibra F, € um subespaco afim do
espaco vetorial T(b).

Se o fibrado vetorial (V, B, ) é euclideano, entao todo subfibrado afim { F} }ye 5
tem uma se¢ao minima sg, no sentido que dada uma segao s, ||so(b)|| < |[s(b)|,
para todo b € B, onde |[v]|> = (v,v). De fato, F, é um subespaco do
espago vetorial real g-dimensional 7—!(b). Logo, podemos escrevé-lo na forma
Fy = Wy + k, onde W}, é um subespaco vetorial r-dimensional, r < ¢, e k
é um vetor fixo de F,. Seja § = {wy,...,w,} uma base ortogonal de W,
Definiremos so(b) pela equagao:



Este é o ponto mais préoximo do vetor nulo, pois, dados ¢y, ..., ¢, € R temos
que

- "k, w;) - (kyw)
||k — Ciwz'||2:||k‘— T W — (c; — Yw;||* =
; ; (wi, wi) Z (w;, wy)

=1

k’LZ
—sz W) H2+HZ > 2> |k - Zwl wl

(k, w;)w;
#wi ¢ ortogonal

Na segunda igualdade usamos o fato de que k — Z < >
Wi, W

a cada w;. A segdo sy é de classe C*°(C).

Definicao 1.1.11 Seja (V, B, m) um fibrado vetorial euclideano C*°(C®).
Um subfibrado {Ep}vep € esférico se para todo b € B, cada fibra Ey é uma
esfera contida em algum subespago afim do espaco euclideano w=*(b).

Seja { Fy }pep um subfibrado afim do fibrado euclideano (V, B, 7). Suponha
que sua se¢do minima sy : B — U F, satisfaga a desigualdade (so(b), so(b)) <

beB
1, para todo b € B. Sejam Sy a esfera unitdria de 771(b) e E, = F, N S},

Cada Ej é uma esfera unitaria contida no subespago afim Fj;. O conjunto de
todas as esferas Ej, constitui o subfibrado esférico {Ep}pep.

Seja C"(V1,V,) o conjunto das fungoes C" f : V; — V5, com Vj e Vy va-
riedades C", r =1, ..., 00, incluindo também o caso analitico. Sejam,

¢ = {¢s, Ui }iea uma familia de cartas sobre V; localmente finita;

K = {K;}ica familia de subconjuntos compactos de V;, com K; C U;;
) = {1, U; }ica familia de cartas sobre Va;

€ = {€; }iea familia de ntimeros positivos.

Sendo f € C"(V1,V3), com f(K;) C V;, vamos definir
N(f;¢.¢,K,€) ={g € C"(V1,Va);
g(KZ) - V;v ||Dk<¢zf¢z_1)(x)_Dk(¢zg¢;l>(x)|| < Gi,\V/I‘ S gbZ(Kl)? k= 07 s 7T}

onde D* representa a derivada de ordem k.
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Defini¢ao 1.1.12 Chamaremos N(f; ¢,v, K, €) de vizinhan¢a C" forte de
f. A topologia gerada por vizinhangas C" fortes é chamada de topologia C"
forte.

De maneira andloga, podemos definir topologia C" forte para o conjunto das
métricas definidas em uma variedade V' C".

Definigao 1.1.13 Sejam B C W subvariedade de uma variedade C*(C*)
W e (V,B,m) fibrado vetorial C*°(C®). Suponhamos que f :V — W € um
mergulho C>*(C®) que satisfaz as sequintes condigoes:

i) Vye f(V)NB, s(y) =0€ 7 (y), onde s: B—V € uma se¢io,
i) f(V) € uma vizinhanga aberta de B em W.

Diremos entao que o par (f, (V, B, 7)) é uma vizinhanga tubular de B. Por
abuso de linguagem, diremos apenas que f(V') é uma vizinhanca tubular de
B.

Os seguintes teoremas topoldgicos serao utilizados:

Teorema 1.1.1 (Teorema de Aproximacao de Whitney) Sejam Vi, Vs,
variedades n e k-dimensionais, respectivamente, k > 2n. Toda aplicacao C*
f Vi — Vs pode ser C*° aproximada por imersoes C*°.

Teorema 1.1.2 (Teorema do Mergulho de Whitney) Toda variedade n-
dimensional C*° pode ser C*-imersa em R?, ¢ > 2n e C*°-mergulhada em
RY qg>2n+1.

Este teorema pode ser refinado para 2n — 1 no caso das imersoes e para 2n
no caso dos mergulhos. Além disso, se n nao é uma poténcia de 2, qualquer
variedade n-dimensional C* pode ser mergulhada em R?"~1,

Teorema 1.1.3 Toda variedade n-dimensional C* sem componentes fechadas
pode ser C*°-mergulhada em R, ¢ > 2n — 1.
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1.2 EXISTENCIA DE SECOES

Nesta secao apresentaremos resultados importantes sobre existéncia de secoes.
Tais resultados serao utilizados para garantir a existéncia de solugoes de con-
juntos algébricos.

Proposicao 1.2.1 Toda secao de um subfibrado de um fibrado vetorial C*
com base compacta pode ser C°-aproximada por secoes O deste subfibrado.

Proposigao 1.2.2 Toda se¢ao C* de um subfibrado de um fibrado vetorial
C* com base compacta pode ser C*-aprorimada por secoes C* deste subfi-

brado.

As demonstracgoes destas duas proposicoes podem ser encontradas em Nor-
man Steenrod, The Topology of Fibre Bundles, pagina 25, [7]. Agora apre-
sentaremos mais duas proposicoes sobre a existéncia de secoes.

Proposicao 1.2.3 Seja (V, B, 7) um fibrado vetorial C*(C*). Para qual-
quer subfibrado {Fy}pep de (V, B, ) e para quaisquer pontos by € B e sy €
Fy,, existe uma vizinhanga Uy, de by e uma se¢ao parcial C*°(C*) s : Uy, — V
do subfibrado {Fy}pep tal que s(by) = so.

Demonstragao. Da definicao de subfibrado, dado um ponto by € B, existem
uma vizinhanga Uy, de by e difeomorfismo C*(C%) ¢ : 7 YUy,) — U X
71(by). Defina

S Ubo L Ubo X {O} (p—il 7T_1(Ub0) cV
b f(b) = (b,0) — s(b) = o (b,0)

Observe que s é uma secao parcial C*>°(C?), pois s é continua e pela defini¢ao
1.1.9, S(b) € Fy.
cqd

Proposicao 1.2.4 Seja (V, B, ) um fibrado vetorial C*(C®), com B wvarie-
dade compacta n-dimensional. Entao todo subfibrado k-dimensional { Fy}pep,
k > n, tem uma secao C*(C*). Se B nao tem componentes fechadas entdao
a proposicao € verdadeira para k =n — 1.
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Demonstragao. Pela proposicao 1.2.1, basta construirmos uma secao C°.
Sejam { F}, }pep subfibrado de (V, B, ) e seja {V;} uma cobertura de B. Para
cada ponto x € B, escolha uma vizinhanca U, de x tal que U, esteja contido
em alguma vizinhanca V;. Por ser compacto, podemos escolher uma sub-
cobertura finita para B, digamos {Uy, ..., U,}.

Seja Ay = {xo}, onde zy é um ponto arbitrario de B e A, = U, U A,_;.
Vamos definir so : Ag — V, so(x9) = 0 € 77 1(xg). Suponhamos definidas s;
segoes, © < n tal que s; |4, ,= s;_1. Vamos escolher uma vizinhanca Vj que
contenha U,. Seja C, = U, N A,_1. Observe que C, é fechado em U,, pois
U, é fechado em B, que é compacto. Defina h : C, — V, h(x) = 7(s,_1(7)).

Vamos estender h a uma aplicacdo hy : U, — V. Seja h, uma aplicacio
continua tal que, para x € U,, n(ho(r)) = 2. Entdo 7 o hy é continua,
e hy |c,= Sn_1 |c,. Se definirmos s,(z) = s,_1(x) para x € A,_; e
sp(x) = he(x) para todo x € A, — A,_1, segue que s, é continua sobre
A,,. Defina g(z) = s,(z) para todo z € A, — A,_1. Como B = UintAn

segue que g ¢ continua.
cqd

Seja {Fy}pep subfibrado de um fibrado trivial (B x RY, B, 7). Para cada
r € Fy, sejam p- a projecao ortogonal do espaco tangente T, (B x R?) sobre
o espago tangente T,(F,) C T,({b} x RY) e p, a projegao usual de B x R?
sobre a fibra {b} x R%.

Seja s : B' — B x RY uma se¢ao parcial C* de um subfibrado {F}}iep,
onde B’ C B, é aberto. Sendo

dbs . TbB — Ts(b)(B X Rq)

ds@ypy  Ts) (B X RY) — Tpp0s) ({0} x RY)
psL(b) : Ts(b)(B X Rq) — Tf(b)(Fb)

onde dys e dyp)py sao, respectivamente, a diferencial de s no ponto b e a
diferencial de p, no ponto s(b), podemos definir a aplicagao linear

Ry = PsL(b) o ds(b)pb odys

13



Definigcao 1.2.1 A secdo s € reqular se para todo b € B’ a aplicacdo linear
Ry é injetiva.

Exemplo 1.2.1 Ezemplo de se¢ao reqular.

Seja {F, = {b} X N}pep subfibrado de (B x R? B, 7), onde N é uma sub-
variedade de R?. Se f : B’ — R? é uma imersao C*°(C), entdao a segao
associada a f, s(f) = (b, f(b)), do fibrado trivial (B x R?, B, ) é uma segao
regular C*°(C®). Uma secao C* s de {Fy}pep € regular se, e somente se, a
aplicagao associada é um mergulho C*°.

Proposicao 1.2.5 Seja (B x R?, B, ) um fibrado trivial C*(C*) onde B é
uma variedade C*°(C*) n-dimensional. Seja {Fy}pep subfibrado k-dimensio-
nal, k > n. Entao para cada ponto b € B, existe uma vizinhanga B’ de b e
uma se¢ao parcial reqular C*°(C*) s : B' — B x RY.

Demonstragao. Decorre do comentario anterior e do Teorema do Mergulho
de Whitney (ver teorema 1.1.2).

Para o préoximo teorema sobre segoes regulares, precisamos do Teorema da
Transversalidade de Thom. Antes apresentamos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.2 Sejam Vi, V, variedades C*°(C*) e seja N subvariedade de
Va. Diremos que uma aplicagao C*°(C*) f : Vi — Vy € transversal a N se
para todo p € Vi:

i) ou f(p) ¢ N
i) ou dyp f(TyV1) + Ty N = Ty Va se f(p) € N,

A condigao ii) é chamada condigao da transversalidade. A seguir, enunci-
amos o teorema classico de Thom:

Teorema 1.2.1 (Teorema da Transversalidade de Thom) Seja f : V) —
Vo uma aplicacao diferenciavel e seja N uma subvariedade de Vy. Entao e-
xiste arbitrariamente prorima a f uma aplicacdo g : Vi — Vi transversal a
N. Além disso, se a condicao da transversalidade de f € satisfeita para todos
os pontos de um conjunto fechado F' C Vi, entao podemos escolher g de tal
maneira que f,. = g,.
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A seguinte versao do Teorema da Transversalidade de Thom para secoes
também é vélida.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Transversalidade de Thom para segoes)
Sejam (V, B, ) um fibrado vetorial C*(C®) e s : B — V uma secao deste fi-
brado. Seja A uma subvariedade de V. Entao existe arbitrariamente proxima
de s uma se¢ao t : B — V transversal a A. Além disso, se a condi¢do da
transversalidade de f € satisfeita para todos os pontos de um conjunto fechado
F C B, entao podemos escolher t de tal maneira que s, = t|,.

As demonstragoes destes dois teoremas podem ser encontradas em [2].

Proposicao 1.2.6 Sejam (B x R?, B, ) fibrado trivial C* com base com-
pacta C(C*) n-dimensional. Entdo toda se¢ao C* de um subfibrado C*°(C?)
k-dimensional, k > 2n, pode ser C* aproximada por se¢ies requlares C*°(C?)
deste subfibrado.

Demonstracao. A versao C'* desta proposicao pode ser reduzida a versao
C* pela proposicao 1.2.2. Se o subfibrado é do tipo {F}, = {b} X F'}ycp, onde
F' é uma subvariedade de R?, entao a proposicao segue do Teorema de Aprox-
imacao de Whitney (ver teorema 1.1.1). De fato, seja s : B — J, F secao
C> de {{b} x F}pep. Pelo Exemplo 1.1.5, existe uma funcao C*® f : B — R

tal que s(b) = (b, f(b)).

Pelo Teorema de Aproximacao de Whitney, f pode ser aproximada por
imersoes C'°. Pelo Exemplo 1.2.1, concluimos que s pode ser aproximada
por segoes regulares C*°. O caso geral ¢ um pouco mais complicado e decorre
do Teorema da Transversalidade de Thom.

1.3 APLICACOES LIVRES

Nesta secao demonstraremos uma versao do Teorema de Nash para aplicagoes
livres. Para provarmos este teorema, precisaremos de algumas definigoes:

Definicao 1.3.1 Seja f : V — R? uma aplicacao C?, com V variedade C? n-
dimensional. Dadop € V, sejam (x,U) sua parametrizagdo com coordenadas
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x(p) = (z1,...,2,). O plano osculador de V' no ponto p € V pela aplicagao
f € o espaco vetorial determinado pelo conjunto de vetores:

of(p) 9*f(p) o
—— ——21 1< <5<
{ (91:2 ’8xi8x]~} =t=J=n
Usaremos a notacao sz( f) para representar o plano osculador de V' no ponto
p € V pela aplicacao f. O plano osculador T’ pz( f) nao depende da escolha de
coordenadas.

Definicao 1.3.2 Mantendo as mesmas condi¢oes da definicao 1.3.1, a apli-
cacao f € livre se a dimensao de Tg(f) ¢ igual a s, +n. Em outras palavras,
a aplicagao f € livre se o conjunto de vetores que determinam sz(f) ¢ LI.

A primeira conseqiiéncia direta da definicao é que toda aplicacao livre é uma
imersao diferenciavel. De fato, sendo f livre e como ja foi dito, o conjunto
de vetores que determinam T7(f) é LI. Em particular, (e 9y ¢
LI, o que é suficiente para f ser uma imersao diferencidvel.

Ox1 7" Ozn

A segunda consequiéncia direta da definicao é que nenhuma variedade n-
dimensional pode ser aplicada livremente em R***"~!. Basta notar que o
ntimero maximo de vetores de um conjunto LI em R*»*"=1 ¢ 5 +n — 1.

Exemplo 1.3.1 Construcao de um mergulho livre de R™ em R*»*™,

Seja,
p:R" — R

(1, @) = @(X1, ., Tn) = (X1, T T1TY, oo, BTy e, Tply), § <]
A aplicacao ¢ é livre pois, sendo (z,U), com z(p) = (21, ..., x,), coordenadas
de p, entao
0
% =(0,...,1,...,0:0,...,0,21,0,...,0,2:10, ...,0,22;, Tir1, ..., 20,0, ...,0)

0%¢(p)

=Y 70a2707 '70707 70
81'18.1'1 )



0x10x,
%¢(p)
0.....0:0,0,....0.2,0,....0.0,....0
aanan b) b b b) b) b 9 b) b) b b) b) b )
9*¢(p)
—(0,...,0:0,0,...,0,0,0 1,0,....0,0
ax2axn M ) ) M ) ) M M ) b M ) ) M )
*¢(p)
—(0,....0:0.....0,2
axnaxn ( b b) b) b b) b )

constituem um conjunto LI, isto é, dim Tp2(<p) = n + s,, onde dim indica
dimensao. Logo ¢ é um homeomorfismo e portanto, um mergulho livre.

Para a demonstrcao do teorema sobre mergulhos livres, precisamos de duas
observagoes.

Observagao 1. Sejam f : V — R? uma aplicagao livre e N subvariedade de
V,dim N =r < n. Entao, f|, ainda é uma aplicagao livre. Para ver isto,

sejam p € N, (z,U), com z(p) = (21,...,2,), uma parametrizagdo de p € U,
onde U é aberto em V, tal que NNU ={q¢;z;(¢) =0,i=r+1,...,n}. Em
particular, (z, N N U), com z(p) = (z1,...,x,) é uma parametrizacao de p

em N. Como f é livre, temos que,

df(p) df (p)

oxy 7 Ox,

2 2 2
8f(p)"“7<9f(p)"“’ 3f(p)7 l<i<ji<n
0x1011 O0z;0x; 01,0%,,

constituem um conjunto LI. Em particular, os vetores

of(p) of(p)
ory 7 Ox,

> f(p) > f(p) > f(p)
01‘18271 Y 0@(%] Y Gmraxr

, 1<i<j<n
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também constituem um conjunto LI. Portanto, f, também é uma aplicacao
livre.

Observacao 2. Uma aplicagao ¢ suficientemente perto de uma aplicacao
livre f, na topologia forte C?, é ainda livre. Desta observacao, segue que uma
variedade C*°(C®) que pode ser aplicada livremente em R? pode ser C*°(C*)
mergulhada livremente em RY.

De fato, pelo Teorema de Aproximacao de Whitney (ver teorema 1.1.1),
para ¢ > 2n + 1, qualquer aplicagao continua f : V; — V5, pode ser aproxi-
mada por mergulhos, onde V; e V, sao variedades C*°(C®) n e g-dimensionais
respectivamente. Como uma aplicacao livre f é continua, entao f pode ser
C2%-aproximada por mergulhos. Pela observacao 2, concluimos que uma va-
riedade C*°(C®) que pode ser C*>°(C®) aplicada livremente em R?, pode ser
C>°(C*) mergulhada em RY.

Teorema 1.3.1 Toda variedade C*(C®) n-dimensional pode ser C*(C*)
mergulhada livremente em R*»+27,

Demonstracao. Pelos comentarios feitos na observacao 2, basta provar-
mos que toda variedade C*°(C®) V n-dimensional pode ser C*°(C®) aplicada
livremente em R""*», Para isto, provaremos dois fatos:

1. V pode ser C*°(C*) aplicada livremente em RY, para algum q.
2. A existéncia de uma aplicagao livre C*(C*) f : V — R? ¢ > s, + 2n
implica a existéncia de uma aplicagao livre C*°(C*) de V em R? 1.

Parte 1. Pelo Teorema de Whitney, V' pode ser vista como uma subvar-
iedade de um espaco euclideano W. Pelo exemplo 1.3.1, podemos construir
uma aplicagao C*(C?) livre f : W — RY, para ¢ suficientemente grande.
Pela observacao 1, fj, ¢ uma aplicacao livre C>(C?).

Parte 2. Seja f: V' — R? uma C*°(C)-aplicacao livre, ¢ > s, + 2n. Sejam:
¥, esfera unitéria do espago osculador Tg( )
¥ : subvariedade de V' x R? que consiste de todas as esferas {p} x ¥, p € V;

m(X): imagem de X pela projegao canonica w: V x R? — R,
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Note que m(X) é um subconjunto de S97! que consiste de todos os ve-
tores unitdrios pertencentes a Tp2f. Dado z € (S7! — 7(¥)) C RY, seja
R, o subespaco gerado por x e (R,) o subespaco ortogonal a R,. Seja

7, : RY — (R,)*, onde 7, é a projecio de RY sobre (R,)*.

Afirmamos que 7, o f é uma aplicagao livre, para todo x € ST — (%),
isto é, mostraremos que

{8(7@ o f(p) 0*(mso f(p))
aa’,‘i ’ 8:161835]

b, 1<i<j<n

é um conjunto LI. De fato, usando a Regra da Cadeia e usando o fato de 7,
ser linear, temos que

om0 fp) _ Omalflp) [ OF0) _ - OF(p)y
Plrsofw) _ 0 Omoflp)y 0 01@)
Ox;0; - O z; C Ox ox; =
_Im(f)  fp) _ _ 0*f(p)
Logo, o conjunto
om0 f0) Plraof)y | i

{ c%l ’ 8I181’] }’

gera o espago 7Tx(sz f). Sendo assim,

{8”z°f(p) 827T””Of(p)}, 1 <i<j<néLI se, esomente se

dx; 7 Ox;0x;

dim (m,(T2f)) = sn + n se, e somente se
T |T3f: szf — 7rx(Tp2f) é injetiva se, e somente se

{0} = Ker(m, |72f) = T, fN Ker(m,) se, e somente se
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ngT]?f.

onde, Ker(r,) = {v € R% 7, (v) = 0}. Note que Ker(r,) = R, e se z € T, f
entao Tprﬁ Ker(m,) = R, ja que R, é o subespago gerado por z.

Por fim, = ¢ T:f se, e somente se x ¢ m(X). E claro que se = € T f
entdao x ¢ w(X). A verificagdo da reciproca é percebida pelo fato de que
xr € S971. Logo, se x € ©(X),  ndo pode pertencer a Tp2f, pois x ¢é unitario
e m(X) consiste de todos os vetores unitérios pertencentes a Tp2 f

Portanto, 7, o f é uma aplicagao livre. Por fim, notemos que S9! — (X)) ¢
diferente do vazio. De fato, m(3) é a imagem de uma variedade C*(C*) X
de dimensao s, +2n —1 < ¢ — 1 por uma aplicagao C*°(C?). Logo 7(X) tem
medida nula em S97! e portanto S9! — 7 (X) # 0.

cqd
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2 CONJUNTOS DIFERENCIAIS

Neste capitulo as variedades nao possuem necessariamente métrica rieman-
niana.

2.1 CONJUNTOS ALGEBRICOS

Sejam V' variedade n-dimensional C>*(C?®) e ¢; : V — R b; : V — R,
i=1,...,m aplicagdes C*(C).

Definicao 2.1.1 Um sistema algébrico ¥ de equacoes algébricas lineares q-
dimensional de classe C*(C*) sobre uma variedade C*°(C*) V' é um sistema
de equagoes da forma

{ei(v), f(v)) = bi(v) i=1,...,m,

para todov € V', onde f : V — R € uma aplicagio C*°(C*) que desempenha
o papel de incognita.

Usaremos a notagao (¢;, f) = b; , i« = 1,...,m para indicar que em cada
ponto v € V| tem-se

(ci(v), f(v)) = bi(v) t=1,...,m,

Denotemos este sistema por (v). Assim, podemos pensar em ¥ como sendo
uma familia, parametrizada por V', de m equacoes lineares em ¢ variaveis.
Se os vetores {c1(v),...,cn(v)} constituem um conjunto LI, dizemos que o
sistema € regular e tem posto m.

Suponhamos que V' tem uma cobertura aberta {U,}.ca € que para cada
a € A, um sistema regular algébrico ¥, de equagoes lineares de classe
C*(C*) g-dimensional e posto m esteja definido sobre U,,. Assim, denotando
as equagoes de X, por (Cia, fo) = bia, i = 1,...,m, as fungdes ¢; o, fa, bia
possuem dominio U,.

Suponhamos ainda que os sistemas {3, }nc4 sdo dois a dois consistentes, isto
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é, para todos ay,ay € A tais que U,, NU,, # 0, os sistemas 3, (v), X, (v)
tém as mesmas solugoes para todo v € U,, NU,,.

Definicao 2.1.2 O conjunto de sistemas {¥4}aca descrito acima é um con-
gunto algébrico C*(C*) q-dimensional de posto m.

Para cadav € V, seja A, o conjunto de todos os indices o € A tal que v € U,,.
Uma solucao do conjunto algébrico {3, }aeca é uma funcdo ¢ : V- — R? tal
que para cada v € V, o vetor p(v) satisfaz as equagdes dos sistemas X, (v),
para todo a € A,.

O conjunto algébrico {3, }aca é homogéneo no ponto v € V' se os sistemas
Yo (v) s@o homogéneos para todo a € A, ou seja,

(ci(v), f)=0,i=1,....m

O conjunto algébrico é homogéneo se for homogéneo em todos os pontos
v € V. O nosso préximo passo é mostrar que dado um conjunto algébrico
{E.} C>(C?) de dimensao g e posto m, pode-se obter um subfibrado afim
{F,}vev, de dimensao ¢ — m, do fibrado trivial (V x R? V| 7).

A fibra F, sobre o ponto v € V do subfibrado afim {F,},cy é dada pelo
conjunto de vetores (v,z) € {v} x R? tais que 7 satisfaz as equagoes dos
sistemas X, (v), para todo o € A,, onde m é a projegao sobre R?. Ou seja,
cada vetor (v, z) € {v} x R pertence a fibra F), se a igualdade

(Cia),m(v,2)) =bin(v) 1=1,....m

é verificada, para todo a € A,. A fibra F, é um subfibrado afim pois contém
o subespago afim {(v, Az + (1 — \)y) } er, onde (v, ), (v,y) € {v} X F,. Note
que a dimensao de F, é ¢ — m, pois, por definicao, os ¥, sao regulares.

O subfibrado afim {F,},cy, que acabamos de descrever é associado ao con-

junto algébrico {¥,}. As segoes deste subfibrado afim sdo associadas as
solugoes do conjunto algébrico {¥,}.
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Basta observamos que dada uma solucao f : V — RY podemos associar
uma segao s(f) : V — {J,ey Fo, definida por s(f)(v) = (v, f(v)). Como para
todo v € V, s(f)(v) = (v, f(v)) satisfaz as equagbes do sistema algébrico
{¥.(v)}, a € A,, entdo (v, f(v)) € F,, e portanto, s(f) realmente é uma
secao de {F, }oev-

Usando o fato descrito na secao 1.1, de que todo subfibrado afim de um fi-
brado euclideano admite uma segdo minima C'*°(C*), podemos afirmar entao,
que todo conjunto algébrico tem uma solu¢ao minima, isto ¢, uma solucgao,
digamos fy, tal que

(fo(v), fo(v)) < {f(v), f(v)),

para qualquer solugao f e para todo v € V. A solucao f; é tnica e de classe

> (C).

Suponhamos que a solugao fj satisfaca a desigualdade (fo(v), fo(v)) < 1, para
todo v € V. Do subfibrado afim {F, },cy associado ao conjunto algébrico %,
podemos encontrar um subfibrado esférico { £, },cv, constituido pelos vetores
unitarios {F, },cv, conforme ja descrito no Capitulo 1.

O subfibrado {E,}.ey também é associado ao conjunto algébrico {¥,} e
tem dimensao igual a ¢ —m — 1. As secOes deste subfibrado esférico sao ditas
associadas as solugoes unitarias do conjunto algébrico, isto é, com as solugoes
f que satisfazem a equacao (f(v), f(v)) = 1, para todo v € V.

Definicao 2.1.3 Seja {¥,}aca um conjunto algébrico. Uma solugio C'*
unitaria f de {Ea}aca € regular se para cada v € V' o conjunto de vetores
{¢ja(v), f(v), agg(:)}, j=1,....m,i=1,...,n € um conjunto LI, para todo
a € A, onde x(v) = (x1,...,x,) sdo as coordenadas de v.

Solugoes regulares de um conjunto algébrico sao associados com segoes reg-
ulares do subfibrado esférico associado. De fato, basta observar o Exemplo
1.2.1 e que se f é solucao regular entao {%—f:)}, i1=1,...,né LI, ouseja, f
é imersao.

Solugoes unitarias regulares de um conjunto algébrico sao associados com
secoes regulares do subfibrado esférico associado. Com esta observacao e

23



com os comentarios feitos anteriormente, obtemos quatro resultados cujas
demonstragoes sao conseqiiéncias de proposicoes ja demonstradas.

Proposicao 2.1.1 Para m < q, todo conjunto algébrico C>*°(C*) de di-
mensao q e posto m que € homogéneo em v € V tem uma solucao unitdria
em uma vizinhanca de v.

Demonstragao. Seja {¥,}aca um conjunto algébrico C*°(C®) de dimensao
g e posto m homogéneo em v € V. Pelos comentarios feitos anterior-
mente, podemos construir um subfibrado esférico {F, },cy do fibrado triv-
ial (V x R4, V, 7). Pela proposigao 1.2.3, existe uma se¢ao parcial C'*(C®)
s: U, =V xR? onde U, é uma vizinhanca de um ponto arbitrario v € V.

Vamos escolher exatamente o ponto v € V para o qual o conjunto algébrico

¢ homogeéneo. Como as secoes do subfibrado esférico sao associadas com

solugoes unitarias do conjunto algébrico, encontramos a solucao desejada.
cqd

Proposicao 2.1.2 Para ¢ — m > n, todo conjunto algébrico homogéneo
C>®(C*) de dimensao q e posto m definido sobre um compacto n-dimensional
tem uma solugdo unitiria C*°(C*). Se V ndo tem componentes fechadas
entdo a proposicao € verdadeira para ¢ —m = n.

Demonstragao. Vamos seguir o mesmo raciocinio anterior. Seja {¥,}aca
um conjunto algébrico C*°(C*) de dimensao ¢ e posto m homogéneo em
v € V. Pelos comentarios feitos anteriormente, podemos construir um subfi-
brado esférico {E, },cv do fibrado trivial (V' x R?, V| ).

Como o subfibrado esférico tem dimensao ¢ — m > n, pela proposicao 1.2.4,
existe uma secdo C>*(C*) s : B — V x R9. Novamente usamos o fato de
que as secoes do subfibrado esférico sao associadas com solugoes unitarias
do conjunto algébrico e portanto, encontramos a solugao desejada. Se a var-
iedade nao tem componentes fechadas, a proposicao 1.2.4 também garante o
resultado para ¢ — m = n.

cqd
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Proposicao 2.1.3 Para ¢ — m > n, todo conjunto algébrico C*°(C*) de
dimensao q e posto m definido sobre uma variedade C*°(C*) n-dimensional
e homogéneo em v € V' tem uma solugao unitdria reqular C*°(C®) em uma
vizinhanca de v.

Demonstracao. Segue o mesmo raciocinio anterior utilizando a proposicao
1.2.5.

Proposicao 2.1.4 Para ¢ — m > 2n, todo conjunto algébrico homogéneo
C*>®(C*) de dimensao q e posto m definida sobre um compacto n-dimensional
tem uma solugdo unitdria regular C>(C®).

Demonstracao. Segue da proposicao 1.2.6.

2.2 EXISTENCIA DE SOLUCOES DE CONJUNTOS
DIFERENCIAIS

Comecaremos esta secao apresentando a definicao de r-jet. Sejam Vi e V5
variedades C*(C*) e C"(V1,V3) o conjunto das fungdes C” f : V; — V;. Va-
mos definir uma rela¢ao de equivaléncia, determinando que f,g € C"(V4, V3)
sao equivalentes em v € V; se todas as suas derivadas parciais em v de ordem
menor do que ou igual a r sao todas iguais. Usaremos a notagao J; f para
representar a classe de equivaléncia de f em v.

Definicao 2.2.1 Com as notagoes acima, diremos que J)f € um r-jet de f
no ponto v. Usaremos a notagao J(Vy,Vs) para representar o conjunto de
todos os r-jets no ponto v, de aplicagoes f € C"(Vy, V3).

Dado um sistema de coordenadas em uma vizinhanca de v, podemos tomar
como coordenadas de um r-jet de f no ponto v as coordenadas usuais de
f(v) e as coordenadas de suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a

r. Isto nos permite introduzir uma estrutura de espaco vetorial no conjunto

Seja J"(V1,V3) a unido de todos os J(Vi,Vs), para todo v € V. Sejam
(x,U) e (y, W) cartas para Vi e V4. Vamos definir a aplicagao,

0:J (UW)— J(z(U),y(W))
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0(J, f) = Tjyfa™

que é uma bijegdo. Sendo J"(xz(U),y(V)) um aberto do espago vetorial
J"(R™,RY) que é isomorfo a um espago euclideano de dimensao finita (ver
[5]), entao podemos tomar (6, J" (U, W)) como uma carta para J"(Vy, V3). Us-
ando essas cartas, podemos construir uma topologia para J"(Vj, Vs). Além
disso, J"(V1, V) tem uma estrutura natural C*°(C*). Para maiores detalhes,
consultar [5]. Sejam V variedade n-dimensional C>*°(C*) e f : V — R7 e
7w J'(V,R?) — V a projegao natural, definida por n(J] f) = v. Entao, a
tripla (J"(V,R?),V, ) é um fibrado vetorial C*(C?).

Definiremos agora uma versao “truncada’de um 2-jet de uma aplicagao
f:V — R?no ponto v € V. Para isto, introduziremos uma segunda relagao
de equivaléncia em C?(V,R?). Diremos que f,g € C*(V,RY) sdo equivalentes
em v € V se todas as derivadas parciais de primeira e segunda ordem no
ponto v sao iguais com excecao da derivada parcial %, ou seja, nao se

flv) _ 9*g(v)
0xnOxn ~ OxnOxn

exige que aconteca

De agora em diante, passaremos a usar também as notagoes D; f(v), D;; f(v)

.. . . i L) Of(v)
para indicar, respectivamente, as derivadas parciais Do Dwidw; de f no
ponto v, onde v tem como coordenadas z(v) = (1,...,,). Isto ndo nos

impedira de utilizar a notacao anterior. Observe que se duas funcoes f,g
sao equivalentes no sentido da primeira relagao de equivaléncia, entao f,g
também sao equivalentes no sentido da segunda relacao de equivaléncia. Us-
aremos a notagao j2f para representar a classe de equivaléncia de f no sentido
da segunda relacao de equivaléncia.

Definigao 2.2.2 Com as notagoes acima, diremos que j2f é um 2-jet trun-
cado de f mo ponto v. Usaremos a notagdo j2(V,RY) para representar o con-
junto de todos os 2-jets truncados no ponto v, de aplicacoes f € C*(V,RY).

Do mesmo modo para r-jet, podemos tomar como coordenadas de um 2-jet
truncado de f no ponto v as coordenadas usuais de f(v) e as coordenadas de
suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem, excetuando-se as coor-
denadas de D,,, f(v). Isto nos permite introduzir uma estrutura de espago
vetorial no conjunto j2(V,RY), e por conseguinte, j2(V,RY?) tem estrutura de
um espago euclideano.
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Seja j2(V,R?) a unido de todos os j2(V,RY), para todo v € V. O conjunto
J"(V,R?) tem uma estrutura natural C*°(C?) e sendo 7 : j2(V,RY) — V
a projecao natural, definida por 7(j2f) = v, a tripla (j2(V,R%),V,7) é um
fibrado vetorial C*(C®). A prova destes fatos ¢ andloga ao caso J"(V,R9).
Por fim, observemos que a definicao de 2-jet truncado permite a seguinte
decomposicao: J?(V,R?) = j*(V,R?) x RY. Segue entao que o fibrado
(J3(V,R?), 52(V,RY), ) é trivial, onde 7 é a projecao de cada fibra j2f x R?
sobre j2f.

Neste momento, assumiremos que a variedade C*°(C*) V' é da forma V =
Vo % (—a, a), onde V; é uma variedade compacta C*°(C*) (n —1)-dimensional
e a é um nimero real positivo. Identificaremos a variedade V5 x {0} com V}
de maneira usual. Seja (g4, Upa) sistema de coordenadas de V. Tomando
Uy = Upa X (—a,a) e x4(p,c) = (x0.a(p),c), onde (p,c) € Upq X (—a,a),
obtemos um sistema de coordenadas para V, dado por (z,,U,). Este sis-
tema de coordenadas é chamado de sistema especial de coordenadas. Logo,
em coordenadas especiais, a tltima coordenada é sempre distinguida, isto €,
independe do sistema especial.

Definicao 2.2.3 Um sistema especial de equacgoes diferenciais de dimensao
q e classe C(C*) sobre V' é um sistema da forma

(ci(jof), Danf(v)) = bijsf)  i=1,....m (1)
onde c; : j2(V,R?) — R4, b; : j2(V,R?) — R sdo fungoes C®(C*) e f:V —

RY ¢ uma aplicagao C*°(C®) que desempenha o papel de incdgnita.

Diremos que uma funcao f é uma solucao deste sistema especial se for definida
em uma vizinhanca U C V' com valores em RY, isto é, f : U — RY, tal que f
satisfaca as equagoes da defini¢ao 2.2.3.

Sejam (x1, ..., Tp_1,2,) as coordenadas especiais de v € V = Vj x (—a,a).
Diremos que uma fungao f : U — RY é uma solugao formal do sistema
especial se sua expansao em série de Taylor em x,, satisfaz formalmente as
equagoes da Definicao 2.2.3. Neste caso, a expansao em série de Taylor é
dada pela expressao:

[e.e]

Z 9" f(v) .

10xr "
— rloay,

27



onde v € Vp x {0}.

Vamos acrescentar ao sistema da Defini¢ao 2.2.3, os seguintes dados inici-
ais: fi, = foe Dyfl, = fi,onde fo : U — Rie f; : U — R? sdo fungoes
C>(C").

Definigao 2.2.4 Diremos que o sistema da Defini¢ao 2.2.3 € regular com
respeito aos dados iniciais fo e fi se o conjunto de vetores {c;(52(fo+xnf1))},
1 =1,....,m, € um conjunto LI, onde x, € a n-ésima coordenada de v €

Vo X (—a,a).
Exemplo 2.2.1 Ezemplo de sistema especial de equacoes.

Um exemplo simples de sistema especial de equagoes diferenciais é o sistema
cujas fungoes ¢; sao constantes, definidas por ¢;(j2f) = e;, onde ¢; é o i-ésimo
vetor da base canonica de RY. Consideraremos, neste caso, m = ¢q. Este
sistema também é regular com respeito a quaisquer dados iniciais. Além
disso, o sistema pode ser reduzido a seguinte equacao:

Dynf(v) = (01(55f), - be (i)

No caso geral, é natural tentar reduzir o sistema da Definicao 2.2.3 para
a forma simples descrita acima, ao resolvé-la para D, f. Isto equivale a
resolver o sistema abaixo, considerando como incégnita a fungao ¢ : V. — R

<Ci7 @) = bz

onde i = 1,...,me ¢ : j2(V,R?) — R9, b; : 72(V,R?) — R sao fungoes
C>(C*). Este sistema definido sobre a variedade j%(V,R?) é de dimensao ¢
e de classe C°(C*). Diremos que este sistema é associado com o sistema da
definicao 2.2.3.

Seja S(fo, f1) o subconjunto de j2(V, RY) definido da seguinte maneira: S(fo, f1) =

{521 f = fo + xof1,v € V}, onde x, é a n-ésima coordenada especial de
v € Vy X (—a,a). Suponhamos agora que a variedade Vj tem uma cobertura
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aberta {U,}taca. Além disso, suponha que para cada o € A, um sistema
especial S, de equagoes diferenciais de classe C°(C?) g-dimensional esteja

definido sobre U, x (—a,a).

Suponha também que sejam dadas fungoes C*°(C*) fo : V. — R% e f; :
V' — R%. Denotaremos por ¥, o sistema algébrico associado com S,. As-
sumiremos que em alguma vizinhanca do conjunto S(fy, f1) os sistemas >,
formam um conjunto algébrico.

Definicao 2.2.5 Com as hipdteses acima, diremos que os sistemas S, e o
par fo e fi constituem um conjunto diferencial de dimensdo q e de classe
C>®(C) sobre V. Usaremos a notagao [{Sa}, fo, f1]-

Chamaremos de dados iniciais as fungoes fy e fi e de conjunto algébrico asso-
ciado ao conjunto {X,}aca. Uma funcao f : Vj — R? é uma soluc¢do do con-
junto diferencial [{Sa}, fo, f1] se as condigdes iniciais f,, = fo e Dy fjy, = fi
forem satisfeitas e se f é uma solucao do sistema .S, sobre todo conjunto
Uy X (—a,a).

Admitiremos sem demonstracao o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 [Teorema de Cauchy-Kowalewsky] Sejam dados os sequintes

sistemas de equacgoes em derivadas parciais de funcoes desconhecidas uy, . . ., Uy,
com respeito as varidveis independentes t,xq, ..., Ty:
=Fi(t,z1,. .., Tp,Up, .o Uy, . )

Otni Otk L kT

,7=1...,m; k0—|—k1++kn:k§n3, k’o<7’L]’

Para t =ty considere as condicoes iniciais

Wk':gbgk)(ml,...,xn) k=0,1,...,n,—1

Suponhamos que todas as fungoes F; sao analiticas em alguma vizinhancga do
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0 .0 .0 0
ponto (t°,2), 29, ..., ¢34 1 4 s...), onde
ak*koqf)(’ﬂo)

0
k0 k1, ek (—k z;=a?
o Oyt ... 0xkn

. . . k
e as derivadas sao calculadas no ponto 29,29, ...,2°. Se todas as fungoes ¢§ )

sao analiticas em alguma vizinhanca do ponto (29,23, ...,2%), entao para o
sistema acima, existe uma unica solucao analitica em alguma vizinhanca do
ponto (t° 29,29, ... 20).
A prova deste teorema pode ser encontrada em [6]. Para encerrarmos esta
secao, provaremos dois teoremas que garantem a existéncia de solucao para
todo conjunto diferencial. Para isso, precisaremos da seguinte versao do teo-
rema de Cauchy-Kowalewsky:

Teorema 2.2.2 Considere a equacgao

Dy f (v) = b(5;f) (2)

As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1) Se b é uma aplicagao C*, entao a equagao (2) possui uma unica solugao
C* f em alguma vizinhanga Vo X (—¢€,€) do conjunto Vy tal que fiv, = fo e
Dy fy, = fi-

(17) Se b € uma aplicagao C*, entdo existe uma unica série formal 322 ppul
com @, € C®(Vy,R?) e pg = fo, v1 = f1, que satisfaz formalmente a equagao

(2)-

Demonstracao. Decorre do préprio teorema de Cauchy-Kowalewsky, ja
que as coordenadas de j2f sdo as coordenadas de v (dado um sistema de
coordenadas) juntamente com as derivadas parciais de f.

cqd

Teorema 2.2.3 Todo conjunto diferencial C* tem uma unica solugao C*.
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Demonstracao. Seja [{S.}, fo, fi] um conjunto diferencial C*. Seja {¥,}
o conjunto algébrico associado a [{S.}, fo, fi]. Pela definigao de conjunto
diferencial, {¥,} possui uma solugao analitica ¢ em alguma vizinhanga do
conjunto S(fo, f1) tal que [{Sa.}, fo, fi] pode ser substituido pela equagao

Dnnf(”) = (P(jgf)

Pelo item (i) do teorema 2.2.2, D,,f(v) = ¢(j2f) possui uma solugao C*
[, com dados iniciais f,, = fo e Dnfl, = fi1. Como ja foi comentado antes,
por ser solugdo da equagdo, f também é solucao de [{S.}, fo, f1] e desse
modo, o teorema esta provado.

cqd

O proximo teorema € a versao C'™ do teorema 2.2.3. Mas antes, precisamos
do seguinte lema:

Lema 2.2.1 Para qualquer seqiiéncia de fungcoes C* ¢, : Vo — RI, r =
0,1,..., existe uma funcao C* f:V — R? com série de Taylor Y2, ¢rxy,.

Demonstragao. Seja (z1,...,%,_1,%,) as coordenadas especias de v € V' =
Vox(—a,a). Seja A : R — R uma fun¢ao C'* limitada em U tal que A\(z) = z,
para xz € U, onde U = (—¢,0) é uma vizinhanga de zero, 6 < a. Seja (k,)qen
seqiiéncia de ntmeros naturais que tende para o infinito rapidamente. Entao

a série
= Nk,x, .,
S Ay )
r=0

T

converge na topologia C* para uma funcao f : V — R?. De fato, basta
observar que A é limitada e que ki tende para zero, se r tende para o infinito.

Vamos escolher §; > 0 tal que |k.x,| < &1 e < §. E claro que se

x € (—01,01), entdo A(z) = x. Logo,

S A ) = S ) =

r=0 kr r

LF
kr

o0
= ZxZgor(xl, ey Tpo1)
r=0
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; of |, —
Derivando r-vezes, obtemos o lve= 7l

Teorema 2.2.4 Todo conjunto diferencial C*° tem uma solucdao formal.

Demonstracao. A demonstracao é semelhante a do teorema 2.2.3. Seja
[{Sa}s fo, f1] um conjunto diferencial C*°. Seja {3,} o conjunto algébrico
associado a [{S4}, fo, f1]. Pela definigdo de conjunto diferencial, existe uma
série formal X922 com ¢, € C°(Vy,R?) e vy = fo, v1 = f1, que formal-
mente satisfaz as equagoes de todos os sistemas S,, em alguma vizinhanga
do conjunto S(fo, f1)-

Pelo item (i7) do teorema 2.2.2, entao existe uma unica série formal 32 @, u7
com ¢, € C®(Vy,RY) e p9 = fo, v1 = fi, que satisfaz formalmente a
equagao D, f(v) = ¢(j2f). Aplicando o lema anterior, existe uma fungao
C* f:V — R? com série de Taylor X o,z . Logo, f é a solugao formal
procurada.

cqd
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3 MERGULHOS LIVRES ISOMETRICOS

A partir de agora, as variedades tratadas serao admitidas riemannianas.

3.1 MERGULHOS ISOMETRICOS EM DIMENSOES
SUFICIENTEMENTE ALTAS

Enunciaremos, sem demonstracao, as versoes C*> e C'* do Teorema da Funcao
Implicita de Nash.

Teorema 3.1.1 [Versao C™ do Teorema da Fungao Implicita de Nash] Seja
V' uma variedade compacta C*™. Para todo mergulho livre C* f : V —
RY (imersao livre C™), existe uma vizinhanga G na topologia forte C* da
métrica g(f) tal que qualquer métrica nesta vizinhanga é induzida por um
mergulho livre C* (imersao livre C*) ¢ : V — R

Teorema 3.1.2 [Versao C* do Teorema da Fung¢do Implicita de Nash] Seja
V' uma variedade compacta C*. Para todo mergulho livre C* f : V —
RY (imersao livre C*) e para qualquer forma quadrdtica diferencial C* h :
T(V) — R, existe € > 0 tal que para qualquer nimero real ¢, com |c| < e,
a forma g(f) + ch é induzida por um mergulho livre C* (imersao livre C*)
p:V — RI.

Lema 3.1.1 Seja (V, B, 7) um fibrado vetorial C*°(C®) com base compacta.
Sejam s uma secao deste fibrado e F o conjunto de se¢oes C°(C®) tais
que para qualquer vetor v € U, onde U é uma vizinhanga de s(B), ezistem

segoes fi,..., fx € F' e numeros positivos ay, ...,y com oy fi(m(v))+ ...+
apfr(m(v)) = v. Entdo existem segoes s1,...,Sm € F e fungdes positivas
C®(C") aq,...,qm, : B— R tais que s = @151 + ... + @S-

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao deste lema em duas partes:

1. Provaremos inicialmente que para todo b € B, existem um conjunto de
secoes Si,...,8, € F e um conjunto de ntmeros positivos i, ..., G, tais

que F151(b) + ... + Bmsm(b) = s(b);
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2. Escolhendo exatamente as secoes sq, ..., S, acima, vamos definir
¢:BxR" =V

(b, 1, ... ) = (b, x1, ... Ty) = x151(b) + ... + TS (D)

Sejam Y = ¢ (s(B)) e RT = {(z1,...,2p);2; > 0,4 = 1,...,m}. Vamos
tomar o conjunto Y, =Y N (B x RT). Mostraremos que o fibrado trivial
(B x R™, B, ) possui uma segao a, C*(C?), tal que a(B) C Y.

Parte 1. Por hipétese, dado qualquer vetor v € U, onde U é uma vizin-
hanga de s(B), existem secoes fi, ..., fr € F' e niimeros positivos ay, . ..,
tais que ay fi(m(v)) + ... + axfr(7(v)) = v, Vo € U. Isto equivale a afirmar
que para cada b € B, existem secoes fi,...,fr € F e numeros positivos
ai, ..., ap tais que ag fi(7(v)) + ... + ap fr(7(v)) = v, para todo v € 771(b).
Mais ainda, para cada b € B, existem secoes fi,..., fr € F e nimeros pos-
itivos ayq, ..., a4 tais que a1 f1(b) + ... + apfr(b) = s(b). Basta notar que
7(v) = b, para todo v € T 1(b).

Seja U, C 7~ 1(b), uma vizinhanga de s(b). Sendo s continua, s~'(U,) é uma
vizinhanca de b que satisfaz a condicao de existirem segoes fi,..., fr € F e
nimeros positivos aq,...,ax tal que oy fi(z) + ... + arfr(x)) = s(z) para
todo x € s71(U,). Logo, podemos cobrir B com estas vizinhangas. Como B
é compacto, podemos encontrar uma subcobertura finita de B.

Seja Uy,...,U, a tal subcobertura finita de B. Cada U; tem a seguinte
propriedade: para cada x € Uj;, existem secoes f1, ..., fr € F' e nimeros pos-
itivos oy, ..., tais que ag f1(z) + ... + ap fe(z)) = s(x). Seja s1,...,5m a
uniao dos conjuntos de se¢oes que satisfazem a propriedade acima para cada
U; e seja B1,..., 3, a uniao dos nimeros positivos correspondentes. Logo
para cada b € B, temos que

B151(b) + ... 4+ Bmsm(b)) = s(b)

pois cada b € B pertence a algum U;, para algum 7.
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Uma conseqiiéncia desse resultado é que por s ser uma segao, isto é, s(m(v)) =
v, Yv € V, entao podemos afirmar que para cada v € V, existem secgoes
S1y.++ySm € F e nimeros positivos fy, ..., G, tais que fBisi(w(v)) + ... +

P (m(0)) = v.

Parte 2. Observemos inicialmente que {Y N (b x R™)} é um subfibrado
afim do fibrado trivial (B x R™, B, 7). Como para todo b € B existe uma
expansao s(b) = fis1(m(b)) + ... + BmsSm(7(b)), com [y,..., [, positivos,
segue que Y, intersecta toda fibra deste subfibrado.

Além disso, na topologia induzida em Y, Y, = Y NR?Y é um aberto em
Y. Logo, pela proposicao 1.2.3, existe, para todo ponto b € B, uma viz-
inhanga U, de b e uma secdo parcial ¢, : U, — B x R™ C*(C*) tal que
oo(Us) C Y

Seja Uy,, ..., U, uma cobertura de B e seja {\,..., A} uma particao de
unidade C*° subordinada a cobertura dada. Seja o = Ay, + ... + A\ s,
Observe que o : B — B x R™ define uma se¢cao C'*°. Isto prova o lema para
o caso U,

Para o caso C'%, esta secao C'™° pode ser substituida por uma secao C* do
subfibrado {Y N (b x R™)} que ¢é suficientemente préxima de « na topolo-
gia C°. Sendo a : B — B x R™, uma secao da forma, digamos, a(b) =
(b, a1 (D), ..., am(b)), estaremos encontrando fungoes «o; : B — R, C>®(C*
positivas e que satisfazem a condigao s(b) = aq(b)s1(b) + ... + am(b)sm (b
para todo b € B.

),
),
cqd

Proposicao 3.1.1 Seja V' wvariedade riemanianna compacta C*°(C®) com
métrica g. Entao existem funcoes reais C°(C*) @1, ..., om € fungdes positi-
vas C°(C%) ay, ..., Qm, todas com dominio V', tais que g = ay(dp)*+. ..+
U (depim)?.

Demonstracao. Sejam (V, B, 7) um fibrado C*°(C*) g-dimensional, V' var-
iedade riemanniana C*°(C®) n-dimensional ¢ @ : V' — T(V) uma forma
quadratica. Dado p € V| seja {ey, ..., e,} base ortonormal de 7,V

Qp(v) = Qp(vier + ... +vpe,) =0V + ...+ 02 =
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=mi(v)+...+7(v)

onde m;(v) = v; e v = vie; + ... + Vye,.

Como @), sendo uma forma quadratica, pode ser escrita como uma soma
de quadrado de formas lineares, temos apenas que verificar que para toda
forma linear L definida sobre T,V existe uma funcao C*°(C?) ¢ : V — R tal
que dyp = L.

O caso C* segue da existéncia de uma imersao analitica de V' em um espago
euclideano. Para o caso U, seja L : T,V — R uma forma linear. Existe uma
cobertura aberta {U,} de V e fungoes ¢, definidas em U, tal que L = di,
em U,. Sendo V' compacto, existe uma subcobertura finita {Uy,...,U,,} tal
que L = dp; em U;, j = 1,...,m. Seja {)\;} parti¢do da unidade subordi-
nada a subcobertura {Us, ..., U,}.

Para cada p € V vamos escolher uma vizinhanca V; tal que Vj C U; tal

que \j(p) =1 ,p € V;eN(p) =0, p¢V;. Vamos definir ¢ = Z)\jwj.

j=1
Entao d,y = Z N (p)dpy; + ¢ (p)dyp;. Como em Vj, \j(p) = 1 segue que
=1

j
d,\; = 0. Logo em V}, dy3p = d,v;, p € V; o que implica que L = d,1.

Na segdo 1.1 vimos que g e (dp;)? podem ser interpretados como segoes
do fibrado (Q(V),V, 7). Esta proposicao é um coroldrio do lema anterior
pois mostramos que para qualquer ponto p € V' e qualquer forma quadrética
positiva (), definida sobre o espago tangente 7,V existem fungdes C'*°(C?)
U1, ..., 1, sobre V tal que (dpyi1)? + ...+ (dpthn)* = Q.

cqd

Proposicao 3.1.2 Sejam V' uma variedade C*(C*) e g uma forma dife-
rencial quadrdtica sobre V' que pode ser expressa ma forma g = o2 (dp;)* +

.+ a2 (dpm)?, onde cada p; : V — R sao fungoes C°(C?) e as fungoes
a; 1 V. — R sdo fungoes nao negativas C>*(C*). Tomando A # 0, entdo
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podemos definir uma fungao C°°(C?) fA:V — R*™ tal que

P = P osr1m). - 2 cos(rg(v)),
B en(xor ()., 2P sen (A (1)

com g(f*) = % + g, onde h = (day)? + ... + (day,)?.

Demonstragao. Como foi dito na segao 1.1, g(f*) é a métrica em V in-
duzida por f* definida por:

g(fH)w) = g(dpf*(v))

Logo, temos que,

g(f1)(w) = g(d, fA(v)) =

= (P cos(ran(e) - 5 Ny (0)sen (i (0),
d a";\+i<v)sen()\90m+z‘(v)) O\ i) cos(A(0)) =
Z cos (Api(v) —ZZ ai(v)dy al/(\ v)dypilv >cos(/\g01( ))sen(Ap;(v))+

i=1

Jsen(Agi(v))?+

)\
Z a;(v)dypi(v)sen(Ap; (v Z

1

2y el e coswz-<v>>sen<m<v>>+§j<ai<v>dpsoi<v> cos(oi(1)))? =

=1
= (W S o)) =
=1

=1

h(v

2 T 9()

cqd

A proposicao 3.1.2 garante a existéncia de uma familia de fungoes, ja que
A € arbitrario.



Definicao 3.1.1 Seja f : V. — W uma imersao diferencidvel. A aplicagao
f chama-se curta se a métrica riemanniana induzida g(f) sobre V' € tal que
a forma g — g(f) € nao negativa. A aplicagio f € estritamente curta se a
forma g — g(f) € positiva. Nesse caso, g — g(f) € uma métrica riemanniana.

Toda imersao f : V — R, V variedade compacta, que é multiplicada por um
nimero suficientemente pequeno torna-se estritamente curta. De fato, dado
p eV, sejaTyV(p) = {vel,V;g,(v) =1}, onde g é a métrica riemanniana
sobre V. Como T,V (p) é compacto para todo p € V| existem dg, d; tais que
0<dp <g(f)(v) <oy, YoeTV(p),VpeV.

Seja € tal que 1 — €26; > 0. Seja h, = g — g(ef). Dado v € T,V, v # 0, para
p € V arbitrario, temos que:

v ) v
(9(v))z
Notemos que —*— € T1V(p). Como ¢g(f)(v) < &, Yo € YV (p), ¥p € V,

(9(v))2

)]

temos que
he(v) > g(v)[1 — €261] > 0

A 1ltima desigualdade deve-se ao fato de que g é uma métrica riemanniana.

Teorema 3.1.3 Toda variedade riemanniana V- compacta C*°(C*) n-dimen-
sional pode ser mergulhada isometricamente C*°(C®*) em um espago euclideano
de dimensdo suficientemente alta.

Demonstragao. Seja V' variedade compacta C*°(C?) n-dimensional com
métrica g. Pelo teorema 1.3.1, existe um mergulho livre C®(C?) fo : V — R¥,
para k suficientemente grande. Como toda imersao de uma variedade com-
pacta em um espaco euclideano torna-se estritamente curta apds a multi-
plicacao por um numero suficientemente pequeno, entao podemos assumir
que fy é estritamente curta.
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Logo, g — g(fo) é uma métrica riemanniana. Pela proposi¢ao 3.1.1, existem
fungoes reais C*°(C*) ¢, .. ., pm € fungdes positivas C°(C*) ay, . .., Gy, tais
que g — g(fo) = ar(dp1)* + ... + an(dpm)?. Pela proposigao 3.1.2, para al-
gum m existe uma familia de aplicagdes C=°(C) f*: V — R?*™ X\ # 0, com
9(f*) =35 +9—g(fo).

As versoes C* e C'* do Teorema da Funcao Implicita de Nash garantem
a existéncia de uma vizinhanga da métrica g(fy) tal que toda métrica nesta
vizinhanga é induzida por um mergulho livre isométrico C*° e C*, respecti-
vamente, f; : V — R isto é, para A suficientemente grande, temos g(f}') =

g(fo) - A_hz

Escolhendo um A suficientemente grande, vamos definir a aplicacao
fef:Vv-oRaR™
v (2 (0), fA(v))

A aplicacao f @ f* induz g, j4 que

9(F ) = (o)~ 15+ 5+~ (o) =g

cqd

3.2 MERGULHOS LIVRES LOCAIS ISOMETRICOS
EM Ré»t"

Definicao 3.2.1 Seja f : V — RY aplicagao C* onde V' é uma variedade
riemanniana C* com métrica g. Dado um conjunto A C V', suponhamos
que as expressoes, gi; € 9i;(f), das métricas riemannianas g e g(f) em coor-
denadas locais tem as mesmas derivadas parciais de todas as ordens em todos
os pontos de A. Diremos, entao, que f € uma aplicacdo infinitesimalmente
isométrica sobre A.

As seguintes observagoes precisam ser feitas:
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Observacgao 1. Se uma aplicagao f : V' — R? é infinitesimalmente isométrica
sobre um conjunto A C V' entao f|, também ¢ infinitesimalmente isométrica
sobre A, onde N é uma subvariedade de V.

Observacao 2. Uma aplicacao f : V — R? que ¢ infinitesimalmente
isométrica sobre um conjunto A C V é uma imersao diferenciavel em al-
guma vizinhanca de A.

Observacao 3. Se uma aplicacao f : V — RY é infinitesimalmente isométrica
sobre uma subvariedade N C V entao sua restricao f|, ¢é uma imersao
isométrica.

Proposicao 3.2.1 Seja f : V. — R? um mergulho livre C* (imersao livre
C*>) que € infinitesimalmente isométrica sobre um conjunto compacto A.
Entao existe uma vizinhanga de A que tem um mergulho livre isométrico C'™
(imersao livre isométrica C*) em RY.

Demonstracao. Seja K subvariedade compacta de V' contendo uma vizi-
nhanca de A. Pela observacao 1, da secao 1.3, f| ¢ livre. Pela versao C'*°
do Teorema da Funcao Implicita de Nash, a métrica g(f |x) tem uma vizi-
nhanca G na topologia forte C'*°, tal que qualquer métrica em G é induzida
por um mergulho livre C* (imersao livre C*®) ¢ : K — RY.

Como G é uma vizinhanga na topologia forte C*°, em particular, G é uma
vizinhanga na topologia forte C" para algum r finito. Pela observacao 1
acima, f, € infinitesimalmente isométrico sobre A. Logo, podemos escolher
uma métrica g em G que coincida com a métrica de V' em alguma vizinhanca
U de A. A restrigao a U do mergulho livre isométrico ¢ : V' — RY induzido
pela métrica g é um mergulho livre isométrico C* (imersao isométrica livre
).

cqd

Definicao 3.2.2 Seja V wvariedade riemanniana n-dimensional e Vi subva-
riedade de V', (n — 1)-dimensional. Diremos que o par (V,Vy) € normal se V
¢ uma vizinhanca tubular aberta de Vi de raio constante.

Lembramos que uma subvariedade de uma variedade riemanniana sempre
tem uma vizinhanga tubular de raio constante se a subvariedade é compacta
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e estd contida no interior da variedade. Logo, se uma subvariedade V; (n—1)-
dimensional de uma variedade n-dimensional V' é compacta e esta contida
no interior de V, entdo V' contém uma subvariedade V; tal que (V1,V4) é um
par normal.

Se (V,Vp) é um par normal, entdo a decomposigao normal V' = V; x (—a, a)
nos permite introduzir um sistema de coordenadas em V', chamado de sistema
de coordenadas normais. Neste sistema, as expressoes da métrica riemanni-
ana em V' assume os seguintes valores: g;; =0,se i # je g;; = 1 se i = j.

Sejam V' = Vj X (—a, a) variedade riemanniana n-dimensional com métrica g
e (V, V) um par normal, onde estamos identificando V; com V; x {0}. Seja
fo : Vo — R? aplicacao C'*°. Para cada sistema de coordenadas locais em V}
considere o sistema de equacoes algébricas lineares

{ <Dkf0’f1> =0 (3)
(Drifo, [1) = =3 Dngm

comk,l=1,....n—1, k <I[. A funcao f; : Vo — R? desempenha o papel
de incégnita.

Para cada sistema de coordenadas normais em V considere o sistema es-
pecial de equacoes diferenciais

(Dnf, Donf) =0 (4)
<Dklf7 Dnnf> = <Dknf7 Dlnf) - %Dnngkl

A funcdo f : V — R? desempenha o papel de incognita no sistema (4).
Podemos estabelecer um elo entre os dois sistemas, se as condig¢oes inici-
ais fl,, = fo, Dnfly, = J1 sao verificadas. Sempre consideraremos f, uma
aplicacao livre, em especial, no proximo lema, provado por Janet.

Lema 3.2.1 Seja (V,Vy) um par normal com dimV = n. Sejam fy : Vo —
R? uma tmersao isométrica C* e f; : Vo — R? uma aplicagao C*, com
(fi(v), fi(v)y =1, Yo € V.. Suponha que fo e f1 satisfacam as equagoes do
sistema (3) para todo sistema de coordenadas locais. Se eziste uma aplica¢ao
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¢ f:V — R? que satisfaz as condigoes iniciais f, = fo, Dufjy,, = f1 e
para todo sistema de coordenadas normais satisfaz o sistema (4), entao f é
uma 1mersao 1Sométrica.

Demonstracao. Basta considerarmos o caso em que V' é coberto por um
sistema de coordenadas normais o qual fixaremos. Ponhamos

Eij(v) = (Dif(v), Dif(v)) = gi5(v)

O lema estard provado se conseguirmos mostrar que E;;(v) =0,Vv € V.

Para simplificar a notacao, escreveremos apenas

E;; = <Dif7 Djf> — Yij

sobre V. E claro que em particular,

Ein - <sz7 an> — Gin

sobre V. Sendo assim,

Usando as duas primeiras equagoes do sistema (4) e usando o fato de que
gin=0,i=1,....,n—1 ¢ g,, = 1 pois o sistema de coordenadas é normal,
obtemos,

D, E;, = <Dmf7 an) - <Dmf7 an> —0=0

sobre V', i =1,...,n. As condicoes iniciais f|VO = fo, an|V0 = f1 permite-
nos escrever a primeira equacao do sistema (3) como (Dyf, D, f) = 0 sobre
Vo. Isto implica que E;, = (D;f, Dpf) — gin = 0 sobre Vj, lembrando que
gin = 0,4 =1,...,n — 1, pois o sistema de coordenadas é normal. Como
D, E;, = 0, concluimos que E;, = 0 sobre V. Agora mostraremos que
DnnEkl — DknEln + DklEnn — DlnEkn = O, onde k,l = 1, e, — 1, k < l.

DnnEk:l = Dnn{<Dkfu le> - gkl} =
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= <Dnnkf7 le> + 2<anfa Dnlf> + <D/€f7 Dnnlf> - Dnngkl

DknEln = <Dknlfa an>+<anf7 Dnlf>+<Dklf7 Dnnf>+<le7 Dknnf>_Dkngln

DyEvy = 2(Diinf, Dnf) + 2(Dinf, Dinf) — DiiGnn

Dy Eryp = (Dyin f Dn f)+(Doie f, Din )+ (D f, Do f)+(Dr f Dinnn f) — DinGien

Novamente usando o fato de que ¢g;,, = 0,7 =1,...,n—1¢e gn, = 1 pois o
sistema de coordenadas é normal, temos que

DnnEkl - DknEln + Dk‘lEnn - DlnEkn - _2<lefa Dnn.f) - <le7 Dknnf>

Observando a ultima linha do sistema (4), concluimos que

DnnEkl - DknEln + DklEnn - DlnEkn =0

sobre V. Como E;, =0,7=1,...,n, obtemos,

0= DnnEkl - DknEln + DklEnn - DlnEkn = DnnEkl

sobre V. Mostraremos agora que D, Fy — Dy Ey,, — DiEy, = 0 sobre V.

DynEy = (Dinf, Dif) + (Di.f, Dinf) — Dngi

Dy.Ey, = (D f, D f) + (Dif, Dinf) — Dngin

DyEyy = (D f, Dnf) + (Dr.f, Din f) — Digrn
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Logo,
D, Ey — DyEyy, — DiEyy, = —2(Dyf, Dy f) — Dpg

Usando a segunda linha do sistema (3), temos que D,, Ey;— Dy Ej,— D Eg,, = 0
sobre V5. Como FE;, = 0 sobre V', em particular sobre Vj, entao D,Ey; = 0
sobre V. Por hipdtese, fo é uma isometria. Logo Fy; = 0 sobre V4. Como
D, Ey = 0 sobre V e D, Ey = 0 sobre V; concluimos que Fy; = 0 sobre V.
Adicionando o fato de que E;, = 0 sobre V, ¢ = 1,...,n, concluimos que
E;; = 0 sobre V.

Sendo assim, g;; = (D, f, D;f) sobre V e portanto f é imersao isométrica.
cqd

Apresentamos agora a seguinte modificagao do lema 3.2.1:

Corolario 3.2.1 Sejam V,Vj, fo e fi como no lema 3.2.1. Se uma aplicacdo
C>® f:V — RY satisfaz as equagies do sistema (4) para todo sistema de
coordenadas normais, entao f € infinitesimalmente isométrico sobre V.

Demonstracao. A prova éigual ao lema 3.2.1 com f e g;; sendo substituidas
por suas expansoes de Taylor na tltima coordenada.

Lema 3.2.2 Sejam (V,Vy) um par normal com dimV =n e f:V — R?
uma aplicacao C°. Seja fo = f|vO uma aplicagao livre e f1 = an|V0 uma
solugdo regqular unitdria do conjunto diferencial (3). Se existe uma aplicag¢ao
¢ : V. — R? que satisfaz para todo sistema de coordenadas locais em Vi as
equagoes

s

Dy fo,¢) =0

(i d) = )
<Dkf17¢> =0

sobre Vi, entao a aplicagcao f € livre em alguma vizinhanca de Vj.
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Demonstracao. Novamente é suficiente considerar o caso em que V é
coberta por um sistema de coordenadas normais. Para mostrarmos que f
¢ uma aplicacao livre sobre alguma vizinhanca de Vj, basta que o conjunto
de vetores {D; f(v), D;; f(v)}, 1 <i < j <nseja LI sobre Vj.

Notemos inicialmente que as derivadas parciais de primeira e segunda or-
dem de f e fy coincidem em Vj, ou seja, Dy f(v) = Dyfo(v) e Dy f(v) =
Dy fo(v), parav € Vp, k,l=1,...,n—1, k <. Como fy é uma aplicacao
livre, entdo {Dyf(v), Dk f(v)} constituem um conjunto LI para v € Vj,
kil=1,...n—1, k<l

Por hipdtese, f; é uma solugdo regular unitdria do sistema (3). Como
D,f(v) = fi(v), v € Vj, e conseqiientemente, D, f(v) = Dyfi(v), v € V,
k=1,...,n—1, entdo o conjunto {Dyf(v), Drf(v)} — {Dpnf(v)}, k,1 =
1,...,n, k<l é LI parav € V5. Mesmo se acrescentarmos o vetor D, f(v),
o conjunto {Dyf(v), D f(v)}, k,l = 1,....,n, k <[, v € Vj, ainda é LI.
Basta observar as equagoes da hipotese deste lema.

cqd

Antes de prosseguirmos para a proxima se¢ao, facamos as seguintes ob-
servagoes. Suponhamos que (V, V5) é um par normal com dim V' = n. Sejam
fo : Vo — R? aplicacao livre C* e f; : Vj — R? solucao unitéaria regular C*°
do conjunto (3). Entao,

Observagao 1. Cada sistema em (5) é regular e de posto s, +n — 1. Todos
os sistemas em (5) juntamente com (6) formam um conjunto diferencial de
posto s, +n — 1.

Observagao 2. Se ¢ : V — R? é uma aplicacao C™ tal que ¢y, ¢
uma solu¢do unitdria para o sistema (4), entdo o sistema formado por (4)
e (@, Dpnf) = 1 é regular com relacao as condigoes iniciais fvy, = Jos
Dy fiy, = fi. O tal sistema expandido junto com as condiges iniciais con-
stituem um conjunto diferencial.

Definicao 3.2.3 Seja V wvariedade riemanniana. Uma subvariedade N C V
é geodésica no ponto p € N se as geodésicas em N partindo de p também sao
geodésicas em V.
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Proposicao 3.2.2 Sejam V uma variedade riemanniana analitica n-dimen-
sional e Vo uma subvariedade (n — 1)-dimensional que é geodésica em um
ponto interior vy € Vo. Se fo : Vo — RY, q > s, € uma aplicacao livre
isométrica analitica, entao existe uma aplicacao isométrica analitica f -
Uy — R?, onde Uy € uma vizinhanca de vy em V.

Demonstragao. Vamos assumir que (V, V4) é um par normal coberto por um
sistema de coordenadas normal. J& que V| é geodésica em vy, segue que neste
sistema de coordenadas, D, gy (vo) = 0. Logo, o sistema (3) é homogéneo em
vp. Sendo regular e de posto menor do que ¢, usando a proposicao 2.1.1, o
sistema (3) tem uma solu¢do unitdria analitica f; em alguma vizinhanga Uy
de vg em V.

Agora, tomaremos o par (V,Up). Pelo sistema (3), o vetor fi(vg) é ortogonal
aos vetores Dy fo(vg) € Dy fo(vo), lembrando que o sistema (3) é homogéneo
em vy. Logo, podemos assumir que f;(v) é sempre linearmente independente
dos vetores Dy, fo(vg) € Dy fo(vg). Esta independéncia implica que o sistema
(4) é regular com respeito aos dados iniciais f,, = fo, Dy f}y, = f1-

Lembrando que estamos considerando o par (V, Up), o teorema 2.2.3, garante
que existe uma solugao analitica f : V' — RY para este sistema. Pelo lema
3.2.1, a aplicacao f é uma imersao isométrica.

cqd

Teorema 3.2.1 Seja V wvariedade riemanniana analitica n-dimensional com
um ponto interior. Entao existem uma vizinhanga U deste ponto e um mer-
gulho livre 1sométrico analitico f: U — R,

Demonstracao. A prova serd feita por indugao sobre n. Seja V' variedade
n-dimensional e vy € V um ponto interior. Seja Vj subvariedade de V', (n—1)-
dimensional, tal que V| seja geodésica em vy. Por hipotese de indugao, exis-
tem uma vizinhanca U de vy em Vj e um mergulho livre isométrico analitico
f:U — Rén1#n=1 © Ré» Entao aplicamos a proposicao anterior.

cqd

Proposigao 3.2.3 Seja V' variedade riemanniana C*(C®) n-dimensional.
Seja Vo subvariedade (n — 1)-dimensional que é geodésica em um ponto in-
terior vg. Se f : Vo — RY, q > s, +n € uma aplicagcao livre isométrica
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C>®(C%), entao existe uma aplicagdo isométrica livre C*(C*), ¢ : U — R
onde U € uma vizinhan¢a de vy em V.

Demonstragao. Vamos seguir a mesma idéia inicial da proposicao 3.2.2.
Vamos assumir que (V,Vj) é um par normal coberto por um sistema de co-
ordenadas normal singular. Logo o sistema (3) é homogéneo em v, e regular.
Como sua imagem s, — 1 é menor que ¢ — (n — 1), pela proposigao 2.1.3,
existe uma solugdo C*°(C?) regular unitaria f; : Uy — RY, onde Uy é uma
vizinhanca de vy.

Novamente, tomaremos o par (V,U). J4 que o sistema do lema 3.2.2 é
homogéneo e de imagem s, +n —1 < ¢ entao ele possui uma solucao unitaria
regular C*°(C%) ¢g : Uy — R?. Vamos extender ¢y de uma maneira qualquer
a uma aplicacao ¢ : V — RI. Notemos que o sistema formado pelo sis-
tema (4) e (¢, Dpnf) = 1 é regular com relagao aos dados iniciais f |y,= fo,

D, f |Vo: Ji-

Pelas proposigoes 2.1.2 e 2.1.3 existem, respectivamente, uma solucao ¢ :
V' — R satisfazendo os dados iniciais no caso analitico e uma solucao formal
v : V. — R satisfazendo os dados iniciais no caso C*°. Pelo lema 3.2.2,
@V — R ¢ livre. Pelo 3.2.1 e pelo seu corolario, ¢ €, respectivamente,
isométrico no caso analitico e infinitesimalmente isométrico no caso C'**°. Por
fim, aplica-se a versao C'*° do Teorema da Fungao Implicita de Nash para o
caso C'°.

cqd

Teorema 3.2.2 Seja V' variedade riemanniana n-dimensional C*(C*) com
um ponto interior. Entao existem uma vizinhang¢a U deste ponto e um mer-

gulho livre isométrico f : U — R C°°(C?).

Demonstragao. Seguiremos a mesma idéia utilizada no teorema 3.2.2. Seja
V' variedade n-dimensional e vy € V um ponto interior. Seja V[ subva-
riedade de V', (n — 1)-dimensional, tal que V, seja geodésica em vy. Por
hipétese de indugao, existem uma vizinhanca U de vy em Vj e um mergulho
livre isométrico C°(C*) f : U — Ré»—1tn=1 C Rs»" Entao aplicamos a
proposicao anterior.

cqd
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3.3 MERGULHOS LIVRES ISOMETRICOS EM R#t4n+5

Proposicao 3.3.1 Seja Vi uma variedade riemanniana compacta (n — 1)-
dimensional. Seja [ : Vo — R? um mergulho livre isométrico C*°(C®) com
q > Sp+2n — 1. Entao existe um mergulho livre isométrico C*(C®) f :
Vo X (—a,a) — R? com a > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao. Seja fy : Vo — R? um mergulho livre isométrico C*°(C®)
com q > s, + 2n — 1. Para qualquer a > 0, seja V = Vj x (—a,a). O
par (V,Vy x 0) constitui um par normal, com V; x {0} sendo geodésica em
cada ponto. O fato de ser geodésica implica que o conjunto diferencial (3) é
homogéneo. Como seu posto s, — 1 é menor que ¢ — 2(n — 1) por hipdtese,
pela proposicao 2.1.4, existe uma soluc¢ao unitaria C*°(C*) f; : Vo — RY.

Com isto, o sistema do lema 3.2.1 forma um conjunto diferencial de posto
sp+n—1. Como s,+n—1é menor que ¢g— (n—1), pela proposigao 2.1.2, este
conjunto tem uma solugao unitaria C°(C®) ¢y : Vo — RZ. Vamos extender
¢o a uma aplicagao C>*(C?) ¢ : V — R

Juntando ¢, o sistema (4), os sistemas do lema 3.2.2 e as condigbes ini-
ciais f |y,= fo, Duf |vu,= f1 obtemos um conjunto diferencial. Se tomarmos
a suficientemente pequeno, entao este conjunto tem uma solucao analitica
f 'V — RY no caso analitico, e uma solugao formal f : V' — R? no caso C*.
Pelo lema 3.2.2, f é uma aplicacao livre.

Pelo lema 3.2.1 e seu coroldrio, f é isométrica no caso analitico e infinites-
imalmente isométrico no caso C'*°. Sendo f injetiva sobre Vj e ja que uma
imersao diferenciavel que é injetiva sobre um compacto é injetiva sobre uma
vizinhanga do mesmo, a prova completa-se para o caso analitico. Para o caso
C™ basta aplicar a proposicao 3.2.1.

Corolario 3.3.1 Se V, ndao tem componentes fechadas, a proposicao 3.3.1 é
vdalida se tomarmos q > s, + 2n — 2.

Demonstracao. A prova é idéntica a proposi¢ao 3.3.1, pois a proposi¢ao
2.1.2 garante o resultado quando a variedade nao tem componentes fechadas.
cqd
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Proposicao 3.3.2 Seja V' wvariedade riemanniana C>*(C®) compacta n-di-
mensional. Suponha que V' tenha um mergulho livre isométrico C*°(C®) em
R? para q > s, + 4n + 5. Entdo para a suficientemente pequeno, o produto
V x IntD*(a) também tem um mergulho livre isométrico C*(C*) em RY,
onde IntD?*(a) indica a bola aberta em R? de centro em (0,0) e raio a.

Demonstragao. Para provarmos esta proposicao, basta construirmos uma
variedade V; riemanniana C*°(C*) n + 1 - dimensional tal que:

i) Vi é compacta e ndo tem componentes fechadas;
ii) Para algum b > 0, V; contém o produto V' x (—b,b);

iii) Existe um mergulho livre isométrico C*(C?) f : Vi — RY, ¢ < s, +
4dn +5.

Como ¢ < s, +4n 4+ 5 = 8,12 + 2(n + 2) — 2, pelo corolario 3.3.1, ex-
iste um C*°(C*)-mergulho livre isométrico ¢ : V; x (—¢,¢) — R% para
¢ > 0 suficientemente pequeno. Se tomarmos a = min{b, c}, teremos que
V xIntD?*(a) C V x(=b,b)x (—c,c) =V} x(—c,c). Logo, podemos restringir
¢ aV x IntD*(a) e obtemos entdao o mergulho livre isométrico C=(C?) de-
sejado.

Se V é fechada, entdo podemos tomar o produto Vi = V x [=b,b], para
b > 0 suficientemente pequeno. O resultado segue do corolario anterior,
jaque ¢ > s, +2(n+1) —1 = s, +3n+ 2. Se V tem fronteira, entao
V' x [=b,b] ndo é uma variedade riemanniana no sentido usual. No entanto,
no caso C*° podemos obter Vi, removendo vizinhangas de 9V x (—b) e IV x b.

No caso analitico, podemos obter uma variedade riemanniana analitica n-
dimensional compacta V'. Pelo teorema 1.3.1, podemos construir um mer-
gulho livre isométrico analitico de V' x (—b, b) em RY, para ¢ suficientemente
grande, com b > 0 suficientemente pequeno. Para escolher Vi, tomamos
qualquer subvariedade compacta de V' x (—b,b) que contenha V' x 0.

cqd

Proposicao 3.3.3 Seja V wvariedade compacta C*(C®). Sejam fo:V — RY
um mergulho livre C*°(C?), com q > s, +4n+5 e p : V — R uma fungao
arbitraria C>(C). Entao existe um mergulho livre C*(C*) f:V — R? tal

que g(f) = g(fo) + (de)?.
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Demonstragao. Seja V' é uma variedade compacta C*°(C%), ¢ > s, +4n+5.
Como fy ¢ um mergulho, V' pode ser vista como uma variedade riemanniana
com a métrica induzida por fo, isto é, com a métrica g(fy). Pela proposigao
3.3.2, existe um mergulho livre isométrico C=(C?) f; : V x IntD?*(a) — RY,
para a > 0 suficientemente pequeno. Vamos definir a fungao

f2:V — V x IntD*(a)
a 2 a 2

v — (v, 3 cos(asﬁ(v))a §sen(5gp(v)))

A fungao fy é uma imersao C'*(C?), pois

By () = (0, —sen(p(p)dyp(v), cos( - p(p)) o ()

é injetiva para todo ponto p € V. Além disso, f; é um homeomorfismo sobre
f2(V), isto é, fo é um mergulho C*°(C?). O seguinte cédlculo mostra que,

9p(f2)(v) = gp(dyp fo(v)) =

9p(fo) () + (—sen(gso(p))olpw(v))2 + (COS(Qw(p))dpcp(v))2

= gp(fo)(v) + (dp@(U»Z

Vamos definir a funcao f = f1 o fo. A funcao f : V — R? é um mer-
gulho C*°(C*) pois é composicao de mergulhos C>*°(C*). Como f; é uma
aplicacao livre, entao, pela observacao 1, da secao 1.3, sua restricao a sub-
variedade fo(V) também é uma aplicagao livre. O conjunto imagem de fo
é uma subvariedade pois fo é um mergulho. Portanto, f é um mergulho
livie C°°(C%). Como g(f2)(v) = g(fo)(v) + (dp(v))* e f = f1 o f2, entdo
9(F)(v) = g(fo)(v) + (dp(v))2.

Teorema 3.3.1 Toda variedade riemanniana compacta C(C®) tem um mer-

gulho livre isométrico C°(C®) em R T4n+5,

Demonstracao. Seja V uma variedade riemanniana com métrica g. Pelo
teorema 1.3.1 existe um mergulho livrte C®(C?) fo : V — RS TnH5 Va-
mos assumir que fo é um mergulho estritamente pequeno. Logo g — g(fo) é
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uma métrica riemanniana C°°(C*). Pela proposi¢ao 3.1.2; existem fungoes
©1,..., 0V — R tal que

(de1)® + ...+ (dew)® = g — g(fo) (7)

Como fo : V — R H7H5 & um mergulho livie C*°(C%) e ¢, : V — R é uma
funcao C*°(C?), pela proposigao 3.3.3, existe um mergulho livre C*°(C?)
fi1:V — R? tal que

9(f1) = g(fo) + (de1)?

Como ¢y : V. — R é uma funcdo C*°(C?) e f; é um mergulho C*(C?),
novamente pela proposicao 3.3.3, existe um mergulho livre C*(C?) fy: V —
R? tal que g(f2) = g(f1) + (dp2)*. Como g(f1) = g(fo) + (dip1)?, entdo

9(f2) = g(f1) + (dp2)* = g(fo) + (dip1)” + (dg2)®

Usando indugao, isto é, suponha que g(fr_1) = g(fo)+(dp1)*+. ..+ (dpr_1)?,
onde fz—1 : V — R? é um mergulho livre C*°(C?). Como ¢, : V — R é uma
fungao C*°(C*), pela proposicao 3.3.3, existe um mergulho livre C*°(C®)
fr 1V — R? tal que

9(fe) = g(frmr) + (der)® = g(fo) + (depr)? + ... + (dep)?

Pela equagao (7), concluimos que g(fx) = g, ou seja, fr : V. — R? é um
mergulho livre isométrico C*°(C?).
cqd
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