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Introducao

A prova da existéncia de uma geodésica fechada sobre uma superficie qualquer de
género zero, foi dada por Birkhoff em 1917. Depois, em 1929, Lyusternik e Schnirelmann
mostraram que sobre uma tal superficie sempre existem trés geodésicas fechadas sem auto-
intersecoes. Este ltimo resultado nao pode ser melhorado, visto que em um elipséide com
trés eixos diferentes, todos tendo aproximadamente o mesmo comprimento, nao existem
mais do que trés de tais geodésicas (isto foi mostrado por Morse, ver o capitulo 5 de
9]). Mais tarde, em 1951, Lyusternik e Fet provaram a exiténcia de ao menos uma
geodésica fechada sobre toda variedade riemanniana compacta e sem bordo (ver [12] e
[13]). O principal objetivo deste trabalho é demonstrar este ltimo resultado, o teorema
de Lyusternik e Fet, e generaliza-lo para espacos geodésicos. Usamos como referéncia o
apéndice de [9], onde o conceito de diferenciabilidade é usado de forma nao essencial, o

que nos permitiu fazer uma generalizacao, quase direta, para espagos geodésicos.

O método essencial a ser usado na demonstracao do teorema de Lyusternik e Fet,
consiste em construir uma deformacao D do espago PM, com propriedades interessantes,
onde PM ¢ o espaco das curvas fechadas diferencidveis por partes numa variedade rie-

manniana compacta M.

A idéia desta construgao, é a seguinte. Fixe k > 0. E denotard a integral da energia.
Dada uma aplicacao diferenciavel por partes ¢ : S = [0,1]/{0,1} — M, com E(c) <
k, dividiremos o intervalo [0, 1] em sub-intervalos suficientemente pequenos [t;,t;11], de

forma que ¢(t;), c(t;11) tém a propriedade de que existe uma tnica geodésica minimizante



ligando-os. Como M ¢é compacta, o raio de injetividade n de M ¢ positivo, logo tal
subdivisao é possivel. Substituindo a curva ¢ pela uniao dos segmentos geodésicos que
unem os extremos c(t;), ¢(t;11), obtemos uma nova curva (que é uma geodésica por
pedagos), com energia menor ou igual a da curva original ¢. Além disso, esta geodésica por
pedagos é homotdpica a c. Em seguida, iteramos este processo, ligando os pontos médios
dos sub-intervalos da etapa anterior por meio de uma tnica geodésica minimizante. Desta
forma, geramos uma geodésica por pedacos, Dc, novamente com energia menor ou igual

a da curva original ¢ e homotdpica a mesma.

Uma propriedade importante desta deformacao, é a seguinte. Se a curva original é
uma geodésica, a curva Dc obtida por meio da deformagao acima mencionada, continua
a mesma, isto é, ¢ = Dc, se ¢ for uma geodésica fechada. Mais ainda, E(Dc) < E(c) e

E(Dc) = E(c) se, e somente se, ¢ ¢ uma geodésica fechada.

Segue uma breve descri¢ao do contetido desta monografia.

No capitulo 1 apresentamos alguns fatos preliminares (defini¢oes e resultados técnicos)

que serao utilizados na prova do Teorema de Lyusternik e Fet.

No capitulo 2 apresentamos a construcao da deformacao D e suas principais pro-

priedades. Em seguida, provamos o teorema de Lyusternik e Fet.

Finalmente, no capitulo 3 fazemos uma generalizacao do teorema de Lyusternik e Fet
para espacos geodésicos. A idéia da demonstracao é exatamente a mesma que no caso
riemanniano, salvo pequenas modificacoes. Por exemplo, em um espaco geodésico X
nao existe a nocao de diferenciabilidade, diante disto, substituimos o espaco PM, usado

nos capitulos 1 e 2, pelo espaco PX, o qual é formado pelas curvas fechadas poligonais
c: S — X.

Recife, Marco de 2003.



Capitulo 1

Preliminares

Nosso principal objetivo neste capitulo é fixar notagoes e terminologias, e, como
dissemos na introducao, apresentar defini¢oes e resultados técnicos que serao utilizados

na prova do teorema de Lyusternik e Fet.

Dividimos o capitulo em duas se¢oes. Na primeira secao apresentamos preliminares
geométricos: definicoes do espaco PM, comprimento e energia de uma curva e raio de
injetividade de uma variedade riemanniana. Também enunciamos resultados que
descrevem a dependéncia continua de geodésicas (suficientemente pequenas) em relagao a
seus extremos. As provas destes resultados podem ser encontrados em qualquer livro de

Geometria Riemanniana, por exemplo [3] e [10].

Finalmente, ainda na primeira secao, enunciamos e provamos um resultado sobre a
existéncia de subseqiiéncias convergentes de uma seqiiéncia de caminhos. Com este resul-
tado se faz desnecessario o uso do teorema de Arzeld-Ascoli (veja comentério na pagina
10).

Na segunda secao apresentamos preliminares topoldgicos: um resultado classico sobre
Topologia de variedades fechadas (que provamos, pois nao o encontramos explicitamente
enunciado em nenhum texto) e uma construcao topoldgica necesséria na prova do teorema

de Lyusternik e Fet.



1.1 Preliminares Geométricos

Em todo o texto, M denotarda uma variedade riemanniana e S denotara o espago
quociente [0,1]/{0,1} ~rop {(z,y) € R*2? +y*> = 1} = {z € C;|z| = 1}, onde ~rop

significa homeomorfismo.

Dados dois espagos topolégicos A, B, denotamos por C°(A, B) o espaco das aplicagoes
continuas f : A — B com a topologia compacto-aberta. Lembre-se que se A é compacto e
B é um espago métrico (com métrica dg), a topologia compacto-aberta é metrizdvel, isto

é, a topologia é induzida por uma métrica d, onde d é a métrica da convergéncia uniforme:

d(f,g) = supacadp(f(a),g(a)) (ver [14], pagina 286).

Nesta monografia, trabalharemos com o espaco C°(S, M), que é o espaco das curvas
fechadas em M. Como S é compacto e M é um espago métrico, C°(S, M) é metrizdvel,

com métrica

d(c,c) = supd(c(t),d(t)),

tes

¢, € C°S, M).

1.1.1. Definigao. Denotaremos por PM o subespago de C°(S, M) formado pelas curvas
fechadas diferenciaveis por partes, isto é, pelas curvas continuas ¢ : S — M para as quais
existe parti¢ao do intervalo [0, 1] por pontos 0 =ty < t; < ... <t < tx41 = 1 tal que ¢ é

diferenciavel em cada [t;,t;41], i =0, ..., k.

O comprimento L e a integral da energia F, para uma curva c : [a,b] — M (néo

necessariamente fechada) sdo dados por

b 1 b
L(c):/ €] dt e E(c):ﬁ/ ¢? dt.



Por exemplo, se ¢ € PM (i.e., ¢ é fechada) temos

1 1 1 1
:/Mﬁ:/ﬂdﬁfzE@:—/wﬁﬁ:—/wﬁm
s 0 2Js 2 Jo

Sea=0eb=1,as fungdes L e E estao relacionadas por L(c) < /2 E(c), com igualdade
se, e somente se, ¢ estd parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco, isto

é, L(C|[O7t]) =t L(C).

De fato, pela desigualdade de Holder, temos:

1 9 1 1
:(/ |c'|dt> g/ |c'|2dt/ 12 dt =2 E(c).
0 0 0

A igualdade vale se, e somente se, existem constantes a e 3, ambas nao nulas, tais que
a |¢)* = 3 12, donde

K 2 ¢ 1/2
L(clpg) = (/0 €| dt) = / |¢[? dt / 12 dt)

= (B8/a) 1/2 £1/2 41/2

= (B/a)?t
= |é¢lt

_ /\dﬁ

1.1.2. Observacao. Verifica-se facilmente que L e E sao aditivas no seguinte sentido.
Dadas aplicagoes « : [a,b] — M e [ : [b,c] — M tais que a(b) = [((b), definimos

aUJp:la,c] — M por
e g | at), tela,b]
QUB@%_{ﬁ@,tewp]

Entao L(aUB) = L(a) + L(B) e E(aU ) = E(«a) + E(B).



1.1.3. Definigao. P*M := {c € PM; E(c) < k}.

Observe que P'M ~rop M, pois se ¢ € P°M, entao E(c) = 0, o que implica que ¢ é
uma aplicagao constante. Assim podemos fazer corresponder a ¢ sua imagem (que consiste

de um tnico ponto). E fécil verificar que esta correspondéncia é um homeomorfismo.

1.1.4. Definigao. Sejam M uma variedade riemanniana e p € M. O raio de injetivi-
dade n(p) de p é o supremo em R" dos nimeros o tais que exp,|p,,) ¢ injetiva, onde
B,(0,) denota a bola aberta de raio p e centro 0, (vetor nulo em T,M). Para A C M,
definimos o raio de injetividade n(A) de A por:

n(A) = infrean(p).

n(M) chama-se o raio de injetividade de M.

1.1.5. Proposicao. O raio de injetividade n(p) depende continuamente de p. Se K C M
¢ compacto, o raio de injetividade n(K) € positivo. Em particular, se M é compacta, o

raio de injetividade de M € positivo.

Prova. Ver [10], pagina 131.

Dada uma variedade riemanniana compacta M, definimos Kj; = sup,c){o,(P)},
onde P C T,M é um 2-plano, 0,(P) é a curvatura seccional de P em p. Como o,(P) é

continua em P e em p e M é compacta, temos que K); < co. Definimos também

| min{n(M),7/2v/K\}, se Ky >0
v = n(M),se Ky <O0.

Lembre que se M ¢é variedade riemanniana completa, M é metrizavel, com métrica



completa
du(p,q) = inf L(c),

c€Qp g
p, q € M, onde €, , denota o conjunto dos caminhos diferencidveis por partes ¢ : [0,1] —
M tal que ¢(0) = p e ¢(1) = ¢ (ver [3] pagina 146).

1.1.6. Observagao. Dada uma variedade riemanniana compacta M, pela proposi¢cao
1.1.5, o raio de injetividade n(M) de M é positivo, logo 1y (que denotaremos simples-
mente por 1) também o é. Assim dados quaisquer dois pontos p e g em M, com d(p, q) < 7,
existe uma tnica geodésica minimizante c,, = cp(t), 0 < ¢ < 1, ligando p a ¢ (ver [10],
pagina 57). Além disto, esta geodésica minimizante depende continuamente de p e ¢ (ver
[1], pagina 16). Quando o dominio nao é necessariamente o intervalo [0, 1], denotaremos

por ¢y4lla, b] a geodésica minimizante de p a ¢ definida em [a, b].

Em alguns dos resultados adiante, usaremos consistentemente o nimero 7/2, pois

precisaremos de bolas fechadas.

Note que a observac¢ao 1.1.6. também vale substituindo [0, 1] por [a,b]. Note ainda

que a continuidade da aplicagao (¢,7) — ¢, /q,7 € M, implica nas observagoes a seguir.

1.1.7. Observagao. Se p, — p e ¢, — ¢, d(Pn,qn) < N/2, entdo ¢4 — Cpgs € €

verdade que E(cp,q,) — E.,,, apesar de I/ nao ser continua em PM.

De fato, temos que E(cp,q,) = (L(cp,q.))?/2 = d*(pn, gn)/2. Como a funcio distancia
é continua, segue que F(c,,4.) = d*(pn,qn)/2 — d*(p,q)/2 = (L(cpy)) /2 = E(cpy).

1.1.8. Observagao. Sejam a = ¢y4l[a,b] e o, = ¢p, g, |[an, bn]. Se ay, é tal que ay,(ay,) =
P — pyan(by) = ¢ — q,a, — a e b, — b, entdao «,, — a, a(a) = p,a(b) = q. Observe

que «, e a tém dominios diferentes. Neste caso, a,, — « significa que estamos con-
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siderando « definida em todo R: «(t) = a(a), t < a, a(t) = a(b), t > b. Analogamente
para o,. Assim, d(a,, @) := sup,cp d(a, (), a(t)). Equivalentemente, o,, — «, se 3, — 3,
onde 3, : [0,1] — M, 3:[0,1] — M sao obtidas de «, e a reparametrizando linearmente

os dominios. A verificacao destes fatos é simples.

Finalmente, apresentamos um resultado sobre a existéncia de subseqiiéncias conver-
gentes de uma sequiéncia de caminhos. Este resultado faz desnecesséario o uso do teorema

de Arzeld-Ascoli no préximo capitulo. Este ponto merece o comentario a seguir.

Normalmente, para provar a existéncia de subseqiiéncias convergentes de uma seqiiéncia
num espaco de fungoes usa-se o teorema de Arzeld-Ascoli. No nosso caso, nao pode-
mos usa-lo diretamente, pois, em geral, uma seqiiéncia de caminhos (em PM) nao é
equicontinua. Seria possivel contornar isto mudando a defini¢ao de PM (reparametrizando
todas as curvas pelo comprimento do arco), mas, neste caso, o dominio das curvas nao
seria necessariamente o intervalo [0, 1] e sim [0, ], onde [ é o comprimento da curva (assim
o dominio depende da curva). Com esta modificagao, a definicao da deformagao D, que
serd intoduzida no capitulo 2, ficaria muito mais complicada. Por conta disto, é preferivel
supor que toda curva tem o mesmo dominio (i.e.,[0,1]) e aplicar as proposi¢oes 1.1.10 e

2.1.11 ao invés do teorema de Arzela-Ascoli, quando necessario.

Precisaremos de um lema.

1.1.9. Lema. Em C°(S,M), ¢, — c se, e somente se, para toda seqiéncia conver-

gente t, em [0,1], limec,(t,) = ¢ (limt,).

Prova. Suponhamos que ¢, — ¢ e limt, = t,. Como c é continua, c(t,) — c(to).

Por outro lado, pela desigualdade triangular, temos que

d(ca(tn), c(to))

IN

d(cn(tn), c(tn)) + d(c(tn), c(to))
< d(en, ) +d(c(tn), c(to)).

11



Assim, ¢, (t,) — c(to).

Reciprocamente, se ¢, nao convergisse para ¢ em C°(S, M), existiria um ¢ > 0 e
uma seqiiéncia t, sobre [0,1] (que podemos assumir ser convergente com limite tg)
tal que d(c,(tn),c(t,)) > €, para todo n. Portanto, d(c,(t,),c(to)) + d(c(to), c(t,)) >
d(cn(tn),c(t,)) > €, para todo n. Como limc(t,) = c(ty), c,(t,) ndo convergiria para
c(ty). O

1.1.10. Proposigao. Seja {c,} uma seqiiéncia em PM, M compacta, com c,(0) = p,,
cn(1) = @n. Suponha que d(pn,q.) < n/2, para todo n. Se as seqiéncias {E(c,)} e
{d*(pn,qn)/2} sao ambas convergentes com o mesmo limite, entio c, possui uma sub-
seqliéncia convergente, cujo limite ¢ € o unico segmento geodésico com extremos p = ¢(0)
e q=c(l). Além disso, L(c) < n/2.

Prova. Sejam p, = ¢,(0) e ¢, = ¢,(1). Como M é compacta, existe uma subseqiiéncia
de {¢,} (que denotaremos ainda por {c,}) tal que {p,} e {g,} s@o convergentes com limite
p e q respectivamente. Como d(p,,q,) < 1n/2, temos que d(p,q) < n/2, logo existe uma
Unica geodésica minimizante ¢ = ¢,, ligando p a ¢q. Pela observacao 1.1.6, ¢,,,, converge
para c,,. Afirmamos que {c,} converge para ¢ em PM. Pelo lema 1.1.9, basta mostrar-
mos que para toda seqiiéncia {t,} em [0, 1] com lim¢, = t, € [0, 1], a seqiiéncia {c,(t,)}

converge para c(tp).

Para ver isto, ponhamos ¢,(t,) = r, e seja {r,, } uma subseqiiéncia convergente de

{rn}. Seja r seu limite. Consideremos as seqiiéncias {a}, {fx}, onde
= Cpr, [0, 80] € Be = Cryp g, |[tns 1].
Usando a observagao 1.1.6 e a observagao 1.1.8, temos que tais seqiiéncias convergem para
Qpr = Cpr|[0,t0] € Qg = Crgllto, 1]
respectivamente.

12



Pela observagao 1.1.2, temos
E(ap Uar) = E(ap) + E(ar).
Escrevemos a = a,,, U a,q. Observe que a(ty) = r. Pela observacao 1.1.7,
E(a) = E(ay,) + E(ayy) = lim E(ag) + lim E(Sy).
Mas E(ay) < E(cp, o)) € E(Br) < E(cnylita,1))- Assim,
lim E(ay U Br) = im(E (o) + E(Bx)) < lim E(c,, ).

Por hipétese,
lim E(c,,) = d*(p,q)/2 = E(c).

Conseqiientemente E(«) < FE(c¢). Como ¢ : [0,1] — M é a tnica curva minimizante
ligando p a ¢ e também « : [0,1] — M é uma curva de p a ¢ , por (i) da proposi¢ao 1.1.6,
a = c¢. Em particular, r = a(ty) = c(tp). Assim, toda subseqiiéncia convergente de ¢, (t,)

converge para c(ty). Como M é compacta, isto mostra que c,(t,) — c(ty). O

1.2 Preliminares Topoldgicos

Para a prova do Teorema de Lyusternik e Fet usaremos a proposi¢ao a seguir. Lembre

que uma variedade é fechada se ela é compacta e sem bordo.

1.2.1. Proposicao. Seja M uma variedade topologica fechada e conexa de dimensao

n > 1. Entao existe um inteiro k, 1 < k <n, tal que (M) € nao trivial.

Observacao. Se M nao for conexa, a conclusao da proposi¢ao ainda vale, mas o in-

teiro k depende da componente conexa.
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Prova. (da proposi¢ao 1.2.1) Suponha 7p(M) = 0, 1 < k < n. Como toda variedade
topoldgica é homotopicamente equivalente a um complexo CW (ver [8], pagina 346), o
teorema de Whitehead (ver [7], pagina 346) implica que M é contratil. Mas, como M é
fechada, pela Dualidade de Poincaré H™(M,Zsy) ~ Ho(M,Zs) ~ Zs # 0, n > 1. Isto é
uma contradi¢ao, pois H"(X) =0, n > 1, quando X é contrétil. [J

Ainda, para a prova do teorema de Lyusternik e Fet, precisaremos da construcao
a seguir. No que segue desta segao, consideraremos o circulo S como {t = (t1,t3) €
R% 2 + 3 =1}

Sejam ST = {z € R"™2; |x| = 1} a esfera unitdria de R"™? ¢ D" = {x € R"; |z| < 1}

o n-disco, n > 0. Vamos definir uma aplicacao
F:OOS™ M) - 00((1)”, aD™), (CO(S, M), POM)), n > 0.
Dada uma aplicacao continua f : S"*' — M. Definimos
F(f): (D",0D") — (C°(S, M), P°M)
como segue.
Primeiro identificamos o n-disco D™, n > 1, com h(D"), onde
h:D" — S

(0, oy Tp_1) (\/1—(:E%—}—...+xi_1),x0,...,xn_1,0).

Para n = 0, identificamos D° = {0} com (1,0) € S'. Ou seja, identificamos D™ com
o semi-equador {y = (Yo, ---; Yns1) € S"yo > 0 € Y1 = 0} sobre S"™ C R veja
figura 1.1.

Em seguida, associamos a cada p = (x, ..., z,_1) € D" o circulo

ap(t) = (tl V - |p’27x07 "'7xn*17t2 V 1-— ’p|2) = (?JO; "'7yn+1)7

14



Figura 1.1: Identificacdo de D' com o semi-equador {y = (yo,%1,%2) € S%;90 > 0 e yo =0}

onde t = (ty,t2) € S. Isto é, a, : S — S™! ¢ o circulo parametrizado proporcionalmente
ao comprimento de arco, com a,(0) = p e que é ortogonal ao hiperplano {y,+1 = 0}, veja
a figura 1.2. Observe que para p € dD", a,(t) = p, para todo t € S, ou seja, a, ¢ uma

aplicagao constante. Observe também que (p,t) — a,(t) é continua.

a0

Figura 1.2: Esfera “folheada” por meio dos circulos a,(t).

Definimos

F()(p) == foay(t).

Segue da continuidade de (p,t) — a,(t) que F(f) é continua, logo

15



F(f) € 00((1)", aD™), (CO(S, M), POM)).

Note que todo ¥y = (Yo, ., Yns1) € S*™ — OD™ possui uma tnica representagio y =

1—‘Py|2

ay(t), p € D". De fato, tome p = p, = (y1,....Yn) € t =, = (\/120|py|2’ \/y"“ ). Mais

ainda, a aplicagdo y — p, é continua e y — t, é continua em S"*' — 9D".

Vamos agora definir uma aplicagao
G : C°((D",0D"), (C°(S, M), M)) — C(S™+, M),

Para g : (D",0D™) — (C°(S, M), P°M) continua, definimos: G(g) : S"™' — M, da
seguinte forma,

B)(t). v ¢ OD"
sta) ={ e o

Como ¢g(0D™) C P°M, uma verificagao direta mostra que G(g) ¢ continua.
1.2.2. Proposigao.

(i) FoG=1, GoF=1;

(ii) F e G sao continuas. De fato F e G sdao isometrias (considerando os espagos com a

métrica da convergéncia uniforme).

(i) ]—“(dz’ff(S”“,M)) c C()((D”,aDn);(PM’ POM)>. Aqui, dif f (S, M) = {f
sntl M, f dz’ferencidvel};

(iv) F(constante) = constante;

(v) G(constante) = constante.

Prova. Verificacao direta. [J
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Capitulo 2

O Teorema de Lyusternik e Fet

Daremos neste capitulo uma demonstracao do teorema de Lyusternik e Fet. O método
essencial a ser usado, como dissemos na introducao, consiste em construir uma deformacao
E-decrescente continua de P*M. Lembre que a idéia da construcao desta deformacao é a
seguinte. Dada uma aplicacao diferencidvel por partes ¢ € P*M, dividiremos o intervalo
[0, 1] em subintervalos suficientemente pequenos [t;,t;41], de forma que c(t;), c(t;41) tém
a propriedade de que existe uma unica geodésica minimizante ligando-os. Como M é
compacta, o raio de injetividade n de M é positivo, logo tal subdivisao é possivel. Substi-
tuindo a curva ¢ pela unido dos segmentos geodésicos que unem os extremos c(t;), ¢(t;+1),
obtemos uma nova curva (que é uma geodésica por pedagos) com energia menor ou igual a
da curva original c. Além disso, esta geodésica por pedacos é homotépica a c. Em seguida,
iteramos este processo, ligando os pontos médios dos subintervalos da etapa anterior por
meio de uma unica geodésica minimizante. Desta forma, geramos uma geodésica por
pedagos D novamente com energia menor ou igual a da curva original ¢ homotopica a

mesina.

Uma propriedade importante desta deformacao, é a seguinte. Se a curva original é
uma geodésica, a curva Dc obtida por meio da deformagao acima mencionada, continua
a mesma, isto é, ¢ = Dc se ¢ for uma geodésica fechada. Mais ainda, E(Dc) < E(c), e

E(Dc) = E(c) se, e somente se, ¢ ¢ uma geodésica fechada.
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Este capitulo esta dividido em duas secoes. Na primeira se¢do, construimos a de-
formagao D e provamos algumas de suas propriedades. Na segunda secao, provamos o

teorema de Lyusternik e Fet.

2.1 Construcao da deformacgao D e suas propriedades

Neste capitulo, M denotara sempre uma variedade riemanniana compacta e escrevemos

1 = N, onde 1y € definido apds a proposicao 1.1.5.

O lema a seguir mostra que a subdivisao mencionada acima é possivel.

2.1.1. Lema. Fize k > 0 e escolha um inteiro par x > 0 com 4k/x < n*/4. Para
todo c € P*M e todo t, t' € [0,1], com |t —t'| < 2/x, temos d(c(t), c(t')) < n/2.

Prova. Pela desigualdade de Holder, temos

& (e(t).c(t)) < 22 (clt).et)) = /t " dt>2
< /t|c'|2 dt /t12 dt

= 2 B(clpa) (2/x) <n?/4.0

2.1.2. Observagao. Segue do lema acima que existe uma tnica geodésica minimizante

Cc(to)c(t0+2/x)‘[t07 to + 2/z] ligando c(tg) a c(ty + 2/x).

Definamos agora, a deformagao basica.
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2.1.3. Definicao. Fixe k > 0 e escolha um inteiro par z > 0 como no lema anterior.

Sejam a,b € [0,1],a < b, tais que |b — a|] < 2/z. Escolha também o € [a, b]. Definimos

Dbl PPN - PRM

¢ — DY

Y

onde D([,a ¥ ¢ dado por

a,b
DL ]C|g[ayg] = C‘C[a,zﬂ

a,b
Dz[j ]C|[a,o] - Cc(a)c(a) | [CL, 0-]'

Veja uma ilustracao deste processo na figura 2.1.

c(b)
D[ﬂvb]

c(a)

Figura 2.1: Exemplo de uma deformagao Db,

Note que DL estd bem definida, pois d(c(a),c(c)) < n/2. Além disso, D" = Id e
]

b
escrevemos DI*btl = Dl[)a .

2.1.4. Observagao. Segue da definicio de DX que para todo o € [a, b], temos E(DE"c) <

E(c), valendo a igualdade se, e somente se, c|j0) ¢ uma geodésica minimizante.
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Observe que D([,a’b] depende da escolha de k e de .

2.1.5. Proposicao. A aplicagio DY : P*M x [a,b] — P*M definida por DI*¥(c, o) =
D¢ ¢ continua.
Prova. Por simplicidade, escreveremos D,c no lugar de Dt[,a e,

Sejam {c,} uma seqiiéncia convergente em P*M com limite ¢ e {0, } uma seqiiéncia
convergente em [a, b], com limite 0. Mostraremos que {D,, ¢, } converge para D,c. Vamos

supor g, < g, 0 caso g, > o é analogo.

Devemos mostrar D,, ¢, (t) — D,c(t) uniformemente para t € [0, 1]. Pela desigualdade

triangular, temos:

d(D,, cn,D,c) < d(D,, cn, Dy, c) + d(D,, c,Dyc).
Analisemos d(D,, c,, D, c) e d(D,, ¢, D,c) separadamente.

(i) Temos que d(D,, cn, Dy, c) = supye(p 1) A Do, cn(t), Do, c(t)).

Se t € Cla, 0,

{ D,, cn(t) = cu(t)
Dy, c(t) = c(t).

Neste caso, d(D,, c,(t), Dy, c(t)) < d(cy,c), isto é, Dy, cn(t) — Dyc(t) uniformemente
para t € C[a, 0,).

Se t € [a, 0,

{ Dy, cn(t) = Ccn(a)cn(an)“aa Un]<t>
Dy, c(t) = Ce(a)c(on) @, o,](t).
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Usando a observacao 1.1.6 e o fato de que c¢,(a) — c(a),c,(0,) — c(0,) , temos

Dy, cn(t) — D, c(t) uniformemente, para t € [a, 0, .

Portanto, D, ¢, (t) — D,, c(t) uniformemente, para t € [0, 1].

(ii) Temos que d(Dy, ¢, Dyc) = sup;epo1) d( Do, c(t), Doc(t)).
Se t € Cla, 0], Dy, c(t) = Dyc(t) = c(t). Assim, d(D,, c(t), Dyc(t)) = 0.

Se t € [a, 0], temos dois casos a analisar:

(1) t € [a,04]

Como o0, — o, pela observacao 1.1.6 e pela observacao 1.1.8, temos Dy, c|(q,0,] =
Co(a)e(on)|[@: Tn] = Ca)e(o)|[@; 0] = Doyclla, o). Portanto, neste caso, Dy, c(t) — Dyc(t)

uniformemente, para t € [a, 0,
(2) t € oy, 0]

c(on)

c(a)
DO

D ¢(S) (o)
D)

Figura 2.2: Tlustragao de D, c(t) e de Dyc(t), t € [a,0].

Neste caso, temos que D,, ¢(t) — Dyc(t) uniformemente, para t € [0, o).

Isto se deduz facilmente da desigualdade
d(D,, c(t), Dyc(t)) = d(c(t), Dyc(t)) < d(c(t), (o)) + d(Dyc(o), Dyc(t))
(veja figura 2.2) e do fato de que o, — 0.
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Logo, D, c(t) — D,c(t) uniformemente, para t € [0, 1].

Portanto, D, ¢, (t) — D,c(t) uniformemente, para t € [0,1]. O

2.1.6. Corolario. ¢~ Dc[,a’b]c. (~ denota equivaléncia de homotopia.)

Iteremos agora a deformagao basica.

2.1.7. Definicao. Fixe k > 0 e escolha um inteiro par x > 0 como no lema 2.1.1.
Seja j um inteiro par 0 < j < x—2. Parac € [j/z,(j+2)/x], definimos D,c, ¢ € P*M,

por
D, — Plilei+2/e] o pli-2)/wifsl o o pl2/d/a] o plo2/al,

Observe que D, estda bem definida, pois DI = 1d. Observe ainda que, pelo corolario

2.1.6, Dyc é homotodpica a c.

Veja uma ilustracao desta deformacao na figura 2.3.

Figura 2.3: Exemplo de uma deformacao com o € [4/x,6/z].
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Observe que D;c = c se, e somente se, ¢|[j/z,j+2/2], ¢ UmMa geodésica, j par. Mais ainda,

E(D;c) < E(c), com igualdade se, e somente se, ¢|[j/z,j+2/- ¢ Uma geodésica.

Definamos agora D, para ¢ € [1,2]. Para isto, faremos uma pequena modifica¢ao em
D,c, o € [0,1]. O processo é inteiramente andlogo ao anterior, mas agora dividimos o
intervalo [0,1] em subintervalos da forma [(j + 1)/z,(j + 3)/z], 0 < j < x — 2, cujo
comprimento também é 2/z. Em seguida, como antes, ligamos os pontos ¢(£), c(£2)
por meio de uma tnica geodésica minimizante. Como desejamos continuar a deformagao
Dy, o € [0,1], devemos comecar a deformagao D,, ¢ € [1,2], onde D,, o € [0, 1] termi-

nou, isto é, com D;c ao invés de c.

2.1.8. Definigao. Para o € [1,2], ¢ € P*M, definimos
D,c:= (Dy_1(Dicof)) o™ ",
onde §: 5 — S, 0(t) =t+ < (mod [0,1]).

Note que a proposi¢ao 2.1.5 implica que a aplicagao (o, c) — D¢, o € [0,2], ¢ € P*M,

¢ continua.

De agora em diante, denotaremos por D a deformacao D,. Veja uma ilustracao de

Dc na figura 2.4.

2.1.9. Observagao. Temos que, pelo coroldrio 2.1.6, D¢ ~ c¢. Note também que (ver
observagao 2.1.4) Dc = ¢ se, e somente se, ¢ é uma constante ou uma geodésica fechada.
Mais ainda, E(Dc) < E(Dic) < E(c), com igualdade se, e somente se, ¢ é uma fungao

constante ou uma geodésica fechada.

A observagao acima implica que se E(c) = inf..s E(c), entdo ¢ é uma geodésica

fechada ou uma funcao constante.
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c(0)

Figura 2.4: Dc com x=10.

O lema 2.1.11 é uma versao global da proposicao 1.1.10. Antes, precisaremos de um

resultado sobre seqiiéncias, de facil demonstracao, dado no lema a seguir.

2.1.10. Lema. Sejam {al},...,{al}; {b1},....,{b"}, 2l seqiiéncias limitadas de niimeros
reais tais que a’, < bl,, para todo i, para todo n, e tal que limXa!, = im 30!, Entdo

existe subsegiiéncia ny, tal que lim aflk = lim bf%, para todo i =1, ..., 1.

2.1.11. Lema. Seja {c,} uma seqiiéncia em P*M, M compacta, tal que {E(c,)} e
{E(Dc,)} sdo ambas convergentes com o mesmo limite ko > 0. Entdo {c,} possui uma

subseqiiéncia convergente cujo limite € uma geodésica fechada co. Além disso, E(co) = ko.
Prova. Por simplicidade, denotaremos as seqiiéncias e subseqiiéncias com 0s mesmos
simbolos.

Como E(c,) > E(Dic,) > E(Dc,), temos também que lim E(c,,) = lim E(D;c¢,).

Observe que Dic, é uma seqiiéncia de curvas fechadas, cada uma das quais é um

poligono cujos lados s@o segmentos geodésicos de comprimento < 7/2. Tal poligono esté
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completamente determinado por seus x/2 vértices.

Como M é compacta, existe subseqiiéncia de ¢, tal que as x/2 seqiiéncias de vértices

de Dc,, convergem.

Lembre que, pela observacao 1.1.6, uma seqiiéncia de segmentos geodésicos converge
se seus extremos convergem. Portanto D;c, possui uma subseqiiéncia convergente D;c,
com limite ¢y, onde ¢y ¢ um poligono cujos lados sao segmentos geodésicos. E claro que

E(co) = ko (ver observagao 1.1.7).

Como Dse, = 0,2,...,x — 2, é um segmento geodésico e c¢,(j/r) =

li/,(G+2)/a]
Dic,(j/z), para j par, temos

5 @ (cali/2), en(( +2)/)) = B(Dicy

[j/z,<j+2>/x}> '

Por outro lado, pelo lema 2.1.10 e pelo fato de que lim E(c,) = lim F(D;¢,) temos que

existe subseqiiéncia de ¢, tal que

lim E(c, = lim E(Dic,
li/x,(j+2) /]

[i/2,(j+2)/x]

= Dt (i) 0l +2)/)).

Logo pela proposicao 1.1.10, concluimos que existe uma subseqiiéncia de ¢, tal que
lime, = limDic, = ¢y. Repetindo o processo acima substituindo ¢, por Dic,, Dic,
por Dc, e o intervalo [j/x, (j + 2)/z] pelo intervalo [(j + 1)/, (j + 3)/x], obtemos uma
subseqiiéncia de D;c, tal que lim D;c, = lim D¢, = ¢y. Assim existe subseqiiéncia de ¢,

tal que lim ¢, = lim Dc¢,, = ¢y.

Finalmente, ky = E(co) = E(lim D¢,) = E(Dlim(c,)) = E(Dcy) (pois D é continua).

Assim, pela observacao 2.1.9 concluimos que ¢y é uma geodésica fechada. [
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2.1.12. Definicao. Para k > 0, definimos

Cr ={c € PM;c é geodésica fechada e FE(c) = k}.
O lema a seguir apresenta a propriedade mais importante da deformagcao D.

2.1.13. Lema. Seja U uma vizinhanga aberta do conjunto Cy,. Seja k > ko e con-
sidere a deformagdo D sobre P*M introduzida acima. Entdo existe um e = e(U) > 0 tal

que
D(P’“f)*eM) CUU PR

2.1.14. Observagao. No caso em que Cy, = ), podemos escolher U = ().

2.1.15. Observagao. Lembre que D depende das escolhas de k& e de x. Para o lema

. 2
acima, basta escolhermos qualquer z par tal que 0 < % < I

Prova. (do lema 2.1.13) Como D ¢ continua e D|c, = Id, existe uma vizinhanga aberta
U de Cy,, U' C U, com D(U") C U. Provaremos o lema por contradi¢io. Se nao existisse

e > 0 com a propriedade desejada, terfamos uma seqiiéncia {c,}, ¢, ¢ U’, com

Do lema 2.1.11 obterfamos que {c,} possuiria uma subseqiiéncia convergente com limite
¢, sendo ¢ uma geodésica fechada, com E(c) = kg e ¢ ¢ U', que seria uma contradicao,

pois c € Cy, CU'. O

2.1.16. Observagao. Note que (P*M, P°M) é contratil se k < n?/8, isto é, P°M é

retrato por deformacao forte de P* M.
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De fato, se k < n?/8, E(c) < k <n?/8 paratodoc € P*M, donde L(c) < n/2, isto é,
¢ estd inteiramente contida em uma vizinhanga convexa de raio /2, que é contrétil. Assim,
podemos contrair ¢ a ¢(0), logo ¢ é canonicamente contratil. Rigorosamente, definimos
H, : PPM — P*M, t € [0,1], por (Hyc)(s) := ceo)e(s)(1 — t). Temos que Hoc = c e
Hic = ¢(0). A proposicao 2.1.5 implica que H é continua.

2.2 O Teorema de Lyusternik e Fet

Por defini¢ao, toda variedade riemanniana tem dimensao > 1.

2.2.1. Teorema (Lyusternik e Fet). Sobre toda variedade Riemanniana fechada M,

existe uma geodésica fechada.

Prova. Suponha que M é conexa. Pela proposicao 1.2.1 existe um inteiro n, 0 <
n < dimM — 1, tal que 7,1 M # 0. Seja f: S"™! — M uma aplicacao diferencidvel que

nao é homotépica a uma aplicagao constante. Considere a aplicagao
F:=F(f): (D",0D") — (PM, P°M),

onde F ¢ a aplicacao definida no final do capitulo 1. Note que, como f é diferenciavel,
F(f)(D™) C PM (veja (iii) da proposi¢ao 1.2.2).

Definamos
ko = inf {sup E(G(p))},

G~F peDn
onde o {nfimo ¢ tomado no conjunto das aplicacoes G : (D™, 0D") — (PM, P°M), com
G~F.

Afirmamos que ky > 0, caso contrario, teriamos uma contradi¢cao como segue. Se
2
ko = 0, existe G ~ F tal que E(G(p)) < n?/8, para todo p € D", isto é, G(p) € P5 M,
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que se deforma em P°M (veja observagao 2.1.16). Logo F' é homotépica a uma aplicagio
F* com F*(D") C P°M, o que implica que F ¢ homotépica a uma aplicagao constante,

pois D™ é contratil. Portanto existe homotopia
F,: (D",0D™) — (PM, P°M)
com Fy = F, F| = constante. Equivalentemente, existe caminho continuo
t— F, € C°(D™,0D™),(PM, P°M)),

com Fy = F, F| = constante (esta equivaléncia segue do fato de D™ ser compacto, ver
[14], pdgina 287). Logo

t — ft = g(Ft>
é continuo, onde G é a aplicacao definida no final do capitulo 1. Pela proposicao 1.2.2,

temos que fo = G(Fy) = G(F) = G(F(f)) = f e fr = G(constante) = constante. Assim,

f é homotdpica a uma aplicagao constante, o que é uma contradi¢cao. Portanto kg > 0.

Para completar a prova, demonstramos a existéncia de uma geodésica fechada ¢y com
E(co) = ko. Se nao existisse uma tal geodésica, terfamos Ci, = ). Pelo lema 2.1.13 (veja

observagao 2.1.14), existiria um € > 0 tal que
D(P*eM) € PR,

Pela definicao de kg, para todo 6 > 0, existe G5 ~ F' tal que para todo p € D", kg <
E(Gs(p)) < ko + 6. Assim, tomando 6 < €, existe G tal que para todo p € D", Gs(p) €
PkoteM . Logo para todo p € D", temos que D(Gs(p)) € P*~<M, o que implica que
SUP,e pn E(D(G(;(D"))> < ko — € < ko. Isto é uma contradicao, pois DGs ~ G5 >~ F.

Portanto M possui uma geodésica fechada.

Se M nao for conexa, a conclusao acima garante que cada componente conexa de M

possui uma geodésica fechada. [
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Capitulo 3

O Teorema de Lyusternik e Fet para
Espacos (Geodésicos

Neste capitulo apresentaremos uma generalizagao do teorema de Lyusternik e Fet para

espagos geodésicos. Provaremos o seguinte resultado.

Teorema de Lyusternik e Fet para espacos geodésicos. Seja X um espacgo
geodésico compacto, nao contratil, com curvatura limitada superiormente. Entao X possui

uma geodésica fechada.

Dividimos este capitulo em duas segoes. Na primeira secao, apresentamos a linguagem
bésica da geometria dos espagos geodésicos e dos espagos C'AT(k), assim como alguns

exemplos e resultados.

Na segunda secao, provamos o teorema de Lyusternik e Fet para espacos geodésicos,
para isto, adaptamos as defini¢oes e os resultados dos capitulos 1 e 2, inclusive a prova do
teorema de Lyusternik e Fet. As duas modificagbes mais importantes, sao as seguintes.
Primeiro substituimos o espago PM pelo espaco PX das curvas fechadas poligonais
c:S — X, onde X é um espaco geodésico. Em seguida, como precisamos garantir a
existéncia e unicidade local de geodésicas minimizantes (que vale para variedades rieman-

nianas), exigimos que nosso espago geodésico X tenha curvatura limitada superiormente,
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o que nos d4a esta garantia (veja corolario 3.1.21).

O conceito de espago geodésico generaliza o conceito de variedade riemanniana (com-
pleta). Neste contexto mais geral, podemos estudar a no¢ao de curvatura, obtendo assim
os espagos CAT(k), k € R, e os espagos com curvatura < k. Esta extensdo da nogao de
curvatura a um espago geodésico X ¢ feita comparando triangulos em X com triangulos no
espago modelo M?, onde M? é a variedade completa simplesmente conexa, de dimensao 2,
com curvatura de Gauss constante igual a k. A idéia de comparar triangulos foi inspirada

nos teoremas classicos de comparagao da Geometria Riemanniana.

3.1 Espacos Geodésicos e Espagos CAT (k)

Nesta secao I C R denotara um intervalo.

3.1.1. Definicao. Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagdo ¢ : I — X é uma
geodésica minimizante se existe uma constante A > 0 tal que dx(c(t),c(t')) = At — /|,
para todo t,t" € I. Dizemos que \ é a velocidade de ¢. Se A = 1, dizemos que ¢ estd
parametrizada pelo comprimento de arco (neste caso, ¢ : I — ¢(I) é uma isometria). Se

I = [a,b], dizemos que ¢ é uma geodésica minimizante ligando c(a) a ¢(b).

Note que se ¢ : I — X é uma geodésica minimizante, entdo c|; também é uma

geodésica minimizante, para todo sub-intervalo J de I.

3.1.2. Definigao. Uma aplicacao ¢ : I — X é uma geodésica se ela é localmente uma
geodésica minimizante, isto é, para todo t € I, existe § > 0 tal que ¢|in—stt+s) € Uma

geodésica minimizante. Se I = [a, b], dizemos que ¢ é uma geodésica ligando c(a) a c(b).
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3.1.3. Definicao. (X,d) chama-se espaco geodésico (ou espago métrico geodésico) se,
para quaisquer dois pontos z, y € X, existe uma geodésica minimizante ¢ ligando = a y.

As vezes, dizemos simplesmente que X é um espaco geodésico.

Em geral, uma geodésica minimizante ¢, ligando = a y, nao ¢é tnica. Se nao causar
confusao, denotaremos ¢ por [z, y] (apesar de nao ser tinica). Mais ainda, usamos também
[z, y] para denotar a imagem de ¢ em X. Assim, por exemplo, se escrevermos [z,y] C X,

certamente neste caso, [x,y] estard denotando a imagem da geodésica em X.

3.1.4. Exemplos.

(i) Variedades riemannianas completas.

Lembre que para qualquer variedade riemanniana M, podemos definir a seguinte
métrica:

du(p,q) = inf L(c),

c€Qp g
p, ¢ € M, onde €, , denota o conjunto dos caminhos diferenciaveis por partes ¢ : [0,1] —

M tais que ¢(0) = p e ¢(1) = ¢ (ver [3], pagina 146).

Se M é completa, o teorema de Hopf-Rinow implica que, para todo p, ¢ € M, existe
uma geodésica minimizante ligando p a ¢. Assim, o espago métrico (M, dys) é um espago

geodésico.

Note que a reciproca nao vale: Considere D™ = {x € R";|z| < 1} C R" (ou qualquer
aberto convexo em R™) com métrica plana canonica. D™ é espago geodésico, mas nao é

completo.

Também pode-se mostrar que se M é compacta com bordo, entao (M, dys) é espago

geodésico (ver [2]).
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(ii) Espagos localmente planos.

Seja K um complexo simplicial. Suponhamos que cada simplexo ¢ possua uma métrica
plana d,, isto é, (0,d,) é isométrico a um simplexo linear de algum R™ . Suponhamos

ainda que d, |, = d,|,, para todo 7 sub-simplexo comum de o, ¢’ € K.

Seja ¢ : [a,b] — K. Dizemos que c¢ é diferencidvel por partes se existe partigdo de
[a,b], a =1ty < t1 < ... <t} < tpy1 = b e existem oy, ...,0, € K tais que ¢([t;,t;11]) C o; e

|t tipa) ¢ [tis tiva] — 03 C R é diferencidvel.
Para uma curva c diferenciavel por partes, definimos:
L(c) =) Llc

i

L(c) esta bem definido, isto é, ndo depende da partigao to < t; < ... < ty < lpy1 € nem
dos a’s. Ver [2].

[ti:ti4—1])‘

Para p, q € K, definimos a métrica intrinseca dx de K por

di(p,q) = inf L(0),

c€Qyp.q
onde €2, , denota o conjunto dos caminhos diferencidveis por partes c : [a,b] — K tais que

e(a) =pecb) = q

Verfica-se que se K é finito, (K, dy) é espago geodésico, ver [2], pdgina 123.

Observacao. Podemos definir também espacos localmente esféricos ou localmente hiperbélicos

usando simplexos esféricos ou hiperbdlicos, respectivamente.
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(iii) Subconjuntos de R™.

Seja X C R”™ com a propriedade que, para todo p, ¢ € X, existe uma curva c retificavel

em X ligando p a q.

Definimos a métrica intrinseca dx de X, induzida de R", da seguinte forma:

dx(p,q) = inf L(c),

c€Qpq

onde €, = {c retificdvel ligando p a ¢}.

Mostra-se que (X, dx) é espago métrico e se X é compacto, entao (X, dx) é um espago
geodésico (ver [2], pagina 35). Mais ainda, no caso em que X é uma subvariedade de R™,
dx coincide com a meétrica do primeiro exemplo, onde a métrica riemanniana usada é a

métrica riemanniana induzida de R™ (este é um resultado de geometria riemanniana, ver
3], pagina 146).

Para estender o conceito de curvatura (de variedades riemannianas) a espacos geodésicos

¢

quaisquer, vamos comparar triangulos do espago geodésico com triangulos em “ espacos

Modelo”. Os espacos Modelo sao as variedades riemannianas simplesmente conexas com

curvatura seccional constante. Lembremos algumas das propriedades destas variedades.

Seja k € R. Denotamos por M;' a variedade riemanniana completa, simplesmente
conexa, de dimensao n, com curvatura seccional constante igual a k. Lembremos que M}

¢ tnica, salvo isometrias (ver [5], pagina 41).
(i) Se k <0, M} é difeomorfo a R™ (Teorema de Hadamard).
(ii) Se k > 0, M} é difeomorfo a S™.
Lembremos também que:

(iii) Se k = 0, entdao M’ é isométrico a R™, com a métrica canonica.
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(iv) Se k > 0, entdao M} ¢ isométrico a S} = {(zo, ...,x,) € R™™; 37" (2?2 = 1}, com

a métrica induzida de R"™ (R"™! com a métrica canonica).
Observe que, neste caso, diam(M}")= 7/vk.

(v) Se k < 0, entao M} é isométrico a R} = {z = (o, ..., Tn); 2, > 0}, com a métrica

g(x) = (%k)él (I denota a matriz identidade).

3.1.5. Observacao. Para k£ < 0, as geodésicas sao unicas, isto ¢, para todo p, ¢ € M},
existe uma tunica geodésica ligando p a ¢. Mais ainda, toda geodésica é geodésica mini-

mizante (ver [2], pdgina 23).

Notacao. Escreveremos Dy, para denotar o diametro de M;'. Mais precisamente, Dy, 1=
7/Vk para k > 0 e Dy := oo para k < 0.

Definiremos agora triangulos em espagos geodésicos e seus triangulos de comparagao

em MZ.

3.1.6. Definicao. Seja X um espaco geodésico e sejam p,q,r € X. Um triangulo

geodésico A(p, ¢,r) é um conjunto de trés geodésicas minimizantes [p, q, [q, 7], [r, p].

3.1.7. Definigao. Seja X um espaco geodésico e sejam p,q,r € X. O perimetro do
triangulo A(p, ¢,r) é o nimero real d(p, q) + d(q,r) + d(r, p).

Notagao. As vezes usamos o mesmo simbolo A(p, ¢, ) para denotar [p, q|U[q, r]U[r,p] C
X.
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3.1.8. Definicao. Fixe k € R e sejam p,q,r € X. Considere o triangulo A(p,q,r).
Um triangulo A(p,q,7), p,q,T € M2, chama-se um triangulo de comparacio (em M2) de

A(p) q, T) se dX(p7 Q) - dM,f (]_?7 q>7 dX(Qu T) - dM,f (Gu F) € dX(n p) = dM,f (Tv ]_9)
Note que o triangulo de comparagao ¢ tinico, salvo isometrias de M?.

Notagao. Dado p,q € X, [p,q| denotard sempre um segmento geodésico em M7 ligando

p a q, onde d(p, q) = d(p, Q).
3.1.9. Definigao. Seja = € [p,q] € X. Um ponto T € [p,q] C M} é chamado um ponto
de comparagao de x € [p, ql, se d(p,x) = d(p,T) (equivalentemente, d(q, ) = d(q,)).

Se A = A(p,q,r) é um triangulo geodésico e x € [p,q] C A C X, o ponto T € [P, |

também é chamado ponto de comparacao para x € A C X.

A seguinte proposicao garante que, sob certas condigoes, o triangulo de comparacao

sempre existe.

3.1.10. Proposigao. Sejam k € R, p, q, r € X, onde X € um espaco geodésico. Suponha

que o perimetro de A(p,q,r) € menor do que 2Dy. Entdo, existem pontos D, g, T € M?,

tais que dX(p7 q) = dM,? (pa 6)7 dX(Q? T) = dM,f(@ ?) e dX(T7p) = dM,? (F7ﬁ)
Prova. Ver [2], pagina 25.

3.1.11. Observagao.
(i) A condica@o sobre Dy, é certamente necessaria.
(ii) A proposigao vale para qualquer espago métrico.

(iii) Se £ < 0, a condi¢do perimetro de A < 2D} nado impde nenhuma restrigao, pois

Dk:OO.
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Estenderemos agora o conceito de curvatura. A motivagao para a definicao seguinte
sao os teoremas de comparacao de geometria riemanniana, como, por exemplo, os teore-
mas de Topogonov e Alexandrov (ver [5]). De fato, a sigla C'AT abaixo foi escolhida por

M. Gromov e provém das iniciais dos matematicos Cartan, Alexandrov e Topogonov.

3.1.12. Definicao. Seja X um espago geodésico e k € R. Seja A = A(p,q,r) um
triangulo geodésico em X. Suponha que o perimetro de A é menor do que 2Dj. Seja
A C M} o triangulo de comparagao de A em MZ2. Entdo A é dito satisfazer a desigualdade
CAT(k) se, para todo x, y € A C X,

d(z,y) < d(z,7),

onde 7, J € M? sao os pontos de comparagao de x e y, respectivamente.

Veja a figura 3.1, onde A satisfaz C AT (k) e a figura 3.2 onde A néao satisfaz CAT' (k).

q

—

P y

Figura 3.1: O triangulo A satisfaz CAT (k): A é mais “fino” do que o tridngulo de comparagao
A c M.
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—

Figura 3.2: O triangulo A nao satisfaz CAT(k): A é mais “grosso” do que o tridngulo de
comparacao A C M ,3

3.1.13. Definigao. Seja X um espaco geodésico. Dizemos que X é um espago C AT (k)
se todo triangulo geodésico A em X, com perimetro A < 2D, satisfaz a desigualdade
CAT (k).

Observe que se X é CAT(k), entao X é CAT(K'), para todo k' > k, pois os triangulos

em M? “sdo mais finos” que em M2 (ver [2], pdgina 165).

3.1.14. Definicao. Um espago geodésico X tem curvatura < k se ele é localmente
um espago C'AT(k), isto é, para todo x € X, existe r, > 0 tal que a bola B(z,r,), com
a métrica induzida, é um espago C AT (k). Equivalentemente, para todo x € X, existe
r, > 0, tal que todo triangulo em B(z,r,) satisfaz a desigualdade C' AT (k). Escrevemos
K(X) <k.

Dizemos que X tem curvatura limitada superiormente se existe k € R tal que K(X) <

k e escrevemos K (X) < oo.

3.1.15. Exemplo. Seja M uma variedade riemanniana completa. Mostra-se que K (M) <
k se, e somente se, todas as curvaturas seccionais de M sao < k. Mostra-se ainda que M

é espago CAT'(k) se, e somente se, todas as curvaturas seccionais de M sao < ke M é
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simplesmente conexa. (Ver [2], pagina 173).

3.1.16. Observagao. Se X é o recobrimento universal de um espaco geodésico X, com
K(X) <k, é um espago CAT (k). Mais precisamente, X admite uma métrica com a qual

X é um espago geodésico CAT (k) e a projegao X — X é isometria local.

Logo, se X é espaco geodésico, com K (X) < k, entao X é CAT (k) se, e somente se,

X é simplesmente conexo (ver [2]).

3.1.17. Definicao. Sejam X um espacgo geodésico e p € X. Dizemos que X tem curvatura
< k em p, se existe € > 0 tal que a bola B(p,e) é CAT (k). Escreveremos K,(X) < k.
Note que K(X) < k se, e somente se, K,(X) < k, para todo p € X.

3.1.18. Exemplos.

(i) Seja M uma variedade riemanniana e p € M. Temos que K,(M) < k se, e somente

se, todas as curvaturas seccionais de M em p sdo < k (ver [2], pagina 173).

(ii) Seja X o cone {(z,y,2) € R3; z = /22 +y%}. Seja py = (0,0,0) o vértice de X.
Considere X com a métrica intrinseca dx induzida de R? (ver (iii) de 3.1.4). Observe que

“ver” isto, escolha

X — {po} é localmente isométrico a uma regiao de R? (ver [4]). Para
q € X —{po} e faga um corte ao longo da geratriz g oposta a g. Obtemos uma regiao

plana, veja figura 3.3.
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cortar abrir
/’ — > q N ’\
geratriz (isomeltiria ) (isometria)
perto de q

opostaaq

o

Figura 3.3: Tlustracio da isometria de X — {g} com uma regido de R2.

Observe que na figura 3.3 as setas indicam operagoes (cortar e abrir) que sdo isometrias

perto de g, pois as distancias de pontos perto de ¢ nao mudam.

Considere um ponto ¢’ # py na geratriz oposta a q. Note que existem duas geodésicas

minimizantes ligando ¢ a ¢/, veja figura 3.4 (na segunda figura ¢’ tem duas representagoes).

Figura 3.4: Tlustracao de geodésicas perto de p.

Como ¢ e ¢’ podem ser escolhidos arbitrariamente perto de pg, temos que py nao possui
vizinhancas convexas, isto é, vizinhangas onde, para quaisquer dois pontos, existe uma

Unica geodésica minimizante ligando estes pontos. Segue do corolario 3.1.21 adiante que
K, (X) = oo (i.e., K,y (X) < k nao vale para nenhum k € R).
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Assim, X nao é espago CAT(k), para nenhum k € R.

Note também que, para todo ¢ € X — {po}, K, (X) < 0, pois ¢ tem vizinhanca

isométrica a um disco do plano.

(iii) X = 003, onde 03 ¢é o 3-simplexo em R3, como na figura 3.5, com a métrica

localmente plana induzida de R®. Temos que X ~7pop S°.

Figura 3.5: X = 003,

Se p nao é um vértice de X entao, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, B(p,¢€) é
isométrica a uma bola em R?. Isto é claro se p estd no interior de um 2-simplexo de
X (i.e., em uma face de X), mas se p estd no interior de um 1-simplexo de X (i.e., em
uma aresta de X)) temos que, “desdobrando” as duas faces que contém este 1-simplexo,

obtemos um espago “plano”, veja figura 3.6.

considere as faces desdobra
que contém p (isometria)

—_—
p ‘ p

Figura 3.6: Tlustracdo da isometria de B(p, €) com uma bola de R? se p é uma aresta de X.

plano

Logo, K,(X) <0, se p ndo ¢ um vértice.
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Finalmente, se p é um vértice, temos que p tem uma vizinhanca isométrica a vizin-
hanca do vértice de um cone, como no exemplo anterior (talvez com angulo diferente).

Segue que K,(X) = +o0.

Observagao. Existe uma caracterizagao de espagos CAT'(0) localmente planos, devido
a M.Gromov: Um espago localmente plano é CAT(0) se, e somente se, os “links” dos

vértices sao “grandes” (ver [6]).

A proposicao a seguir nos mostra que curvatura limitada superiormente implica a uni-

cidade local de geodésicas.

3.1.19. Proposicao. Seja X um espago CAT (k). Sejam x, y € X com d(x,y) < Dy.
Entao existe um unico segmento geodésico ligando x a y. FEste segmento geodésico varia

continuamente com T e y.

Prova. Ver [2], pagina 160.

3.1.20. Observacao. Segue da proposicao que as bolas em X, de raio menor do que

Dy, sao contrateis.

3.1.21. Corolario. Seja (X, d) um espago geodésico compacto com K(X) < co. Entao,
existe n(X) > 0 tal que d(z,y) < n(X) implica que eziste uma geodésica minimizante g,

ligando x a y. Mais ainda, cgy € continua em x e y.
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3.2 O Teorema de Lyusternik e Fet para
Espacos Geodésicos

Como dissemos na introducao deste capitulo, nesta se¢ao apresentaremos as modi-
ficacoes e adaptacoes dos conceitos usados nos capitulos 1 e 2, para o caso de espacos
geodésicos. A maioria dos resultados dos capitulos anteriores valem neste contexto mais

geral e as provas sao inteiramente analogas, salvo algumas excessoes.

3.2.1. Definicao. Seja X um espaco geodésico. Uma curva poligonal em X é uma

aplicacao continua c : [a,b] — X para a qual existe uma particdo a =tg <t} < ... <t <

tk+1 = b do intervalo [a,b] C R, tal que c|y, ., ¢ uma geodésica, i =0, ..., k.

Definiremos a seguir, o espaco que fara o papel do espago PM usado nos capitulos 1 e 2.

3.2.2. Definicao. Seja X um espaco geodésico. Denotaremos por PX o subespago de

C°(S, X) formado pelas curvas fechadas poligonais.

Como antes, estamos considerando C°(S, X) com a métrica da convergéncia uniforme

(ver capitulo 1, pagina 6).

O comprimento L e a energia F, para uma curva poligonal ¢ : [a,b] — X (nfo

necessariamente fechada) sdo dados por:

k

L(c) = Z Ailtin —t;) e E(c)= %Z A (tipr — ti),

i=0 =0

onde a =ty < t; < ... <ty < tgy1 = béuma partigdo do intervalo [a,b] e \; é a velocidade

da geodésica ¢

[tistiv1]

No intervalo [0, 1] vale a seguinte desigualdade: L(c) < /2 E(c), com igualdade se,
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e somente se, ¢ estd parametrizada proporcionalmente ao comprimento de arco, isto é,
L(cljpy) =t L(c). De fato,

( ( XVt = toy ooy e/t — i ), (VL — To, ooy Vi1 — i ) )
[(AoV/tr = Loy ooos Mo/ Bis — b )P [(VE = Loy oo v/ Tin — )]

(i A7 (tigr — ti)) (Zf:(tiﬂ - ti))
= (i A (tigr — ti))

= 2E(c).

(L(c))*

O caso da igualdade, verifica-se de modo andlogo ao caso riemanniano (ver pagina 7).

3.2.3. Observagao. As fungoes L e E assim definidas, ainda satisfazem a observacao
1.1.2.

3.2.4. Definigao. P*X := {c € PX;FE(c) < k}. Observe que P°X ~7op X (mesmo

argumento do capitulo 1, pagina 8).

O corolario 3.1.21 nos fornece um numero positivo n(X) que faz o papel de n,,, para
uma variedade riemanniana M, como nos capitulos 1 e 2. O mesmo corolario ainda

substitui a observacao 1.1.6.

Notacao. Como nos capitulos anteriores, denotaremos por ¢, a geodésica minimizante
Cay  [0,1] — X tal que czy(0) = = € cpy(1) =y, € Cuyllay & geodésica minimizante de = a

y definida em [a, b].

Ainda temos L(cyy) < L(c) e E(cyy) < E(c), com igualdade se, e somente se, ¢, = c,

onde c¢: [0,1] — X é tal que ¢(0) =z e ¢(1) =y.
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Seguem de maneira inteiramente andloga as observacoes 1.1.7e 1.1.8, o lema 1.1.9 e a
proposigao 1.1.10 para um espago geodésico compacto com K (X) < oo, visto que usamos
essencialmente a observacao 1.1.6 (que aqui segue da condigao K(X) < o0), topologia

geral e a compacidade de M.

Apresentaremos agora a versao para espacos geodésicos da proposicao 1.2.1.

3.2.5. Proposigao. Seja X um espaco geodésico compacto, conexo, nao contrdatil e com
K(X) < oo. Entao existe n > 1, tal que m,(X) # 0.

Observagao 1. Se K(X) < oo entdao, X é conexo se, e somente se, X é conexo por
caminhos. A prova é anédloga ao caso de variedades. Assim, se X é conexo, m,(X) estd
bem definido, salvo isomorfismo (i.e., a classe de isomorfismo de 7, (X, z¢) ndo depende
de zop € X).

Observacao 2. Se X nao for conexo, a conclusao da proposicao ainda vale, mas o inteiro

n depende da componente conexa.

Prova. (da proposicao 3.2.5.) Como X é compacto e K(X) < oo, temos que X é
homotopicamente equivalente a um complexo CW finito (ver [2], pagina 209). Logo, se
T (X) = 0, para todo n > 1, o teorema de Whitehead implica que X é contratil (ver [8],
pagina 346). [

A construcao apés a proposicao 1.2.1 é exatamente a mesma com X ao invés de M.

Com excessao de (iii), a proposigao 1.2.2 também vale.

Na prova do teorema de Lyusternik e Fet, usamos (iii) de 1.2.2 para garantir que dada

uma aplicagao diferencidvel f, vale que F(f)(D") C PM. Para o caso de um espago
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geodésico X, queremos garantir que F(f)(D") C PX, o que nem sempre vale.

Enunciemos e provemos agora um lema que contorna este problema.

3.2.6. Lema. Seja X um espaco geodésico com K(X) < oo. Sejam Y um espag¢o métrico
compacto, A CY e F: (Y,A) — (C°S, X), X) uma aplicagdo continua. Entdo existe
homotopia F; : (Y, A) — (C°(S, X), X) tal que Fo =F, F; : (Y, A) — (PX, X).

Prova. Associamos a F' uma aplicacao continua

~

F:YxS — X
(v,t) — F(y)).

Como F é continua, F ¢ continua (ver [11], pagina 218) e, como Y e S sdo compactos,
Y x S é compacto, logo F ¢ uniformemente continua, donde para todo € > 0, existe § > 0

A

tal que dy«s((y,t), (v/,t')) < 6, implica dX(F(y,t), F(y,t)) <e.

n(X)

Tomando y = 3 e € = T5=, temos que existe § > 0 (0 nao depende de y) tal que

|t —t'| < ¢ implica
ax(Fm, P e)) < 0

Logo, para cada curva F(y) existe uma tnica geodésica minimizante ligando F(y)(t) a
F(y)(t'), |t—1t'| <. Subdividimos o intervalo [0, 1] em sub-intervalos [t;, t;+1] de compri-
mento menor que 6. Em seguida, aplicamos a ¢ uma deformacao andloga a deformacao
D, do capitulo 2, pagina 22, o € [0, 1]. Observe que D;(F(y)) € PX, para todo y € Y.
Agora definimos, para o € [0, 1],
F,:(Y,A) — (C°S,X),X)
y — Do(F(y)).
Observe que D,(A) C X, para todo o € [0, 1].

Temos que F1(Y) = D1F(y) € PX e Fo(Y) = DoF(y) = F(y). A prova da con-
tinuidade de (y,0) — F,(y) = D,(F(y)) é andloga a prova da proposigao 1.2.5.
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Portanto FF'~ Fy e F} : (Y, A) — (PX,X). O

3.2.7. Observacgao. A condigao K (X) < oo é usada na prova de forma essencial para a

construgao da deformagao D, e para a prova da continuidade de (y, o) — D, (F(y)).

O lema 2.1.1 é reformulado da seguinte forma.

3.2.8. Lema. Seja X wum espaco geodésico compacto, com K(X) < oo, e seja
n(X) > 0 como no coroldrio 3.1.21. Fize k > 0 e escolha um inteiro par x > 0 com com
4k/x < n(X)?/4. Para todo ¢ € P*X e todo t, t' € [0,1], com |t —t'| < 2/x, temos
d(e(t), e(t')) < n(X) /2.

Prova. Inteiramente analoga a prova do lema 2.1.1. [

A construcdo da deformagao D e suas propriedades extendem-se naturalmente (com

os respectivos ajustes) para o caso de espacos geodésicos. Observe que D(PIX) c PlX.

Finalmente estamos prontos para provar o teorema de Lyusternik e Fet para espacgos

geodésicos.
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3.2.9. Teorema (Lyusternik e Fet para espacos geodésicos). Seja X um espaco
geodésico compacto, nao contratil, com curvatura limitada superiormente. Entao X pos-

sui uma geodésica fechada.

Prova. Suponha que X é conexo. Pela proposicao 3.2.5 existe um inteiro n > 0 e
uma aplicacao continua f : S"" — X que nao ¢ homotépica a uma aplicacao constante.

Considere a aplicagao
F:=F(f):(D",0D") — (C°(S, X), X),

onde F é a aplicagao definida no final do capitulo 1. Pelo lema 3.2.6 (fazendo Y =
D™ A= 0D") temos que existe homotopia

F,: (D",0D™) — (C°(S, X), X)
tal que Fy = F, Fy = F': (D",0D") — (PX, X).

Definimos
ko = inf {sup E(G(p))},

G~F' pED"
onde o infimo é tomado no conjunto das aplicagées G : (D", 0D") — (PX,X), com
G~F".

Usando um argumento andlogo ao da prova no caso riemanniano (quando supomos

ko = 0) obtemos que existe homotopia

F,:(D",0D") — (PX, X),
com Fy = F', Fy = constante. Compondo as homotopias F} e F, obtemos outra homotopia
Fy: (D",0D") — (C°(S, X), X)
com /}% =F, E = constante.

O resto da prova é inteiramente analoga a prova do teorema de Lyusternik e Fet no

capitulo 2. [
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