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RESUMO

Nesta tese abordamos as seguintes questoes: (a) Classificacao das aplicagoes de Cre-
mona monomial de grau 2 em qualquer nimero de varidveis; (b) A estrutura da aplicacao
inversa de uma aplica¢ao de Cremona monomial de grau 2; e (c) O papel das bases de Hilbert
em aplicacoes de Cremona monomial de grau arbitrario. Introduzimos uma forma normal
de uma aplicacao de Cremona monomial de grau 2 calcada na estrutura de um grafo cujas
arestas correspondem aos monémios que definem a aplicagao. Obtemos o formato explicito
da aplicagao inversa, bem como os invariantes numéricos associados, em termos da natureza
do grafo correspondente. Os resultados sao fortemente calcados na versao combinatdria de
birracionalidade para aplicagoes racionais definidas por mondémios introduzida por A. Simis
e R. Villarreal. Como aplicagao, respondemos afirmativamente a questoes propostas por F.

Russo e R. Villarreal.

PALAVRAS-CHAVE

Cremona Monomio Base de Hilbert Tipo linear Normalidade
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ABSTRACT

Cremona maps defined by monomials of degree 2 are thoroughly analyzed and classified
via integer arithmetic and graph combinatorics. In particular, the structure of the inverse
map to such a monomial Cremona map is made very explicit as is the degree of its monomial
defining coordinates. One unveils a close relationship binding together the normality of a
monomial ideal, monomial Cremona maps and Hilbert bases of polyhedral cones. The latter

suggests that facets of monomial Cremona theory may be NP-hard.

KEYWORDS

Cremona Monomial Hilbert bases Linear type Normality
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Introducao

A expressao “combinatéria birracional” foi primeiramente usada em [14] para denotar
a teoria das aplicactes racionais P~ --s P! definidas por monémios, em caracterfstica
arbitraria. Conforme enfatizado naquele trabalho, o objetivo era refazer a teoria ab initio,
pondo em relevo os dados oriundos da teoria combinatéria dos mondmios, passando ao largo
do cacoete da teoria classica em caracteristica zero, embora inspirando-se nesta belissima

parte da geometria algébrica.

Um dos desafios desta abordagem era determinar a aplicagao inversa de uma aplicacao
birracional monomial por um método puramente combinatério. Como a inversa é também
determinada por monoémios, como provado em bid., a questao fazia sentido. Esta questao
foi recentemente resolvida em [15]. Uma das peculiaridades da teoria é que, em geral, se os
monomios dados sao livres de quadrados, a aplicacao inversa nao é definida por monoémios
livres de quadrados. Isto torna a classificacdo e a estrutura do préprio grupo de Cremona

monomial, de grande importancia.
Neste trabalho seguimos estas idéias, abordando as seguintes questoes:
e Classificagao das aplicagdes de Cremona monomial de grau 2 em qualquer nimero de
varidveis
e A estrutura da aplicacao inversa de uma aplicagdo de Cremona monomial de grau 2
e O papel das bases de Hilbert em aplicagoes de Cremona monomial de grau arbitrario.
As primeiras duas questoes dependem de uma certa forma normal para a chamada
matriz-log de um conjunto de monomios de grau 2. Esta udltima desempenha um papel

fundamental no critério combinatdério obtido nas referéncias anteriores. Nesta tese intro-

duzimos uma forma normal de uma aplicagdo de Cremona monomial de grau 2 calcada na
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estrutura de um grafo cujas arestas correspondem aos monoémios que definem a aplicagao.
Uma motivacao é obter o formato explicito da aplicacao inversa, bem como os invariantes
numéricos associados, em termos da natureza do grafo correspondente. Isto é efetivado em

nosso principal resultado (Teorema 2.3.1)

Em adicao, fomos motivados por uma questao enunciada por Francesco Russo, através
de comunicagao oral, relativa a descrigao explicita de uma aplicagao de Cremona de grau 2
cuja inversa é ainda de grau 2 (chamadas de aplica¢oes de Cremona de tipo (2,2)). Nesta
parte, como resposta a esta questao, fomos capazes de caracterizar estas aplicacoes de
Cremona monomial de tipo (2,2) em termos das chamadas involugoes e da natureza do

grafo correspondente.

Em que pese a grande simplicidade combinatéria de que se revestem os critérios de bir-
racionalidade monomial, permitindo um calculo efetivo (ver [15, Se¢ao 4]) — embora eivado
de aspectos NP-hard — seu uso pratico na classificacdo tedrica estd longe de ser ébvio,
geralmente requerendo um grau de engenhosidade. Havendo intercambiado as ferramen-
tas geométricas pela algebra linear dos inteiros, paga-se um preco no sentido de requerer
uma precisao adicional. Esse esforco serd comum através dos argumentos dos principais

resultados.

Agora descreveremos em maior detalhe o contetdo de cada capitulo.

O primeiro capitulo revé, minimamente, a terminologia e alguns resultados bésicos
sobre a algebra de Rees e sua normalidade, ideais de tipo linear, aplicagoes racionais e com-
binatéria birracional. O objetivo desta parte é permitir uma micro-familiarizacao com a
linguagem dos enunciados dos resultados subsequentes, evitando remeter o leitor frequente-

mente ao material dos apéndices.

O estilo deste capitulo é de rapidas pinceladas, embora nos detenhamos um pouco mais
no material sobre aplicacoes racionais e a contrapartida combinatéria no caso monomial.
Desta maneira, o principal critério de birracionalidade monomial é cuidadosamente enunci-
ado (Teorema 1.3.3). Este resultado explica, em particular, a natureza da aplicagao inversa
de uma aplicacao de Cremona monomial em termos da matriz-log correspondente, aqui
chamada, talvez apropriadamente, matriz inversa de Cremona. Tanto a matriz-log de uma
aplicagao de Cremona monomial quanto sua matriz inversa de Cremona sao estocésticas e o
teorema fornece uma equacao interligando os niimeros estocasticos correspondentes — estes

nimeros coincidem com os respectivos graus na terminologia tradicional das transformagcoes
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de Cremona. Como no caso cldssico das aplicagoes de Cremona em caracteristica zero, os
graus estao relacionados através de propriedades do lugar base. Porém, no caso monomial,
esta relacao é realmente uma equacgao cujos termos sao efetivamente computaveis em ter-
mos de métodos de otimizacao, embora frequentemente intratdveis do ponto de vista da

complexidade computacional.

O segundo capitulo é sobre aplicagoes de Cremona definidas por monomios de grau 2
e constitui a parte central desta tese. Embora simples para compreender em termos dos
grafos correspondentes, tais aplicacoes guardam algumas maravilhas ocultas, tais como o
formato preciso e o grau de sua inversa de Cremona. Além do mais, ao longo do caminho
sao abordados alguns aspectos tedricos pertinentes, tais como nas situagoes em que o ideal
de base da inversa de uma aplicacao de Cremona ¢é de tipo linear. Aplicagoes de Cremona
cujos ideais de base sao de tipo linear tem sido tratadas em recentes trabalhos. Em um dos
resultados deste capitulo (Proposigao 2.2.2) da-se uma caracterizagdo completa de quando
o ideal de base da inversa de uma aplicacdo de Cremona monomial gerada em grau 2 é de

tipo linear. De acordo com a terminologia empregada no texto, existem “poucas” destas.

O principal resultado do capitulo é Teorema 2.3.1 que determina o grau da inversa
para uma transformagdao de Cremona monomial gerada em grau 2 em termos do grafo
correspondente. A prova é elaborada e longa, embora tenha a vantagem de produzir ao
longo de sua prova o formato preciso da matriz inversa de Cremona. Além disso, obtemos
o formato preciso do chamado fator de inversao e um critério simples, em termos do grafo

associado, de quando a aplicacdo inversa é definida por monomios livres de quadrados.

Existem algumas consequéncias deste teorema para classificagdo, entre as quais a
Proposicao 2.4.3, o Coroléario 2.4.4 e o Coroldrio 3.2.5. A terminologia torna-se ligeira-
mente técnica para ser descrita nesta introducao, por tal remetemos a parte apropriada
do capitulo. Aqui, classificacdo significa destacar familias com comportamento especifico
entre todas as aplicagoes de Cremona definidas por mondmios de grau 2. Em grau 2 esper-
amos ter tornado este aspecto suficientemente claro. Por outro lado, a titulo de franqueza,
nao é claro qual o impacto deste tipo de classificacao na estrutura do grupo de Cremona

monomial.

O terceiro capitulo esta dividido em véarias segoes de natureza independente, envolvendo
aplicagoes monomiais de Cremona de grau arbitrario. A primeira discorre sobre resultados

em grau arbitrario, dentre os quais o complemento dual generalizado — que estende a nogao de
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complementaridade dual originalmente discutida em [14, Secao 5.1.2], ao caso de mon6émios

nao necessariamente livres de quadrados.

Uma segunda sec¢ao trata das transformacoes monomiais de Cremona cuja inversa nao é
livre de quadrados — informalmente designadas por apdcrifas em [14]. Chamamos a atencao
para um resultado de natureza iterativa para transformagoes de Cremona gerais (nao neces-
sariamente monomiais), em caracteristica arbitraria: trata-se da Proposigdo 3.2.2. Seu uso

parece bem diversificado e 1til na construcao de exemplos em qualquer dimensao e grau.

Outro tépico relevante neste capitulo encontra-se na ultima segdo, fornecendo uma
resposta afirmativa a um problema posto por Rafael Villarreal sobre a relacao curiosa entre
a nogao de ideal monomial normal e a de uma base de Hilbert no sentido da geometria
convexa. Os principais resultados desta secao sao o Teorema 3.3.1 e Teorema 3.3.8. O
segundo desses teoremas, mostra que, dada uma aplicacao birracional monomial (sobre a
imagem) cujo ideal de base é um ideal normal, existe uma projecao P™ --» P" tal que a
composta é uma aplicacao de Cremona. A prova se baseia no uso de bases de Hilbert e

alguns lemas aritméticos estabelecidos em trabalhos sobre combinatéria birracional [13].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes incidentes de algebra comutativa

1.1.1 Algebras de Rees e normalidade

Dado um anel R e um ideal I C R, a dlgebra de Rees de I é a R-élgebra graduada
R(I) := Bp>0l™ com multiplicacdo induzida pela multiplicagdo natural de R pela qual
m.ym=m Sel=(f,...,f) entao tem-se R(I) ~ R[It| = R[fit, -, frt] C R]t],

em que t é uma indeterminada sobre R.

Lembremos que se A é um dominio e k£ o seu corpo de fracoes entao o fecho inteiro de
A, denotado por A, é o conjunto de todos os elementos f’'s em k que satisfazem a equacao
abaixo:

f”+a1f"_1+---+an:0, coma; € Aen>1.
Caso, A = A dizemos que A é integralmente fechado ou normal.

A nocao, de fecho inteiro de anéis se estende a ideais de acordo com a seguinte defini¢ao.

1.1.1 DEFINIGAO. Sejam R um anel e I um ideal de R. Um elemento z € R é inteiro sobre
I se existe n € N* e existem a; € I° para todo i = 1,...,n tal que z satisfaz a seguinte
equacao:

M4a e ta, = 0; sendo a; € It

O conjunto de todos os elementos z € R inteiro sobre I, denotado por I, é chamado fecho
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inteiro de I. Evidentemente, I C I; quando I = I dizemos que I ¢ integralmente fechado

ou completo. Caso I™ seja completo para todo n € N entao o ideal I é dito normal.

Usando convenientemente a graduagao da dlgebra de Rees, nao é dificil constatar que
se I é um ideal de um dominio normal entao a dlgebra de Rees de I é normal se e somente

se I é normal.

Malgrado a simplicidade das defini¢Ges, tanto o cdlculo como as propriedades algébricas
do fecho normal de um ideal sao de extrema dificuldade, vindo a se tornar um vortice de

teorias algebro-geométricas modernas de grande sutileza.

No caso de um ideal I C k[z1,...,x,] gerado por monoémios, um argumento simples,
atribuido a Carathéodory, mostra que o fecho inteiro de I é gerado pelos monoémios X¢
para os quais existe m > 1 satisfazendo (X )™ € I". Nesta notacao, X* = z{* ... z5" com

a=(ag,...,an.

Uma pergunta natural é se esta caracterizacao conduz a uma caracterizagao do fecho
inteiro de toda a algebra de Rees - nao tao somente das poténcias individuais do ideal.
Ora, como R(I) ~ R[It] C RJt], entao para o caso de I C k[x1,...,xzy], resulta que R(I)
é k-subalgebra de k[xi,...,zp,t]. Se, além disso, I é gerado por monémios entao R(I)
identifica-se com uma k-subélgebra de k[z1,...,x,,t] gerada por monémios. Isto permite

uma ponte a combinatoria.

Nesta linha, o proximo resultado explica como o fecho inteiro de uma k-dlgebra gerada

por monomios.

1.1.2 TEOREMA. ([16, Teorema 7.2.28]) Consideremos A = {v1,...,v4} C Z™ wm conjunto
de vetores. Sejam R um anel de polindomios com n wvaridveis sobre o corpo k e Fyq =

{x"1,...,x""} o conjunto-log correspondente. Entdo k[Fa] = k[{z®; a € RL ANZA}]
Como consequéncia, obtemos um critério combinatério para determinar se uma k-

algebra gerada por monoémios é normal.

1.1.3 CoROLARIO. ([16, Corolédrio 7.2.29]) Consideremos A = {v1,...,v4} C Z™ um con-
junto de vetores. Sejam R um anel de polindémios com n varidveis sobre o corpo k e

Fa={x",...,x"}. Entao k[F4] € normal se e somente se

ZANR, A = NA.
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1.1.2 Ideais de tipo linear

Voltemos a algebra de Rees R(I) = R[It] de um ideal I C R. Denotemos por S(I) a

algebra simétrica de I.

Existe um homomorfismo candnico sobrejetivo de R-algebras
S(I) % RI[It). (1.1)

O ideal I é dito ser de tipo linear se o homomorfismo (1.1) é injetivo. O modelo basico de

um ideal de tipo linear é dado por um ideal gerado por uma sequéncia regular.

1.1.4 PROPOSIGAO. Se I é um ideal de tipo linear entdo pu(Ip) < ht P para todo P €

Spec (R/I), onde u(J) denota o nimero minimo de geradores do ideal J.

Demonstracao. Como tanto a algebra graduada quanto a algebra simétrica comutam com

a localizagdo podemos supor que (R, m) é local e que I C m. Mas entao
(1) = (1 /m) = dim(S(1)/mS(1)) < dim(S(1)/IS(I)) = dim gr, (R),

onde a tultima igualdade é obtida supondo que I é de tipo linear. Mas, no caso local
dimgr;(R) = dim R. O

A condigao necessdria na proposicao é conhecida como condigao (F1) ou (G). Infeliz-
mente esta condicao esta longe de ser suficiente. Para verificar a propriedade tipo linear pre-
cisamos de condigoes adicionais na algebra simetrica que forcem o nicleo de S(I) — R|[[1]

a ser pequeno.

O maior problema continua sendo em relacdo a como qualquer afirmacio razoavel
afeta as equagoes que definem a &lgebra de Rees R[It]. A natureza de tais equacoes estao
no epicentro das questoes de birracionalidade, em particular, de aplicagoes de Cremona (ver
[10], [12], [3]).

1.2 Generalidades sobre aplicacoes racionais

Seja k um corpo algebricamente fechado e de caracteristica arbitraria. Denotamos
por P" = P}’ o espago projetivo de dimensao n. Um elemento de P" tem cooordenadas

homogéneas (ag : - -+ : a,) com a; € k.
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Queremos considerar as aplicactes racionais com “dominio” P" e contradominio P™,
onde as aspas indicam que hé algumas dificuldades com respeito ao que sera exatamente o
dominio dessas aplicacoes. As idéias originais sobre as aplicacoes racionais tiveram muitas
imprecisoes. O modo como pensamos no assunto hoje é largamente devido a transcricao

algébrica originada pela escola de Zariski.

A terminologia empregada provém do fato dessas aplicagoes serem definidas em termos
de funcoes racionais sobre o seu dominio, isto é, fragoes de funcoes polinomiais definidas
no dominio. Existem dois corpos diferentes na teoria de variedades projetivas: o “grande”
corpo das fragoes do anel de coordenadas homogéneas k(x| = k[xq,...,z,] de P" e 0 “pe-
queno” corpo das fracoes de um pedacgo afim de A™. Enquanto o primeiro fornece fungoes
regulares perfeitamente definidas sobre a estrutura de cone afim A", o dltimo é que recebe
a designacao de corpo de funcdes de P uma vez que faz sentido dizer que os seus elementos

induzem fungoes localmente bem definidas sobre P™ - em contraste aos elementos de k[x].

Um dado racional de P™ para P é uma colecao de elementos f1/fo, ..., fm/fo no corpo

de fungdes de P, onde foy, f1,..., fm € k[x] s@o formas do mesmo grau, com fy # 0.

De um modo um pouco impreciso, o dado acima induz uma aplicagao com contradominio
A™ C P™ e tendo por dominio um certo subconjunto fechado de pontos de P", a saber,
dados p = (ag : -+ : ap) € P, com a; € k, tais que fo(p) = f(ag, -+ ,a,) # 0, a imagem de
p é o ponto com coordenadas afins (fi(p)/fo(p), ..., fm(p)/fo(p)) € A}*. A rigor, a nocao
de uma aplicacdo racional é a de uma familia de tais dados racionais, satisfazendo uma
relagao de equivaléncia ébvia que traduz a requerida compatibilidade geométrica (ver [8] ou

[12] para uma abordagem mais algébrica).

E comum a notacao F': P --» P™ para indicar uma tal aplicacao, onde a seta pontil-
hada é reminiscente do dominio parcial da aplicacao. A k-subdlgebra k[f1/fo, ..., fm/fo] C
kE(fi/fo,---, fm/fo)) é o anel de coordenadas afins de uma subvariedade unicamente definida
de A™ C P™. O fecho do ultimo Y C P™, é chamado a imagem de uma aplicacdo racional
F. Por um abuso, podemos também dizer que a aplicagao racional F' é definida pelo dado
homogéneo fo, fi,..., fm e frequentemente usaremos a notacdo F = (fo : f1:...: fm), a
qual, como iremos indicar abaixo, transmite a ideia da falta de unicidade da escolha dessas

formas.

Uma aplicagao F' ¢é dita birracional sobre a imagem se existe uma aplicagdo racional

de P™ em P", cuja restricio G:Y --» P" é inversa de F. Algebricamente, F' induz
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um k-isomorfismo entre os corpos de fungoes de P™ e de Y. Em termos dos corpos de
funcoes dos cones respectivos, a birracionalidade se expressa de um modo simples. Para
tal, seja x4 o conjunto dos monomios de grau d em R. O anel k[x4] é o d-ésimo subanel
de Veronese k[x](¥) de k[x]. Nestes termos, F' é birracional sobre a imagem se e s6 se a
inclusao k[fo, f1,--., fm] C k[x](® em nivel dos respectivos corpos de fracdes é sobrejetiva

— remetemos ao Lema 1.3.2 para um enunciado preciso no caso de monémios.

Uma aplicacdo de Cremona de P™ é uma aplicacao birracional de P™ sobre si mesmo

(isto é m =n).

Também podemos expressar isto num nivel de dados homogéneos, a saber, se F' = (fp :
firooifm)eG=1(g90:91:...:9pn) entdo F é uma aplicagao de Cremona cuja aplicagao

inversa é G se e somente se as seguintes relagoes sao sastifeitas:

(f0(90>gla"'7gn): ceet fm(go’gla"'agn)) = (y_U: st ym)

(90(f07f17~--7fm): "':gn(vaflw--vfm))E(fO: fn)

como n-enuplas de coordenadas homogéneas em Pﬂy) (respectivamente ]P’Z(x)). (para detal-

hes, remetemos as referéncias [3] e [12]).

1.3 Transformacgoes de Cremona monomiais em termos de

aritmética inteira

Nesta secao transcreveremos a nocao de transformacao de Cremona monomial em ter-

mos da aritmética inteira.

Seja k um corpo e seja R = k[x| = k[z,...,z,] um anel de polinémios sobre k.

Suporemos, doravante, que n > 2.

Dado a = (a1, ...,a,) € N?, escrevemos x% := z9' --- 2% para o monomio associado.

) ) ) 1 n
Iremos tratar de um conjunto finito V' = {v1,...,v,} C N de vetores distintos com v; =
(v1j,--.vnj) € o correspondente conjunto-log de mondémios FV = {x,...,x%} C R. As

seguintes restrigoes basicas serao tacitamente supostas.

e Para todo i € {1,...,n} existe pelo menos um j € {1,...,q} tal que v;; =0
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e Para todo i € {1,...,n} existe pelo menos um j € {1,...,q} tal que v;; # 0

Por conveniéncia, chamaremos as condicoes acima de restricoes canonicas.

A primeira exigéncia nao ¢é intuitiva, mas torna-se clara em termos do correspondente

FV. Significa que os monémios de FV nio tem fator comum nao-trivial.

A segunda exigéncia pode sempre ser obtida contraindo a um subconjunto das coorde-
nadas definindo um N*~1 ¢ N”.

1.3.1 DEFINIGAO. A matriz-log Ay de V' é a matriz inteira cujas colunas sao os vetores em

V.

Por extensdao, chamamos Ay a matriz-log do correspondente conjunto F = FV de

monomios. Portanto, iremos sempre usar a notacao Ap.

Existe uma certa instabilidade nesta terminologia, j4 que a matriz depende da ordem
das variaveis e da ordem dos monomios em F' — a mesma sorte de imprecisao que ocorre
quando falamos sobre a matriz Jacobiana de um conjunto de polinémios. Esta instabilidade
deve ser tratada com algum cuidado, especialmente nos enunciados dos resultados e nos

argumentos que envolvem, simultaneamente, varios conjuntos de monomios.

Iremos trabalhar exclusivamente com conjuntos estocasticos de vetores. Precisamente,

V' é um conjunto d-estocdstico se |vi| = - -+ = |vy| = d, para algum inteiro fixado d > 1.

Para ver como a matriz-log de um conjunto de vetores d-estocastico ocorre natural-
mente, lembremos que uma extensao D’ C D de dominios é dita ser birracional se ela origina
uma igualdade em nivel de seus respectivos corpos de fracoes. Seja F = FV C R = kx| o
conjunto de monoémios associado a um conjunto d-estocastico V' C N™. Seja x4 o conjunto

dos monomios de grau d em R.

A transigao fundamental de dlgebra/geometria para aritmetica inteira é revelada através

do seguinte resultado, alcunhado principio determinantal de birracionalidade em [14].

1.3.2 LEMmA. ([13, Proposicao 1.2]) Seja V- C N™ um conjunto d-estocdstico satisfazendo
as restrigoes canonicas, com d > 1. Entdo k[FV] C R ¢ uma extensdo birracional se, e

somente se, o ideal de Z gerado pelos menores n X n de Ap € gerado por d.

De acordo com as observacoes anotadas na Secao 1.2, a birracionalidade da extensao

de anéis acima traduz a birracionalidade geométrica correspondente de P™ sobre a imagem.
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Nossa meta aqui é mais restrita no que supomos o caso ¢ = n. Nesse caso estamos
tratando de uma aplica¢do de Cremona ou transformagao de Cremona, um objeto veneravel
da geometria algébrica cldssica. Estamos entao trabalhando com aplicacbes monomiais cuja

matriz-log correspondente é uma matriz n X n d-estocéastica de determinante =+d.

O sinal acima nao é relevante ja que podemos sempre permutar duas colunas para obter
um determinante positivo, uma simples operagao correspondendo a uma transposi¢ao no
conjunto de monomios em F'. Na verdade, com frequéncia o resultado pode depender de uma
permutacao do conjunto de varidveis e do conjunto de monémios em F'. Isto significa que,
no grupo de Cremona monomial em n varidveis, nao iremos distinguir entre um elemento
F' deste grupo e a composta PF(Q, onde P, sao permutacoes de Cremona arbitrarias —
isto é, aquelas cujas matrizes-log sao matrizes de permutacao. Em particular, é claro que

através de tais composicoes nao estamos modificando o grau dos monoémios de definigao.

Usaremos fortemente o principal resultado em [15], que fornece a contrapartida aritmé-

tica inteira de uma aplicagdo de Cremona monomial.

1.3.3 TEOREMA. ([15, Teorema 2.2]) Consideremos V. = {vi,...,v,} C N® um conjunto
d-estocdstico, com d > 1, satisfazendo as restrigoes canonicas. Suponhamos que o determi-
nante da matriz-log associada Ay seja +d. Entao existe um conjunto W = {wy,...,w,} C

N™ e um vetor v € N" tal que:

(a) Ay - Aw =T+ 1, onde I' = [y|--- |y] € a matriz que possui todas as colunas iguais
——
n

a7;

(b) W € §-estocdstica e det(Aw) = +0, onde § = MTH.

Além disso, W e~y sdo unicamente determinados quando W satisfaz as restri¢oes canonicas.

Se F' e G sao os respectivos conjuntos-log de monoémios do conjunto de vetores V' e
W, também escreveremos a equacao fundamental do teorema na forma Ap - Ag =T+ I,,,
referindo-nos & mesma como a equacdo de inversdo de F', enquanto Ag serd chamada de

matriz inversa de Cremona de Ap.

O Teorema mostra em particular que a inversa de uma aplicacao de Cremona monomial
é também monomial, provando portanto o fato que o subconjunto do grupo de Cremona

cujos elementos sdo as aplicagoes de Cremona monomiais é um subgrupo. Ainda mais
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importante é que a demonstracdao deste resultado dé explicitamente a matriz inversa de
Cremona. Além disso, o resultado amarra as matrizes associadas por um vetor inteiro nao
negativo que fornece o fator monomial de propocionalidade responsavel pela composicao
das aplicacao ser a identidade. Teremos mais a dizer sobre este fator no préximo capitulo.
Este vetor (respectivamente, fator) serd dito o vetor de inversdo (respectivamente, o fator

de inversao) de F.

A seguinte nogao foi introduzida em [14].

1.3.4 DEFINICAO. Um conjunto V' C N™ é ndo coesivo se, a menos de permutacao nas

linhas ou nas colunas, a matriz-log é diagonal por blocos, isto é, da forma

c
Ay = ,
v D

onde C, D sao matrizes-log de tamanho qualquer e os blocos vazios tem somente elementos

nulos.

Dizemos que V é coesivo no caso oposto. Por extensao, se V é coesivo geralmente
dizemos que o conjunto F'V' de monémios é coesivo. Particulamente, se V é 2 estocéstico,

entao a coesividade de V é equivalente a conexidade do grafo associado G p.

Com esta nocao disponivel, o dicionario basico acima pode ser ampliado para acomodar
uma caracterizagao em termos da teoria de grafos. Lembrando que dado um conjunto finito

de monomios de grau 2 podemos associd-lo a um grafo [ver apéndice]

1.3.5 TEOREMA. ([14, Teorema 4.7]) Seja F' C k[z1,...,xy] um conjunto finito de monémios
de grau 2 sem fator comum prdprio. Denotemos G o grafo correspondente a F e A a matriz

de incidéncia de Gp. As sequintes condigcoes sao equivalentes:

(i) F € coesivo e A tem posto mdzimo;
(ii) F define uma transformacgao birracional sobre a imagem
(iii) G € conezo e obedece a uma das sequintes alternativas:

(a) GF nao tem lacos e é nao bipartido,

ou

(b) Gp tem lagos e apds a remog¢ao dos lagos o grafo resultante é bipartido.
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No caso particular de um conjunto de monoémios de k[z1,...,x,] com exatamente n

monomios podemos adicionar a caracterizacao acima uma propriedade da teoria de ideais.
1.3.6 TEOREMA. ([14, Proposi¢ao 5.1]) Seja F' C k[z1,...,x,] um conjunto finito coesivo de
n monoémios de grau 2 sem fator comum proprio. As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) det Ap #0
(ii) F define uma transformagdo de Cremona de P"~!
(iii) Uma das sequintes alternativas tem lugar:

(a) Gr nao tem lagos e contém um unico circuito que é necessariamente de compri-
mento impar,

ou
(b) G € uma drvore com exatamente um lago.
(iv) O ideal (F) C k[x1,...,xy] € de tipo linear.

E conveniente chamar o conjunto F' um conjunto de Cremona em grau 2 no caso em
que ele define uma aplicagdo de Cremona. Da mesma forma, a correspondente matriz-log
pode ser chamada uma matriz de Cremona em grau 2. Além disso, é conveniente considerar

o lago como um circuito de comprimento 1



Capitulo 2

Transformacoes de Cremona

monomiais de grau 2

Em [14, Proposigao 5.5 uma classificacdo das aplicagbes monomiais de Cremona de
grau 3 em 5 variaveis foi estabelecida, baseada na classificacao correspondente em grau 2.
Neste capitulo pretendemos estender esta classificacao em grau 2 em um numero arbitrario

de variaveis.

Nesta situacao, existe um grafo Gp associado a F, cujo conjunto de vértices estd
em bijecdo com {z1,...,x,} e cujo conjunto de arestas corresponde ao conjunto F', onde
o monomio z;x; fornece a aresta de vértices correspondentes a x; e ;. Remetemos ao

Apéndice para maiores detalhes desta associacao.

Notemos que G pode admitir lagos, correspondendo as poténcias puras de ordem 2

dentre os monoémios em F. A matriz Ar é exatamente a matriz de incidéncia do grafo Gp.

2.1 Forma normal em grau 2

Nesta parte introduzimos a forma normal de uma matriz de Cremona em grau 2.
Embora a inversa raramente seja de grau 2, a forma normal permitird dar uma forma da
matriz-log da inversa. Para introduzir a forma normal usaremos a caracterizacao dada no

Teorema 1.3.6 para aplicacoes de Cremona.

14
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Seja F' um conjunto de Cremona em grau 2 satisfazendo as restrigoes candnicas e de-
notemos G r o grafo correspondente. Dizemos que o vértice x; pertence a j-ésima vizinhanca
do tnico circuito C'r de G se a menor distancia de z; para algum vértice do circuito é 7,

isto é, se min{dg(z;,v),v € Cp} =3

2.1.1 LEMA. Seja F um conjunto de Cremona em grau 2. Entdo, a menos de permuta¢do

de varidveis e mondomios de F, sua matriz-log pode ser escrita na forma

NFr My
I, Mo
Np = LH ,
) p
Is, My (r40)
L (r1e)

onde:

(i) N, denota ou a matriz de incidéncia do inico circuito impar de tamanho r, escrito

na forma
10 0 1
0 0
0 1 0 0
0 0 10
0 0 1

ou a matriz 1 x 1 culo unico elemento € o 2, correspondendo ao unico laco

(ii) Is; denota a matriz identidade de tamanho sj, para algum sj, onde j percorre uma
lista ordenada de vizinhangas do unico circuito e sj denota o nimero de arestas na

j-ésima vizinhanca do circuito, com j=1,...,p

(iii) M; € uma certa matriz com elementos 0,1 distribuida de tal maneira que tenha ex-

atamente um 1 em cada coluna

(iv) Os espagos vazios sao preenchidos com zero.

Demonstracao. A prova estd essencialmente contida nos detalhes das afirmacoes acima.

Usando o Teorema 1.3.6 consideramos G'r como uma arvore enraizada, cuja raiz é ou o uinico
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circuito ou o Unico laco, de acordo com o caso, com as sucessivas vizinhangas do circuito
ou laco sendo os conjuntos dos ramos ordenados a partir da raiz. Em seguida, ordenamos
os vértices de cada vizinhanga, incluindo a vizinhanga de ordem 0 (a sua raiz), de maneira
arbitraria, entao organizamos esta ordenacao parcial sucessivamente ao longo da ordem das

vizinhancas.

Este argumento de vizinhangas estd bem definido pois temos uma estrutura de uma

floresta fora da “raiz”. O

2.1.2 DEFINIGAO. A matriz acima serd chamada uma forma normal da matriz de Cremona

em grau 2.

2.1.3 ExeEmMPLO. Considere F = {x1x9, x123, T125, T4T5, T42T7, T527, Tex7} C k[x]| um con-

junto de Cremona. A matriz-log de F' na forma normal é dada pelo produto:

00 0O01O00O0 00 0O0O0O01
000 O0O0O01 000O0O0OT1F®O
00 01O0O0O0 00 0O01O0O0
Ne=|1 0000010 |.As.] 001000 O
1 00 0O0O00O0 01 00O0O0GO0
0010O0O0O0 10 00 00O
01 0 0O0O0O0 00 01O0O0O0
e portanto,

1 0 1 0 1 0 0

1 1 0 1 0 0 0

01 1 0 0 0 0

Ne=]00 0 1 0 0 0

00 0 01 1 1

0 0 0 00 10

00 0 0 0 0 1

Claramente, esta forma normal nao é Unica pois depende de uma ordem arbitraria dos
vértices em cada vizinhanca do circuito. Na verdade, este grau de arbitrariedade podera

ser proveitoso em algum argumento.

Lembremos que, dada uma aplicacio racional P*~1 --» P"~! seu grau é o grau comum

de suas formas coordenadas, contanto que estas formas nao tenham nenhum fator comum
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proprio. Este grau nao deve ser confundido com o grau de uma aplicacdo no sentido geo-
metrico ou da teoria de corpos. Como estamos trabalhando principalmente com aplicagoes
de Cremona, o grau no ultimo sentido é sempre 1, portanto nao existe nenhum perigo de

mal entendido.

2.2 Quando é a aplicacao inversa de tipo linear?

Recorremos as nocoes introduzidas na segdo anterior e, particularmente, a nogao em-

pregada nas afirmagoes do Lema 2.1.1.

Lembrando que o grafo-aresta de um grafo G é o grafo simples cujo conjunto de vértices
é o conjunto de arestas de G e dois tais vértices sao adjacentes se, e somente se, as arestas
originais se encontram. Outra nocao necessaria é o diametro de um grafo simples, definido
pela maior distancia entre dois vértices quaisquer do grafo, onde a distancia entre dois

vértices é o nimero minimo de arestas conectando-os.

Precisaremos do seguinte resultado simples.

2.2.1 LEMA. Denotemos por F' o conjunto de Cremona de grau 2 e escrevamos G = G para
o grafo correspondente. Entao o diametro do grafo-aresta de G € limitado inferiormente por
% +p, onde r € a ordem do unico circuito de G e p € o numero de vizinhang¢as ordenadas

do circuito.

Demonstragao. Primeiro, é claro que um circuito é auto-dual relativamente ao grafo-
aresta, isto é, seu grafo-aresta é de novo um circuito de mesmo comprimento. Entao o

diametro do grafo aresta de um circuito de comprimento r é (r — 1)/2.

Escrevamos £(G), £(C) para o grafo aresta de G e C, respectivamente, onde C' denota

o tnico circuito de G' (notemos que, no caso em que C' degenera em um lago, £(C) = 0).

Seja v(p) um vértice na p-ésima vizinhanga — isto é, a tltima vizinhanca nao vazia —

do circuito em G e seja v(p—1),v(p—2),...,v(0) o inico conjunto de vértice pertencendo,
respectivamente, a vizinhanga de C' de ordem p—1,p—2,...,0, e tal que v(i) e v(i+ 1) s@o
adjacentes para¢t=0,...,p — 1.

Entao, em £(G) a distancia entre os vértices v(p)v(p — 1) e v(1)v(0) é exatamente p

ja que nao existe nenhum caminho dual menor para a estrutura ordenada de vizinhancas
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de C em G. Além disso, para conectar a um vértice arbitrario de £(C') precisamos de pelo

menos (r — 1)/2 arestas adicionais. Portanto, o didmetro de £(G) ¢ pelo menos 5t +p. O

O proximo resultado propociona uma caracterizagao em termos da teoria de grafos de

um conjunto de Cremona de grau 2 cuja inversa ¢é definida por um ideal de tipo linear.

2.2.2 PROPOSIGAO. Denotemos F C k[x]| um conjunto de Cremona em grau 2 satisfazendo
as restricdes canodnicas e consideremos o seu grafo G correspondente, com o unico circuito
de tamanho T, possivelmente degenerando em wm lago. Indiquemos por s o numero de
vértices de G fora do circuito cujo grau do vértice é > 2. Seja F~! C k[x] o winico conjunto
inverso de Cremona de F satisfazendo as restri¢oes canonicas. As sequintes condigdes sao

equivalentes:

(a) O ideal (F~1) C k[x] ¢ de tipo linear

(b) O ideal (F) C k[x] € linearmente apresentado

(¢) O grafo-aresta de Gp tem diagmetro < 2

(d) A estrutura de raiz-vizinhanga de Gp € uma das sequintes:

r=1, s;=0paraj>3,es<1
r=3 es;=0paraj>?2
r=5 es;=0paraj>1.

Demonstragao. (a) < (b) Esta equivaléncia é consequéncia do fato que as respectivas
lgebras de Rees de (F) e (F~!) tém o mesmo ideal de relacdes ([12]). Mais precisamente,
considerando um clone y das x-varidveis, o ideal de definigao da algebra de Rees de (F') C
k[x] em k[x,y] é o mesmo ideal de definicdo da dlgebra de Rees de (F~1) C kly] em kly,x].
Em particular, se existe alguma sizigia homogénea de F' que nao é gerada pelas lineares ela
produz uma relacao em grau 2 ou maior que nao é gerada por uma relagdo de grau 1 de

(F~1), portanto a tltima nio pode ser de tipo linear. A reciproca é analéga.
(b) < (c) Esta equivaléncia vale em situagdes mais gerais (ver, e.g., [2, Lema 5.16]).

(d) = (c) Isto é provado por uma inspecao direta. A saber, como observado anterior-
mente, o pentagono é aresta-dual, isto é, seu grafo-aresta é também um pentagono, portanto

tem diametro 2.
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Em seguida, um triangulo com segunda vizinhanca vazia tem uma grafo-aresta que
é “suficientemente” triangulado. De fato, o triangulo é também aresta-dual, e qualquer
aresta fora do triangulo adiciona outro triangulo no grafo aresta compartilhando uma aresta
comum com o tridgulo base. Portanto, é evidente que o diametro do grafo aresta é no

maximo 2.

Finalmente, para o caso do laco notemos que o subgrafo estrelado de G enraizado no
lago induz um subgrafo completo em £(G) cujo diametro é 1. A hipétese s < 1 garante
que existe no maximo um vértice v em G distinto do lago que tem grau de incidéncia > 1 e
enraizado neste vértice existe um outro subgrafo estrelado. Portanto, o diametro de £(G)
é <2.

(¢) = (d) Pelo Lema 2.2.1, temos r — 1 + 2p < 4. E imediato constatar que isto forca
as trés alternativas afirmadas — notemos que no caso do lago, G tem no maximo um vértice
diferente do lago de grau > 2. De fato, caso contrario, dados vértices distintos v(1),u(1) na
primeira vizinhanca do lago e dois vértices v(2),u(2) (necessariamente distintos) adjacentes
aos dois primeiros, respectivamente, entao a distancia em £(G) entre as “arestas” v(1)v(2)
e u(l)u(2) é 3. O

2.3 O grau da aplicagao inversa

O préximo resultado determina, de modo geral para as aplicagoes de Cremona mono-
mial de grau 2, a matriz inversa de Cremona de uma transformacao de Cremona F', lancando
mao da forma normal de F'. Se F' é um conjunto de monémios de uma aplicagao de Cremona,
escrevemos F~! para o conjunto de mondmios definindo a aplicacdo inversa. Supondo que
F satisfaz as restricdes canonicas, F~! é unicamente definida desde que satisfaca as mesmas
restrigoes. Lembremos também que existe uma tinica matriz inversa de Cremona Ap-1 (Teo-
rema 1.3.3) satisfazendo as retrigdes canonicas. Mais ainda, ambas sdo automaticamente

coesivas (ver [14, Lema 4.1].

Como explicamos na segao anterior, o grafo associado ao conjunto de Cremona em
grau 2 tem um Unico circuito e este circuito tem comprimento impar. Também, quando
falamos da matriz-log neste caso sempre significa a forma normal ANr como estabelecido
no Lema 2.1.1. E ébvio que, em termos da inversa, nao perdemos em generalidade quando
supomos que a matriz-log estd na forma normal N, pois conhecida a matriz inversa de

Cremona de N é possivel determinar a matriz inversa de Cremona de qualquer permutagao



Transformagoes de Cremona monomiais de grau 2 20

de Nr. De fato, esta serd determinada por uma certa permutacao da matriz inversa de

Cremona de N, isto é, se Bp é a matriz inversa de Cremona de Ny entdo E-'BpE'~! é

a matriz inversa de Cremona de E'NEpE.

2.3.1 TEOREMA. Denotemos por F = {x"',...,x"} C klz1,...,z,](n > 2) um conjunto
de Cremona em grau 2 satisfazendo as restrigoes canonicas e seja Gg o seu grafo corre-
spondente. Denotemos por r o comprimento do unico circuito de Gg. Seja s o niumero de

vértices de G fora do circuito cujo grau do vértice € > 2. Entdo:

(a) O grau da inversa de Cremona F~! é (r +1)/2 + s.
(b) Os elementos da matriz inversa de Cremona Ap-1 satisfazem as sequintes condigoes:

(i) Os elementos da diagonal principal sao todos ndo nulos.

(ii) Todos os elementos pertencem a {0,1,2}; mais ainda, a i-ésima linha contém
um elemento igual a 2 se e somente se o vértice correspondente x; ndo pertence
ao circuito de Gg e tem grau > 2; em particular, a aplicagao inversa € definida
por monoémios livres de quadrados se e somente se o circuito de Gp tem sequnda

vizinhanca vazia;

(¢) Indiquemos por CTF o subgrafo obtido de G pela omissao dos vértices de grau 1 e das
respectivas arestas incidentes e denotemos { fi,, ..., fi,, } 0s mondémios correspondendo
as arestas de @;7 que nao estao no circuito de Grp. Entdo o fator monomial de inversao
€x1...Trfiy ... fi,, onde a ordem dos vértices do circuito e das outras arestas obedece

a forma mnormal Ng

Demonstragao. Argumentaremos em termos do grafo simples G associado, de acordo
com o Teorema 1.3.6. Primeiro focaremos o caso livre de quadrados (isto é, quando G é
um grafo simples). Para o caso no qual o circuito degenera em um lago serd suficiente um

pequeno ajuste explanado no fim da demonstragao.

Consideremos a familia de todos os grafos conexos em n vértices, tendo um tnico

circuito de comprimento impar fixado 3 < r < n. Procederemos por inducao em n > r.

Para n = r, o grafo se reduz a um circuito de comprimento r. O conjunto inverso de

Cremona satisfazendo as restrigoes canonicas é bem conhecido:

F ' ={y1ys Yn, VoYt Yn—1Y1s - Yn1YnY1 " Yn—3, Yn¥2" " Yn—2}- (2.1)
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Claramente, o grau é (n+1)/2 e as entradas na diagonal principal de Ap-1 sao todas iguais
a 1. Mais ainda, as entradas da matriz inversa de Cremona sao 0,1 e o fator monomial de
inversao é 1 ...z, como se vé diretamente. Assim, as afirmacoes de (a) a (c) sdo validas

nesta situacao particular.

Suponhamos que n > r + 1. Entao existe um vértice fora do circuito cujo grau em
Gr é 1 - qualquer vértice pertencente a ultima vizinhanca nao vazia. Mais ainda, reor-
denando os indices correspondentes aos vértices nesta vizinhanca, podemos supor que o
vértice corresponde a x, e a Unica aresta incidente corresponde ao monoémio x"" = x;xy,
onde j € {1,...,n—1} é tal que z; corresponde ao tnico vértice adjacente a x,, — notemos

que este vértice pertence a peniltima vizinhanga nao-vazia do circuito.

Claramente, pelo Teorema 1.3.6, o conjunto F' = F\ x"» = {x",...,x"1} C k[x \
xn) = k[z1,...,2,—1] é ainda um conjunto de Cremona em grau 2 satisfazendo as restrigoes
candnicas. Pela hipétese indutiva, a inversa F'~! satisfaz as propriedades (b) e (c) do
teorema e tem grau (r 4+ 1)/2 + ¢, onde s’ é o niimero de vértices de G fora do circuito

cujo grau em Gpr é > 2.

Como nao interferimos no arranjo normal das vizinhangas anteriores do circuito, a

forma normal da matriz-log de F' tem a forma

Np M
NF: o )
0 1

onde N é a forma normal da matriz log de F’ ¢ M denota uma matriz (n — 1) x 1 cuja

Unico elemento nao nulo é o j-ésimo elemento.

Agora argumentaremos que a matriz inversa de Cremona de AMp herda uma forma
similar, com N substituida pela matriz inversa de Cremona de Nz . Desta forma, iremos

concluir sobre o grau de F~! e sobre o restante das afirmacdes do teorema.

Para isto, temos que analisar o papel do vértice correspondente a xj, onde j € {1,...,n—

1}. Dividimos esta andlise em trés casos distintos, como segue:
Caso 1. O vértice correspondendo a z; pertence ao tinico circuito comum de Gr e Gpr.

Neste caso, como z; pertence ao circuito comum de Gr e Gpr, temos s = s e, clara-

mente, CTF = CTFJ/ ja que x; tem grau > 2.

Como r > 3, podemos reescrever a forma normal de F’ em que j = 2 e X! = z1x9,
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x"2 = xox3 sdo as duas arestas adjacentes do circuito. Mostraremos que a seguinte matriz
tem as propriedades exigidas no Teorema 1.3.3 com respeito a N, isto é, é a matriz-log

dos monomios definindo a inversa de Cremona de Nr.

B:<AF,_1 N)
0 1

onde Ap/—1 é a matriz-log da tnica inversa de F’ satisfazendo as restrigoes candnicas, e

N =[] é a matriz (n — 1) x 1 definida por

(Apr-1),, — 1, sel=1
n; =
(Apr—1)

nos outros casos.

Notemos que faz sentido subtrair 1 na primeira alternativa acima pois, pela hipétese indu-

tiva, nenhum elemento ao longo da diagonal principal de Ap/—1 é nulo.

Seja Ngr - Apr-1 = IV + I,_1 a equagao matricial fundamental de inversao como no

Teorema 1.3.3 relativa a F’, com I" = [¢/|---|7/]. A multiplicacdo de blocos usual nos da
——

n—1
/ /
Np-B = Npr - Apr ‘ Npr-N+M S ‘ ‘ 2 ‘ Np N+ M +1,
0 | 1 0 | ... ] 0] 0
onde vy = [(7/)1, -, (7' )n-1]". Um célculo direto nos permite concluir que (Np - N+ M), =
(v),, paral=1,...,n—1:
e Sel# 1,2 temos m; =0 e (Np/), =0, portanto
n—1 n—1
(NF’ N+ M), = Z(NF’)lknk = Z(NF’)zk(AF’*l)kl = (71)1'
k=1 k=1
e Sel=2,éo0caso que mg =1e (Np), =1, logo
n—1 n—1
(NF’ "N+M), = Z(NF’)zknk +m, = Z(NF’)%(AF’*)M - (NF’)21 +m, = (71)2'
k=1 k=1

e Sel=1entdo m; =0e (Nps),, =1 e portanto

n—1 n—1
(NF' . N+M)1 = Z(NF’)Ucnk = (NF’)M(AF’*l)m - (NF’)H
k=1 k=1
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Portanto isto dd a equagao de inversdo Np- B =T+ I,, com I' = [y]---|y], onde
v =) paral =1,....n—1¢e~, = 0. Mais ainda, como F'~! satisfaz as restricoes
canodnicas entao B também satisfaz, por construgdo. Pelo Teorema 1.3.3, B é a tnica
matriz dando a inversa de F', como afirmado. Além disso, pelo formato explicito de B com
a natureza das entradas de NN, a hipdtese indutiva implica que as entradas de B sao 0,1, 2,
enquanto 2 aparece na i-ésima linha se e somente se x; é um vértice fora do circuito com
grau > 2. Como |y| = |7/| e, além disso, nenhum elemento na diagonal principal de B é

nulo, concluimos este caso.
Caso 2. O vértice correspondendo a x; nao esta no circuito e seu grau em Gpr é > 2

Neste caso, como Gr/ omite somente o vértice x,, e sua Unica aresta adjacente x;x,, e
como s conta somente os vértices de grau > 2, segue que s’ = s neste caso também, e, além

disso, GNF = é\;r ja que z; tem grau > 2.

Por hipétese, existem pelo menos dois indices 1 <4/ < j < i < n—1 tais que zyz; e z;jz;
pertencem ao conjunto F. Notemos que o vértice x;; pode estar no circuito. Mostraremos
que a seguinte matriz tem as propriedades exigidas no Teorema 1.3.3 com respeito a N,

isto é, é sua matriz inversa de Cremona.

B _ AF/—l N
0 1

onde Ap/—1 é a tinica matriz inversa de Cremona de N satisfazendo as restrigoes canonicas,

e N = [n] é a matriz (n — 1) x 1 definida por

0y = { (Apr-1), —1, sel=1

nos outros casos.

Seja Ngr - Apr-1 = IV + I,_1 a equagao matricial fundamental de inversao como no
Teorema 1.3.3 relativo a F’ com IV = [y'|--- |7/]. A multiplicagao de blocos usual nos d4
——

n—1

NF-B:(NF/.AFI_I ‘ NF/N+M>:(’V, ‘ ‘ ,(};/ ‘ NF/N_}_M)—I—ITL:

0 | 1 0o | ... | | 0

onde v = [(7)1, -+, (7 )n-1]". Um cdlculo direto nos d& (Nw - N + M), = (v'),, para
l=1,...,n—1:
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e Sel# j,i temos m; =0 e (Np),, =0, portanto

n—1 n—1
(Npr - N+ M), = Z(NF/)lknk = Z(NF/)lk(AF'_I)ki =)
k=1 k=1

e Sel=j,éocasoquemj=1e (NF')J-Z- =1, logo

n—1 n—1
(NF’ N+ M)j = Z(NF’)]knk +m; = Z(NF,)jk(AF/_l)ki - (NF/)ji +m; = (’7,)7“
k=1 k=1

e Sel=ientdo m; =0e (Np),, =1 e portanto

n—1 n—1
(NF’ N+ M)z = (NF’)zknk = Z(NF’)ik(AF’—l)ki - (NF’)u
k=1 k=1

Isto nos d4 uma equagao de inversao Np-B =T'+1,, com I' =[] -- - |7], onde v, = (7');
paral=1,...,n—1e~, =0. A conclusao é a mesma do caso anterior, portanto provamos

este caso.
Caso 3. O vértice correspondendo a x; nao pertence ao circuito e seu grau em G é 1

Neste caso, podemos facilmente ver que s = s’ + 1 e, por um argumento similar,
Gr = Gp U {z;x;}, onde z; é o unico vértice de G adjacente a x;. Notemos que nesta
situacao precisamos provar que o vetor v que aparece na equacao de inversao de F' tem
moédulo ['] + 2, onde 4’ é o vetor correspondente para a equagao de inversao de F’; mais

. !
precisamente, X7 = x7 x;z;.

Por hipétese, existe um tinico vértice indexado por algum ¢ < j tal que x;x; pertence
a F’ — aqui x; pode ou nao pertencer ao circuito. Neste caso achamos apropriado expressar

a matriz inversa de Cremona de Ny na forma

AF/*I N
B= 1 E,
0 1

onde N é a i-ésima coluna de Ap—1 e E = (eg;) é a matriz n x n definida por

1, sek=j,l#n

€kl =
0, nos outros casos.
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Multiplicando, encontramos

Np- B = Ngr - Apra ‘ Np - N+ M n Qj ... Q ‘ 0 _
0 | 1 0 0 | 0
. ’}//‘l—Oéj ‘ ‘ 'y’+ozj ‘ NF/'N+M —l—[
B o | ... o | 0 v

onde oy ¢ a j-ésima coluna de Npr.

Afirmamos que:

1. NF/'N‘l—M:’}/‘l-Oéj

2. Toda linha de B tem um elemento nulo.

Isto resolve este caso, pois os itens acima nos dao uma equacgao de inversao para F' com
unico vetor v := v+ a; e, como «a; é a coluna da matriz de uma aplicagao de Cremona em
grau 2, segue que X? = xV z;x; — em particular, |y| = |y/| + 2, como queriamos. Também é
claro pela forma de B que nao existem elementos nulos ao longo da diagonal principal. Por
outro lado, como z; tem grau 1 em Gpr, por hipétese de inducao, as entradas da j-ésima
linha de Ap—1 sdo 0,1 e nem todas sdo nula. Além disso, o formato explicito de B prova
que suas entradas sao 0, 1,2 enquanto 2 aparece exatamente na i-ésima linha se e somente

se x; é um vértice fora do circuito com grau > 2.

Para provar a primeira afirmagao, procedemos analisando alguns casos:

e Sel# j,i temos m; =0 e (Np),, =0, portanto
n—1
(NF’ N+M)l = Z(NF’)lk(AF’_I)M = (7/)1 + ;.
k=1

e Sel=j,éo0casoquem;=1e (Np), =1,logo

n—1
(NF’ - N + M)j = Z(NF/)jk(AF/_l)ki +1= (7/)3' +1= (/7,)3' + .
k=1
e Sel=7ientdao m; = 0e (Np/),, = 1, potanto

n—1

(N - N + M), = Z(NF’)ik(AF’—l)ki = (’Y/)i +1= (’7/)1' + oy
k=1
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A segunda afirmagao é 6bvia para qualquer linha exceto possivelmente para a j-ésima
linha. Para a tltima, é suficiente provar que (Ap-1)j, = (Api-1)j = 0. Primeiro observe-
mos que (Npr);; =1 e (Npr)jr = 0 para todo k € {1,...n — 1} \ {j} j4 que estamos na
forma normal e j é o indice de um vértice cujo grau é 1. Entao a equacao de inversao de F’
implica que (Apr—1);r = 7; + djx para k € {1,...n —1}. Como A1 satisfaz as restrigoes
canonicas, algum elemento ao longo de j-ésima coluna é nulo. Portanto (Ap-1);; = 0 para

todo k # j e (Ap—1);; = 1; em particular, (Ap-1); = 0.

Para concluir, explanamos a adaptacao no caso onde o circuito degenera em um laco.
Isto diz respeito somente ao passo inicial no processo indutivo. Como estamos supondo que
n > 2 e F satisfaz as restrigoes candnicas, os monémios nao admitem fator comum préprio.
Portanto, n > s1 + 2 onde, relembrando, s; > 1 denota o ntmero de arestas de Gr na
primeira vizinhanca do laco. Logo, o passo inicial pode ser para n = s1 + 2, enquanto que
no préximo passo da indugdao podemos entdo supor que n > s; + 2. Assim o passo inicial

¢ F = {:c%,xlxg, ey T1Tp—1, Tp—1Zn }, com n > 3. Consideremos o segundo conjunto em

grau 2:

{1201, ToTp 1, T 2Tn 1, Th_y, T1 T} (2.2)

Um célculo direto prova que este conjunto é o conjunto inverso de Cremona de F' — pode-
mos compor os dois conjuntos ou entao tomar as respectivas matrizes-log e multiplica-las,
encontrando a equacao de inversao, com vetor de inversao v = (2,0,...,0,1,0)!. E claro

que, nesta situacao particular, as afirmacoes de (a) a (c¢) sao vélidas.

O resto do argumento é anédlogo ao caso livre de quadrados. O

2.3.2 EXEMPLO. Segue alguns exemplos para ilustrar o Teorema 2.3.1.

1. Considere F| = {x129, xows, T324, 425, 15, Toxe} um conjunto de Cremona. Note
que o grafo associado a este conjunto tem segunda vizinhaca vazia e 0 comprimento

de seu tinico circuito é » = 5. Daf o grau dos monémios de Fy ' é %1 +s=3eo0

fator de inversao é x1xox3raxs. Além disso, pela demonstragdo do Teorema 2.3.1, o
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formato explicito da matriz-log de F| Lg

11010 0
01101 0

Api = 10110 1 ,
1 01011 0
1 01 01 1
00 00O 1

ou ainda, Ffl = {y1y3y5,y1y2y4,y2y3y5, Y1Y3Y4, y2y4y5,y3y5y6}.

2. Considere F» = F; U {x¢x7} um conjunto de Cremona. O grafo associado a este
conjunto possui um tnico vértice fora do circuito de grau > 2 e o comprimento de seu
Unico circuito é r = 5. Dai o grau dos monémios de F2_1 é % + s =4 e o fator de
inversao é x1m§x3x4x5x6. Além disso, pela demonstragao do Teorema 2.3.1, o formato

explicito da matriz-log de F[ ' é

Apa | N
AF—l = + F,
2 0 1

onde N ¢ a i-ésima coluna de A,-1 e E = (ey;) ¢ a matriz n x n definida por
1

{ 1, sek=jl#n
ekl =

0, nos outros casos.

Dai
1 1 010 0 1
01101 0 1
1 0110 1 0
Ap-1=101 0 1 1 0 1|,
2
1 01 01 1 0
11111 2 0
00 0O0O 0 1

ou, Fz_l = {y1Y3Y5Y6, Yy1Y2Y4Ys, y2y3y5y673/13/33/43/67y2y4y5y6‘793y5y%>y1y2y4y7}-

3. Considere F3 = Fy U {xgxg} um conjunto de Cremona. O grafo associado a este
conjunto possui um tnico vértice fora do circuito de grau > 2 e o comprimento de seu

’

Unico circuito é r = 5. Dai o grau dos monémios de Fgl é %1 + s = 4 e o fator de
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inversao é x1m§x3x4x5m6. Além disso, pela demonstragao do Teorema 2.3.1, o formato

explicito da matriz-log de F[ ' é

Ap | N
14F3_1 = ( 0 1 > )

onde N = [ny] é a matriz (n — 1) x 1 definida por

oy — { (AF;)M -1, sel=i

(AFQ—I)”, nos outros casos.
Dai

11010 0 11
01101 0 11

1 0110 1 0 0

01 011 0 11

Ap1 = ,

3 1 01 01 1 0 0
11111 2 0 0

00 00O 0 10

0 00O0O 0 0 1

ou seja, F{l = F{l U {y1y2v4ys}-

2.4 p-involucoes de grau 2

Um conjunto de Cremona satisfazendo as restricdes candnicas é chamado uma p-
involugdo se coincide com seu conjunto inverso a menos de permutacao das varidveis e

dos geradores.

A nocao de uma p-involucao foi motivada pela nocao de involugao na teoria cldssica das
transfromagoes de Cremona, admitindo-se a intervengao de uma projetividade. No contexto
monomial, p é uma abreviagao para “permutacao”’. Notemos que a noc¢ao de p-involugao é

valida ainda que o conjunto contenha monémios que nao sao livres de quadrados.

2.4.1 ExeEmpLO. Considere F' = {x129, xoxs, T123, x2Xg, X375} um conjunto de Cremona
e note que o conjunto F~1 = {x113, 2179, 2273, 1374, 1125} € 0 conjunto inverso de F.
Podemos ver que os grafos associados aos conjuntos F' e F~! sdo isomorfos. Logo F € uma

p-involucao.
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Voltemos aos conjuntos de Cremona livres de quadrados de grau 2. Doravante, su-
poremos sem alerta adicional, que o conjunto de Cremona em grau 2 satisfaz as restrigoes

canonicas (o que significa que a aplicacdo nao é equivalente a aplicacao identidade).

A seguinte terminologia serd conveniente.

2.4.2 DEFINIGAO. Um conjunto de Cremona livre de quadrados em grau 2 é de tipo curto se
o circuito (impar) do seu grafo correspondente tem segunda vizinhanga vazia, caso contréario

dizemos que o conjunto é de tipo longo ou de tipo geral.

Pelo Teorema 2.3.1, o conjunto de Cremona ¢é de tipo curto se e somente se o grau
da inversa é (r + 1)/2, onde r é o comprimento do tinico circuito (impar) no grafo simples

associado.

O proximo resultado é sobre a natureza de uma p-involucao em grau 2.
2.4.3 PROPOSICAO. Denotemos por F' um conjunto de Cremona de grau 2 e por Gg, o
grafo correspondente. Indiquemos por r o comprimento do unico circuito (podendo ser um

lago) em Gp e por s, o nimero de vértices de Gp fora do circuito cujo grau é > 2. As

sequintes condigcoes sao equivalentes:

(a) F € uma p-involugdao
(b) A inversa F~' tem grau 2

(¢c) F € livre de quadrados de tipo curto e r =3, our =1 (lago) e s = 1.

Demonstracao. A implicacao (a) = (b) é trivial.

Pelo Teorema 2.3.1, (r +1)/2 + s = 2. Portanto, ou r = 3 e s = 0 — correspondendo
ao caso em que o circuito é de comprimento 3 e existem, possivelmente, arestas adicionais
todas adjacentes ao mesmo, —our = 1 e s = 1 — neste caso o grafo associado consiste de um
lago e possivelmente arestas adicionais (pelo menos uma) adjacente ao lago e outras arestas

todas adjacentes ao mesmo vértice. Isto prova a implicacao (b) = (c).
Para ver (c)= (a), separamos dois casos.

Primeiramente, consideremos o caso em que G tem um circuito C3 de comprimento 3.

Por hipétese, a segunda vizinhanca de Cj é vazia. Portanto, a forma normal da matriz-log
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de F' tem no maximo 2 blocos:

_ NC3 M
NF_(O It>’

onde t é a cardinalidade da primeira vizinhanga de C5 e M é uma matriz 3 x t tendo

exatamente um elemento nao nulo em toda coluna, este elemento sendo igual a 1.

A aplicacao de Cremona definida por C3 é uma p-involucao por inspecao direta (ou

como um caso trivial de (2.1)) e a equagao de inversao é

Neg Né3 - [703|703|703] + I,

onde v, = (1,1, 1)te Ng, ¢ obtido de N, aplicando a permutacio 1+ 2 — 3+ 1 em

B N03/ N
0 A

onde N é determinada pela existéncia da igualdade Np - B = [y|...|y] + I;, com v =
(1,1,1,0,...,0)t. Note que

suas colunas.

Considere a matriz

/\/F.B:<[703’703"Yc3]+[3 ‘ Ncg-N—i-M)

0 | I
Isto é, vamos resolver a equagao N, - N+ M = [I]...|I] para N, onde I = (1,1,1)".

Agora, seja (nyj,ng5,n3;)" a j-ésima coluna de N. Entdo a j-ésima coluna de Ng, - N
é (nyj + nzj, ny; + ngj, ngj + l’lgj)t. Como toda coluna de M tem exatamente uma entrada

nao-nula, e esta entrada é 1, somos tipicamente levados a resolver o sistema de equacoes

111j—|-‘[13j—|—1:1
nyj+ng; =1
n2j+t13j=1

Podemos ver que a solucao é ny; = n3; = 0, ng; = 1. Portanto, N é unicamente obtida e,
como M, tem exatamente uma entrada n ao-nula e esta entrada é 1. Mais ainda, por uma
simetria ébvia da solucao, aplicando a permutacao 1 — 2 — 3 — 1 desta vez em torno das
linhas de N, vemos que as colunas de M e N sao as mesmas. Isto mostra que F' é uma

p-involugao e B é a corresppondente matriz-log da inversa de Cremona.
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O caso do lago j4 foi descrito na prova do Teorema 2.3.1 (ver (2.2)). O

Um conjunto de mondémios livres de quadrados satisfazendo as restrigoes candnicas é
chamado duplamente-estocdstico se sua matriz-log é duplamente-estocastica, isto €, a soma
das entradas de cada coluna é um inteiro d > 1 (isto é, os monomios tem um grau fixado d)
e da mesma forma para as entradas de cada linha (isto é, o grau de “incidéncia” de qualquer

variavel é também d).

2.4.4 PROPOSICAO. Seja F um conjunto de Cremona livre de quadrados em grau 2 de tipo

curto. Entao seu grafo correspondente G obedece a uma das sequintes alternativas:

(a) Um circuito (necessariamente impar) — ocorrendo se e somente se F' é duplamente-

estocdstico.

(b) Um circuito de comprimento 3 com primeira vizinhan¢a nao vazia — neste caso F é

uma p-involucdo

(¢) Um circuito de comprimento > 5 com primeira vizinhanga nao vazia — este caso ocorre

se e somente se F' ndo € duplamente-estocdstica, nem uma p-involucdo .

Demonstracao. E evidente que Gr se enquadra em um e somente um dos trés casos
acima. Portanto, basta provar as afirmagoes internas dos itens (a), (b) e (c). Como (b) é
parte da equivaléncia (a) < (c) na Proposicao 2.4.3, basta mostrar os itens (a) e (c). O
item (a) é completamente claro pois, em grau 2 livre de quadrados, duplamente estocdastica
significa que todo vértice de Gr tem grau exatamente 2. Para a estrutura de Gp este é o
caso se, e somente se, a primeira vizinhanga do circuito é vazia. E finalmente, o item (c)
é consequéncia da equivaléncia (a) < (c) na Proposicao 2.4.3 e da equivaléncia interna do

item (a). O



Capitulo 3

Resultados em grau arbitrario

3.1 Complemento dual generalizado

Nesta parte estendemos a nogao de complementaridade dual discutida em [14, Segao

5.1.2] ao caso de monémios nao necessariamente livres de quadrados.

3.1.1 DEFINIGAO. Se F' é um conjunto de monomios de mesmo grau com matriz-log A =
lasj], seu complemento dual é o conjunto F de monémios cuja matriz-log é A= [ — aij),

onde o; = max{a;j, j =1,...,n}.

3.1.2 PROPOSIGAO. Seja F um conjunto de mondémios em n varidveis, de um mesmo grau
d satisfazendo as restri¢oes canonicas. Entdo F é um conjunto de Cremona se e somente

se F' € um conjunto de Cremona.

Demonstragao. O argumento segue de perto a prova em [14, Proposi¢ao 5.4] com as

devidas modificacoes. Mostraremos a igualdade
(|| = d) det(A) = (=1)""*d det(A),

onde |a| := Y, a;. Para tal, procedemos com em [loc.cit.], usando as propriedades de
determinantes e o fato que A e A sdo matrizes estocasticas — esta ultima de grau estocastico

|a| — d, como se vé imediatamente. Substituindo a tltima linha de A pela soma de todas

32



Resultados em grau arbitrario 33

as linhas da A concluimos que det(A) = d det(A’), onde:
ail e Aln

p—11 .-+ QAn-—1n

1 1

De maneira similar podemos provar que det(ﬁ) = (la] = d) det(ﬁ’ ), onde

b11 bin
A =
bn—ll v bn—ln
1 e 1
(§] 121\ = [b”]
Observemos que se pode obter A" de A’ subtraindo da i-ésima linha o vetor (@iy. .oy )

para cada uma das n — 1 primeiras linhas de A’ e trocando o sinal em cada etapa. Entao
det(A") = (=1)" " det(A’) e, consequentemente,

d ~

det(A) = ddet(A') = (—1)" 'ddet(A") = (-1)*! ol d det(A).

Ora, se F' é um conjunto de Cremona entao |det(A)| = d. Tomando valores absolutos
na equacdo acima, concluimos que |det(4)| = |a| — d. Portanto F é um conjunto de

Cremona. A implicagdo inversa é obtida por um argumento anélogo. O

Chamaremos I de conjunto de Cremona dual de F e A de matriz de Cremona dual de
F.

3.1.3 TEOREMA. Seja F C k[x1,...,x,] um conjunto de Cremona de grau d satisfazendo
as restrigoes canonicas. Entao a inversa do conjunto de Cremona dual de F' € o conjunto

dual da inversa, isto €, a matriz inversa de Cremona dual de F' €

Aﬁ,l = AF71 = [ﬂz — bi]‘], (31)
onde Ap-1 = [b;j] e f; = maz {b;;, j=1,...,n}.
Demonstracao. Sejam A = [a;;] a matriz log de F' e B = [b;;] a matriz inversa de Cremona

de A —isto é, B é a matriz-log da inversa F~! de F satisfazendo as restricoes candnicas.

Consideremos v = (y1,...,7v,) € N o vetor de inversao de F'.
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Ponhamos

gi; = 0 — bij, com [ = max{b;i,...,bin}

n
5= ai(Y_Bi—d) = auB + v com a; = max{a,. .., an}
=1

=1
onde d' é o grau de F~!. Notemos que 7; depende somente da i-ésima linha da matriz A e

B. Escrevendo A\[EJ\] = [¢i;], temos:

n n
Cij = Z @B}; = Z — ait) (B — biy) Z i — Z a;bi; — Z aif + Z aibij,
=1 =1

do qual resulta

Cij = ai(Zﬁl -d) - Zauﬁl + i + 6i5 = Vi + 0ij-
=1

=1

Logo, AB = [§!|---[3"] + I., onde B = [(;,;] ey = (M]...|9m). Além disso, toda linha
——

n
de B contém um elemento nao nulo. Consequentemente, pelo Teorema 1.3.3, B é a matriz

inversa de Cremona de F'. O

Notemos o impacto para aplicagoes de grau 2.

3.1.4 COROLARIO. Se F € uma transformacao de Cremona de grau 2, livre de quadrados,
entao o grau da inversa da Cremona dual de F é n — m, onde r denota o numero de

vértices do circuito impar do grafo associado a F.

Demonstragao. Pelo item (b)(ii) do Teorema 2.3.1, todas as entradas da matriz-log de
F~! pertencem a {0,1,2} e além disso, a i-ésima linha contém um elemento igual a 2 se
e somente se o vértice x; correspondente nao pertence ao circuito de G e tem grau > 2.
Resulta que o vetor o« = (ay, ..., ay) introduzido no argumento da Proposigao 3.1.2 é tal

que

o — 1, sedg.(x;) =1 ouse z; estd no circuito
;=
2, nos outros casos.

Como a soma dos elementos de cada coluna da matriz-log da inversa é o grau da inversa,

pela equagdo 3.1 vem que o grau da inversa da dual de F' é Z(al — [Ap-1];j) para qualquer

=1
j=1...,n.
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n
Pelo que observamos acima, E ap =n—8+2s = n+ s, onde s é o numero de
1=1
vértices em G fora do circuito cujo grau de incidéncia é > 2, e além disso Y ;- [Ap-1];; =

grau(F~1) =21 + s O

3.2 Aplicagoes de Cremona apdcrifas

Nesta parte desenvolveremos alguns resultados sobre uma transformagao de Cremona
monomial livre de quadrados cuja inversa nao € livre de quadrados — uma tal transformacao,
bem como o conjunto de monomios correspondente, serd designada apdcrifa, seguindo a
terminologia sugerida em [14]. Surpreendentemente, esta nogao goza de certa estabilidade,

CcOmo veremos a seguir.

3.2.1 PROPOSICAO. Seja F um conjunto de Cremona livre de quadrados em grau d. Entado

F apdcrifo s F apdcrifo .

Demonstragao. Pela relagao caracteristica de Az_; em (3.1), concluimos que se Ap

admite algum elemento > 1, 0o mesmo ocorre com Az_;. O

Uma outra situacao em que a hipétese apdcrifa é preservada vem do seguinte fendmeno

geral para transformacoes de Cremona nao necessariamente monomiais.

3.2.2 PROPOSIGAO. Seja F = {f1,..., fa—1} C klz1,...,2n—1] um conjunto de formas de
grau d > 2 definindo uma aplicacdo de Cremona de P"~2. Se g € klxy,...,2n_1] € um
polindmio homogéneo de grau d — 1, entdo F' = F U {gx,} C k[x1,...,x,] define uma

transformacao de Cremona de P"~ 1.

Demonstragao. Como F é um conjunto de Cremona entao

E(fi, ..y fno1) = k(x‘f,:cg/xl, ey Tpo1/71) = k(X4),
onde x4 é o conjunto de todos os monémios em k[z1,...,x,—1] de grau d. Basta entao
mostrar que z,/x1 € k(f1,.. ., fn-1,9%Tn)-

. . N . . Qp—
Primeiro suponhamos ¢ um mondmio, digamos ¢ = z{"'...z,"7". Temos

d—1
P
ap+ ...t ap _
g=m;" @y /21)%2 (T Jay) Ot = 28 R

hek(flv“wfnfl:gxn)
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Logo x,/z1 = gzn/had € k(f1,..., fa_1,92n). Se g é homogéneo, este argumento se aplica

a cada parcela de g. O

No caso monomial, a transformacao da natureza acima preserva a propriedade apdcrifa.

3.2.3 PROPOSIGAO. Sejam F = {f1,..., fn—1} C k[z1,...,Zn_1] um conjunto de Cremona
monomial livre de quadrados em grau d > 1 e F' = F U {gx,} C k[x1,...,2,], onde
g € klx1,...,zp—1] € um mondmio de grau d — 1. Se Fé apdcrifo entao F' também é.

Demonstragao. Consideremos Bps a inica matriz inversa de Cremona de A g+ satisfazendo

as restrigdes canonicas e v = (v1,...,7,) o vetor de inversao de F’. Como toda linha de

Bpr tem pelo menos um elemento nulo e Ap Bpr = IV + I,, onde IV = [y/] ... |9/] temos que
——

n
byj =0 paratodoj=1,...,n—1, by, =1e~, =0. Assim podemos escrever

Ap | M c | b
A /= B = ,

onde A é a matriz-log de F', M é o vetor log de g, C e D sao matrizes My, _1xn—1 € Mn_1x1,

respectivamente.

Pela multiplicacao usual de blocos temos

AF,BF,:<AFC | AD+M>:<F+In_1 | 7)7

0 | 1

onde y:= (V{,...,vh_1) e =[]... 7]
——

n—1
Notemos que ApC' = T'+1,,_1. Logo, a menos de propocionalidade, a aplicagao racional
G = (X" :...:X""1) ¢ ainversa de F, onde C = [v1,...,0p—1]. Assim, se F' é um

conjunto de Cremona nao apdcrifo entao F' também é. O

3.2.4 EXEMPLO. A reciproca da proposicdo acima ndo € verdadeira pois os conjuntos
/
F = {x129, x923, 1123, 1174} ¢ F' = F U {425}

sao tais que F € uma p-involugdo e F' € apdcrifa (Ver préximo coroldrio).
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Como um complemento da proposicao anterior, temos o seguinte resultado.

3.2.5 COROLARIO. Seja F um conjunto de Cremona livre de quadrados em grau 2. Entdo
F € apdcrifo se e somente se € de tipo geral, isto €, o grafo Gg correspondente € tal que a

sequnda vizinhaca do unico circuito € nao-vazia.

Demonstragao. O resultado é consequéncia imediata do item (b) (ii) do Teorema 2.3.1.
U

3.3 Relagao com bases de Hilbert

Nesta secao respondemos afirmativamente a uma questao de R. Villarreal, oralmente
comunicada, sobre a relagdo entre as transformagoes de Cremona monomiais e bases de
Hilbert.

Dado um subconjunto A C R"™, denotemos por Z.A (respectivamente N.A) o reticulado
inteiro gerado por A (respectivamente, o conjunto dos elementos do reticulado com coe-
ficientes nao negativos). Lembrando que um subconjunto finito H C R™ é uma base de
Hilbert se Z" "Ry H = NH. Um cone poliédrico é dito admitir uma base de Hilbert se
contém uma base de Hilbert e é gerado por ela. Além disso, um ideal I de um anel R é

normal se todas as suas poténcias sao integralmente fechadas em R.

Seja k um corpo arbitrario. Se v = (a1,...a,) € N* e X = {X},..., X,,} sado indeter-
minadas sobre k ent@o escrevamos XV := X{* --- X2 € k[X] para o conjunto de monomios

associados como introduzido no primeiro capitulo.

Nosso primeiro resultado principal desta secao é o seguinte.

3.3.1 TEOREMA. Sejam v1,...,v4 € N (¢ > n) dados tais que os monémios associados
XU, .., X% tém o mesmo grau d > 1. Se o ideal (X"',...,X"%) C k[X] é normal entio
{(v1,1),...,(vg, 1)} € base de Hilbert.

Demonstragao. Primeiro notemos que, como o anel k[X] é normal, o ideal (X"1,... X") C
k[X] é normal se, e somente se, a dlgebra de Rees deste ideal é normal. Mas a dlgebra de
Rees é isomorfa ao subanel k[X, X" T, ..., X%T] C k[X,T]. Aplicando o conhecido critério
combinatério dado na Proposicao 1.1.3 encontramos que esta dlgebra é normal se, e somente
se,

ZH "R, H = NH',
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onde H' = {e1,...,en} UH, H = {(v1,1),...,(v5, 1)} C N"" e {e1,...,en,ens1} 6 a base

canénica de Z"*H1.

Por outro lado, é bem conhecido que como consequéncia do Lema de Farkas [Corolario 4.2.2]
e também do Teorema Fundamental das inequagoes [Teorema 4.2.1], para qualquer subcon-

junto A C Z™ as inclusoes naturais
ZANQLACZANRLA e meQ+A C meR+A

sao igualdades.

Portanto basta provar que

ZH' NQ H' c NH' = Z""'NnQ, H c NH.

Notemos que ZH' = zntl pois epy1 = (v1,1) —vi1e1 + -+ + vp1€n, onde v; =
(’L)171,...,Un71).

Entdo, seja z € Z"™ N Q4 H, digamos, z = (21,...,2n41) = M (v1,1) + ... + Ag(vg, 1).

Portanto
q

q
Zp1 =3 A ezl = M)A +1) =z (d+1).
=1

=1

Como H C H', também z € Z"" N Q, H’, e pela hipétese podemos escrever
z=ai(vy, 1) + ...+ ag(vg, 1) + B1(e1,0) + ... + Bulen, 0),

onde ai,...,aq, 031, .., 0, € N. Mas entao zp41 = > - ;e
q n n
2= QO a)d+ 1)+ 8= zapa(d+ 1)+ Y _ B,

i=1 j=1 j=1
portanto Z;‘L:1 B; = 0, que é, B; = 0 para todo j. Consequentemente, z € NH como
queriamos provar. O
A reciproca deste teorema nao ¢é valida, como se constata no exemplo a seguir.

3.3.2 EXEMPLO. Consideremos os monomios

(X1, XPXo Xy, X1 X5 X5, X5X3} C R =k[X1, X0, X3, X4].
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Verifiquemos que, de fato,
{(4,0,0,0,1)",(2,1,0,1,1)",(1,2,1,0,1),(0,3,1,0,1)"}

é base de Hilbert. Para isso é suficiente provar que Q4 H N Z®> C NH. Temos que
z = (21,22,23,24,25) € Q. H NZ° se e somente se z; € Z e existem A1,...,\s € Q

tais que

21 =4M +2Xa + A3

M =25 — 24 —
Zo = Ao+ 2X3 + 3\ T HmT AT

= X3+ A Sy e
BT 4 /\3221—4)\1—2)\2
2’42)\2
)\4223—)\3

[ s =AM+ X2+ A3+

Das equagbes acima podemos concluir que A\; € Q4 NZ = N para todo ¢ = 1,2,3,4, e

consequentemente z € NH, como queriamos.

Contudo o ideal I C R gerado pelos monomios nao é normal. Para verificar este fato,
consideramos a algebra de Rees R de I. Usando Macaulay, pode-se calcular uma resolugao
livre de R sobre o anel de polinémios R[Y]| = R[Y1, Y2, Y3,Ys]. Localizando em um ideal
primo P C R[Y] de codimensao 5 convenientemente escolhido (por inspecao direta do ideal
de definicao da algebra), vemos que a profundidade de R localmente em P é 1, enquanto
dimRp = 2. Este argumento prova que R nao satisfaz a condi¢ao (S2) de Serre, uma
das condigoes para a normalidade — embora, neste exemplo, R seja localmente regular em

codimensao 1.

3.3.3 LEMA. Seja H = {v1,...,vq} C Z"™ um subconjunto arbitrdrio. Entdo os vetores
{(v1,1),...,(vy, 1)} C Z""' geram um cone pontudo. Se, além disso, os monémios associ-
ados aos vetores em H tem o mesmo grau entao este cone tem a mesma dimensdo do cone

gerado por H.

Demonstracao. Para provar que o cone poliédrico gerado por (H, 1) := {(v1,1),...,(vg, 1)}

é pontudo mostraremos que ele é fortemente convexo, a saber, seja
> aj(v, 1) =Y bi(v;,1),
J J

com aj > 0, Vj e b; <0, Vj. Olhando para a tltima coordenada, temos Z]- a; = Ej bj, ou
seja, a; = 0, Vj.
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Assumindo, agora que a matriz cujas colunas sao vetores em H é d-estocdstica para

’L)l PR Un
d - d

possui a tltima linha sendo a soma das linha de [v1]...|vy], e portanto ambas tem o mesmo

algum d > 1, a matriz

posto. Mas este é também o posto sobre Q (portanto, sobre Z) da matriz cujas colunas sao
(v1,1),..., (vg, 1). 0

3.3.4 OBSERVACAO. Notemos que a primeira parte do lema é ainda mais geral, um conjunto
finito de vetores em Z™ gera um cone pontudo se, para algum i € {1,...,n}, suas i-ésimas

coordenadas sao nimeros naturais positivos.

O resultado combinatério principal desta parte segue agora. Lembremos que pelo Teo-
rema 4.2.5 se H uma base de Hilbert de um cone poliédrico pontudo e 7 o posto do reticulado
inteiro gerado por H entao este tem um subconjunto contendo r vetores linearmente inde-

pendentes formando uma base de Hilbert.

3.3.5 TEOREMA. Seja H = {vi,...,v4} C N" tal que os monémios associados tém o
mesmo grau d > 1 e ZH tem posto n. Se (H,1) = {(v1,1),...,(vg, 1)} C Z" € uma base
de Hilbert entdo existe wma submatriz n x n de [v1] ... |vq] cujo determinante é d.

Demonstragao. Pelo Lema 3.3.3, o cone gerado por (H, 1) é pontudo. Portanto, pelo Teo-
rema 4.2.5, (H, 1) admite um subconjunto (H’,1) de n vetores linearmente independentes

que é base de Hilbert.

Afirmamos que a matriz cujas colunas sao os vetores em H' satisfaz a tese. Para isto
é suficiente provar um isomorfismo de Z-médulos Z"/ZH' ~ Z/dZ. Primeiro notemos que
Z"™/ZH' é um Z-mé6dulo de torsdao ja que ZH' tem posto n. Por outro lado, nao é dificil

provar que existe uma sequéncia exata de Z-moddulos

0 — Ty(Z /2H) 2> To(2" /2H") 25 2/dZ — 0,

onde Ty denota a Z-torsao, ¢((a,b)) =a e ¢'(a) = |a|] sendo a € Z", b € Z e |.| a norma da

soma.

Agora, T7(Z"*/ZH) = RH N Z"*' /ZH, um fato que pode ser provado usando uma
simples consequéncia do Teorema 4.2.1 e do Coroldrio 4.2.2, a saber, RH N Z"t! = QH N
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Z"*!. Sendo H uma base de Hilbert, R; H N Z"*! = NH. Mas a ultima igualdade implica
que RH NZ"t c ZH, um fato que pode ser checado escrevendo todo coeficiente a € R na
forma |a] + b, com b € Ry. O

3.3.6 LEMA. Seja v = (71,...,7) € N e seja A = [a;j] wma matriz d-estocdstica tal que
det A = +xd. Entdo det [a;; + 7] = £(d + |7]).
Demonstragao. Faremos a prova por inducao em |7|.

Se |v| =1, digamos v = (0,...,0,1,0,...,0) é um vetor cuja inica coordenada nao-nula

¢é a r-ésima coordenada. Logo

n n n
det [aij+vi] = Z(—l)”j(arj—i-%) det A,; = Z(—l)’"ﬂarj det Arj+Z(—1)r+j det A, =
j=1 j=1 j=1
aill e A1n
Ar—11 ... Qr_—1n
= det A + det 1 o 1 ,
Qr4+11 -+ Gr4ln
anl Gnn

AI
onde A,; ¢ a matriz dos cofatores. Substituindo a 7-ésima linha de A pela soma de todas

as linhas de A e usando o fato que A é uma matriz d-estocdstica podemos concluir que
d det A" = det A. Logo det [a;; + ] = £(d + 1).

Suponha que para todo 7/ tal que |[7'| =1 —1 > 1 o lema seja vélido e seja v tal que
|v| = 1. Suponha que a r-ésima coordenada de v seja ndo-nula e escreva v = v’ + 7,., onde

¥ =(0,...,0,1,0,...,0) é um vetor cuja unica coordenda nao-nula é a r-ésima coordenada

ey =v—1. Logo
det [a;; +vi] = det [(aij + 7)) + ] = det [ai;; + )] +det A" = £(d+ |7/| +1).

Portanto o lema segue.
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3.3.7 COROLARIO. Seja H := {vy,...,v4} C N tal que os mondémios associados tem o
mesmo grau d > 1. Se ZH tem poston e {(v1,1),...,(vg, 1)} C Z""! é uma base de Hilbert
entao existem n vetores em H tal que os monémios associados definem uma transformacao

de Cremona de P 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.5, existe uma submatriz n x n de [v1]. .. |v,y] cujo deter-
minante é d, digamos [v1]...|v,]. Se os respectivos monomios associados a esta submatriz
possuem fator comum proéprio entao existe um vetor v € N” e existem wq,...,w, € N”
tais que [v1]...|v,] = [wi]...|wp] + [v]...|7], sendo que os respectivos monémios asso-
ciados a matriz [wi]...|w,] ndo possuem fator comum préprio. Pelo lema anterior, det
[wi] ... |wp] =d — ||, e como este também o grau dos monémios associados a matriz, logo

o principio determinantal fundamental dado no Lema 1.3.2 pode ser aplicado. O

O seguinte resultado une os resultados anteriores, construindo uma ponte entre combi-

natoria e geometria algébrica.

3.3.8 TEOREMA. Seja {X",..., X%} C k[X] = k[X1,...,X,] (@ = n) um conjunto de
monomios de mesmo grau gerando um ideal normal. Entdo existem n monomios entre

esses definindo uma transformacio de Cremona de P~ 1.

Demonstragao. Segue imediatamente do coroldrio anterior e do Teorema 3.3.1 O

Na verdade, este problema pode ser ainda mais geral. Dado {fi,..., f;} C k[X] =
kE[X1,...,Xn] (¢ > n) um conjunto de formas de mesmo grau definindo uma aplicagao
birracional sobre a imagem entao existem m (m < ¢) formas entre essas definindo uma
aplicagao birracional sobre a imagem? Usando o diciondrio algébrico/combinatério dado
no Teorema 1.3.5 e Teorema 1.3.6, tanto no caso de uma aplicagdo birracional quanto no
caso particular de uma aplicacao de Cremona, podemos observar que quando as formas sao
monomios de grau 2 a resposta a questao acima é afirmativa. De fato, se F' é um conjunto
de monoémios de grau 2 definindo uma aplicacao birracional entao pelo Teorema 1.3.6 ou
GFr nao contém lagos e é um grafo nao-bipartido ou G contém pelo menos um lago e
nos dois casos é possivel escolher n arestas em G de forma que o subgrafo definido por
essas arestas é conexo e ou nao contém lacos e possui um tunico circuito de ordem impar ou
contém um laco e portanto o conjunto de monémios correspondendo ao conjunto de arestas
deste subgrafo define uma aplicagdo de Cremona. Com isso provamos o seguinte resultado

abaixo.
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3.3.9 PROPOSIGAO. Seja {X",..., X%} C k[X] = k[X1,...,Xy] (@ > n) um conjunto de
monomios de grau 2 definindo uma aplicacao birracional sobre a imagem. Entdo existem n

monoémios entre esses definindo wma transformacdo de Cremona de P!,

Isso nem sempre € possivel quando o grau é diferente de dois. Por exemplo, a aplicacao
birracional sobre a imagem F : P? --» P? dada por F = (23 : 2%y : y22 : 23) é tal que ndo

existem 3 monodmios entre esses definindo uma transformaciao de Cremona de P?.



Capitulo 4
Apeéendice

4.1 Grafos

A teoria de grafos nao orientados admite uma transcricao algébrica em termos de ideais
gerados por monomios de grau 2 em um anel de polindmios sobre um corpo k — conhecidos
como ideais de arestas. O objetivo desta parte é familiarizar o leitor com alguns aspectos

bésicos desta transcrigao.

Dado um conjunto V' # (), um grafo de vértices em V e arestas A é um par G = (V, A),
em que A C V x V. Quando nao for claro escreveremos A(G), em lugar de A, para evidenciar

a dependéncia entre G e A. Um grafo G é finito se o conjunto de seus vértices é finito.

Dados vértices vy, v, dizemos que v; é adjacente a vy em G, se (vi,v2) ou (va,v1) é
uma aresta de G. Um grafo é dito ser completo se seus vértices sao dois a dois adjacentes.
Dois vértices v1,ve € V, sao ditos independentes em G se, ambos, (vi,v2), (v2,v1) ndo sao
aresta de G. Dizemos que o grafo G possui loops ou lagos no vértice v se (v, v) é uma aresta
de G. O grafo é orientado se existe vy , va € V tais que (v1,v2) € A e (v2,v1) ¢ A. Quando
um grafo G é nao-orientado, desprovido de loops, sem vértices isolados e o conjunto dos

vértices é finito diremos que G é simples.

Neste resumo e no corpo da tese, consideramos sempre grafos nao orientados, sem

vértices isolados e cujo conjunto de vértices € finito.

Dado um grafo G, como acima, com conjunto de vértices V(G) = {1,--- ,n}, podemos

44
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introduzir um ideal I(G) C R = k[z1,--- ,xy] gerado pelos monomios x;z; de grau 2 tais
que (i,7) é uma aresta de G (incluindo possivelmente lagos (7,7)). O ideal I(G) é chamado

o ideal das arestas de G.

Sejam G, H dois tais grafos. Dizemos que H é subgrafo de G, e escrevemos H C G, se
V(H) CV(G) e A(H) C A(G). Além disto, se A(H) = A(G)N(V(H) x V(H)) entao H é
um subgrafo induzido de G. Neste caso, denotamos por G T H. Observemos que dado um
grafo G = (V, A) e um subconjunto V' C V| existe um tnico subgrafo induzido de G cujos

vértices sao os elementos de V’. O subgrafo induzido é denominado subgrafo gerado por V'.

Um caminho de comprimento r é um grafo cujos vértices e arestas sao, respectivamente,

a menos de notacao,
V={0,1,...,r} e A={(0,1),(1,2),...,(r—1,7)}.

Dado r € N (r > 2), um ciclo ou circuito de comprimento r, escrito C,, é um grafo cujos

vértices e arestas sao, respectivamente, a menos de notacao,

V={l,....,rteA={(1,2),...,(r — 1,7),(r, 1)}

Um grafo estrelado é um grafo cujos vértices e arestas sao, respectivamente, a menos
de notacao,
vV ={0,1,...,n} e A=1{(0,1),(0,2),...,(0,n)}.

Um grafo G é conero se para todo par de vértices existe um caminho em G ligando-os.
Um grafo é r-conezo (r € Ny ) se para todo subconjunto V' C V(G), de cardinalidade menor
ou igual a r — 1, o subgrafo induzido G(V(G) \ V') é conexo. Um grafo G é uma drvore se

é conexo e nao possui ciclos.

Sejam G um grafo e v um vértice de G. O grau de incidéncia de v em G (escrito
dg(v)) é a cardinalidade do conjunto de vértices que sado adjacentes a v. Observemos que

se G é r-conexo, entao dg(v) > r para todo vértice de G.

Seja G um grafo de vértices V = {v1,...,v,}. Uma cobertura de G é um subconjunto
P C V tal que para toda aresta (v,,v,) tem-se v, € P ou v, € P. Uma cobertura é minima
se nenhum de seus subconjuntos proprios é uma cobertura de G, e serd minimal se nao
existe cobertura de cardinalidade menor. A cardinalidade de uma cobertura minimal de G,
escrita a,(G), é também designada como o nimero de cobertura de G, enquanto [3,(G) :=

#V(G) — ao(G) é dito ser a dimensao de G. Da defini¢ao segue que o complementar de
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uma cobertura é um conjunto de vértices independentes em G, e vice-versa. Portanto, o
complementar de cobertura minima (resp. minimal) corresponde a um conjunto méaximo
(resp. maximal) de vértices independentes em G. Dizemos que um grafo G é bipartido se
admite uma cobertura composta por vértices independentes. Observemos que um ciclo de
ordem impar nao é bipartido. Segue-se, portanto, que um grafo bipartido nao contém ciclos
de ordem fmpar. Esta necessidade 6bvia também é uma condigao suficiente, isto é, um grafo
nao trivial G é bipartido se, e somente se, nao contém ciclos de ordem fmpar. Um exemplo

simples de grafos bipartidos sao as arvores, visto que arvores nao possuem ciclos.

O diametro de um grafo é a maior distancia entre dois vértices quaisquer do grafo, onde

a distancia entre dois vértices é o nimero minimo de arestas conectando eles.

O grafo-aresta de um grafo G é o grafo simples cujo conjunto de vértices é o conjunto
de arestas de G e dois tais vértices sao adjacentes se, e somente se, as arestas originais se

encontram. Notemos que o grafo-aresta de um grafo G é conexo se e somente se GG é conexo.

4.2 Bases de Hilbert

Nesta se¢ao resumiremos as propriedades basicas de uma base de Hilbert em geometria
convexa, conceito originalmente introduzido para uma melhor compreensao da estrutura
poliédrica das relacoes de min-max em otimizacao combinatdria. Veremos também alguns

resultados relacionados a cones e poliedros.

Usaremos a ordem parcial em R"™ definida por
a=(ay,...,ap) <c=(c1,...,cy) < a; < ¢; para todo i

e o produto interno usual em R". Dados os vetores a,b € R", seu produto interno sera

denotado por < a,b >.

Um espago afim ou variedade afim em R™ é por definicao a translacao de um subespaco

linear de R™. Se A é um espaco afim, existe um dnico subespaco linear V € R™ tal que
A=x9+ 7V,

para algum xg € R". Se B é um subconjunto de R"™, definimos o espac¢o afim gerado por B,

denotado por aff(B), como sendo o conjunto de todas as combinagoes afins dos pontos em
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B:
aff(B) = {bijv1 +...+ byvp; v, € B, by + ...+ b, =1, b; € R}.

A dimensdo de um espaco afim A é definida como a dimensao do subespaco linear V € R",
tal que A = zo + V. Um espaco afim de R™ de dimensao n — 1 é chamado de hiperplano
afim. Para qualquer hiperplano afim H de R™ existem a € R™ \ {0} e ¢ € R tal que

H=H(a,c) ={z e R"| < x,a >=c},

Um hiperplano H = H(a,c) = {x € R"| < z,a >= ¢} C R™ determina dois semi-espagos
fechados

H(a,e) ={z €R" <z,a>>c} e H (a,c) = {z € R"| < z,a >< c}.

Usaremos a notagao H = H*(a,0) e H;, = H (a,0) quando o hiperplano passar pela

origem.

Um cone (convexo) em R™ é um conjunto nao vazio C' C R”™ tal que, para todo =,y € C
e nimeros reais A\, u > 0, temos Az + py € C. Um cone C' é poliédrico se existe um
subconjunto finito S = {s1,...,5,} C C tal que C =R S 1= {A1s1+ -+ Ngsq, Aj € Ry}

Neste caso, referimos-nos a S como um conjunto gerador de C.

Um resultado fundamental devido a Farkas, Minkowski e Weyl (ver [17, Teorema
1.1.31]) diz que um cone é poliédrico se, e somente se, é a intersecdo de um conjunto
finito de semi-espacos fechados passando pela origem. Esta dicotomia na representacao de
um cone poliédrico, como intersecao finita de semi-espacos fechados passando pela origem,
conhecida como representacao implicita, e como conjunto das combinagoes lineares nao-
negativas de um conjunto finito de vetores, conhecida como representagao de Minkowski, é
muito proveitosa. A representacdo implicita permite escrever um cone poliédrico na forma

{v € R"|Av < 0}, para alguma matriz real A.

Dizemos que um cone poliédrico C' é pontudo se o sistema linear Az = 0 tem somente
a solugdo trivial x = 0, isto é, A tem posto méaximo. Portanto, C' é um cone poliédrico
pontudo se, e somente se, este ndo contém nenhuma reta. Esta condi¢do também significa
que CN(—=C) = {0}, onde C' é um cone poliédrico. Por esta razao um cone pontudo também

é chamado fortemente convexo.

O dual de um cone poliédrico C' C R” é definido como

C* :={u € R"™ = Homg(R",R) | < v,u ><0, Vv € C},
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onde se (v,u) € R" x R™ entao < v,u >= u(v), ou seja, o emparelhamento usual em
R"™ x R"*. E imediato ver que o dual de um cone poliédrico é um cone. Podemos identificar
R"™ com seu espacgo dual identificando um vetor da base com o seu correspondente na base
dual. Neste sentido, o emparelhamento pode ser visto como o produto interno usual e o
dual do cone pode ser visto como um subconjunto do R". E suficiente tomar o produto
interno sobre um conjunto finito de geradores do cone C. Como tal, temos a representagao
C* = NsesH, , ou seja, o dual do cone visto como intersecao de semi-espacos fechados
passando pela origem. Além disso, pelo resultado fundamental devido a Farkas e Minkowski,
acima citado, segue que o dual de um cone poliédrico é também um cone poliédrico e

(C*)* = C para todo cone poliédrico.

Um dos resultados principais desta parte é um teorema conhecido como Teorema
Fundamental das inequacoes lineares devido a Farkas e Minkowski e aperfeicoado por

Carathéodory.

4.2.1 TEOREMA ([11], Teorema 7.1). Seja A = {ai,...,an,b} um conjunto de vetores em
um espaco n - dimensional sobre um corpo K ordenado. Entdo oub = Ajai1+...+A,an, com
AL, -5 Ap > 0, ou existe um hiperplano afim H. contendo t—1 vetores linearmente indepen-
dentes de A tal que < ¢,b><0 e <c,a1 >,...,<c,a, >> 0, onde t = rank{a,...,an,b}.

Uma consequéncia do Teorema 4.2.1 é o conhecido Lema de Farkas devido a Farkas e
Minkowski.

4.2.2 CorROLARIO ([11], Corolédrio 7.1d). Seja A uma matriz n x g com entradas num corpo
ordenado K e seja o € K". Entdo ou existe x € K{ tal que Az = o ou existe v € K™ com

vA=a e <v,a><0, mas ndo ambos.

Dado um subconjunto A4 C R”, denotemos por ZA (respectivamente NA) o reticu-
lado inteiro gerado por A (respectivamente, o conjunto dos elementos do reticulado com

coeficientes ndo negativos).

4.2.3 DEFINIGAO. Um subconjunto finito H C R™ é uma base de Hilbertse Z"NRy H = NH.
Um cone poliédrico é dito admitir uma base de Hilbert se contém uma base de Hilbert e é

gerado por ela.

Os subconjuntos finitos H C R"™ que satisfazem a condicao Z" "R H = NH receberam

o nome base de Hilbert por inspiragao em Giles e Pulleyblank [6], que provaram a existéncia
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de um conjunto finito de geradores para o subconjunto dos vetores inteiros de um cone, e
devido a similaridade deste resultado com o teorema célebre de David Hilbert em 1888. O
trabalho de Giles e Pulleyblank tinha como objetivo aprofundar o estudo da integralidade
dual total, conceito que havia sido introduzido em um artigo de Edmonds e Giles [4]. Tal
conceito unifica e estende muitas relagoes tipo min-max sob um ponto de vista poliédrico e

essas relacoes sao um dos mais importantes tépicos da otimizagao combinatdria.

Os resultados fundamentais com relagao as bases de Hilbert sao os seguintes. O
primeiro resultado afirma que bases de Hilbert sempre existem e sao unicamente definidas

em esséncia.

4.2.4 TEOREMA. ([11, Teorema 16.4]) Um cone poliédrico racional C' admite uma base
de Hilbert. Se, além disso, C' é pontudo entdo ele contém wma tal base minima unica no

sentido que menhum subconjunto proprio € uma base de Hilbert.

O segundo resultado ainda da um indicio quanto a natureza de uma tal base minima.

4.2.5 TEOREMA. ([5, Teorema 1]) Sejam H uma base de Hilbert de um cone poliédrico
pontudo e r, o posto do reticulado inteiro gerado por H. Entdo H tem um subconjunto

contendo r vetores linearmente independentes formando uma base de Hilbert.
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