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Resumo

Estudamos sistemas de equagoes de adveccao-difusao com o objetivo de obter estimati-
vas a priori para normas L? de suas solugoes.

Palavras-chave: Adveccao-difusao, estimativas a priori, estimativas de energia.
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Abstract

We study systems of advection-diffusion equations, with the aim of deriving a priori
estimates for various LP norms of its solutions.

Keywords: Advection-diffusion, a priori estimates, energy estimates.
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Capitulo 1

Introducao

Estamos interessados em estudar sistemas de equagoes de adveccao-difusao. Procuramos em
cada sistema, como principal objetivo, encontrar uma estimativa a priori para a norma do sup de
solugbes para cada problema trabalhado. Vejamos, capitulo por capitulo, os principais resultados
obtidos.

No capitulo 3, estudaremos algumas propriedades para solugoes u(-,t) da equacao de advecgao-
difusao

ur(x,t) + [b(x, t,u(z, t) f(x, t,u(x, )]s = plt)ugs(z,t) + c(z, t,u(x, t)u(z,t), (1.1)
u(-,0) = wug e LP(R),

onde z € R, t > 0, supondo

|b(z,t,u)] < B(t),
|f(z,t,u)] < Dlul, (1.2)
le(z, t,u)] < C(t).

A fungio pu € C° ([0, 00)) é positiva, f,bsdo de classe C*, as fungoes B, C' € C°([0, 00)). Aplicaremos
as técnicas utilizadas em [3, 29] para provar que as solugoes do problema (1.1), juntamente com as
hipéteses (1.2), satisfazem as estimativas

lu(, )l ey < K(t)l|uollLemy,V t >0,

3pt 1_2
[u(, )| oo my < Ci exp {2E(t)} D(t)rt », Vt>0,

onde K (t) = K(t,p, B,C, ), D(t) = D(t,B,C, ), E(t) = E(t,B,C, n) e & = {p, [[uo||Lr(r) } sdo os
parametros.

No capitulo 4, estudaremos o problema rotacionalmente invariante

ut(a:,t)+[|u(a:,t)\2u(x,t)]w = uy(x,t), (1.3)
u(-,0) = ug;



onde z € R, t € [0,T], u(x,t) = (u1(z,t), uz(x,t), ..., un(x,t)), ug € LP(R), com 1 < p < o0, e |- |
indica a norma Euclidiana em R", supondo que

lu(-,t)* < B(T), q.t.p. em R. (1.4)
Provaremos que as solugbes de (1.3)-(1.4) satifazem as taxas de decaimento
_3
||u('at)||L2P(R) < C’Vt P Vite (07T]7

Ja,t) ) < Cut %, ¥t € (0,T),
onde v, k = {n, T, p, [[uol| Lr(r) } O problema (1.3) foi considerado inicialmente em 1979 por Keyfitz
e Kranzer [21]. Outros trabalhos sobre este problema podem ser encontrados em [14, 15].

No capitulo 5, mostraremos alguns resultados para solugoes u(-,t) do sistema

w(z, t) + [b(z, t,u(z, t)u(z, t)], = [Alz, t,u(z,t))ug(z, b)) + c(z, t,u(z, t))u(z,t), (1.5)
u('? 0)

o,

onde x € R e t > (0. Supondo,

aii(x7tvu(x7t)) 2 M(t)7
b(z, b, u(z, )| < B(), (1.6)
le(z, t,u(z, 1)) < C),

onde A(z,t,u(z,t)) = diag(aii(z,t,u(x,t)))i<i<n é uma matriz diagonal constituida de fungoes
suaves reais, a funcao u € C°([0,00)) é positiva, as funcdes B,C € CY([0,00)). O sistema (1.5)-
(1.6) possui solugbes que satisfazem as desigualdades

u(-, )]l ey < K)ol o),V t > 0,
3pt
(s B)lloe ) < Cexp - E(?) D(t)vt 7, ¥t >0,

onde K(t) = K(t,p, B,C, 1), D(t) = D(t,B,C, ), E(t) = E(t, B,C, 1) e k = {n,p, [[uo|| rm) }-

No capitulo 6, trabalharemos no sistema

il 0 m 52
Z —a |u X, t) | u(x, t)} = E —awzu(x, t), (1.7)
k=1 _

u(-,0) = uy,
onde x € R™, t € (0,T]. Supondo que
lux,t)*> < B(T), a.e. em R™, (1.8)
Estabeleceremos que uma solugao do problema (1.7)-(1.8) satisfaz as seguintes estimativas

[ul, Ol Le@my < K@) llaollzp@wm), ¥ t € [0,T7,

2



m+2
(e, )| oy < CEET ¥ £ € (0,T],

_m+2
aC, )l ooy < E@)E 7, Vi e (0,T],

onde
K(t) = K(t,m,p, T, B(T)),C(t) = C(t,m,n,p, w0l rwm), K, B(T))

E(t) = E(t7m7n7p7 Hu[)”LP(Rm)7 B(T))

No capitulo 7, consideraremos o sistema de equacoes

wix,0)+ Y 5 I tutx puix o] = 3 7 LAt n) 5
k=1 k=1
+ c(x,t,u(x, t))u(x,t), (1.9)

u('a 0) = o,

onde x € R™, ¢t > 0. Supondo que

afl(x tu(x,0) > (),
|br(x,t,u(x,t))| < B(t), (1.10)
le(x,t,u(x,t)] < C(t),

[¥]

onde AlFl(x,t, u(x,t)) = diag(a;; (x,t,u(x,1)))1<i<n é uma matriz diagonal constituida de fungdes

suaves reais, a fungdo p € C° ([0, 00)) é positiva, as fungdes B,C € C°([0,0)). [3, 29] nos auxiliam
a concluir que as solugoes do sistema (1.9)-(1.10) satisfazem as estimativas a priori

[l Dl e@my < K(B)l[wollLe@m), ¥ ¢ > 0,

t 1 _m42
I 0llz=s) < Coexp { 2 B0} Dt 5, o0,

onde K (t) = K(t,m,p, B,C, 1), D(t) = D(t,m, B,C, ), E(t) = E(t,m, B,C,u) e k = {m, p, |[uo| rr&m)}
No capitulo 8, estudaremos o problema

w(z,t) + f(x, t,u(x, b)), = p(t)ug(x,t), (1.11)
u(-,0) = ug,

onde z € R, t > 0, u(x,t) = (uy(z,t), uz(z, t), ..., up(x,t)), ug € LP(R) N L>*(R). Admitindo que
ot )] < B, ) (1.12)

onde f(x,t,u(z,t)) = (fi(z,t,u(z,t)), fa(z,t,u(x,t)), ..., fu(x, t,u(z,t))) é constituida de fungoes

d
de classe C'! e a funcdo B € CY([0,00)). Provaremos que, quando 7 ||u(~,t)|\%q(R) > 0, tem-se
t=s

sl < (o)) TGl g0

3




onde 2 < ¢ < 00 e v = {n, q} s@o parametros. Por outro lado, mostraremos que, se

[ e = .

entao

, , B(t)\7 .
limsup [[u(-, )] gomy < C limsup ~e limsup [[u(-, t)| o ().

t—00 t—oo M t—00

onde 1 < p < 0 e Cy é uma constante positiva que depende dos parametros k = {n, p}.

Para obter os resultados citados acima, tomamos como principal inspiragao os artigos [2, 3, 32] e
a Tese de doutorado [29]. Vejamos que resultados podemos encontrar em algumas destas referéncias.

No artigo [32], é apresentado um estudo ao sistema de equagoes

w(z,t) + [p(lu(z, Ohue, 0], = (Bluu(e,),, (113)

onde ¢ é uma fungao real suave, z € R, t > 0, e B(u(z,t)) = (b;j(u(z,t)))nxn ¢ uma matriz n x n
diagonal com fungoes-entrada reais e suaves tais que b;(u(z,t)) > p, Vi=1,2,...,n, onde p é uma
constante positiva. O resultado 14 obtido é representado pela desigualdade

Ju, )|l Le®) < Ka(l+ t)_i, Vit>0,
onde u(-,0) € L'(R) N L?(R), K é uma constante que depende apenas dos parametros

A ={l[a(, 0)l[1 ), lal, O)ll 2wy, 7, 2}

Em [29], estuda-se a equagao multidimensional
up(x,t) + div[b(x, t, u(x, t))u(x, t)] = div[A(x, t, u(x,t)) Vu(x, t)] + c(x, t, u(x, t))u(x, t),
onde x € R™, t € (0,T] e b, c sao fungdes reais suaves tais que
b(x,t,u)| < B(T), [e(x,t,u)] < C(T)

e A(x,t,u) = (a;;(x,t,u))nxn € uma matriz n x n com fungoes-entrada reais a;; suaves tais que

n

i=1

ij=1

onde u, B(T),C(T) sao constantes positivas e & € R, V i = 1,2,...,n. Os principais resultados
encontrados para uma solugao u(x,t) sao

||u('at)||LP(Rm) < KPHUOHLP(RW)) Vite [O’T]a
(- t)|| Loo@my < K7t 20, ¥t € (0,T],
onde p = {p,T,pu} e 7 ={m,p,T, u} sdo parametros.

Para um estudo de equagdes de adveccao-difusao utilizando técnicas distintas das utilizadas
aqui, ver artigos [1, 7, 8, 10, 11, 4, 12, 13, 14, 15, 20, 25, 31]. Para pesquisar outros artigos que
auxiliam o estudo destes ver [5, 17, 18, 19, 23, 24, 26, 27, 28, 30].



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Notacoes e Normas para o capitulo 4

No decorrer do capitulo 4, usaremos as normas

Hu(xﬂt)HZ[),p(R) = ZHui(xvt)”Iip(R),
=1

onde 1 < p < oo, u(z,t) = (ui(x,t),us(z,t), ..., upn(z,t)), t € [0,T] e x € R, e,
[z, t)|[ o) = ifllé}?(n{“ui(wvt)\|Loo(R)},

onde u(z,t) = (u1(x,t),uz(x,t), ..., up(z,t)), t € [0,T] e x € R.
2.2 Notacoes e Normas para o capitulo 5
No decorrer do capitulo 5, usaremos as normas

lae, )8, = 3 i, 0%,
=1

onde 1 < p < o0, u(z,t) = (uy(x,t), us(x, t), ..., up(x,t)), t >0 ez € R, e,
[ Olle = max {fuse O}

onde u(z,t) = (u1(z,t),us(x, t), ..., up(z,t)), t >0 e xR

(2.1)

(2.2)

(2.4)



2.3 Notacoes e Normas para o capitulo 6

No decorrer do capitulo 6, usaremos as normas

Hu(x t ||LP(]RTTL Z ||u’l X t HLp Rm))

onde 1 < p < o0, u(x,t) = (u1(x,t), uz(x,t), ...,un(x,t)), te[0,T]exeR™ e

(e, Ollpoemmy = max {Jlui(x, )| Lo @m) )

onde u(x,t) = (ui(x,t), ua(x,t), ..., un(x,t)), t € [0,7] e x € R™.

IDwt 0P = 3 (Geext)
k=1 k

onde u(x,t) = (ui(x,t), u2(x,t), ..., un(x,t)), t € [0,7] e x € R™.

2.4 Notacoes e Normas para o capitulo 7

No decorrer do capitulo 7, usaremos as normas

Hu(X t ||LP(R’m Z ||u’l X t HLp Rm))

onde 1 < p < o0, u(x,t) = (u1(x,t), uz(x,t), ... un(x t),t>0exeR™ e

(e, Ollpeemmy = max {Jlui(x, )| Lo @m) )

-----

onde u(x,t) = (u1(x,t), u2(x,t), ..., un(x,t)), t >0 e x € R™.

|DuiGe )2 = i(g;;gx,w)?

k=1
onde u(x,t) = (ui(x,t),u2(x,t), ..., un(x,t)), t > 0 e x € R™.

2.5 Notacgoes e Normas para o capitulo 8

No decorrer do capitulo 8, usaremos as normas

[u(z. 0, Z i, ) -

onde 1 < p < oo, u(x,t) = (u1(z,t), ue(x,t), ...,un(x,t)), t>0ezx R, e,

Ju(z,t)||pe@) = max {llus(@, )| e r) }

onde u(z,t) = (ui(z,t),uz(z,t),...,up(z,t)), t >0ex €R.

(2.11)

(2.12)



2.6 Funcoes Sinal Regularizadas

Precisaremos, nesta tese, de funcoes auxiliares que chamaremos de funcoes sinal regularizadas.
Estas sao de importante ajuda quando se faz necessario derivar a fungao modular. Vamos definir
e estabelecer alguns resultados destas fungoes. Primeiramente, defina f : R — R, suave, por

1, se x > 1;
_ ) g(x), sexe[-11];
fle) = 0, se z = 0; ’

-1, sex<-—1.

onde ¢ é uma funcao suave real crescente. B facil ver que, para cada § > 0, fs(x) = f(x/d) é uma
funcao suave que pode ser vista da seguinte forma

1, se r > 0;

x/d), sex € [=6,0];
Jol) = g(/) se:z::[O' |

-1, se z < —4.

v
Defina Ls(v) = / fs(x)dx, ¥V v € R. Esta fungdo é denominada fungao sinal regularizada. Usare-

mos os seguintes resultados para este tipo de funcao
1. %im Ls(v) = |v|, uniformemente em R;
—0

2. %in% Ls(v) = %in% f5s(v) = sgn(v), para cada v € R;

1
3. L§(v) = gf’(v/é) > 0, pois f é crescente em [—1,1] e f é constante em (—oo,—1] e [1,00).

0,
Além disso, [vLf(v)| < ¢, V6 >0,veR e céuma constante real.

Para o leitor mais interessado no estudo de fungoes, recomendamos a leitura do artigo [9] onde
um bom estudo de aplicagoes nao-lineares é realizado.

2.7 Funcoes de Corte

Implicitamente, usaremos fungoes de corte antes de realizarmos uma integracao por partes. Para
melhor compreensao do que serd feito, considere f : R — R uma fungdo em C§°(R) tal que
0< flr)<l,se 2<zx<—-loul<z<2e

1a € (_1’1);
f(””)_{ 0, Tx|22.

Assim sendo, para cada r > 0, definimos f,(z) = f (E) , ¥ & € R. Consequentemente, f, € C3°,
T
0< fr(z) <l,se 2r<z<—rour<uz<2re



Vejamos um exemplo de como utilizaremos, implicitamente, f, na tese.

Exemplo 2.1. Seja u = u(z,t) solugdo da equagdo us + b(u)y = Uzy. Seja s = L, onde L
é uma fungao sinal regularizada (ver segao 2.6) e 1 < p < oo. Assim sendo, multiplicando esta

equacao por f,(z)®5(u), encontramos f,(x)®5(u)uy + fr(2)P5(u)b(u), = fr(x)P5(u)tgs,. Dessa
forma, integrando sobre R x [tg, t], obtemos

/t: /R fr(@)®5(u)urdodr + /t: /R fr(@)®5(u)b(u)pdzdr = /t: /R fr(2) @5 (u)uggdodr.(2.13)

Logo,
t 2r t 2r t 2r
[ [ s@thwudsdr+ [ [ p@aswpwadeir = [ [ @@ @usdodr
to J —2r to J —2r to J —2r
Consequentemente, analisando cada uma das parcelas acima, obtemos
2r t d 2r 2r
) fr(z )/ . [®s(u)] drde = ) fz/r)®s(u(-,t))dz — ) fz/r)®s(u(-, to))dx.

Passando ao limite quando r — oo, encontramos

/to/f )P (u qua:dT—/f VPs(u dw—/f Vs (ul-, to))dz,
/t:/Rq)iS(u)UrdxdT:/RCI)(s(u(~,t))dx—/Rq)a(u(.,to))dx?

ja que f(0) = 1. Analogamente,

t t 2r
| [ @b = [ [ f@eib.dedr
to JR to J —2r

Integrando por partes, chegamos a

ou seja,

/to/ u)b(u)zdrdr = /t [fr(ac)@g(u)b(u) o 1/% ()@ (w)b(u)dz

to T J—2r

2r
- / f(x/r)q)g(u)b(u)uxdx] dr.

—2r
Como f.(=2r) = f.(2r) = 0, entao

t  r2r t 1 2r 2r
/t fr@@ywdadr = [ [0 [ am@ibuds - [ f/ne)wbwusd dr

—2r to T J—2r —2r

Passando ao limite quando r — oo, temos

[, frotsteir = [[o [ roeiwmnie - [ roimndin

8



isto é,

//@5 Jadzdr = — //<I> u)ugdrdr,
to to

pois f(0) =1e f/(0) = 0. Por fim,

//fr z) P (u umdasz—// f(x/r)®5(u)ug dzdr.
to to

Usando integracao por partes, obtemos

/ e uuzadar = / st~ [ s
[ s

Como f(2) = f(—2) =0, entao

//fT 7)®%5(u umdde——// f'(z/r)®5(u uzda:dT—// f(x/r)®f (u)udzdr.
to to to

Passando ao limite quando r — oo, encontramos

//f (135 umdxdT—O//f @' uwdxdT—//f <I>” udach
to to to

Como f(0) =1e f/(0) =0, entao

/ /q):;(u)umd:z:dT:—/ /@g(u)uidxdr
to JR to /R

Portanto, a equacao (2.13) nos permite concluir que

/ s(u(, ))dx—/(bg -, to) d:c—/to/@ uxdxdf—/to/é Yu2dxdr.

Faremos uso, em toda a tese, de resultados andlogos ao obtido neste exemplo, sem maiores
explicagoes.

2.8 Algumas Desigualdades de Sobolev Basicas em R

No decorrer desta tese utilizaremos algumas Desigualdades de Sobolev. Sendo assim, nada mais
justo que mostrar a veracidade de tais desigualdades. Iniciaremos provando o seguinte

Teorema 2.2. Para todo 0 <p < o0 el <q< o0, tem-se

lulpe@ < Clo,@)llull g llualfogy: ¥ u € Co(R),

1
onde ) = ———— e C(p,q) = (20)~°

L+p(1-4)



Demonstragao. Considere, primeiramente, que 1 < ¢ < oo. Sejam ty > 1 (a ser determinado) e
xo € R. Seja Ls uma funcao sinal regularizada (ver se¢ao 2.6). Pelo Teorema Fundamental do

Calculo, temos N
[Ls(u(xo))])" = 3 % [Ls(u(z))]" dz.

Por outro lado, derivando em relagao a x, obtemos

[ St de = [ tolLstu@) ! Liule)usds

oo dx oo

=t / " (Lo (@) L))l uplds.

Com isso, B

otula)* < to [ (LsCue)]* [Lj(uo)) o (2.14)
Analogamente,
- [ st e = [t sl iuta)usde < to | L) |24t
Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, encontramos

st < to |~ Es(ue)]* 15w sl (2.15)

Assim, Passando ao limite quando 6 — 0, obtemos

u(zo)™ < tO/xo Ju(z)]" ™ [sgn(u(@))|us|dz

—00

o
- / ()]0 g |

—00

weo)® < to [ @) sgnu(e)) sl

o

_ to/ ()]0 |

zo

Somando as duas desigualdades acima, chegamos a

o 0o
Au(zo)l® < to / ()0 g+ o / ()0 g |

—o0 0
o0
_ to/ () [0~ g | dar,
—00
isto é,
lu(zo)| < t;/]u(m)]to_luz\dx. (2.16)
R
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Por outro lado, pela desigualdade de Holder, obtemos

to—1 de < to—1 .
[ @I sl <l

Consequentemente,
to _
t() < v t() 1 .
ua)® < Gl el
Portanto,
1
u(zo)| < () ol o ol e
e, por fim,

1
i~ < (3 )Hut“>(uwm®.

1 1
Facato=1+0p (1 — ) Assim, para 0 < 0 = = < 1, encontramos
q 0

lull oy < (20)7° [ e [ P

Para o caso ¢ = 1, basta fazer t) — 1, a desigualdade (2.16). Para o caso ¢ = oo, facatg = 1+p > 1.
Assim sendo, pela desigualdade (2.16), temos que

1+p 1+p 1+p
) < 52 [ fu@Pluslds < Pl [ fu@)Pde = 2l el ey
Portanto,
1+p
HWW®§<22> ol g ol 57y
Isto estabelece o resultado para ¢ = oco. O

Teorema 2.3 (Desigualdade de Sobolev). Para todo 0 <p <r <ooc el <q< oo, tem-se

lulor@y < K @oa,r)llull o lullowy, ¥ ue CiR),
1-2 N 1
onde \= —F—— K(p,q,r)=20)"" e = ——F.
14+p(1-1) 1+p(1-1)

Demonstragao. Por interpolagao, sabemos que
_p
T

[ullr@y < IIuIILp IIUzII Ly ¥ u € Co(R).

Utilizando o Teorema 2.2, encontramos
2} 1_P P 1-£ 1
ol gy < Ml ey ey < el oy (20077 Ml ey e ly) ¥ € CH(R),

11



ou seja,

_ _P 1-6(1-2 o(1-2
lull iy < 26) 0 Jull 0™ | S, v w e CU(R).

Portanto,
el ey < (20) ™ llull Gy et | 2oy ¥ w € CG(R).

Na tese utilizaremos dois casos particulares do Teorema 2.3. Estes sao os seguintes

Exemplo 2.4. Tome r =2,p =1 e ¢ = 2 no Teorema 2.3 para obter

1
3\3 2 1
lullay < (5) Tl luelagey ¥ € CHER)

Exemplo 2.5. Tome r = oco,p =1 e ¢ = 2 no Teorema 2.3 para obter

2
3\3 1 2
fullzegey < () o bl ¥ € GHER

12



Capitulo 3

Equacao de Adveccao-Difusao
Unidimensional

Provaremos algumas propriedades para solugdes u(-,t) da equagao unidimensional
ug + [b(u) f(u)le = p(t)uge + c(u)u.

Mais precisamente, neste capitulo, obteremos algumas estimativas a priori para solucoes u(-,t) do
problema

ur(x,t) + [b(x, t,u(z, t) f(x, t,u(x, )], = p(t)ugs(z,t) + c(z, tu(x, t)u(z,t), (3.1)
u(-,O) = o,

onde z € R, t >0, u € C°([0,00)),b, c sio funcdes tais que

b(z,t,u)| < B(1),
le(z, t,u)| < C(t), (3.2)
|f(z,t,u)] < Dlul,

pt) > 0,

onde as fungoes B, C' € C°([0,)), f,b sdo de classe C! e u(-,0) = ug € LP(R), com 1 < p < oo, é
satisfeita no sentido L, ou seja, %in(]] lu(-,t) — uollLr(r) = 0.

3.1 Estimativa para a Norma L?

Sob as hipdteses acima, mostraremos que existe uma constante C,, > 0, dependendo somente dos
parametros {p, |lug|| zr(r) }, tal que

lu, )l < CoF(H)it #,¥ >0, (3.3)

13



onde

1

F(t) =2 (/OtK(T)%’Té/w(r)‘zdr>§

' [20(2p — 1)(DB(r))? N
+»<A [ e +2pcov] K (r)r2u(r)d )

SN

Para isso, mostraremos, primeiramente, que uma solugao de (3.1) — (3.2) é LP-limitado. Este fato
sera enunciado no seguinte

Teorema 3.1 (Estimativa para a Norma LP). Seja u(-,t) € C° ([0, 00), LP(R)) solugdio da equacdo
(3.1) sob as mesmas hipdteses em (3.2). Entao,

[uC ey < K(@)|uollLem),V t =0, (3.4)
t _ )2
onde K(t) = K(t,p) = exp {/0 [(p 12)/51()7?( ) + C(T):| d’T}.

Demonstragdo. Seja Ls uma fungao sinal regularizada (ver secao 2.6). Seja ®s(-) = Ls(-)P. Multi-
plique a equacao

u + [b(u) f(w)]e = p(t)ug: + c(u)u

por ®%(u) e integre sobre R x [ty,t], onde ty € (0,t) e t > 0. Dessa forma,

+ /t: /R s (u)c(u)udzdr.

Vamos estudar separadamente cada uma das parcelas obtidas na equacao acima. Pelo Teorema
Fundamental do Célculo,

/t O (w)urdr = /t %[%(u)]dT
= CI)5(u(~,t))—(I)6(U('7tO))-

Integrando por partes, usando (3.2) e que ®§(-) é nao-negativa, obtemos

—/%wmwﬂwmx=‘/ﬂwwwmwwx
R R

IN

IA
—

@5 (u)[b(w) | Dl [ug|da.

@5 (u) B(7) Dlul|us|dz

2

7))?u? Tu
@g(u)(Dgi(i; da:+/R<I>g(u)u( 2) Ldx.

IN

14



Utilizando (3.2), concluimos

@t < [ 1@l
[ 15 ulds,
R

IN

Além disso, através de integragao por partes, chegamos a

[ @nuds = —utr) [ e

R

Como pu(-), ®4(-) sdo nao-negativos, entao

/Rcb(;(u(.,t))dx—/chg(u(.,to))dx < /to/fb 3 dﬂch—i—/tO/(I) V% iy
/to/y% w)|C(r |u|dwd7-—/t0/<1> yudzdr

< /to QM(:))/R@”( Yuldadr — /to “(QT)/R@”( Yu2dzdr
+/tC(T)/R\<I)Z;(u)||u\dxdT

< /t:(ODzi((;)))Q /R & (w)udzdr + /t:o(f) /R 1@ ()| [u| ddr

Passando ao limite quando 6 — 0, temos que

Os(u(-)) = uC, )P, @5(u(-, 1)) — plul, )P sgn(u(-, 1)), D5 (u(- 1)) — plp=1Du(- P>, ¥t > 0.

Consequentemente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

ol ey < sty + | 5 (()” [ #to= vlurdsdr + [ o) [ plupdsar

t(DB(1))* !
w(-to)||¥ ey + P 1/ rdr+p [ C(r ull? e dT
Jutet0)Esqey + 20— 1) [ EZEE i, e

< s o)l e +/t [(DB(;)Z(fgp_ D —i—pC(T)] [l gy 7, 0 < to < t.

Como u(-,t) € C°([0,00), LP(R)), entdo passando ao limite quando ¢y — 0, encontramos

t 2
. p p (DB(7))"p(p—1) p
[ u( at)HLp(R) < ||U’OHLP(R) "‘/0 { 20(7) +pC(7) HuHLP(R)dT’

IA
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Pelo Lema de Gronwall, concluimos que

Hu(’t)HIl)/p(R) < K(t)pHuOHip(R)vv t > 07

p—1)(DB(r))?
2u(7)

luC Ollry < K @)]uollLem), ¥t > 0. (3.5)

onde K () = K(t,p) = exp { /0 t [( + C(T)] dr}. Portanto,

3.2 Estimativa de Energia

O Teorema a seguir nos permite obter diretamente a estimativa (3.3), descrita na se¢ao 3.3.

Teorema 3.2 (Estimativa de energia). Seja u(-,t) € C9(]0,00), LP(R)) solu¢do da equacdo (5.1)
sob as mesmas hipdteses em (3.2). Entao,

2p(2p — 1)

,% 5
= } F(t)2t72 ¥ t > 0,
p

IOy < Cllulig |

2
3

t 1 1 % t — 7))2 % 1
ondeF(t)—2</o K(T)2p72u(7)_2d7> +</O [2p(2p Qi)((f))B( ) +2pC(T) K(T)szQ,u(T)_2dT> ,

F(t) = F(t,p) e C é uma constante positiva.

Demonstragdo. Seja ®s(-) = Lg(-)?. Multiplique a equagao
w+ b f(W)e = pt)tee +c(u)u

por (t — to)?®%(u) e integre sobre R X [to, t], onde tg € (0,t) e t > 0. Dessa forma,
t t
/ /(7’ — t0)2®5 (u)u drdr + / /(T — t0)2®%5 () [b(u) f (u)]pdzdT
to JR to JR
t t
= / /(T — 10)2®% (u) (7)) ugpdzdr +/ /(T — t0)%®%(u)c(u)udrdr.
to /R to JR

Integrando por partes a primeira parcela da equacao acima, obtemos

/(T—to)ZCI):;(’U,)UTdT = /t(r—to)ZCZ_[Qg(u)]dT

to

= (r— )25 (u(- )L, — 2/ (7 — to) g (u)dr

to

= (t = t0)2®s(u(-, 1)) — 2 / (7 — t0) s (u)dr.

to

16



Vimos na secao 3.1 que

/ " (DB(T))Zuz " /,,L(T)U?C
- [abwb@stldr < [ o5 P e+ [ )t e,

[ thwewuds < c) [ @5wlhds
R R

/ (W p(Tugade = —pu(7) / &) (u)uldz.
R R
Portanto,

t t )2
(t—to)Q/RCI)(;(u ))da;—2/t (T—to)/R(I)g(u)dxdTS/t(T—t0)2(D£((T)))/Rq)g(u)UdedT

t t
—Z@;mf7f/ﬂm@mm+1ﬁ—m /ﬁyywmm
0 0

Passando ao limite quando § — 0, temos que

O5(u(, 1) = [ul ), D5(u(-, 1)) — 2plu(, )P sgn(u(-, 1)), @5 (u(-, 1)) — 2p(2p — 1)[u(-, )72,

para todo t > 0. Consequentemente,

-

‘7;
Mo

¢ t(r —t)2(DB(r
(= 10 Ol ey 2 [ (= o)l oy < /m( T D (2 — 1)l 2 gy
! (1 — t0)2p(r)2p(2p — 1
+2p/ (1 —t0)?C(r )HuHLgp )dT—/ (T —to) ,u(72') p(2p )/R|u]2p2uidxd7', Vit>0.
to to

Por conseguinte,
2 2p—1) [!
(6= 00 ey + L= [ = t0utr) [ 2uddads
to

t t 2
g2lkf—mnmﬁ;mﬂT+ZXT—my{UZ%J>

Passando ao limite quando tg — 0, concluimos, através do Teorema da Convergéncia Dominada,

que
2 2p —1 ¢
2|l t )IILQ,, (p)/o 7'2#(7)/R|u|2p_2uid:rd7'

2p(2p — 1) + 2pC(7')} ||U”igp(]1g)d7_'

2

¢ ' 5 [(DB(1))?
<2 + 21 on(2p—1) + 2
= /0 THUHLM )dT /0 T |: 2#(7‘) p( p )+ pC(T):| HuHLzP(R)dT

Defina a funcao
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u(-, 1), sep=1;
w(-,t) =

‘U(-,t)’p, sep> 1.

|2p—2

2 .
Observe que w2 = p?|u u? e ||w\|%2(R) = ||uHLI;p(R). Seja

2p(2p —1) [! _
X0 = Pl + P [ ) [Pt

2p(2p — 1)

t
= t2|’w(-7t)||%2(R)+ 2p2 /OT2H(T)’wx||%2(R)dT. (3.6)

Note que X (t) = X(t,p). Além disso,

t t T 2
X(t) g2Aﬂm;®m+érﬂ@§8)%@wb+%ﬂﬂMM@®W

Vamos utilizar a Desigualdade de Sobolev

2 1
Wl < Cloliglvelisg: ¥ v e CHR®). (3.7)

Usando as desigualdades (3.5), (3.7) e a Desigualdade de Holder, concluimos

t 4 2
X)) < 2 [ rClullf g el ageyr

\]

¢ DB(r))? 4 2
w72 [ e = 1)+ 200(7) | 2l sl ey

P, 2
< 2 [ rCulf o ooy
t DB(1))? p 2
w72 [P e = 1)+ 200(0) | 2l g ol ey
9 4p t 4p 2
< 207wl gy [ R ¥ el
dp t 1 [(DB(1))? 2
+ Pl fogy [ K% [ B sy = 1)+ 200(0)| el ooy
DTS A SOV SN S G ST
< 2wl [ EE S i
ap ty ap _1 [(DB(7))? 2 1 2
wﬂw;w/vaﬁmﬂg((”@m>n+%aﬂ7w@w%m®m
0 2u(T)
2 ¥ 1 2 L 3 ‘ 2 2 g
< 2l fi ([ e maer )" ([ nr)e sl sgetr)

4p t 1 T 2 %
+ CZHUOHIE(R) (/0 TQK(T)2PH(T)7§ [M())Qp@p -1+ 2pC(T)] dT)
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1
t 3
- ( / 72u<7>||wz||i2®dr)

ip t 3
= Pl ([ wrualydr) F@). vi> 0
onde F(t) = F(t,p) é dada por

Flt) = 2(/tTéK(T)2pM<T)—%dT>§

0

et [(DB()?
+ (/0 2K (1) pu(7) [2#(7_)219(210 -+ QPC(T)] dT) : (3.8)

Pela defini¢ao de X (t) (ver (3.6)), obtemos

X0 < Clulbe (P0)  xwirw.

Dessa forma,

1
2 ip 2p(2p—1)\ 3
X0} < Pl (PE) o,

Consequentemente,

21)(213—1)>_é 3

X0 = Ol (2

Utilizando a definigao (3.6), concluimos que

1
2p(2p — 1) [t 2p(2p — 1)\ "2
Pl O ey + L= [ 2utr) [ <l (P R0
2 0 R 2p

para todo t > 0. Portanto,

o=

279(21’_1)>_ F()2t72, ¥t > 0. (3.9)

Dy < Ol (22

3.3 Estimativa para a Norma do Sup

Nesta secao, estudaremos o comportamento da norma do sup para solugoes de (3.1)—(3.2). Provare-
mos que

3pt 1_2
Oy < Croxo{ BB | D3 v >0

onde D(t) = D(t,B,C,u), E(t) = E(t,B,C,u) e Cy é uma constante positiva que depende dos
parametros k = {p, ||u0”Lp(R)}.
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Teorema 3.3 (Estimativa para a Norma do Sup). Seja u(-,t) € C°([0,00), L?(R)) solucdo do
sistema (3.1) sob as mesmas hipdteses em (3.2). Entao,

3pt 1_2
oy < Cluolim2? s 5 e { 2B | Db S v e 50

mMeC>OelXﬂ{(AZéMﬂQh>§+<zi¥Mﬂérzﬁg?2+0ﬁﬂgm>§]é

Demonstragcao. Primeiramente, observe que

ol +</; o 22

2p(2p—1) + 2pC’(T)] ’ dT)

o (e e vl
s 2</0 o) +< + [BEO 2 + octe )]d>]
s 2</ot*“<”‘§df) e (/JT o[22 o] o)

<t [t o ([ 1 [ )

< (22K k d) +< [gﬂgf+mﬂrm>77

para todo t > 0. Por conseguinte,

([ i)+ ([ et (222 s |

F(t): < (2p°K(t)%

para todo t > 0. Seja

D(t) = [(/Otﬁu(f)édrf + (/Ot ()2 [(1725((:)))2 n c(r)] : dT) 3] § V> 0.

Com isso,
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< (2pPexp {2p /Ot [(p - 12)5(11)3(7))2 + C(T)] dr} D(®)

(2p)” exp {219 /0 t [W + pC(T)] dr

3 2 ! (DB(T))2 A dr
(2p)° exp {Qp /0 [2/1(7’) +C( )] d }D(t)
< (2p)*exp {2p*E(t)t} D(t), V¢ >0

IN

N——
)
—~
=

IN

e (1)25((:)))2 + C’(T)] < E(t), para todo 7 € [0,¢]. Por fim,

3
2

F(t)2 < (2p)°exp {2p*E(t)t} D(t), ¥ t > 0.

Note que D(t) e E(t) nao dependem de p. Por outro lado, analogamente ao que foi feito para
encontrar a desigualdade (3.9), é possivel estabelecer a seguinte desigualdade

2p(2p — 1)

2 ) o e (2B - )} DO - )

I Oy < Cllu )3 (

onde 0 < s < t. Sejam k € N arbitrario e tg = 4%. Defina t; = t;_1 + %, paraj € Nel <j<k.
Portanto, t;, = t. Utilizando a desigualdade acima, concluimos

. . _1
o o 2p(22p—1)\ 2, . 3t
”u("tj)HLQZZP(R) < C3||u("tj_1)HL£71P(R) <2291pZ (QJp)3 exp 22j 1p2E(t)E D(t)

3\ 2
|\ ,
Faca j =k,k —1,...,1 para obter

+ 2p(2"p — 1)\ ey b
||u(-’t)||L2kp(R) S CQk?’||u(',tk—1)||L2k*1p(R) <22kpo (Qkp) 2kp exp{

Jj=1 Jj=1 Jj=1

k i k k —
22— 1p2 3t L 3t\  2p
. H exp{ 5 E(t)4j} H D(t)?» H (4;)

i | .
3pt 1 " - -
cexpd DB e D(t) 71T (3t =172 =
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2y DI RO S P e

< C = ulto)e@?2 T op TN exp —E(t)Z—j D(t) =1

1
_Zﬁ

S(3t) =t (3.10)

T IN

Na desigualde (3.10) usamos que

2p—1 1
- -, Vi=12, ..,k
2]p — 2 ) j ) ) )
Deste modo, obtemos
k .
AN
p

[\)

3
P

1 J 3 1
sl gy < Ol t)lay2 71 o) exp{gzptw (1‘;)}
-D(t)%<1_2%)(3t)_%<1_2%).

Passando ao limite quando k — oo, concluimos que

k .
t 1 7
o= e = 0. o =0, Jul D)ty — Dl mqey e 32 5 2.

2k 2 :
j=1

Como, por hipétese, u(-,t) € C°(]0, ), LP(R)), temos que
3 4 3 3pt 12 2
[uC Dl < O lluollr@2spb esp { P} Ds s viso @

onde C' é uma constante positiva, como queriamos demonstrar. ]
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Capitulo 4

Sistema Rotacionalmente Invariante
Unidimensional

No capitulo 3, estudamos a equacao
ut($7 t) + [b(LU, tv U(I7 t))f(l‘) ta U(JZ‘, t))]x = N(t)uv’l?ﬂ?(x7 t) + C(JZ, t’ u(l‘7 t))u(xﬂ t)

Neste e nos préximos capitulos, estenderemos as estimativas encontradas para esta equacao a esti-
mativas de um sistema de equacoes de advecgao-difusao. Inicialmente consideraremos o problema

w(z,t) + [b(z, t,u(z, t)u(z, t)]y = p(t)ug(z,t) + c(z, t,u(x, t))u(x, t),

onde u(z,t) = (u1(z,t),us(x,t),...,un(z,t)). Para este capitulo, supomos que
b(x,t,u(z,t) = [u(z, )| fx, t,u(z, t) = u(z,t),ut) = 1e clz,t,u(z,t)) =0, Vo €R, t>0.

Provaremos alguns resultados para solugoes u(-,t) do sistema, chamado sistema rotacionalmente
invariante, u; + Uu\Qu]x = Uy, supondo que o dado inicial u(+,0) = ug € LP(R), para 1 < p < 0.
Esta condigao inicial é satisfeita no sentido LP. Aqui |u| denotard a norma Euclidiana da fungao
u. Mais precisamente, estudaremos o problema

ut(a?,t)—kUu(a:,t)\Qu(:c,t)]x = Uy(z,t), (4.1)

onde t € [0,T]. Supondo que
ju(-,t)* < B(T), q.t.p. em R, (4.2)

4.1 Estimativa para a Norma L”

Na secao 4.2, provaremos que existe uma constante Cy > 0, dependendo somente dos parametros
v ={n,T,p, ||l r(r) }, que satisfaz

_3
la( D@ < Cyt WY te (0,T], (4.3)
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onde u(-,t) uma solucao de (4.1) — (4.2). Primeiramente, provaremos o seguinte

Teorema 4.1 (Estimativa para a Norma LP). Seja u(-,t) € CY([0,T], LP(R)) solugdo do sistema
(4.1) satisfazendo a hipdtese em (4.2). Entao,

aC Ollewy < K@)[uollLem), ¥ ¢ € [0, 7], (4.4)
2(p —
para T constante positiva e K(t) = K(t,T,p) = exp {B(T)épl)t}

Demonstragao. Consideremos ®s(-) = Ls(-)? e T > 0, onde Ls é uma funcao sinal regularizada
(ver segao 2.6). Inicialmente, provaremos o resultado para cada componente de uma solucao de
(4.1) — (4.2), i.e

JuiG, )y < K ()llwiollLew), ¥ t € [0, T7.
Com efeito, a i-ésima equagao do sistema em (4.1) é
Uit + Uu|2uz]x = Ujry-

Consequentemente

¢ t ¢
/ /(I)f;(ui)ude:ch—i—/ /@g(uz) [[u?u;]  dedr = / /@g(ui)uimda:dr (4.5)
to /R to JR to JR

Utilizando o Teorema Fundamental do Céalculo, encontramos

/ B (s undr = / " e

to

Integrando por partes e utilizando (4.2), obtemos
/ D5 (u;) [|u\2ui]xdx = — | ®(u)|uPusuipde
R
OF (ui) [uf* s Juiy|dz

1
> — @g(ui)\u|4u%dac—2/<I>5(uz)uz2xdw

\Y
|
& O T s~

1
> — /@g(ui)u?dac—/Qé(uz)u?xdx.
2 ) 2

Integrando por partes novamente, concluimos que

/@g(ui)uimdx = —/@g(ul)ufrdx
R R

Por conseguinte, usando (4.5), inferimos que
u2 1 2
(135 wi)ugdrdr — = O (u;)u;, drdr
to 2 to JR

//@5 w;)uddr.
to

[ostutontr < [ @t + 2
R

Ds(u ))dx —|—

A
S 55— —~
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Portanto,

B(T)?*p(p—-1) [t
/\Uz’(',t)!pdl‘ < /\Uz‘(',to)\pdw—i—()p(p)/ /\ui|pdxd7.
R R 2 to JR

Equivalentemente,

(5 D170 r

IN

B(T)’p(p—1) [*
o ) ey + 2B [l ey
0

Pelo Lema de Gronwall, concluimos que
B(T)*p(p - 1)
hisl ) By < e to)]f gy e {2<t —to) }. Ve 0],

Por fim, passando ao limite quando ¢ty — 0, e usando que u(-,t) € C° ([0, 7], LP(R)), chegamos a

B(T)*(p—1
I Dlny < Tl exo { 22 =i} v ee .71 (4.6
Consequentemente, somando ¢ de 1 a n (ver (2.1)), obtemos

aC Ollrey < K@)lvollLew), ¥ t € [0,T],

B(T)*(p—1
onde ug = (U109, U20, -+, Uj0, -, Uno) € K (t) = K(¢t,T,p) = exp {()2@)1&} O

4.2 Estimativa de Energia

O Teorema a seguir verifica a estimativa (4.3), descrita na segao 4.1.

Teorema 4.2 (Estimativa de Energia). Seja u(-,t) € C°([0,T], LP(R)) solucdo do sistema (4.1)
sob a hipdtese em (4.2). Entao,

1
3 (2p(2p—1)\ 2 _3
Ol < Clule 0! (Po) rivee o (@)

onde C = C(n), T sao constantes positivas e

F(t) = F(t,T,p) = (/ K(r)®dr >3 L 22 _21)B(T)2 (/OtTSK(T)QPdT)g.

Demonstragdo. Como na demonstracao do Teorema 4.1, sejam ®4(-) = Ls(-)* e T > 0. Mostraremos,
primeiramente, uma estimativa andloga a estabelecida em (4.7) para cada componente de uma
solugao de (4.1). De fato, multiplicando a equagao

Uit+[|u‘2ui]x = Uizzx
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por (t — tg)%(b (u;) e integrando sobre R X [tg, t], onde tg € (0,t) e t € (0,T], obtemos

/ / T — o) % ul)u”dxdT—F/ / T—t()% )[|u[2uz] dxdr
to
3
/ / T — t0) 2 ¥ (u; ) uizpdrdT.
to

Integrando por partes, encontramos

/t(T—t0)§¢>g(ui)udeT = /t(T—to)gdC’l]_[cI)é(ui)]dT
= (= wis(u ), 5 [ (=) es(udr
= (t — to)%(I)(;(ui(-,t)) — ;)\/t (7‘ — to)%@g(ui)d’r.

Os resultados

/Cbg(ui)uimdac = —/@g(ui)u?l,dx,
R R

foram encontrados na secao 4.1. Portanto, passando ao limite quando § — 0, encontramos

3 2p(2p—1) 3 3 [t 1 2
(t —t0)2 ||u; (-, )||L2p(R 5 / T —10)2 / |u; ’2p 2u2$dxd7-§ 2/t (T—t0)2||u,-||L€p(R)dT
0

2p(2p — 1)B(T)? [! 3
+ 0 DBAY [ e )2, i

to

Dessa forma, passando ao limite quando tg — 0, concluimos que

3 2p(2p — 1 by _ 3 (11
t2HUi<a )Hsz(]R (2)/ T2/R‘ui’2p QU?xdxdTS 2/0 TQHUZ'”ip?p(R)dT

2p(2p —1)B(T)* [*
+ 5 ; 7'2HquL2p )dT.

Defina a funcao
ui(x,t), sep=1
wi(z, t) =
|ui(x7t)’p7 sep> 17
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onde z € Ret € [0,7]. Relembre que da secao 3.1, concluimos que w%

”wiH%z( = Hqusz ®)" Denote

_p|u|2p22 o

3 2 3
X0 = ey + 22 [ [ dear
p(2p — 1)
= t%Hwi('»t)H%z( p / g/w dzdr
3 2p(2p — 1)
= t2|w1'(',t)‘|%2(R)+<22/0 ’7'2||’LUwc||L2 dT. (4.8)
Observe que X (t) = X (¢,p). Com isso,
3 [ 22— DB [* 5
X(1) < 2/ || g + ; /7-2||uiHLZ;p(R)dT
0 0
3" 1 2p(2p — 1)B(T)? [* s
0 0

Utilizando as desigualdades (4.6), (3.7) e a Desigualdade de Holder, concluimos que

3 [0 4 2 2p(2p — 1)B(T)? [t s 4 2
X)) < 5 [ riCH ol ey dr + = PEEE [ ARl g il e i
0 0

3 o [t 1, 2 2p(2p —1)B(T)? 5 [* 5, % 2
< 507 [ ol s Nyt + LI [l g el

2p(2p — 1)B(T)*
2

3 o 2 i w 2 oy 2
< §Ci HUiOHLp(R)/O T2K(T)s HwixHLz(R)dT+ C; HUiOHLp(R)

¢ 3 4 2
/0 3K (7) % e £ g

2 1
3 dp t EN AL 3 2p(2p — 1)B(T)?
5 Ci llwioll £y (/0 K(T)de7> (/0 T?IIwix|i2(R)d7) + 2 2) Sawe.

4p toy 5 3 t 4 ; 3
Bl ([ ) ([ ot )

1
i b s 3
C2luioll by F () </0 Tz||wix||§2(md¢> )

IN

IN

onde F(t) = F(t,T,p) = [ </ K(r zpdT>3 N 2p(2p — 1)B(T)? </OtT§K(T)2pdT)§

. Dessa
2

forma, da definigao de X (t) (ver (4.8)), segue que

1
p 2p(2p—1)\ 3 1
X0 < Gl ro (P5) xk

Assim sendo,
1
2 4 2p(2p—1)\ ®
X0} < Clual oy r) (2)

27



e, consequentemente,

=

3 (2p(2p—1)\ 2
X0 < Gl ro! (To)

Com a defini¢ao (4.8), temos que

2 2( 3 2 s (2p(2p—1)\ 2
2l )||L2p(R / 2/‘u%|2p “ufydodr < C@'BHUiOHLI;(R)F(t)Q (2]?2 )

para todo t € [0,7]. Finalmente,

-

(NI

1
s (2p(2p—1)\ "2 _
o Oy < Colual P} (o) (19)

=

3 (2p(2p—1 2 3
< Ol ro! (PE) Trtvie o

Portanto, somando i de 1 a n (ver (2.1)), chegamos ao resultado desejado, i.e.,

1
s (2p(2p—1)\ 2 _3
MOy < Clunlferof (PE) "t vie o

C = C(n) é uma constante positiva. O

4.3 Estimativa para a Norma do Sup

Nesta segao, para a norma do sup de uma solucao de (4.1) — (4.2), obteremos uma estimativa da
forma

[a(, )o@ < Cat 3, Vit €(0,T],

onde C, é uma constante positiva que depende dos parametros & = {n,T,p, [[uol/zrr)}. Mais
precisamente,

Teorema 4.3 (Estimativa para a Norma do Sup). Seja u(-,t) € C°([0,T], LP(R)) solucio do
sistema (4.1) sob a mesma hipdtese em (4.2). Entao,

3

B(T)* 1
Hu('ﬂt)”LOO(R) < Cp”u()HLp 21)3 Qppp(;'( )2p exp{(4)3pt}t 21?’, vV te (0,7], (4.10)

1 B(T)*T
onde C = C(n) é uma constante positiva e C(T) = [2 + (2)] .
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Demonstragao. Observe que

Ft) = g </otK(T)2pdT>§ + 2p(2p _21)B(T)2 </0t73K(7)2pdT>
g < /0 t K(T)2pd7>§ L 2p - 12)B(T)2T ( /OtK(T)deTf
)
o 2] ()
T) ( /0 K(T)de7> 3

< (2p)2C(T)K()3t5, ¥ t € (0,T]
1 B(T)’T
[2 2

IN

IN
| — |
N

IN

} , 1sto €,

F()2 < (2p)3C(T)2K(t)%t, ¥ t € (0,T).

E possivel estabelecer a desigualdade

=
Njw

2p(2p — 1)\
oDy < ol (o)

(t—s)2,0<s<t<T,

e B o~ 1)1 - 9]

e :

da mesma maneira que provamos (4.9). Seja k um nimero natural qualquer e seja tg = 4%. Defina
tj =tj—1+ %, paraj € Nel < j < k. E facil verificar que t; = t. Utilizando a desigualdade
acima, obtemos

-

p(27p — 1)\ 2 3
il 28 < Pl J1>||L271(R)< i )

T

ol )8, (‘2@”1)—1))_ (@ p)PO(T)

. exp { B(;f)Qp(?“p -1 <;’f) }

1 ij_
Bttt (25

{5 (G)}(5)

CHus(e )28,y (PP C(T)

IN

IN

A
[SII¥Y
©]
>
o]
—
=
=
o
o
w
~~
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Consequentemente,

P N B(T)2 . 1) [3t\ 7%
k
o Oy < OF et e { 2 L (5)
S .........
s : e T B(T)? , 1
< HCZQJ [lws (-, to HLP H 2JpH (T)2j+1pHeXp{ (4)p3t2]}
J=1 j=1 j=1 j=1
k
3t 27+1p
(%)
j=1
.
1 k 1
3 _
,,;2] d %227 B(T)? . a1
< G i (-5 o)l Lo (r H )TRC(T) 71 exp 1 3t.§:12j
paiey =
k <3t> 27+1p
IT{%
j=1
ko kL oy oy
3 _
p;m 2D % %Zg 525 B(T)? 1
< CY ui(- to)ley2 7= p =1 C(T) =1 exp 1 3t22—j
j=1
B S o
3t) =t 2 =t
1 G NN ko
3 _
pz;m DIy %Zg 5D 5 BI? i
< ¢’ ui(- to)|l )2 7=1 p =1 C(T) =1 exp . 3tz2—3

Dessa forma, passando ao limite quando k — oo, concluimos que

3 B(T)? _1
lisC Dl < CFluollmy253 Fpf O(T >2pexp{ 0 3pt}t B @)

Utilizando a defini¢ao (2.2), obtemos
3

3 8 1 3 3 B(T)?
[l < CFlunlmg23 Bpro@ s ep { 2 gL, v e 0.1

onde C' = C(n) é uma constante positiva. O
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Capitulo 5

Sistema de Equacoes de
Adveccao-difusao Unidimensional

Neste capitulo, estamos interessados em obter estimativas para um sistema de equacoes de
adveccao-difusao unidimensional que estenda os resultados obtidos no capitulo 3 para a equacao

ug(x,t) + [b(x, t,u(x, t)) f(z, t,u(x, t)]e = p(t)uge(x, t) + c(x, t,u(x, t))u(x, t).

Além da conversao a sistema, acrescentaremos uma matriz diagonal definida positiva A(z,t,u),
substituindo a fungao p. Ou seja, provaremos algumas propriedades para solugoes u(-,t) do sistema
w; + [b(z, t,u)ul, = [A(z,t,u)uy); + c(z,t,u)u, supondo que o dado inicial u(-,0) = ug € LP(R),
para 1 < p < co. A condigao inicial é satisfeita no sentido LP. Mais precisamente, estudaremos
estimativas para a norma do sup de uma solugao u(-,t) do problema

w(z,t) + [b(x, t,u(z, t))u(x,t)], = [Alz,t,u(z,t)ug(z,t)]: + c(z, t,u(z, t)u(z,t) (5.1)
u(-,0) = uy,

onde z € R, t > 0, u(z,t) = (uy(z,t),uz(z,1), ..., un(x,t)) e p € CY([0,00)),b, c sdo funcdes tais
que

aii(z,t,u(z,t)) > wp(t),Vi=1,2,...,n,
|b(z,t,u(x, b)) < B(t), (5.2)
le(z,t,u(z, 1) < C(t),

pt) > 0,

onde A(x,t,u(z,t)) = diag(a;(z,t,u(x,t)))1<i<n ¢ uma matriz diagonal constituida de funcoes
suaves reais, b é de classe C! e as fungdes B, C € CY(]0, 00)).
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5.1 Estimativa para a Norma L?

Sob as hipéteses estabelecidas acima, mostraremos que existe uma constante C, > 0, dependendo
somente dos parametros v = {n,p, Hu(]HLp(R)} tal que

G, Dllermy < CyF (@)t »,¥ >0, (5.3)

oy 1 % t 1 7)2 % :
F(t) = 2(/0 T2K(7)2pu(7)_2d7> +</O 2K (1) pu(t)"2 B(7) 2p(2p—1)+2p0(7')} dT) )

Primeiramente, provemos o

Teorema 5.1 (Estimativa para a Norma LP). Seja u(-,t) € C° ([0, 00), LP(R)) solu¢do do sistema
(5.1) sob as mesmas hipdteses em (5.2). Entao,

uC Ollr@ < K@)lwollLrw), ¥ t =0, (5.4)

p—1)B(7)

onde K(t) = K(t,p) = exp {/Ot [( I C(T)} dT}.

Demonstragdo. Seja Ls uma funcao sinal regularizada (ver secao 2.6). Seja ®s5(-) = Ls(-)P. A
i-ésima equacao do sistema (5.1) é dada por

uip + b(Wuile = [ai(w)uig], + c(a)u,.

Entao

Z:A@S(Ui)udexdT+[:Aég(ui)[b(u)ui]xdxdT:A:A¢g(ui)[aii(u)uix]z dadr
+[:A@g(ui)c(u)uidxd7.

Vimos na secao 4.1 que

/Qg(ui)uwdT = <I>5(ui(-,t))—<I>5(ui(-,t0)).

to

Integrando por partes, obtemos

_ /R O () b(uw)uilads = | B(u)b(w)ususadz

IN

5 (ui)|b(w)]|ui |iz | dav.

(ui) B(7) i |uiz |d

IA
T~ —
=
s

IA

B(r)2u2 2
@g(ui)iﬁ Ui d:n—{—/ @g(ui)iﬂ(ﬂu”dw.
7 R 2



Utilizando (5.2), concluimos que

IA

[ @ucnds < [ @5)etw)]uilde

/ 1) (1) | C () s
R

IN

Integrando por partes novamente, chegamos a
OF (u;)az () uipuipde

/(I’:;(uz) [aii(u)uix]xdx - _
R

—

IN

&} (ug) (), do.

Consequentemente,

/@5(ui(.7t))dx—/(I>5(ui(',tg))da: < / /@5 u;) )u; da:dT—l-/ /(I) “’d dr
R R to 7-) to
/ /]@5 u;)|C(7) \uz\dach—/ /@5 wg) () w2 dedr
t() to
/@”( DuZdzdr — / 'LL(T)/@”( DuZ drdr
to 2/“’( ) to 2 R

t
+/ C(T)/ 1 (w2 s | A
to R

" B(r)® / ! (s uldwdr + / "o / 10 () s | dedr
to 2”(7_) R to R

A

Passando ao limite quando § — 0 e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

oMy < ot ey + 25()) / o= DlwPdodr + [ () / plufPdadr

s o)1 / odr+p / o) usl?,

2
i t0) 2, /t [ Bre-1) (() ) oC(r )] T

Agora, passando ao limite quando ty — 0, encontramos

"[B(r)*p(p — 1)
IOy < Tl + [ | 2B EE= 50| lually

IN

IA

Pelo Lema de Gronwall, concluimos que

lasC By < KO lluiollf ey, ¥ 2 0,
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p—1)B(r)>

onde K (t) = K(t,p) = exp { /0 t [( + C(T)] dr}. Portanto,

2(7)
lui(, )l ey < K(B)luiollLrm), Y ¢ = 0. (5.5)
Somando i de 1 a n (ver (2.3)), obtemos
[ Olleey < K(@)vollLrr), ¥ £ > 0.

5.2 Estimativa de Energia

O Teorema a seguir nos permite concluir diretamente a estimativa (5.3).

Teorema 5.2 (Estimativa de Energia). Seja u(-,t) € C°([0,00), LP(R)) solugio do sistema (5.1)
sob as mesmas hipdteses em (5.2). Entao,

D=

2p(2p — 1)

B 3 _
O < Clule [2220] Pty eso

win

t 1 1 % t — 7)2 2 1
ondeF(t):2</0 K(T)2p7'2,u(7')_2d7'> +</0 [2p(2p2M(IT))B( ) +2pC(7) K(T)QpTgu(T)_zdr) ,

F(t) = F(t,p) e C = C(n) € uma constante positiva.

Demonstragdo. Seja ®s5(-) = Lg(-)?P. Multiplique a equagao
wit + [b(W)uile = [ai(Q)uiz], + c(u)y;

por (t — to)?®%(u;) e integre sobre R x [to, ], onde to € (0,¢) e t > 0. Dessa forma,
t t
/ /(T — t0)2®% (u )usrdadr —|—/ /(T — t0)2® (u;) [b()u;] pdxdT
to JR to /R

_ /tt /R (7 — t0)2® (us) [azs (W)uia], dadr + /tt /]R (7 — t0)?®} (us)c(u)usddr.

Note que
! 2 ! 2 d
/ (T—to) Q)g(ui)u”dT = / (7‘ —t()) —[@5(ul)]dr
to to T

= (r— 1025w )L, — 2/ (7 — to) By (us)dr

to

= (t—to)Q(I)(g(ui("t))—Q/ (1 — to)Ps(u;)dr.

to
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Na segao 5.1, vimos que

IA

T 2 T
- /R (i) p(wyupdz < S / @} (g + 17 / &) (s,

[ @ucnds < ) [ [0 ()ulds

/R &) (us) [ (W], dz < —p(7) / &) (i), do.

Por conseguinte,

t t - 9
=t [ ostutpas =2 [ o) [ aytutrir < [~ 27

¢ 2#(7') 2 !
_ / (r — 1027 / ' (us 2, dwdr + / (7 — 19)2C / 1 ()| s dz -
to 2 Jr to

Passando ao limite quando § — 0, temos que

/ Y (u;)uidxdr

t i —t9)2B(7)?
(= 10 o) Py =2 | (7 =t Py 7 < / (20)()”2p<2p -
0 0

t t 2

T—1
+2p/ (r—t0)*C(r )Iluzllep(R)dT—/ (7= t) ” /| wi| P22, dxdr, ¥ t > 0.
to to
Consequentemente,
2 2p(2p — 1) 9p—2 2
(t - t()) Hul( ) )HLQP(]R 9 T - t() |’LLZ’ uj drdr

to

t t B
< 2/ (1 —to)\luilli%p(R)dw/ (1 — to)? [( 7)° 2p(2p — 1) —l—2pC(7’)} [~z
to to 2“(7-)

Passando ao limite quando tg — 0, concluimos

20(2p — 1) [t B t
Pl Oy + L= [ ) [ i 2iddedr <2 [l i
2 0 R 0
', [B)
2
+ [ 2 oy — 1)+ 200(0)| s

Relembre a definicao da fungao

u;(+, 1), sep=1;
w,-(-,t) =

|ui('>t)|p7 sep> 1.
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Recorde que w?, = p?us 22, e [[wi 3o = luilZ, g Seja

2

P [ 7wy (5.6)

2p(2p —1) [! _
X() = il t) |y + 22 /O 2 u(r) /R g P22, ddr

= w872

Note que X (t) = X (t,p). Além disso,

Xt < 2/t i e g d +/t 2[3(”22 (20— 1) + 2pC ﬂ i 22 g d
=~ TI|Wq T T p\2p — P T ws T.
0 ® 0 2u(T) L2®

Através das desigualdades (5.5), (3.7) e Desigualdade de Holder, obtemos

X(t) 2/t il o el / Q[BW
t < 7O ||w; Wig T+ T
0 L} (®) L2(®) 0 2u(T)

4
20(2p— 1)+ zpcuﬂ 2wl

2
: ||wix||z2(R)dT

< 2 [ Ol e bl g+ [ 72 |2 2p(ap 1)+ 2000 Gl
< 7O ||w; Wig T+ | T p(2p — 1) + 2pC (7 A K%
; LP(R) L*(R) . 20(7) LP(R)
2
) ||wix||z2([g)d7'
1p t 4 2 4p t 4
< 2ol gy | THEF wiel fgaydr + Colunl iy [ K%
B(r)
. [MT) 2p(2p — 1) + 2pC(7‘)] lowis 32 gy i
< 2C; HUiOHLp(R)/O T3K(T)3 u(7) 3#(7)3T3HwixHL2(R)dT+Cz‘ HuiOHLp(R)
boa w 1 [B(1)? 3 1 2
‘/0 T3 K (1) pu(r)”3 [2,“(7') 2p(2p—1)+2pC(7‘)} TBM(T)SmeHzQ(R)dT
2 i by 9 1 S ) ) 5 ) ap
< 22l fyey ([ rrrrutrybar ) ([ el )+ Gl f

Njw

3, 1
dT> (/o TQM(T)HwimH2L2(R)dT>

1
ap t 3
Pl ([ #rIrlwilegeptr ) (0, ¥ 00

onde F(t) = F(t,p) é dada por

. < /O K (r)Pp(r) " {515(77)) 2p(2p — 1) + 2pC (T)]

Flt) = 2 (/OtTéK(T)ZPM(T)—%dT)S

2
3

+ (/ 2K (1) pu(t)"2 [B( ) 2p(2p — 1) +2pC’(T)] d7'> . (5.7)

0 2u(7)
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Logo, pela defini¢ao de X (t) (ver (5.6)), obtemos
1
2 (2Cp=1\ 3 1
X0 < Gl (P5) x0bro.
Dessa forma,
1
2 2 (2p(2p—1)\ 3
X0} < Clualbe (P0) " Fo

e entao,

1
2p(2p— 1)\ 2 3
X0 < Glulfe (22) "ot

Utilizando a definicao (5.6), concluimos que

1
2p2p—1 t 2p(2p — 1)\ "2
£ [ui (- 1)1 72 2 (2)/0 TQ,M(T)/RW PP dedr < CF|luiol g <(2) F(t)

para todo t > (. Portanto,

1
20(2p— 1)\ 2 3
il Oy < Collunlg, ((2p2)) P32, vt >0. (5.8)

Por fim, somando ¢ de 1 a n (ver (2.3)) chegamos ao resultado desejado, i.e.,
1
> 2p(2p—1)\ "2 2.
O < Clulfe (Po)  Fole veso

onde C' = C(n) é uma constante positiva. O

5.3 Estimativa para a Norma do Sup

Nesta secao, provaremos a seguinte estimativa a priori para a norma do sup de uma solucao de

(5.1) - (5.2) :
I Olie < Cuexp{ 2B@ ) DEOME, vis0,

onde D(t) = D(t,B,C,u), E(t) = E(t,B,C,u) e C, é uma constante positiva que depende dos
parametros k = {n,p, [[uol|zr(r) }-

Teorema 5.3 (Estimativa para a Norma do Sup). Seja u(-,t) € C°(]0,00), LP(R)) solucdo do
sistema (5.1) sob as mesmas hipdteses em (5.2). Entao,

3pt 1.2
[uCBllowy < CFlollom)2 7 8” pppexp{gE@)}D(t)ét PV >0,




Demonstracao. Note que

F(t) = 2 (/OtTéK(T)QPM(T)—éde + (/Ot 72K (7)2Pu(r) "2 [f:zljzp(Qp — 1)+ 2p0(7)} : d7>§

< s ([t ([ e [ vne] ) |
<t ([ )+ ([ s [ st o)
< ot [o( [ i tar) oot ([ s (2 o] ) ]

< s o ([ ) o[ 255 o] |

< (2)°K1)7 [(/0 T2y

Por conseguinte,

—~
\]
i
QL
\]
N———
_l’_
VRS
ﬁ
\]
(Y]
=
—~
\]
S—
| — |
)
£=
=y
S—
_l’_
Q
—~
\]
N—
| S
=N
\]
\_/
I — |
<C
~
V
o

F(t): < (2p°K(t)%

para todo t > 0. Seja

D) = [( /OtTé,u(T)_édT)g%—( /0t72u(7)_5 [f;zjjw(f)]gm)gr,w>o.

- F(t): < (2p)*K()*D(t)
< (2p)3exp{2p /O t [(p _i)(f)mz +0(7)} dT} D(®)
< (2p)3exp{2p / t [pB ((T); —i—pC’(T)] dT} D(t)
< el [ [205 o] oo
< (2p) exp{2p2E ()t} D(t), ¥t >0,

onde [B(T)Z +C(r )] E(t), para todo 7 € [0,¢]. Por fim,
F(t)2 < (2p)exp {2°E(t)t} D(t), ¥V t > 0.
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Portanto,

2p(2p —

o Oy < OBl o)) (22

onde 0 < s < t, basta utilizar uma desigualdade andloga a (5.8). Sejam k € N arbitrdrio e to = 4.

Recorde a definicao t; = t;_1 + %, para j € Ne 1 < j <k. Logo,

. . 1
27p(27p —1 z
s )12 g S Crlnotis D5, P(®) <2(23—1p?)> (2]p)3eXp{22j PE(t)

o8

3 2k 2k -1 T oktT, 3 22k 1,2
Ity < CF oty (i ) e { S ()

22k 1p2

3t
49

”)2 (20)% exp {20 Bt — )} D(O)(t — )2

t

} D(#)

k 3 k S S
275 27p 2]p— 1)\ 2% -
< [T e lui-,to)ll o H( 251, rll(gap)m
k k k 2
22]_1]?2 3t 1 3t 27p
Hexp{ 57 (t)4j} HD( )27 H <4]>
Jj=1 j=1 j=1
k
o S5
pj:1 27 k 2(217_1) —ﬁ P — 2 P —~ Y
< 67 i [T (2252) T2 T,
. p
j=1
k 1 k 1 k j
3t kg 2D % ido 22
- _ Jj=1 Jj=1 j=1
exp { = E(t)ZQJ D(t) (3t) 2
j=1
ko4 Ny g g
3 il
p212] 5227 2227 3pt ko4 %227
< ¢’ Jui(,to)llrwy)2 7=1 p =1 exp 7E(t)25 D(t) 7=
j=1
k
1
Gy
3t) =
Passando ao limite quando k — oo, concluimos que
3 14 3 3pt 1__2 _2
lai G Ollpoe@y = CF lluioll o2 7 p7 exp § —=E(t) o D(t)»3 7t (5.9)
3pt 1

< O luoll o2 pr eXp{
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onde C'= C(n) é uma constante positiva. Portanto, usando a definicao (2.4), concluimos que

4

3 14 _2 3 3pt
la(,Ollze@ < C7luollm27 3 pppexp{gEa)}D(t)pt V>0,

onde C' = C(n) é uma constante positiva. O

E importante ressaltar que, quando as fungoes b, ¢, expostas no sistema de equagoes de adveccao-
difus@o (5.1), satisfazem as hipdteses

[ s Pt t)ede > 0,901,200
R
c(z,t,u(x,t)) < 0,

podemos, analogamente, obter as estimativas

IN

Jul, )| e ) [uoll L (r)

3 1
3\ 2 2p(2p—1)\ "2 [/ [t _1 _3
Oy < (3) Cllule (20 ( /O u(r) 2d7)t !

3 -1 3 t N
[u(, Ollze® < 3222 CF||uollLr(w) </o p(7)

[SIE
S
23
N———
'ﬁ\’—‘
M‘w
<
~
\%
=]

As mudancas ocorrem nas integrais

/Rq)g(ui)[b(u)ui]zdm = <I>5 u;)b(u)u; + (I>5(uz)b(u)um] dx

I
%\%\

Pi( xuldx—/@g(ui)b(u)xd:c
R

/Rq)g(ui)c(u)uidx.

Passando ao limite quando & — 0, estas nao interferem nas estimativas, pois

[ @stptulde = o=1) [ Juprb.de

> 0

/Rq)g(ui)c(u)uidx — p/R]ui\pc(u)d:U

< 0.
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Capitulo 6

Sistema Rotacionalmente Invariante
Multidimensional

Neste capitulo, estudaremos o sistema rotacionalmente invariante, estudado no capitulo 4, no caso
em que uma solucao deste possua varidvel espacial em R". Apresentaremos algumas propriedades
para solugoes u(-, t) do sistema

m

Z \uxt i

k= k=1

supondo que o dado inicial u(-,0) = ug € LP(R™), para 1 < p < oo. Esta condigao inicial é
satisfeita no sentido LP. Mais precisamente, neste capitulo, estudaremos solugdes u(-,t) para o
problema

0 02

Z* ux,t)Pux,t)] = > —u(x,t) (6.1)

P ox — Oxy,

u(,0) = uy,

onde x e R™, t € (0,T] e

O < B(T), a.tp. em R™ (6.2)
6.1 Estimativa para a Norma L?
Sob as hipéteses acima, provaremos que

Jal, )l zomny < G0 ¢,V ¢ e (0,7], (6.3)

onde C,, ¢ uma constante positiva que depende dos parametros v = {m,n, p, |[ug|| LP(RM)} e
2 2
t mt2 - B(T)%2p(2p — 1)m m2
F(t)=(1+5) </ K(T)2pd7'> 4 BOY p;p </ K(7)2rits d7> .
0
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Teorema 6.1 (Estimativa para a Norma LP). Seja u(-,t) € C°([0,T], LP(R™)) solugdo do sistema
(6.1) sob a mesma hipdtese em (6.2). Entao,

[u(, OllLr@my < K(@#)|laollprwmy, ¥ t € [0,T], (6.4)

_ 2m
onde K(t) = K(t,T,p,m) = exp { (p 1)§(T) t}.

Demonstragao. Seja Ls uma funcao sinal regularizada (ver segao 2.6). Seja ®5(-) = Ls(-)P. Neste
caso, a equacao que contém a i-ésima componente de uma solugao u é dada por

it + Z |u| w) = oy Ui
— — Oxy,
Logo,
t m a t m
/ / P uz)u”dxdT—i—/ / & (u; ZT [[u|?u] dxdT_/ / & (u; Z uidxdr.
to m to m ke1 to k—1

Vimos na secao 4.1 que

/(I)g(ui>ui7'd7_ = (I)5<ui('7t))_(I)5(ui("t0))'

to

Integrando por partes e usando (6.2), obtemos

/ O (u;) Zaa [|uf?u;]dx / @g(ui)Z\u|2uig§;dx
k=1

k=1
< / @”(u)i|u|2 Oui | i
= R ) 1 za

k=1

" ou;
< | ®w)S B |24 4
< [ b 3 B | | dx

IA
5
=
(SN
£
=
=
N0
3
g
SN
Q.
W
+
— =
(S)
(SN
Ple
M=
Sl
Q
SRS
N—
[N}
Q.
W

ver definigao (2.7). Além disso,

IA
|
5
3
=
SN
S
)=
VR
Q|
2s
N———
[N}
Q.



Consequentemente,

/ B (i, ))dx—/m By (s t0))dx < 2 m/to/m & (u;)uldxdr

—/ / Y (u;) || Dus | dxd7< m/ / Y (u;)udxdr.
to m to m

Passando ao limite quando § — 0, temos que

B(T)*m [t
1 (-, to) 1 o ey +()/t / p(p — 1)|u;i|Pdxdr
0 m

m
ot o) [ gy + 20— / a1 gy, ¥ £ € [0,T.

IN

Hui('vt)Hip(Rm)

IN

Pelo Lema de Gronwall, concluimos

p(p — 1)B(T)*m
o Oy < oxp { PEZIEE 0 i) st o v € 071

Portanto, passando ao limite quando ty — 0, encontramos
[wi( )| Le@my < K(8)|[uioll o @m), ¥ £ € [0,T], (6.5)

(p—1)B(T)*m
2

onde K(t) = K(t,T,p,m) = exp t}. Por fim, somando i de 1 a n (ver (2.5)),

chegamos ao resultado desejado, isto é,

[uC, Ollrrmy < K(@)|wollr@m), ¥ t € [0,T].

6.2 Estimativa de Energia

O Teorema a seguir nos permite concluir a estimativa (6.3).

Teorema 6.2 (Estimativa de Energia). Seja u(-,t) € C°([0,T], LP(R™)) solugdio do sistema (6.1)
sob a mesma hipdtese em (6.2). Entao,

I3

m 2p 2p—1 B m o m
Oy < Ol || P00 e .71

onde C+2 = C™+2(m,n) é uma constante positiva e F(t) = F(t,T,p,m) é dada por
t m B(T)22p(2 1)m me
m—+2 _ m+2
Ft) = (1+ %) (/ K(T)der> ey p(zp </ K(r 2p71+2d7> .
0
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Demonstragdo. Seja ®s(-) = Ls(-)?P. Multiplique a equacdo

m

a m
wie Y 5] = Z

2
k=1 k=1 9k
por (t — o)+ % ®(u;) e integre sobre R™ x [to, ], onde tg € (0,t) e t € (0,T]. Dessa forma,

t t m
/(T—to)H?/ @g(ui)u”dxdT—i—/ <T—t0)1+”£/ (i) 3 o [[ufPuildxdr

to to

m

t
:/(T—to)HT;/ D (u;) Z uldxdr
to m k=1

Integrando por partes, temos que

[t F s = [ (=) L yundr

to to

= (=t E s ), — (14 2) / (r — t0)F @5(us)dr

to

— (t—t0)1+%¢>5(u,~(.’t))—<1—|—m) /t(T_tO)”;@&(ui)dr

Vimos na secao 6.1 que

0 B(T)* 1
—/ ) Y- g Pl < SARlL [ @g(ui)ugdx+2/R &) ()| Dus [P

Ph(ui) Y 5 guidx < — [ ®f(u;)|[Du;]*dx.

Por conseguinte
t
t-1% [ asuonix- (1475) [(@-w? [ osw)ixdr

)2 t - 1 [t m
< B [ -2 [ afuaxir— 5 [ - [ @h(u)|Dus|Paar
m Rm

2 to to

Passando ao limite quando § — 0, temos que

m 2p(2p —1 t m _ m
(6= 10) s Oy + 2= [ i) [ a2 D < (145
Rm

2 to
t m B(T)*m t
m 2
/t (7 —t9) HuiHLgp(Rm)dT—i—22p(2p—1)/t (r = t0)"+% [ 2 o
0 0
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Passando ao limite quando ¢ty — 0, concluimos que

% i (- )| o ey + / +3 / |ug| P~ 2|| Dug| |2 dxdr

my ! B(1)*m
< (145) [ 0yt + EG 20— 1) [ 2 g

Recorde a defini¢ao da fungao

ui('vt)a sep= 17
wi("t) =
’ui('vt)‘pv sep> 1.

. 0 0
E facil ver que ||Dw;|? = Z < wl) p?|u; [P QZ ( ul) = p?|u;|* || Du||* e, como visto

0
k=1
anteriormente, HwZHL2 Rm) HuZHLQP(Rm) Seja
2p—1 t m _
X0 = O il OBy + 202 [ o2 D Paxar
0 R™
2p(2p — 1 t m
= t1+2||w1(7 )||%2(Rm)+p(2z;2)/ ’7'1+2/ ||Dwz||2dxd7' (66)
0 R™

Dessa forma,

my [t m B(T)*m b oym
X(t) < (1+2)/0 7’2||w1;||%2(Rm)d7'+(2)2p(2p_1)/0 T2 |Jwil 2 oy -

Considere a Desigualdade de Sobolev

2
lollze@my < Conllvll[iigm V0 IIZ?(IQRm v ve Cy(R™). (6.7)

Usando as desigualdades (6.5), (6.7) e a Desigualdade de Holder, concluimos

B(T)*m2p(2p — 1)

m ¢ m :
X < (1+%) [ rECh B V0l e +

2
t 1 m
/ P 2) 2 a5y V0 5y
m bt Ap = B(T)*m2p(2p — 1)
< <1+5> cgn/ 7% s fy e HszHLJ(%m dr + oy 2
t 4p
/0 ( )HUZHZL;IEW IV z”F;]%m dr
< (14 ) ol G / Ky w57 [V iy + O ol o
B(T)2m2p(2p — 1) o
B(T)? 2p( : / K(r)me e (158) |Gy | 1212, dr
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IN

m+2 o 2 m+2 2 m+2
(1+ )cuuzoumw K(r)hrh [ IDwilPdx )" dr o ol o

B(T)*m2p(2p — 1) iz
. ( )mp(p /K m+27_ 1+ < HDwzHQdX> dT

2

m

) Huw”g”%’” (/ K<T)2pdT> </ / | Dws| dxdT)

B(T 2p(2p — 1) iz
+ Ol oy DT ([ gy )

t m mTI{L—Q
</ 7-1+2/ ||Dwi||2dxd7'>
0 m
t . s
Coltal ([ 747 [ 1Dwiliiar) ™ (0, v e 0.1,
0 R™

onde F(t) = F(t,T,p, m) é dada por

IN
-

IN

2

F(t)=(1+5) (/Ot K(T)de7>mi2 | BO 2= Hm </ K(r)r45 dT> "

2

Pela defini¢ao de X (¢), ver (6.6), temos que

= 2p(2p — 1)\ m+2 _m_
X(@t) < 2 llulollmfﬁw) <(2pQ)> X (t)m 2 F(t).

Dessa forma,

m

eh 2 (2p(ap 1))

Consequentemente,
X0 < ool (P ) T O Ve
Utilizando a defini¢ao (6.6), concluimos que
PR ) sy + 2 [0 ) [ a2 Dol < O il
E)

<2p(2p;l))_ FYWE, vtelo).

2p
Portanto,
. p(2p — 1)\ 2 m o (1om
Oy < Ol (o) F@ e O8) (69
2p(2p — 1)\ "2 m m
< O ol g (p“’)) P35 0+3) v e (0,7],

2p
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Por fim, somando ¢ de 1 a n (ver (2.5)), chegamos a

2 2 2])(2]) - 1) -5 m o m
[ 8)1 gy < Con 2]l gy (2p P35 (4%) vie (0,1],
onde C,, = C),(m,n) é uma constante positiva. O

6.3 Estimativa para a Norma do Sup

Nesta se¢ao, demonstraremos que a norma do sup de uma solugao de (6.1) — (6.2) satisfaz a taxa
de decaimento
1

3pt 1 _m+42
||u(-,t)HLoo(R) < Cﬁexp{ZmB(T)Q}D(t)pt ;27 Vte (0,T],

onde D(t) = D(t,m, B(T)) e Cy, é uma constante positiva que depende dos parametros
R = {m)nvpu ||u0HLP(Rm)}'

Teorema 6.3 (Estimativa para a Norma do Sup). Seja u(-,t) € C°([0,T], LP(R™)) solug¢io do
sistema (6.1) sob a mesma hipdteses em (6.2). Entao,

m+2 4(m+2) m+42 _ m+2 3pt =2
exp 4

1 _m+2
[uC Ol pe@my < Cn” uollpp@my2 » p 7 377 mB(T)Q}D(t)Pt »,(6.9)

para todo t € [0,T], Cy, = Cy(m,n) € constante positiva e D(t) = D(t,T,m) € dada por

2
B(TY ([t ( m "2
(1+@)t%+2 +m 20 /TH‘?dT
2 > \Uy

m—+2
2

D(t) =

Demonstragao. Perceba que

2

B(T? ([t (im \7
F(t) < (2p)2K (t)®nt2 (1 n %) trrs —|—m(2) (/ T”zdf) ] , Vtelo,T].
0
Seja D(t) = D(t,T,m) dada por
2 t R
B(T AN
pi) = [(1+ %)t mP0S | rtar Ve o.T].
2 2 0

Por conseguinte,

F)'*2 < (2p)" 2K @®)*D(t), YV t € [0,T).

47



Logo,

F()'"s < (2p)""K(1)*D(t)
< (2p)™ 2 exp {me(p - UB(T)Qt} D(t)
< (2p)""exp {QpQHWt} D(t), Vte[0,T].

Por fim,

> mB(T)*

Ft)'t2 < (2p)""2exp {2p t} D(t), ¥ t € [0,T].

Através da desigualdade (6.8), podemos concluir

m 2p(2p —1 ] m mB(T)?
oD ey < Oy () 2 exp {2 ™2

2p
D(t)(t—s)" ",
onde 0 < s <t <T.Sejam k € N e seja tg = 4%. Relembre a definicao t; = t;_1 + %, para j € Ne

1 < j <k. Vimos que, t; = t. Portanto, utilizando a desigualdade acima, concluimos

. . 2p(2ip—1)\ "% . . omB(T)? 3t
] N27p 211, ) 27p pi{s'p +2 2j—1,2
Hul('vtj)Hngp(Rm) < C;zn Hul('?t]*l)HLgJ’—lp(Rm) < 22j_1p2 ) (QJp)m exXp {2 J p 9 47

b (1)

Logo,
m+2 2kp(2kp _ 1) *ﬁ mt2
%
||Ui(-,t)||L2kp(Rm) < Cn% p ||ui('7t’f_1)||L2k*1P(]Rm) <22k—1p2> (2kp) 2kp
2%=1p2 mB(T)? 3t 1 /3 Ak,
. exp p m ( ) e D(t) Qkp o 2 p
2kp 2 4k 4k
k m+2 k : . —_m
27p 27p(27p —1 27+ T . m+2
< JJow ||ui(.,to)||Lp(Rm)H<2<2j12>> [[en %
7j=1 j=1 p =1
k 22j—1p2 mB(T)Q 3t % 3 _;jlzp
. ot 3 St
Hexp 27 SR HD(t) v H e
=t j=1 j=1
= 2 m+2 2 m42 _
< Cm ||ui(-7t0)||Lp(R)m H < 2Jp ) J= P j=
j=1
ko ) & ;
1 — —m+2 — m+2 ~
3pt mB(T)* 1 D p;% . 2p ;2]‘2 P ;2]
exp > 9 227 (t) (3t)



= 2 2 3pt mB(T)? <~ 1
7j=1 —1 1 prm
< Cwm [wi(:s o)l Lr(@m)2 J p exXp 5 223
J:
k k
1 1
%Zzﬁ —7*227
D(t) 7=t (3¢t) =1 (6.10)
Passando ao limite quando k£ — oo, obtemos
m+2 Am+2) my2 _mt2 3pt mB(T)? 1
oDl < Col Tl 55535 e { BB s o)
_m+2
-t p
mt2 Am+2) mi2 _ mt2 3pt mB(T)? 1 _mt2
< O ollpm2” T p 3T exp{pm;)}mwit 2,

onde C,, = Cy,(m,n) é uma constante positiva. Por fim, usando a defini¢ao (2.6), encontramos

+2 4(m+2) m+2  m42

m+2 _ m+2 3pt 1 _m+2
Hu(',t)HLOO(Rm) < Gy’ HUOHLP(Rm)Q » p P 3 P exp{imB(T)z}D(t)Pt r, YVite (0,T].

O
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Capitulo 7

Sistema de Equacoes de
Adveccao-difusao Multidimensional

Neste capitulo, estudaremos o sistema visto no capitulo 5, no caso em que uma solucao deste possua
variavel espacial em R™. Encontraremos estimativas para solugdes u(-,t) do sistema

m

ut(x,t)+z aik [br(x,t, u(x,1t)) Z {A[k] x, t,u(x, t))ggi(x,t)] +e(x,t,u(x, t))u(x,t),
k=1

supondo que o dado inicial u(-,0) = ug € LP(R™), para 1 < p < oo. Esta condigao inicial é
satisfeita no sentido LP. Mais especificamente, neste capitulo, estudaremos estimativas a priori
para a norma do sup das solugoes u(-,t) do problema

Zaa bk (x, t,u(x,t))u(x,t)] = Zaa AM(x ¢ u(x, t));)u (x,t)}
k=1 k=1

—
H
=

(x,t))u(x,t) (7.1)

’>_<\
~
c

u(-,0)

Il
=
@

onde x € R™, t > 0, by, ¢ sao fungoes tais que

a[k](x t,bu(x,t)) > p(),vVi=1,2,..,nek=12,...,m
|br(x,t,u(x,t))| < B(t),Yk=12..,m, (7.2)
e tuGs )] < Ol),

onde AlFl(x,t, u(x,t)) = diag(a; [k }(X t,u(x,t)))1<i<n ¢ uma matriz diagonal constituida de fungoes
suaves reais, by é de classe C!, a funcio pu € CY ([0, 0)) é positiva e as fungoes B, C € C°([0, c0)).
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7.1 Estimativa para a Norma L”

Sob as hipdteses estabelecidas acima, mostraremos que existe uma constante C, positiva, depen-
dendo somente dos parametros v = {n,m, p, HuoHLp(Rm)}, tal que

m+2

[a( )| por@my < CHF(E) 5 t 5 ¥t >0, (7.3)

F(t) ( / K 2u(r)" % dr >m2+2

/ K@ [2p2p_:<f()m+2p0<f>r LR () dr)

onde

Para isso, provaremos, primeiramente, o seguinte

Teorema 7.1 (Estimativa para a Norma LP). Seja u(-,t) € C°(]0, 00), LP(R™)) solucdo do sistema
(7.1) sob as mesmas hipdteses em (7.2). Entao,

aC Ollr@my < K@)lluollLr@m),V =0, (7.4)
t 2m
onde K (t) :K(t,p,m):exp{/o [@;Z(B;_())%-C(T)} dT}.

Demonstragdao. Seja Ls uma funcao sinal regularizada (ver se¢ao 2.6). Seja ®s5(-) = Ls(-)P. Note
que, a i-ésima equacao do sistema (7.1) é dada por

9 o~ O [ 01 |
Ui + Z 8xk [br () u;] Z Er [ 33%] + c(u)u;.

Dessa forma,

// <I>5 U; uwdxd7'+// <I>5 uzzaa u)u;|dxdr
tO m m
0 b Ou
— h(ui) S — |a dxd // O (u; Jdxd
/to/m uza [ &L'k] ! to Jrm (wi)e(ujusdxdr.

Vimos na secao 4.1 que

/@g(ui)u”dT = By (uil 1)) — Bg(ui(- o).

to

Através de integracao por partes e usando (7.2), obtemos
m m
0 Ou;
_/m (I)5 U; kE: 87 dx = /m @g(ul) kE:1 bk(u)uzaia:;dx
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i ou;
< Vi ?
< /Rm D5 (u;) kgl bk(u)ul—a:% dx
< / @g(ui)Em:B(T)\uJ Qi | e
B(1)*mu? (1) s <
< o U; de—}-/ o Uj) —— E
/Rm o () (7) R™ o (3)

ver definicio (2.10). E facil ver que

[ thuetwudx < /R @) Ol

Além disso, integrando por partes e usando (7.2), inferimos

" 8u " Ou; Ou;
5 (ui By dx = / Y (u; Byt 20 g
[ @i DI O ol g ax [ w0y [l o ax

IN
|

Consequentemente,

/m By (g (- 1)) — /m By (1, o) )dx < /tt BQ(;():'”‘ /m B! (u;)uldxdr
1

I [ abwaipuwlPasdr+ [0 [ @0 luldxdr
IR feo ],

to R™ to

t B 2 t
< [BIE [ ajpaxdr+ [ C) [ gt ulixar
o 20(7) o o Jan

Passando ao limite quando 6 — 0, temos

tB(T)Qm
o Oy < Mot my + |
0

2u(t) Jrm to
t B( ) t

A

= ||ui('7t0)||ip(]RM) +p(p - 1)

to to

¢
p(p—l)]ui\pdxdT—i—/ C(T)/ plu; |Pdxdr

||1P
o) iy 40 [ OOl ey

LTB(T)*p(p — 1)m
< oty + [ [P +p0<f)] )
to

2u(7)
Pelo Lema de Gronwall, concluimos que

luiC Oy < K@P i to) I pgmy, ¥ 120,
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t — 1B 2
onde K(t) = exp {/ [W + C(T):| dT}. Portanto, passando ao limite quando ty — 0,
to T

encontramos
lwi(s )| r@my < K(t)||wiollLe@m), ¥ T > 0. (7.5)
Somando i de 1 a n (ver (2.8)), chegamos a

lu(, )l e@my < K(t)|[uol|Le@my, ¥ t > 0.

7.2 Estimativa de Energia

A estimativa (7.3) pode ser concluida a partir do

Teorema 7.2 (Estimativa de energia). Seja u(-,t) € C°([0,00), LP(R™)) solugio do sistema (7.1)
sob as mesmas hipdteses em (7.2). Entao,

1\3‘3

F) 243 v ¢ > 0,

m 2p(2p -1~
Oy < Ol ey |22

2p

onde Cy, = Cpp(m,n) é uma constante positiva e F(t) = F(t,p,m) é dada por
m+2

F(t) < / K(n)?u(r) % d7> e

/ K(r [219 2p —Ml()f)?( 7)*m n 2pC(T)] r”%u(r)*%dr> =1

Demonstracdo. Seja ®s(-) = Lg(-)?P. Multiplique a equacao

= k 3%’
Ut +Z a1 [br ()] Z axk [ i ﬁxk} + c(u)u;

por (t — to)'*% ®(u;) e integre sobre R™ x [tg,t], onde tg € (0,t) e t > 0. Dessa forma,

¢ ¢ m
/ (r— t0)1+% / O (u;)uirdxdr +/ (r— t0)1+% / D (u; Z ai u)u;|dxdr
m m k:

to to

t m t
—/ (T—to)Hn;/ s (u; Zaa[ [k] gx ]dxd7+/ (T—to)l—i_g/ O (u;)c(u)u;dxdr.
m k m

to

Vimos na secao 6.2 que

[t auar = -0 et - (14 7) [ - 0% s

to
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Pela secao 7.1, obtemos

B(1)*>m

—/ @g(ui)zgka[bk(u)ui]d){ < T(T) @g(ui)u?dx—i— 'M(T)/Rm @g(ui)HDui\de,

R 2

/ B(u)e(wudx < C(r) / B () s
Rm R™

[ e > w2 ix < —utn [ efipufax

oxy,

Por conseguinte

(t— 1) +3 /Rm @i 1)) — (142 /t(r—to)’?/m By (i) dxdlr

to

t o B()2 ¢ .
< / (1 — t0)1+77(7_) m <I>5(uz) ?dxdr —/ (1 — t0)1+7’u(7—) / 5(u1)\|Dul||2dxd7'
to 21“’(7—) RrR™ to 2 RrR™

¢
+/ (T—to)Hﬂ;C(T)/ D% (u;) | |ui|dxdT.
Rm

to

Passando ao limite quando § — 0, temos que

t
m m m
(¢ 10)* % sl Oy — (145 [ 7= t0) % 2 gy

to

E(r—to)'t2 B(1)?m 5 t m ,
< /to e 2p(2p — Dlluill72p myd7 + 2p /to (7 = t0)' % C(7) s | T oy I

t 1+m
—t 2p(2p —1
/ (7' O) 2 N(T) p( p ) / |ui|2p_2||DuiH2dXdT, Vi>o0.
to R™

2
Portanto,
m 2p(2p —1 t m _ m
(t = 1) luil, D By gy + p“;)/ (T—to)H_Q,U(T)/ juil? 2| Dui|Pdxdr < (1+ 7))
to Rm
[B(T)Qm

" t
,/(T_t0)2\|ui||i’;p(Rm)dT+/ (T—t0)1+5 201(7)

to to

20(20 = 1)+ 20C(7)| 10y oy

Passando ao limite quando tg — 0, concluimos

2 2p—1 t m _
% i - )| oy p(g)/o THW(T)/R |ui| P~ 2|| Dug||2dxdr <
t t 2
m m 2 m [B(1)*m )
(1+2)/0 7'2”UiHLgp(Rm)dT+/O s [ 207 2p(2p—1)+2p0(7)] [ [c—eid

Relembre a definicao da funcao

ui(‘ut)a sep= 17
wi('7t) =
ui (- D[P, sep>1,
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para todo t > 0. Recorde que

ow; ou; _
| Dl = Z( ) Plu AMZ( ) — 12Dl e il Zaggomy = 2oy

k=1
Seja
2p(2p—1 ! m _
X(t) = t1+2 ”Uz(v )||L2p Rm) 2)/0 TH_QU(T)/R ‘Ui|2p 2||1)U1'||2dxd7'
2p(2p—1) [ | m
= 1 (1 >|%2<Rm>+2p2> /0 T () /R | Dwi | 2dxdr. (7.6)

Dessa forma,

m b om b m [B(1)*m
X(t) < (1+2)/0 72HwiHig(Rm)dT+/0 S [ Q(M()T) 2p(2p—1)+2p0(7’)] |2 2 gy

Usando as desigualdades (7.5) e (6.7) juntamente com a Desigualdade de Holder, obtemos

t
m
X0 < (1475) [ o8OI 19011y
0

2
' (14m) [B(1)*m2p(2p — 1) 2
R e W”} R |
m 2 ! m+2 2
< (14 5) G [ Tl 190 iy
t my [ B(T)*m2p(2p — 1 Ap 2m
vy, [ 0o B2l ) +2pc<7>] il 3| V01 5
0 2p(7)
< ( )C’ ||u¢0H£"p+]§m)/ K(r m+27-2 |]Vw,||£"2+§m)

™ (1 B(1)*m2p(2p — 1) 0
+ C2 ol Py / K(rynta (4% >{ Gt 1 20C(r)| [ o

m m+2
= ( )C HuonE:%m)/K Y27 (/ HDwiHde) dr

2 . m+2 K m 1+ ) 2
+ C2 ol Py, / itz [ St wC)

m+2
(/ | D dx) e
Rm

m+2
= (14 B) il e [ KO Fpn e ([ Duex) " dr
Rm

m [B( 7)*m2p(2p — 1)
2u(7)

+C72n‘|uio||2np+(%m / K(r m”#() m+2’7'/j/( )mi —|-2pC(T)]
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N
(/ | Do dx> dr
Rm
2
m+2
< (1+5) Gl ( / K(r)ur) %)

_m

t m m-+2
. (/ u(7)71+2/ ||Dwi|2dxd7'>
0 R™

m+2 m—+2
= B(1)*>m2p(2p — 1) 2
m+2 2p 1+

I3

_m

t m m+2
: (/ /,L(T)Tl+2/ HDwi\zdxdT)
0 R™

t . P
= (C? HuZOHLp ®™) </0 p(r)rtte /]Rm ”DwiHZdXdT) F(t), Vt>0,

onde F(t) = F(t,p,m) é dada por

F0 = (1+5) ([ Kt

- (/OtK(T)QpT”?M(T)_? [3(7)222}26((27]_9)— L)m N 2p0(7)] e dr)m,

Logo, por (7.6), temos que
. 2w2p -1\ 72 m
X(t) < C2 Huzollm*%m <<2pQ)> X (t)m2 F(t).

Dessa forma,

23 wta (2p(2p— 1)\
X(t) m+2 S C?%’LHUZ‘OHL;&IQRM) <2p? F(t)

Consequentemente,
2p(2p—1)\ m
X(0) < ool g, (p”’)) PO E W0,

Utilizando novamente, a defini¢ao (7.6), concluimos

2p(2p—1) [t |im _
% g )2 oy + 22— ) /0 PR () /R 2| Dyl Paxedr

2
2p(2p — 1)\ n
m-+2 1
<C+||u2 ’LPRW)(z]DQ F(t)+2,Vt>0.
Portanto,

m 2p(2p — 1)\ m_(14m
i o ) Py < Com 2 lsol| 5 gy (2p2 F(t) 5 (%) (7.7)

2p(2p— 1)\ 2 m  (1im

< O uol T oy (%) Fr 5 (%) veso.
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Por fim, somando ¢ de 1 a n (ver (2.8)), chegamos a

2 2 2p(2p - 1) -5 m o m
||u('>t)”L];p(Rm) < 0777711+2||u0“£;(]1{m) (2}?2 F(t)H_ 21 (145 )7 Vit>0,
onde C,, = C),(m,n) é uma constante positiva. O
7.3 Estimativa para a Norma do Sup
Nesta segao, provaremos que
3pt 1 m+2
[u(, ey < Crexp TE(t) D(t)rt 2 , Vt>0,

onde D(t) = D(t,m,B,C,u), E(t) = E(t,m,B,C,u) e C\,, é uma constante positiva que depende
dos parametros k = {m, p, |[uo||Lr&m)}-

Teorema 7.3 (Estimativa para a Norma do Sup). Seja u(-,t) € C°(]0,00), LP(R™)) solugdo do
sistema (7.1) sob as mesmas hipdteses em (7.2). Entao,

m+42 4(m+2) m+42 m+4+2

o m+2 _ m+42 3pt 1 _m+2
a( lze@my < Cwm” lluolleem)2” 7 p » 3 % exp{gE(t)}D(t)Pt ., (7.8)

para todo t > 0, Cy,, = Cp,(m) € uma constante positiva e D(t) = D(t,m) € dada por

0 = ({0 3) ([ worsae) o ([ 5ers [o25 saci] r)

Demonstragao. Primeiramente, observe que

o < o) (ffaer-tw) ™

+</0t71+’;lu(7)—”£ [mBlET)Z) + 20(7)] = ar)" 7| vi>o.

para todo t > 0. Por conseguinte,

m

Ft)'*2 < (2p)™2K(t)*’D(t), Yt > 0.
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Com isso,

F()'2 < (2p)"*K()*D(t)
m+2 "[m(p —1)B(r)?
< (2p™* exp{Qp/O [QM(T)%—C(T)} dT}D(t)
t TmpB(1)2
< e [ [ 4o arf oo
t )2
< (2;0)””‘2 exp{2p2/0 [mZE(T)) +C’(7’)} dT} D(t)
< (2p)™exp {2p2E(t)t} D(t), Yt >0,
B(r)® = m), para todo T or fim
onde [m () +C(T)] < E(t) = E(t,m), para todo 7 € [0,t]. Por fim,

F)'Fs < (2p)™"2exp {2p*E(t)t} D(t), ¥V t > 0.

Analogamente ao que foi feito para encontrar a desigualdade (7.7), concluimos que

_m

2p(2p—1)\ 2 _mi2
leta (-, )1 Py < O 2l )| 7 gy <2p2 (2p)™ 2 exp {2ppE(1)(t — 5)} D(t)(t—5)" 2,
onde 0 < s < t. Seja tg = ;7. Relembre a definicao t; = t;_1 + 3t 4], paraj € Nel < j < k. Sabemos

que, tx = t. Portanto, utlhzando a desigualdade acima, concluimos

m

j " 2p(27p -1\ % i om 3t
Hui(.,tj)HiJQ’jp(Rm) < O™ 2wyt 1)HL2J Iy (gm) <H> (29p)™*2 exp {223 2B }

22]—1p2 47
3\ "
2
.D(1) <4]>

m+2 k k T okF1
% 28p(2°p — 1)\ ¢,
i) oty < Ot ” st ) i1 gy <22,”p2 (2"p)

2h-1p2 3 3¢\ ~25,
-exp{ > E(t)4k}D(t) P <4k>

k m42 k -k
m+2 ij 23 -1) 27+ 1p ;o omi2
H C’m%Jp ||’U,,L tO ||Lp(Rm H ( 22] 1 > H(2-7p) 2Jp

Logo,

m—+2

<
i=1 7= o
k k FIT
92j—1 2 L 3t 2FIp
-Hexp{ 2]p }HD 2]pl_[< >
=1 j=1 J=1
Eog ko P
m+2 — m mt2 o i BYd
< Cp s to)lle(mml:[( 2p ) b

7j=1
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S
o
M)
I
-
|
3
%’\t
.
-
I
| =
@\i
(]
)=
1|

- exp %E(t)zgj D(t)

=1

.

Passando ao limite quando k — oo, concluimos

m+2 4(m+2) +2> mt2 _ m42 3pt 1 mt2
o Oy < O sl 55575 e { 200 | DO

IA

mt2 4(m+2) m42 _ m42 3pt 1 _m+2
Cn” |laollpp@my2” » p » 3 2 exp{pE(t)}D(t)Pt 7, Vit>0,

onde C), = Cp,(m) é uma constante positiva. Por fim, usando a definigdo (2.9), encontramos

m+t2 4(m+2) m+42 m+2 3 t 1 m+2
N Ollmeny < Co Tualrm2 5553 e { 2 B0} DR, Vi >0

O

E importante ressaltar que, quando substituimos no termo de advecgao do sistema (7.1) as
funcdes ¥ (u) e u(x, t) por funcoes de classe C'!

g (u(x,1) e bII(Ex, u(t, %)) = 01 (£, %, u(t, %)), b5 (1, %, u(t, %)), ... b (2, x, u(t, %)),
respectivamente, que satisfazem
19" (0)] < Cmin{|uil, lug|, ..., [unl},, VE=1,2,....;m
b (¢, x,u)| < B(t), q.t.p. em R™, Vk=1,2,...m

onde C é constante e B € C? ([0,0),R), é possivel obter as estimativas

lu( )l e@my < K()|[wollpe@my,V t >0,

m

m 2p(2p—1)] 2 mo_(14m
O emy < Con 2 ll0llZ oy [zpz F) 28 v >0,

m+2 A(m+2) m42 _ m42 3pt 1 _m42
Il Olle@my < O Juollimm2 5 p" 3~ exp{ E()}D(t)yt 2
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t _ 2m
para todo t > 0, K(t) = K(t,p,m) = exp {/0 [(p 1)2[5:)( )

é uma constante positiva, F'(t) = F(t,p,m) é dada por
m—+2

5 ([ sy

/K 2 [21? 2p—1)] CB( )*m +2p0(7)] : Tl+7§u(7)_?dr)mi2

+ C(T)] dr}, Crm = Con(m, )

e D(t) = D(t,m) é dada por
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Capitulo 8

Sistema de Equacoes de
Adveccao-difusao Acopladas

Neste capitulo, modificamos o termo de advecgao exposto no sistema rotacionalmente invariante,
visto no capitulo 4, considerando agora o termo advectivo f(z,¢,u), onde

f(z,t,u(x,t)) = (fi(z, t,u(z, ), fo(x, t,u(z, t)), ..., fulz, t,u(z,t)))

é constituida de funcoes de classe C'. Aqui, impomos uma condi¢do maior de acoplamento para
o sistema. Além disso, consideramos uma fun¢ao positiva p(t) multiplicando o segundo membro
em (4.1) e que o dado inicial estd em LP e L™ (1 < p < 00). Provaremos alguns resultados para
uma solucao u(-,t) do sistema u; + f(z,t,u); = p(t)uy,. Mais precisamente, trabalharemos no
problema

w(z,t) + f(x, t,u(z, b)), = plt)uge(z,t) (8.1)
u(-,0) =y,

onde x € R, t >0, u(xz,t) = (u1(x,t),uz(z,t),...,un(z,t)). Supondo que, a funcio p € C°([0,0)) e

If(z,t,u(zx,t))| B(t)|u(z,t)], (8.2)
pt) > 0,

IN

onde B € CY(]0, 00)).

Nossa meta para a secao 8.1 é provar que quando uma solucao cresce, em um determinado
. ~ , , . . ~ q
instante, entao, é possivel obter estimativas para a norma L? em funcao da norma L2.

Na secao 8.2, mostraremos resultados sobre os limites superior e inferior das normas LY e L™,
respectivamente.

Por fim, na secao 8.3 encontramos estimativas a priori que nos possibilitam entender o com-
portamento da norma do sup de cada solugao do sistema 8.1 através do limite superior de alguma
norma LP.
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8.1 Estimativa de Energia

d
Nesta secao, verificaremos que quando $’ ||u(-,t)H%q(R) > 0 (para algum s > 0), existe uma
t=s

constante C., positiva, dependendo somente dos parametros v = {n, ¢} que satisfaz

sl < € (o) o)l g (83)

onde 2 < g < oo. Este fato estd precisamente estabelecido no

Teorema 8.1. Seja u(-,t) € C°([0,00), LP(R)) solucdo do sistema (8.1) satisfazendo as hipdteses
d
em (8.2). Seja 2 < q < co. Considere que —’ Ju(-, )19, ) = 0, para algum s > 0. Entio

1
2 (1 1 3B(s)\e
W@me§7”@q@%mg Pt )l gy

Demonstragao. Seja 2 < q¢ < oo. Consideremos ®g5(-) = Ls(-)?, onde Ly é uma funcao sinal
regularizada (ver segao 2.6). Multiplicando a equacao

Uit+fi(u)x = ,Uf(t)uza:a:

por ®4(u;) e integrando sobre R, obtemos

/R‘I)fs(uz‘)uitder/‘I’fs(ui)fi(u)xdx = /R‘I’fs(ui)u(t)uimdx- (8.4)

R

Vimos na secao 4.1 que

d
/@g(ui)uitdx = /Qg(ui)d:v.
R dt Jr

Integrando por partes, e usando (8.2), encontramos

—/RCI)g(ui)fi(u)xdx = /@g(ul)fl(u)umd:z
q’g(uz')\fz‘(u)“um!dx

IN
\%

d+()/<1>( )l dz

/<I>” u;)|ul dﬂs+u(t)/<1>g(ui)u%md$.

2

IN
l\D

IN
D:J

Além disso,

[ h(wnltuids = —ptt) [ (.
R R
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Por conseguinte, usando (8.4), inferimos que

d Bty u(t)
pn <I>5(u,)daj < 20u(1] /beg(ui)\u|2dx—Q/IRtl)g(ui)u%xda:.

Consequentemente, passando ao limite quando § — 0, encontramos

2 _ _
d/ ]ui(-,t)|‘1dx < B(t)q(ql)/ |uiq2|u|2dx_“(tmql)/ ‘Ui|q72u?wd$-
dt Jg 2u(t) R 2 R

Equivalentemente,

d g B(t)*q(q — 1)
£||ui(.,t)HLq(R)+ /|uz|‘1 22 dr < 0 /R]u|qd:13
< OBWala—1),
- 2p(t)

onde C' é uma constante. Consequentemente, somando i de 1 a n (ver (2.11)), obtemos

d CB(t)*q(q —1)n
@ )4, + O Z it < SRl
Defina
Ui(',t), seq=2
’Ui(',t)|%, se q>2.
E facil ver que w?, = <g> i | 7202, sz”L2 ®R) = HuinLq(R). Seja w = (w1, w3, ..., wy). Assim
sendo, ||w||%2(R) = ||u||Lq(R). Com isso,
d palg—1) 4 <~ [ - CB(t)*q(g—1n,
GIWCORa + MOTI=D S5 [uan < Il ey
ou seja,
1
e 0y + D g < OB
dt ’ L2(R) 9 zllL2(R) = 2,u(t) L2(R)"
Usando a Desigualdade de Sobolev
2 1
[ollzzmy < Collollfa g lvell oy ¥ v € CHR), (5.5)
V3 , .
onde Cy = —— (para prova de desigualdades deste tipo ver [6] ), obtemos
VAar
4u(t) (1 -1 2 2 4 >
d a q CB(t)*q(¢ — 1)n 4 2
R <2>||wx|r%2m> < O D Ol )y Il o
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Entao,

d 4u(t) (1 -1
@”W('?t)H%Q(R) + <q>|

9 |WIH%2(R)

A\
=
=)

|
=
~/
L=
Wi
Q
oy
=
o

3

[N}

4
C2lw(-,t)|?
Q%M(t)% 2||W( )HLI(R))
.(ﬁmm

,2
q% ’Woc("t)’z2(R)> .

Através da Desigualdade de Young, chegamos a
d

4,u(t) 1 —% 192 C C 3
q 2
@HW('J)H%%R) + (2>HW$H2L2(]R) < qlg— 1){ 13 /f(t)g A 1w 7 r)
2 p(t) 2
+<3q2||wx('vt)||L2(R) }
Por fim,
4u(t) (1 -1 33 3,3
d K 1\ C2CsB(t)°n
a”W(Ht)H%%R) + (3q>||Wa:H%2(R) < ¢ (1 - q> 62Mt()2)||w(',t)|%l(ﬂ%)‘ (8.6)
Como —‘ HLQ > 0, para algum s > 0, entao
wth,
R S L N O
isto é,

< p(1-1) e

3C2C3n3 B(s
o) agey < T
Por conseguinte

B
w2 (- 9)ll 2y <<rmﬁ@n@>

— w(-, 9)|
o) o
Usando novamente, a Desigualdade de Sobolev (8.5), obtemos

4 2
W (s 8)i2m < Canllw(, )l g IWal 9)
<

2 _ 1
< Gulwl 9l (2 M4CH o
Portanto,

B(s 2
2 M((S))> Hw(as)Hzl(R)

1
_ 1 _a2B(s))\?
sl < 0 (2 tcic 2 )
Utilizando a definicao de w, encontramos

1(s) ( 73)”L1(R)- (8.7)
\m«wmm><71@lc7@38)um S, (85)

U
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8.2 Estimativas para o Limite inferior da norma do Sup e o Limite
superior da norma L¢

Nesta secao, veremos que é possivel estabelecer algumas estimativas para as normas do sup e L4
de uma solucdo do sistema (8.1) — (8.2). Para este fim, precisaremos da seguinte Desigualdade de
Sobolev

1 2
H”HLOO(R) < COOH’UHzl(R)H’UiUHEQ(]R)’ Voe C&(R), (8.9)

2

3\ 3

deCo = (-] .
onde C, (4>

Teorema 8.2. Seja u(-,t) € C°([0,00), LP(R)) solucdo do sistema (8.1) sob as mesmas hipdteses
m (8.2). Seja 2 < q < co. Suponha que,

o
/ pu(t)dt = oo e tlim sup |Ju(, )H2

L3 (®)

Entao,

lim inf [|u(-, ¢ < (02271050 Cig)i i NI
tm n [t D@ < (0 2CocC2q) Tiilolp () [a(, )HL%(R) )
onde C € a constante exposta na desigualdade (8.9).

B(t
Demonstragao. Seja Z = Z(q,n) = n22fngC%qlimsup { <()> [w(, )l 1 (m) } Vamos provar

p(t)

que litm inf [|[W(-,t)||poe@) < CocZ. Se Z = 0 a d681gualdade é 6bvia. Considere, entao, que Z < oo.
—00

Observe que,

litminf [W(, )l o) < CocZ &V >0, litminf W (- t)[| Loor) < Coo(Z + €).

Vamos entao provar que para todo € > 0, litm inf [|[w(-,)[|Loo(r) < Coo(Z+€). Suponha, por absurdo,
—00
que litminf [W(t)|[Loer) > Coo(Z + v), para algum v > 0. Mas Z < oo, entdo, para este v > 0,
—00
existe s > 1 tal que

w2t CuChasu { (T ) vt Ol | < 2+ 5.

Por conseguinte,

29—1 1 (B(t) v
2 @ow<mﬂ||<>m1 <z+% viz
: 20-1 1d B(t)
Seja T'(t) = T(q,n,s,t) =n“2""CyC2q m Ollziwy ¢» ¥Vt > s Assim sendo,
@) < Z+ g Vit> s (8.10)
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Por outro lado, 1itm inf [|[w(-,t)||poer) > Coo(Z + V), entdo existe 7 > 0 tal que
it (W) )} > CoelZ 5 1),

Seja | = max{s,r} > 1. Por fim,

inf {[w( Dl <@} > CoolZ+0)

Portanto,
W, Do) > Cool(Z4v), VE>L (8.11)
Por conseguinte, pelas desigualdades (8.6), (8.9) e (8.11), obtemos
Coo(Z + ) < |IW(, )70y < n°CLlW D)1y IWa (- D)2y < n°ColIW( )1 m)

3 d 3 1\ C2C3B(t)*n?
: { — m£‘|w(‘,t)|&z(m + mqg (1 - > W||W("t)|’%I(R)}’

q
ou seja,
_ 3 B(t)\* 3qn3C3
C3(Z+v)? < n%2 3C§’OC?’C§q3<> W, )13 my + ————2—||w (-, )|
(Z+v) 1030 (g ) IOy + gy W Dl
d
(=S Dl

3qn3C3, d ,
1t~ D ™M@ (~Z WDl ) -

Logo, através da desigualdade (8.10), concluimos

= C3.T(t)+

v\3 3qn? d
(Z+v)? < (Z + 5) - WHW(‘J)HD(R) <_dt||w('7t)H2L2(]R)> :

Portanto,
d
W C D) <0, Vi1

Como, por hipétese, L = limsup ||w(,)[[1®r) < o0, entdo existe k& > 0 tal que

t—o0

sup [W(-,t)|l i) < L+1=25.
t>k

Consequentemente, ||[w(-,t)|| 1 gy < S, ¥Vt > k. Seja tg = max{k,[}. Entao,

) 3 3n

3 v 2

2

pois g > 2. Dessa forma,

—— W )72 = HOE, ¥t > t,
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onde E = E(n,q,v, L) é uma constante positiva. Com isso, integrando de tg a t, obtemos

t d t
~ [ w2 B [ plrdn, v o2 o
0

to
ou equivalentemente,

t
1w (s to) 2@ = WO Fe@y = E [ u(r)dr, ¥t > to.

to
Logo,
t
Ity 2 B [ )i ¥ t2 1o
Como, por hipdtese, / p(r)dr = 00 e p € C°([0,0)), obtemos / p(T)dr = oo. Isto contradiz
¢
a desigualdade acima. Por fim, ’
o 26-1 1 B(t)
htmlnf [W(t)|[Le) < n°27 CocCaC2glimsup o) W o) ¢ (8.12)
—00 t—o0

Usando a defini¢ao de w, concluimos
B(t)\
.. 24-1 102, a
liminf ffu(, )| ooy < (072 CooCzcz’q)qhgiigp{(M) \Iu(wt)!L%(R)}'

Assim sendo, se ¢ = 2p, para algum 1 < p < 0o, entao

1
o 1.1, B(t)\»
liminf [[u(-,#)|| o) < (nQCOOCQCép)P lim sup <()> [a(, )l e ¢ - (8.13)
=00 t—00 p(t)
O
Teorema 8.3. Seja u(-,t) € C°([0,00), LP(R)) solugdo do sistema (8.1) sob as mesmas hipdteses
m (8.2). Seja 2 < q < co. Suponha que,

/ u(t)dt = oo e Jim sup Hu(~,t)H§% < o0.
Entao,
; B()\
. _ 1 79 a
hﬂgp!\ll(ﬁ)llm(n@ < (n32 1qC2C§’)“ lim sup { (u(t)) !!u(wt)lng(R)}-
1 1
~ : 36—1 1 .3\2,. B(t) 2
Demonstragao. Seja X = X(q,n) = <n 2 qC?CZ> lim sup Mol [w(, )l 1) ¢ - Vamos
t—o0
provar que limsup ||w(-, t)|| 2®) < X. Se X = 0o o problema estd resolvido. Considere, entao, que

t—o00

X < oo. Note que,

limsup [w(:,t)||p2m) < X & Ve >0, limsup [w(-,t)||p2m) < X +e
t—o00

t—oo
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Com esta equivaléncia em maos, vamos provar que para todo € > 0, limsup ||[w(-,)|[z2@) < X +e.
— 00
Suponha, por absurdo, que limsup ||w(-, 2@ > X + A, para algum A > 0. Como X < oo, entdo,
t—o0
para este A > 0, existe s > 1 tal que

1o\ 3 B(t)\? A
39—1, ~1~3 . A
<n2 qC’2C’2) Stlzlls){<u(t)> Hw(,t)||L1(R)}§X+2.

Consequentemente,

L 1
3o-1, ~L~3\2 ) (B@)\2, < A S
<n2 quC2) {(M(t) W Ol m) _X—|—2, Vit>s.

B(t)

p(t)

Y(t) < X+%,Vtzs. (8.14)

g 2
Seja Y(t) = Y(q,n, s,t) = <n32—1q05c§) 2 {( > ||w(-,t)||L1(R)}, V¢ > s. Com isso,

Por outro lado, limsup [[w(-,?)|[2r) > X + A, entdo
t—o0

sup [W(, t)|2m) > X + A, Vr>0.

t>r

Assim sendo, existe uma sequéncia (t,,) tal que t,, > s+m, Y m >0 e [|[W(-,tm)llr2m) > X + A
Veja que t,, — o0o. Portanto,

W Dllewy > X+A Vizs (8.15)
De fato, suponha, por absurdo, que existe t' > s tal que
W) 2@ < X+

Por outro lado, como t,, — oo entdo existe n € N (suficientemente grande), tal que s < ¢ < ¢,,.
Pelo Teorema do Valor Intermediério, existe ¢’ € (', t,) tal que

||w('7t”)||L2(R) =X+ A\
Considere que t” é o primeiro valor entre t’ e t, tal que
W Olo > X + A VL€ 8]

Com isso, existe 6 € [t”,t,] tal que

d 2
W Olle@ > X +xe | WD) 2 0.

Utilizando o Teorema 8.1 e a desigualdade (8.14), obtemos

B(6)
()

1
_ 1 2
Iw(0)lem < n<2 eite ) .

1
3 [ _ 1 _4B(0))?2
< n2 (271¢qC2C3 ) wi(-,0
<t (20ict2 ) WOl
— Y0
A
< X+ -—.
= +2
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Com isso, X + A < X + % Isto é um absurdo, pois A > 0. Por fim,
W, Ollew > X+A VE>s
Pelas desigualdades (8.5), (8.6) e (8.15), obtemos

HW(‘vt)H%Q(R) < n6C26HW(‘at)Hil(R)HWx('?t)”%?

3q d
6 6 4 2
n c2uw<-,t>||L1<R){—m o O]

+4(q—1),u,() (1 q> 6M()2 | (7t)HL1(]R)}7

IN

ou seja,

_ 3 B(t)\? 3qnC% d
(6 + 20 <0273 CR0R® () Il ey + g 2 I Oy (— e g )
3qnSC$ d

T Dl (WOl )

Entao, através da desigualdade (8.14), concluimos

=Yt +

A\ ° 3qnSC9 d
6 ¢ A )
(X+X)° < <X + 2) + m!lw(.,t)\\um) <—dtHw(.,t)HL2(R)> _
Portanto,

d

%HW('J)”%%R <0, Vt>s.

Como, por hipétese, M = limsup ||[w(-,?)||11(r) < 00, entdo existe [ > 0 tal que sup IwW( )l m) <

t—o0 t>

M +1 = N. Consequentemente, ||w(-,t)||p1 gy < N, V¢ > 1. Seja tg = max{s,(}. Dal
A\ 3nfCs
X+ < (X+2 i
(X +))° < ( + 2) + 200 ( —w(- )”L2(R)>’

pois g > 2. Dessa forma,

d
WDl 2y 2 #OD, V2 10,

onde D = D(n,q, A\, M) é uma constante positiva. Com isso, integrando de ty a t, obtemos

t

t

d

[ A gaydr > D [ty vt
to to

Equivalentemente,

t
W t0) gy — I )y 2 D | i), 1 2 to.
0

Logo,
t

W (- to)l[7em = D [ w(r)dr, ¥ ¢ > to.
to
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Entao chegamos a um absurdo. Por fim,

1
: B(t)\?
. < 3 3 —\1
imsup [w(, Ollemy < (n'200%CE)" h?ii‘ip{(u(t)) . >||L1<R} (5.16
Consequentemente
1
, 4 B(t)\? 4
. 2 < 3 - . 2 )
fmup [, Olsy < (n"27aCHCH)’ hiii‘.fp{<u<t>) H“<’t)”L%<R>}
Logo,
1
. B(t)\ ¢
imsup Ju Ol < (w2 aCHCR)" “i;lp{@((t))) ||u<,t>|rLg<R>}
Assim sendo, se ¢ = 2p, para algum 1 < p < oo, entao
1
B(t)\ 2»
fmsu - e < (n'p0tcs) h?lgp{(uwp||u<~,t>|Lp<R>} (.17)
O

8.3 Estimativa para a Norma do Sup

Nesta segao, estabelecemos a estimativa para a norma do sup de solugoes de (8.1) — (8.2)
. . B(t) v _
limsup [[u(,t)||pe@y < Cyx (limsup —= ) limsup [[u(:,t)|| e
t—o0 t—o0 ,U(t) t—o00

onde 1 < p < o0 e Oy é uma constante positiva que depende dos parametros k = {n,p}. Primeira-
mente, estudemos o seguinte

Lema 8.4. Seja u(-,t) € C°(]0,00), L

Bt
(8.2). Sejam t° > 0, B,,(t°) = sup
>0 L p(t

%

)) solugdo do sistema (8.1) sob as mesmas hipdteses em

/‘\

H,_/

U, (1% = sup {Hu e }- Entio sio vdlidas as

~—

sequintes desiqualdades
i) Hu('7t)HLp(R) < [Up(to)v Vit to;

1
.e 1 1 2
i) a0l 2y < max{{u, )] oy v (pCHOEBLE)) ¥ UL)), ¥ 1>
iii)
1

1 1 i
(e 1) Loy < ma{ |, )] vy, n% (20C3 3B () 7 [Ju(e, ) 2o ey

1.1
n%%zé(pc%cgﬁu(to)) 2Ty (0}, Yt > ¢
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k 1 k j-1 k 1
Z 2-1p Z 2p . Z%
Il ) 2ty gy < maxful, )] ax, (R),W:’ 29= (pcﬁcgﬁu(fo))j:l

1 i1 1
2231)22 J FNY= %

2
A1) a1y gy (= 2,3, ) I =L it

para todo k > 2.

Demonstragao. i) Primeiramente, veja que
(s Ollee) < sup {lla( Ol } = Up(t°), ¥ & > 17,
t>t
ou seja, i) obviamente vale.

ii) Seja t > t°. Vimos na desigualdade (8.8), para ¢ = 2p (1 < p < 00), que

1
d 1 1 3 B(t)\ %
DI > 0= e Ol < 7 (O30 fute e
2 L B(t) % 1 1 3 0 % 0
<nr pC’?Cgsup{} sup{||u(-, ¢ =nr(pC2C5B,(t U,(t7).
(reicsup{ iy )™ suplliuC D} = nr (pO3CEBLE)) ")

1
Seja U = U(n,p, ") = ¥ (pC%CS’]B%H(tOD U, (t°). Assim sendo,

d
DI gy > 0= uC, Dl < U.

Equivalentemente,
d
laC, Dl 2@y > U = —llul, 1750 ) <

Vamos estudar trés casos

d
L. Se [lu(-,t)|lp20r) > U, para todo ¢t > t°, entéo %HU( HLQP r) < 0, paratodo t > t, ou
seja, [[u(-,?)||2p(r) é decrescente, para todo t > 0. Logo,
(-, )l 2wy < - 2| 2o @) < max{|ju(, %)l z2omy, U} = max{|[u(-, %) 20(w),

1

n» (pPCECEBL(E)) " U,(t°)}, ¥ ¢ = 1"

2. Se existe t; > tY tal que [lu(-,t)||L2pry > U, onde 0 <t<te [u(; )|l L2pry < U, onde
t > t1. Assim, [[u(-,t)|| p2p(r) € decrescente, t° <t < #;. Logo,

[uC, )l p2em) < Hu(‘ato)”L2P(R) < max{[lu(-, %0 L2r(m), U} = maX{Hu(‘,fo)HL%(R)mP
1
. 1
(pC3C3BL (1) UL ()},
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onde t° <t < t;. Por outro lado,

1

) 1
I Dll 2oy < U < max{lju, )]l ooy, n7 (pCECEBL()) T U}V 1> 1.
Portanto,

1
1 1 35
(e )l 2oy < ma{jut, ©)l| ey, n (POFCEBL(E)) T UL}, V1> .

3. Se [[u(-, )| 20(r) < U, para todo ¢ > t°, entao

1

) L
(D)l 2y < U < max{lju, )]l ey, n? (pCECEBL()) T U(E)), V1> 2.

De qualquer maneira,

1
1 1 5
”u(’at)HLQP(R) < maX{Hu(‘vto)”L2p(R)7nP <p02CSBM(tO)) Qp[Up(tO)}v Vi to'
iii) Seja ¢ > t°. Vimos na desigualdade (8.8), para ¢ = 4p (1 < p < o), que

d L B(1)\
DI gy = 0= a0l < n? (20203 o) TGl

1
< ¥ (2pCH O3B, () max{[a(c )] oy P (CHCIBL(E)) P T80,

1
Seja Uy = Uy (n, p, %) = n (2pc 103B (t0)> max{||u(-, t )Hsz(R),n%(pC%CSIBH(tO)) U, (t%)}.
Com isso,
d
Zlat )Hm > 0= [[u(, )|l ®) < Ul

Equivalentemente,
d
G, Ol @ > U1 = —llul, Bl o gy
Novamente vamos estudar trés casos
0 - d 0
L. Se [[u(-,?)| L4 ®) > Ui, para todo t > t°, entdo aHu( )]]L4P(R < 0, para todo t > t°, ou
seja, [[u(-,?)|[zar(r) é decrescente, para todo t > 9. Logo,
a(, )l Lar ) < fal:, 0)HL4P(R < max{|[u(-,1°) | pr(g), Ur} = max{[u(-, )| pav g
1
. 1
b (200 CEB,(19)) ™ maax{[Ju, 1) 20 ey, 1P (pCHCIBL(E)) PULE0)}), V£ 2 80,
ou seja,

1
1 1 i
(e 1) Loy < ma{ |, )] vy, n% (20C3 3B () 7 [Ju(e, ) 2o ey

141
w325 (pC3 IR, (1)) 7 UL}, V2 .
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2. Se existe to > t° tal que |[u(-,t)||fapr) > Ui, onde t® <t < ty e [|u(,t)]| o) < U, para
todo t > ty. Assim, |Ju(-, )| fap(r) é decrescente, t° <t < t. Logo,

. Dllse < e o <max{ut, O, U2} = max(ul ) o
1
3 (20O CEB) 0 1) ey b 2% (O O3B, () * P00, 0 <1 < 1

Por outro lado,

1

1 1 =

Ja(-, 8))| parr) < Ur < max{|u(-,t°)| pan(gy, n 2 (2200203133#@0))4 (-, ) 2o (my.»
1

n%%ﬁ(poéogﬁﬂ(to)) 2 0, V>

Portanto,

1

1 1 in
(e )l avgey < mas{{jut, )]l ey n3 (20C3 CB, (1)) ™ -, )] vy,

+3597 <pcgc§13 (to)) Wy L)), V> 10,

3. Se [Ju(+,t)||zarw) < U1, para todo t > t0, entdo

1

1 1 in

(e )l zavgey < Ur < ma{{fu, )]l avgey, n% (20C3 CEBL(0)) 7 ul-, 1) c2v(ey,
1.1

np 390 (pC%C’g’B“(tO)) 2y ()Y, V> 0,

De qualquer maneira,

1

1 1 ap
1 2) ) zor ey < mac{ (e ) oy, n (20C5CEBL(0)) 7 )] oo ey

1.1
np 397 <pC%CSIBM(tO)) L0, V> 1O,

iv) Indutivamente, concluimos que

zw 2’ > o

1 i
(s )] 2o Smax{|ru(-,t0>||pkp®, =t s o TP (pohegm,0)) 7
k k
1 j—1 1
0 PR TR O S 0
: ”11(,t )”L2l*1p(R)(l = 2a3a s k)an] ! 23 ! (pc C(2IB (t )>J:1 Up(t )}a V t>t

Teorema 8.5. Seja u(-,t) € C°([0,0), LP(R)) solugdo do sistema (8.1) sob as mesmas hipdteses
m (8.2). Seja 1 < p < co. Suponha que,

o0
/ p(t)dt = oo e lim sup [lu(-,2)||", g < o0
t—00
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Entao,
1 1

lim sup [[u(:, )| oo (r) < max{K max{1, BM}2P( 20504 Cw)pB,i’,Kmax{l B }2p
t—o0

(20003 C4B,) p

onde B, = limsup —= B(t) _ lim B,(t°) e U, = hmsup lu(-, )| zr(r) = lim U,(t%).
t—o0 /L( ) 900 t— t0—o0
Demonstragao. Primeiramente demonstremos duas afirmacoes.

Afirmacao 8.6. E verdade que
k

1 -1 P . .
ZijlpZ j Z% — 1 -

Y
iy it P (poéog) =1

onde K = K(n,p).

Demonstmg&o De fato,

] kl lc]._z kl
zwzm OIS gEAs >

ni=t (pc%cg)Fl = oJ= 2n2pc%C§’)i=l
LA 1 k 1
Iy Al
= 2 = T (mpeicg)” =
1<~ j—2 11
EZ 2] z?zﬁ
< 2 J= max{l (2n2p0203)} =l

1
p 4 2 p 2
< 2 =2 max{l, <2n2pC%C§’)} J=2

< 22p max{l, <2n2pC%C§’>}2p =K.

Afirmacgao 8.7. E’fato que
1 1

[, £)]| oo (ry < max{K max{1,B,(t°)}2P [u(:, %) oo (r), K max{1,B,(t°)} 2P U,(t°),
1
<2an%C§’B“(tO)>pUp(to)}, Vvt >0,
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Demonstragao. Usando o item iv) do Lema 8.4 e a Afirmagao 8.6, obtemos

[ )l oty gy < max{][ul, )]l Loy g, KBy(to) = =h HU(-JO)HLzzflp(R)(ﬁ2,3,-~-7k)7
k

US| j—1 1
Zng 255,

2’ 5 p
ni=1 " (pCrCEB )= T U0, e > 0.

Observe que, por interpolagao, temos que

1-2
q

P
)|y < [t |yl )ty 1< p < q < oo

Seja B = E(t°,p) = max{[[u(,#°)|| () [u(, t°) || Lo ) }. Com isso,
[l t) | o) < B, 1<p < g < oo

Entao

<
-
S
S| o=

kl kl k._
S Yy

[al Ol porp P(R) < max{F, KB (tO)J:l E, ni=! 9j=1

onde k >2,1=2,3,....k et >t Consequentemente,
k k E . k
1 1 j— 1 1
||u(-,t)||L2kp(R) < max{FE, Kmax{l,IB%N(ISO)}J:2 E, ni=t 27=1 (pC’ C’SIBB (t0)>3:1
U,(t°93}, vVt >,

onde k > 2. Passando ao limite quando k — oo, obtemos
1

[u-, )] oo r) < max{E, K max{1,B,(t")} 2P E, (2an%C§’IBu<t0>)pUp(t°)}, Vvt >0

Pela definicao de K (ver Afirmacao 8.6), obtemos
1 1

(e )l ey < mac{ K mase{1, B, (1)} 20 B, (20pC C3B, (1) ) PU,(10)), v 1> 1

Com a defini¢ao de F/, encontramos
1 1
a(-, )| oo () < max{K max{1,B W()}2P u, )| Loo (), K max{1,B W)} 2P Ju- ) Lo )
1
<2an%C§’IBM(tO))pUp(tO)}, Vi1,
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Por fim,

1 1
[, 6)] Lo () < max{ K max{1,B,,(t")} 2P [[u(-, t°)|| L (r), K max{1,B,(1°)} 2P U, ("),
1
<2an%C§’IB%M(tO)> PU, ()}, ¢ > 1O,
Com isso,
1 B
h?lilolp Hu('v t)HLO"(R) < maX{Kma’X{]-a BM}2p hgg)lf HU(', t)HLOO(]R)v Kmax{l, BM}2p Up7
1

(anC%Cg’BM>pUp}.

Vimos no Teorema 8.2 que

t—o00

lim inf [[u(-, t)]| < (n*27'CyC Cz )% lim su B() : la(-, 1)l
o0 ) LOO(R) — 2V 00 q p ILL ) L%(R) Y

onde 2 < ¢ < co. Assim sendo,

1
liminf [[u(, )] oy < (n2CyCCEp) 7 limn sup { (fg;) ' ”u('at)HL”(R)}
(2O CAp) P BEU,.
Por conseguinte,
1 1
limsup [[u(:, )| oo (r) < max{K max{1, BM}%(TLQCQCOOC%]?)%B%UP, K max{1, BM}%UP,
o 1
(20903 G4, ) PU ),
ou seja,
1 1
limsup [[u(- £) | gy < max{K max{1, B,) 2P (n2CoCocCép)F Bl K max{1, B} 2P,
o 1
<2an%C§BM)1;}Up.
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Vejamos, agora, o seguinte resultado.

Teorema 8.8. Seja u(-,t) € C°([0,0), LP(R)) solugdo do sistema (8.1) sob as mesmas hipdteses
em (8.2). Seja 1 < p < oo. Suponha que,

/ p(t)dt = oo e lim sup [[u(, )7, g < oo

Entao,

1
limsup [[u(-, ) || oo (r) < K1 B[ Up,

t—o00

1
L 1
onde K1 = K1(n,p) = maX{K(nQCgCOOC%p)E, K, (2an%C§’) "1
Demonstracao. Este Teorema sera demonstrado considerando os trés casos possiveis

1. Considere que B, = 0. Assim sendo, pelo Teorema 8.3, obtemos

% B(t)\ >
. ) < (13005032 1 . » )
limsup [ju(-, )2 (e) < (n pC’2C'2) lim sup { (u(ﬂ) [als Ol ey

Consequentemente,
1

EEEY
Usp < (n*pC3C3) ™ BYU, = 0.

Logo, Uz, = 0. Usando o Teorema 8.5, temos que

1 1
limsup [[u(-, £) | gy < max{K max{L, B,) 2P (12CoCouCép)F Bl K max{1, B} 2P,
o 1
(2an%C§BM)§ YU,
E, portanto,
1
hin sup [[u(:, )| oo (r) < max{K(n,2p) max{l, Bu}@(nQCQCOOC%2p)iBﬁL”,
—o0
1 1

K (n, 2p) max{1, B, } 4P, (4an%C§Bu> 201U, = 0.
Por fim,

lim sup [[u(-, )| o () = 0.

t—o0
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Nestas condicoes, obtemos

1
limsup [[u(:, t)||poor) < K1B/ Uyp.

t—o0

. Suponha que B, = 1. Assim sendo, pelo Teorema 8.5, encontramos

1

limsup [[u(:, )| poo(r) < maX{K(nzCQCOOC%p)%,K, <2an%C§> ;}Up,

t—o0

ou seja,

1
limsup [[u(-,t)||poor)y < K1Up = K1 B Up.

t—o00

. Por tltimo, considere que B, >0 e B, # 1. Sejam

1 1
v(z,t) = u(Lx,t),f,(z,t,2) = zf(Lx,t,z),uv(t) = ﬁ,u(t),

onde z € R” e L > 0 é uma constante a ser determinada. E facil ver que
v+ fv(v)x = Mv(t)vzxa

argumento de escala sobre a funcao v. Defina,

1 1
n ) n )
V, = limsup ||v(-,t = limsu / vi(x,t)Pde | = limsu / u; (L, t)|Pdx
= lmsup [v(-, )] o) =l sup (}iﬂj [ Jua.t) ) s (Zf [ Jui(a.t) )

onde |fy(z,t,v)| < By(t)|v|, com By(t) = 1B(t), para todo t > 0. Vamos utilizar um

Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, chegamos a

Vp = limsup (Z / lui(y, t)|P dy) = —hmsup (Z [|lwi (-, ||LP(R))

t—o00

3=

1 . _1
= TthUP Hu<'7t)HLP(R) =L pUzn

Lpr t—o0
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1
ou seja, V, = L »U,. Além disso,

By (t L*B(t B(t
Bj; = limsup v(t) = lim sup ®) = LlimsupL = LB,
t—oo  Mv(t) t—oo  Lu(t) t—oo (1)
isto é, B = LB,,.
Para utilizar o caso 2 estabelecemos que B = 1, ou seja, L = Bljl. Como K e Ki s6

dependem de n, p, entao, pelo caso anterior

1 1 1
limsup [[u(-,t)|| poo(r) = limsup |V(-, )| peow) < K1(B))?V, = K1V, = K1 L » Uy = K1 B U,

t—o00 t—o00

O]

Podemos melhorar a constante K. Este fato estd estabelecido no
Teorema 8.9. Seja u(-,t) € C°([0,00), LP(R)) solucdo do sistema (8.1) sob as mesmas hipdteses
m (8.2). Seja 1 < p < oco. Suponha que,

oo
— 1 . p
/ p(t)dt =00 e lim sup [[u(-,)|[7, ) < o
Entao,

1
timsup u(, )l e < KaBiU, (8.18)
1 5 3\/§n3p05 z
onde K9 = Ka(n,p) = <2n3pC§C§> - =
s

Demonstragdo. Se B,, = 0, entao a desigualdade (8.18) é verdadeira, basta rever o primeiro caso da
demonstracao do Teorema anterior. Com isso, considere que B, > 0. Seja 1 < ¢ < oo fixo. Entao
para 1 < q < p < oo, temos pelo Teorema 8.8, que

_1
limsup [u(-, )| gy < Ki(n,25p) B2 Ugey, ¥ k> 1. (8.19)
t—o00

Vimos no Teorema 8.3 que

1

5+ B(t)\ 2%»
lim sup [[u(-, )] ot ) < (n32*12’fpc%c§) 7 lim sup { <M()) o ||u(.,t)\|L2k_1p(R)} L VE>1,

t—o0 t—o00
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ou seja,

Upey < (n32—12’fpcéc§)

N
N\
S

w
[\]
—
=
3
S
N~——
.
I
[\]
<
Il
—
o
TS
§Q
<C
ol
\Y%
—

Consequentemente, pela desigualdade (8.19), obtemos
13 1o\
limsup [u(-, )| <(zy < Ki(n, 2°) B (nP271pCicg)i=t 77 251
t—00
Passando ao limite quando k — oo, encontramos

lim sup [[u(:, )| poo(r) < Llim Ki(n, Qkp)] (n32_1pC%C§’)jzl 27=1

t—o0

Logo,
! o2 1
limsup [[u(:, )| oo (r) < [klim Kl(n,2kp)} <n32_1pC§C§)p 2r B Up,
—00

t—oo

isto é,
i1
limsup [[u(:, )| poom) < [klingo Kl(n,Qkp)] <2n3pC%C§’)p B/ U,.

t—o0

Lembre que
e 1
K| = Ki(n,2"p) = maX{K(nQCQC'OOC%Qkp) *r K, <2n2kpC%C’§’> 2y,
Com isso,

1 1
klim Ki(n,2%p) = klim maX{K(nQCQC’OOC%Qkp) *p K, (2k+1an%C§> 2" }] = 1.
— 00 — 00

Portanto,

R §
limsup [u(-, )| <y < (20°pC3C3)” BLU,

t—oo
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e entao )
limsup [[u(-, )| peor) < K2Bji Up.

t—o00
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