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Introducao

A Teoria dos Numeros ¢é a parte da Matematica que se interessa pelas propriedades
dos nimeros inteiros e racionais e desde muito tempo atras matematicos de diversas
eras tém se debrucado sobre seus segredos: foi assim com Euclides, que dedicou
alguns volumes de seus “Elementos” a ela, e assim tem sido, ja que atualmente o
interesse nesta area renova-se a cada dia.

Fermat foi um dos maiores expoentes da Aritmética. Foi ele quem propds o
mais famoso problema da matematica, a conjectura que mais possuiu demonstragoes
erradas, o resultado mais perseguido por amadores e matematicos, o teorema que
muito fertilizou o solo do conhecimento matematico e que também revelou relagoes
inesperadas entre as varias partes da matematica, o teorema cuja demonstragao, tao
desejada, mostrou-se distinta de tudo aquilo que ja se imaginou, o resultado que deu
origem a este trabalho.

O teorema que Fermat propos, hoje conhecido como o O Ultimo Teorema de
Fermat ou o Grande teorema de Fermat, pertence a um campo da matematica que
estuda as equacoes diofantinas, isto €, as solugoes inteiras ou racionais de equagoes
algébricas de uma ou mais variaveis sobre Z ou Q. Mesmo estando a Teoria dos
Numeros preocupada com as solugoes inteiras, ela utiliza-se de todas as ferramen-
tas da Matematica para obter seus resultados, e, no caso das equacoes diofantinas,
ja esta mais do que comprovado que as técnicas da geometria algébrica sao de i-
nestimavel importancia; tanto que muitos resultados importantes s6 puderam ser
obtidos mediante um misto de técnicas geométricas e aritméticas. Por exemplo as
solucoes em R, R dominio de integridade, de uma equacao algébrica em n variaveis
com coeficientes no anel L C R se interpretam como os pontos com coordenadas em
R da correspondente hipersuperficie em R" = A’,. Esta area mista é hoje ampla-
mente conhecida por Geometria Diofantina ou para corpos mais gerais Geometria
Aritmética.



Este trabalho visa estudar os primeiros problemas da Geometria Aritmética: as
curvas lisas de genéro 0 e 1 sobre os corpos I, e Q.

No primeiro capitulo sao recolhidos os preliminares da teoria das curvas algébricas
lisas definidas sobre um corpo K e os principais teoremas e resultados que serao uti-
lizados na continuacao da tese.

As curvas de genéro 0 sao tratadas no 2° capitulo, onde mostramos que toda
curva lisa de genéro 0 definida sobre um corpo qualquer K é isomorfa a P% ou a
uma conica definida sobre K. Estudamos em detalhe a geometria das conicas sobre
um corpo qualquer de caracteristica diferente de 2; mostramos como o problema da
existéncia de um ponto da curva com coordenadas no corpo K, i. e., da existéncia de
uma solucao em K de uma equagao de 2° grau em duas variaveis, dependa da escolha
do corpo base. Concluimos que uma conica é isomorfa a Pk se, e s6 se, existe um
ponto com coordenadas em K e portanto que nesse caso a correspondente equagao
de 2° grau em duas varfaveis terd “aproximadamente” #(K) solucoes “afins”. Trata-
mos o caso K = QQ e demonstramos o principio local-global, ou de Hasse-Minkowski,
para determinar a existéncia de uma (e portanto de infinitas) solugoes com coor-
denadas racionais: existe uma solucao em Q? de uma equacao de segundo grau em
duas varidveis com coeficientes em Z dada por um polindémio irredutivel sobre Q
se, e s6 se, existe uma solugdo em R* e em Q) para cada primo p > 2. Um re-
sultado sutil, conhecido como Lemma de Hensel (o inventor dos nimeros p-ddicos
Q,), mostra que, essencialmente, a existéncia das solugdes em @123 pode-se reduzir
ao estudo das solugoes das equagoes “modulo p”, i.e. ao estudo das solucoes em IFIQJ
das correspondente equacoes “modulo p”. Fechamos o capitulo mostrando que uma
conica definida sobre os corpos K = F, e K = k(C), corpo das funcoes de uma
curva algébrica definida sobre um corpo algebricamente fechado k, admite sempre
um ponto com coordenadas em K, i.e, as equacoes de segundo grau correspondentes
tém sempre “quase” #(K) solugoes “afins”. Como consequéncia toda curva lisa de
género 0 definida sobre essas classes de corpos 4 isomorfa a P

No terceiro capitulo definimos uma curva eliptica £ sobre K como uma curva
lisa de género 1 definida sobre K, que admita pelo menos un ponto O € E(K) com
“coordenadas” em K. Mostramos que o estudo dessa classe de curvas é equivalente,
se char(K) # 2,3, ao estudo das equagoes em duas varidveis de terceiro grau da
forma y? = 23+ ax +b onde o polindmio x> +ax +b € K|[x] nao tem raizes multiplas
(o ponto O indo no unico ponto “no infinito” da curva projetiva C' correspondente).
A partir disso mostraremos como os pontos com coordenadas em K de C, C(K),
possuem uma lei de grupo abeliano com (0 : 1 : 0) € C(K) seu elemento neutro.
Observamos, como nesse caso um famoso exemplo de Selmer, a ctbica lisa definida



sobre Q pela equacao 323 +4y3+5 = 0 nao admite solugoes racionais (nem ao infinito)
mas admite solugoes reais e em Q, para cada primo p > 2. Assim o nosso estudo é
o estudo de particulares classes de curvas de género 1 e esse exemplo mostra como o
problema de determinar pontos em F(K) possa ser muito sutil para qualquer corpo

K. Quando nao vazio permanece o problema de descrever a estrutura do grupo
abeliano F(K).

No quarto capitulo estudamos as isogenias entre curvas elipticas, i.e., os morfis-
mos de curvas elipticas que sao também homomorfismos de grupos. Aplicamos
o estudo das isogenias para obter a cota de Hasse, conjecturada por E. Artin,
[#E(F,) —q— 1] < 2,/q e mostramos com um exemplo, que esta cota é a mel-
hor possivel.

O quinto capitulo trata do importante teorema de Mordell que garante, para
curvas elipticas E definidas sobre Q, a finitude do nimero de geradores do grupo
abeliano FE(Q) dos pontos “racionais”. Isto, por sua vez, implica que
EQ) ~ Z" x E(Q)iors, onde E(Q)sors é 0 subgrupo finito dos pontos de torgao.
Esse resultado foi estendido mais tarde por Weil para o caso de corpos de ntimeros
(extensoes finitas de Q) em dimensao maior, i.e., para variedades abelianas definidas
sobre corpos de nimeros. A demonstracao apresentada é obtida com métodos “mo-
dernos”: teoria das alturas e teorema de Mordell Fraco (“descida infinita”) diferentes
dos métodos originais de Mordell. Fechamos o capitulo com um exemplo que se
K = k(C) é o corpo das fungoes racionais de uma curva complexa C, entao existem
curvas elipticas E definidas sobre k(C') tais que E(k(C')) nao é finitamente gerado.

O sexto capitulo estuda em detalhes varios exemplos de curvas elipticas sobre
Q e enuncia os teoremas de Mazur e de Nagell-Lutz que descrevem E(Q);ors € as
unicas possibilidades que podem ocorrer.

Fechamos essa introducao dizendo que a demonstracao de Faltings da conjectura
de Mordell: se C' é uma curva lisa de género g > 2 definida sobre um corpo de
nimeros K, entdo #C(K) < o0; e a demonstragao de Wiles do teorema de Fermat
(de fato um melhoramento do teorema de Faltings para as curvas lisas " +y™ = 1 de
género g(n) = 1/2(n—1)(n—2) > 3, se n > 4) completam o quadro da estrutura dos
conjuntos C'(K') para corpos de niimeros e se destacam, junto com a demonstragao de
Dwork, M. Artin, Grothendieck e Deligne das conjecturas de Weil, como os maiores
sucessos da geometria aritmética do século passado.



Capitulo 1

Curvas Algébricas

Pretende-se neste capitulo fixar notacao bem como enunciar alguns resultados de
Geometria algébrica para curvas que adiante serao de fundamental importancia para
o nosso estudo. Embora as curvas elipticas sejam objetos de intenso estudo da teoria
dos nimeros, possuindo aplicacoes jamais imaginadas, seu ambiente natural é de fato
a Geometria: afinal trata-se de uma “curva” e, como tal, as melhores ferramentas
para tratar de curvas sao geométricas. O que ocorre na realidade é a tentativa de
fazer aritmética a partir da geometria e esta relacao entre a aritmética e a geometria é
a mais natural possivel, pois, numa linearizacao grosseira, Teoria dos Nimeros nada
mais é do que procurar solugoes inteiras ou racionais para polindmios, enquanto que
a Geometria propoe-se a estudar a estrutura de uma curva ou variedade algébrica
(zeros de um polinémio definido, de preferéncia, sobre um corpo algebricamente
fechado). Ao agirmos desta forma estamos ampliando os horizontes, transcendendo,
abstraindo e a abstragao é um procedimento natural da matematica moderna e da
vida: olhamos para o horizonte para enxergarmos melhor o que vai dentro de nés.

1.1 Notacoes

Este é um capitulo de referéncias que preferencialmente deve ser lido acompanhado
por um bom livro de Geometria Algébrica. Na confeccao deste trabalho o livro
do [FULTON], o do [SHAFAREVICH] e os capitulos iniciais do [SILVERMAN] e
[HINDRY-SILVERMAN] foram fundamentais. Recomenda-se uma leitura breve,
sem se ater aos detalhes, pois como diz o titulo, nesta secao sé fixamos notagao para



o que ha por vir.

Seja k = k um corpo algebricamente fechado. O conjunto
A" ={P = (21,...,1,) | 2; € k}
é o espacgo afim de dimensao n sobre k.

O espaco projetivo de dimensio n sobre k é o quociente de A"™\(0,...,0) pela
seguinte relacao de equivaléncia

P = (x0,....%0) ~ (Y0, .-, yn) = Q

se existe A € k* tal que P = AQ. Uma classe de equivaléncia {(Azo,...A\z,)} serd
representada por (xg : ... : Z,).

Se K C k, entao
P"(K)={P cP"| P’ =P, Vo € Gal(K/K)}
é o conjunto dos pontos K -racionais de P™.

Seja A € Aut[k"*!] um k-automorfismo linear de k"*!. Logo A induz um mapa
bijetivo w : P — P" definido por:

[v] — w(fv]) = [A(v)]

De fato, para mostrarmos que w esta bem definido, basta notarmos que, como
A é injetivo, teremos A(v) # 0 e, dai, w([v]) = [A(v)] € P™ e notarmos também
que A(Mv) = MA(v) = w([v]) = [A(v)]. Além do mais, se [v] e [w] sdo tais que
w([v]) = w([w]), isto é, [A(v)] = [A(w)] entao teremos que existe A € k* tal que
A(w) = MA(v). Como A é um automorfismo de k"', teremos que w = Av, isto &,
[w] = [v] e w é injetiva. Seja [v] € P™; por ser A um k-automorfismo de k"' existird
um w € k" tal que A(w) = v, dai, [v] = [A(w)] = A([w]) o que nos mostra que w
é sobrejetivo. Mapas deste tipo sao chamados de projetividades e formam um grupo

L 1k
indicado por PGL(n + 1; k) = M
A= )\B.

,onde A ~ B se existir A € K tal que

Para nés uma curva algébrica sobre o corpo k ou apenas curva sobre k serd uma
variedade projetiva sobre k de dimensao 1, usualmente denotada por C'. Da definicao
de C, temos que

I(C) = {f(Xo, ..., X,,) € k[ X0, ..., X,,] | [ : homogéneo e f(P)=0,VP € C}

9



k[ X0, oory Xo]
1(C)

¢ um ideal primo e portanto R = é¢ um dominio. Seja D o corpo de

fragoes de R.

Consideremos geradores de I(C), F, ..., F,. € k[Xo, ..., X;;]. Um ponto P € V' é

nao singular se a matriz
OF;
P
(aXJ( )> 1<i<r

0<j<n

tem posto n — 1. Uma curva cujos pontos sao todos nao singulares é chamada de
nao singular ou lisa.

Seja K C k um corpo. Diremos que uma curva C' estd definida sobre K se
o ideal I(C) for gerado por polinomios homogéneos em K[Xy,..., X,,]. Neste caso
escreveremos C'/K ou C), para uma curva definida sobre K. Para uma curva C|,
definimos o conjunto dos pontos K -racionais de C' como sendo

C(K):={PeC|P°=PVoc Gal(K/K)}.
Uma curva C|, é lisa sobre K quando dados Fi, ..., F,. € K[X, ..., X,,], geradores de

I(C), tivermos a matriz
OF;
J 1<:i<r

0<j<n

com posto igual an — 1
A uma curva C' associamos um corpo, dito corpo de func¢oes de C' e denotado
f(X)

por k(C'). Seus elemento sao as fungoes racionais F'(X) = 7)) que satisfazem:
9

1. f e g sao polinomios homogéneos de mesmo grau;
2. 9 ¢ I1(C);
3. duas funcgoes f/g e f'/g' sao identificadas se f¢' — f'g € I(C).
. _f(P) : f
Se g(P) # 0 entdao F(P) = “——= é um valor bem definido para F' = = € k(C).

‘ 9(P) _ g
Neste caso dizemos que F' € reqular em P e o conjunto

k[C]p = {F € K(C) | F é regular em P}

10



é chamado de anel local de C'em P. Se C/K denotamos por K(C) o corpo fixo de
Gal(K/K).

Sejam C; C P™ e Cy C P™ duas curvas algébricas. Um mapa racional de Cy para
C5 é uma aplicacao ¢ : C7 --+ (5 do tipo

d=1Ifo:fr:: fal

onde f; € K(C}) e o ponto [fo(P) : fi(P) : ... : fu(P)] € Cy, para todo P € C, tal
que todos os f;’s sdo regulares em P. Se existir algum A € K* tal que \f; € K(C}),Vi
entao diremos que ¢ estd definida sobre K. Um mapa racional ¢ : C7 --+ C5y é
birracional se ele possuir um mapa racional inverso ¢ : Cy --+ (4. Neste caso
dizemos que C e C5 sao birracionalmente equivalentes ou birracionais. Uma curva
C ¢ racional se C' e P}, sao birracionais.

Um mapa racional ¢ = [fy : ... : fu] : C1 ==+ Cy é regular em P € C; quando
existe uma funcao g € K(Cy) tal que gfo, gf1,..., 9fn sao todos regulares em P e
existe um i com ¢gf;(P) # 0. Um mapa racional de C; para Cy que é regular em
todos os pontos de (' é chamado de morfismo. Se existir um morfismo v : Cy — C}
tal que Yo ¢ e ¢ o1 sao os mapas identidades em Cy e Cs, respectivamente, diremos
que Cy e Cy sao isomorfas. Se C, Cy e ambos os mapas estao definidos sobre
K, as curvas serao entao isomorfas sobre K. H&a portanto uma identificacao entre
os conjuntos C1(K) e Cy(K) que preserva as propriedades “boas” de uma curva,
bastando entao o estudo de uma tnica curva numa classe de isomorfismo.

O primeiro resultado que merece destaque é o seguinte

Teorema 1.1.1 Seja C uma curva e P € C um ponto ndo singular. Entio K[C]p
¢ um dominio de valoracao discreta.
Prova: [FULTON], pg. 98. O

Ele é garantia de que para todo ponto P € (', curva lisa, existe uma funcao
t € K(C)* tal que para toda f € K(C) nio nula existe uma funcio uy € K(C) e
um inteiro m tais que:
(i) t se anula em P;
(if) us(P) # 0
(iii) f = ust™

A funcao t é chamada de parametro local para C no ponto P. E fcil mostrar que
o inteiro m nao depende do parametro local escolhido e é um nimero bem definido

11



para toda f € K(C)*. Chamamos a este nimero de ordem de f no ponto P que
denotamos por ordp f. Convenciona-se que ordp 0 = oo.

Se P € C é nao singular diremos que f € K(C) tem um zero em P, se ordp f >
0; e que f tem um pdlo quando ordp f < 0. Se ordp f > 0 diremos que f é reqular
em P e é possivel calcular f(P). Caso contrario f tem um pélo em P e escreve-se
f(P) = oc.

Teorema 1.1.2 Seja C uma curva lisa e f € K(C). Entdo existe uma quantidade
finita de pontos em C' nos quais f tem um zero ou um pdlo. Ademais, se f ndo
possui nenhum pdlo entio f € K.

Prova: [HARTSHORNE], pg. 41. O

Teorema 1.1.3 Seja C/K uma curva e t € K(C) um parametro local em algum
ponto P € C liso. Entao K(C)/K(t) € uma extensdo finita e separdvel.
Prova: [SILVERMAN], pg. 22. O

1.2 Mapas racionais e morfismos

O primeiro resultado de importancia nos fornece uma maneira “facil” de obter mor-
fismos sobre curvas lisas.

Teorema 1.2.1 Sejam C' uma curva, V- C P"™ uma variedade projetiva e ¢ : C' --»
V' um mapa racional. Se P € C € um ponto ndo singular, entdo ¢ € reqular em P.
Em particular, todo mapa racional ¢ : C' --+ V' é um morfismo, se C' € uma curva
lisa.

Prova: [SILVERMAN], pg. 23. O

Teorema 1.2.2 Sejam C e Cy duas curvas. Se ¢, : Cy — Cy sao morfismos que

coincidem num subconjunto denso de Cy entao ¢ = 1.
Prova: [FULTON], pg. 146. O

12



Corolario 1.2.3 Um morfismo birracional entre curvas lisas € um isomorfismo.

Prova: Seja ¢ : C; --+ Cy um morfismo birracional entre as curvas C; e Cy e
1) sua inversa racional. Portanto ¢ o ¢ se estende a um morfismo e coincide com a
identidade num conjunto denso. Logo é a identidade. O mesmo argumento se aplica

a o ¢. U

Seja (), uma curva lisa. Toda funcao f € K(C') define um mapa racional de C
em P!, que, pelo resultado anterior, é na realidade um morfismo definido sobre K:

[ (f(P):1) se féregular em P
J(P) = { (1:0) se f tem um pdlo em P

Por outro lado seja seja
¢:C —P!
¢o=1[f:4]
um mapa racional definido sobre K. Caso g = 0, entdao ¢ = (1 : 0) serd o mapa
constante. Do contrario ¢ corresponde ao mapa definido pela funcao § € K(C). Se

chamarmos de oo ao primeiro mapa, obtemos a seguinte correspondéncia biunivoca

K(C)U{oo} < {mapas ¢ : C — P! definidos sobre K}

Teorema 1.2.4 Seja ¢ : C; — Cy um morfismo entre curvas. Entao ¢ € constante

ou sobrejetivo.
Prova: [HARTSHORNE], pg. 137. O

Sejam C1/K e Cy/K curvas e ¢ : C; — Cy um morfismo definido sobre K.
A partir de ¢ podemos definir uma aplicacao de K(C3) em K(Cp) que serd nao
constante se, e s6 se, ¢ for ndo constante (sobrejetiva, pelo teorema precedente).
Denotado por ¢* este mapa é definido naturalmente por

¢* K(Cy) — K(CY)
f — ' (f)=fo¢
e caso ¢ seja nao constante ¢* determina um homomorfismo injetor de corpos que
fixa K, isto é, ¢*(K) = K.

13



Teorema 1.2.5 Sejam C1/K e Cy/K curvas.

(a) Seja ¢ : C; — Co um mapa nao constante definido sobre K.  Entao
K(C)/¢*(K(Cy)) € uma extensdao finita.

(b) Seja v : K(Cy) — K(C1) uma injeg¢ao de corpos que fiza os elementos de K.
Nestas condigoes existe um unico mapa nao constante ¢ : Cy — Cy entre curvas
lisas, definido sobre K, tal que ¢* = t.

(c) Seja K(C1)/L uma extensdao finita contendo K. Entao existe uma curva lisa
C'/K, tnica a menos de isomorfismo, e um mapa ndo constante ¢ : C — C'
definido sobre K tal que ¢*(K(C")) = L.

Prova: (a) [HARTSHORNE], pg. 137;

(b) [SILVERMAN], pg. 25;

(c)[HARTSHORNE], pg. 45. O

Seja ¢ : C; — (5 um mapa. Caso ¢ seja sobrejetivo, ao niumero
[K(CY) : ¢*(K(C3))] chamamos de grau de ¢ e denotamos por deg ¢. Por convengao,
o grau do mapa constante é zero. Se a extensao K (C})/¢*(K(Cy)) é separdvel, in-
separavel ou puramente inseparavel, diremos que o mapa ¢ é separdvel, insepardvel
ou puramente insepardvel, respectivamente, e denotamos o grau de separabilidade e
inseparabilidade da extensao por deg, ¢ e deg; ¢, respectivamente.

Corolario 1.2.6 Sejam Cy e Cy curvas lisas e seja ¢ : Cy — Cy com degop = 1.
Entao ¢ € um isomorfismo.

Prova: [SILVERMAN], pg. 25. O

Para um mapa nao constante definido sobre K, ¢ : C; — (s, entre curvas,
definimos

¢ o K(Ch) — K(Cy)
¢ = (¢)"" o Normg(cy)/e-(k(Cn))

onde o resultado (1.2.5, pg. 14) assegura a existéncia da fun¢ao norma.

Sejam C7 e Cy curvas nao singulares e ¢ : C; — C5 um mapa nao constante
entre elas. Seja typ) € K(Cy) um parametro local para Cy em ¢(P). O nimero

ordp (¢*(typ))) > 1
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independe da escolha do parametro local e é portanto uma funcao de P e ¢ chamada
de indice de ramificacdo de ¢ em P e denotada por eys(P). Diremos que ¢ € nao
ramificado em P se es(P) = 1. ¢ é dito nao ramificado se ele for nao ramificado em
todo ponto P € (.

Teorema 1.2.7 Seja ¢ : C'y — Cy um mapa ndao constante entre curvas lisas.
(a) Para todo Q € Cy vale

> es(P)=dego
Peop=1(Q)

(b) Para todos os pontos Q € Cy, a menos de um conjunto finito, vale

#6~1(Q) = deg, ¢

(c) Seja i : Cy — Cs um outro mapa ndao constante. Entao para todo P € Cy
eyop(P) = €4(P) - ey(d(P))

(d) ordp, fo¢=ey(Pr)-ordyp) f, Ve K(Cy)*.

Prova: (a)[HARTSHORNE]|, pg. 138;

(b) [HARTSHORNE], pg. 137;

(¢) [SILVERMAN], pg. 28;

(d) [SILVERMAN], pg. 28. O

Corolario 1.2.8 Um mapa ¢ : C; — Cy é nao ramificado se, e somente se,

#671(Q) = deg ¢, para todo Q € Cs.
Prova: Do item (a) temos que #¢1(Q) = deg ¢ é equivalente a

> es(P)=#671(Q)

Peo=1(Q)

Como e4(P) > 1 isto s6 pode ocorrer se, e somente se, e4(P) =1 O

1.3 Divisores

Um divisor de uma curva C' é uma soma formal do tipo

D=> np(P)

pPeC
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com np € Z e np = 0 para todos menos um numero finito de P € C. Seja Div(C)
o conjunto de todos os divisores de C. Ao definirmos a soma de dois divisores
da maneira mais natural possivel, dotamos Div(C) de uma estrutura de grupo e
passamos a chamé-lo de o grupo de divisores de C'. O grau de um divisor é o

numero
deg D = Z np

O subgrupo de Div(C)
Div’(C) = {D € Div(C) | deg D = 0}
¢ chamado de subgrupo dos divisores de grau 0.

Um divisor D = )~ . np(P) é dito efetivo ou positivo quando np > 0,VP € C,
e a esta caracteristica representamos por D > 0. Para dois divisores
Dy, Dy € Div(C') escreveremos
Dy > D,

para indicar que o divisor D1 — D, é efetivo.

Se C' estd definida sobre K, podemos definir uma agio do grupo Gal(K'/K) sobre
Div(C) (e Div’(C)) da seguinte maneira: para um o € Gal(K /K)

D => np(P?)

pPeC

Diremos entdo que D estd definido sobre K se D° = D,Vo € Gal(K/K) e ao
conjunto destes divisores, o grupo de divisores definido sobre K, denotaremos por
Div (C) (Div(C), respectivamente).

Se C for uma curva lisa, por (1.1.2, pg. 12), podemos para cada f € K(C)*
definir o divisor

div(f) =Y ordp (f)(P)

preC

E fécil verificar que para o € Gal(K/K) vale

div(f7) = div(f)?
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e portanto f € K(C) implica que div(f) € Divg(C). Segue prontamente das

definigoes e do fato de ser ordp uma valora¢ao em K(C') que o mapa
div : K(C) — Div(C)
¢ um homomorfismo de grupos abelianos.

Diremos que um divisor D é principal se existir f € K(C)* tal que D = div(f).
Os divisores principais formam um subgrupo de Div(C) e o quociente Pic(C) de
Div(C') por este subrupo é chamado de o grupo da classe de divisores ou grupo de
Picard. Dois divisores D e D’ sao linearmente equivalentes, denotado por D ~ D',
quando eles determinam a mesma classe em Pic(C') ou, equivalentemente, quando o
divisor D — D’ é principal. Ao subgrupo de Pic(C) fixado por Gal(K/K) denotare-
mos por Pick(C).

Teorema 1.3.1 Seja C uma curva ndio singular e f € K(C)*. Entdo:

(a) div(f) = 0 se, e somente se, f € K*,

(b) deg(div(f)) = 0.

Prova: (a) [SILVERMAN], pg. 32;

(b) [FULTON], pg. 188. O

O item (b) do teorema acima nos diz que o subgrupo dos divisores principais esté
contido em Div’(C), e portanto faz sentido tomarmos o quociente de Div"(C') pelo
subgrupo dos divisores principais. Chamamos a este grupo quociente de o subgrupo
da parte de grau 0 da classe de divisores e denotamos por Pic’(C). Pic%(C) é a
parte de Pic’(C) deixada fixa pela acio de Gal(K/K).

Um mapa nao constante ¢ : C7 — C5 entre duas curvas lisas induz dois homo-
morfismos entre os respectivos grupos de divisores das curvas: um no mesmo sentido
de ¢ e outro no sentido contrério, definidos pela extensao Z linear das seguintes as-
sociagoes

¢* : Div(Cy) — Div(Ch) : Div(Cy) — Div(Cy
Q@ — Y emp e Chy@ T DY
Pep=1(Q)

Estes mapas satisfazem
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Teorema 1.3.2 Seja ¢ : Cy — Cy um mapa nao constante entre curvas lisas. Entao
(a) deg(¢*(D)) = deg ¢ - deg D, para todo D € Div(Cy)

(b) ¢*(div f) = div(¢*(f)), para todo f € K(C)*

(c) deg(p.(D)) = deg D, para todo D € Div(C})

(4) 6.(div f) = div(o.(f)), para todo f € K(Cy)"

(e) ¢ 0 @ age como a multiplicacao por deg ¢ em Div(Cy)

(f) Se ¢ : Cy — C5 é um outro mapa nao constante e Cy € lisa entdo

(o) =¢"oy” e (0 @) =1y 0 ¢,
Prova: [SILVERMAN], pg 34. O

Portanto ¢* e ¢, restringe-se a homomorfismos entre Div?(C}) e Div’(Cy) e
induzira também os homomorfismos

¢* : Pic’(Cy) — Pic’(C)) e ¢ : Pic’(Cy) — Pic?(Cy)

1.4 Diferenciais

Para uma curva C' definimos o espaco das formas diferenciais, {2¢, como sendo o
K (CO)-espaco vetorial gerado pelos simbolos da forma dz, para todo x € K(C),
submetidos as regras de “diferenciacao ”

(i) d(z +y) = dx + dy, para todo z,y € K(C)

(ii) d(xy) = xdy + ydx, para todo x,y € K(O)

(iii) de = 0, para todo ¢ € K.

Teorema 1.4.1 Para uma curva C temos

(a) Qc é um K(C)-espago vetorial unidimensional

(b) Se x € K(C) entio dx é uma K(C) base para Q¢ se, e somente se, K(C)/K ()
¢ uma extensao finita e separdvel.

Prova: (a)e (b) [MATSUMURA], pg. 210. O

Ainda uma vez mais, um mapa nao constante ¢ : ¢y — (] entre curvas in-
duz um mapa entre os espacos 2¢, e {2¢,. Este mapa é obtido a partir do mapa
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¢* : K(Cy) — K(C}) da seguinte maneira:

¢* . QC2 E— QCl
fdz  — ¢ (fdr) = ¢*(f)d(¢"(x))

onde dz é uma K (C,) base para Q¢,. Nao é dificil mostrar que ¢*, assim definido,
nao depende da base escolhida. Desta aplicacao obtemos um critério bastante 1til
para determinar quando ¢ é ou nao separavel.

Teorema 1.4.2 Seja ¢ : C; — Cy um mapa nao constante entre curvas. Entao ¢
¢ separdvel se, e so se, a aplicacao

¢* : QCQ — QCl

€ nao nula.
Prova: [SILVERMAN], pg. 35. O]

Teorema 1.4.3 Seja P € C et € K(C)* um parametro local em P.
(a) Para todo w € Q¢ existe uma tinica fungio g € K(C), dependendo de w e t, tal
que

w = gdt

Denotamos g por w/dt.
(b) Seja f € K(C) uma fungao reqular em P. Entao df /dt também € regular em P.
(¢) O nimero

ordp (w/dt)

nao depende da escolha do parametro local t mas apenas de w e P. Chamamos a
esta quantia da ordem de w em P e a denotamos por ordp (w).
(d) Seja v € K(C) tal que K(C)/K(x) € separdvel e x(P) = 0. Entdo para todo
feK(O)

ordp (fdx) =ordp (f) +ordp (z) — 1

(e) Para todos os pontos a menos de um nimero finito P € C' temos
ordp (w) =0

Prova: [SILVERMAN], pg 36. O
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Desta forma podemos associar a um diferencial w € Q¢ o divisor

div(w) = Y ordp ()(P)

PeC

Um diferencial w € Q¢ é holomorfo (ou regular) quando div(w) é efetivo. Se
div(w) < 0 diremos que w ndo se anula.

Se wy,wy € QF entao (1.4.1, pg. 18) implica que existe uma fungio f € K(C)*
tal que w; = fwy e portanto

div(wy) = div(f) + div(we)

ou seja, os divisores de diferenciais nao nulos sao todos linearmente equivalentes. A
classe em Pic(C') determinada pelo divisor de uma diferencial ndo nula é chamada
de classe canonica e qualquer divisor nesta classe é dito um divisor canonico.

1.5 O teorema de Riemann-Roch

Observemos que para uma funcao f € K(C) uma desigualdade do tipo

div(f) = (@) —2(P)

torna conciso o fato de que f tem um zero em () e um polo de ordem no maximo
2 em P. Esta é uma das razoes pelas quais se estuda divisores de uma curva: pode
nos trazer informacoes relevantes sobre as funcoes desta curva. E ela que também
motiva a definicdo do seguinte K-espaco vetorial

L(D) = {f € K(C)" | divf > —D}UO.

Teorema 1.5.1 Seja D € Div(C).
(a) Se deg D < 0 entdo
L(D)=0

(b) L(D) é um K-espago vetorial de dimensdo finita.
(c) Se D" € Div(C) € tal que D' ~ D entdo



Prova: [FULTON], pg. 192. O

Sendo assim escreveremos
(D) = dimg £(D)
Podemos associar a um divisor D € Div(C) tal que (D) = n + 1 um mapa

racional ¢p : C' --+ P" definido por

Op(P)— (fo: . fn)

onde {fo, ..., fn} é uma base para L£(D). Note que este mapa depende da escolha da
base. Ele satisfaz a seguinte propriedade

Teorema 1.5.2 ¢p € um morfismo tal que C € isomorfo a ¢p(C) se, e somente se,
para todos os pontos P, Q) € C' tivermos

{(D—P—-Q)={¢D)—-2
Prova: [HARTSHORNE], pg. 307. O

Um mapa ¢ : C' — P tal que ¢(C') ~ C é chamado de um um mergulho de C' em
P". Neste caso o teorema nos da um critério para decidir quando o mapa associado
¢p ¢ um mergulho de C' em P".

E finalmente temos o celebrado

Teorema 1.5.3 (Riemann-Roch) Seja C uma curva lisa e K¢ um divisor canénico
em C. Eziste um inteiro g > 0, tal que YD € Div(C') temos
UD)—UKe—D)=degD —g+1

Prova: [FULTON], pg. 210. O

Chamamos a este ntimero g de género da curva pois, como é mostrado abaixo,
ele depende apenas de C' e é ainda um invariante da classe de isomorfismo da curva
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Corolario 1.5.4 (a) ((K¢) =g.
(b) deg Ko = 2g — 2.
(c) Se deg D > 2g — 2, entdo

UD) =degD — g+ 1.

Prova: (a) Tomemos D = 0. Entdo £ = K j4 que uma fungao sem pélos também
nao pode possuir zeros (1.1.2, pg. 12). Portanto £(0) =1 e

1—0(Ke)=0—g+1.

(b) Tomando D = K¢ no Riemann-Roch encontramos
U(Kc) = £(0) = deg(Kc)—g+1
g—1=deg(Ke)—g+1
(c) Do item anterior temos que
deg(Kec — D) <0

e portanto
(Ke—D)=0

Corolario 1.5.5 Duas curvas isomorfas possuem o mesmo género.

Prova: Seja ¢ : ¢y — (5 um isomorfismo entre as curvas C e Cy de género g;
e go respectivamente. Logo ¢ é nao ramificado e tem grau 1. Além disso, se K¢, ¢é
um divisor canonico de C entao ¢*(K¢,) = K¢, ¢ um divisor canénico de Cy. Dai,
pelo corolario anterior, temos

292 -2 = deg(KC2) = deg(¢*(K02)) = deg¢deg(K02) = 291 —2
g2 = 0

Teorema 1.5.6 (Hurwitz) Considere uma aplicagdo nao constante e separdvel ¢ :
C1 — Cs entre curvas nao singulares de género g1 € go respectivamente. Portanto

291 — 2 > (deg ¢)(292 — 2) + Y _(es(P) — 1)
peC
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A igualdade vale se, e somente se, ocorre

(i) char(K) = 0; ou

(11) char(K) =p > 0 e p ndo divide es(P), para todo P € Cy.

Prova: [SILVERMAN], pg 41. O

Corolério 1.5.7 (Férmula do grau-género) Seja F(X,Y,Z) € K[X,Y,Z] um
polinémio homogéneo de grau d > 1 e suponha que a curva C em P? dada pela
equacao F' =0 seja lisa. Entao

(d—1)(d—-2)

9(C) = 5

Prova: Podemos supor K = K e, por simplicidade, vamos supor que K seja um
corpo de caracteristica zero.

Aplicando uma projetividade, se necessario, podemos supor que
(0:1:0) ¢ C, que a reta z = 0 nao seja tangente a C. Logo o moénomio Y
deve figurar no polinomio F', cuja representacao afim sera

FX,)Y) =Y+ a;(X)Y" 4 .+ ag(X)

com os a;(X) € K[X]. Desta forma a projecao de C' do ponto (0 : 1 : 0) sobre a
reta de equacao Y =0
¢:C — P!
(x:y:z) — (x:2)

¢ um morfismo de grau d (a resultante de F' e 0F/0Y, como polinomios em K[ X|[Y],
nao ¢é identicamente nula porque F' é irredutivel; assim por uma escolha de
T € K qualquer, temos que F(z,Y) tem d raizes distintas e a conclusao segue
da férmula do grau; ou de outra forma, temos que ¢*(K(P')) = K(z, z) e portanto
degp = [K(z,y,2) : K(x,z)] = d ja que y satisfaz um polinémio irredutivel de grau
d a coeficientes em K(z,z)). Seja l;z a reta de equagdo afim z = T e seja C” a curva

de equagao v Por hipé6tese C' e C’ se cortam ao finito e em um ntmero finito de

pontos. Se P = (z :y:1) € CNC’, podemos escolher y — y como parametro local

OF ~ A
de C' em P, 8_X(P) # 0. Desta forma temos que a fungdo x — x é um parametro

local no ponto (7 : 1) e portanto, pela definicao de e,(P),
0"z —7) = F(@,9) = (y - DV o(y)
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com ¢(y) # 0. E pela definigdo de multiplicidade de intersecao segue que

multp(lz N C) = ey(P).

Vemos que um ponto P, necessariamente ao finito, sera de ramificagao se sua
tangente passar por (0:1:0), e portanto os possiveis pontos de ramifica¢ao estarao
contidos nos pontos de intersecao das curvas C' e C’. Vamos calcular a multiplicidade
de intersegdo de C' e C'. Seja P = (z:y:1) € C. De

oF 0
S (EY) = ey (PYY = D g(1) + (V= eI Z0 = (v — e ()

com ¥(y) # 0 e, pela defini¢cio, temos multp(C N C") = e4(P) — 1 para cada
PeCnNC elogo para cada P € C.

Pelo teorema de Bézout temos

d(d—1) =) multp(CNC) =Y (e4(P) - 1).

peC pPeC

Uma aplicacao do teorema de Hurwitz para o mapa ¢ fornece

29-2 = d(=2)+ ) (es(P) 1)

pPeC
29—2 = —2d+d(d-1)
(d—1)(d—2)

g9 = 9

E o resultado segue.

Pela observacao que fizemos acima sobre o indice de ramificacao, vemos que dizer
que e4(P) > 2 é o mesmo que afirmar que a reta que passa por Pe (0:1:0) é uma
tangente inflexional. Como os pontos de inflexao sao em numero finito, podemos
sempre encontrar uma projetividade tal que (0:1:0) & C e as retas tangentes dos
pontos de inflexdo nao passam por (0: 1 :0) e portanto podemos até afirmar que a
menos de uma projetividade temos exatamente d(d — 1) pontos de ramifica¢ao . O

O préximo resultado nos diz que se C' e D estao definidos sobre K entao £(D)
também estéd
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Teorema 1.5.8 Seja C/K uma curva lisa e seja D € Divg(C). Entdo L(D) tem
uma base consistindo de fungoes em K(C').
Prova: [SILVERMAN], pg 40. O
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Capitulo 2

Curvas de Género 0

2.1 Conicas

Por conica projetiva C sobre o corpo K, denotada por C/K ou C|,., entendemos o con-
junto algébrico definido por um polinémio homégeneo de grau dois F'(Xg, X1, Xs) €
K[Xy, X, X3 sem fatores irredutiveis repetidos. Portanto

C(K) = {p e P*(K) | F(p) = 0}.

A conica se diz irredutivel se F(X) é irredutivel em K[Xg, X1, X»]. Note que toda
coOnica irredutivel é também uma curva.

Se w : P? — P? ¢ uma projetividade dada por um automorfismo A de K podemos
obter a partir da conica C uma outra conica que ¢é justamente a imagem w(C) de C
por w. w(C) serd dada pelo polinémio

F(X(),Xl,XQ) = (FOA_l)(Xo,Xl,Xg)
2 2 2

= FO_boi X5, > biyX;, Y by X;)
=0 =0 =0

onde A™' = (b;;)o<ij<2 é a inversa de A.

Duas conicas C' e C' sao projetivamente equivalentes se existir uma projetividade
w : P? — P? tal que w(C) = C. Se a conica for irredutivel entdo uma projetividade
w induz um isomorfismo sobre K entre as conicas irredutiveis C e w(C).
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Seja K um corpo de caracteristica # 2.

Consideremos a conica C|,. definida por um polinomio F'(Xo, X1, Xs) € K[ Xy, X1, Xy]
do tipo

F(Xo, X1,X2) = Y [fyXiX;

0<i,j<2

= fong + f11X12 + f22X22 + f01Xo X1 + foeXo X + f12X1 Xo.

Pondo:
foo  fi0/2  fa/2
M = f10/2 f11 ]621/2
J20/2 f21/2  fa

poderemos, entao, escrever I’ da seguinte forma:
F(Xo, X1, X5) = (XO X Xg) M| X,

Neste caso diremos que a matriz M representa a conica C ou, equivalentemente, que
C € representada por M.

Definimos o posto de uma conica como sendo o posto da matriz que a repre-
senta. Observemos que, por um fato elementar de Algebra Linear, duas conicas
projetivamente equivalentes tem mesmo posto.

Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.1 Uma matriz simétrica M € M(3; K) representa uma conica definida
sobre K se, e so se, posto(M) > 2. A conica correspondente € redutivel se, e sé
se, posto(M) = 2. Portanto posto(M) = 3 se, e sé se, a conica é irredutivel; e
posto(M) = 2 se, e sé se, o polinomio que define a conica é um produto de dois fa-
tores distintos de grau 1 em X[Xo, Xy, Xy, i.e., ndo proporcionais por uma costante
nao nula.

Prova: Por ser a matriz M simétrica, podemos encontrar A = (a;;)o<ij<2 in-
vertivel de forma que:

bpb 0 O
(A HMAT=(0 b 0
0 0 b
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Em outras palavras: encontra-se uma projetividade w : P2 — P2 de forma tal que
a conica C ¢ isomorfa a conica C = w(C) dada pelo polinomio F(Xy, X1, Xs) =
bo X2 + 01 X3P + b X3

Portanto M representard uma conica se, e somente se, bpb; # 0 (sem perda
alguma de generalidade); e isto ocorre se, e somente se, posto(M) > 2.

Para a parte final, suponhamos que F' seja redutivel. Entao teremos F' = L1 - Lo,
com L1 = loX() + lle + ZQXQ e L2 = moXo + m1X1 + mQXQ, Lz S K[XO,Xl,XQ] [§]
lo - mg # 0. Nao podemos ter Ly = aly, a € K*, pois F' define uma conica. Entao
[L1] # [Ls], donde concluimos que lgm; # lymg. Portanto se fizermos Xo — Ly,
X1 — Ly e Xy — X5 teremos uma projetividade w tal que w(C) = XX, cujo posto
é 2.

Por outro lado, pelo que vimos, podemos encontrar uma projetividade w de forma
que C é isomorfa a conica C = w(C) definida por F/(Xo, X1, Xo) = boX2+b X2 +b, X2,

Se posto(M) = 2, entao teremos que C é projetivamente equivalente a bo_)(g +0 X2 =
(VDo X2 + V=01 X3)(vVbo X2 — v/—b1 X?). Ou seja, C é redutivel sobre k. O

Notemos que a conica C serd singular em P € IP’%—{ se, e somente se, for singular
em w(P) = (xo : 1 : x2) € P% e isto ocorrera caso:

oF

0X;

Como pelo menos um dos x;’s é nao nulo, a conica serd singular se, e somente
se, um dos b;’s for nulo. Equivalentemente, C é lisa se, e sé se, det M # 0. Obtendo
o seguinte resultado:

Corolario 2.1.2 Seja C uma conica representada por uma matriz M. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) C € lisa;

(ii) posto(M) = 3;

(ii) C € irredutivel. O

Além disso, as conicas irredutiveis gozam da seguinte propriedade
Teorema 2.1.3 Seja C|,, uma conica lisa tal que C(K) # 0. Entdo C, € projetiva-
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mente equivalente sobre K a cénica de equacio X? —Y Z.

Prova: A menos de uma projetividade podemos supor que (0 :1:0) € C e que
Z = 0 é a reta tangente no ponto (0 : 1 : 0). Suponhamos que C seja dada pelo
polinomio

F(X,Y,Z) =aoX* +a1Y? +ayZ* + asXY +asXZ +asYZ =0

Logo
0=F0:1:0)=a
O:§—§(0:1:0):a3
022—5(0:1:0):%

OF
07&8—2(0:1:0):%

ou seja, F(X,Y,Z) = aX?+bZ%+ cXZ + dY Z e a matriz que representa C é

a 0 ¢/2
M=|0 0 d>
c/2 d/2 b

Como, estamos supondo C irredutivel, obtemos

2
detM:—%#O.

Aplicando a projetividade X — dX, Y — —adY e Z — Z obtemos

~ 1 -
F(X,Y,Z) = ?F(X, Y, Z)=X*+ V2> + X7 -YZ
a

e isto torna-se

FX,Y,Z)=X*-YZ
se aplicarmos a projetividade X — X, Y - X +Y +bVZe 7 — Z. [l

E para a conica X? — Y Z = 0, definida sobre qualquer corpo, temos
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Teorema 2.1.4 Seja C a conica irredutivel dada por G(X,Y,Z) = X?—~Y Z. Entio

Prova: Definamos o seguinte mapa:

v:C --> P!
(0:1:00#4£P=(X:Y:2Z) — Y(P)=(X:2)"

¥ é um mapa racional, a projegao de C' do ponto (0 : 1:0) sobre a reta de equagao
Y = 0. Sendo C uma conica a reta por P e (0 : 1 : 0) corta transversalmente
C\ (0:1:0) num tnico ponto: P. Portanto ¥ é birracional e se estende a um
morfismo sobre C associando a (0 : 1:0) o ponto (1 : 0), intersecao da reta tangente
aCem (0:1:0) comaretay = 0. Como ¥ ¢ um morfismo birracional entre
curvas lisas, entao ¥ é um isomorfismo, cuja inversa é o morfismo

P P! — C
Q=(S:T) — ®(Q)=(ST:5%:T?)"

g

Lembremos que uma curva C/K é dita curva racional sobre K se, sobre K, ela
for birracional a P};. Assim, da unido destes dois resultados obtemos

Corolario 2.1.5 Uma conica lisa é uma curva racional sobre K se, e somente se,

C(K) # 0. O

Em outras palavras, se quisermos saber se uma conica lisa |, ¢ uma curva
racional sobre K devemos exibir um ponto P sobre K, isto é, mostrar que C(K) # (),
e este é um fato determinante, como mostram os exemplos abaixo.

Para estes exemplos, consideremos K = R.

Como vimos, uma conica sera projetivamente equivalente a uma conica do tipo
F(Xo,Xl,XQ) = bng + b1X12 ou F(X(),Xl,X2> = b(]Xg + b1X12 + b2X22 Caso um
dos b;’s for negativo, fazendo transformagoes do tipo X = v/—b;X; e X} = X, para
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J # 1, teremos que estas equacoes sao equivalentes a uma das seguintes:

Ci : X+X7=0

Co 1 X —X;i=0

Cs @ X2+ X2 X2=X2+ (X1 +Xo)(X) — Xo) = X'p + X1 X, =0
Ci © X2+ X2+ XZ=0.

Neste caso encontramos C; = (0 : 0 : 1); C é um par de retas reais; C3 é uma
curva racional sobre R; enquanto que C, é uma curva lisa que nao é racional sobre
R, justamente porque C4(R) = ().

Além disso, das contas feitas acima, podemos concluir o seguinte fato de carater
geral: para uma conica redutivel C|,, sempre teremos C(K) # (), para qualquer
corpo K, embora C(K) consista de apenas um ponto ou C(K) seja a unido de duas
copias de P

E finalmente chegamos ao resultado principal desta secao.

Teorema 2.1.6 Seja C/K uma curva lisa de género zero. Entao C € isomorfa sobre
K a uma conica lisa.

Prova: Consideremos o divisor canonico K¢ da curva C, que esta definido sobre K.
Pelo Riemann-Roch (1.5.4, pg. 22) temos que deg(K¢) = 2g — 2 = —2 e portanto

deg(—KC) = 2.
Logo, por (1.5.4, pg. 22)
f(—Kc) = deg(—KC) — g +1=3

Consideremos o mapa ¢ = ¢_g, associado ao divisor —K¢. Seja E = ¢(C). Como
¢ é nao constante, F ¢ uma curva irredutivel de grau pelo menos 2. Pela férmula
do grau do divisor (1.3.2, pg. 18) temos

2 =deg(—K¢) = degopdeg E > 2.

Portanto deg¢p = 1, deg £ = 2, E é lisa (2.1.2, pg. 28) e ¢ é um isomorfismo, pois
¢ um mapa birracional entre curvas lisas (1.2.1, pg. 12). O
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Corolario 2.1.7 Seja C/K uma curva lisa de género 0.
(i) C € isomorfa sobre K a uma conica em P2

(ii) C € racional se, e somente se, C(K) # (). O

2.2 Conicas sobre QQ - Principio Local-Global

Na secao anterior reduzimos o estudos das conicas projetivas definida sobre Q a
decidir quando uma determinada conica tem ou nao um ponto sobre Q. O teorema
de Hasse-Minkowski, chamado as vezes de principio local-global para conicas e cujo
enunciado e demonstragao serd visto adiante, fornece uma resposta satisfatoria a
esta pergunta.

Na prova do principio local-global usaremos sem demonstracao o seguinte resul-
tado devido a Minkowski:

Teorema 2.2.1 (Lema de Minkowski sobre sélidos convexos) Seja A um sub-
grupo de 7" de indice m. Seja C C R um conjunto convexo e simétrico de volume

V(C) > 2"m

Entao existec € CNA com c # 0.
Prova: [CASSELS], pg. 18. O

Teorema 2.2.2 (Hasse-Minkowski) Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para
a existéncia de um ponto racional sobre uma conica C definida sobre Q € que exista
um ponto em R e um ponto em Q,, para todo primo p > 2.

Em outras palavras, seja C|, uma conica sobre Q. Entao C(Q) # 0 se, e somente se,

C(R) # 0 e C(Q,) # 0, para todo primo p > 2.

Prova: A necessidade é trivial. Preocuparemo-nos tao somente com a suficiéncia.
Assim supondo que Vp, primo, exista um ponto a = (aj,as,a3) # (0,0,0) com
a; € Q, tal que F'(a) = 0 e multiplicando este vetor pelo inverso do a; nao nulo de
maior médulo, podemos supor que

mazlal, =1 (x)
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Como vimos existe uma transformacao do tipo
T:X,= Z ;Y
J

com t;; € Q e det(t;;) # 0, de tal forma que tenhamos

F(X) = fiX] + [2X5 4+ f3X3, com f; € Q

Primeiro fagamos algumas mudancas de coordenadas de modo a termos os f;
nimeros inteiros livres de quadrados e cujo produto fifsf3 também seja livre de
quadrados.

Multiplicando F(X) pelo produto dos denominadores dos f; poderemos supor
que eles pertencem a Z. Além disso se fi, fo e f3 possuirem um fator comum pode-
mos multiplicar F'(X) pelo inverso deste fator para que tenhamos mdc(f1, fa, f3) = 1.

Se um dos f; for da forma f; = t?- f]/- poderemos fazer a substituicao X; —
t;X; (t; € Q) de modo que, sem perda de generalidade, os f; sdo livre de quadra-
dos.

Podemos também supor que fifsf3 seja livre de quadrados, pois se acontecesse
fifafs = t?q, como cada f; é livre de quadrados e mdc(fi, fa, f3) = 1, devemos ter,
digamos, f; = tf; e fo = tf,. Se multiplicarmos I por ¢ e fizermos a substituicao
X; — tX;, 7= 1,2, teremos o f1f2f3 livre de quadrados.

Deste modo teremos fifofs = 2 pipa...py, onde X = 1 ou 0 e os p;’s sdo primos
impares distintos.

Agora consideraremos os seguintes casos:

Lp#2ep| fifofs

Suponha que p | fi, logo p t fa, f3, uma vez que fi faf3 é livre de quadrados.
Portanto |fia?|, < 1. Agora se |as|, < 1 teremos:

|f3a§‘p = ’flaf + fZCLg’p <l1l= |a3|p <1

Logo
| fraily < méx{|faa3lp, | fa3lp} < p7° = |aa| <p7' <1

e isto contradiz (x). Logo |az|, = |as|, = 1. E assim
|f2a§ + f3a§|p <1
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Dali, dividindo pela unidade ay deduzimos que existe r, € Z tal que

fo+72f3 =0 mod p

2. p=2e 21 fifafs, ouscja, 21 f1, fa, f3.

Suponhamos que |ai),, |as|, < 1. Dai terfamos:

| f3a3]y = | f1a] + foa3|, < max(|fiail,,|f2a3],) <1

contrariando o fato de termos pelo menos um dos a;’s como unidade. Assim
podemos supor que |az|, = 1. Portanto

1= |faa3|, = | fia} + f3a3], < max(|fiail2, |fsa3]2)

Donde concluimos que, por exemplo, |as|, = |azl, = 1. Logo temos que
| f2a3 + f3a3], < 27! Assim existe um a € Z tal que:

fo+a*f; =0 mod 4

No entanto temos que Ya € Z ocorre a> = 1 ou 0 mod 4. Nao pode ocorrer
a?> = 0 mod 4 pois senao terfamos 0 = f, + a®f3 = f» mod 4, contradizendo
o fato de fy nao ser divisivel por 2. Portanto se tem:

f2—|—f3EO mod 4

3. p:2€2|f1f2f3

Digamos que 2 | f1 e que 21 fofs. Como 2 | fi temos que |fia?|s < |a?]y < 1.
Se ocorresse |ag|y < 1 terfamos:

|a3lo = | f3a3]2 = | f203 + fiai]s < max(| foa3]s, | frail2) < 1

podemos concluir que |as|s = |agle = 1. Além disso existem duas possibilidades
para aj: ou |ajls = 1 ou |ay]s < 1. No primeiro caso, encontraremos inteiros
ri1, T2 € r3 de modo que:

0= fir; + fors + far3 = fi + fo + f3 mod 8

devido ao fato de termos a?> = 1 mod 8 para qualquer e impar. E disto
concluimos que
fi+ fo+ f3=0 mod 8.
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Caso |ag|s < 1 teremos

i, <27 = |}, <272 = 27° > | fial|a = | 203 + f3a3]

Donde
fo+ f3=0 mod 8

Assim podemos afirmar que
sfi+ fo+ f3=0 mod 8

onde s = 1 ou 0 dependendo de a; ser ou nao uma unidade.

Se impusermos a seguinte condicao
T3 =172 mod p;
onde p; é um dos fatores de |f fofs]| entdo pelo CASO 1 teremos

F(X) = fizx]+ fox] + fsz]
(f2+ 72 f3)z3 =0 mod p;

Se por acaso 2 nao ¢ fator de fif5f3, impondo as condicoes

{xlzo mod 2

Ty = x3 mod 2
e utilizando o CASO 2 teremos

F(X)=0 mod 4

E de maneira semelhante se 2 | fifafs € 2| f1, impondo

T9 = x3 mod 4
r1 = sxr3 mod 2, ondes=1oul

e utilizando o CASO 3 temos
F(X) =0 mod 8
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Consideremos como A um dos seguintes subgrupos de Z3

r3 = rp,x2 mod p;, Vi r3 =1y, T2 mod p;, Vi
r1 =0 mod 2 ou r1 = sxr3 mod 2
T9 = x3 mod 2 To = x3 mod 4

O primeiro serd considerado caso 21 f1 fof3 enquanto que tomaremos o segundo

se 2| fifafs.

Em qualquer um dos casos, sempre obtemos VX € A

F(X) =0 mod 4|f1fafs]

AFIRMACAO : O subgrupo A tem indice m = 4|f1 fo.fs]

Consideremos agora o seguinte conjunto convexo e simétrico

C:|filaf + | falad + | f3l23 < 4] f1fafs]

ou

il o /2] | /s

C:—r—2+ — 2’ + — 13 < 1

41 f1fa 13 4| f1fof3] 41 f1fo fs]

que é um solido limitado por um elipsoide € e cujo volume é dado por

V(C) = %W\/4f1f2\/4f1f3\/4f2f3 = %7?23\]01]02]03‘ > 2|4f1 fafs] > 2°m

Portanto, pelo teorema de Minkowski, existe um 0 # ¢ € A NC. Para este ¢
temos

F(c) =0 mod 4[fi fofs]
[F(c)| < |file] + | faled + | falc3 < 4] fifafs]
Logo
F(c)=0
e portanto concluimos a demonstragao do teorema.
Para demonstrar a afirmacao consideremos, inicialmente, os subgrupos de Z3,

A; t x5 = 1p,x9 mod p;, e os seguintes homomorfismos g; : 73 — 7 definido por
i

(961,510271’3) = T3 — I'p;T2.
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Cada g; é sobrejetivo, pois sempre podemos encontrar solucoes inteiras para a
equacao rs3 — 7, T2 = d, Vd € Z. Ademais, ker g; = A; donde

Z?’NZ

N o7 e Z° . \;] = p;i

Chamemos de I'y ao subgrupo

{xlz() mod 2

T9 = x3 mod 2

Para I'; conseguimos um homomorfismo sobrejetivo hy : Z* — Z/27 x 7./]27
definido por
(21, T2, 73) > (T1, 22 — T3).

O nucleo de hy é o subgrupo I'y; portanto

Z3
T 7./27 x 7./27. e [Z?: T, =4
1

Com consideragoes semelhantes constroi-se a seguinte seqiiencia exata de grupos
0—Ty—Z>— Z/27 x Z.JAZ — 0

mostrando que
[Z?) : FQ] =38

r, - {l‘gEiL‘g mod 4

onde

r1 = sx3 mod 2, ondes =1 ou0.

E fécil mostrar que A; + Ty = Z3, A; + Ty = Z3 e Ay + A; = Z3, Vi # J.

Definiremos o seguinte mapa sobrejetivo

oizt  — %)x%
X = (21,0, 73) — (x) = ([x], .., [x]).

onde t = 1,2 e [x] indica a classe de x mddulo o respectivo subgrupo.
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Pelo teorema do resto chinés temos que ker ¢; = (m A;) ﬂFt = A. Portanto

YA YA YA
1 =G5
Quando t = 1, ou seja, se 21 f1f2f3 teremos

Z3: A = [Z3:H([Z€)x§]

- ([ %)1)[%3 : ?11

= 4<Hpi> = 4| fifafsl.

Para t = 2, isto é, quando 2 | fif2f3 e 2| f1, teremos

Z3: A = [Z3:H(%)x§]

- ([ (%)D[ZS : ?2]

= (sz‘)S = 4(2 Hpi)
= 4|f1f2f3‘-
O

Dentro deste teorema mostramos que se uma conica dada por fo X3+ f1 X7+ fo X3
tiver solugoes locais entao os coeficientes satisfazem

o p|fifafs e p # 2. Neste caso existe r, € Z tal que
f2—|—7"12)f3 =0 mod p ou fl—l—rzfg =0 mod p ou f1+7°gf2 =0 mod p
a depender de termos p | f1, p | fo ou p | fs, respectivamente.

[} Q'fflfgfg. Entao
fo+ f3=0 mod 4
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o 2|f1fafs3. Caso 2| f1, conseguimos
Ji+ fo+ f3=0 mod 8ou fo + f3 =0 mod 8

Valem congruéncias semelhantes, para 2 | fo ou 2| f3.

Usando uma das formas do lema de Hensel (ver préxima se¢ao) se a conica pos-
suir uma solugao em R mostra-se que a reciproca deste fato é verdadeira, gerando
uma maneira efetiva de mostrar a existéncia de pontos com coordenadas racionais
numa conica.

Exemplo 2.1 2X? +17Y? — Z2 = 0.

O produto dos coeficientes ¢é divisivel por 2 e 17. Renumerando os coeficientes
de uma maneira conveniente, para p = 17 devemos verificar a existéncia de uma
solucao para

2 =2 mod 17,

ou seja, verificar se 2 é um residuo quadratico modulo 17, o que é facilmente feito
usando o critério de Euler.

Como o produto dos coeficientes é par e claramente
17—1=0 mod 8,

a conica satisfaz todas as condicoés, possuindo assim uma solugao racional, a saber
(2,1,5).

2.3 Contra exemplo para o principio Local-Global

Vimos o quanto é importante a existéncia de um ponto racional sobre uma conica
para podermos obter sua real estrutura. Entretanto, mostraremos aqui, que para
curvas de grau maior ou igual a 3, o principio local-global (PLG) nao se aplica e
se quisermos determinar um ponto racional sobre a curva, deveremos produzir um
novo método.

O mais famoso contra-exemplo para o PLG é a curva

3X34+4Y2+523 =0
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que Selmer mostrou possuir solugdes locais sem possuir solugdes globais (veja, por
exemplo, [CASSELS], pg. 87).

A curva que mostraremos nao satisfazer o PLG é
Xt —17=2Y"
e foi obtida independentemente por Lind e Reichardt.

Comecaremos pelas solugoes locais. Para isso usaremos o seguinte resultado

Teorema 2.3.1 (Lema de Hensel) Sejam f(X) € Z,[X] um polinomio e f'(X)
sua derivada formal. Suponha que exista um ay € Z, tal que

[f(an)lp < |f'(ar)l.

Entao existe a € Z, tal que

<1
P

f@)=0 e la-al<|

f(a1)
f'(ar)?
Prova: [GOUVEA], pg. 70 O

Corolario 2.3.2 Seja F(X, ..., X,) € Z,[ X1, ..., X,,] e suponha que ezista um ponto
(a1,...,an) € Z3 tal que, para algum i, tenhamos

OF 2
|F(a,....,an)|p < a—Xi(al, ey Q) ,

Entao F tem uma raiz em Z,.
Prova: Suponhamos i = 1. Considere o polinémio f(7) = F(T,as,...,a,). Para
ay, f satisfaz

[f(a1)lp < |f'(a1)l;-

Portanto, pelo lema de Hensel, existe a € Z, tal que

F(a,asg,...,a,) = f(a) =0
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Teorema 2.3.3 A curva X* — 17 = 2Y? possui solugio em Q,, para todo primo p
e para p = 00.
Prova: Para a curva definida pelo polinomio F(X,Y) = 2Y% — X4 + 17 temos

oOF
6—X—_4X.

Consideremos Y = p, X = p~3. Neste caso temos

2Y?), <p™ < 1 (igualdade se p = 2)
’X4’p = p12 > 1
|17], < 1 (desigualdade se p = 17)
|4X3|]2) > p"  (igualdade se p = 2)

Logo

4 ) oF , | 52
[F(p™"p7°)]p < max{|2Y |y, [ X7, [17],} = p'* < p™ < 4X°[) = ax P L) ,

Dai F' tem uma solugao em Z,,. U

Teorema 2.3.4 2Y? = X* — 17 ndo possui pontos racionais.
) a . P
Prova: Suponha que (z,y) é um ponto nesta curva. Suponha x = — irredutivel.
c
Entao
a* —17¢* = 207, mdc(a, ¢) = mde(a, b) = mde(b, ¢) =1

Colocando A = a? e C' = ¢? temos
A?—17C% = 2b°
Esta equagao possui uma solucao racional ja que possui solugoes locais, veja (2.1,
pg. 39).
Temos
(BA+17C + 4b)(5A + 17C — 4b) = (5A+17C)* — (4b)?
= 2547 +2-5-17TAC + 17°C? — 8(2b?)
= 2547 +2-5-17TAC + 17°C? — 8(A* — 17C?)
= 17A* +2-5-1TAC + 17(17 4 8)C?
17(A+5C)?
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Se existir um divisor primo impar ¢ comum aos dois fatores do primeiro membro
da igualdade acima teriamos
q|20A+17C) = (5A+ 17C + 4b) + (BA + 17C — 4b)
| 17(A+5C) = (5A+ 17C + 4b)(5A + 17C — 4b)
q|8A=50bBA+17C) —17(A+5C)
q|8C =—(bA+17C) +5(A+5C)

Os dois fatores devem ter sinais iguais ja que seu produto é um nimero positivo, e
lembrando que A = a? ¢ C' = ¢? vemos que o sinal deve ser positivo. Portanto, pela

fatoragao tnica, deve existir inteiros u e v tais que vale uma das possibilidades

Caso 1 | Caso 2

5a? +17c¢2 £ 4b = | 17Tu? 34u?

5a® + 17c¢* + 4b = v? 20?2
a’? + 5c? = uv 2uv

No primeiro caso, ao somarmos as duas primeiras equacgoes , obtemos

10a? + 34¢* = 17u? + v?
a? + 5¢ = wv

Esta primeira equacao médulo 17 é
10a® = v? mod 17
e como 10 nao é um quadrado em Z/17Z devemos ter que 17 divide a e v. Se isto
ocorre, ao olharmos a segunda equagao acima temos que 17 divide ¢, absurdo pois
mdc(a,c) = 1.
O segundo caso fornece-nos as equagoes
5a% + 1762 = 17u* + v*

a® + 5c% = 2uw

Olhando esta equagao em Z/17Z e fazendo consideragoes semelhantes as anteriores
O

levam a uma contradicgao.
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2.4 Conicas sobre corpos finitos

Seja k = F,,com ¢ = p",p : primo, o corpo com ¢ elementos. Notemos que o grupo
multiplicativo IF} ¢ ciclico de ordem ¢ — 1, [SERRE], pg. 4.

Seja u > 0 um inteiro. Seja f(X) = f(Xq,...,Xpn) € k[X] = k[Xy,...,X,] e
considere a seguinte soma S(f) = Z f(x). Nestas condigoes temos:
xekn

Lema 2.4.1

S(X“):Zx“:{gl seu>le(qg—1)|u

caso contrario.
€k

Prova: Para v =0 temos

j4 que k tem caracteristica p e também consideramos que 0° = 1.

Se u > 0 e u é divisivel por ¢ — 1, digamos u = (¢ — 1)m, teremos 0* = 0 e
¢ = (z971)™ = 1™ = 1, para todo x # 0. Daf

S(X)=(qg—1)-140=¢q-1—1=—1.

Por outro lado, se u > 0 e ¢ — 1 nao divide u, existird um y € k* tal que y* # 1,
basta lembrarmos que £*, como observamos anteriormente, ¢ um grupo ciclico de
ordem g — 1. Note ainda que k = {yz | € k}, pois k é finito e yzr = yz = = = 2.
Sendo assim

S(XM) = " =) (ay)t =) "yt =y (> a") = y"(S(X"))
z€k z€k z€k z€k

donde
(1-y")S(X*)=0=S5(X")=0.
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Teorema 2.4.2 (Chevalley-Warning) - Sejam f,, € k[X, ..., X,,] tais que Zdeg fa <

n e considere V.= {v = (v1,...,v,) € A"(k) | fo(v) =0,Va}.
Entdo card(V) =0 mod p.

Prova: Ponha P(z) = [[,(1— f.? '(2)). Se x € V, temos que f,(x) = 0,Va. Daf
P(z) = 1. Caso x € V teremos fo(x) # 0, ou seja, f,2 ' (x) = 1, portanto P(z) = 0.

Assim
— ZP(x) = 21+ZO = card(V

z€k zeV gV

Dai se pudermos mostrar que 0 = S(P) = card(V) - 1 teremos o resultado desejado,
i.e., card(V) =0 mod p

Por hipétese ) deg f, < n. Logo
degP = degH — fh
= Zdeg - £
= Zdeg (fa)

= (q=1)()_degfa) <n(g—1)

portanto todos os monémios de P sdo da seguinte forma X*.. X" com » wu; <

n

n(q — 1) e, claramente, pelo menos um dos u; é menor que ¢ — 1. Portanto

S(X{. Xy = ) xyl...xgnzn(zxﬂ;i)

Usando o lema, vemos que esta soma ¢ igual a zero uma vez que um dos
u; < q¢ — 1, logo nao divisivel por ¢ — 1. Para finalizar, observe apenas que S(P) é
uma combinacao linear de somas deste tipo. Assim segue o resultado. O

Como corolario imediato teremos

Corolario 2.4.3 Sejam f, polinomios em k[Xy,..., X,] tais que > degfo, < n e
sem termo constante. Entdao os f, tem uma solucao comum nado nula.
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Prova: De fato, se a unica solugao fosse a trivial terfamos que card(V ({f.})) =1
que certamente nao ¢ divisivel por p.

Aplicando este corolario para conicas temos

Corolario 2.4.4 Toda conica projetiva sobre um corpo finito tem uma solugao (nao
trivial). O

Corolario 2.4.5 Toda curva lisa e irredutivel de género zero sobre um corpo finito
P 1
Fy € isomorfa sobre Fy a Py, . U

Corolario 2.4.6 Toda hipersuperficie projetiva X = V(F) de P} de grau d < n
tem um ponto racional sobre k, isto é, X(k) # () d

2.5 Conicas sobre corpos de funcoes de curvas
algébricas

Nesta secao k é um corpo algebricamente fechado.

Teorema 2.5.1 (Tsen) - Seja K|k uma extensao de corpos com grau de tran-
scendéncia um. Tomemos fi, fa, ..., fs € K[Xq, ..., X;)] polindmios homogéneos que
satisfazem Y deg f; < m. Entao o sistema de equacgoes f1 = ... = f; = 0 tem uma
solucao nao trivial.

Prova: Chamemos de S ao corpo gerado sobre k por todos os coeficientes dos
fi. Claramente fi,..., fs € S[Xq1,..., X, € K[Xy,...,X,]. Se S|k é uma extensao
algébrica entao nada ha para mostrar. Caso S|k nao seja algébrica entao ela devera
ter grau de transcendéncia um, desta forma nos reduzimos a demonstrar o resultado
para extensoes finitamente geradas. Assim sendo suponha que K|k é finitamente
gerada e tem grau de transcendéncia um.

Note que qualquer ¢t € K — k é transcendente, pois k é algebricamente fechado
e gr.tr.,, K = 1. Considere, assim, o fecho inteiro R C K de k[t] em K. R é um
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k[t]-mé6dulo livre, jé que como k[t]-médulo podemos decompo-lo numa soma direta
de um k[t]-médulo livre e um k[t]-médulo de torgao. No entanto, R estd contido em
K, corpo, e nao possui torcao.

Seja ¢y, ..., ¢, uma k[t]-base para R. Multiplicando todos os ¢;’s temos:

cicj = Z YijpCp onde ; i, € klt]

p

Ponha h := maxdeg; ; -

Se multiplicarmos os f; por constantes apropriadas, podemos supor que eles tém
coeficientes em . Portanto podemos escrever cada coeficiente f; ; de f; como:

fig = Z fispcy onde f; 5, € klt]
p

Definamos m := max deg f; s,

Estamos procurando por solugées da forma x; = ) w;,c, onde os u;) sao
polinémios em k[t] de grau no maximo d. Se olharmos os coeficientes dos z;
como incégnitas, eles corresponderao a pontos do espago projetivo de dimensao
r(d+1)(n+1)—1.

Vejamos sob quais condicoes existira uma solugao deste tipo. Para isso escreva-

mos:
fi(xo, ..cyxy) = fj(z U pCps s Zuw}cp) = Z F;,(t)e,
p p p

onde Fj, € k[t]. Notemos que os F}, sdo expressoes polinomiais dos u;,. Deste
modo, se impusermos f;(xo, ..., ,) = 0 obteremos Z(l + deg F},,) equacbes , uma

p
para cada coeficiente de Fj,, sobre os coeficientes de u;,. Expandindo f;(zo,...,z,)

obteremos os F}, como termos que possuem a seguinte forma:

(o 1] edC I]  wiw)

1<s<deg f; 1<s<deg f;
deg f; deg f;
O grau da ultima parcela desta expressao é Z Ui, py < Z d = ddeg f;, j& que
s=1 s=1

0s u;, tem grau no maximo d. Calculo semelhante mostra que o grau da primeira
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parcela é no méaximo hdeg f; + m. Dai deg F;, < (d + h)deg f; + m. Portanto o
numero total de equagoes serd no maximo:

T s

Y (A+F,) < > (L+(d+h)degf;+m) <r(d (d+h)deg f; +m+1)

p=1 p=1 J
< r(n(d+h)+m+1)

Se tomarmos solucgoes z; cujo grau d satisfaca d > hn +m —n + % teremos:

rd>rh+rm—rn+1 = m™md+rd>rhn+rnd+rm—-—rm+1—
= rnd+rd+m+r>rmd+rh+rm+r+1 =
= rdn+1)+r(n+1)—1>rn(d+h)+rm+r =
= r(d+1)(n+1)—1>r(n(d+h)+m+1)>

T

> ) (14 Fy)

p=1

Logo teremos um sistema com menos equagoes do que a dimensao do espaco
projetivo, entao este sistema tera uma solugao nao trivial, ja que o corpo k é alge-
bricamente fechado. O

Corolario 2.5.2 Seja C,, C P uma conica, com K um corpo de fungoes de uma
curva algébrica definida sobre k = k. Entao C(K) # () e portanto C = P}..

Corolario 2.5.3 Seja C|,., K como acima, uma curva lisa de género 0 definida
sobre K, entio C),, = Py,.
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Capitulo 3

Curvas Elipticas

3.1 Definicao e propriedades iniciais

Definicao 3.1 Uma curva eliptica sobre K é um par (E,QO), onde E é uma curva
lisa de género 1 definida sobre K e O € E(K).

Muitas vezes ao nos referirmos a uma curva eliptica E' nao especificaremos o
ponto O, deixando implicito a sua existéncia. Chamaremos o ponto O de ponto base
da curva eliptica E ou ainda de elemento neutro desta curva. Note que devido ao
exemplo de Selmer, a curva definida por 3X3 +4Y3 4 523, a existéncia de um ponto
racional é extremamente importante.

Vejamos que tipos de propriedades uma curva deste tipo pode ter.

Teorema 3.1.1 Seja E uma curva eliptica definida sobre K.
(1) Ezistem fungoes x,y € K(FE) tais que o mapa

o:E — P2
P ¢(P)=(x(P):y(P):1)
¢ um isomorfismo definido sobre K de E/K sobre uma curva plana de equagdo:
C:Y? 4+ a1 XY + a3y = X2+ a X?+ as X + ag

com ay,as, a3, a4,a6 € K e ¢(O) = (0:1:0)(Mais adiante esclareceremos o porqué
desta numeracao dos coeficientes).
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(2) Reciprocamente, toda curva plana lisa C dada por uma equagdo polinomial como
a anterior € uma curva eliptica definida sobre K com O = (0:1:0) € C(K), seu
ponto base.

Prova: (1) Consideremos os espagos vetoriais £(n(O)) paran = 1,2, ....

Como deg(n(0)) =n > 0 = 2g — 2, pelo teorema de Riemann-Roch (1.5.3, pg.
21) teremos que Vn > 1:

(n(0)) = dimp L(n(0)) = deg(n(0)) —g+1=n

Desta forma podemos escolher fungoes z,y € K(E), conforme (1.5.8, pg. 25) de
forma que {1, 2z} forme uma base para £(2(0)) C L(3(0)) e {1, z,y} seja uma base
para L£(3(0)). Se z tivesse um polo em O de ordem < 2, entdao z € L((O)) = K e
{1, x} seriam linearmente dependentes. Logo ordp z = —2. Analogamente, mostra-
se que y é uma fungao que tem em O um pdlo de ordem 3.

Seja t um paramétro local para £ no ponto O. Portanto , existem u,, u, € K(E)
tais que u,(0) # 0 e uy (0) # 0, & = u,t ™2 e y = u,t—>. Desta forma, teremos que
ordp 2% = —4, ordp vy = —5, ordp 2® = —6 e ordp y?> = —6, mostrando assim que
1z, y,xy, 22,23, 4% € L(6(0)).

Como ¢(6(0)) = 6, teremos que para estas sete funcoes existe uma relacao de
dependéncia linear entre elas, digamos:

Al + AQI + Agy -+ A4I2 + A5{L‘y + A6y2 + A7I3 =0
com os A; € K e um deles nao nulo.

Além disso se ocorresse que A;Ag = 0 terfamos que A; + Ayx + Aszy + Ayz® +
Aszy + Agy? = 0 ou Ay + Asx + Agy + Ay + Aszy + Aza® = 0 seria uma relacao de
dependéncia linear entre elementos de ordem diferentes. No entanto estes elementos
de ordem diferentes sao linearmente independentes em £(6(0)). Portanto, AgAr; #
0, ou seja, nesta combinacao linear 23 e y? devem figurar.

Fazendo as substituigoes © — —AgArx e y — AgAZy temos:
Al — A2A6A7Jf + A4A§A$ 2 _ AgA%I?) + A3A6A$y — A4A§A§$y + A2A¢y2 =0
que quando dividida por A3A% nos d4 a equacio desejada.

O mapa ¢ : E — P? definido por ¢ = (z : y : 1) tem imagem contida na curva
C dada pela equacao acima. Note ainda que ¢ : £ — C C P? é um morfismo
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sobrejetivo pois é um mapa racional nao constante de uma curva lisa para uma
variedade projetiva (1.2.1, pg. 12). Usando a representacao de x e y em termos do
parametro local da curva em O vemos que

d=(z:y:1) = (ugt ™ 1 uyt™>:1) = (upt :u, : t?).
Portanto teremos:
$(0) = (uz(O)(O) : 4, (0) : [(O)]’) = (0:1:0)

pois t(0) = 0 e u,(O) # 0, j& que t é um paramétro local e u, é uma unidade em
Oo.

¢ serd um isomorfismo se mostrarmos que ¢ tem grau 1 e que C' é nao singular(1.2.6,
pg. 14).

Mostrar que ¢ tem grau 1 é, por defini¢ao, mostrar que [K(x,y) : K(E)|] =1, ja
que K(C) = K(z,y). Em outras palavras, queremos que K (F) = K(z,y).

Como z € L£(2(0)) podemos concluir que o tnico pdlo de z é O, que como vimos
anteriormente tem ordem 2. Definamos o seguinte mapa x : £ — P! dado por:

(x(P):1) sex éregular em P,
(1:0) caso P = O.

Deste modo x (1 : 0) = {O}. E dai, por (1.2.7, pg. 15),

2 =1ex(0) = Z ex(P) = degx

Pex—1(1:0)

Logo [K(F) : K(x)] = 2.

Similarmente, mostramos que o mapay = (y : 1) : E — P! tem grau 3 e que,
portanto, [K(E) : K(y)] = 3. Como

3=[K(E): K(y)] = [K(E) : K(z,y)l[K(,y) - K(y)]

2=[K(E): K(z)] = [K(E) : K(z,y)][K(2,y) : K()]
podemos concluir que [K(E) : K(z,y)] = 1 ou equivalentemente, K(E) = K(x,y).
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(2) Suponha agora que C dada pelo polinomio Y2 +a; XY +a3Y = X3 +a, X2 +
as X + ag seja singular. Entao existe um mapa racional ¢ : C --» P! de grau 1
(3.1.2, pg. 51).

Dai po¢ : E — P! é um mapa de grau 1 entre curvas lisas, portanto por (1.2.6,
pg. 14) é um isomorfismo. No entanto, E tem género 1 enquanto que P! tem género
0; o que nos d4 uma contradi¢ao. Logo C é lisa e ¢ é um isomorfismo.

(2) Se C ¢é dada por uma curva nao singular do tipo
C:Y?+ a1 XY + a3y = X° + asX” + s X + ag

resta-nos mostrar que C tem género 1, ja que (0:1:0) € C(K) pode ser o elemento
neutro desta curva.

(1.5.7, pg. 23) nos diz que para curvas lisas dada por um polinémio homogéneo
F(X,Y,Z) € K[X,Y, Z] de grau d temos
_ (d-1)(d-2)
9= 2
onde g é o género da curva.

B3-1)(3-2)
2

Assim nossa curva C tem género g = =1. U

Lema 3.1.2 Seja C uma curva dada por
Y34+ a1 XY +aY — X —a;X? — ay X — ag € K[X,Y].

Se C ¢ singular entdo existe um mapa racional ¢ : C --+ P definido sobre K de
grau 1.

Prova: Podemos supor, fazendo X — X +aeY — Y + b, que (0,0) é o ponto
singular desta curva. Assim:

oF

a, = a—X(O,O):O
OF

as = a—Y(O,O):O

Logo C sera definida pela equagao

F:Y?’4+ a4, XY = X3+ a,X?
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Seja entao ¢ : C --» P! 0 mapa racional definido por ¥(z,y) = (z : y). Clara-
mente, ¢*(K(P')) = K(z,y) = K(C); donde degt) = 1.

A inversa racional de 9 é

P! — E
(1:t) — (24 ait — ao, 3 + ast? — ast)

Corolério 3.1.3 Seja E/K um curva eliptica com x ey suas fungoes coordenadas.
Entao
K(E) = K(x,y) e [K(E) : K(r)] = 2

A equacao
Y24+ a1 XY +a3Y = X34 ao X2 + ay X + ag

chamamos de equagao de Weierstrass da curva eliptica E/K, enquanto que as
funcgoes z,y sao chamadas de fung¢oes coordenadas da equagcao de Weierstrass.

Este isomorfismo nos permite usar féormulas explicitas para estudar varias pro-
priedades de uma curva eliptica. Por exemplo, mais adiante veremos que a uma
curva eliptica /K podemos dar uma estrutura de grupo abeliano. No entanto, a
estrutura deste grupo sé podera ser obtida mediante calculos com sua equacao de
Weierstrass. B usando esta forma que se mostra um dos resultados mais celebrados
sobre curva eliptica: o teorema de Mordell.

Entretanto, antes de tratarmos destes assuntos, fagamos um estudo mais intenso
da equacao de Weierstrass.

3.2 Equacao de Weierstrass

Na segao anterior vimos que associado a uma curva eliptica £/ K existe uma equagao
de Weierstrass, no entanto para demonstrar este fato precisavamos escolher fungoes
coordenadas de Weierstrass. Assim, podemos nos perguntar o quanto a equacgao de
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Weierstrass depende de nossa escolha. O préximo resultado é uma resposta a esta
pergunta...

Teorema 3.2.1 Quaisquer duas equagoes de Weierstrass para uma curva eliptica
E/K estao relacionadas por uma mudanca linear de coordenadas do tipo:

X =u*X +r
Y =Y + suX'+t

comu,r,s,t € K eu+#0.

Prova: Sejam z,y e 2’1y’ dois pares de fungoes coordenadas de Weierstrass para
E. Entao z,z’ tem um pdlo de ordem 2 em O e y,7" tem um pdlo de ordem 3 em
O. Além do mais {1,z} e {1,2'} sao bases para L£(2(0)) e {1,z,y} e {1,2,y'} sao
bases para £(3(0)).Efetuando uma mudanga de base, podemos encontrar constantes
Uy, Ug, S1,7,t € K, com uy,uy # 0 de modo que:

r=wmr +r Yy =uy +s2’ +t

Entretanto {z,y} e {2’,y'} satisfazem uma equagao de Weierstrass nas quais
os termos Y? e X? tem coeficiente 1, portanto uj = u3. Colocando u = uy/u; e

s = s1/u? temos a mudanca de coordenadas desejada. 0

Fazendo as substitui¢oes podemos computar os coeficientes a; para a nova equagao

uay = aj+2s
ualy, = as— sa; + 3r — s
wlay = az+ra+ 2t = Fy(rt)
u'd) = a4 —saz+2rag — (t+1rs)a; + 3r* — 2st = —Fx(r,t) — sFy(r,t)

UGCL% = ag+ras+riay +1° —tazg —rta; — t* = —F(r,t)

Uma das razoes para enumerarmos os coeficientes de uma equacao de Weier-
strass daquela maneira “aleatéria” é que desta forma a relacao entre os coeficientes
antigos e os novos serd obtida de uma forma mais “simétrica”. Vejamos por exemplo
o que acontece quando fazemos a trasformacao X = u?X’ e Y = u3Y”’. Neste caso
a relacao entre os coeficientes sera dada de uma maneira muito simples, altamente
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mnemonica: a; = u'al.

Quando a caracteristica de K # 2, podemos simplificar a equacao de Weierstrass
de uma curva eliptica, completando o quadrado em Y de

F(X,Y) =Y+ a1 XY + a3V — (X? + auX? + ay X + ag)

Para isso facamos a substitui¢ao Y — (Y — a; X — a3):

Y24+ a1 XY +a3Y = X34 a, X% + ay X + ag

1 1 1
(5(Y—alX—CL3>)2+CL1X<§(Y—alX—ag))+G3(§(Y—CL1X—CL3)) = X3+CL2X2+(I4X+CL6

(Y—alX—a3)2+2a1X(Y—a1X—a3)+2a3(Y—a1X—a3) = 4(X3+CL2X2+CL4X—|—G6)

Y24 a X2+ ag — 21 XY — 2a3Y 4+ 2a;a3X + 2, XY — Qa%XQ —2a1a3X +
+2a3Y — 2a1a3X — 2a3 = 4X°® + 4ay X? + 4a, X + 4ag

Y2 =4X? + (4ag + a3) X? + 2(2a4 + ara3) X + (4ag + a3)
YV? = 4X° 4+ 0y X + 204X + bs = g(X)
onde
bg = a% + 4@2

b4 = 2CL4+G1(13
b6 = a§+4a6

(X — 3b)
36
eY — 276 eliminamos o termo X? da equacao simplificada, obtendo assim uma

Se char(K) # 2,3 entao fazendo as seguintes transformagoes X —

equacao do tipo:
Y%= X?—27c,X — 5deg = f(X)

com cq = b3 — 24b, e cg = b3 + 36byby — 216bs.
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Facamos, agora, o célculo subseqiiente:

AdY? + a1 XY +azY) = d(X°+ aX? + as X + ag)
2YdY +a;YdX +a; XdYasdY = 3X2%dX + 2a,XdX + a,dX
Y + a1 X +az)dY = (3X*+2a:X + a4 —a;Y)dX
dX dy
2Y + a1 X + as 3X2+ 29X + a4 —a1Y
vy — dX
fX(X7 Y) B fY<X7Y)

w =

Chamamos a este diferencial w de diferencial invariante da equacao de Weier-
strass.

Na secao anterior vimos a relacdo que uma curva eliptica tem com uma curva
plana cibica. Vimos também que se uma cibica é nao singular entao ela sera uma
curva eliptica. No entanto, seria interessante saber se existe uma maneira mais
efetiva de se mostrar que uma cibica é nao singular, por exemplo a partir dos seus
coeficientes. Para isso definamos as seguintes quantidades associadas a uma equagao
de Weierstrass:

A = —b3bs — 8b} — 270 + 9babybs

Verifica-se que estas quantidades satisfazem as seguintes relagoes :
4bg = bobg — b7 e 1728A =i — c2

Chamamos A de discriminante associado a equacao de Weierstrass, enquanto
que j é chamado de j-invariante da curva eliptica F.

A tabela abaixo resume o que acontece com os coeficientes quando fazemos mu-
dancas de variaveis que preservam a equacao de Weierstrass, isto é:

X =u*X +r

Y =¥ + suX' +t
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u?b, = by +12r =1/24"(r)
b, = by+byr +6r% =1/2¢'(r)
ulbly = bg + 2047 + bor® + 4r° = g(7)

uSby = bg + 3ber 4 3r°by 4 bor® + 31"
4/

u'dy = ¢
udy = g
u?A" = A
./ .
J =
u Y = w

onde ¢'(X) e ¢"(X) representa, respectivamente, a primeira e a segunda derivada
do o polinémio obtido a partir da mudanca que deixa a equacao de Weierstrass com
a forma Y? = g(X) = 4X3 4+ 0y X% + 2b, X + bg.

Observe que o j-invariante nao tem este nome por acaso: afinal ele é um invari-
ante da classe de isomorfismo da curva, independendo da equagao de Weierstrass
escolhida para F.

Enfim consideremos uma curva E em P% definida por uma equacao de Weier-
strass.

Teorema 3.2.2 F ¢ nao singular se, e somente se, A # 0
Prova: Mostramos que para um corpo de caracteristica # 2 a equagao de Weier-
strass assume a seguinte forma:

F(X,Y)=Y? - g(X)

com ¢g(X) um polinémio de grau 3. Entdo para que um ponto desta curva E seja
singular deveremos ter

oF

a—Y(fBO, Y) = 2yo=0
OF ,

8—X<x0’ yo) = g (ﬂfo) =0

Assim um ponto em F serd singular se, e somente se, for da forma (0, z() com
xo uma raiz dupla do polinémio g(X). Entretanto para sabermos se g possui uma
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raiz dupla basta mostrarmos que Disc(g) = Res(g,g’) = 0. E sé uma questao de
célculos mostrar que A e Disc(g) sao iguais médulo uma constante nao nula.

Caso char(K) = 2 teremos que:
bg = CL%

cy = by3=aj

jo= c/A=a?/A

Em particular a; = 0 se, e s6 se, 7 = 0.

Suponhamos que j # 0 ou equivalentemente que a; # 0. Substituindo X por
X + ¢ teremos que Y2 4+ a1 XY + a3 se transforma em Y? + a; XY + (ajc + a3)Y.
Logo tomando ¢ = —agz/a; podemos supor que az = 0 e que o primeiro membro da
equagao de Weierstrass é da forma Y2 + a; XY. Substituindo X por a3X e Y por
a}Y permite-nos normalizar a; = 1 e uma mudanca de varidveis linear permite-no
escolher a4, = 0. Enfim:

Y24+ XY = X3+ aX? 4 ag
Desta forma teremos by = 1, by = bg =0, bg = ag, e cs =1 e A =ag=1/j. As
derivadas parciais para esta equacao de Weierstrass sao:

Fx = Y+X?
F = X

Logo o ponto singular serd a origem (0,0). No entanto, este ponto pertence a
curva se, e somente se, ag = A = 0. Portanto E é lisa se, e somente se, A # 0.

No caso de termos j = 0, significando assim que a; = 0, a equacao de Weierstrass
para esta curva sera

Y2 +asY = X2 4+ as X%+ au X + ag

e teremos para esta equagao by = by = 0, bg = a? e A = a3. As derivadas parciais
Sa0

FX = X2+CL4

Fy:a3
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Ficando claro que se a curva for singular entdao A = a3 = 0. Caso A =a3 = fy =0
entao a curva é dada por

Y2 = X3 +CL2X2 +CL4X + ag
Fazendo a substituicao X — X + a3 e Y — Y obtemos
V2= X3+ a,X +ag = h(X)

Como A é o discriminante de (X ), a menos de uma constante, teremos que a curva
serd singular uma vez que fx = h'(X) = 0. O

Vimos anteriormente que duas curvas elipticas isomorfas possuem o mesmo j-
invariante. Na realidade, vale também a reciproca desta afirmacao: Se duas curva
eliptica E/K e E’/K possuem o mesmo j-invariante entdo elas sao isomorfas sobre
K. A demonstracdo deste fato para caracteristica 2 e 3 requer algumas consideracoes
que nao faremos aqui. Facamos apenas o caso mais simples: char(K) # 2, 3.

Como vimos as equagoes das curvas elipticas E/K e E’'/K podem ser dadas por
Y2=X34aX+beY?=X"+dX +1V, respectivamente. Para esta curvas os
j-invariantes sao

4a3 4a" ,
— 3 5 — 3 3 — J(E/>
4a3 + 27b 4a’” + 27b

J(E)
donde

(4a)®(4a” + 276°) = (4d')*(4a® 4 270%)
AMad')? +4.276%° = 4ad')® + 4.274°V?
CL3bl2 _ a/3b2

Se a = 0 entao b # 071 pois A #0, e dali a’ = 0 o que nos leva a concluir que b’ # 0.
Portanto X — (b/V)s X' e Y — (b/V/)2Y" serd um isomorfismo.

b=0=a+#0= a # 0. Portanto as transformacdes X — (a/a’)2X" e
Y — (a/d’)1Y’ nos dao um isomorfismo.

Ja se ab # 0, uma vez que ' = 0 = b = 0 contradizendo A’ # 0, teremos
que a'b’ # 0 entao tomando quaisquer uma das transformacoes acima teremos o
isomorfismo desejado.
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Seja jo € K. Se jo # 0,1728, entdo a curva

36 1
E: Y+ XY =X°—- X — -
Jo — 1728 Jo — 1728
j2
tem j, como j-invariante e seu discriminante é A = —2%— Note que E estd
(jo — 1728)?

definida sobre K (jo).

Para jo = 0 temos a curva

E:Y?’+Y =X>  A=-27

Enquanto que para j, = 1728 a curva
E:Y’=X+X A=-64

terd j-invariante igual a 1728. Observe que em caracateristica 2 ou 3,
jo = 1728 = 123 = 0, mas ainda assim um dos exemplos servira.

3.3 Lei de Grupo

Para curvas lisas de género 0 sobre os racionais vimos que a existéncia de um ponto
racional faz com que esta curva seja isomorfa sobre (Q a uma reta. Também vimos
que o principio local-global é uma maneira de determinar quando uma curva de
género 0 possui ou nao um ponto racional. Logo, pode-se determinar totalmente a
estrutura dos pontos racionais de uma curva com género 0.

Entretanto para curvas de género 1 nao existe ainda tal ferramenta: nao se pode
dizer que uma curva de género 1 possui um ponto racional apenas analisando o que
acontece localmente. Um contra-exemplo para este principio é a curva que Selmer
mostrou ter pontos em Q,, Vp > 2 primo mas que nao possui nenhum ponto racional:
3X3+4Y3 + 523 =0.

Por isso que, para o estudo de curvas C de género 1, a condicao de existéncia
de um ponto racional é primordial, sem esta condicao quase nada se pode dizer a
respeito da curva. A existéncia de um ponto racional, como mostraremos aqui, fara
com que C(K) tenha uma estrutura de grupo.
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Inicialmente, vejamos o que acontece com uma cubica cujo ponto K-racional
(ponto com coordenadas em K) O é singular. Como O é singular cada reta K-
racional (i.e., reta definida sobre K) intercepta a curva em um outro ponto P que
também sera racional pois sua coordenada x, por exemplo, sera solucao de uma
equacao cubica que ja possui duas outras solugoes K-racionais referentes ao ponto
O. Desta forma, a reta que une O a P é uma reta definida sobre K e interceptara uma
outra reta definida sobre K em um ponto K-racional. Em outras palavras, podemos
projetar a cubica numa reta definida sobre K através do ponto O, de modo que a
pontos K-racionais da reta estejam em bijecao com os pontos K-racionais da cibica.

J& para cubicas lisas teremos que, dado um ponto K-racional, qualquer reta
passando por este ponto interceptarda a curva em dois outros pontos (distintos ou
nao). Assim nao poderfamos de uma maneira geral fazer uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos K-racionais desta ciibica e os pontos da reta.

Contudo, se tivermos dois pontos K-racionais P e (), a reta que os une estara
definida sobre K e cortard a ctibica num ponto PQ), que devera ser K-racional (para
isso basta notarmos que a equacao que permite calcular esta intersecao sera de grau
trés e possurd duas raizes em K correspondentes aos pontos P e (). Obtemos,
entao, um tipo de operacao para dois pontos K-racionais distintos desta curva.

Para estendermos esta operacao facamos associar ao ponto P um outro ponto
K-racional PP obtido através da intersecao da cibica com a reta tangente em
P. Logo de poucos pontos K-racionais sobre a curva podemos possivelmente obter
infinitos outros. A este método de obtencao de pontos K-racionais a partir de outros
chamaremos de corda-tangente.

Esta operacao, entretanto, apesar de ser comutativa, nao possui ao menos um
elemento neutro que seria um ponto 0 tal que todas as retas tangentes a um ponto
P desta cubica passe por 0. Entretanto fazendo alguns aperfeicoamentos nesta
operacao obtém-se uma lei de grupo para uma ctbica nao singular. Para isto,
necessitaremos do ponto K-racional P da cibica.

Como vimos esta cuibica é uma curva eliptica isomorfa a uma ctbica E dada por
uma equagao de Weierstrass. O ponto P é entao levado no ponto O = (0:1:0).

Este ponto O serd o elemento neutro do grupo dado pela operagao:

Definicao 3.2 Dados P e () na curva, obtemos pelo método corda-tangente o ponto
PQ. Seja L' a reta ligando PQ a O. L' intercepta E num outro ponto que deno-
taremos por P+ Q).
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Em simbolos temos P + Q = O(PQ).

Lema 3.3.1 Sejam C uma curva de género 1 e P,QQ € C. Entio (P) ~ (Q) se, e
somente se, P = ().
Prova: Se (P)

div(f) +(Q) = (P)
(((Q)) = 1, logo f €

(C) tal que (P) — (Q) = div(f) =
). Pelo Riemann-Roch (1.5.4, pg. 22),
Q) =div(f) =0, ouseja, P=0Q. O

(Q) entao existe f €
0. Logo f e L((Q)
(@Q (

>
L(Q)) = K e (P) -

Lema 3.3.2 Seja C uma curva ciubica nao singular e C; e Cy duas outras curvas
cubicas distintas. Se oito dos pontos da intersecao entre C1 e C estao na intersecao
de Cy e C entao Cy e Cy interceptam C nos mesmos nove pontos.

Prova: Sejam f; e fy 0s polinomios que definem C; e Cy, respectivamente. Clara-

mente temos que f—l eK({C)e
2

aiv(Lh) = 3 (P + Q) — (3(P) +(P) = (@) — (P)

f2 i=1 i=1

Em outras palavras, (Q) ~ (P). Como toda ctibica lisa tem género 1, pelo lema
anterior tem-se que ) = P. O

Teorema 3.3.3 A operacao definida acima € uma lei de grupo para E cujo elemento
neutro € O. Ademais E € grupo abeliano e esta lei de grupo satisfaz:

(%) P+Q+ R=0 se, e sose, P, Q eR estiverem numa mesma reta.
Prova: A propriedade () mostra-se notando que se P, () e R estao sobre uma
mesma reta entao PQ) = R. Dal teremos que P + (Q = OR. A reta unindo OR
a R intercepta a curva no ponto O, o que mostra que (P + Q)R = O. Como O é
um ponto de tangente inflexional teremos exatamente que (P + @) + R = O. No
entanto, mostraremos, logo a seguir, que + é uma operacgao de grupo, valendo assim

P+Q+R=0.

Para que E/K seja um grupo abeliano deve-se mostrar que VP, Q, R € E(K)
valem :
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P+Q=Q+7P
P+Q = 0O(PQ) =0(QP) = Q+ P uma vez que a operagao P é comutativa.

P+O=P

A reta que une PO a O claramente intercepta F em P, donde obtemos o
resultado.

e I—PecFEtalque P+ (—P)=0

PO, P e O estao sobre a mesma reta. Portanto por (x) temos que
(PO+0)+ P = 0. Usando, o item anterior temos que PO+ P = 0. Tomamos
entao —P = OP.

(P+Q)+R=P+(Q+R)

Para a associatividade basta mostrarmos que (P + Q)R = P(Q + R) pois
assim a reta que une O a este ponto daria o mesmo ponto que por um lado é
(P + Q) + R e por outro lado ¢ P+ (Q + R).

Sejam [ a reta que passa por P,(Q e PQ); m a reta que passa por P+ @, R e
(P+Q)R; e n areta que passa por O, QR e Q+ R. Entao a cibical-m-n =0
intercepta F em O, P,Q, R, PQ,QR, P+ Q,Q + Re (P+ Q)R.

Consideremos a reta r que passa por P, Q + R e P(Q + R); a reta s que une
os pontos ), R e QR; e a reta t passando por O, PQ e P + (). Portanto a
cubica r.s.t = 0 intercepta F nos pontos O, P,Q, R, PQ,QR, P+ Q,Q + R e
P(Q+ R).

Pelo lema anterior, vemos que P(Q + R) = (P + Q)R. Logo a operagao é
associativa.

g

Assim vemos que dada uma curva cibica lisa podemos doté-la de uma estrutura
de grupo definida geometricamente. Todavia, também a partir da defini¢ao de curva
eliptica podemos torna-la um grupo da seguinte forma

Teorema 3.3.4 Seja (E,O) uma curva eliptica.

(a) Eziste uma bije¢do de conjuntos o : Pic’(E) — E.

(b) Se E € dada por uma equagio de Weierstrass, entdo a “lei de grupo geométrica”
em E e a “lei de grupo algébrica” induzida por PicO(E) 5G40 as mesmas.
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Prova: (a) Como E tem género 1, pelo Riemmann-Roch (1.5.4, pg. 22), temos
que
dimzL(D + (0)) = deg(D + (0)) =1

Seja f € K(F) um gerador para £(D + (O)). Temos que
div(f) = =D —=(0) e  deg(div(f)) =0
e daf existirda um () € E tal que

div(f) = =D — (0) + (Q) = D ~ (Q) — (O)

Além disso () é tnico pois, para qualquer outro ()" que satisfaca isto teremos

(@)= (0)~D~(Q)—(0) = (Q) ~D+(0)~(Q)

Uma vez mais, usando um dos lemas anteriores, teremos que @) = @’.

Esta propriedade define uma funcao:
v:Div'(E) - E

sobrejetiva, ja que para todo P € E temos

isto é,

Consideremos a funcao:

onde denotamos por D a classe de D € Div’(E) em Pic’(E).

Este mapa é claramente sobrejetivo. Se para Dy, Dy € Div’(E) com v(D;) = P;
tivermos o(Dy) = P, = P, = 0(Ds) entao

D1~(P1)—(O):(P2)—(O)~D2
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Ou seja, o é injetiva.

(b) Seja entao E dada por uma equacdo de Weierstrass e P, Q) € E. E suficiente
mostrarmos que

o (P+Q) =0 (P)+071(Q)

Claramente 0! : E — Pic’(E) é dada por o~*(P) = (P) — (O).

Consideremos a reta L, dada pelo polinomio f, que passa por P, Q) e PQ.
Consideremos, também a reta L', dada pelo polinomio f’, passando por O, PQ e
P+ Q. Claramente f/Z, f'/Z € K(E) e temos:

O fato da reta Z = 0 interceptar £ em O com multiplicidade 3 garante que

div(f/Z) = (P)+(Q)+(PQ)—3(0)
div(f'/2) = (0)+ (PQ)+ (P + Q) —3(0) = (PQ) + (P + Q) — 2(0)

Entao
div(f%) = div(f'/Z) —div(f/Z2)
= (0)+(PQ)+ (P+Q)—2(0) - (P)—(Q) — (PQ) +3(0)
= (P+Q)—(P)—(Q)+(0)

Logo temos que

(P+Q) ~ (P)+(Q)-(0)
(P+Q)=(0) ~ (P)=(0)+(Q~(0)
(P+Q = (P)+(@
oUP+Q) = o (P +07(Q)

Para m € Z e P € E denotaremos

0]P =0
[m|P=[m—1P+P sem>0
[m]P = [—m](—P) sem <0
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Corolario 3.3.5 Seja E uma curva eliptica e D =) np(P) € Div(E). Entdo sao
equivalentes:

(i) D € principal;

(1)) Y-np =0 e > [np|]P = 0.

Prova: Suponhamos que Y. np = 0 j4 que D principal implica D € Div’(E).
Logo usando o isomorfismo ¢~! : £ — Pic’(E) temos

o 'O _InplP) = Y npo'(P)

P

= ZTLP(P) - (0)

e~

= Y np(P)=> np(0)
= an(P)( ja que an =0)
D

Logo D é principal se, e somente se, D = 0 = ¢~ (O) se, e somente se, > [np]P = O.
]

Agora, a partir da equacao de Weierstrass derivaremos féormulas explicitas para
a lei de grupo numa curva eliptica. Estas formulas, dentre outras coisas, permitirao
mostrar que a soma de dois pontos + : £ x E — F ¢ um morfismo, além de dar uma
maneira efetiva de calcular solugoes racionais de uma ciibica lisa a partir de outras.

Seja F(K) uma curva eliptica com a equagao de Weierstrass
FX,)Y) =Y+ a1 XY +aY — X? —apX? —ayX —ag =0
e seja P = (xg,y0) € E. Vejamos como calcular —P.

Na demonstragao geométrica da lei de grupo, vimos que — P € o terceiro ponto de
intersecao da reta ligando O a P. A reta ligando O a P tem equacao X = x( e para
acharmos sua terceira intersecao com E basta substituirmos x por z¢ na equagao de
Weierstrass

Y2+ (a1 + a2)Y — x) — apxp — agwo — ag = 0

A outra solugao y; desta equacao quadrética em Y serd a segunda coordenada
do ponto —P. Dai

F(zo,Y) =Y —yo)(Y — ) =Y? = (yo + 40)Y + Yoyl
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Comparando os coeficientes obtemos a relagao

—(yo + yo) = a1 + as = Yy = —Yo — A1Tg — A2

Donde
—P = (%7 —Yo — a1To — a2)

Consideremos dois pontos de E, P, = (z1,22) e Py = (23,¥2), € vejamos como
encontrar uma formula para a soma destes pontos.

Se r1 = x5 € Yo = —y1 + a1T¢ + as entao pelos cdlculos que acabamos de fazer
temos que P; + P, = O. Caso contrério a reta L unindo P; a P, tera equacao da

forma
L:Y =)MX+4+v

onde A\ e v sao dados pelas férmulas:

e Caso x1 = a9
Entao
B 323 + 2a071 + ag — a1y
2y1 +ajx1 + as
e

A

—.17? + a4 + 2(16 — asyi
2y1 + a1y + ag

Pois, neste caso, a reta L sera a reta tangente a £ em P;. A equacao dessa
reta tangente é dada por

ay

- P =)

Yy—nhn
Derivando implicitamente Y3 4+ a; XY + a2V — X3 — auX? — au X — ag em
relacao a X temos:

dY dY dY
QYd—X —l— (Ile—X + CL1Y —l— (Igd—X = 3X2 —|— 2&2X + Q4

d
Depois de avaliar — no ponto P, substituimos este resultado na equagao da

reta tangente e alguns cdlculos a mais nos dao o resultado desejado.
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o Caso 11 # w9

Entao
\ = Y2 —
Ty — Iy
e
_ N1T2 — Yoy
B To — T

Pois neste caso, a reta que passa por P; e P, tem exatamente inclinacao A
dada acima.

Ao substituirmos a equacao de L na equacao de E veremos que o polindomio em
X, F(X,\X + v), terd trés solugdes z1, x9, x3; onde Py = (x3,y3) é o terceiro ponto
de intersecao de E/ e L. Um mero calculo mostra que o coeficiente do termo de 2°
grau em F(X,\X +v) é

)\2 + CL1>\ — a2
Como F(X, X +v) = (X — z1)(X — 22)(X — x3) vemos que:
[E3:/\2+(11)\—6L2—ZL’1 — T9
Para obter a coordenada ys3 basta lembrarmos que P; também pertence a reta

L, donde
Y3 = A\r3g + v

Como P, P, e P; pertencem a mesma reta teremos

P+P+P=0—P +P,=-—PF

Aplicando a férmula da inversao obtemos
P1+P2: ()\2—|—a1/\—a2—x1—xg,—(m3+a1))\—v—a3)
Estas férmulas serao necessarias quando formos demonstrar o Teorema de Mordell.
No entanto, a demonstracao dada aqui para este belissimo teorema serd feita para

curvas elipticas sobre Q, o que nos permite simplificar bastante as férmulas encon-
tradas:
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Corolario 3.3.6 Seja E = E(Q) dada por
Y2=X?*+aX+b

Sejam P = (z,y), P = (z1,%2) e Py = (22,y:) pontos de E. Entao:

(a) =P = (z,~y)
(b) Se x1 # x5 entdo

(Pt B) = (222 (g 44y

To — X1
- — To — Yok
y(PL+P) = _(y2 y1)3+y2 yl(x1+x2>_yl 2 — Y2y
Tog — I Ty — 1 To9 — T1

(c) A formula da duplicagdo:

(32 4 a)® — 8x(x® + ax +b)  a' — 2ax* — 8bx + a®
4(z3 4 ax + b) B 4y?
(32% + a)® + 4(2® + azx + b)(T2® + ax — 2b)
8(z + ax + )3

3.4 Isogenias

Quando se estuda algum tipo de estrutura, anéis, corpos, modulos, grupos, etc.,
as aplicagoes entre elas possuem um papel de grande importancia, pois revelam
semelhancas e propriedades ocultas que de outra maneira jamais poderiamos sus-
peitar. Para tanto estas aplicagoes deverao preservar as principais caracteristicas da
estrutura; é por isso que os homomorfismos entre grupos preservam a operacao do
grupo, ou as aplicagoes continuas entre espagos topoldgicos sao definidas a partir de
abertos.

Como as curvas elipticas, além de serem variedades, sao também grupos, uma
aplicagao “interessante” entre curvas elipticas deve ser um morfismo de curvas e um
homomorfismo de grupos. Todavia, como veremos adiante, nao é necessario se exigir
tanto.

Definicao 3.3 Seja ¢ : By — Es um mapa entre curvas elipticas < E1,01 > e
< FE5, 09 > definidas sobre k. ¢ é uma isogenia se ¢ € um morfismo entre curvas
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tal que ¢(O1) = Oq. Diremos que duas curvas elipticas sao isdégenas quando existir
uma isogenia ndao constante entre elas, isto €, p(E7) # O

Como todo morfismo entre curvas é constante ou sobrejetivo (1.2.4, pg. 13)
teremos que uma isogenia ¢ satisfaz ¢(FE;) = O ou ¢(E;) = Es, donde toda isogenia,
exceto a isogenia [0]P = O, é um mapa finito entre curvas. Conseqiientemente,
existira uma injecao entre os corpos de fungoes

¢ : k(Ey) — k(Ey)

e o grau de ¢ (deg ¢), o grau separavel de ¢ (deg, ¢), o grau inseparavel de ¢ (deg; @),
a separabilidade de ¢, a inseparabilidade de ¢ ou se ¢ é puramente inseparavel sao
definidos pela propriedade correspondente para a extensdo finita k(Ey)/¢*(k(E))).
Convenciona-se: deg[0] = 0.

A nossa definicao de isogenias, ao contrario do que poderia ser, ndao menciona
nada sobre grupos; também nao é necessario:

Proposicao 3.4.1 Toda isogenia ¢ : E1 — Eo € um homomorfismo de grupos.
Prova: Devemos mostrar que

(P +Q) = ¢(P) + ¢(Q)

para todos os pontos P, Q) € Fj.

Para a isogenia constante [0] nada ha para demonstrar. Caso ¢ seja um mapa
finito, ele induzira um homomorfismo

¢, : Pic’(E,) — Pic®(E»)

definido por

425*(2 ni(F;)) = Z n¢(F;)
Por outro lado existem isomorfismos de grupos

liiZEi — P1C0<EZ)
P (P)=(0))
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Donde, VP € E;, temos

k20 p(P) = ra(o(P)) = (¢(P)) = (O2)

ou seja
K2 © ) = ¢x O Ky

Consideremos P e () pontos quaisquer de F;. Logo, como k1, ko € ¢, sao homo-
morfismos

re(P(P+Q)) = r20d(P+Q)
= ¢.or(P+Q)
= 0u(r1(P) + £1(Q))
= ¢. 0k (P)+ du 0 k1(Q)
= K209(P)+ry0¢(Q)
= rm((P) +0(Q))

O resultado segue desta igualdade, pois ko € injetivo. 0

Uma pergunta natural surge: Hom(F1, Ey) = {¢ : E1 — FE5 | ¢ é uma isogenia}
possui algum tipo de estrutura? Se soubessémos que a adicao de pontos é um
morfismo, poderiamos dota-lo de uma estrutura de grupo com a seguinte lei de
adicao:

(@ +¥)(P) = ¢(P) +¢(P)

O resultado abaixo é a garantia deste fato:

Teorema 3.4.1 Seja E/K uma curva eliptica. Entao as formulas que dao a lei de
adicao em E definem morfismos

+:ExFEF — E —F — F
(PlvPQ) — P+ P P — —P
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Prova: O mapa

—F — E
(,y) — —(z,y) = (v,—y — a1z — ag)

é claramente racional. Como F ¢ lisa, entao — é um morfismo.

Pelas férmulas de adicdo de pontos descritas na se¢ao anterior (3.3, pg. 67),
vemos que o mapa + : £ x F — E é um morfismo no ponto (P, Q) quando P # O
ou Q # O, ou quando x1 # x9, P = (z1,y1) e Q = (22,y2). Como x; = x5 implica
que Y = Y; OU Y = —¥Y1 — a1 — a3 entao o ultimo caso equivale a dizer que P # @)

ou P # —Q.

Consideremos, para um ponto R € E, o mapa sg que associa a um ponto () # P
o terceiro ponto da interse¢ao de E com a reta que une R a (). Obviamente sg(Q) =
—(R + Q) e as férmulas da segao anterior nos dizem que, para R = (x1 : y; : 1) e
Q = (z2: yp : 1), temos

sr(Q) =
(2 = 91)* + a1 (y2 — 1) (w2 — 1) + (—az — 21 — @) (23 — 11)* :
L (Y2 — Y1 + y1a — Yox1) (T2 — 1) (2 — 21)?)
um mapa regular se R # (). Usando a equacao de Weierstrass da curva eliptica
conseguimos mostrar que sz também é regular em R, logo sg ¢ um morfismo (1.2.1,
pg. 12). Mais ainda, sg é um automorfismo pois (sg)? = Id. Mostremos agora que
sr(R) é exatamente o terceiro ponto da interce¢ao da tangente em R com F.

Dentro da demonstracdo do isomorfismo (3.3.4, pg. 62) o' : E — Pic’(E)
chegamos as seguintes relagoes com divisores:

(R)+ (P)+(Q) ~ 3(0) <= R, P e (Q estao alinhados (3.1)
(P)+(@Q) ~ (R)+(0)<=P+Q=R

A partir da defini¢ao da funcdo sg, a relagao (3.1) lé-se

(Q) + (R) + (sr(Q)) ~ 3(0)

Como si ¢ um automorfismo, a aplicagao

(sgr)« : Div(E) — Div(E)
(P) — (sr(P))
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(conforme (1.3, pg. 18)) preserva equivaléncia linear entre divisores e portanto

(sr(Q)) + (sr(R)) + (sr(sr(Q))) ~ 3(sr(0))
(R —=Q)+ (sr(R) +(Q) ~ 3(-R)

ja que sgr(O) = —R. De (7.1) obtemos as relagoes

e dai
(—R = Q)+ (sr(R)) +(Q) ~ 3(—R)
(—R)+ (=Q) — (0) + (sr(R)) + (Q) ~ 3(—R)
(sr(R) +(Q) +(-Q) = (0) ~ 2(-R)
(sr(R)) +(0) ~ (=R)+(—R)
e a relagao (7.1) nos diz que
sr(R) = [2](-R)

isto é, [-2]R é o terceiro ponto da intersecao de E com a reta tangente em R.

Consideremos o mapa 7r(Q)) = R + Q. Pela definicio de sg e a definigdo
geométrica da soma de dois pontos temos que Tg = spoSg, € dai temos que portanto
To ¢ um automorfismo, para qualquer () € E, com inversa 7_¢. Finalmente, para
qualquer P,Q € F temos

Trts © +(P, Q) = +(7r(P), 75(Q))

Portanto se + é um morfismo no ponto (P, () entao ela também serd um morfismo
no ponto (7r(P), 7s(Q))-

Suponha P # O e considere os casos abaixo.

Se T # O, entao + é um morfismo em (P, P —T) uma vez que P # P — T e dai
serd um morfismo também em

(70(P), 7r(P = T)) = (P, P)

Se =T # P entao + é um morfismo em (P, —7') e dai serd um morfismo em
(ro(P), r-p(=T)) = (P, = P)
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+ serd um morfismo em (P, T) e (T, P) se P # T entao serd também um morfismo
em

(TO(P)7T—T(T)) = (PaO)’ (T—T(T)vTO(P)) = (O,P) € (T—P(P)vT—T(T)) = (Ov0>

g

Quando F; = E,, entao podemos ainda compor isogenias. Portanto para uma
curva eliptica o conjunto
End(F) = Hom(E, E)

é um anel com a mesma adicao acima e cuja multiplicagao é dada pela composigao

(0P)(P) = ¢(y(P))

End(E) é conhecido como o anel de endomorfismos de E. Os elementos in-
vertiveis de End(E) formam o grupo de automorfismos de E, Aut(E). E claro que
se Fy, E5 e E estao definidas sobre um corpo K, entao podemos restringir a nossa
atencao as isogenias definidas sobre K. Elas também formam grupos que denotare-
mos por

Homg (Ey, Es) Endg(FE) Autg(E)

Exemplo 3.1 Multiplicagao por m - Se E /K é uma curva eliptica e m é um inteiro
podemos definir um endomorfismo bastante natural, a multiplicacao por m, definida
da tnica maneira possivel
m]:E — E
P —  [m]P

Quando m = 0 temos a zero isogenia [0]P = O, j& definida anteriormente. Que
[m] é uma isogenia segue, por inducdo, do fato de que a soma é um morfismo.
Observemos que, neste caso, [m] esta definido sobre K, sempre que E estiver.

Para uma curva eliptica qualquer, o tinico exemplo 6bvio de isogenias sao estes,
por isso eles sao de vital importancia para o estudo das curvas elipticas. Mais adi-
ante desenvolveremos ferramentas que nos permitirao obter os seguintes resultados
que ora enunciamos sem demonstracao:
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Teorema 3.4.2 Sejam FE/K uma curva eliptica e m um inteiro nao nulo que nao

divide a caracteristica de K. Entao a multiplica¢ao por m, [m], € uma isogenia nao

constante com deg[m| = m2.

Prova: (3.4.12, pg. 87) e (4.1.2, pg. 91) O

Vejamos que informacoes podemos obter deste resultado.

Consideremos duas curvas elipticas F; e Fy. Usando a composicao de morfismo,
podemos dotar Hom(E;, Ey) de uma estrutura de Z-mdédulo:

A HOI’Il(El, E2> — HOHl(El, Eg)
(m,¢) — m-¢=[mlo¢
Se tivermos m - ¢ = [0] entao
m- ¢ = [m]o ¢ = [0] = deg[m]deg¢ =0
Donde m # 0 = deg[m] = m? > 0, e daf deg ¢ = 0, ou equivalentemente, ¢ = [0].

Tomando F = E; = E,, mostramos acima que End(FE) é um anel de carac-
teristica zero. Além do mais, se, para ¢, ¢ € End(FE), tivermos ¢ o ¢ = [0] entéao

degpdegy =0

ou seja
¢ = [0] ou ¢ = [0]
Donde

Corolario 3.4.3 Sejam Ey, Ey ¢ E curvas elipticas. Entao Hom(FE,, Ey) € um Z-

mddulo livre de tor¢ao e End(E) € um dominio de integridade de caracteristica zero.
O

Nas se¢oes vindouras, veremos que uma curva eliptica definida sobre Q, por ser
um grupo abeliano finitamente gerado, satisfaz

E(Q) = E(Q)tors X ZT

O ndmero 7 é chamado de posto de uma curva eliptica e Ey,.s é o subgrupo de
tor¢ao de E, isto é, o conjunto dos pontos de E que possuem ordem finita. E 1util
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definirmos o subgrupo de m-tor¢ao de E, denotado por E[m], formado pelos pontos
que possuem ordem m. Em termos do mapa multiplicacao por m temos:

Elm| =kerjm] = {P € E | [m]P = O}
O subgrupo de torgao, se usarmos esta notacgao, serd entao escrito como

Etors = U E[m]
m=1

Se E estiver definida sobre K, entao Ey,,.s(K) denotara os pontos de ordem finita
em E(K).

Em uma curva eliptica £/K existe um homomorfismo natural de grupos | | :
7Z — End(F). Diremos que a curva possui multiplicagio complexa caso este homo-
morfismo nao seja sobrejetivo, isto é, existam mais endomorfismos além das multi-
plicacoes por m.

A curva E/K, char(K) # 2, definida por y*> = 2® — 2 é um exemplo cldssico de
uma curva com multiplicagdo complexa, pois End(E) possui um mapa que nao é
uma multiplicagdo por m, denotado por [i] e definido por

(ZE’ y) U (—LL', Zy)

onde i € K é uma raiz quarta primitiva da unidade. Ademais [i] € Endg(E) se,
e s6 se, i € K, mostrando-nos que podemos ter Endg(E) & End(FE), ainda que
E esteja definida sobre K. Como, para esta curva, temos —(z,y) = (x,—y) entdo
[i] o [{] = [—1]; o que nos d& um homomorfismo de anéis

Zli] — End(FE)
m+ni —— [m]+[n]ol]
Outro exemplo classico de mapas entre curvas elipticas relaciona as curvas

Ei:y* =2 +az? + bx
Ey: Y?2=X%—2uX +rX

onde char(K) # 2, a,b € K, b# 0 er = a*> — 4b # 0. Usando a homogeneidade
das coordenadas, as definicoes das curvas e o fato de elas serem lisas, mostra-se
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facilmente que os mapas racionais abaixo sao isogenias

¢ E — , bE2 ) ¢ Ey — , E; ,
- Y Y(r—-X
(x:y:1) — (y—:u:l) (X:Y:1) — (4X2. <T8X2 ):1)

x? x?
que satisfazem

pop=[2:Er—E, e gop=[2:E —F

Este é caso particular de algo que mais adiante discutiremos: Isogenia dual. A
isogenia dual permite, entre outras coisas, obter uma cota para a quantidade de
pontos de uma curva eliptica sobre um corpo finito. Se K é um corpo tal que
card(K) = ¢ < oo entdo a cota, conjecturada por Artin e demonstrada por Hasse, é

[#E(K) —q—1] <24

Crucial na obtencao desta cota é a seguinte isogenia

Exemplo 3.2 O morfismo de Frobenius - Sejam K um corpo de caracteristica p > 0
e ¢ = p". Suponhamos que uma curva eliptica E/K seja dada pela equagao de
Weierstrass

VP4 a1 XY +aY — X° —ap X? — as X — ag

A partir desta equacao podemos definir uma outra curva dada pelo polinomio
B9 V3 4 aIXY +alY — X* — aX? — ajX — af

Existe um morfismo entre estas duas curvas, chamado de g-ésimo morfismo de Frobe-
nius, dado por

¢, E — EW

(z,y) — (2997

O morfismo de Frobenius serd uma isogenia se E@ for uma curva eliptica; por sua
vez, B0 (curva dada por uma equagao de Weierstrass ) serd uma curva eliptica se, e
somente se, A(E@) £ 0. Como num corpo de caracteristica p vale (a+b)? = a? +bP
temos, a partir de um simples calculo, que



Quando K = IF, é um corpo finito, entao a” = a, Va € K e o ¢-ésimo mapa de
Frobenius sobre K serd a identidade. Logo E@ = E e ¢, é um endomorfismo de
E, chamado de endomorfismo de Frobenius. Este endomorfismo goza das seguintes
propriedades:

Teorema 3.4.4 Seja K um corpo perfeito de caracteristica p > 0 e q = p". Consid-
eremos o q-ésimo morfismo de Frobenius ¢ : E — E9 onde E/K e E9 sdo curvas
elipticas. Entao:

(a) " (K (") = K(E)t = {f7| | € K(E)},

(b) ¢ € puramente insepardvel,

(c) degé = q.
Prova: [SILVERMAN], pg 30. O

Corolario 3.4.5 Toda isogenia v : E1 — FEy sobre um corpo de caracteristica p > 0
se fatora como

B, % B9 A R,

onde q = deg; 1, ¢ € o q-ésimo morfismo de Frobenius e \ € separdvel.

Prova: [SILVERMAN], pg 30. O

Faremos agora um pouco de “Teoria de Galois” para curvas elipticas, isto é,
resultados sobre curvas elipticas bastante semelhantes aos da Teoria de Galois. Para
tanto necessitamos dos seguintes mapas definidos para uma curva eliptica E/K e
para cada ponto Q) € E

TQ:E — E
P +— 1(P)=P+Q

Este mapa é conhecido por translacdo por (). Note que apesar de ser um isomorfismo
(7@ possui uma inversa: 7_g) a translacdo por ) nao é uma isogenia a menos que

Q = O, pois 7(0) = Q.

Seja F': F1 — FE5 um morfismo qualquer entre curvas elipticas. O morfismo

(25: T—F(Ol) oF

satisfaz ¢(O;) = Os, logo é uma isogenia. E como
F= TF(O) e} ¢
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vemos que todo mapa entre curvas elipticas pode ser decomposto por uma translacao
e uma isogenia.

Comecemos pelo seguinte resultado preparatoério para os demais.

Teorema 3.4.6 Seja ¢ : Fy — E5 uma isogenia nao nula. Entao
(a) ker ¢ € um subgrupo finito de Ey;
(b) Para todo Q € Es,

#671(Q) = deg, ¢

(c) O mapa _ _
A:ker¢g — Aw|[K(F;)/¢*(K(Es))]

*
T — T

¢ um isomorfismo (onde 75 ¢é o automorfismo em K(E)) induzido por 7).
(d) Para toda isogenia separdvel ¢ se tem: ¢ ndo-ramificado,

# ker ¢ = deg ¢

e K(E,) é uma extensdo galoisiana de ¢*(K(E))).
Prova: (a) ker ¢ é um grupo pois ¢ é um homomorfismo de grupos. Além do mais
para todo ) € Ey temos

Y. es(P) =degg

Pep=H(Q)
ou seja, ¢~ 1(Q) ¢ finito para todo @ em Fj.

(b) Sabemos (1.2.7, pg. 15) que
#671(Q) = deg, ¢

exceto para um numero finito de Q € E,. Seja Q' € E, um ponto que satisfaca
esta igualdade e seja Q um ponto qualquer de E,. Como ¢ é sobrejetiva, considere
o ponto Rg € Ej tal que ¢(Rg) = Q' — Q.

Entao para P € ¢~1(Q) temos que
PP+R)=¢(P)+d(R)=Q+Q —Q=0Q

Logo existe uma correspondéncia

o Q) — Q)
P — P+ R
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obviamente bijetiva. Portanto, para todo ) € Fy

#07(Q) = #67(Q') = deg, ¢

Observemos que se T' € ker ¢ entao ¢ o 7p = ¢. Dai, para P, P’ € ¢~ (Q) temos
¢oTp_p = ¢ 0 que nos leva a concluir que

€s(P') = €gorp_p(P') = eg(tp_p(P))er, ,,(P') = ey(P)

ja que uma translagao é um isomorfismo. Mostramos assim que todo ponto numa
mesma fibra ¢~1(Q) tem o mesmo indice de ramificacio. Logo

deg,¢-deg; ¢ = dego

= > es(P)

Peo1(Q)
= #671(Q) - ey(P)
= deg, ¢ ey(P)

deg,¢ = e4(P), para P € ¢ 1(Q)

Como o @) é arbitrario, o resultado segue.

(c) Para T € ker ¢ vimos que ¢ o 7 = ¢. Portanto se f € K(FE,) entdo

(07 (f)) = 70(f o ¢) = (fo @) orr = (¢ orr)"(f) = ¢7(f)

[sto significa que os elementos de ¢*(K (FE2) sao fixados por 7 quando olhado como

automorfismo de K(E;), ou seja, o mapa A estd bem definido. A também satisfaz,
Vfe K(E)

AS+T)f) = 1r46(f) =fotrys
= fo(mrots)=(forr)oTs
= 15(forr)=T15(r7(f))
= (t5o17)(f) = (A(S) o A(T))(f)

isto é
AS+T)=A(S)o A(T)
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e A é um homomorfismo de grupos. Do item (b) e da teoria basica de Galois obtemos

# Aut[K (E,)/¢* (K (E))] < deg, ¢ = # ker ¢

Como A é um mapa entre conjuntos finitos onde a cardinalidade do contra-dominio
é menor ou igual que a do dominio é suficiente mostrar que A é injetivo, para que
ele seja um isomorfismo. Suponha entao que 77 = Idg(g,). Ou equivalentemente
Vf e K(E,) temos

() = f
fP+T) = [f(P)
4
() = f(0)

e evidentemente 7' = O
(d) Se ¢ é separavel, entao, utilizando o item (b), obtemos
#¢~1(Q) = deg ¢

e por (1.2.8, pg. 15) isto implica que ¢ é nao ramificado. Esta tltima igualdade
para () = O nos diz que
ker g = #¢7H(0) = deg ¢

e de (b) chegamos a

#AUt[K(E1)/¢*(K(E2))] =ker ¢ = deg ¢ = [K<E1)/¢*(K(E2))]

Portanto a extensio K(E)/¢*(K(E,)) é galoisiana. O

Corolario 3.4.7 Sejam
¢:E1HE2 € w2E1—>E3
1sogenias nao constantes, com ¢ separdvel. Se

ker ¢ C kery
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entao existe uma unica isogenia A\ : Fy — FEs tal que v = Ao ¢
Prova: Uma vez que ¢ é separavel, o resultado anterior nos garante que

K(Eq)/¢" (K (Ez))

é uma extensao galoisiana. Portanto a inclusao ker¢ C ker®y e o item (c) do
resultado anterior nos diz que

Gal(K (Ey) /6" (K (E2))) = ker ¢ € ker ) = Aut[K (Ey) /" (K (Ey))

Logo os elementos de Gal(K (E;)/¢* (K (Es))) fixam 1*(K (E3)) e temos claramente
a seguinte inclusoes de corpos

U (K(E3)) C ¢"(K(E»)) C K(E)
que podemos escrever a partir do seguintes mapas injetivos

R(Bs) 2 6 (K () K ()

Portanto (1.2.5, pg. 14) existe um morfismo

)\iEz—)Eg

tal que
)\*:(gb*)flow*iw*:(b*o)\*

Donde concluimos que

Y =Aog
Finalmente A é uma isogenia pois satisfaz

>\<02) = )‘<<Z5(01)) = w(Ol) =03

Teorema 3.4.8 Sejam E uma curva eliptica e ® um subgrupo finito de E. Entao
existe uma unica curva eliptica E' e uma isogenia separdvel

¢ FE— L

tal que
ker¢p = P
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Prova: Como na letra (b) do teorema anterior, cada ponto 7' € ® d4 origem a um
automorfismo 77 € K(F). Seja K (E)® o corpo fixo de ® em K(E). Portanto a Teo-
ria de Galois nos diz que a extensdao K (E)/K(E)?® é galoisiana e Gal(K (E)/K(E)?®) =
.

K(E)/K(E)® por ser galoisiana ¢ finita, e conseqilentemente K (E)/K tem grau
de transcendéncia 1. Portanto (1.2.5, pg. 14) existe uma unica curva lisa E'/K e
um morfismo finito

¢ FE— E
tal que B B
¢ (K(E') = K(E)*

Considere P € E e T € ®. Como 7; fixa todo elemento de ¢*K(E') = K(E)®
temos, para toda funcao f € K(FE')

f@(T +P)) = fooorr(P)=((rp0¢")f)(P) = (¢"f)(P) = f(&(P))
Portanto ¢(P 4+ T') = ¢(P), VI' € ®. Além disso
¢ HQ)D{P+T|T e d}

para todo @ € C e todo P € ¢~(Q). Observemos que quando fixamos P e fazemos
T percorrer o conjunto ®, os elementos P + T sao todos distintos e, portanto,
#{P+T|T € d} =#P. Assim, a inclusdo acima nos diz que

#6071 (Q) > #® = deg ¢

Por outro lado temos
#¢~(Q) = deg, ¢ < deg ¢
Dai
#07(Q) =degp, YQEE

ou, equivalentemente, ¢ é nao ramificado.

A férmula de Hurwitz (1.5.6, pg. 22), para um mapa ¢ nao ramificado, implica
que

2género(F) —2 = deg ¢(2género(E') — 2)

I <=
—_

género(E")
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uma vez que género(E) = 1. Portanto E’ é uma curva eliptica e ¢ torna-se uma
isogenia quando tomamos ¢(Og) como elemento neutro. UJ

Sendo assim, considere o invariante diferencial de uma curva eliptica £/ K

dx dy

“ 2y + a1x +as  3x2+ 2a9r + ay — aqy E

onde F ¢ dada pela seguinte equagao de Weierstrass

Y3+ a1 XY +aY — X3 — as X% — ay X — ag

A primeira propriedade importante de w e o motivo pelo qual ele é chamado de
invariante diferencial é a seguinte

Teorema 3.4.9 Seja E uma curva eliptica. Entdo o invariante diferencial w asso-
ciado a uma equacdao de Weierstrass para E satisfaz

THWw) = w, VQ e E

(Aqui, 7 € a translagao por Q)
Prova: Sabemos que div(w), por ser o divisor de uma diferencial, é um divisor
canonico, logo pelo Riemann-Roch (1.5.4, pg. 22)

((div(w)) =1 e f e L(div(w)) = div(f) =0
e da defini¢ao de L(div(w)) temos que
div(f) > — div(w) = div(w) > 0.
Em outras palavras, w é holomorfo.

Suponhamos que w’ seja outro diferencial holomorfo. Logo, como Qg é unidi-
mensional (1.4.1, pg. 18), existe f € K(F) tal que

o= fw
Y
div(w) = div(f) + div(w)
div(f) = div(w') —div(w)
> —div(w) (&' é holomorfo)
Y
feLdiviw) = fekK



ou seja, o diferencial holomorfo é tinico a menos de uma constante.
O diferencial 75(w) é holomorfo, pois temos que (1.3.2, pg. 18)
div(r)(w)) = 75(div(w)) > 0.
(A desigualdade torna-se clara ao usarmos a definigao de 75)

Dai existe uma constante a € K tal que

TH(w) = aw, VQ € E

Se fizermos () = O na igualdade acima achamos ¢ = 1 e portanto segue o
resultado. U

Este fato permite simplificar bastante a demonstracao do préximo teorema que
mostra um resultado bastante conhecido da Analise: diferenciar é linearizar!

Teorema 3.4.10 Sejam E e E' duas curvas elipticas, w o invariante diferencial de
E e ¢, : E' — E duas isogenias. Entao

(0 + ) (W) = ¢"(w) + ¢ (w)

Prova: Para ¢ = [0] ou ¢» = [0] ndo hd o que demonstrar. Caso ¢ + ¢ = [0],
entao usando o fato de que

resta-nos mostrar que

1" (w) = —w
Como
—(z,y) = (#,—y — mz — a3)
segue que
« . dx d(zo[-1
1" (w) = [=1]( = oo 2o D_
2y t+arx+a3”  yol[-1]+azo[-1]+az

B dz
 2(—y—ax —a3) + a1z + as
= —w.
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Portanto podemos assumir que ¢, ¥ e ¢ + ¥ sao todos nao constantes e consid-
erar (x1,%1) e (xq,y2) duas coordenadas de Weierstrass para E independentes, no
sentido de que elas satisfazem a equacao de Weierstrass mas nenhuma outra relacao
algébrica.

Considere
(z3,93) = (21, y1) + (T2, 92)
—_— =
Py Py
entao a formula de adicao de pontos nos diz que z3 e y3 sao combinagoes racionais de

x1,To, Y1 € Yo. Para qualquer (x,y) denotaremos por w(x,y) o diferencial invariante

correspondente
dx

w<x7y) - 2y +a1x + CL3'

Desta forma temos que

w(zs, ys) = f(z1, y1, T2, y2)w(@1, y1) + 9(x1, Y1, T2, Yo )w (T2, Y2)

onde f e g sao funcoes racionais de x1,y1, 22 € yo. Esta ultima igualdade provém
da féormula para a adicao de pontos, das regras usuais de diferenciacao e da relagao
(2y; + arw; + a3)dy; = (322 + 2asw; + ag — ayy;)dw; obtida do fato de que z; e y;
satisfazem a equacao de Weierstrass dada. Mostraremos que f e g sao identicamente
1, usando para isso o fato de w ser invariante por translacao.

Escolhamos um ponto qualquer de F, digamos (), e ponhamos

Ty = 2(Q) e y2 = y(Q).
Entao
dre = d.(Q) =0 e portanto w(xs,ys) = 0.
Desta forma escreveremos w(z3, y3) como
d(x(P1 + Q))
y(P+ Q) +arx(P + Q) +as
= Té(w(%a Y1)

= W(iﬁ;yl)'

w(xs, ys)

Substituindo esta igualdade na expressao acima que nos da w(xs,ys3) como uma
combinagao racional de w(zy,y;) obtemos

f(‘xl?ylax(Q)ay(Q)) 1
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ao olharmos f como uma funcao racional em K (z1,%;). Como o ponto @ foi escolhido
arbitrariamente, teremos que f é uma funcao identicamente 1. Invertendo os papéis
entre (r1,y1) e (za,y2), vé-se que g = 1. Mostrando assim que se

entao

(z3,y3) = (1, ¥2) + (22, 92)

w(zs,ys3) = w(x1,y1) + w(2, Ya).

Seja (2',y') uma coordenada de Weierstrass sobre E’. Coloquemos

ou melhor

X1

U1
X2

Y2
€3

Ys

(¢ + )" y)
(73, Y3)
w(zs3,y3)

(¢ +¢) (W)

<«

=

o2, y) + (', y')
(z1,91) + (22, 42)

w(zy,y1) +w(r2,y2)

¢ (w) + ¢ (w).

Corolario 3.4.11 Sejam w o invariante diferencial sobre uma curva eliptica E e
m um inteiro. Entao

Prova:

[m]"(w) = mw

Inducao sobre m.
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Corolario 3.4.12 Sejam E/K uma curva eliptica e m um inteiro nao nulo. As-
suma que char(K) = 0 ou que m ¢é relativamente primo a char(K). Entdo a multi-
plicacao por m é um endomorfismo nao constante e separdvel.

Prova: O invariante diferencial em F, w, satisfaz

[m]"(w) = mw # 0

e logo [m] é nado constante. Como o mapa [m]* é injetivo entao, por (1.4.2, pg. 19)
[m] é separavel. O
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Capitulo 4

Isogenia dual e corpos finitos

4.1 A isogenia dual

As ferramentas desenvolvidas nesta secao permitirdo mostrar que para uma curva
eliptica E/K, #K = q, temos

[#E(K) —q— 1] < 2/q.
Este resultado foi conjecturado por E. Artin em sua tese e recebeu uma demons-

tracao na década de 30 por Hasse. Essa demonstracao utiliza a nogao de isogenia
dual que surge naturalmente do seguinte fato.

Consideremos uma isogenia ¢ : £1 — F5 nao constante. Entao ¢ induz um mapa
¢* : Pic’(Ey) — Pic(E)).
Por outro lado, existem isomorfismos
ki« B; — Pic(E;)
que resultam num homomorfismo de Fy em Fy, a saber
Ey 2 Pic ()~ Pid () s

E surpreendentemente existe uma isogenia que, como homomorfismo de grupos,
coincide com a aplicagao anterior.
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Teorema 4.1.1 Seja ¢ : E1 — E5 uma isogenia nao constante de grau m.

(a) Entao existe uma unica isogenia

~

¢ FEy — Fy

tal que

(b) Como homomorfismo de grupos ¢ coincide com

By ——= Div®(By) ———> Div*(B,) —22> 1,

Qr—(Q) — (O2) =31y (P) ——>[n,| P
Prova: (a) Mostremos a unicidade. Suponha que ¢ e ¢’ sdo duas isogenias dentro
das condicoes do teorema. Entao

(6 —¢) o ¢ =[m] —[m] = [0].

Como ¢ é nao constante, segue que ¢ — ¢’ é constante e, portanto, ¢ = ¢'.

Observemos que se tivermos uma isogenia ¢ : Fy — FEj, digamos degy = n, e
supusermos que existam 1 e ¢. Entao

~

(q;ozﬂ)o(woqﬁ):ggo[n]ocﬁz[n]o¢o¢:[n][m]:[nm].

Logo, pela unicidade mostrada acima, temos que

Assim é suficiente mostramos a existéncia de gg quando ¢ é separavel ou é o
morfismo de Frobenius, uma vez que todo morfismo entre curvas nao singulares, em
caracteristica p > 0, é uma composicao de um mapa separavel e um morfismo de
Frobenius e um morfismo em caracteristica zero é sempre separavel.

Suponhamos, inicialmente que ¢ é separavel. Como deg ¢ = m, temos que
#kero =m

e portanto
ker ¢ C ker[m].
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Logo existe um mapa (3.4.7, pg. 80)

~

¢: FEy — Fy

com ¢ o ¢ = [m).

Seja ¢ = p°. Se ¢(x,y) = (x9,y?) é o g-ésimo morfismo de Frobenius entao temos
que

¢z, y) = (a7, y7) o (2", y") o ... o (2P, ") =

J

~\~
€ vezes

onde « representa o p-ésimo morfismo de Frobenius. Assim podemos supor que ¢ é
o p-ésimo morfismo de Frobenius e que (3.4.4, pg. 77) deg ¢ = p.

Consideremos o invariante diferencial w e o que lhe acontece ao aplicarmos [p]*.
Pelo que vimos
p]'w =pw =0

jd que K tem caracteristica p. Como [p]* nao é injetivo podemos concluir (1.4.2,
pg. 19) que [p] é um mapa nao separdavel e que o mapa ¢ aparece realmente em
sua decomposicao como um mapa separavel e um morfismo de Frobenius (3.4.5, pg.
77). Em outras palavras, existe um morfismo separavel ¢ tal que

[p] =o'

para algum inteiro t > 1. Ao tomarmos

d=1o¢!
obteremos o resultado desejado.

(b) Considere um ponto ) de E,. Para este ponto temos

soma(¢°((Q) = (02)) = Y [es(PNP = Y [es(M)T

Peop—1(Q) Teker ¢

= [deg;g)( Y P— > T)

Pep—1 Tcker ¢

Sl([#¢™ Q)P — [#ker ¢T)
= [deg; ¢l[deg, ¢}(P =T
= [degg](P —T).

= [degi

90



Observemos que os conjuntos {P —T | T € ker¢, P € ¢} e $71(Q) sao iguais.
Dai

(oW

soma(¢*((Q) — (0y)) = [deg¢]P, para qualquer P € ¢ (Q)
o d(P)

(Q).

|
Qo S

g

Para uma isogenia nao constante ¢ : By — FE, a isogenia qg : Fs — FE; dada pelo
teorema anterior é chamada de a isogenia dual de ¢. Quando ¢ = [0] convenciona-se
tomar ¢ = [0]. A isogenia dual satisfaz

Teorema 4.1.2 Seja ¢ : By — E5 uma isogenia com deg ¢ = m. Entao

(a)
= [m]: Ey — F

$o
¢ = [m]:E2—>E2

O

<> S

(b) zm = ¢ o), para toda isogenia 1 : Ey — Ej.
(c) m = ¢+ 1), para uma isogenia v : By — By,

(d) Vm € Z

ml=[m] e  deg[m]=m"

(¢) deg é = deg &
(f) ¢=0.
Prova: O teorema ¢é trivial para isogenias constantes, por isso suponhamos que
todas as isogenias aqui tratadas sao nao constantes.
(a) A primeira parte é o teorema anterior. Para a segunda facamos
(pop—[m])jop=¢ogop—[mlodp=g¢o[m]—g¢o[m]=0.

Como ¢ é nao constante, o mapa qboqg— [m] serd constante, obtendo assim o resultado
desejado.

91



(b) Veja a parte inicial da demonstragao do resultado anterior.

(c) Consideremos as seguintes coordenadas de Weierstrass para £y e Ey: x1,y; €
K(E)) e x9,y2 € K(F3). Pensemos em E, como uma curva eliptica definida sobre
o corpo K(E7) = K(z1,y1). Assim dizer que ¢ é uma isogenia é o mesmo que dizer
que ¢(z1,x9) € Es/K(x1,1y1) e afirmagoes semelhantes valem para ¢ + ¢ e 1.

Sabemos que (¢ + ¥)(x1,11) = ¢(x1,y1) + ¥(x1,y1) e portanto, como outrora
observamos, temos que o divisor

D= ((¢+¥)(w1,91)) — (d(z1,51)) — (V(21,91)) + (O) € Divi(m,)(Ea)

¢ linearmente equivalente ao divisor nulo. Portanto existe uma funcao

f € K(z1,y1)(Ea) = K(x1,y1, %2, y2) = K(72,12)(E1)
que quando olhada como uma funcao de s, yo tera divisor D.

Mudemos o ponto de vista e consideremos f como uma fun¢ao em K (x, y2)(Eh).
Se P, = (z1,y1) € K(x2,y2)(F1) é um ponto satisfazendo ¢(Py) = (2, y2) notemos
que
frod(xi,y1) = fi(z2,y2) = f(z1, 91,22, y2) = folz1, 1)

e entao
ordp, f=ordp, fo=ordp fio¢p=ordp, foo¢
e dai, se observarmos que (1.2.7, pg. 15)
Ol"d¢(p1) f =—-1 (§ OI‘dp1 f 9] gb = €¢(P1) . OI‘d¢(P1) f

chegamos a seguinte conclusao

ordp, f = —es(Pr).

De maneira andloga mostra-se que f terd um pélo de ordem e, (P;) em P e um
zero de ordem ey, (P;) se pudermos concluir que ¢(Py) = (22,42) e (¢ + ) (P1) =
(22, y2), respectivamente. E assim, por exemplo,

0rd(ay ) f = Z ordp, [ = Z ey(P1)

Pregp=1(z2,y2) Preg=1(z2,y2)

e conseqiientemente logramos o seguinte divisor para a funcao f quando olhada
como uma funcao em z; e y;

(¢ + ) ((w2,92)) — 6" (w2, 92)) — ¥ ((w2,92)) + Y _ni(P,) € Divyery5(En)
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onde os P;’s estao em FE;(K), ja que pertencem a ker ¢. Este divisor é linearmente
equivalente ao divisor nulo e dai (3.3.5, pg. 65) tem soma igual a O

soma{(¢+¢)" (22, y2) = (0)) = ¢ (w2, y2) = (0) =" ((w2,92) = (0)} = = Y _[n] P}

com P! € Ei(K). O teorema antecedente, entao nos garante que

~

(m)(%, y2) - <Z5(9627 yz)

—
j4 que ndo depende de (x4, 95), pois estd em E;(K). Portanto ao tomarmos (2, 12) =
O temos

(z2,2) = cte

— ~

(¢ +1)(0) — $(0) —(0) =0 -0 -0

e claramente

— —— o~ o~

[m +1] = [m] + [1] = [m] + [1] = [m] + [1] = [m + 1]
e o resultado segue por inducao.

Temos ainda que

—~

[deg[m]] = [m] o [m] = [m] o [m] = [m]

e como o anel de endomorfismo de uma curva eliptica é um Z-modulo livre, segue

que deg[m] = m?.

(e) Sabemos que

m” = deg[m] = deg(¢ 0 ¢) = deg ¢ - deg ¢ = deg é - m

e portanto
degop =m

(f) Como a isogenia dual qg de é deve ser a wunica isogenia tal que

e temos que



entao

RS
Il
ASS

g

Sejam A um grupo abeliano e d : A — R uma funcao. d é uma forma quadrdtica
em A se satisfaz:
(i) d(a) = d(—a), Va € A;
(ii) o mapa
<, > AXA — R
<a,b> — d(a+b) —d(a) —d(b)

¢ bilinear.
Diremos que uma forma quadratica d é positiva definida se

(iii) d(a) > 0, Va € A4

(iv) d(a) = 0 se, e 86 se, a = e (elemento neutro).

A definicao acima e o teorema precedente nos dizem que

Corolario 4.1.3 Seja E e FEy duas curvas elipticas. Entao a aplicacdo

deg : Hom(F4, Ey) — Z
¢ — deg¢

¢ uma forma quadrdtica positiva definida.
Prova: Claramente

deg([—1] 0 ¢) = deg[—1] deg ¢ = deg ¢

ja que [—1] o [—=1] é um isomorfismo. Para mostrarmos que

< ¢, >=deg(¢ + ¢) — deg ¢ — deg ¥y

¢ bilinear usaremos a injecao

[]:Z — End(E,)
da seguinte maneira
[< ¢, 0 >] = [deg(¢+v)] — [deg @] — [deg ¢/]
= (0+9)o(@+v)—dop—Poy
= (9+9)o(9+¢)—god—¢oy
= ¢gotYp+iog



Observe que esta 1ltima expressao é linear tanto em ¢ quanto em 1 e portanto
<, > ¢ bilinear. As outras propriedades sao triviais. 0

4.2 A cota de Hasse

Vejamos como os resultados das secoes anteriores permitem-nos obter a cota de
Hasse. Para tanto necessitamos ainda do seguinte lema.

Lema 4.2.1 Seja A um grupo abeliano e d : A — 7Z uma forma quadrdtica positiva
definida. Entao para todo a e b em A temos

ld(a +b) — d(a) — d(b)| < 21/d(a) - d(b).

Prova: Para a = e ou b = ¢, nao ha o que se demonstrar; portanto assumiremos
) )
que d(a) (§ d(b) sao nao nulos.

Pela definicao de forma quadratica temos que o mapa
<a,b>=d(a+b)—d(a) —d(b)
¢ bilinear. Da positividade de d obtemos, para todo m € Z
0 < d(ma — b) = m*d(a) — mn < a,b > +d(b).

Entretanto para que esta inequagao quadratica em m seja satisfeita, seu discri-
minante < a,b >* —4d(a)d(b) deve ser nao positivo e portanto

< a,b>%*—4d(a)d(b) < 0
<a,b>? < 4d(a)d(b)
|d(a +b) —d(a) —d(b)] < 2+/d(a)d(b)

Teorema 4.2.2 Seja E/K uma curva eliptica, #K = q. Entao
[#E(K) —q—1] < 2/q.
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Prova: Escolhamos uma equacao de Weierstrass para E com coeficientes em K
e consideremos o g-ésimo morfismo de Frobenius

o:FE — E
(z,y) — (a%y9) "~

Afirmamos que

1. ¢(P) = P, para todo P € E(K);

2. O endomorfismo [1] — ¢ é separavel; e

3. deg : End(E) — Z é uma forma quadratica positiva definida.

A terceira afirmacao é o ultimo resultado da segao anterior. Antes de demons-
trarmos as duas primeiras, vejamos como elas implicam este resultado.

A afirmacao 1 nos diz que

ker([1] — ¢) = E(K)
enquanto que da afirmagao 2 e (3.4.6, pg. 78) obtemos
#E(K) = #ker([1] — ¢) = deg,([1] — ¢) = deg([1] — ¢)

Por fim o lema anterior e a terceira afirmacao nos diz exatamente que

[#E(K) — deg[1] — deg ¢| < 2+/deg][1] - deg ¢

Agora para obtermos o resultado desejado é suficiente lembrar que deg¢p = q e
deg[1] = 1.

Seguem as demonstragoes das afirmacoes 1 e 2

1. VP € E(K),¢(P)=P.
Sabemos que
Pe E(K) <= P’ =PVo € Gg
A aplicacao
K — K
x — o,(x) =2

claramente satisfaz o4 € Gg /. Portanto para P = (z,y) € E(K)
¢(P) = (a%,y?) = (z,y)™ = P
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2.

[1] — ¢ é separavel.

Aqui usaremos duplamente o fato (1.4.2, pg. 19): um morfismo 6 : C' — C’
é separavel se, e s6 se, 0% : Qo — Q¢ € injetivo. Ao aplicarmos isto ao mapa
de ¢ Frobenius, por ser ele puramente inseparavel (3.4.4, pg. 77), temos
¢*(w) =0, onde w é o invariante diferencial de E. Dai

(1] =) (w) = 1" (w) = ¢"(w) = [1]'(w) =w # 0

e, mais uma aplicacao do resultado citado acima, garante a separabilidade do
mapa [1] — ¢.

g

Observemos que para curvas de género g > 1 vale a seguinte cota de Hasse-Weil

[#E[F,) —q—1] <29/

Corolario 4.2.3 Seja ¢ : By — Ey uma isogenia definida sobre IF,. Entao

#E(F,) = #Es(Fy).

Prova: Sejam ¢; e ¢9 0s ¢-ésimos endomorfismos de Frobenius em F; e F, re-
spectivamente. Notemos que ¥ o ¢; = @2 0 7, ja que ¥ estd definida sobre F, e
portanto

e dai

o (1] =¢1) = (1] —2) 09

deg ) - deg([1] — ¢1) = deg([1] — ¢2) deg )
#E1(F,) = deg([1] — ¢1) = deg([1] — ¢2) = #Ea(F,)

i

Quando demonstramos que deg : Hom(E;, E3) — Z é uma forma quadratica
(4.1.3, pg. 94) obtivemos a seguinte igualdade

< ¢ >]=dop+Pos
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Consideremos um mapa ¢ € End(E). Ao aplicarmos esta igualdade ao mapa ¢
e ¢ = [1] obtemos

~

o+o=[<o[l]>]eZ

Ao nimero < ¢, [1] > chamamos de trago de ¢ e indicamos por Tr(¢). Podemos
entao definir o polinomio caracteristico de um mapa ¢ por

c(T) = T? — Tr(¢)T + deg ¢

Observemos que, pela propriedade caracteristica da isogenia dual, o polinomio car-
acteristico de ¢ satisfaz

co(@) = ¢* —[Te(9)] 0 ¢+ [deg ]
¢* — (¢ + ¢) 0 ¢ + [deg ¢]
= ¢°—¢*—dod+[dego
= [0]

e que para um numero racional r = m/n vale

co(r) = (m/n)* = Te(¢)m/n + deg ¢
ncg(r) = m?—mnTr(¢) +n’degd

= deg([m] — [n] 0 ¢) > 0.

Lema 4.2.4 Sejam E uma curva eliptica e ¢ € End(FE). O polinémio caracteristico
de ¢, cy(T), satisfaz
(a) c(T) € Z[T];

(b) cs(¢) = 0;
(c) cop(r) > 0,¥r € Q, ou equivalentemente, as raizes complexas do polinémio car-
acteristico nao sao reais. U

Lema 4.2.5 Seja E uma curva eliptica e ¢ € End(E). Entdo existem o e 3 em Q
tais que, para todo natural m

Tr(¢p™) = a™ + ™ e deg o™ = "™

Prova:
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Chamemos de a e 3 as rafzes de cy(T) em Q. Logo

a+8="Tro¢ e aff = deg o

A relagao seguinte vale sempre que ab = ba

a™t 4 b = (a +b)(a™ + b™) — ab(a™ T + ") (4.1)

E dela segue facilmente por indugao que o™ + ™ € Z,Vm. Logo, por mais uma
inducdo em m temos (note que ¢ e ¢ comutam, isto é, ¢ o ¢ = ¢ o @)

[Trg™ '] = ¢mt! 4 omt!

B+ 0)(O™ + ™) — dod(¢™ ' + ™)
[Tr(¢)][Tr(¢™)] — [deg ¢][Tr(¢™ )]
(hipstese de indugio) = [(a+ A)][(a™ + 5™)] — [ap][(a™" + 5]
[am+1 4 ﬁerl]

Teorema 4.2.6 Seja e, = #E(Fy), E/F, uma curva eliptica. Entdo existem
a, B € Q tais que
en=1+g"—a" — §"

Mais ainda, para todo n podemos obter e, a partir de e;.
Prova: Seja ¢; o g-ésimo morfismo de Frobenius em E. Portanto temos que

On = (b?
é o ¢"-ésimo morfismo de Frobenius. Sabemos que
en = #E(Fq) = deg([1] — ¢7) =1 = Tr(¢) + deg ¢t = 1 — Tr(¢Y) + ¢"
Sejam «, 3 € Q as raizes de cg, (T). Aplicando o lema anterior a ¢; obtemos
en:]__i_qn_an_ﬁn
Observemos que
A"+ =1+q¢"—e, e en = (" = 1)(p" —1)
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pois ¢" = deg ¢} = a™3". Assim

en = 14+¢"—(a"+ ")
(por4.1) = 1+¢"—((a+p)(a™ "+ —af(a™?+5m7?%)
= 14+¢"—(1+qg—e)A+ ¢ —ep1) —q(1 +p" 2 —e2)).

Como

(o® = 1)(8* = 1)
(=1 -+ 1)(F+1)
= e(af+a+p+1)
= e(¢g+1+qg—e1+1)
= ea(2(¢+1)—e)
—ed +2(q + 1)ey.

€9

logo, por indugao, temos que e,, é uma funcao polinomial de grau m em e; a coefi-
cientes inteiros. l

Infelizmente este resultado nao proporciona uma maneira efetiva para o calculo
de e, a partir de e;. Se observarmos atentamente o caso n = 2 vemos que para obter
e, € necessario usar algumas substituicoes e varios calculos algébricos. Vejamos como
tornar efetivo o calculo de e,,.

No espirito dos resultados anteriores podemos definir

Definicao 4.1 A fungao zeta da curva eliptica E/F, € a série de poténcias

o0

Z(E[Fy;T) = exp()

n=1

e, 1™
n

)

Note que se conhecermos Z(E/F,;T) entdo podemos recuperar seus coeficientes,
en/n, na série pela féormula
en 1 d”

— = — log Z(E/F ;T
" log Z(B/F,;T)

T=0
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O calculo de e, torna-se efetivo devido ao préximo teorema

Teorema 4.2.7 Seja F, um corpo com q elementos e E/F, uma curva eliptica.
Entao existe um a € 7Z tal que

1—aT + qT?
ZJ(E/F,:T) = .
Além disso )
Z(E/Fq; q_T) =Z(E[F;T)

1—aT +qT? = (1 —aT)(1 - BT), com |a| =8| = /q.

Prova: Seja o e 3 como no teorema anterior. Portanto

= e, T
log Z(E/F;T) = Y &

_ i(1+q"—z“+ﬁ")T
T D) (7)o~ (BT
= —log(l1—T)+log(l —aT)+log(l—pBT)—log(l —qT)
g maT)(1= )
(1=T)(1—qT)

logo
: (1— aT)(1 - 5T)
(1-T)1—qT)

Z(E[F;T) =

Como cg(r) > 0, Vr € Q, temos que a = § e logo p = a8 = |a|?. Daf

1 — Tr(¢)T + qT?
(1-=T)(1—qT)

Z(E[F;T) =

As demais afirmagoes sao obtidas facilmente. U

Portanto o algoritmo para o célculo de e,, é bastante simples e sua implementacao
no Maple ¢ a seguinte
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der:=1n((1-a*T+p*T"2)/((1-T)*(1-p*T))):
for x from 1 to n do:

der:=diff(der, T);

end do:

eval(der,T=0);

V V V V V V V V

onde as interrogagoes representam nimeros naturais apropriados.

Exemplo 4.1 A cota de Hasse nao pode ser melhorada - Considere a curva dada
pela equagao de Weierstrass
E:y+y=2°

Ela serd uma curva eliptica definida sobre Fon, se em Fan tivermos A # 0. Um
célculo simples nos mostra que A = —33 e portanto F é uma curva eliptica definida
sobre Fon, para todo n. E facil ver que

E(]FQ) = {07 (07 0)7 (07 1)}
e dai e; = 3. Portanto

e = (@®—=1)(3*—-1)
= (a=DE-Dla+1)(E+1)
= e(af+a+p+1)
= q2+14+2—e+1)
=9

Logo
[#E(Fp)—1—2% =ley—5|=4=2.-2=2V22

mostrando-nos que a estimativa obtida nao pode ser melhorada.

Exemplo 4.2 E,) : y? = 23 — n’x.

Como A, = (2n)°, E(,) serd uma curva eliptica em F,, se p { 2n. Suponhamos,
para este exemplo, que p = 3 mod 4.
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Notemos que —Z = p— 1 e que f(z) = x(x* — n?) é uma funcao fmpar. Ob-
servemos também que

Ewy(Z/p2) = {0} U{(0,0)} U{(z, £/ f(z)) | f(x) é um quadrado em Z/pZ}

e portanto

#E)(Z/pZ) =2 - #{x | f(z) é um quadrado em Z/pZ} + 2

Usando o simbolo de Legendre calculamos

(f(—ff))_(—f(l“))_(—1)_<f($)>__1,(f(x))

p p p p D

ja que p = 3 mod 4. Ou seja, f(x) é um quadrado (em Z/pZ) se, e s6 se, f(—x)
nao for um quadrado. Este fato e uma andlise da préxima tabela nos diz que

-1
#{x | f(x) ¢ um quadrado em Z/pZ} = pT
e portanto

p—1
#E(n)(Z/pZ):Q'?—FQ:p—Fl

—T
1 p—1
2 p—2
-1 -1 -1
LY Y ST ek P
2 2 2
p—1 p—l_p—l+1
2 2 2
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Capitulo 5

Teorema de Mordell

5.1 Teoria das Alturas

Faremos agora a demonstracao de um dos resultados mais importantes sobre curvas
elipticas: aquele que garante a finitude dos geradores de uma curva eliptica sobre os
racionais.

Este teorema (e ndo uma conjectura) foi proposto por Poincaré [1901] em Sur les
Propriétes Arithmétiques des Courbes Algébriques onde ele definiu o posto de uma
curva eliptica sobre os racionais. Em 1922, na procura pela prova da finitude de
solucoes inteiras de um certo tipo de equagao diofantina, Mordell finalmente demons-
trou este teorema, que hoje recebe seu nome, no artigo On the rational solutions of
the indeterminate equations of the third and fourth degree. Anos depois, A. Weil,
em sua tese, generalizou bastante o resultado de Mordell, e o que hoje é chamado de
Mordell-Weil trata na realidade da finitude de geradores de uma variedade abeliana
sobre um corpo de nimeros k. Segundo Cassels [CASSELS2], Mordell era totalmente
contrério ao uso deste nome, chegando a “insistir freqiientemente (em piiblico e em
particular) que o que ele havia provado deveria ser chamado teorema de Mordell e
que tudo o mais deveria ser chamado de Teorema de Weil”.

A demonstracao que se segue utiliza uma caracterizacao dos grupos abelianos A
finitamente gerados a partir de uma fungao | | : A — R, chamada de norma, que
satisfaz:

()| P| > 0, para todo P;
(ii) O conjunto {P € A | |P| < ¢} ¢é finito para toda constante ¢;
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(iii) [[m]P| = |m]||P|, para todo m € Z e todo P € A;
(iv) [P+ Q| < |P| +Q|, VP,Q € A.

Um exemplo de norma em um grupo abeliano finito A seria a norma trivial ou
nula | |, definida por |P|o =0, VP € A.

Vejamos que vantagens imediatas uma funcao norma num grupo abeliano nos
traz:

Teorema 5.1.1 Seja A um grupo abeliano dotado de uma fun¢do norma. Entao:
(a) Um ponto P € A é de tor¢ao se, e somente se, |P| = 0.

(b) O subgrupo de tor¢ao de A € finito.

Prova: (a) Se existir um m € Z\{0} tal que [m|P = 0 entao

0= [[m]P| = [m||P]

Donde |P| = 0.
A reciproca obtem-se ao considerarmos o conjunto

{Im]P | m e Z}

Se |P| = 0, entao |[m|P| = 0, para todo inteiro m, implicando assim que o
conjunto acima ¢ finito pelo axioma (ii).

(b) Basta aplicarmos o item (a) e o axioma (ii). d

Entretanto o resultado mais importante a respeito de uma norma num grupo
abeliano é o seguinte:

Teorema 5.1.2 (Teorema da Descida) Um grupo abeliano A € finitamente ge-
rado se, e somente se, existe um inteiro m > 2 tal que A/mA € finito e o grupo A
possui uma funcao norma.

Prova: Suponhamos que {z1,...,x,} sejam geradores de A. Logo, para qualquer
inteiro m > 2, A/mA é gerado por {71,...,7,}. Observe ainda que se para a; € Z
tivermos a; = r; mod m entao a;T; = 7;T;.
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Seja & € A/mA. Entao, para alguns a; € Z
=21+ ..+a,T, =1T1+..+71,T,
pertencendo assim a um conjunto finito.

Pelo Teorema fundamental sobre grupos abelianos segue que

A=Ay, X 75

No entanto, Z" possui uma norma herdada de R": a restricao a Z" da norma
euclidiana. Como A;,, € finito, nele consideraremos a norma nula. Donde

(P, P)| = [Pilo + | P2]
é a norma de um ponto (P, P;) € A.

Suponhamos que A/mA = {ay,...,da,}, r € N* para algum inteiro m > 2.
Suponhamos ainda que A possui uma fungao norma | |. Mostraremos que A é
gerado pelo conjunto finito

G={PeA||P|<c}
onde ¢y = max{|ay|, ..., |ar|}

Seja zg € A. Se xo € G nada ha para demonstrar. Caso |zg| > ¢y tomemos a
imagem de zyp em A/mA, obtendo desta forma um representante a;, para xo. Isto
significa que para algum z; € A temos xy = a;, + mz;. Portanto, pela desigualdade
triangular temos

mlzi| = |zo — as|
< |zl + lag |
< ol + o
< 2|y
2
21 < —]wo|
m
71| < ol
pois assumimos que m > 2.
Se 1 € G entao zy = a;, + mx; ja estd no subgrupo gerado por G. Caso

contrario, pelo raciocinio acima, encontraremos um x5 tal que

T = a;, + maxy, |zo| < |21] e To = a;, +ma;, + m*z,.
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Continuando assim encontraremos uma seqiiéncia de pontos xg, 1, Ta, ... satis-
fazendo
|l’0| > |ZE1| > ’$2| > ...

e tal que no r-ésimo passo temos

1

2 —
To = a;, + ma;, + m-a;, +...+m" a;_, +m'x,

com a;; € G. No entanto esta sequiéncia nao pode continuar indefinidamente, pois
em A todo conjunto de pontos de norma limitada é finito, forcando que x( seja uma
combinagao linear de pontos em G. 0

Este teorema recebe este nome, porque o argumento é bastante similar a um outro
argumento utilizado por Fermat, que ele costumava chamar de descente infinie: a
“descida ao infinito”, herdeira imediata do Principio da Boa Ordenacao.

Nosso objetivo agora é construir uma func¢ao norma em £ = F(Q) e depois
mostrar que E/2F ¢ finito. A asser¢ao “E/2F é finito” é normalmente conhecida
pelo nome de Teorema de Mordell fraco justamente por implicar o teorema de
Mordell de uma maneira quase imediata.

Antes facamos algumas redugoes.

Como char(Q)= 0, teremos que a equacao de Weierstrass podera ser tomada da
forma:

Y?=F(X)

com
F(X)=X?4+aX +b, a,b €Q e 4a® + 27b* # 0

e onde esta 1ltima expressao garante que o polinémio F'(X) tem trés raizes distintas.

Ta Ty
Suponhamos que a = — e b = —, com 7y, Sa, 7, Sp € Z, Sq, S, # 0. Fazendo a
Sa Sp
mudanca Y — u?Y’ e Y — u?Y”’ onde u = s,8; temos que a equacao de Weierstrass

g 2 3
manterd a mesma forma Y'* = X’ +a’X’ + ¥, onde, entretanto, o’ = u*a e b = u®b
serao numeros inteiros.

Seja P = (z,y) € E. Como z,y € Q, podemos escrevé-los da seguinte forma:

T = E, mdc(p,q) =1ley= i, mdc(r,s) =1
q s
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P é solugao de Y2 = X3 + aX + b (a,b € Z), donde:

r P\3 p
(57 = ()P +az+b

S q q

¢r* = $°p +as’¢’p + bg’s?
¢’r* = $*(p° + ag’p + bg’)

Assim concluimos que

2 3

s* | ¢*r* = (pois mdc(r,8)=1) s* | ¢

Também da ultima igualdade acima podemos deduzir, de uma maneira um pouco
menos evidente, que
¢* | s*, ji que mde(p, q) =1

Ou seja ¢3 = £5s? e pela fatoracao tinica nos inteiros deve existir t € Z tal que

q= t?es=t
Além disso temos que mdc(p, t?) = mde(r, t3) = 1.

Ea partir da nocao de altura que construiremos uma norma em E. Uma fungao
altura é uma funcao que deve de alguma forma mostrar o quanto é complicado o
ponto sob a ética da teoria dos niimeros, além de se comportar bem com relacao a lei
de grupo da curva eliptica. Para ilustrar esta preocupacao comecaremos definindo
a altura de um nitimero racional.

. b , . . , .
Seja x = = um numero racional irredutivel. Definiremos a altura de z como
q

sendo
H(z) = H<§> — max{|pl, g/}

“Por que nao tomar a altura de um ntmero racional como sendo o seu médulo?”

: . 999999999
seria uma pergunta muito natural. Observemos que 1 e —————— possuem

1000000000

modulos muito préximos, embora, para a teoria dos nimeros, o segundo seja um
nimero muito mais complicado que o primeiro. Além disso, essa funcao altura, ao
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contrario do modulo, se comporta da maneira que se deseja para conjuntos de pontos
cuja altura é limitada por uma constante; quero dizer que

{reQ|H(z) <¢}

é finito para qualquer constante ¢, pois existe um numero finito de inteiros com
modulo menor que c.

Seja agora P = (zg : ... : ©,) € P{, um ponto no espago projetivo de dimensao n
sobre Q. Podemos entao definir a fungao H : P — Q da seguinte forma

H(zo:..ix) =[]  max{|zoly ... |zal}

2<p: primo <oco

onde o produto ¢é feito sobre todos os primos p e | |, indica, como nas se¢oes anteri-
ores, a norma p-adica em Q enquanto que | |, = | |. Esta funcao estd bem definida
pois

Lema 5.1.3
IT M=1 weq

2<p<oo

Prova: Dado A € Q* podemos sempre escrevé-lo como

A==+ H PP

2<p<oco

e, €Z. E dai

Al =p™* = H Al = H P~ =L

2<p<oo 2<p<oo
e portanto
IT Mo=Re TT M=l =1
2<p<oo 2<p<oo
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Portanto para AP = (Axg : ... : Azy,), A € QF temos

H(\P) = H max{|Az;|,}

2<p<oo

=TT Py mex{le,}

2<p<oo

= I s JI méx{lzls}

2<p<oo  2<p<co

= H max{|z;|,} = H(P)

2<p<oo
e H esta bem definida.
Um fato que merece uma certa atencao é que a altura de um numero racional

x, segundo esta definigdo, coincide com a altura do ponto P, = (1 : x) € IP’}@. De
m

fato, suponhamos que x = — é uma fragao irredutivel e que a fatoragao em primos
n

ém = pit.p» en = ¢".¢* onde a;,b; € N*. Dai, como mde(p;,q;) = 1, Vi, 7,

temos

Pi:p;a1<1 € |x|qj':qu>1

|z

H(1:2) = méx{l, |z} [] méx{1,|z],} = max{L, |x|s} - n

p>2
p:primo

Como m > n <= max{l, |z|x} = ™ en > m <= max{l, |r|»} = 1 entdo
n

H(1:2z)=n -méx{l,|z|s} = méx{|m|, |n|} = H(x).
Além disso, o conjunto {P € P§, | H(P) < c} é finito para toda constante real c.

Definamos, ainda, uma funcao H : £ — Z por

H(z), se P=(x,y) # O

H(P) = { 1, para P = O

Observemos que ao calcularmos H (P) s6 olhamos o que acontece com a coorde-

nada z. Fazemos isto justamente porque ao limitarmos H(x) = H(P) estaremos de
r

certa forma limitando automaticamente H(y). De fato, ao escrevermos P = (t_Q’ t_?’)
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temos que |p| < H(P) e |t|> < H(P). Usando o fato de P satisfazer a equacao da
curva obtemos

r? = p® + at*p + bt°
que em modulo nos da
> < Ipl + lalft*pl + [b]1t°)
< (L+lal+ [phH(P)’
<

(V1+lal + [B)H(P)*? = kH(P)**

|7
7|

Veremos que H(P) se “comporta de uma maneira multiplicativa”, isto é, H(P +
Q) esta de alguma forma relacionado com H(P)H(Q). Por razoes notacionais, seria
mais agradavel que a fungao altura tivesse um “comportamento aditivo”. Por isso,
¢ conveniente que definamos a altura (logaritmica) de um ponto P como sendo

[ logH(xz(P)), se P# O
h(P) = { 0, para P = O

E pelas mesmas razoes definimos a altura (logaritmica) de um ponto P no espago
projetivo P"(Q) como sendo

h(P) = log(H(P))

A primeira propriedade importante satisfeita pela altura em espacos projetivos
é a que relaciona a altura de um ponto P € P” com a altura de sua imagem por
um morfismo entre espacos projetivos F': P* — P™. Aqui, faz-se necessario rever a
definicao do que seria um morfismo.

Definicao 5.1 Um morfismo de grau d entre espacos projetivos sobre os racionais
¢ uma aplicagao

F:P — P

onde fo, ..., fm € Q[Xo, ..., Xy] sdo polindmios homogéneos de grau d sem raizes
comuns em Q que nao seja a trivial.

Recordemos também que a condigao imposta acima sobre os polinomios fo, ..., fm
¢ equivalente a dizer que existe um s tal que < fo, ..., fm >D< Xo,..., X,, >*F4,
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como afirma o “Nullstellensatz homogéneo”. Isto implica que existem polinomios
homogéneos g;; € Q[Xo, ..., X,,| de grau s tais que

Z 9i;(X) fi(X) = X5

0<j<m

o que, limpando os denominadores, nos leva a concluir que

Z 9i;(X) fi(X) = Xt

0<j<m

com os g;; € Z[ X, ..., X,,] € b um nimero inteiro.

Teorema 5.1.4 Seja F' : P* — P™ um morfismo de grau d. Entao existem cons-
tantes c; e co, dependentes unicamente de F', tais que

o H(P) < H(F(P)) < c;H(P)*

para todo ponto P € P™.
Prova: Sejam fy,..., [, € Z[Xo,..., X,] polinémios homogéneos de grau d que
definem F'.

Para obtermos a estimativa superior, fagamos o seguinte para todo ¢ € {0, ...,n}
e todo primo ¢:

|f1<P>|q = |Zai(1)x(1)|q < Z |ai(1)|(I|x(I)|q < Z |ai<1)|Q(mé‘X{|xi|q}>d
() ()

()

Observe que com este cédlculo extraimos um fato de carater geral: dado um
polinémio homogéneo f € Q[X] de grau d sempre existe uma constante c(f) tal que

[f(P)g < e(f) (méx{]a],})".

Donde concluimos que

méx{] fi(P)lg} < méx{}_ ai, lo(max{leil})} < max(D i, lo} (max{]ei] })?
() ()

e portanto

H(F(P)) = [ [max{|fi(P)lg} < ] co(méx{|zil})? = e2H (P)*
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para ¢y = méx{z @iy lg}-

<)

J& a estimativa inferior é um pouco mais complicada e requer as observacoes
feitas acima sobre o Nullstellensatz.

Das equacoes

Zgij(P)fj(P) = baitd

podemos deduzir que os divisores comuns dos f;’s devem dividir b, pois
mdc(zg, ..., z,) = 1.

Usando ainda as equacoes e inequacao acima, além do fato geral sobre formas e
altura que destacamos anteriormente chegamos a seguinte estimativa

|bx§+d|q:|zgij(P)fj(P)|q < Z|gz‘j|q|fj(P)|q
< méX{|fEi|q}SZc(gij)|fj(P)|q
< méx{|z;|,}° méX{C(gij)}Z /5 (P)lq

< kmax{|z;|,}° max{|f;(P)|,}

onde k = (m + 1) max{c;(g;;)}-

Tomando o méaximo sobre todos os ¢ da desigualdade acima concluimos que

(méx{ |z, 1) < ﬁ(méx{lxilq}fméx{lfj(P)lq}

Tomando o produtoério em ¢ desta desigualdade e efetuando alguns cancelamen-
tos, chegamos a expressao desejada para alguma constante ¢; > 0:

clH(P)" < H(F(P))

No que se segue, o proximo lema sera bastante tutil:
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Lema 5.1.5 Sejam P = (py : p1) € Q = (qo : ¢1) pontos na reta projetiva racional.
Considere o ponto R = (poqo : poq1 + P1qo : P1q1) € P2. Entdo

%H(P)H(Q) < H(R) <2H(P)H(Q)

Prova: Seja r um primo, entao

[Pogolr < 2méx{|p;|,} max{|qi|,}
lpoqi + Prgolr < |poilr + |p1golr < 2max{|ps|, } max{|q| }
Iprail, < H(P)H(Q) < 2max{|p;|,} max{|ql|,}

Portanto

max{|poqolr, [Pog1 + P1golr, [P1a1 ]} < 2max{|p;|, } max{|q|,}

e dai

H(R) = Hméx{]poqdh [Pogi+p1golr, [Pranlr} < HQméXﬂpi’r} max{|q|.} = 2H(P)H(Q)

7 T

Para cada primo fixo r, consideremos os seguintes casos

o max{[pi|.} = [pol» e max{|ql,} = |qol
Assim temos

1, ) ) )
§maX{|Pz‘|r} max{|gl,} < max{[pi|,} max{|ql -} = [pogol-
< max{|pogolr, [Pog1 + P1qolr, |P1¢1 1+ }

o max{[pil:} = |paf, e mdx{|ql,} = |a
De maneira analoga a anterior mostra-se que

1, , ,
2 max{|p;|, } max{|¢|,} < max{|pogolr, [Pocr + P1golr, IP1c1]+}

o mdx{|pilr} = [pol, e méx{|gil,} = [l
Suponhamos que §méx{|pi|r} < |p1], ou 5méx{|qi|r} < |go|»- No primeiro
caso temos

1 1 , ,
§|pOQI|r =3 max{|p;|, } max{|q|. } < |p1qr] < max{|pogols, [Poqi+r190|r, [P11]+}
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No segundo

1 1, ) )
§Ipoq1|r =3 max{|q|, } méx{|p:|»} < [poqolr < méx{|poqolr, |Poqr+P1G0lrs P11+ }

1 1
Do contrario teriamos entao que |pi|, < iméx{\pi|r} e |qolr < = max{|ql}
Donde 1
|p1q0’r < Z méx{‘pz’r}méx{‘Qz‘r}

Por outro lado, podemos usar esta desigualdade acima para obtermos

max{|p;|, } max{|g|-} = [poq1|r < |poqr + P1golr + [P1q0]~
|}
max{|p|, } méx{|g:|.} — [prgolr < |poqr + prgolr < M(R)
I3
, , 1, ,
méx{|pil, } max{lail } — 7 méx{|pil,} max{lal,} < M(R)
%
1, , 3 ,
5 max{|pil, } max{lal} < 7 max{|p;|, } max{lal,} < M(R)

com M (R) = max{|poqo|-, |Poq1 + P1go|r, |P1¢1|+}

o max{|pi|+} = |p1] e max{|qil,} = |qo|»
Segue, por simetria, do caso anterior que

1, ) )
3 méax{ |p;|, } max{|g;|,} <max{|pogol,, [Pog1 + P1gols, |P1¢1]+}

Em qualquer dos casos anteriores temos, para todo primo r

1, ) ) ) )
3 max{|p:|, } max{|¢|,} < max{|pogolr, [Poqr+p1q0|rs |P1q1]r} < max{|p;|,} méx{|q|,}

0 que, tomando o produtorio em 7, torna-se

SH(P)H(Q) < H(R) < 2H(P)H(Q)
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Teorema 5.1.6 Seja E(Q) uma curva eliptica. Entdo existem constantes c; e ca,
que dependem apenas de E, tais que para todo ponto P e () em E temos

cH(PYH(Q)? < H(P+ Q)H(P — Q) < e, H(P)’H(Q)*

Prova: Sejam P = <x1791)7 Q = (1’2792)7 P + Q = (x3vy3) e P— Q = ('r47y4)'
Observemos que
H(P)=H(x;)=H(1:x)

onde o segundo H indica a altura de um niimero racional e o terceiro a altura do
ponto (1:z;) € P1(Q).

A idéia da demonstracao é mostrar que existe um morfismo F : P2 — P? de grau 2
que leva o ponto Ry = (1 : x1+x9 : £129) no ponto Ry = F(Ry) = (1 : x3+x4 : x324).
Se isso ocorrer entao, como afirma o teorema anterior, existirao constantes ¢} e ¢,
tais que

AH(1:x4+xy: 2129)* < H(1: 23414 w374) < GH(1: 21429 2129)7 (%)
Notemos que os pontos Ry = (1 : @1 + x5 : 122) € Ry = (1 : w3 + x4 : w374)
satisfazem as condigoes do lema anterior para os pontos (1 : z;) e (1 : z3), no caso

de Ry; (1:x3) e (1: x4), no caso de Ry. Usando a primeira desigualdade acima e o
lema anterior temos

1
chlH(l cx)PH(1:a0)? < H(1: a3+ a4 w374) < 2H(1: 23)H(1 1 24)

E portanto, pela observacao feita inicialmente, obtemos
cH(PY’H(Q)* < H(P+Q)H(P - Q)
1

/
com ¢ = =cj.
8

Da mesma forma, usando a segunda desigualdade em (x) e a desigualdade dada
pelo lema anterior temos

H(1: w3+ w4 2324) < GH( 2 + 29 0 2129)? < A, H (1 20)2H(1 : 25)?
e dai

1
§H(1 cas)H(1: wg) < 4c,H(1: 2)?H(1 2 25)?
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ue, para ¢ = 8¢,, equivale a
) 29

H(P+Q)H(P - Q) < cH(P)*H(Q)*

Para  encontrarmos  este  morfismo  F, partiremos do  ponto
Ry = (1: w3+ x4 : x324). Lembremos que (z3,y3) = (21,y1) + (2, y2) € (T4,y4) =
(x1,91) + (72, —y2). Assim ao usarmos a férmula para a adi¢ao de pontos distintos
P e () obtemos

_ Y2 — 2

T3 = (x2 — xl) (1 + 22)
_ y2+y1 2

Ty = <x2 — 1’1) (.%’1 +$2)

donde

(1 B i ol $3$4)
(w2 = za)* 2 [(y2 = 91)* + (Y2 + 11)? (22 — 1) = 2(@2 + 21) (2 — 21)*
[(y2 = y1)? = (z2 + 21) (22 — 21)?][(Y2 + 11)* = (22 + 21) (22 — 71)?])

((wg = x1)* : 2(wo — 1) (Y7 4+ ¥3 — (21 + 22) (21 — 22)%) :
(Y = ¥3)” + (21 — m2) (21 + 22)* — 2(21 — 22)* (21 + 22) (Y7 + 13))

((z1 — m2)% : 2(x123 + 2229 + a(xy + T2) + 2b) @ (T179 — @) — 4b(21 + 32))

Note que esta ltima expressao esta definida para quaisquer pontos P e () em
E sejam eles distintos ou nao. O fato importante agora é que esta ultima expressao
pode ser escrita da seguinte forma

(1 T T3+ Xy 1'31'4)

((z1 — m2)% : 2(x123 + 2229 + a(xy + o) + 2b) & (179 — @) — 4b(21 + 3))

(fo(l: g+ mo s xye) = f1(l:my + 29 s x129) : fol: 21 + 29 1 2122))

onde fo(X,Y,Z) = Y2 —4XZ, fi(X,Y,Z) = 2Y Z + 2aXY +4bX2% e fo(X,Y,Z) =
(Z —aX)? — 4bXY sado formas de grau 2.
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Suponhamos que fo(X,Y,Z), f1(X,Y,Z) e fo(X,Y,Z) possuam um zero nao
trivial em comum (¢ : u : v). Neste caso temos que ¢ # 0 sendo terfamos

fo(OIUZU) = uQZO:>u:0
fi0:u:v) = 2uv=0
f20:u:0) = ¥*=0=0v=0

u
Logo faz sentido tomarmos a quantia x = % Portanto

2
9 u 4tv 9
482 4¢2

Dividindo as equagoes

Quv + 2atu + 4bt? =
(v—at)* —4btu = 0

por % temos

2u v U
—— +2a—+4b = 0
tt+ at+

v 9 U

- — —4b— = 0
(> —a) .

isto é
42 +ar +b) =
(2 —a)* =8z = 0

Destas equagoes acima deduzimos
0 =2* — 2a2® + a® — 8bx = (32° + a)* — 8x(2* + az + b) = (32% + a)?
contrariando o fato de que F(X) = X3+aX+b possui trés raizes complexas distintas.

Logo fo(X,Y, Z), f1(X,Y,Z) e fo(X,Y, Z) ndo possuem zeros em comum. O

A desigualdade obtida d& origem a uma constante ¢ tal que
|h(P + Q)+ h(P —Q) —2h(P) = 2h(Q)| < c
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e isto, para P = @), é
[h([2]P) — 4h(P)| < ¢

E dai, para inteiros n > m > 0, encontramos as seguintes desigualdades

h([2")P) — 4h([2|P)| < e
4R(27P) - £2h([2")P)| < e
2h([2"*|P) - £#1(2F)P)| < e

4 h([2m T P) — 427 P)| < e

cuja soma €
[([2"]P) = 4"7"h([27]P)| < (n — m)c < nc

que, ao dividirmos por 4", torna-se

|h([2”]P) B h([Qm]P)| y
4n 4m

h([2"|P) —4"~™h([2™]P), _ nc
4n

([2"]P)

ne
Mostramos assim que a seqiiéncia { } é de Cauchy, pois YR 0; logo

converge. Portanto, faz sentido definir uma funcéo h: E — R por

h(P) = lim m2"1P)

n—+oo 4n

Esta recebe o nome de altura canonica e satisfaz:

Teorema 5.1.7 (a) (“Lei do Paralelogramo”) h(P+Q)+h(P—Q) = 2h(Q)+2h(Q);
(b) Para todo inteiro m, h(|m|P) = m2h(P);
(¢) h(P) é uma forma quadrdtica positiva em E;
(d) Eriste uma constante ¢ tal que |h(P) — h(P)| < ¢;

(e) {P € E| h(P) <k} éum conjunto finito para toda constante .
Prova: (a) Segue da defini¢ao de h(P) e da desigualdade

[h(P + Q)+ h(P = Q) —2h(P) —2n(Q)| < c.
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(b) Temos que

h(m+1]P) = h(jm|P + P)
— 2h(|m]P) + 2h(P) — h([m — 1]P)
= 2m2h(P) + 2h(P) — (m — 1)*h(P)
= 2m? 42— (m—1))h(P)
= (m+1)*h(P)

Assim o resultado segue por inducao.

(¢) De h(—P) = h(P) concluimos que h(—P) = h(P).

1 - ~ ~
Mostremos que B(P,Q) = §(h(P + Q) — h(P) — h(Q)) é uma forma bilinear
simétrica que satisfaz h(P) = B(P, P).

Temos claramente que iL(P) = B(P,P) e que B(P,Q) = B(Q, P). Logo s nos
resta mostrar que

B(P+R,Q) = B(P,Q) + B(R,Q)

Se usarmos o fato de que h(—P) = h(P) e a lei do paralelogramo obtemos as
igualdades

MP+R+Q)+h(P+R—Q)—2h(P+R)—2h(Q
~hW(P=R+Q)—h(P+R—Q)+2h+2h(R—-Q
WP —R+Q)+h(P+R+Q)—2h(P+Q)—2h(R

cuja soma é
(P +Q+ R) —2h(P+ R) — 2h(P + Q) — 2h(Q + R) + 2h(P) 4+ 2h(Q) + 2h(R) = 0
isto é

BP+RQ) = S(h(P+Q+R)~h(P+Q) —h(R)

= L(h(P+Q) ~ h(P) ~ H(Q) + h(R +Q) — h(R) ~ h(Q)

= B(P,Q)+ B(R,Q)
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(d) Como vimos acima, encontramos uma constante ¢ tal que, para inteiros
n > m > 0, tenhamos
R([2"|P)  h([2™]P) ne

— < =<
I~ | c

Fazendo m = 0 e n — 400 obtemos

(e) Suponhamos que P € FE seja tal que iL(P) < Kk, para alguma constante k.
Assim, por (d)

[A(P)| = [h(P) = h(P) + h(P)| < [A(P) = h(P)| + |[(P)| < ¢ + &
isto quer dizer que P pertence ao conjunto

{PeE||hP)| <c+rk}

que é um conjunto finito. O

Como resultado imediato obtemos

Corolsrio 5.1.8 |P| := \/h(P) € uma norma em E.
Prova: Trivial. O

5.2 O Teorema de Mordell Fraco

Nesta secao mostraremos um resultado do qual o Teorema de Mordell decorre ime-
diatamente, que é chamado usualmente de Mordell Fraco. O enunciado do teorema
¢ bastante simples:

Teorema 5.2.1 (Mordell Fraco) Seja E(Q) uma curva eliptica. Entio E/2E ¢é
finito.
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Antes de demonstra-lo facamos algumas consideragoes.

Seja Q] = F(T)’ onde # =T mod F(T). Suponhamos, para fixar idéia, que

F(X) possua dois fatores irredutiveis p(X) e po(X). Entao utilizando o Teorema
do Resto Chinés e o homomorfismo sobrejetivo

Qx| QIX]

_> n(X) " pa(X)
h(X) — (h(X) mod pi(X),g(X) mod ps(X))

temos que Q[f] é a soma direta de tantos corpos quanto sao seus fatores irredutiveis.

Caso F(X) possua uma raiz ¢ € Q entao teremos um isomorfismo ¢ entre Q[0] e

S[iqq X g([i]), onde G(X) = X%+ ¢X + ¢* + a. Assim um elemento de Q[f] pode

ser visto como um par do tipo (h(X) mod (X — ¢),h(X) mod G(X)).

Seja o € Q[f]. Como podemos enxergar Q[f] como um Q-espago vetorial de
dimensao 3, entao a associacao £ — a&, para £ € Q[f], definird um mapa linear «
cujo determinante chamaremos da norma de «, representada por Norm(«). Como
af = ao 3 vemos que Norm(aff) = det(a o f) = Norm(a)Norm(5) e que « é
invertivel se, e s6 se, Norm(«) # 0.

Seja x € Q. Pondo x — # = 7, entao:

(1) = (x—60).1=21-1.0

70) = (z—0).0=10—6"

7(0*) = (v —0).0°=2.0>—1.0°

= 260? — (—af — b) = b.1 + afh + 26?
donde concluimos
x 0 b
Norm(7)=| -1 z a|=2"+azx+b=F(z)

0 -1 =z

Caso F(q) = 0, para algum ¢ € Q, notemos que o isomorfismo ¢ entre Q[f] e

X X X X
S[ ] ] preserva a norma. De fato, uma base para QLX] X QIX] seria
—4q

X) X ¢ GX)
{(1,0),0,1), (0.7)}
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ondey =X mod G(X). Assim a norma de (x—q,z—7) = ¢(x—0) serd exatamente
F(z), para z € Q, o que pode ser obtido fazendo-se um célculo semelhante ao
anterior. (OBS: A multiplicagdo aqui é feita componente a componente.)

A partir deste momento usaremos indiscriminadamente o isomorfismo entre Q[6]
QY] QIX]
X—q GX)
aremos “iguais” os elementos z — 6 e (x — ¢,z — ), caso ¢ € Q seja uma raiz de
F(X).

para representar um elemento de Q[f]. Por exemplo, consider-

Denotemos por K* ao grupo multiplicativo dos elementos invertiveis de
K = Q[0]. Entao (K*)? é claramente um subgrupo de K*.

*

Desta forma W ¢ um grupo e representaremos seus elementos por [a], o € K*.

*

Considere M C ) consistindo dos elementos [«o] para os quais Norm(a) €
(Q*)2. Nao é dificil mostrar que M é um subgrupo de on

Denotemos por p o mapa F — M, definido da seguinte maneira:

e 1(0) =[1]
e u(P) =[x —0], quando P = (z,y) € E, y # 0.

e Se P = (¢,0) € E, entao F(q) = 0. E dai, Norm(q — 0) = 0 ¢ (Q*)2
Para contornar este problema escolhamos um elemento 5 € Q* de modo que
h(0) = (3,q — ) tenha norma em (Q*)2.

Aqui também faremos vy = X mod G(X) com G(X) = X? +¢X +¢*+a, o
que implica que —v? = ¢y + ¢* + a.

Suponhamos que, para algum ¢t € Q*, tenhamos > = Norm((3,q — v)). Cal-
culemos Norm((3,q — 7))

(8,4 =7)-(1,0) = (6,0)=p3(1,0)
(8,4 —7)-(0,1) = (0,g—7)
= q(0,1) + (=1)(0,7)
(8,4 =7)-.00,7) = (0,¢v 7%
0,97y +qv+ ¢ +a)
= (¢" +a)(0,1) +24(0, )
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Portanto
0 0
¢ ¢*+a|=p02¢+q¢+a)=p(2¢"+a) =BF'(q)

g
t* = Norm(h()) = | 0
0 -1 2q

t2
Donde (= F’—(q)’ ja que F'(q) # 0, pois F possui trés raizes distintas. Assim

se I'(0) = (8,q — ) ¢ tal que Norm(h'(f)) = s* entao teremos que

w(P) = [(B,q—7)]
= (a1
52 2
= [(F,—@aq—V)(?»l)]
s2 t?
= [(F,(q);,q—v)]
= [(B,g =)

Mostramos, assim, que p(P) = [h(f)] estard bem definido.

Lema 5.2.2 O mapa p é um homomorfismo de grupos.
Prova: Sejam P; = (a;,b;) € E, i € {1,2,3}, pontos sobre uma mesma reta

Y=IX+m I,me@Q

Entao
P1+P2+P3:O

Dai ((lg,-bg) = —P3:P1+P2 eu(Pg) :/L(—Pg) = [ag—ﬁ].
Portanto, a intersecao da reta com a curva eliptica E sera dada por

F(X)—(IX4+m)?=(X—a)(X —a)(X —as)

Este polinomio em QIf] é visto como

—(10 +m)* = (0 — a1)(0 — az)(0 — as3)
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equivalentemente

(a3 — 0)(10 +m)* = (a1 — 0)(ag — 0)(az — 0)*

Caso b; # 0, Vi, temos que

p(P)p(P,) =

Suponhamos que P; = (a1,0) e P, = (ag,b2), com by # 0. Seja P; = (as, b3)
o terceiro ponto de intersecao de FE com a reta ligando P, a P,. Mais uma vez
P+ P, = —P;. Além disso, se esta reta tem equacao Y = (X + m entao

F(X) = (IX +m)? = (X — a)G(X) — (IX +m)? = (X — a1)(X — a2)(X — az)5.1)

E esta equagdo médulo G(X) ¢ igual a
Iy +m)* = (a1 —7)(az —7)(az —7) (5.2)
(as =Ny +m)* = (a1 —7)(az —7)(as —7)° (5.3)
Além disso a equacao (5.1) da origem a seguinte relagao
(X —a) | (IX +m)* = (IX +m)* = a(X — a1)?

ou seja

G(X)—a®(X —a)) = (X —az)(X — a3)
Flla1) = G(a1) = (a2 — a1) (a3 — a1)
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Logo

p(Pr)p(Ps)

Resta-nos mostrar que para os pontos P; =

Note que

Donde

Portanto

(e = @2 = a0 = )
t2
[( (a2 — a1)<a3 _ al)(CL? - al)? (aQ - 7)((11 - 7))]
=) =)
(as t_ ar)’ (a2 = 7)(a1 = 7))(as — a1, a3 — a1)’]
t2

oy (a2 = @ =) (a3 — ) (s — )

[(

[(t*(as — a1), (a2 = ) (a1 — 7)(az — a1)?)]
[(t(as — a1), (a3 — ) (Iy +m)?)]

(a3 — a1, a3 — ) (2, (Iy +m)?)]

[(az — a1, a3 —7)]

p(—Ps)

(a;,0), i € {1,2,3}, também vale

p(P)pu(Pe) = p(—Ps) = p(P3)

F(X)=(X—a1)(X —a)(X — a3)

X X X

g = QX QX O]

X—CL1 X—CLQ X—a3

CL1—0 == (0,@1-@2,(11-@3)

az—0 = (az —a1,0,ay — az)

(1,3—0 = (ag—al,ag—az,O)
Norm(a; — 6) =0, Vi
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Mais uma vez para contornarmos este problema devemos escolher 31, (3o, 03 € Q*
de modo que

Norm((81, a1 — az,a; — az)) € (Q*)?
Norm((as — a1, B2, a2 — az)) € (Q*)*
Norm((az — a1, as — as, 33)) € (Q*)*

Impondo esta condigao veremos que [3; devera ser do tipo

t2
Bi = : . Vi
I (o —a)
1<5#i<3
para alguns t; € Q*.
Dai podemos concluir que
7
P) = _ _
/'L( 1) [((0,2 —al)(ag _al)aal G2, a1 a3)]
t2
P = — , 2 ,CL — a
1(P) [(az — ay (as — a1)(az — az) 2 — ag)]
(P) = [ b
= |(ag—aj,a3 —a
Facamos os seguintes calculos
3 t3
:U’(PI)M(PQ) - [( (CL3 - a1)7 (CL3 —_ a2) ) (al - a3)(a2 - CL3))]
3 t3 2
= [((a/3 _a1)7 (a?) _a2)7(a3 _al)(a’3 _CLQ))V ]
13
= |(ag — a1, a3 — ag,
= pu(Ps)
ondeV:(ag_al,as_az7 s ) O
tl tg (a3 — al)(ag — CLQ)
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Lema 5.2.3 Ker(u) = 2E.
Prova: Seja P € E. Entao

p(2P) = (u(P))* = [1]
mostrando, portanto, que 2FE C Ker(u).
Seja agora P = (x,+y) € E tal que u(P) = [1].
Se y # 0, entao 1 = p(P) = [z — 6], implicando que
x— 0 = (p26” + 16 + po)’
para alguns p; € Q.
Se y = 0, entao, por tudo que vimos anteriormente, temos que
r—0=(0,x—")

Fazendo (0,2 — ) = (0,m; + my7y)? encontramos um sistema de equagoes em
my e my que possui solugdo, mostrando que x — 6 é um quadrado em Q|6)].

De qualquer forma sempre conseguimos encontrar pg, p1, po € Q tais que
z =0 = (p26” + p16 + po)°
com po # 0, pois caso contrério € satisfaria o polinémio
p(X) = (X +po) + X —x
que tem grau 2.

Se impusermos que seja nulo o coeficiente de 62 em

(s10+ So)(p292 +p10+po) = (s1p1 + 80192)92 + (81p0 + Sop1 — s1P20)0 + (Sopo — s1p2b)
obtemos sg, s1, 79,71 € Q, com s1p; = —sgps2, de modo que

(819 + 80)(p292 +p19 +p0) = 7’19 + 79

s1 =0 e sp # 0 implica que ps = 0. Logo podemos supor que s; = —1.
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Entao a nossa equacgao se torna

(s0 = 0)(P20" + P10+ po) = 0+ 70
4
(s0— 0)*(x —0)* = (ri0+mr)?
, . Q[X]
Como esta é uma equagao em Q[f] = F(X) podemos encontrar um A(X) € Q[X]

tal que
(rX +70)? — (so — X)*(z — X)* = A(X)F(X)

Desenvolvendo ambos os membros desta igualdade, vé-se imediatamente que a
unica situagao possivel de ocorrer é A(X) = 1.
Portanto a reta
Y = ’f‘lX + 79

intercepta Y? = F(X) nos pontos P = (z,4y) e Q = (sg,7180 + 10), este tltimo
com multiplicidade 2.

Logo P+ @Q + @ =0, donde

E finalmente temos a demonstracao do Mordell Fraco:
Prova: O lema anterior nos diz que ¢é suficiente mostrar que a imagem de p: £ —

M ¢é finita.

Para tanto, basta considerarmos apenas os pontos P de E tais que P = (z,y) e
y # 0, ja que o complementar deste conjunto em FE é finito. Podemos ainda supor
que E tem infinitos elementos.

Como vimos anteriormente, este ponto P pode ser escrito da seguinte forma
r.p
(5> 73)

25 onde 7,p,t € Z e mdc(p, t*) = mde(r, t*) =1
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Suponhamos agora que €1, &, €3 € Q sdo as trés raizes distintas de F(X). Logo

P = (r—e))(x— )z —e3)

r? p p p

% = (t_2 _61)(75_2 _52)<t_2 —€3)
= (p—et?)(p—ext®)(p — est’)

Seja K = Q(e1,€2,e3). K é um corpo de nimeros algébricos, logo, Sk, anel de
inteiros de K, possui fatoracao tinica de ideais. Sendo assim:

<r?>=<(p—e1t?) >< (p — ext?) >< (p — e3t?) >
ja que p —g;t* € S.

Pela unicidade da fatoragdo, tem-se que um fator primo de < p —¢;t* > que nao
aparece em nenhum dos < p—eg;t2 >, para i # j, deve aparecer elevado ao quadrado
na fatoracao de < r >2.

Vejamos o que acontece, por exemplo, com < p—¢;t2, p—e;t? >, um fator comum
a<p—eti>e<p-—et?>:

<(e1—e)t? >=<(p—eat®) —(p—e1t’) > C <p—eit’,p—eot® >
< (51 —Eg)p >=< 61(p—€2t2) —Eg(p—Eltz) > C <p—€1t2,p—€2t2 >
<(e1—e)t’ (e1—e)p> C <p—et’,p—et’>

Como mdc(p, t?) = 1, existem zy, 20 € Z tais que z;p + 25t? = 1. Multiplicando
esta igualdade por (g, — £3) teremos que

< (61— &) >C<p—eit’,p—eot® >

Portanto, pode-se concluir que
(%) <p—eit’ >=T;())°

onde I'; é um fator de < (g1 — €2)(e1 — €3)(e2 — €3) > e portanto pertencera a um
conjunto de cardinalidade finita. Ademais, I';T'5I'3 é um quadrado, pela fatoracao
unica.

Observemos o que acontece com a igualdade (x), quando a olhamos em c/(K):
o grupo de classes de ideais de K. Denotaremos por [p] a classe do ideal p.
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Como existe um ntimero finito de I';, fixado um deles, teremos que, para cada
< p — g;t* > dividido por este T';, existird um ideal (®;)?, onde a igualdade (x)
poderd ser lida da forma

Seja [¥;] a classe tal que [®,][¥;] = [1], isto é, ®,¥; =< ; >. Assim
(03] = [T ([@][;1)* = [L5][@] (51" = [)°

Portanto existem um ntimero finito de u;,v; € Sk tais que

_ 2
<Uj>Fj—<Uj>\I’j

Dai
<u;><p—gt’> = <u;>T;8;
<v; > ViP?
= <v; > (7;9;)°
= <u;>< 6>
Portanto

U.
(p—e;t?) = Vjiaf
J

onde v é uma unidade. Pela finitude dos geradores do grupo das unidades temos
que 7; = I/j::_j_ pertence a um conjunto finito. Logo

<+ |u°)

)2

r — g5 = n;(

Assim 5
r—0= 77(;)2

com 7 num conjunto finito. Ou seja

p(P) = [z = 0] =[]

Mostrando o que queriamos mostrar: a finitude da imagem de pu. O
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5.3 O Teorema de Mordell

Os resultados anteriores permitem demonstrar

Teorema 5.3.1 (O Teorema de Mordell) Seja E/Q uma curva eliptica. O grupo
abeliano E(Q) € finitamente gerado.

Prova: O primeiro resultado deste capitulo (5.1.2, pg. 105) nos da um critério
para a finitude dos geradores de um grupo abeliano A: a finitude das classes de
A/mA, para algum m > 2, e a existéncia de uma fun¢do norma em A. Na secao
anterior mostramos que E/2F é finito (5.2.1, pg. 121), enquanto que em (5.1.8,
pg. 121) construimos uma funcdo norma para E. U

Como ja foi salientado algumas vezes, este resultado garante a existéncia de um
natural r tal que:

E(@) = E(@)tors /A

o numero 7 é o posto de uma curva eliptica e é ainda hoje enigméatico, apesar de
existir ao seu respeito um conjunto de conjecturas numericamente plausiveis.

Como dissemos no principio deste capitulo, A. Weil em 1928 generalizou enorme-
mente o resultado de Mordell, estendendo-o para variedades abelianas sobre corpos
de nidmeros. Uma variedade abeliana sobre K é um par (A,O) com A uma var-
iedade completa sobre K dotada de uma estrutura de grupo onde as operagoes sao
morfismos e O € A(K) é um ponto K-racional de A. Uma curva eliptica, como
mostramos, ¢ uma variedade abeliana de dimensao 1.

Teorema 5.3.2 (Mordell-Weil) Seja A uma variedade abeliana definida sobre um
corpo de numeros K. Entao o grupo A(K) dos pontos K-racionais € finitamente
gerado.

Prova: [HINDRY-SILVERMAN], pg. 257. O

Para uma curva eliptica E sobre K = k(C'), um corpo de fungdes de uma curva,
consegue-se demonstrar o teorema de Mordell fraco (E(K)/2E(K) ¢é finitamente
gerado), consegue-se definir uma funcao altura que, em certos casos, permite aplicar
o Teorema da descida e mostrar o Mordell para corpos de funcoes. Entretanto este
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teorema nao vale sempre devido ao fato de que dada uma curva C' e seu corpo de
fingoes k(C'), existem E/K e Ey/k, curvas elipticas, tais que
Ef——F

Se k = C, por exemplo, temos que existe um reticulo A C C tal que

e logo E/K nao ¢ finitamente gerado. Para todos os detalhes, recomendamos o
capitulo 3 de [SILVERMAN?2].

Exemplo 5.1 A Chibica de Fermat - A cubica de Fermat,
2?4yt = 2? (5.4)

¢é nao singular, logo tem género 1. E portanto uma curva eliptica. Mostraremos que
esta curva tem posto nulo.

Mostraremos na realidade que a equagao (5.4) nao possui solugoes (z,y, z), com
xyz # 0, no corpo K = Q[w], onde w é uma raiz cibica primitiva da unidade, isto
é,

w'+w+1=0.

Consideremos o anel de K-inteiros, R = Z[w|. R satisfaz

Teorema 5.3.3 (i) R={a+bw|abeZ};
(i1) R € um dominio de fatoragao tunica;

(11i) As unidades de R sdo as poténcias de w;
(iv) Seja A =1—w. Entao , para o € R vale

a=-1,0 oul mod A.

(v) Os primos de R sdo os primos inteiros q tais que ¢ = —1 mod 3; os ndmeros
m € R cuja norma é N(mw) = p, p € Z primo satisfazendo p = 1 mod 3; e o nimero
A=1—-w

Prova: [ROSE], pg. 99. O
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Notemos que
M=1l-2w+w=1-2w—1-w=—3w
e portanto
3= -\
Suponhamos que x,y, z seja uma solucao para (5.4) com zyz # 0.

Ja que (5.4) é homogénea podemos supor que z,y,z € R, mdc(z,y,z) = 1,
mdc(z,y) = 1, mde(z, 2) = 1 e mde(y, z) = 1. Mostremos que zyz = 0 mod .

Seja d = a+ bw € R. Logo

d=a+bw=a+b1—)\) = d=a+bmod A

Se (a +b) =0 mod 3 entdo
d=a+b=3k=—kNw?>=0 mod \.

Assim para d Z 0 mod A obteremos a+b = £1 mod 3. Portanto se xyz # 0 mod A
teremos
x,y,z = +1 mod 3\

e dai
22+ 1%+ 2% =41 ou £3 mod 3\

De qualquer forma
23+ + 2% £ 0 mod 3\

Uma contradicao ébvia.
Assim, assumiremos que z =0 mod A e dai
o = nl)\nz/

onde 7' é uma unidade, n > 1 é um inteiro e mdc(2’, \) = 1. Substituindo esta
expressao em (5.4) conseguimos

ZL‘3 + y3 _ T]/\3n2/3

com 7 uma unidade, mdc(z’;A\) = 1. E como mdc(z,y) = 1, segue que
mdc(z,y,\) = 1. De

0

2* +9° = (2 +y)((z + y)* — 3ry) mod N*
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obtemos
r+y =0 mod A e portanto x = —y + tA

Assim

23 4y = —y 4 3yt — 3yt + N33 4 3 = 3yt — 3yAiE 4 A3t

Como 3 = —\2w? temos que 2® + 3 mod \* serd

2y = NP NNy — 2wy
= Mt(t* — w?) mod M\

Por (5.3.3, pg. 133) temos t =0 ou £ 1 mod A. Se t =0 mod A obtemos

234+ 4> =0 mod M

Do contrério temos t*> = 1 + [;A. Como mdc(y,\) = 1 temos y*> = 1 + Ix\ e
portanto

24y = Nt - WPy?)
= Nt(1+ LA —w?(1+1N)
Nt(1 - w?)
N1 —w)(1 +w)
= 0 mod A\

Ou seja 22 +y> =0 mod \* = 22 + 3> = 0 mod \*. Mostraremos que a solucao

de
.1'3 + y3 _ ,r]>\3n2/3

implica a existéncia de x, Yo, 20 tal que
3 + 3 _ )\3 13
Lo T Yo = NN 29
donde teremos

)\320 =20 +y5 =0 mod M\
7' =0 mod A

contrariando o fato de termos mdc(z’,\) = 1. Logo nao pode existir uma solucao
para (5.4) além daquelas satisfazendo zyz = 0.
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Escrevamos
() (z+y) (@ +wy) (@ +wy) = A3,

Notemos que

rTtwy=c+y—Ay
T+ =x4+y+A-2+Ny

logo A\ divide todos os trés fatores do primeiro membro de (x). Uma poténcia de
A maior do que 1 deve dividir apenas um destes fatores, pois se, por exemplo, \2
dividisse = + y e x + wy teriamos

Mg =MNh—\y

e logo A\ deve dividir y, e, como vimos, isto nao pode acontecer. Podemos entao
supor que
Ty =mAN"TE rtwy =l o0y = naAad

onde os 7;’s sdo unidades, mdc(z1y1,A) = 1, mde(xy, 41, 21) = 1), 19121 = 2 # 0.
Temos que

0 = I+w+w)z+(1+w+w’)y
= w(r+y) +wiz+wy) +r+u’y
= wm A2 + WP + s

ou
23+ Gy = O]

com (; e ¢ unidades. Supondo n > 1 temos
23+ Gy =0 mod NP,
E, ja que A nao divide x,y;, temos
73 =41 mod \? e y? = £1 mod N*

e portanto
(i = +1 mod A3 e (1 ==1

Assim mostramos que uma solucao de 3 + y® = nA3"2’ ? implica uma solucdo para
s+ yd=¢ )\3(”_1)23, e pelo processo de descida, obtemos o resultado desejado.
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YA
Cubica de Fermat

j x3+y3 =1

0.1)
Qu,m , , >

Logo a cubica de Fermat E ¢ um exemplo de uma curva eliptica sobre Q
que possui uma estrutura de grupo finito. No infinito (z = 0) temos o ponto
O = (—1:1:0), enquanto que os pontos afins desta ciibica claramente sao P = (1, 0)
e@=(0,1). Aretaxz =1,y =1ey = —x sao tangentes inflexionais de P, Q e O,
respectivamente. Portanto se tomarmos O como elemento neutro de nosso grupo,
vemos que

P+@Q=0.
Ademais, temos que 2P = @ e 2QQ = P (lembre-se da definicdo geométrica da

estrutura de grupo). Portanto

E(Q) ~ Z/3Z.

Exemplo 5.2 Equacao de Mordell - A curva eliptica dada pela equacao de Weier-
strass
y2 _ 33'3 —k

é chamada de curva eliptica de Mordell, por ter sido profundamente estudada por
L.J. Mordell. Elas sao os principais exemplos de curvas elipticas, cuja estrutura de
grupo € a trivial, isto é, a curva nao possui pontos afins racionais.

Podemos sempre supor que k é um inteiro livre de sexta poténcia, ja que a trans-
formacao © — u’x e y — udy leva esta curva em uSy? = u%2® + k. Os seguintes
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resultados e exemplos encontram-se no livro de [MORDELL2], pg. 250:

Teorema 5.3.4 A equacdo y? = x3+k nao possui nenhuma solucdo racional quando
as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. k € negativo e livre de quadrados, k = 2,3 mod 4 e k = 2,4 mod 9;

2. O numero de classes de ideais do corpo quadratico Q(\/E) nao ¢ divisivel por
3.

3. Uma solugao fundamental (u,t) de Y? + 3kX? =1 satisfaz u 2 0 mod 3.

U

E os nimeros k = —5, —14, —34, —41 satisfazem todas estas condicoes e dai, para
E:y*=2%-5

E(@Q) ~O0.

138



Capitulo 6

Estrutura do grupo de Torcao

6.1 O Teorema de Nagell-Lutz e o de Mazur

No capitulo anterior demonstramos que toda curva eliptica E definida sobre Q é tal
que

E(Q) = E(Q)tors /A

O posto r de uma curva eliptica é bastante dificil de determinar e, embora
existam algoritmos que determinam limites inferiores e superiores para o posto,
nenhum método efetivo é ainda conhecido. Este niimero é personagem de intimeras
conjecturas que desempenham um papel determinante no desenvolvimento da Teoria
dos numeros.

J& a estrutura do subgrupo de torcao de qualquer curva eliptica é bastante con-
hecida e possui uma maneira efetiva de determiné-la devida aos seguintes teoremas:

Teorema 6.1.1 (Nagell-Lutz) Seja E/Q uma curva eliptica com equagao de Weier-
strass
y* = 2° + axr + b, a,be’Z

Suponha que P € E(Q)ors € nao nulo. Entao

xz(P),y(P) € Z
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y(P)=0 (2P =0) ou  y(P)*|(4a® +270*) = ——
Prova: [CASSELS], pg. 50. O

Teorema 6.1.2 (Mazur) Seja E/Q uma curva eliptica. Entao o grupo de tor¢ao,
E(Q)iors, € um dos 15 sequintes grupos

Z/nZ 1<n<10 ou n=12
7)27 X 7./2nZ 1<n<4

Além disso, existe para cada grupo acima uma curva eliptica com este grupo de
torcao.
Prova: [MAZUR|. O

Antes de utilizarmos estes teoremas na determinacao do grupo de torcao de al-
gumas curvas, vejamos como se comportam os pontos de 2-torcao e 3-torcao.

Um ponto nao nulo P = (z,y) € E(Q) é de 2-torcao se, e somente se, P = —P.
Entretanto, vimos (3.3.6, pg. 68) que —P = (z, —y); logo um ponto P = (x,y) sera
de 2-torcao se, e s6 se, y = 0. Isto implica que x seré entao raiz da equagao

2’ +ar+b=0
Logo #E[2] =1 ou #E[2] =2 ou #E[2] = 4.

Os pontos de 3-torcao satisfazem P + P + P = O e como vimos trés pontos
quaisquer de uma curva eliptica somam para O se, e somente se, estao todos sobre
uma reta. Isto nos diz que os pontos de 3-tor¢ao sao todos aqueles com tangente
inflexional. E facil mostrar, usando a Hessiana de uma curva, que numa cubica
existem no maximo nove pontos de inflexao, ou seja, #F[3] < 9.

Importante também na determinacao dos pontos de tor¢ao é analisar a estrutura
“local” de uma curva eliptica, quero dizer, como se comporta E quando definida so-
bre os diversos corpos ), para todo primo p. As informacoes locais quando “conec-
tadas” revelam fatos importantes: é por exemplo através dos mapas de reducao
sobre Z, que o teorema de Nagell-Lutz é obtido.
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Fixemos um primo p e consideremos E C ]P’(%2 como sendo uma curva eliptica
definida sobre Q de equacao de Weierstrass

Y?Z = X3 +aXZ?+ 023, a,beZ

Observemos que todo ponto de (a:b:¢) € ]P’é podemos supor ser da forma
a,b,c €7 e mdc(a, b, c) =1
Logo faz sentido considerarmos o mapa

v,: Py —  Z/pL
(@:b:c:) — (a:b:¢)

onde a barra denota a redugao médulo p. Chamaremos este mapa de redug¢ao mddulo
p. Seja E a curva sobre Z/pZ dada pela equacao

YZ =X3+aXZ?*+0v7°

Note que E nem sempre representa uma curva eliptica, pois a reducdo médulo
p pode anular o discriminante tornando a nova curva singular. Exemplo disso é
acurva B : Y?2Z = X3 4+ 372 que reduzida médulo 3 torna-se a curva singular
E :Y?Z = X?. Observemos também que U, |E define um mapa entre as duas cur-
vas E e E. De fato, se P = (a:b:c) € E(Q) entdao V,(P) = (a:b:¢) € E(Z/Z).
Sera este mapa um homomorfismo de grupos? A resposta é sim para infinitos pri-
mos. Sim para todos aqueles cuja a reducdo de E, F, seja ainda uma curva lisa.

Teorema 6.1.3 Seja E/Q wuma curva eliptica com equagao de Weierstrass
y? =23+ ax+0b, a,b € Z e discriminante A. Entdo o mapa de redugcio médulo p

v, £ —
(@a:b:¢) — (

SHles]
Ql
N—

Ql

¢ um homomorfismo de grupos, se pt A.
Prova: A adigdo numa curva eliptica é caracterizada pela seguinte condigao:

A4+ B+ C =0 <= A,B e (C estao sobre uma mesma reta L

onde A, B e C' sao pontos de uma curva eliptica. Devemos mostrar entao que se
{A,B,C} = EN L entao {A,B,C'} = EN L. Para tanto usaremos a seguinte
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afirmagao o o B
AFIRMAGAQ : Nestas condigoes vale: {A,B,C} = ENL ou L é uma componente
irredutivel de F.

Fica portanto clara a demonstra¢do, uma vez que a condi¢ao p 1 A implica
justamente que E ¢ lisa, logo nao contém componentes irredutiveis proprias. [l

Lema 6.1.4 Se E/Q € uma curva eliptica e L C IP’?Q uma reta definida sobre Q
(logo com coeficientes em Z). Se {Py, Py, Ps} = ENL e P;, L e E representam as
respectivas reducées mddulo p, entio ou E e L se interceptam em P; ou L é uma
componente de E.

Prova: Mediante uma projetividade w podemos supor que L é a reta X = 0.
Seja g(X,Y, Z) o polindmio obtido a partir de Y27 = X3+ aX Z? +bZ3 mediante a
projetividade w. Sem perda de generalidade, podemos supor que os coeficientes de
g nao possuem fatores comuns.

Suponhamos que P;(0 : b; : ¢;), mde(b;, ¢;) = 1, sejam os pontos de intersecao de
E e L. Em outras palavras temos que b; e ¢; sao solugoes da equagao

9(0,Y,Z) =0

Se g(0,Y, Z) = 0 entdo claramente g(X,Y,Z) = X - f(X,Y, 7), isto é, a reta L
é uma componente de E. Do contrario temos que p nao divide todos os coeficientes
de ¢g(0,X,Y). Dali, por g ter grau trés e pela fatoracao tinica de polindémios, segue
que

g(O, Y, Z) = k(blZ — 01Y)(bQZ — CQY)(ng — CgY)

para alguma constante k£ nao divisivel por p. Logo

G(0,Y,2) = k(b1 Z — aY)(boZ — &Y )(b3Z — &Y

e claramente P, = (0 : b; : &) estdo na intersecdo de L e E. O

Ao restringirmos o mapa ¥, ao subgrupo E(Q)¢s obteremos homomorfismo de
grupos, para todo primo p t A. Pelo Nagell-Lutz (6.1.1, pg. 139), para um ponto
nao nulo (a:b:1) € E(Q) ser de tor¢ao é necessario que a,b € Z. Logo a imagem
deste ponto pelo mapa de reducio serd P = (a : b: 1). Claramente P # O, o que
implica que o mapa ¢ injetivo. Donde conclui-se
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Teorema 6.1.5 Sejam E/Q com equagao de Weierstrass y? =23 4+ax+b, a,b € Z.
Se pt A entao E(Q)iors € isomorfo a um subgrupo de E(Z/pZ). O

Corolario 6.1.6 Seja r; = #E(Z/p;Z), com p;t A, parai = 1,2. Se mdc(ry, ) =
1 entdo E(Q)iors € trivial.

Prova: O teorema anterior nos diz que #E(Q)srs divide r1 e ro de onde segue o
corolario O

6.2 Exemplos

Vejamos como determinar o subgrupo de torcao de algumas curvas elipticas. Para
isso usaremos o seguinte algoritmo baseado nos teoremas anteriores:

Passo 1 Seja E dada pela equacao de Weierstrass
E: Y+ a XY +aY — X? —apX? —aysX —ag =0
que se transforma numa equacao do tipo
vV =234ar+b, abeZ

completando-se o quadrado no primeiro membro, o cubo no segundo e depois
racionalizando-se os coeficientes, vide (3.1, pg. 56).

Passo 2 Calcula-se o discriminante A = —16(4a® + 27b%).
Passo 3 Encontra-se os divisores y de A/(—16) que satisfazem y*|A/(—16).
Passo 4 Seleciona-se, se houver, as raizes inteiras da equagao (em x) z3+ax+b = 3.

Passo 5 Calcula-se [i|P, i = 2,3, ...,e,, onde P = (z,y) e e, = #E,(Z/pZ) com p
o menor nimero primo que nao divide A.

Passo 6 Se alguma dessas poténcias de P tiverem os coeficientes fracionérios, entao
P nao é ponto de torcao.
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Este algoritmo calcula todos os pontos P # O de torcao em E e é bastante
simples de se implementar. Os exemplos que se seguem foram todos calculados a
partir de uma implementacao deste algoritmo feito no programa Maple:

al:=1:
a3:=1:
a2:=1:
ad:=1:
a6:=1:

print (y~2+al*xy+a3*y=x"3+a2xx"2+ad*x+ab) ;
b2:=al"2+4*a2:

bd:=al*a3+2*a4d:

b6:=a3"2+4*ab:

c4:=b2"2-24%b4:
c6:=-b2"3+36*b2*b4-216%*b6:

if al<>0 or a3<>0 then

a:=-27%c4:
b:=-54%*c6:
else;
if a2=0 then
a:=a4;
b:=ab;
else;

a:=3"3%(3*%xa4-a2"2);
b:=3"5*(3*a6-ad*a2) ;
end if:
end if:
print (y~2=x"3+a*x+b) ;
d:=-16%(4*xa~3+27*b"2) ;
Delta:=ifactor(-16*x(4*a~3+27%b~2));
p:=0:
w:=factorset(d):
pri:=seq(nextprime(i),i=w):
for z in pri while p=0 do
if modp(d,z)<>0 then p:= z end if;
end do;
"Primo"=p;
ap:=modp(a,p):
bp:=modp(b,p):

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYVVYVYVYyV
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V VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVVYVYV\VYV

print (E[p],y~2=x"3+ap*x+bp) ;

\Deltal[p] :=modp(d,p);

with(numtheory) :

ep:=1:

1:=0:

for i from O to p-1 do

y[i] :=modp (i~ 3+ap*i+bp,p):

if quadres(y[i],p)=1 and y[i]<>0 then

ep:=ep+2

elif y[i]=0 then ep:=ep+1

end if;

end do:

ep:=ep;

0;

for j from O to p-1 do

if quadres(y[jl,p)=1 then t[j]:=Sim else t[j]:=No end if;
if t[j]=Sim then

1:=1+1:

print (Q[1]=[j,msqrt(y[jl,p)1);

if y[jl<> 0 then 1:=1+1: print(Q[1]l=[j,-msqrt(y[jl,p)]) end if:
end if;

end do;

r[1] :=array(1..2):

ordem:=ep:

h:=divisors(d/(-16)):

zer:=solve(x"3+a*x+b=0,x) :

for as from 1 to 3 do

if type(zer([as], integer) then

print (S, [zer[as],0]);

print ([2]*S,0);

end if;

end do:

for u from 1 to tau(d/(-16)) do

if modp(d,h[u]~2)=0 then

r[1] [2]:=h[u];
sol:=solve(x"3+a*x+b=r[1] [2]"2,x);

for z from 1 to 3 do

if type(sol[z], integer) then

r[1]1[1] :=s0l[z]:
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r[2] :=array(1..2):

r[2] [1]:=(r[1] [1]"4-2*a*xr[1] [1]"2-

8xbxr[1] [1]+a"2)/(4x(r[1] [1] "3+a*r[1] [1]+b)):
r[2] [2] :=-(r[2] [1]1*(3*r[1] [1]"2+a)/(2*r[1] [2])+
((-r[1][1]"3+a*xr[1] [1]+2%b)/(2*r[1] [2]))):
print(S,r[1]);

print ([2]*S , r[2]);

if (r[2][1]=r[1][1] and r[2][2]=-r[1][2]) then
print ([3]1*S, 0);

else

for k from 3 to ordem do

r[k] :=array(1..2):

r[k] [1]:=((r[k-1] [2]-r[1] [2])/(xr[k-1] [1]-r[1][1]))"2 -
-(r[k-1] [1]+r[1]1[1]):

r[k] [2] :=-((r[k-1] [2]-r[1] [2])/(r[k-1] [1]-r[1] [1]1))*r[k] [1]+
(r[1] [2]*r[k-1] [1]-r[k-1] [2]*r[1] [1])/(-r[k-1] [1]+r[1][1]):
if not type(r[2] [1],fraction) then

print ([k]1*S, rl[kl);

if type(r[k][1],fraction) then

k:=ordem:

print(r[1],"nao ’e de Torsao");

end if:

if (rlk][1]=r[1][1] and rlk][2]=-r[1][2]) then
print ([k+1]%S, 0);

k:=ordem:

end if;

else

k:=ordem:

print(r[1],"nao ’e de Torsao");

end if;

end do;

end if;

else

end if;

end do;

end if;

end do;

V VV V V V VYV 4+ V | V.V

VVVVVVVVVVVVVYVYV VYV VYVYVYV +yV
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Exemplo 6.1 y? = 2° — 4322 + 8208.

A=-22.32.11
E5:y2::133—2x—|—3

Consideremos a curva E reduzida médulo 5, Es. Como 51 A temos que E(Q);ors C
E5(Z/5Z). Observemos que

E5(2/5Z) = {0, (3,2),(3,3), (4,2), (4,4)}

ou seja, a ordem de E(Q)ors ou é 1 ou é 5. Caso ele possua algum ponto de tor¢ao
nao nulo, teremos que F(Q);rs = Z/5Z. Claramente E nao pode ter pontos de
2-torgao, logo b # 0 para (a,b) € E(Q)sors. Desta forma devemos ter b? | A. Alguns
célculos nos dizem que o ponto R = (12,108) € E pode ser um ponto de torgao. E

de fato é, pois [5|R = O.

Exemplo 6.2 E(Q)s € trivial.

E:y?*=2"+322 416
A=-22.72.11

Temos que
E3(Z/3Z) - {07 (07 1)? (07 _1)7 (17 1)? (17 _1)7 (27 1)? (27 _1)}

e portanto #FE3(Z/37) = 7, enquanto que #E3(Z/13Z) = 18. Portanto pelo
corolario (6.1.6, pg. 143) temos que E(Q)os ¢ trivial.

Usando o Nagell-Lutz (6.1.1, pg. 139) podemos chegar ao mesmo resultado.
Consideremos os possiveis pontos de torgao(aqueles cuja coordenada y satisfaz
y?[(28 - 72 - 11)). Simples célculos nos mostram que P, = (0,4), P, = (1,7) e
Py = (8,28) sdo os possiveis pontos de tor¢gao. No entanto temos

3P = (5 720)
2P, = (5, 720)
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17 121

[6]P3:(47 8)

ou seja, o unico ponto de torgao é O.

Exemplo 6.3 E':y? + a2y — by = 2° — 5z

Esta curva esta na classe de isomorfismo da curva
E:y?* = 2% — 129872 — 263466
e para esta curva temos

A:212_316‘54

Além disso

Es3(Z/37) = {0, (0,0),(2,2), (2,—2), (3,0), (4,0), (6,1), (6, —1)}

Como x? — 12987z — 263466 = (x + 21)(z + 102)(z — 123), os pontos de 2-tor¢ao
sao (—21,0), (—102,0) e (123,0). Pelo Nagell-Lutz os possiveis pontos de torcao
(2,), com y # 0, si0

P=(-57,540) e Q= (303,4860)
Entretanto [3]P = —P e [3]Q = —Q. Logo,

E(Q)rors = 7,27 x 7./AZ.

3

Exemplo 6.4 E, : y* = z* — n’x = z(z — n)(z + n).

A, = (2n)°

Mostraremos que

Z Z

E(”)(Q>t07‘8 = {O> (07 0)7 (nv 0)7 (_nv O>} = E(n) [2] = ﬁ X ﬁ

todos de ordem 2. Usaremos para tanto o belissimo teorema de Dirichlet sobre pri-
mos em progressao aritmética
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Teorema 6.2.1 (Dirichlet) Sejam a e b inteiros co-primos. Entao existem infini-
tos primos da forma
an + b, n €N

Prova: [ROSE] O

Suponhamos por absurdo que E|,) possua um ponto nao nulo de ordem finita
maior que 2. Entao E,)(Q)sors contém um elemento de ordem impar ou o subgrupo
formado pelos pontos de ordem 4 contém 8 ou 16 elementos. Em qualquer dos casos
existe um subgrupo S C E,) (Q)1ors com m elementos, onde m é igual a 8 ou um
inteiro impar. E como para todo primo p 1 2n obtemos

E(n) (@)tors C E(n) (Z/pZ)

vemos, por (4.2, pg. 102), que m divide p + 1 sempre que p = 3 mod 4. Em
outras palavras, existe apenas um numero finito de primos (aqueles que dividem
2n) satisfazendo

pZ —1 mod m
(*>{p53 mod 4

Entretanto para m = 8 conseguimos (Dirichlet) infinitos primos p da forma 8k+3

e todos eles satisfazem
p =3 mod 8
p =3 mod 4

contrariando a finitude das solugoes de ().

Caso m seja um numero impar nao divisivel por 3, a infinitude de primos em
4mk + 3 produz infinitas solugoes para ().

Caso 3|m, basta considerar a progressao aritmética 12k 4+ 7 que pelos mesmos
motivos leva a uma contradi¢ao. Logo, como queriamos demonstrar,

#E(n) (Q)tors =4

6.3 Conjecturas de Birch e Swinnerton-Dyer

Enfim vimos, nas segbes anteriores, como determinar plenamente a estrutura de
E(Q)0rs para uma curva eliptica E. Para o posto de uma curva eliptica, entretanto,
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nao ha nenhum resultado que permita calcula-lo ou ao menos mostrar que existam
curvas elipticas com posto arbitrariamente grande; pelo contrario, os principais ex-
emplos conhecidos possuem todos postos pequenos (entre 7 e 15). Atualmente, os
principais problemas em aberto sobre curvas elipticas, incluindo as conjecturas do
titulo, tratam deste nimero. Entre 1950 e 1960, Birch e Swinnerton-Dyer, basea-
dos em extensiva evidéncia numérica obtida a partir de computadores, proporam
algumas conjecturas que seriam o andlogo para curvas elipticas do Principio Local-
Global das Conicas. A idéia que eles tiveram foi que quanto maior for E(Q) (o que
pode ser medido através do posto de E) maior devera ser E(IF,), para todo primo
p (e isto é medido por #E(F,)). O que fizeram foi concatenar os véarios valores de
N, = #E(F,) numa tnica fungao: a L-fun¢do de Hasse-Weil de E definida por

1 - N,
L(B,s) = [0 - % 4 %)—1 < [ (E.5)

ptA plA

onde A é o discriminante de E : y* = 2* + ax + b, £,(E, s) é um certo polinémio em
p~* tal que {,(E,1) # 0 e s é uma variavel complexa.

Notemos que a cota de Hasse (4.2.2, pg. 95) nos diz que esta série converge ab-
solutamente quando Re(s) > 3/2. A partir de um resultado demonstrado por Wiles
(o mesmo do Teorema de Fermat), Breuil, Conrad, Diamond e Taylor demonstraram
a conjectura de Shimura-Taniyama que implica que

Teorema 6.3.1 (Conjectura de Hasse-Weil) Seja E/Q uma curva eliptica. Entao
L(E, s) possui uma continua¢do analitica para o plano complexo C.

Prova: Veja [RUBIN-SILVEBERG], pg. 461, para maiores referéncias. O

Logo faz sentido calcular L(E, 1).

Sendo assim o que Birch e Swinnerton-Dyer propuseram foi que a ordem deste
zero, s = 1, é o posto da curva eliptica E.

Conjectura 6.3.1 (BSD I) Seja E/Q uma curva eliptica. Considere a expansao
de Taylor de L(E,s) em torno de s = 1, isto €,

L(E,s) =b.(s —1)" +bygr(s — 1) 4 ..

com b, € C\{0} e r um inteiro ndo negativo. Entdo r é o posto de E.
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Se esta conjectura for verdadeira teremos uma maneira efetiva de calcular o
posto de uma curva eliptica. Infelizmente, apesar do esfor¢o de varios mateméticos
brilhantes, o BSD I parece estar longe de ser demonstrado.
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Capitulo 7

Aplicacoes a Teoria dos Numeros

7.1 Pitagoras, Diofanto e Fermat

Para os matematicos o teorema de Fermat é certamente um dos mais famosos resul-
tados da Matematica. Enquanto que para a maioria daqueles que nao se dedicam
com um certo afinco a Matemadtica, se perguntarmos o nome de algum teorema, a
primeira (e talvez tnica resposta) serd: “Teorema de Pitadgoras”. Talvez porque as
aplicacoes deste teorema a Geometria sejam intimeras ou por ser sua demonstracao
e enunciado bastante simples. Este teorema garante que

Em um triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa € igual a soma do
quadrado dos catetos.

Em outras palavras, as medidas dos lados de um triangulo retangulo satisfazem a
equacao de Pitdgoras
X?24+Y?r=27%

Foi Diofanto que em seu livro se propos a descobrir triangulos retangulos com
lados de medidas inteiras ou racionais, isto é, solucoes inteiras ou racionais para a
equacao de Pitdgoras. Neste seu livro ele determina uma maneira de obter todas as
solugbes (inteiras ou racionais) para a equagao de Pitdgoras. Antes de demonstrar-
mos o resultado de Diofanto, facamos algumas definigoes.

Uma solugdo (z,y,2z) com 0 < = < y < z para equagdo de Pitdgoras serd
chamada de tripla ou terna pitagdrica. Se uma terna pitagérica (z,y, z) é tal que

152



mdc(z,y, z) = 1 diremos que ela é primitiva. Toda terna pitagérica é obtida a partir
de uma terna pitagérica primitiva, ja que (Az, Ay, Az), A # 0, é uma solugao se, e
somente se, (z,y,z) é uma terna pitagérica. Diante disto temos

Teorema 7.1.1 (a,b,c) é uma tripla pitagorica primitiva se, e somente se, ex-
istirem inteiros m,n relativamente primos tais que a = m? —n?, b = 2mn e
c=m?+n?.

Prova: Se a = m?—n? b= 2mn e ¢ = m? + n? com mdc(m,n) = 1 entao
claramente (a,b,c) é um terno pitagérico primitivo. Para a reciproca, vejamos
duas demonstragoes diferentes: uma baseada no fato de toda conica ser uma curva
racional e a outra totalmente aritmética.

2

(Geométrica) Uma solugao inteira para X? +Y? = Z2 com Z # 0 d4 origem
a um ponto racional na circunferéncia x? + y? = 1, e vice versa: pontos racionais na
circunferéncia correspondem a uma terna pitagorica.

Uma reta com inclinagdo racional ¢ e passando por P = (—1,0) toca a cir-
cunferéncia num ponto racional. Reciprocamente, se () é um ponto racional da
circunferéncia, a reta unindo P a () tera inclinagao racional. Notemos que uma reta
deste tipo intercepta o eixo y no ponto racional (0,¢), onde ¢ é a inclinagao desta
reta.
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Assim a terna pitagérica primitiva (a, b, c) podemos associar um ponto da cir-
cunferéncia Q) = (x,y), onde z = a/c e y = b/c sao fragoes irredutiveis. Por sua vez
a () podemos associar um numero racional ¢, que é a inclinagao da reta que passa
por P e Q. A reta de equacdo y = t(x + 1) intercepta a circunferéncia no ponto @
e logo

Pt +1)? =1
(1+tH)x* 2%z +12 -1 = 0

N8
1 —¢?
r = —
1+t
B 2t
YT 15w
n
Se tomarmos a fragao irredutivel t = — obtemos
m
a m? — n? b 2mn
—_ = r = ————— e - = = —
c m2 -+ n?2 c Y m? + n?
m2 — n? 2mn

Note que a fragoes sao irredutiveis, pois caso contrario m e n

e
‘ m2+n? m?+n?
teriam um fator primo comum. Portanto

a=m?—n? b=2mn c=m?+n?

(Aritmética) Seja (a, b, c) um terno pitagdrico primitivo. Podemos supor b par
e a e ¢c impares. Assim

V' =c*—a*=(c—a)lc+a).

Se p é um fator primo fmpar comum de (¢ —a) e (¢ + a) entdo p divide b e além
disso
p|2¢c e Pl 2a
contrariando o fato de (a, b, ¢) ser primitivo. Portanto existem m e n tais que
c—a c+a
=m? e =n?

2 2
o que demonstra o resultado. O

Foi a margem deste teorema, em sua cépia da Aritmética de Diofanto que Fermat
enunciou o mais famoso dos comentarios
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“Ao contrdrio, € impossivel separar um cubo em dois cubos, uma poténcia
quarta em duas poténcias quartas, ou em geral, qualquer poténcia acima
a sequnda em duas poténcias do mesmo grau. Fu descobri uma demons-
d d d t d Fud b d

racao verdadeiramente maravilhosa que esta margem € muito estreita
t dad t lh t t treit
para conter.”

Se essa demonstracgao existiu deve ter sido de fato maravilhosa uma vez que as mentes
mais brilhantes da matematica jamais conseguiram reproduzi-la. Conjectura-se que
Fermat mais tarde percebeu a falsidade de sua demonstragao ja que mais adiante,
em outra anotacao marginal de seu livro, ele fez um esbogo da demonstragao para
n = 4. Para n = 4 a demonstracao é bastante simples e oferece mais um exemplo do
método usado por Fermat em suas demonstracoes - a descida ao infinito - bem como
uma aplicagdo do teorema anterior caracterizando os ternos pitagéricos primitivos.
Na realidade mostraremos algo mais forte:

Teorema 7.1.2 A equacdo
Xt+yt=27
ndo possui solugoes inteiras (x,y,z) com xyz # 0.
Prova: Suponhamos por absurdo que 2%+ y* = 22 e que 2yz # 0. Podemos supor
x,1y,z > 0 e tomar z minimo dentre todas as solugoes para esta equacao.

Se x = ar’ y=ay e z = az entao temos para algum z;

4 4 4 4
CL2(1’/ +y/):Z,2 iZL’, +y/ :Ziz‘

Neste caso z > z] contraria a minimalidade de z. Logo mdc(z,y, z) = 1.

Usamos o teorema anterior (7.1.1, pg. 153) com (22)?+(y*)? = 2? para obtermos
inteiros m e n relativamente primos tais que

2 =m? — n? y? = 2mn 22 =m?* +n’
Note que z? + n? = m? é uma terna primitiva, pois, do contrdrio, se x, m e n
tivessem um fator comum, este automaticamente seria um fator de z, y e z. Assim,
mais uma aplicacao de (7.1.1, pg. 153) nos d4 inteiros s e ¢ relativamente primos
tais que
r=s>—t n = 2st m = s>+ t%

Portanto
y? = 4st(s® + 1)
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e como mdc(s,t) = 1 temos que s = a?, t = b* e s> + t* = 2. Donde
at + bt =2
Notemos que

2 = m?+n

— 4a4b4+(a4+b4)2
> (a4 ) =
>

Contrariando o fato de z ser minimo dentre todas as solugoes. U

Corolario 7.1.3 A equacao
Xt +yt=2

nao possui solugoes racionais (x,y, z) com xyz # 0.
Prova: Nestas condigdes uma solu¢do * = r/s, y = u/v e z = a/b para esta
equagao implicaria que

V2 ((vr)* + (su)?) = (as®v?)?

ou seja, existe um inteiro ¢ tal que
(vr)* 4 (su)* = &

contradizendo o resultado anterior. O

Corolario 7.1.4 A equacao de Fermat
Xt +yt=274

nao possui solugoes racionais (x,y, z) além daquelas com zyz = 0.

Prova: Uma solugao (z,y,z), com zyz # 0, para esta equagao de Fermat daria
origem a uma solugao (x,vy, 22) com zyz* # 0 para a equagao considerada anterior-
mente
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Outro problema que surge a partir da equacao de Pitagoras é a determinagao de
quais nimeros racionais n correspondem a areas de triangulos retangulos com lados
racionais. Observe que s é necessario considerarmos inteiros n livres de quadrado ja
que se n é a drea de um triangulo retangulo com lados (a, b, ¢) racionais entao m?n

é a area do triangulo (ma, mb, mc). Neste caso n é chamado de numero congruente.

Este problema recebeu uma consideravel atencao dos matematicos ao longo do
tempo: os arabes mostraram que para tal n existe x tal que x, z +n e x — n sao
quadrados e que o contrario também vale; Euler demonstrou que n = 7 é congruente,
enquanto que Fermat mostrou que n = 1 nao é congruente. Outros exemplos de
nimeros nao congruentes sao 1, 2, 3 e 4.

Exemplo 7.1 2 nao é congruente.

Se 2 fosse congruente existiriam racionais z,y e z tais que

2?2 +y? = 22

dd

2

2
Dai y = —, para algum m, e
x

zt 42 = (21)2
Isto contradiz (7.1.3, pg. 156).

Nas proximas secoes pretendemos relacionar estes problemas a teoria das Curvas
Elipticas de maneira que possamos resolve-los “satisfatoriamente”.

7.2 Numeros Congruentes

A relacao que ha entre curvas elipticas e niimeros congruentes é dada pelo seguinte
teorema

Teorema 7.2.1 Para um inteiro n livre de quadrado, os trés sequintes conjuntos
estao em bijecao:
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1. Triplas de racionais (a,b,c), a < b < ¢, que sdo solugoes do sistema
a?+ 0 =c?
ab
— ="

2
2. Numeros racionais x tais que x, * +mn e x —n sao quadrados;

3. Pontos (z,y) € Eu(Q), com Ey,y : Y? = X? —n?X uma curva eliptica e x o
quadrado de um numero racional com denominador par.

Prova: Temos que se (a,b,¢) é um terno pitagérico de drea n entao

a+b\2 a’?+2ab+b> E+4n e\ 2
(5) = =(3) +

()=

Logo se fizermos x = (¢/2)? entdo teremos que x,  +n e x — n sdo quadrados.

Reciprocamente se x, z +n e £ — n sao quadrados entdao definimos ¢ = 2/x e

tomamos a < b tais que
2

atb\2 ¢
(2 >_Zi"'

Desta forma (a, b, ¢) é uma terna pitagorica com n = %ab.

Para relacionarmos os conjuntos (2) e (3), assumamos inicialmente que = pertence
ao conjunto (2), entao z = u? e

v? = (x—n)(r+n)=1>—-n>=u' —n’
que ao multiplicarmos por u? torna-se
(uv)? = u® — n*u?
Fagamos y = uv e x = u? entdo o ponto (z,y) pertence a cibica

Y? = X3 —n?X.

Usando a bijegao entre (1) e (2) vemos que z = ¢*/4 tem denominador par.
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Por outro lado se # é um quadrado com denominador par, isto é, * = (¢/2)? e

se 22 — n?xr é um quadrado y? entao pondo v = y//x obtemos

2 3 2
2o Yy T —NTT 5 2
v="=—— =3z —n".
x T

Isto é

v? +n?=a”
¢ um terno pitagérico. Como n é inteiro temos que os denominadores de x2 e v? sao
iguais; digamos t* com t divisivel por 2, por hipotése. Portanto a tripla pitagérica

(20)? + (£2n)? = ()’
é primitiva, e por (7.1.1, pg. 153), deve ser da forma

tv=M*~N?>  n=2MN  t*x=M>+N?
Ao multiplicarmos a tripla pitagérica t?x = M? + N? por 4/t* obtemos uma outra

terna pitagorica
2MN\2 2N \2
() +(F) —

que determina um triangulo retangulo de area

AMN  tn
= — =n.
2t2 t2
Isto estabelece a equivaléncia entre os trés conjuntos. U

O proximo resultado caracteriza os nimeros congruentes n em termos de pro-
priedades da curva eliptica ).

Corolério 7.2.2 n € congruente se, e s6 se, E,)(Q) tem posto ndio nulo.

Prova: Se n é congruente entdo por (7.2.1, pg. 157) existe um ponto
(z,y) € Eun)(Q) com x um quadrado racional de denominador par. Logo, pelo
Nagell-Lutz (6.1.1, pg. 139), este ponto (x,y) ndo pode ser de tor¢ao, pois suas
coordenadas nao sao inteiras. Portanto tem ordem infinita.

Reciprocamente, se E,)(Q) tem um ponto de ordem infinita (z,y) entao
2](z,y) = (2/,y') # O. Uma aplicagao da férmula da duplicagao (3.3.6, pg. 68)
nos diz que

, a4+ 2n%a? 4t <x2+n2>2
Tr = =
4(x® — n’x) 2y
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Logo [2](x,y) é um ponto cuja coordenada z’ é um quadrado com denominador par
e por (7.2.1, pg. 157) corresponde a uma tripla pitagérica (a, b, c) cuja érea é n,
isto é, n é um numero congruente. 0

De posse deste coroldrio e do exemplo (7.1, pg. 157) da se¢ao anterior vemos
que a curva eliptica E(9) tem posto nulo, ou melhor, #E ) (Q) < oco. Assim, por
(6.4, pg. 148), a curva E(y) dada por Y? = X? — 4X satisfaz

E(Q) ={0,(0,0),(2,0), (=2,0)} ~ Z/27Z x 7,/ 2.

Como 6 é a drea do triangulo de lados (3,4, 5) vemos que a curva dada por Eg)
tem posto > 1.

Logo uma maneira efetiva de calcular o posto de uma curva eliptica permitiria
dizer quando um numero é ou nao congruente. Infelizmente, como observamos
anteriormente, nao existe ainda uma maneira de determinarmos o posto de uma
curva eliptica. As conjecturas de Birch e Swinnerton-Dyer se verdadeiras para as
curvas E,) implicam o seguinte critério descoberto por J. Tunnell

Teorema 7.2.3 (Tunnell) Seja n um inteiro livre de quadrados e 1 < a < 2
satisfazendo n = a mod 2. Entdo n € congruente se, e somente se,

1
#(e.y,2) € 27| = = 200” +-4° +322) = S#{(0.9,2) € 2| = = 200" +4°+82%)

Prova: [KOBLITZ], pg. 221 O

Para maiores informagoes sobre este problema veja o excelente livro de [KOBLITZ]
ou o artigo original de [TUNNELL].

7.3 O Ultimo teorema de Fermat

O 1ltimo Teorema de Fermat resistiu a varias tentativas, mas finalmente sucumbiu
ao ser relacionado com a teoria de curvas elipticas e formas modulares. Infelizmente,
a idéia envolve muitas ferramentas avancadas que nao pretendemos reproduzir aqui;
pelo contrario o seguinte “esbog¢o” da demonstracao carece de rigor matemarico,
sendo somente uma maneira de agucar a curiosidade do leitor e apontar outras
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referéncias. Para se ter uma idéia da dificuldade, a demontracao de Wiles é um
artigo com quase 200 paginas!!

A idéia original partiu de Gerhart Frey (1985) que estudava as curvas elipticas
do tipo
Y?=X(X -A)(X —B), com A+ B=0C.

Ele pos A =a” e B =0, onde p > 5 é um primo e (a, b, c), abc # 0, é uma solugao
hipotética para a equacao de Fermat

XP 4 YP = 2P,

Frey observou que se existisse tal curva, ela possuiria propriedades contrastantes
com as de outras curvas elipticas. Ele ficou convencido de que tal situacao era
impossivel e pensou num método para derivar uma contradi¢ao com a bem conhecida
conjectura de Shimura-Taniyama. Esta conjectura (atualmente um teorema provado
recentemente por Breuil, Conrad, Diamond e Taylor e obtido como uma extensao
do trabalho de Wiles) relaciona curvas elipticas e formas modulares

Teorema 7.3.1 (Conjectura de Shimura-Taniyama) Toda curva eliptica definida
sobre Q € modular.

De uma maneira nao muito precisa, uma curva eliptica £ é modular se existir
uma funcao modular f tal que a L-série associada a E é igual a L-série associada a
f (isto nao ¢ uma defini¢ao).

Ken Ribet em 1986 provou uma conjectura de Serre (a conjectura epsilon) que
automaticamente acarretava que a validade da conjectura de Shimura-Taniyama
implicaria o Ultimo teorema de Fermat. Restava apenas demonstrar esta conjectura.

Finalmente, em 1993, apds varios anos “enclausurado” em seu sétao, Andrew
Wiles anunciou uma prova para a conjectura de Shimura-Taniyama para um grupo
muito especial de curvas elipticas, das quais a curva de Frey fazia parte. Infelizmente
esta continha ainda algumas falhas, que puderam ser sanadas um ano depois com a
ajuda de Richard Taylor.

Para  afirmagoes precisas recomendamos o primeiro capitulo de
[CORNELL-SILVERMAN-STEVENS]| ou ainda o livro de [RIBENBOIM]. Para
uma abordagem sobre o Ultimo Teorema de Fermat mais histérica e menos matematica
recomendamos [SINGH], cuja apresentacao nao requer nenhum conhecimento de
matematica, além de ser uma leitura excepcional.
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