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RESUMO

Neste trabalho tratamos da existéncia de érbitas periddicas numa vizinhanga de equilibrios rela-
tivos no problema de n vortices no plano e na esfera. Mais especificamente, no plano, o equilibrio
relativo consiste de n vortices unitarios nos vértices de um poligono regular inscrito numa cir-
cunferéncia centrada na origem com e sem um vortice de intensidade x no centro. Na esfera
consiste de n vortices unitarios nos vértices de um poligono regular inscrito numa circunferéncia
em uma latitude fixa da esfera com e sem um vértice de intensidade k no pélo norte. A ferra-

menta bésica utilizada é o Teorema do Centro de Lyapunov.

Palavras-chave: Teorema do Centro; Equilibrios Relativos; Orbitas Periédicas.



ABSTRACT

In this work we treat of the existence of periodic orbits in a neighborhood of relative equilibria
in the n-vortices problem in the plane and in the sphere. More specifically, in plan, the relative
equilibria consists of n unit strength vortices at the vertices of a regular polygon inscribed in
a circle centered at the origin with and without a vortex in the center with strength x. In the
sphere consists of the n vortex unit at the vertices of a regular polygon inscribed in a circle at
a latitude of the sphere fixed with and without a vortex with strength x at the north pole. The

basic tool used is the Lyapunov center theorem.

Key-words: Center Theorem; Relative Equilibria; Periodic Orbits.
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Introducao

Equilibrios relativos no problema de n vortices pontuais sao solugoes periddicas especiais:
num certo sistema de coordenadas rotatdrias elas sao estacionarias. Para revisao e diversos re-
sultados sobre tais equilibrios ver [1, 14]. A existéncia e estabilidade de equilibrios relativos tem
sido estudada por diversos autores como [5, 6, 7, 10, 11]. A existéncia de equilibrios relativos
na esfera bem como a existéncia de simetrias desses equilibrios foram estudadas em [11]. A
estabilidade nao-linear do anel poligonal no plano com e sem um vortice na origem foi estudada
em [6]. A estabilidade ndo-linear do equilibrio poligonal com n vértices em uma latitude fixa da
esfera com e sem a presenca de um vértice no pdlo norte foi estudado em [5] e [7]. Em [10], foi
estudado a estabilidade linear e nao-linear de dois aneis na esfera com e sem vortices nos polos.
Outro tema que tem sido bastante pesquisado no problema de n vortices é o da existéncia de

ofbitas periddicas como vemos em [3, 4, 9, 18].

Neste trabalho, estamos interessados na existéncia de érbidas periédicas na vizinhanga
de uma classe de equilibrios relativos no plano e na esfera. Mais especificamente, no plano, o
equilibrio relativo consiste de n voértices unitarios nos vértices de um poligono regular inscrito
numa circunferéncia unitdria centrada na origem com e sem um vértice de intensidade k na
origem. Na esfera temos n vértices unitarios nos vértices de um poligono regular inscrito numa
circunferéncia em uma latitude fixa da esfera com e sem um vértice de intensidade x no pélo

norte. Chamaremos tais configuragoes de anel de vdrtices com um vdrtice na origem (ou no

pdlo).

A ferramenta bdsica utilizada aqui é o Teorema do Centro de Lyapunov (1.2) que garante,
sob certas condigoes, a existéncia de uma familia de 6rbitas periddicas emanando de um equilibio
do problema (drbitas de Lyapunov). Varias sdo as demonstragoes existentes para este teorema,
em [17] usa-se o método das séries majorantes, em [12] e [13] o método da continuagao de

Poincaré e em [16], o teorema é demonstrado como corolario do Teorema da Bifurcagao de Hopf.



No capitulo 1, tratamos da existéncia de orbitas de Lyapunov no caso planar. Para o
cédlculo da Hessiana do problema no equilibrio relativo seguimos o que foi feito em [6]. Este
capitulo foi dividido em se¢oes. Na se¢ao 1.1 tratamos da formulacao do problema. Na se¢ao 1.2
abordamos o caso de um anel de vértices e obtemos como resultado o Teorema 1.5. Na secao
1.3 analisamos o caso de um anel de vértices com um vortice central de intensidade « e obtemos

como resultado o Teorema 1.6.

No capitulo 2, abordamos a existéncia de érbitas de Lyapunov no caso esférico. Para o
célculo da Hessiana no equilibrio, seguimos o que foi feito no artigo [7]. O capitulo foi dividido
em sec¢oes. Na secao 2.1 tratamos do caso de um anel de vértices em uma latitude fixa. A segao
foi dividida em subsecoes. Na subsecao 2.1.1 apresentamos alguns resultados sobre matrizes cir-
culantes necesséarios para o cdlculo do polinonio caracteristico do problema. Na subsecao 2.1.2

provamos o Teorema 2.3.

Ainda no capitulo 2 e passando & se¢ao 2.2, tratamos o caso de um anel de vértices com um
vortice no pélo norte. Diferentemente dos casos anteriores, neste nao conseguimos determinar
todos os autovalores do problema. De fato, seis autovalores nao foram determinados devido a
complexidade do polinémio caracteristico do problema. Dividimos a se¢ao em subsecoes. Na
subsecao 2.2.1 apresentamos a formulacao do problema onde encontramos todos os autovalores,
exceto os seis mencionados acima. Na subsegao 2.2.2 encontramos um regiao do plano z — k
(z é a coordenada do anel no eixo polar e k é a intensidade do vértice polar) em que um dos
autovalores, f|zy, tem valor absoluto maior do que os dos demais autovalores conhecidos. Na
subsecao 2.2.3 temos como objetivo provar o Teorema 2.9. Com este fim, nos restringimos as
regioes de estabilidade dadas em [7| garantindo que todos os autovalores do problema sejam
imagindrios puros possibilitando que apliquemos o Teorema do Centro comparando o autovalor

fi| ) com oS seis autovalores supracitados, mesmo nao tendo suas expressoes explicitas.

Na segao 2.3 tratamos o caso de um anel com dois vértices em latitude fixa com um vértice
no pélo norte. Este caso foi considerado separadamente devido as férmulas utilizadas no caso
geral nao valerem para n = 2. Na subsecao 2.3.1 demonstramos o Teorema 2.23 sobre existéncia
de 6rbitas periddicas. Na subsecao 2.3.2 tratamos da estabilibidade desta configuracao (n = 2).

Provamos o Teorema 2.27 que nos da regioes no plano z — x em que o equilibrio relativo em

questao € estavel.



Capitulo 1

Orbitas de Lyapunov no Problema

de n Vortices no Plano

Neste capitulo vamos estudar a existéncia de érbitas periddicas no problema de n vortices
no plano proximas a equilibrios relativos. Mais especificamente na vizinhanca do equilibrio
relativo formado por n vortices idénticos localizados nos vértices de um poligono regular com e

sem a presenca de um outro vértice localizado na origem.

1.1 Formulacao do problema

Consideremos n+1 vértices pontuais no plano com posicao ¢; = (x5, y;) e intensidades &,
0 < j <n. As equagoes diferenciais que regem o movimento destes vértices tém sua formulagao

Hamiltoniana devida a Kirchhoff [8], a saber

_ ou
. oU
KiY; = _axj7

sendo U a funcao

U= —Z/@inj log \/(:ci—xj)Q—i-(yi—yj)Q. (1.1)

i<j

Podemos escrevé-las na forma mais compacta

Mg = JVU(q), (1.2)

10
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onde g = (xg, - ,Tn, Yo, »Yn)’, M = diag(ko, k1, ,Kn, Ko, K1 - , kn) € J a matriz simplética

canodnica, isto é,

J = 0 In+1

“in+1 0

Um equilibrio relativo é uma configuragao de vértices que se torna uma solugao estacionaria
em um sistema de coordenadas rotatérias. Para estudarmos equilibrios relativos de (1.2) passe-
mos, entao, do sistema de coordenadas fixas para um sistema de coordenadas rotatérias com

velocidade angular v em torno da origem usando a mudanca de variaveis
q = exp(vJt)Q.
Desta forma
MQ = M(-vie'q+e ")

— M[—Vje_yjteuth + e—l/JtM—ljv(](el/JtQ)]

= J[-vMQ +VU(Q)]

e portanto a equagao se torna

MQ=JVH(Q), (1.3)

com

H(Q)=U(Q) - 5Q"MQ. (1.4)

A configuragao @y é um equilibrio de (1.3), se e somente se
—vMQy+ VU(Qp) =0 (1.5)

e, por conseguinte, a velocidade angular v deve ser da forma

L QIVU(Qo)
QIMQy

Proposicao 1.1. Para a fung¢ao U em (1.1), temos

QTVU(Q) = — Z Rikj.

1<j
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Demonstragao. De fato, sendo U(Q) = — ZK]- kikjlog|Q; — Qjl, temos para A > 0

UANQ) = —Zﬁmjlog/\—anjlog\Qi—Qj]

1<j 1<j
= —logAZminj +U(Q).
1<j
Agora, derivando em relagao a A e fazendo A = 1, temos o resultado. O

Concluimos que a velocidade angular para uma soluc¢ao de equilibrio, Qq, do sistema (1.3)

deve satisfazer

-_ - RiKRj
= —%. (1.7)
Qo MQO
Notemos que o sistema linearizado de (1.3) no equilibrio Qg é
MQ = J(—vM + D?U(Qy))Q. (1.8)

Nosso interesse é mais especificamente a configuragdo, (Jo, que consiste de n vértices idénticos
com intensidade kg = --- = kp—1 = 1 localizados nos vértices de um poligono regular inscrito
numa circunferéncia unitaria centrada na origem. Consideraremos dois casos: com e sem a
presenca de um vértice de intensidade k,, = x localizado na origem.

A funcao Hamiltoniana (1.1) pode entao ser escrita na seguinte forma:
U =U; + kU, (1.9)

onde as fungbes acima sao dadas por

Uy=- Y log|Q;—Qjl

0<i<j<n
e
n—1
Up=—)Y log|Q; — Qnl.
§=0
Sendo
n—1
Qo MQo = Z(xgj + ?/(%j) =n
=0

e, tomando k,, = K, temos

— n(n —1)
=0

i<j 0<i<j<n
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donde obtemos de (1.7) que

— k. (1.10)

1.2 Anel de vértices no plano

Com o intuito de provar a existéncia de érbitas periddicas numa vizinhaca do equilibrio
relativo, (g, usaremos o Teorema do Centro devido a Lyapunov. Para uma demonstragao deste

Teorema ver [12, 13, 17, 16]. A versao em [12] é a que enunciaremos aqui.

Consideremos a equacgao diferencial
i = f(x),

onde f : U — R™ é uma funcao suave no aberto U C R™ e seja xg um equilibrio desta equacao.

Teorema 1.2 (Teorema do Centro de Lyapunov). Suponha que a equagio & = f(x) admita uma
integral, ¥, nao-degenerada e tenha um equilibrio xo de forma que os autovalores de A = D f(xq)
sejam £wi, Az, -+ , A, onde wi # 0 € imagindrio puro. Se \j/iw ¢ Z para j =3,--- ,m, entdo
existe uma familia a I1-parametro de orbitas periddicas emanando do equilibrio. Além disso,

quando nos aprorimamos do equilibrio ao longo da familia, o periodo tende a 2w /|w|.

Observagao 1.3. Uma integral U é nao-degenerada se VW (x) # 0 sobre érbitas periddicas.
Notemos que no caso Hamiltoniano & = JVH(x) a funcdo Hamiltoniana H é sempre uma

integral nao-degenerada e A = JG, com G = D?H (z).

Voltemos ao nosso problema de n vértices no plano. Consideremos primeiramente o caso
de um anel de vértices. Neste caso k = 0, o potencial é U = U; e devemos encontrar os

autovalores do sistema linearizado (1.8), ou seja, devemos encontrar as raizes de
N +vJ — IMID?U(Qo)| = |\ — vI + M~ D*U(Qo)| = 0.
A matriz A\J — vl + M~1D?U(Qp) pode ser escrita na forma em blocos

—vlI+ K Vi
Y —vl - K
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com K = M1 ( &?faUx s). Usando a identidade

I —BD! A B A—BDC 0
0o I ¢ D C D/’
obtemos a férmula
A B 1
=|DA—-DBD - C| (1.11)
C D

para o calculo do determinante de uma matriz 2m x 2m dada por blocos m x m. Segue-se que

N —ul+ MOy = | TR M
o) =
A - K
Vi vli+ K
I+ KA

= |+ - K?|.

No caso em tela, U = U; e M = I, assim

00 0 0 0 0 0
0 ¢t 00 0 0 0
00 0 0 0 0 0
2 00 0 0 0 0 ¢
K:<8U1 >: 3 7
Oy s 00 0 0 0 et 0
00 0 0 ¢ 0 0
00 0 ¢3 O 0 0
com
1
CT=—§(7“—2)(TL—T'), (1.12)

logo
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00 0 0 O 0 0
000 0 0 0
00 0 0 O 0 0
K2:000c§0 0 0
00 0 0 c 0 0
00 0 0 O 2 0
000 0 0 0 3
Portanto,
a 0 0 0 0 0 0
0 a—c2 0 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0 0
0 0 0 a—-c¢ 0 0 0
ol — K?| = ’
o 0 0 0 a-—c 0 0
0o 0 0 0 0 - a—-c2 0
0O 0 0 0 o -+ 0 a-d

com a = A\? + 2. Segue de (1.10) e (1.12) que v? = ¢?, logo A2+ 1% —c2 = \? e, assim, o

polinémio caracteristico para n impar é

n41l
2
p(\) = N2(\? 4 12)? H()\2 + 12— 3)2 (1.13)
j=3
e para n par é

n/2
p(\) = N2(\? +v2)? ()\2 +v? — c%%g) l_I(/\2 + 0?2 — 05)2. (1.14)

j=3

A presenca do autovalor zero é devida a invaridncia por rotacao. Podemos eliminar este

autovalor utilizando uma integral primeira do sistema mantendo os demais autovalores.

Observagao 1.4. Para aplicarmos o Teorema do Centro precisamos de um autovalor imaginério
puro e simples. Para n impar todas as raizes de (1.13) tém multiplicidade pelo menos dois, logo
neste caso nao podemos aplicar o Teorema. Por outro lado, para n par o polinomio (1.14) tem

as rafzes A = +,/c2 — 1% com rg = “£2 que sdo simples. Além disso, de (1.10) e (1.12) segue
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1 1
2 _ 2_ 2 _ 2_ 2,2 _ 20
c v c 1 —6471 (n® —8n+8) —6471 [(n—8)n+8 >0

para todo n > 8. Assim, o autovalor /c%0 — 12 é real para n > 8 enquanto que para n = 4,6 é

imaginario puro.

Desta forma, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 1.5. No caso do anel de vortices sem wm vortice na origem podemos aplicar o Teorema
do Centro (1.2), paran =4 en =6 com os autovalores A = V2ie\= %z’, respectivamente. Isto

€, podemos garantir a existéncia de uma familia de orbitas periodicas emanando do equilibrio.

Demonstragao. Segue de (1.14) que o polindémio caracteristico para n =4 é

p(\) = %AZ(V +2)(40% 4 9)?

eparan =6 ¢

p(\) = \? </\2 + %45)2 (A2 +4)? ()\2 + i) .

Portanto, para n = 4, temos
(3i/2) 3

NTEREN AR

e para n = 6, temos
(5i/2) 5 24 4

(3i/2) 3 (3i/2) 3

ambos nao inteiros.

1.3 Anel com um voértice adicional na origem

Neste caso temos n vortices localizados nos vértices de um n-poligono regular com inten-

sidade unitaria e um vértice com intensidade k localizado na origem e devemos considerar o

potencial U = U; + kUs dado em (1.9). A fungao Us contribui para o cdlculo de afjgm - com os

fatores



1, r+s=2modn, 0<r,s<n-—1

0%U,
0xs0x,

=49 —/n, r=2,s=n ou r=mn, §=2

0, demais casos

entdo, para K = M1 (835823), com M = diag(1,---,1,k,1,---,1, k), temos

0 0 K 0 0 0
0 ci+x O 0 0 0
k0 0 0 -+ 0 —ryn
K=]10 0 0 0 cs+k 0
0 0 0 c+K - 0 0
0 0 —/n 0 0 0
€
K2 0 0 0 0 —Kk2/n
0 (c1+ k)? 0 0 0 0
0 0 k*(n+1) 0 0 0
K? = 0 0 0 (c3 4 K)? 0 0
0 0 0 0 (c3 + K)? 0
—Ky/n 0 0 0 0 nK

Portando, fazendo novamente o = A? 4+ 12, obtemos
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lal — K?| =
a—k?  K2/n 0 0 0 0
kVn o —nk 0 0 0 0
0 0 a— (2 +k)? 0 0 0
0 0 0 a—k(n+k) 0 0
0 0 0 0 a— (3 +k)? 0
0 0
0 0 0 0 0 o a— (B +k)?
e, consequentemente, o polinébmio caracteristico para n impar é
n41
2
p(N) = W+ 7)W=k + ) [TV = (¢ + £)* +7)? (1.15)
§=3
e para n par é
n/2
p(A) = A2+ %) (A% — 4+ A3 (12 — (cnsz + K)? 4+ N?) 1_[()\2 —(¢j + R+ %)% (1.16)
2
j=3

Novamente temos a presenca do autovalor zero devida a invariancia por rotagao. Pode-
mos eliminar este autovalor utilizando uma integral primeira do sistema mantendo os demais
autovalores.

Para aplicarmos o Teorema do Centro precisamos de um autovalor que seja imaginario

puro e simples. Temos dois casos a considerar: o autovalor A\ = i|v| que é um autovalor comum

para todo n > 3 e Ay = /(cry + £)2 — 12 = /(ery — €1)(26 + ¢y + 1) com 19 = 2E2 que ¢

Crg+cC1
2

simples apenas quando n é par e é imaginario puro para K > — . Assim, podemos provar

o seguinte teorema.

Teorema 1.6. No caso do anel de vortices com um vortice de intensidade k na origem podemos

aplicar o Teorema do Centro nos sequintes casos:

1. Para todo n > 3 com autovalor A\ = i|v| quando:

cr—acy crtacy
RS CRFE =T

coma=+1—m, meZ tal quem < 1.

2. Paran par com autovalor A = \/(cr, + k)2 — 12, 1o = 2 se
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+
o K> _7‘37“02 2 5
(G ym—(3—<) .
°* KF 2(cr—c1)—2m(c1—crg)’ meZ e 3<T< 27
Cry—Qcy Crqtact _ m—1 *
o kit Lo e k# -~ —, com a=,/"=, mel =7Z—{0}
o m(crg—c1)+c3 me 7.

K 7 T=2m)(cry—c1)’

Demonstracdo. No caso 1, devemos analisar o quociente ﬁ quando
A=(c +K)2—1%2 e A=+/k—c}
V(crt+r)2—12 (cr+k)2—

Supondo que o quociente ™

um numero inteiro, digamos
(cr +K)2 — 12

=m
—7/2 ?

com m um ndmero inteiro. De (1.10) e de (1.12), sabemos que

-1
y:—n2 —k=—(c1 + k),
assim
2
(cr +2/£) 11— —m
v
(cr + K)? 1= —m
(c1+K)?
(cr +R)? l—m
(c1+ k)?
“tE L Tom,
c1+ kK
logo
= e o = e

com « = /1 —m. Vamos analisar agora o quociente P
inteiro, teremos que

2

=m
_V2 ’

para algum m € Z. Novamente, usando a igualdade

n—1

2

v=— —k=—(c1 + k),

obtemos
K/ - Cl
—(c1 + k)?

I
3

é um numero inteiro, entao

/ 2
KR—CY

2
v 7 ’
— também serd

Sendo este um numero
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ou

mr? 4 (2c1m — 1)k + (m + 1)ct = 0.
Observemos que o discriminante da funcao quadratica em k acima satisfaz
(2c1m —1)2 —dm(m +1)c? = —mc? —me; +1 <0

/ 2
. . . K—cC ~ 7
para todo n > 3 e m > 1 o que implica que o quociente Tll nao pode ser um numero

inteiro .

Portanto, podemos aplicar o Teorema do Centro desde que

K ?é Cr—QcCl ek 7& _ Ccrtacy

a—1 1+a
com o = +1—m.
Passemos a considerar o caso 2. Como v = —(c1 + k), temos (¢, + k)2 — % = (¢, —

¢1)(2k+c¢r+c1). Analisemos primeiro o quociente ’\7’“, onde )\, = \/(cr —c1)264+ ¢+ )

para 3<r <% e A=+/(c;y —1)(26 + ¢y +¢1) com 7o = "“E2. Supondo que

Vier — )26+ ¢ + 1)
\/(CTO _Cl)(2K+CT0 +Cl)

seja um numero inteiro, entao

(¢ —c1)(26 + ¢ +c1)
(€ry —c1)(26 + ¢py + €1)

)

para algum m € Z. Assim teremos

(cf —cj)m — (cf = ¢f)

k= .
2(cr — 1) —2m(c1 — ¢ry)
Consideremos agora o quociente ’\7”, onde )\, = i|v|. Se este quociente é inteiro devemos
7|1/\2 , , . . .
ter que —5- também ¢ inteiro, digamos

——5 =M
(CTO + H)Q - V2 ,

com m € Z — {0}. Entao devemos ter

(n+R)? =¥ 1
—2 m
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(Cro + K) 1
+1=—
—v2 m
(cry + K) 1—-m
(c1 4+ K) m
Cro + K n m—1
c1+ kK m
logo
_ crg—acy Crqtacy
K="~ oukr=—"4_—,
com o = 4/ ™=,
m

Por 1ltimo devemos analisar o quociente ﬁ, onde A\ = y/k — c?. Este quociente sendo

inteiro temos que —% também é inteiro, ou seja,

2

(Cry —1)(26 + ¢y + 1)

= m,
com m € Z. Logo

m(cry—c1)+c?

K= T=2m)(erg—c1)"

Portanto, o Teorema do Centro pode ser aplicado sempre que ocorrem as condicoes:

Crgtc1 n+2.
K> — 02 y To = 575

c7y)m—(ci—cf)

(cf '
° K#?(Ci C1) 2m(c1—c O),mGZe3§r§%7

CTD ac1 cr0+o¢cl _ m—1.
.F.',?é R#—W,Coma— e

m cTO—cl)—i-cl
° ,%7&—1 (e =)’ m € Z.



Capitulo 2

Orbitas de Lyapunov no Problema

de n Vortices na Esfera

Neste capitulo, assim como no anterior, estamos interessados em mostrar a existéncia de
Orbitas periddicas préximas a certos tipos de equilibrios relativos do problema de vortices pon-
tuais. No entanto, neste estudamos o problema de n+ 1 vértices na esfera unitaria e o equilibrio
relativo consiste de n vértices idénticos localizados nos vértices de um poligono regular em uma
latitude fixa da esfera com e sem um outro vortice localizado no pélo norte. Considerando o
movimento de n vértices na esfera unitéria com x; a intensidade e g;(t) a posigao do j-ésimo

vortice, a equacao do movimento deste vértice é dado por

X
=3 i K q” (2.1)

i#j — al?

2.1 Anel de vortices em uma latitude fixa

Veremos que a matriz Hessiana no equilibrio em questao é uma matriz diagonal em blocos
formada por duas matrizes circulantes. Assim, vamos comegar com algumas propriedades destas

matrizes. Para mais detalhes sobre este tema podemos citar [2].
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2.1.1 Matrizes circulantes

Uma matriz circulante é uma matriz da forma

ap ar a2 -+ Qp-1

Gp—-1 ao ar -+ QGp-2

A =circ(ag, -+ ,ap-1) =
ar a2 a3
podendo ser escrita na forma:

cire(ag, - -+ ,an—1) = (ajx) = (ak—j)

27

ao

23

onde o indice k — j é tomado médulo n. Seja w = e » raiz n-ésima da unidade. Entao os

autovetores da matriz circulante A sao dados pelas colunas da matriz

1 1 1 1
1 w w? w1
W=1|1 u? w? w2(n=1)

1 ol 21 wn=1)?
e seus autovalores sao dados por
n—1
/\j—Zakw]k, j=0,1,--- ., n—1
k=0
Agora, consideremos
bo b1 by -+ bpoy
B bn—1 bo b1 -+ bp—2
by by by -+ bo

uma outra matriz circulante com autovalores dados por

n—1
G]:Zbkwjkv ]:0717)77’_]-
k=0

(2.2)

(2.3)
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Entao os autovalores da matriz AB sao dados por
,uj:O'j)\j, j:0,1,~--,n—1. (2.4)

De fato, se v;j é a j-ésima coluna de W, entao
Avj = )\jUj e BUj = 04y,

logo
ABUj = A(ij) = A(O’jvj) = O'jAUj = oj)\jvj.

Segue, entao, que o;)\;, j=0,1,--- ,n—1 sao os autovalores de AB.

Notemos também que
BAUj = B(A’Uj) = B(/\j’l)j) = )\jB’Uj = )\jO'j’Uj = aj)\jvj,

ou seja, as matrizes AB e BA coincidem numa base, logo, sao iguais. Portanto, duas matrizes

circulantes de ordem n quaisquer comutam.

2.1.2 Orbitas de Lyapunov préximas a um anel de vértices em
uma latitude fixa

O problema de n vortices na esfera unitdria pode ser descrito pelas coordenadas cilindricas
(p, 2), sendo z a distancia vertical do plano equatorial ao vértice e ¢ a longitude. Nestas

coordenadas a fungdo Hamiltoniana para n vértices unitdrios com posigao (¢;,z;) € [7]

n—

1
log {1 — zizj —\J1— 22, /1 - 2]2 cos(p; — %’)] : (2.5)
i+1

Passamos para um sistema de coordenadas rotatérias com velocidade angular v em torno do

1n—1
memh=g2
=0 j

eixo polar utilizando a mudanca de coordenadas
Q; = @; +tv Zj=z;, j=0,---,n—1
Por simplicidade, continuaremos utilizando a notagao (¢, z) em vez de (¢, ). Nestas coordenadas
rotatorias a funcao Hamiltoniana H se torna
n—1 n—1

1 n—1
H=H, = 52 Z log [1 —zizj — /1 — 224 /1 —zjzcos(cpi goj)] —VZZZ-, (2.6)
i=0

i=0 j=i+1
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cujas derivadas parciais sao dadas por

w1~ ey 1— 2 coslis — or)
J

0H,

1
5. = 3 —v (2.7)
Zj 2k:0l—zjzk—1/1—z]2-1/1—z£cos(g0j—<pk)
OH, = ,/1—zj2,/1—z£sen(goj—gok) o5
Ip; 2]@:01*2ij*1/1*2%1/1*2‘72-(308(80]'*80]@)

Estamos interessados no equilibrio relativo, QQy, que consiste de n vértices unitarios localizados
nos vértices de um poligono regular em uma latitude fixa 2z, —1 < 2z < 1, isto é, z; = 2z e

pj =2mj/ncomj=0,1,---,n—1

Lema 2.1. Para que a configuracao Qy seja estaciondria devemos ter

(n—1)z
2(1 —22)°

Demonstragao. Fazendo %1;101 (Qo) =0 em (2.7) com, obtemos

ol 2+ E V1 — 22 cos(p; — k)

, - L Viz?
24122~ V1 =221 — 22 cos(¢j — pr)
_ 12 —2(1 — cos(p; — pr)
2 24 (1= 2%)(1 - cos(; — o0))
1
T2 —1- 22
(n—1)z
S 2(1—22)

como queriamos demonstrar.

As derivadas parciais de segunda ordem de H; sao:

0*H,  (n=1)(n-5- 622)
9z 12(1 —22)2
9% Hy 1 L,
- T N2 son2(7 — i S
02;0%; 4(1 — 22)2sen?(j —i)m/n
O Hy ot
o0 12 7’
9 Hy 1 y
0. 2(7 — 4 , 1F]
0pi0p; 4sen?(j —i)m/n
0*H,
Gziagoj

= 0.
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Desta forma, a matriz Hessiana G de H; é a matriz 2n X 2n em blocos dada por

9%H,
G = 0z2 0
0 82 H,
0p?

sendo que 92H,/02? e 92 H, /0p? sdo matrizes circulantes de ordem n. Vimos que os autovalores

de uma matriz circulante sdo da forma dada em (2.2). Usando as identidades para n > 2 (ver

[7])

n—1 9
1 -1
S e = 3 (2.9)
— sen? jm/n 3
n—1 27 -
k
Zw — k(n—k)  k=0,1,--,n; (2.10)
— sen? jm/n
n—1 .
2 0 ara n =2
sen? 1 — P (2.11)
= n n/2  para n > 2
n—1 .
2 2 ara n =2
Z cos2 1 — P (2.12)
= n n/2  para n > 2

obtemos que os autovalores de 9?Hi/dz? no equilibrio sdo:

—(n =11 +2%) +j(n—j)
2(1 — 22)2

enquanto que os autovalores de 9> Hy/9p? no equilibrio sdo:

Aj = com j=0,1,---,n—1,

j(n —Jj)

i=0,1,---,n— 1.
B com j , 1, ,n

oj = —

Estamos interessados nos autovalores da matriz

0 82 H,
JG = o¢”
_9%m 0

0z2

Segue de (1.11) que o polindmio caracteristico de JG é dado por

_9%H, 2 2
pl 2 9*Hy 8°H,
3221 pln L4
Como ngl e 85521 sao circulantes, os autovalores de 8;5;1 882;1 sao ojN;, j=0,1,--- ,n—1
Portanto, o polindmio caracteristico de JG é
n—1
p(p) = [ + 509). (2.13)
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Assim como no caso planar, a invariancia por rotacao no problema na esfera dé origem
ao autovalor zero. Podemos eliminar este autovalor utilizando uma integral primeira do sistema

mantendo os demais autovalores.

Observacao 2.2. Para aplicar o Teorema do Centro precisamos de um autovalor imaginério

puro simples. Como, das expressoes acima, vemos que
00=0, \j=M—_j € 0j=0p—; para j=1,2,---,n—1,

um autovalor simples vai ocorrer somente se n for par e j = 5. Para que este autovalor, f, /s,

seja imagindrio puro € necessario que A, /5 < 0, o que implica:

(n—2)
> D)

Esta tltima desigualdade para z? < 1 sé pode ocorrer se n < 7. Portanto, paran =2, n=4e

Pnj2 = i/ On/2An)2

é simples e imaginario puro quando 2% > (n — 2)%/(4(n — 1)).

n = 6 o autovalor

Assim temos o seguinte teorema:
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Teorema 2.3. Para o anel de vortices em uma latitude fixa podemos aplicar o Teorema do

Centro nos sequintes casos:

1. n =2 com autovalor p; = ﬁ para 2% > 0;

2. n =4 com autovalor i = % para 2> >1/3 e z# + %—i—ﬁ com m > 2,
inteiro.

3. n =06 com autovalor us= 94((_14_7';52@ para 2> > 1/5 satisfazendo

36m>2 . -
(a) z # £/ qo,.7 5 onde m > 3, inteiro;

(b) z#+ igﬁi:ié onde m > 2, inteiro.

Demonstragao. Segue da observacao (2.2) que os autovalores p, /2, 1= 2,4,6 sao simples e
imagindrios puros para z? > 0, 22 > 1/3 e 22 > 1/5, respectivamete. Segue de (2.13) que o

polinémio caracteristico para n =2 é

paran =4 ¢

eparan =206 ¢

Devemos provar que o quociente M“/ nao ¢ inteiro na regiao enunciada.

n

Para n = 2, o resultado segue do fato que nao ha outro autovalor para avaliar.

. . 052 . -
Para n = 4, devemos avaliar o quociente ﬁ quando p =/ 4(13%)2, ou seja, o quociente

M1 9
2 —4(1—322)
Se % é inteiro, digamos
9
7 _m
—4(1 —322) ’

logo
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Como 22 < 1 temos m > 2.

Para n = 6, devemos avaliar o quociente :3 quando u = \/% e = —2((15_222_)?;).
Se o primeiro quociente % = %ﬁ;z% ¢ inteiro, digamos
2522
\ Soa—s ~™
com m € Zy, logo
36m?
z== m

Como 22 < 1 temos m > 3.

Se o segundo quociente % é inteiro, digamos

8(52%2 — 3)
29 79
9(52%2 — 4) ’
com m € 7, temos
36m?2 — 24
z = _—
45m?2 — 40
Como 22 < 1 temos m > 2. O

2.2 Anel com um vértice no pélo norte

Nesta se¢ao consideramos o caso de um anel com n vértices, n > 3, em uma latitude fixa

na esfera unitaria e um vértice adicional no pdlo norte.

2.2.1 Formulacao do problema

Para estudarmos o movimento préximo dessa configuragao precisamos de um sistema de
coordenadas adequado. Assim como em [7], utilizaremos coordenadas cartesianas (z, Yn, zn)
para o vértice préximo ao pélo, uma vez as coordenadas cilindricas nao estao definida nos pdlos.

O sistema de equagoes que descreve tal movimento é
b= —55 4 =55 0<j<n-1

Kin = —Zng, - Kln = Zngg-, J =",



30

onde H é a funcao H = Hy + Hy com

n—1 n—1

H = %Z Z log [1 — 225 — MMCOS(% — gpj)] (2.14)

i=0 j=i+1

n—1
K
Hy, = 5 Zlog[l — ZjZp — M(mn cos @ + Yn sengpj)], (2.15)
7=0

ou seja, a funcao H é a soma do Hamiltoniano, H;, do problema sem o vortice no polo e a funcao

H,.

Observagao 2.4. Notemos que o sistema acima nao é um sistema Hamiltoniano, mas a funcao
H continua sendo uma integral nao-degenerada do sistema possibilitando que apliquemos o

Teorema do Centro.

Passando a um sistema de coordenadas rotatérias com velocidade angular v em torno do

eixo polar, a funcao H se torna
H=H,+Hy—v sz—kfizn . (2.16)

Estamos interessados na configuracao, (g, que consiste de n vértices unitarios nos vértices de
um n-poligono regular em uma latitude fixa z, —1 < z < 1, e um vértice com intensidade

localizado no pélo norte, ou seja, x, =0, y, =0e 2z, = 1.
Lema 2.5. Para que a configuracao, Qq, acima seja wm equilibrio relativo devemos ter

_ (n—=1)z K
YT -2 2(1—2) (2.17)

Demonstracao. Para g ser equilibrio devemos ter %(QO) = 0. Isto é

OH, OH> o [
aZO + 820 _Vaizo j_ZOZ]_'_K/Zn —0,

o que implica
0H1 OH>
V= — 4+ .
8Z0 820

Do lema (2.1), segue que
oHy  (n—1)z

0z 2(1—22)




De (2.15) temos

_ _ 20
@ _ kK n M(ZEH COS Yo + Yn S€n pg)
029 2\ 1— 202 — M(:ﬁn COS Qo + Yn S€N o)

e, assim, em (g, temos

8H2 . —K
(92’0 N 2(1 — Z)’
logo
(n—1)z K

como queriamos demonstrar.

O problema pode ser escrito na forma

MQ=JNVH(Q)

onde

Q = (()007@17 5y Pn—1,Tn, 205,21, 0 7271—173/71)

N =diag(1,---,1,2p,1,--- , 1, z,).

Entéo o sistema linearizado no equilibrio Q)¢ é

MQ=JDf(Q)Q, [(Q)=NVH(Q)

31

(2.18)



32

onde
Df(Q) =
9%l o o%H 9%l o’H L 9%l 9%l
003 Opn—_10p0 O0zndpo 0z00¢0 0zn—10p0 0Yn 0o
5 _0’H el 9%H L, 02H 0’0 . 9’H , _O°H
_ T 0poOxn, T Oppn—10Ty n 9r2 T Dzp0xn " Ozp—10Tn T OynOxy
9%l . 0%H o%H o2H o 8%l 9*H
Opp0zo Opn—1020 0x, 020 F) 2(2) 02p_1020 Oyn 020
0%H 9%’H 9?H o’H 0%H 0’H
“n d00dyn “n Oon—10Yn Zn Oxn0Yn Zn 0200yn “n 0zn—10Yn “n OYnOyn
0 0 0 0o --- 0 0
Ozn OH . Ozn OH
+ 0 - 0 0Ty OTn 0 0 OYn Oxp,
0 0 0 0 0 0
Ozn OH Ozn OH
0 0 Oxpn Oyn 0 0 Oyn Oyn

Ozn — Ozu — () ]ogo

Se Qg for o equilibrio em questao, entao x,, =y, =0, 2, = 1, o = oy

Df(Qo) = D*H(Qo),

ou seja, D f(Qo) serd a matriz Hessiana de H. Desta forma, obtemos que o sistema linearizado

(2.18) assume a forma
MQ =JGQ,

com G = D?H(Qp). Notemos que as matrizes M~! e J comutam, logo podemos escrever o

sistema linearizado na forma
Q=JM1GQ. (2.19)

A fim de aplicar o Teorema do Centro, tentaremos encontrar os autovalores da matriz JM ~'G

acima. Para o calculo da matriz Hessiana de H, a fungao Hs contribui com os seguintes termos:



onde r = V1 — 22,

0% Hy
8zi8zj
0?H,
87:?
0?Hy
DpiOp;
0?Hy
0p;0zy,
0% Hy
@Oy
0?Hy
020z,
0 Hy
020y,
0?Hy
022
0 Hy
0,0y

0, i#J

_

2(1—2)?

Krsen 2jm/n )

R 0<53<n—-1
2(1—2) =J=n

KT cos2jm/n ,

—_— 0<j<n-1
2(1—2) =J=n
Kcos2jm/n ,

—_—— 0<j<n-1
2r(l —z) ’ =J=n

0

_msen2jm/n o i
2r(1 —=2)

82H2_/in

oy: 4

0,

A matriz Hessiana de H no equilibrio Qg se torna

o

o o o o ©o

0 0
op 0
0 o9
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
—a 0

0 0O 0 0 O 0
0 0O 0 0 O 0
0 0O 0 0 O 0

On-1 o 0 0 0
a o, 0 g 0 0
0 0 X O O 0
0 B0 X O 0
0 0 0 0 X 0
0 0O 0 0 O An—1

o o o o o

33
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onde
Kry/m/2
= —Y 1= 2.20
a 202 (2.20)
Ky/n/2
_ 2.21
p 2r(1 —z2) (2.21)
o — J<”;Q =01, (n—1) (2.22)
—(n—1)(1+2%) +jn—j)—rsl+2)?
R =0,1,--- -1 2.2
on = M= —% + K. (2.24)
logo, a matriz MG é
0 0 O 0 0 0 0 O 0 0
0 o1 O 0 0 0 0 O 0 -«
0 0 o9 0 0 0 0 O 0 0
0 0 O op—1 a« 0 0 0 0 0
. 0 0 0 o0 g0 0 0
MG =
0 0 O 0 0 X 0 O 0 0
0 0 © 0 B 0 A O 0 0
0 0 O 0 0 0 0 X 0 0
0 0 O 0 0 0 0 O A1 B
0 -2 0 0O 0 0 0 O B

Podemos escrever a matriz M ~'G na forma em blocos

1 A B
MG =
C D
logo
Cc D
JM~G = ,
—-A -B

com



00 0 0 0 00 0 0 0
0 o1 0 0 0 00 0 0 —a
0 0 o 0 0 00 0 0 0
A: B:
00 0 Onol @ 00 0 0 0
0 0 0 I < 020 0 0
0 0 0 - 00 o 0 0 -~ 0 0
0 0 0 0 B 0 A 0 0 0
0 0 0 00 0 0 X 0 0
C: D:
0 0 0 00 0 0 0 Aot B
0 -2 0 0 0 0 0 0 B 2

O polinémio caracteristico de JM~'G é dado por

C — plnta D

det(JM ™G — plopyo) = |TM 7 G — ploy o] =
—A —B — plny1

A B+ ul
C—ul D

— |DA—-D(B +ul)D"N(C - uI)],

onde A\ A,_1 — 8% # 0 e na tltima igualdade usamos a férmula (1.11). Sendo
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Ao

o

DB+ pul) =

A1 0

0
o1\

0

0
0

09\

@

0 0 0
0 0 0
0 0 0
An—l B 0
8 An
P 0
0
0
0
On—1An—-1+
Bon— An
R
0 0
0 0
0 0
An—l 6
8 An
K K
0 0
0 0
/.1/)\2 0
0 ,u)\n_l
0 B

alp_1 + ’&%
et

—a/\1

Bu

ll)\n

o

Tl O

On—1

=R
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NP0 oo 0
D e | P (
0 0 M! 0
0 0 0 Ao
0 0 0 -£

—urgt 0 0

0 —uAt 0
0 0 —u\t
0 ab 0
0 %=1

KRS

onde kS = Ay n_1 — (32, obtemos

D(B+ ul)DYC — ul) =

_M2 0
2 X Ap—
0 R
0 0
52
0 —
Budn | af’p _ apdpdn—
0 2N + K2s K25 :
—pu? 0 0
2 22N A
0 —p+2=2=t 0
0 0 —pu?
62
0 _T)\T 0
BAn
0 - (KQ)\l %) H 0

e, por conseguinte,

0 —u 0
0 0 —u
0 0 0 —u
B
-5 0 0
An—
- 0 -
0 0
0 BA!
0 0
_ HAn Bu
KRS S
@ _N>\n71
KRS S
0 0
Bu
0 c. _%
_H2 0
_ 2An)\n— +B2 2
0 ... AwdnodSC
0 . 0
0 0
_agi\llu (5 + ak12n71> M
0 0
2 83
2>\n
0 —p? + B3z

0
0 B
0 0
0 —u
0
QU Ay —
B+ ===
0
53
KL
52)\11 52M2_M2>\'n>\n7
K2\ + KS -




onde

DA —D(B+ ul)D7YC — pl) =

2 0 0
0 p?+a 0

0 dp 0
0 qu 0
a = 0.1)\1 _ CV2)\1>‘7L71

. 07,8 O'nAn _ 52/\77,
1= + K2 K21 "

0 0 0
0 bu cl
0 0 0

P2+ onohno pi4e f

0 h u?+i
_ apA
b aK51
_ B
d= KA1

Agora, calculando o determinante de JM ~'G — ul, obtemos

38
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12 0 0 0 0 0
0 p?+a 0 0 b cp
0 0 p?+ody oo 0 0 0
IM™G — ul| =
0 0 0 o T e ) VP S | 0
0 du 0 0 te f
0 gu 0 0 h o+
2 0 0 0 0 0
0 %+ o9 0 0 0 0
= 10 0 p24o9da 0 0 0
0 0 0 wr+a by cp
0 0 0 duy > +e f
0 0 0 g h 4
n—2
= [Pl [](1® + o5))),
j=2
onde

w+a by cp
P = dp P +e f

g h 2+

Portanto, o polindmio caracteristico de JM G é

n—2
MG — ul| = [Pl [ G2 + 030)). (2.25)
j=2

Desta forma obtemos que JM~'G tem como autovalores y = 0 com multiplicidade dois (que

pode ser utilizando uma integral do sistema), p; = /—0jA; com j=2,3,---,(n —2) e seis



40

autovalores desconhecidos. De (2.22) e (2.23) segue que

j(n—j) Y —(n =D+ +jn—j) —r(1+2)°

7T T ¢ 2(1 — 22)2

Assim p; = p,—j implicando que nenhum dos autovalores conhecidos ¢ simples com excecao de
pn quando n é um numero par. Os seis autovalores nao conhecidos sao as raizes y da equagao

|P| = 0. Calculando o determinante de P obtemos

|P| = ub+(a—bd+e—cg+i)u'+ (ae —ceg+bfg+ cdh — fh+ ai — bdi + ei)p?

+ aei—afh. (2.26)

Fazendo

T =p e p(z)=|P|

obtemos

p(z) = 23 + A2z® + Bz + C, (2.27)

onde

= a—bd+e—cg+1
= ae—ceg+bfg+cdh — fh+ ai — bdi + ei

C = aei—afh.

Em termos de n, z, x, obtemos
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2 2 2 2
+ n?(1 44241022 — 423 + 2% —dk(1 4 2)(2 + 42 + n(—1 — 22 + 22))]; (2.28)
B = ! 26324 n(—1+2))(1 + 2)*
= m[ £°(2 + n( 2))( z)
+ 2kz(14 2)(—4z(1 4+ 22) + n3(=1 — 22 4 22)2 + n(1 + 132 + 1922 — 523)
— n?(2+4 132+ 1322 — 92° + 2%)) + K2(1 + 2)2(2(1 + 62 + 72?)
+ 2n(—1— 82 — 722 + 42%) + n?(1 + 62 + 222 — 62° + 2%))
(=1 +n)222(62% 4+ 4nz(—1 — 32 + 22) + n?(1 + 42 4+ 42° — 423 + 21))]; (2.29)
C = — L [R2@+n(=142))(1 +2) + (=1 + )22z + n(—1 — 22 + 22))
256(1 — 22)6
+ 26(=14n)z(1+2)(1 + 22 +n(—1 — z + 2%)))%. (2.30)

Portanto, os seis autovalores procurados sao da forma p = £,/x; com [ = 1,2,3 e 2; uma
raiz de p(x) = 0. Para compara-los com os autovalores ja conhecidos, encontraremos uma regiao
na qual o autovalor f|z) tem valor absoluto maior que dos demais autovalores ja conhecidos,
depois faremos a comparagao de fbz) com os autovalores relativos a Q). Isso sera feito nas duas

préximas subsegoes.

Observagao 2.6. Segue de (2.30) que C' > 0 e, como C' = —z1x973, obtemos que a0 menos
uma das raizes, digamos 1, é negativa, logo /x1; é um autovalor imaginario puro do problema.

Ver [15] para detalhes sobre a teoria de equagoes.

2.2.2 Regiao em que y»| tem valor absoluto maior que os dos
demais autovalores conhecidos

Aqui estamos interessados em encontrar uma regiao na qual o autovalor Bz tem valor
absoluto maior que os dos demais autovalores ja conhecidos. Isto possibilitard compararmos os
autovalores relativos a matriz P com os ja conhecidos utilizando apenas oz Obtivemos em
(2.25) que o polinémio caracteristico do nosso problema é

n—2

IMG = pl| = [Pl T (0 + 050), (2.31)
j=2
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onde
jn = Nln =11 +2%) — j(n—j) + w1+ 2)’]
4(1 — 22)? '

Uj)\j =

Para determinar a regiao onde fiz) tem valor absoluto maior que os dos demais autovalores

conhecidos, consideremos

R oy vl \/_j(n—j)[(n—1><1I(i2:2§§n—j>+fe<1+z>2] (2.32)

e vamos analisar
. 212
f(n g, 2,6) = 4(1 = 2%)%0;)

= jn—=5)ln -1 +2%) —jn—j) + K1 +2)°

= jn—NFHE-nj+r1+2)?2+n—-1)(1+22)].

Vamos considerar, por um momento, j como uma variavel continua de y e determinaremos uma
.~ n (. . - .
regido do plano z — x na qual § é ponto de maximo global de |¢|. Derivando f em relagao a j,

obtemos

gf;m,j, k) = (2 —m)[(n— 1)1+ 22) — 2(n— ) + r(L+ 2

= (27 = n)[2* — 2jn+ k(1 + 2)° + (n = 1)(1+ 2%)]

e, assim, os pontos criticos de f (na varidvel j) sao

n n

1
5 5 i§\/n2—2(n—1)(1+z2)+2/<a(1+z)2.

Derivando mais uma vez em relagao j temos
62f(' = -2 (14 22) +2(25 24455 26(1 + 2)?
87271,],2,%) = 2(n—-11+27)+2(2) —n)" +4j(j —n) +26(1 + 2)

= —[125% —12nj 4+ 2n® + 2(n — 1)(1 + 2%) + 2k(1 + 2)?]

que é uma fungao quadrdtica na varidvel j com ponto de maximo em j = 5. Ao encontrarmos

- 2 . . . . (.
uma regiao onde %(n,n/Z,z,/{) seja negativa, teremos que j = § é ponto de méximo local

para f na varidvel j. Como
0% f

@(n,n/Q, z,k) =n% —2k(14 2)% = 2(n — 1)(1 + 2?), (2.33)
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obtemos que uma condicao suficiente para que j = 5 seja um ponto de méximo local é que

n%—2(n— 22
k> 2; i +1Z))(21 +2) (2.34)

Esta desigualdade sera utilizada em diversas partes do texto, por isso denotaremos seu segundo

membro por

(2.35)

para referéncias futuras. Notemos que na regiao dada pela condi¢ao (2.34) ?;Tg(n, Jyz, k) é

estritamente negativa resultando que g—;(n, J, %, k) é estritamente decrescente e se anula apenas

para j = § e, por conseguinte, j = 5 é ponto de maximo global (na varidvel j) da fungao f.

Observagao 2.7. Segue de (2.23) que uma condigao suficiente para termos
)‘L% ] <0

é que

n? —4(n —1)(1 + 2?)

K 11+ 2) , para n par (2.36)
2 1—-4(n-1)(1+22
K z 4(§n+ 2)2)( = )v para n  impar. (2.37)
Por outro lado, para todo n > 2 temos
n? —4(n—1)(1+ 22
(n—1)( ) . as(n, 2),

n? —1—4(n—1)(1+2?)
4(1+ 2)?

< g4(n, 2),

logo a condicdo (2.34) implica que f = 4(1 — 22)?|u|? e, consequentemente, piz] tem valor
absoluto maior que dos demais autovalores conhecidos. Além disso, na regido dada pela condicao
(2.34), —O’L%J)\L%J <0, pois oz} <0 oque implica fo|z) ser um autovalor imagindrio puro do

problema.
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2.2.3 Orbitas de Lyapunov préximas a um anel de vortices em
uma latitude fixa com um vértice no pélo norte

Notemos de (2.25) e (2.26) que o polinémio caracteristico de JM ~1G é uma funcio par e,
portanto, da teoria geral sobre equacoes diferenciais ordinérias, os autovalores da matriz JM ~1G
em um equilibrio estavel no sentido de Lyapunov sdo todos imaginédrios puros. Assim sendo, se
nos restringirmos a uma regido de estabilidade do equilibrio Qg todos os autovalores de JM G

devem ser imagindrios puros e consequentemente as raizes de
p(z) =a2®+ A2’ + Bz + C

dado em (2.27) devem ser reais negativas.
Diversos autores tém estudado a estabilidade de equilibrios relativos no problema de
vortices pontuais como por exemplo [5], [6] e [7]. Neste ultimo foram encontradas as regioes

de estabilidade nao-linear para o equilibrio )y dadas pelo teorema.

Teorema 2.8. Um anel de n vortices unitarios na latitude z e um vortice de intensidade k no

pdlo norte da esfera unitdria € estdvel no sentido de Lyapunov nas sequintes regides.

cason = 3:
para —1 < z < 2*§/ﬁ quando g3(z) < kK <0 ou g2(2) < K,
para Q_T‘/ﬁ <z< —% quando 0 < k < g3(z) ou g2(z) < K,
para —

<z<0 quando 0 < k < g2(2) ou g3(2) < K,
% quando 0 < kK,
1

quando 0 < k < g3(z).

cason =4,5 ou 6:

para —1 < z < —ay,  quando go(z) < k < 0 ou g2(2) < kK,
para —ay, < z < B, quando g2(2) < K

para B, < z < vy, quando go(z) < K,

para Yp, < z < o, quando go(z) < Kk < g3(2),

para oy, < z <1 quando 0 < k < g3(z).

cason > 7:

para —1 < z <7, quando go(z) < K,

para v, < z < 1 quando go(z) < Kk < g3(2).

onde



90(2)
91(2)
92(2)
93(2)

B ((n72)<?f;)gn71)z2 para m par
("_1)("?1/32_("_1)32 para n {mpar

_ _(n- 1)z?

B (1+2)?

_ (n—-1)2

N 1+ =2
n—1)2(22 —n — 2nz + nz?

__(n=1)( )

N (2—n+nz)(1+2)?

=%, a=2

54:_%, 55:_%’ By = —%, fyn:”T_Q para todo n > 3.

45
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Voltando ao nosso problema, temos como objetivo nesta subsecao provar o seguinte teo-

rema.

Teorema 2.9. No caso de um anel com um vértice no polo norte podemos aplicar o Teorema

do Centro nos sequintes casos:

e n—=23

—1<Z<2_\/ﬁ

para = quando Kk > g4(3,2);

para % <z< —% quando k > max{g4(3,2), 95(3, 2)};
para —% <z< % quando k > g5(3, 2);

para 1 < z < 1 quando  estiver entre as curvas g3(4,z) e gs(4, z).
e n=4
para —1 < z < —% quando Kk > g4(4, z);

quando k > max{g4(4,2), 954, 2)};

N[

para —%<z§

para % <z< § quando g5(4,2) < k < g3(4, z);

S

para 73 < z <1 quando k estiver entre as curvas gs(4, z) e gs(4, z).

e n=>5

para —1 < z < —% quando k > g4(5, z);

—_
oW

para —5 < z < ¢ quando k > max{g4(5, ), g5(5, 2) };

para % <z< @ quando K estiver entre as curvas g3(5,z) e g5(5, z).

en==06
para —1 < z < —% quando k > g4(6, 2);
para —3 < z < 1 quando k > max{g4(6, 2), g5(6,2)};

2v5

para 3 < z < 2 quando k estiver entre as curvas g3(6,2) e g5(6,z).
e n="7

para —1 < z < —% quando k > ga(7, 2);

para 0 < z < % quando k > g5(7, 2);

para % < z < 1 quando k estiver entre as curvas g3(7,z) e g5(7,z).
e n>8

para —1 < z <0 quando k > g4(n, k);

para =2 < z < 1 quando k estiver entre as curvas gs(n,z) e gs(n, z).
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onde a curva g3 é a mesma do Teorema (2.8), g4 foi dada em (2.35) e g5 estd definida em (2.45).

A demonstracao deste teorema segue das proposicoes a seguir e seus corolarios.

Vamos nos restringir as regies de estabilidade dadas pelo Teorema (2.8) e, portanto, p(x)
tem trés raizes reais negativas e distintas, digamos, z1,z2 e x3, logo |z1| + |z2| + |z3| = A.
Supondo |z;| < |z3|, j = 1,2, chegamos a desigualdade

A
3 <lsl. (2.38)

O polinémio p(x) nos d4 os seis autovalores desconhecidos no problema que sio £i\/|z1[, £i+/|w2[, £i+/
(i = v/—1). Com o intuito de aplicarmos o Teorema do Centro iremos comparé-los com [z que
tem valor absoluto maior do que os dos autovalores ja conhecidos sempre que a condigao (2.34)
for satisfeita (no caso em que n é um ntimero par p, /5 é um autovalor simples). Mostraremos
que sob certas condicoes

2
lpa | < =

. (2.39)

que juntamente com (2.38) resulta \,u%] < \/@ e, por conseguinte, %ﬂ ¢7Z, j=2,---,n—2,
com p = z\/@ , ou seja, o quociente dos autovalores ja conhecidos por p = iy/|z3| nao serd um
numero inteiro possibilitando que apliquemos o Teorema do Centro (1.2).

As préximas proposigoes nos dardo as regioes do plano z — k em que a condigao (2.39) é

satisfeita. Segue de (2.28) e (2.32) que

1
A3zl = 64(17_Z2)2[1()‘(1 + 2)?K?
+ 4[-3(1+2)*n2 +4n(1 + 2)(1 + 22 — 22) = 8(1 + 2)(1 + 22)]x
+ 30t — 1201+ 22)nd + 4(4 4+ 42 + 1322 — 428 4+ 2N
— 162(1 + 62 — 2%)n + 4827
e fazendo

q(n, z, k) = 64(1 — 22)%(A = 3|u)?), (2.40)
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obtemos

an,zm) = 16(1+2)%2
+ 4[-3(1+2)*n® +4n(1 + 2)(1 + 22 — 22) — 8(1 + 2)(1 + 22)]x
+ 30t — 1201 + 223 + 4(4 4+ 42 + 1322 — 423 4 2M)n?

— 162(1 + 62 — 2%)n + 4822,

assim, na regiao em que ¢(n, z, k) > 0, a condi¢ao (2.39) serd satisfeita. Obsevemos que

q(n, z,k) = a(n, 2)k* + b(n, 2)k + ¢(n, 2), (2.41)
onde
a(n,z) = 16(1+ z)? (2.42)
b(n,z) = 4[-3(1+ 2)’n® +4n(1+ 2)(1 + 2z — 2%) — 8(1 + 2)(1 + 22)] (2.43)
c(n,z) = 3n* —12(1 + 2%)n® +4(4 + 42 +132% — 423 4 2)n?
— 162(1 + 62 — 2%)n + 4822, (2.44)

entdo, as raizes reais em k, de ¢q(n, z, k) = 0 sao dadas por

—b(n, 2) £ 1/b%(n, 2) — 4a(n, z) - c(n, 2)
2a(n, z)

quando b%(n, z) — 4a(n, z) - ¢(n, z) > 0. A maior destas raizes denotaremos por gs(n, z), ou seja,

—b(n,z) +1/b%(n, 2) — 4a(n, z) - c(n, 2)
2a(n, z)

95(n, 2) = (2.45)

a qual utilizaremos nas demonstragoes das proposicoes a seguir. Segue de (2.42), (2.43) e (2.44)

que

b2(n,z) —4da(n, z) - c(n,z) = 16(1+ 2)?[(—3 + 182 + 92%)n*
+ (24— 72z + 2427 + 242%)n?
+ (1442 — 802%)n® + (—64 — 1922 + 1922% + 642°)n

+ 644 2562 + 6427).
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Como 16(1 + 2)?2 > 0 para todo z # —1, o sinal de b*(n, z) — 4a(n, 2) - ¢(n, z) é o mesmo de

b%(n, z) — 4a(n, 2) - c(n, 2)

A pu—
(n,2) 16(1 + 2)? ’
ou seja,
An,z) = (=3+18z+92%)n + (24 — 722 + 2422 + 242%)n? + (1442 — 802%)n?
+ (=64 — 192z + 19227 + 642°)n + 64 + 2562 + 6422 (2.46)
Observacao 2.10. Como a funcio q(n,z,k) = a(n, z)k? + b(n, 2)k + c¢(n,z) é uma funcio

quadradica na variavel x e a(n, z) é sempre positivo, temos que:
1. na regiao onde A > 0, a fungao ¢(n, z, k) é positiva para todo k > g5(n, 2);
2. na regiao onde A < 0, a funcéo ¢(n, z, k) é positiva para todo s real.
Comegamos com as proposigoes que tratam das latitudes negativas.
Proposicao 2.11. Paran > 8, A(n,z) <0 sempre que —1 < z < 0.

Demonstragao. Consideremos Aq(n, z) = —A(n, —z). Assim é suficiente mostrar que Aq(n, z) >

0 paran>8e 0 <z < 1. De (2.46), temos

Ai(n,z) = —64+64n — 24n> + 3n!
4+ 2[128 — 96n + 72n? — 361> 4 9nt)z
4+ [-64 — 192n 4 80n? — 24n® — 9n?]2?

+ 8n(8 +3n?)z%,

Para z = 0, temos

Ai(n,0) = —64 4 64n — 24n> + 3n*

que é positivo para n > 8. Para 0 < z < 1 faremos em dois caso. Primeiramente consideremos

0<z< % Como o coeficiente, em z, de Ay, —64 4 64n — 24n3 + 3n* é positivo e —64 — 192n +
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80n2 — 24n3 — 9n* é negativo para todo n > 8, temos

Ai(n,z) > [—64+ 64n — 2403 + 3n?)(2)

+  2[128 — 96n + 72n% — 361> + 9]z

+ [~64 —192n + 80n* — 24n3 — 9n*]2(1/2)

+  (64n + 24n®)2?

= (160 — 224n + 184n* — 108n> + 32—3714)2 + 8n(8 + 3n?)23
> 0.

A tltima desigualdade segue do fato que, para n > 8, 160 — 224n + 184n? — 108n3 + %n‘l e
8n(8 + 3n?) sdo positivos.

Agora fagamos o caso em que 1/2 < z < 1. Como —64 + 64n — 24n3 + 3n?,

128 — 96n + 72n% — 3613 4+ 9n? e 8n(8 4+ 3n?) sdo positivos para n > 8, temos

Ai(n,z) > [—64+ 64n — 24n® + 3n)(2)
2[128 — 96n + 72n? — 360> + Inl]z

[—64 — 192n + 80n? — 24n® — 9n?)22

+ o+ o+

8n(8 + 3n?)z2(1/4)

(192 — 128n + 144n? — 96n° 4 21n?)z

+  (—64 — 160n + 80n* — 12n® — 9n*)2?
= [192 — 128n + 144n* — 96n° + 21n*
+ (=64 — 160n + 80n? — 12n> — 9n')z]z

>0

A tltima desigualdade segue do fato que, para n > 8, —64 — 160n + 80n? — 12n3 — 9n* < 0, o
quociente de 192 — 128n + 144n% — 9613 + 21n* por —64 — 160n + 80n? — 12n3 — 9n* é maior

que 1 e 0 < z < 1. Isto conclui a prova da proposicao. O
Corolério 2.12. Paran > 8 e —1 < z <0 temos que q(n,z,k) > 0 para todo k € R
Proposicao 2.13. Para n = 3,4 temos que A(n,z) > 0 sempre que —1 < z < 0.

Demonstragdo. Para n = 3, (2.46) se torna

A(3,2) = 277 + 490z + 129722 + 8402°.
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Sendo A(3, z) um fungao continua no intervalo compacto [—1, 0], admite um valor minimo global
neste intervalo. Mostraremos que este valor minimo é positivo. A derivada de A(3, z) em relagao

a z é a funcao quadradica
0A
——(3,2) = 490 + 25942 + 252022,
z

cujas raizes sao

—1297 + /447409
2520 '

Estas raizes sao os pontos criticos de A(3, z) no intervalo (—1,0). Os valores da fungao nestes

pontos sao, respectivamente,

2418112873 F 447409+/447409
9525600 '

Os demais valores possiveis para minimo global sdo A(3,—1) = 244 e A(3,0) = 277. Assim, o

minimo global é
2418112873 — 447409+/447409
9525600

~ 222, 4

e, portanto, A(3,z) > 0 quando —1 < z < 0.

O caso n = 4 é analogo ao anterior, onde
A4, 2) = 64(9 + 282 4 5322 + 282%),

cujos pontos criticos em (—1,0) sao

1
g (753 £ V45T)

e os valores possiveis para minimo global sao:

A4 i(—53 + V/457))

~ 8(57149 F 457/457)
84 N

1323 ’

A(4,—1) =384 A(4,0) = 576.

Logo, o minimo global é
8(57149 — 457+/457)
1323

~ 286,95
e, portanto, A(4,z) > 0 para —1 < z < 0. O
Corolario 2.14. Paran = 3,4, q(n,z,k) > 0 quando —1 < z < 0 sempre que k > gs(n, z).

Proposicao 2.15. Paran = 6,7 temos que A(n,z) < 0 sempre que —1 < z < —% e paran =5,

3

A(n,z) < 0 sempre que —% <z< -3
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Demonstragdo. Novamente vamos utilizar a fungao Aj(n,z) dada por Aj(n,z) = —A(n, —2).

Para n = 6,7 vamos mostrar que A1(n, z) > 0 quando 3 < z < 1. De (2.46) temos

A1(6,2) = 16(—61 + 754z — 94922 + 3482°)

que é uma funcao continua no intervalo compacto [%, 1], logo admite valor minimo global. E
suficiente mostrar que o minimo é positivo.

De fato, derivando com respeito a z, obtemos

0A

67(6, z) = 16(754 — 1898z + 104422,
z
cujas raizes sao
949 + 5/4537
1044
Notemos que apenas % V44537 estd no intervalo (é, 1) e, por conseguinte, é o tinico ponto

critico neste intervalo. Assim, os valores possiveis para minimo global s&o:

949 — 5v 4537
1044

1916

A (6, ) ~1999,8, A;(6,1/6) = e A(6,1) = 1472.

Logo, o minimo é % > 0 e, portanto, A;(6,2) > 0 para % <z<l

O caso n = 7 é analogo, sendo
A1(7,2) = —645 + 24490z — 2732922 + 868023,

cujo o tinico ponto critico em (§,1) é

27329 — /109154641
26040

e o valor de minimo global é o menor dentre os valores:

27329 — /109154641
26040

1
Ay(7, )= 6110,8, Ay(T, ) =2717.7 e Ay(7,1) = 5196.

Logo, A(7, %) = 2717,7 > 0 é o minimo e, portanto, A1(7,z) > 0 para % <z<0.
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No caso n = 5 vamos mostrar que A;(5,z) > 0 para =& < z < %. De (2.46), temos

A1 (5,2) = —869 + 51462 — 764927 4 332027,

sendo seu tnico ponto critico no intervalo (13—1, %) 0 numero

7649 — /7253041
9960 '

Assim, o minimo global da fungéo no intervalo dado é o menor dentre:

7649 — /7253041 3 43748 7 13
A1(5, \/7> ~ 206, 7, A1(5, 7) = — 1(5, *) = —.
9960 11 1331 8 8
Logo, A1(5,%) = 18—3 > 0 é o minimo global e, portanto, A1(5,z) > 0 para 1—31 <z < %
Concluimos, assim, a demonstracao da proposicao. O

Corolario 2.16. A func¢do q(n,z,k) > 0 para todo k € R nos sequintes casos:
e paran =6,7 quando —1 < z < f%;

e para n =5 quando —% <z< —57-

[

As préximas proposigoes tratam das latitudes positivas.

Proposicao 2.17. Para n = 3,4,5,6,7, A(n,z) > 0 sempre que 0 < z < 1 e para n > 8,

A(n,z) > 0 sempre que % <z<l1

Demonstragdo. Podemos escrever A(n, z) na forma

A(n,z) = 64— 64n + 24n® — 3n*
+ 2(128 — 96n + 72n? — 361> 4+ 9nt)z
+ (644 192n — 80n? + 24n3 + 9n?)2>

+ 8n(8+ 3n?)z3.

Sendo os coeficientes, em z, 2(128 — 96n + 72n2 — 36n> + 9n?) | 64 + 192n — 80n? + 24n3 + 9In?

e 8n(8 + 3n2) positivos para n > 3 temos para % <z<1que

A(n,z) > A(n,1/6)

1
= {og (11712 — 9760n + 2352n2 + 1380n3 + 27n?)

> 0.
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Para n = 3,4,5,6, e 7 o coeficiente 64 — 64n + 24n> — 3n* também é positivo. De fato, obtemos,

respectivamente
A3,z) = 2774490z + 12972% 4 84023
A(4,z) = 64(9+ 282+ 5322 + 282°)
A(5,z) = 869+ 5146z + 76492% + 332023
A(6,2) = 16(61 + 754z + 9492 + 3482%)
A(7,2) = 645+ 24490z + 273292% + 86802°
que sao positivos sempre que 0 < z < 1. Isto conclui a demonstracao. 0

Coroldrio 2.18. A func¢do q(n,z,k) € positiva nos sequintes casos:

e n=23,4,506,7

para 0 < z < 1 quando k > gs(n, z);

e n>8

para é <z <1 quando Kk > g5(n, z).

Observagao 2.19. Das proposicoes acima e seus corolarios concluimos que a funcao g(n, z, k)

é positiva nos seguintes casos:
e n=34
para —1 < z < 1 quando K > g5(n, 2)

e n=2>5

o~y

§z§—iparatodom€R

para — 1

para 0 < z < 1 quando k > g5(n, z)
e n==06,7
para —1 < z < —% para todo kK € R

para 0 < z < 1 quando k > g5(n, z)
e n>8
para —1 < z < 0 para todo k € R

para % < z < 1 quando K > gs(n, 2).
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2.3 Dois voértices em uma latitude fixa e um no pédlo

norte

Aqui tratamos do equilibrio relativo Qg que consiste de um anel com dois vértices unitarios
em uma latitude fixa e um com intensidade x localizado no pdlo norte. Novamente deve-
mos encontrar os autovalores da matriz JM G, onde J é matriz simplética canonica, M =

diag(1,1,k,1,1,k) e G é a matriz de Hessiana de H no equilibrio Q.

2.3.1 Orbitas de Lyapunov para n = 2

Primeiramente, calculemos o polindnio caracteristico de JM ~1G. A matriz Hessiana no equilibrio

é

0 0 0 0 0 O
00 o0 0 0 0 —o
a— 0 0 oo 0 B O
0 0 0 X O O
0 0 B 0 X O
0 —a 0 0 0 A\
onde

oy = _n(2+23(zltfz(21)+z)) A = —ZZH‘EE)?Q

"= i o= g

b=

sendo r = /1 — 22. Assim, a matriz M ~1G é

00 0 0 0 0
0 o 0 0 -a
00 2 0 2 o0
MG = : ;
000 0 X 0 0
00 B 0 X 0
0 -2 0 0 0 22



Como antes, a matriz M ~'G pode ser escrita em blocos na forma

MG =

e, usando novamente a férmula (1.11), obtemos

\M~YJG — ul| = |DA — D(B + pI) D™ (C — ul)).

Vamos, entdo, calcular a matriz DA — D(B + ul)D~Y(C — plI).

D(B + pl)

N 0 0 0 0 0
0 A O 0 o1 O
0 0 00 =
0 0 0
0 o1\ 0 ;
0 0 22
X 0 0 w0 0
0 M O 0 p —«a
0 0 2 02 u
pho 0 0
0 pu\ —ar |
A0 0 —u 0 0
0 X' 0 0 —u §
0 0 rA' 0 -2 —pu
—urgt 0 0
0 —uAt BN

0 —oz)\gl —/@,u)\gl
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Assim

D(B+ ul)D

logo

onde

Portanto,

onde

57

Ao 0 0 —MA(;I 0 0
L —pul) = 0 uh —ah 00—t B!
0 % L}i‘Q 0 —a)\2_1 —/w)\gl
_,u2 0 0
= 0 —@2+0a’}  pB+ rapst
0 —Bugk — % —uP+ 2%

w0 0

DA—-DB+p)D(C—p)=| 0 u2+a bu ;

0 cp pt4d
a =01\ —042% c= 71402:5126)\2
b:_%jﬁh d:%_ﬁQ’{;\ili
u? 0 0
TM7G —pll=| 0 2+a b |=4Pl,
0 cp pP+d
2
ne+a bu
P:
cu pP+d

Q| = p* + (a — be + d)p® + ad.

Observagao 2.20. Segue do visto acima, que o polinémio caracteristico |JM G — ul| é uma

funcao par. Isto implica que na regido de estabilidade, os autovalores de JM ~'G sdo imaginarios

puros.



Fazendo x = p? em | P| obtemos

p(z) = 2> + Dz + E,

com
D=a—bc+d e E=ad
ou
A 2 2 A 2 A
D= \oj + 2(272 + iﬁ e E— (a 201)25 102)‘
K K K

As raizes de (2.47) sao dadas por

__(rtz+trz)? (14 22)(R(1+ 2)% + 2(2+ 32))

T P 4(1 - 22)? :

Observagao 2.21. Notemos que 1 < 0 sempre que k # hi(z) e zo < 0 para
e —1<z< —% quando k > h3(2);
e —1 < z<1quando k < hg(z),

onde hu(2) = — & e hy(2) = — G,

T2
Z1

Lema 2.22. O quociente nao serd wm numero inteiro desde que

£ A+ + (B +2m)z+ 22%) — /(1 + (2 — 4m)z + 22)(1 + 32 + 222)2

2m(1 + 2)?

K # —

2m(1 + z)?

x1

Da mesma forma, o quociente o nao serd inteiro sempre que

22 +m(1 + 3z + 222) — y/m(1 + 22)/—4z + m(1 + 2)2

e 2(1 + 2)

22 +m(1 + 32 + 222) + /m(1 + 22)\/—4z + m(1 + 2)?

s 21+ 2)

Em ambos os casos m é um ndmero inteiro.

(1+2) 1+ (B+2m)z+22%) + /(1 + (2—4m)z + 22)(1 + 32 + 2,22)2.
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(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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Demonstracdo. De fato, fazendo % = m, obtemos

m(l+2)262+ 14+ 2) 1+ B+3m)z+22)k+ 2024 (T+m)z +622) =0,

logo

(1+2)(1+ (B +2m)z +222) £ /(1 + (2 —4m)z + 22)(1 + 3z + 222)2
2m(1 + z)? )

K= —
Agora, se & = m, temos

2

—(142)%6% = (1 +2)(m + (2 +3m)z + 2mz*)k — 2(z + m(2 + Tz + 62%)),

logo

2z + m(1 + 32 + 222) £ /m(1 + 22)\/—4z + m(1 + 2)2
2(1+2) '

O]

Teorema 2.23. Para o anel com dois vortices unitdrios em uma latitude fiza e um vortice com

intensidade k no polo norte podemos aplicar o Teorema do Centro nos sequintes casos:
1. Com o autovalor \/x1, desde que k # h1(z) e as condigioes (2.48), (2.49) sendo satisfeitas;
2. Com o autovalor \/x2 para

(a) =1 < z< —3 quando k > h(2);

(b) —3 <z <1 quando k < h3(2)

desde que sejam satisfeitas a condigoes (2.50) e (2.51).

2.3.2 Regiao de Estabilidade

Aqui vamos determinar regioes no plano z — K em que o equilibrio Qg é estavel. Como
a funcdo H é uma integral, na regiao em que sua Hessiana no equilibrio é definida negativa ou

positiva, segue do Teorema de Dirichlet (ver [17], pagina 208) que o equilibrio é estavel. Como



vimos acima, a matriz Hessiana no equilibrio é

onde

o1 =1

oy — _n(2+23(zl-trz(21)+z))
O= 507
B=iove

sendo r = /1 — z2.

Calculando o polinémio caracteristico de G obtemos

o o o o

o

A1
A2

0O 0 0 0 O
or 0 0 0 -«
0 oo 0 B 0
0 0 X 0 O

—a 0 0 0 XA

_ 14224k(1+2)2
2(1—22)2
_ 224k(1+2)?
2(1—22)2
k(24222 —k(142))
2(1-22)
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7 0 0 0 0 0
0 pu—o 0 0 0 Q
0 0 -0 0 —p 0
det(ul —G) = det Hoo
0 0 0 W= Ao 0 0
0 0 —p 0 u—XN 0
0 Q 0 0 0 W= A2
7 0 0 0 0 0
0 p—Xo 0 0 0 0
0 0 w—oo =B 0 0
= det
0 0 -8 p—A 0 0
0 0 0 0 Uw—01 o
0 0 0 0 a W= A2
p—o2 —f p—o a
= u(p— Ao)det det !
-8 p=M a A

Logo, os autovalores de G sao: zero, \g e os autovalores das matrizes

o]l —« 02 6
my = e Mo =

— )\2 ﬂ )\1

Queremos determinar um regiao do plano z — xk em que todos os autovalores de G, exceto

. . 2 . , .
o nulo, sejam negativos. Fazendo A\g = 0, obtemos a curva Kk = — (112)2' Assim, Ag serd negativo
sempre que
K > ho(z) (2.52)
2 o1 .
onde hy(z) = —&7;2. No caso dos autovalores de m; e mgy vamos utilizar o seguinte lema
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Lema 2.24. Considere uma matriz 2 X 2 da forma

Uma condicdo necessdria e suficiente para que seus autovalores sejam negativos € que

a<0 e det(m)>D0.

Demonstragao. De fato, as raizes pq e pe de seu polindomio caracteristico

p(z) = 2% — (a + ¢)x + (ac — b?)

sao reais, pois m é simétrica e, além disso, satisfazem as igualdades

a+c=pp+ pe e e = ac — b* = det(m).

Se p1 e p2 sdo negativas, entao det(m) > 0 e, além disso, a e ¢ tém o mesmo sinal, logo, a < 0,

pois p1 + p2 < 0.

Reciprocamente, se a < 0 e det(m) > 0, estdo pq e p2 tém o mesmo sinal, bem como a e

c também. Como a + ¢ = 1 + ps e a < 0, segue se que 1 e o sao negativas.

Assim, podemos provar o seguinte resultado sobre os autovalores de m;.
Proposicao 2.25. Os autovalores de my sdo negativos nos segquintes casos:
e —1<2z<—3 para todo k <0 ou k> hy(z);
o —1<2<0para 0 <k < hi(2);
e 0<z<1 para hi(z) < Kk <0,
onde hi(2) = — 153

Demonstragao. Sendo o1 negativo, segue do lema (2.24) que os autovalores de m serao negativos

sempre que o determinante de m; for positivo, isto é,
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—k(14+22)(z + k(1 +2))/4(1 — 2%) > 0

ou equivalentemente

Fi(z,k) = k(1 +22)(z+ k(1 +2) <0.

Fazendo Fi(z, k) = 0, obtemos as curvas

1 z
-0 - _ - _
RED ATy 1+ 2
Assim, det(m1) > 0 exatamente nas regioes dadas, onde hy(2) = — 3. O

Em relacao aos autovalores de mo temos o resultado
Proposicao 2.26. Os autovalores da matriz ma sdo negativos nas sequintes regioes.
o —1<z<—% para k> hi(z) ou hg(z) <k <0
o —2<—1para 0 <k < h3(z) ou k> hy(2)
e —3<2z<0para0<k <hi(z) ou k> hs(z)

e 0<z<1parak>0 ouhs(z) <k <hi(z),

onde hi(z) = -1 e hs(z) = — ((21135)22.

Demonstragdo. Pelo lema (2.24), a regiao em que ambos autovalores de mg sao negativos é regiao

22
(1+2)2>

tal que A1 < 0 e det(mz) > 0 sejam satisfeitos. Fazendo A\; = 0 obtemos a curva k =

P

a qual denotaremos por ho(z) = RECESLE Assim, A1 serd negativo sempre que kK > ha(z). O

determinante de mo é

k(K2(1+ 2)3 + 22(2 4 32) + k2(3 + Tz + 422))
4(1 — 22)3

e tem o mesmo sinal de

Fy(z,k) = —k[2(1 4 2)3 + 22(2 4 32) + k2(3 + 72 + 422)).

2 _ (2432)2

Tz €K = T+2)2 Denotaremos esta

Fazendo Fy(z,k) = 0, obtemos as curvas k = 0, Kk = —

ultima por h3(z) = —%. Assim, segue o resultado. O
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O préximo teorema segue das duas proposi¢oes acima e da condigao (2.52). Ele nos da

regioes de estabilidade nao linear do equilibrio em questao. (ver figura abaixo)

Teorema 2.27. O anel com dois vdrtices unitarios em uma latitude fixa e um vdrtice com

intensidade k no polo norte € estdvel no sentito de Lyapunov nos sequintes casos:

o para —1 < z < —2 quando h3(z) < k <0 ou k > hi(2);
e para —% <z< —% quando Kk > hi(z);

e para —% <2< 0 quando 0 < k < hy(z2),

9 , o .
(2432)z foram definidas nas duas proposi¢oes acima.

¢ h3(2) = a5

onde as fungoes hi(z) = —1;

A regiao de estabilidade encontrada aqui esté contida propriamente na que foi encontrada

em [7]. A diferenga entre as regides é (ver figura 2.2)
—1< 2z < —2 quando k < h3(2);

—2 <z < —3 quando hy(z) < k < hi(2),
. No entanto, das observagoes (2.20) e (2.21), em tal regidao nao pode haver

_ 2432

onde hy(z) = — 55
estabilidade. Isto corrige o erro detectado na segao 5 do artigo [7]; comparar com figura 7 desta

referéncia.
K

ho

Figura 2.1: Regiao de Estabilidade para n = 2
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K
hi|
1 1 i
"
Fi i
.l.".l - -
10 A - e
{ /~ e
II [~ -_—_-___-_
III K -_________
I i
II i --...--"-'
I / _},_________________
| -"f -
,|'I|l
I,l ha
| l.' |
|
ha| |
|
I -

Figura 2.2: Diferenca entre regiao estabilidade dada acima com a encontrada em [7]
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