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Resumo

Nosso Principal objetivo, neste trabalho, é descrever a dindmica das érbitas de uma particula infintesimal
movendo-se no espaco R3 afetadas pela atracdo gravitacional induzida por um corpo na forma de anel ou
disco num plano fixo e com densidade de massa homogénea. Os aspectos da dinamica nos quais estamos
interessados sao principalmente: Descrever de diferentes formas o potencial gravitacional associado a cada
caso; Caracterizar propriedades de homogeneidade do potencial; Descrever o espago de configuracao destes
problemas; Determinar as simetrias do campo vetorial associado; Identificar os sub-problemas associados
de acordo a dimensao do espaco ambiente; Em cada sub-caso particular, descrever a dinamica e compara-
las entre si; Relacionar as singularidades do potencial com as singularidades das solugoes do campo
vetorial de cada problema em questao; Introduzir um parametro perturbador conveniente; Determinar
uma grande diversidade de familias de dorbitas periddicas nos diferentes sub-problemas; Estudar as érbitas
de escape nos diferentes casos; Comparar os resultados obtidos com aqueles do problema dos n-corpos da
Mecéanica Celeste.

Palavras-chave:

Atracdo gravitacional de uma particula induzida por um anel homogéneo; Dinamica; Singularidades;
Solugoes periddicas simétricas; Continuagao analitica; Orbitas de escape.
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Abstract

Our main concern, in this work, is describe the dynamics of the orbits of an infinitesimal particle moving
in the space R3 under the influence of the gravitational force induced by a homogeneous annulus disk fixed
on a plane. The aspects of the dynamics that we have interest are namely: Describe the different ways
the gravitational potential associated to the problem in each case; Characterize homogeneity properties
of the potential; Describe the configuration space of these problems; Determine the symmetries of the
vectorial field associate; Identify sub-problems associates according the dimension of the ambient space; In
each sub-case,describe the dynamics and compares them to each other; Relate the potential singularities
with the singularities of the vectorial field of each problem at issue; Introduce a convenient parameter;
Determine a great diversity of families of periodic orbits in the different sub-problems. Study the escape
orbits in the different cases; Compare the results obtained with the n-body problem in Celestial Mechanics.

Keywords:
Gravitational attraction of a particle by a homogeneous annulus disk; Dynamics; Singularities; Symmetric
periodic solutions; Analytic continuation; Escape orbits.
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Capitulo 1

Introducao

Este projeto de tese de doutorado surgiu de forma natural como a prolongagao ou desdobramento de
minha tese de Mestrado [1] e da tese de Doutorado de Carlinda Azevédo [5], nas quais se abordou o
problema de descrever a dinamica de uma particula infinitessimal quando ela é atraida unicamente pelo
campo gravitacional criado pelo fio circular homogéneo sobre um plano fixo e raio positivo. Em [1] se
aborda o problema essencialmente desde um ponto de vista numérico enquanto que em [5] se aborda o
problema desde uma visao analitica.

O objetivo deste trabalho é descrever a dinamica das drbitas de uma particula infintessimal no
espaco R3 afetadas pela atracio gravitacional induzida por um corpo na forma de anel ou disco num
plano fixo com densidade de massa homogénea. Os aspectos da dinamica nos quais estamos interessados
sao principalmente:

e Descrever de diferentes formas o potencial gravitacional associado a cada caso.

e Caracterizar propriedades de homogeneidade do potencial.

e Descrever o espaco de configuracao destes problemas.

e Determinar as simetrias do campo vetorial associado.

e Identificar os sub-problemas associados de acordo a dimensao do espago ambiente.

e Em cada sub-caso particular descrever a dinamica e compara-las entre si.

e Relacionar as singularidades do potencial com as singularidades das solugoes do campo vetorial de
cada problema em questao.

e Introduzir um parametro perturbador conveniente.
e Determinar uma grande diversidade de familias de érbitas periddicas nos diferentes sub-problemas.
e Estudar as orbitas de escape nos diferentes casos.
e Comparar os resultados obtidos com aqueles do problema dos n-corpos da Mecénica Celeste.
O estudo deste tipo de problemas possui diversas motivagoes. Uma delas estd associada as seguintes

informagoes extraidas da literatura. Por exemplo, nos ultimos anos, o interesse pelo estudo de érbitas
ao redor de pequenos corpos celestes como asterdides, satélites naturais menores e ntcleos de cometas



tem crescido de forma consideravel. As principais agencias espaciais tem incluido entre seus objetivos
de exploragdo mais importantes missoes a estes objetos celestes, como o projeto Rosetta [20], [34] da
Agéncia Espacial Europeia (ESA), ou a missdo NEAr [37], todas estas viagens tem sido programadas
para que uma nave sobrevoe um corpo de similares caracteristicas. Assim para abordar estes problemas
se requer conhecer a dindmica de uma particula em torno de um corpo celeste (pequeno) de forma
irregular. A principal forga nestes problemas é a atracao gravitacional devida a massa do corpo celeste.
Ao tratar-se de uma forca conservativa, a determinagdo do potencial gravitacional é suficiente para
conhecer o valor da forca. Por outro lado, é interessante notar que a dedugao do potencial gravitacional
associado a um corpo macigo tem sido considerado como objeto de pesquisa por varios autores, entre
eles, citamos Brouwer [11], Kellog [22], Poincaré [31] mas nestes trabalhos s6 se preocupam do problema
de deducao do potencial usando coordenadas apropriadas, e aspectos da dindmica propriamente nao
sao considerados. Os problema que tem sido estudados na literatura dentro de uma linha semelhante a
nosso objetivo, sao: o caso do problema do segmento homogéneo e do fio circular homogéneo. Para o
primeiro caso os autores (A. Riaguas e A. Elipe) consideram dois casos, um no qual o segmento est4 fixo
e outro no qual o segmento esta girando com velocidade angular constante em relacao a um eixo. Como
consequéncia deste trabalho encontramos vérios artigos de pesquisa publicados sobre esse modelo, [17],
[18], [19],[33], nos quais abordam o problema de existéncia de solugbes periédicas mas desde um ponto de
vista somente numérico. Notamos que aqui a expressao do potencial é bastante simplificada o que permite
realizar calculos numéricos sem maiores complicagoes. Também abordam no caso giratorio, o problema
de estabilidade das solugbes de equilibrio relativo usando o Teorema de Arnold Moser. Ressaltamos aqui
que a existéncia de orbitas periddicas é s6 de forma numeérica, nao se estudam as solucoes de colisdo e nao
se estudam as érbitas de escape. Ja para o problema do fio circular homogéneo tratado por A. Alberti em
[1] consegue usando uma aproximagao numérica obter varias familias de érbitas periddicas tanto no caso
planar como no caso espacial, as quais posteriormente foram também encontradas por Broucke e Elipe
em [10]. Por outro lado, na sua tese de doutorado C. Azevédo faz um estudo do problema do fio desde
um ponto de vista analitico, obtém algumas familias de érbitas periddicas nos casos planares usando as
simetrias do potencial como prolongacao de solugoes circulares do problema de Kepler e do problema
logaritmico. Estuda-se as o6rbitas de colisao e também se analisam os sub-problemas. Publicagoes desta
tese citamos [6] e [15]. E importante ressaltar que nestes trabalhos devido a técnica analitica utilizada
s6 se prolongam O6rbitas circulares do problema de Kepler e além disso somente no caso planar (isto
é, com dois graus de liberdade). E também o estudo das 6rbitas de escape nao foi considerado. No
estudo do problema do fio, surgiu um trabalho de pesquisa orientado ao estudo de solugoes periddicas de
perturbacoes keplerianas continuas, o qual permitiu aplicar tais resultados ao problema e uma publicagao
em [6]. Por ultimo, para o caso do problema do anel encontramos na literatura o trabalho de Lass e Blitzer
[23] no qual estuda-se o potencial associado ao problema de um anel como consequéncia do problema de
um disco, usando coordenadas apropriadas e somente é feito isto.

Como foi dito por Broucke e Elipe em [10] uma das motivagdes em considerar problemas de atragao
deste tipo deve-se a questoes astronomicas relacionadas com os anéis de Saturno, onde Maxwell in 1859
mostrou que o anel sélido deveria ser instavel. Por outro lado, o cinturao de asterdides deveria ser
aproximado por um anel continuo e seus efeitos globais sobre a drbita de Marte, é certamente nao
desprezivel e digno de investigagdes. Assim num modelo mais depurado deveriam-se levar em conta
o corpo central macico, mas notemos que quando estamos interessados no comportamento das orbitas
préximas do anel, o corpo central nao é tao importante.

Nos estamos conscientes que este tipo de modelos é s6 uma primeira aproximacao de problemas
concretos, assim como no famoso problema dos n-corpos da Mecanica Celeste que tem sido e estd sendo
estudado por muitos e grandes pesquisadores, consideramos que é muito importante realizar um estudo
analitico e futuramente numérico destes problemas de atragao, ja que isto é o ponta pé inicial para tratar
casos mais complexos e nos dard idéias de como usar novas técnicas para um estudo mais efetivo. Também
no futuro pretendemos abordar o problema de atracdo onde o corpo maci¢o é mais complicado e levar
em conta outras forgas que sao relevantes e nao despreziveis.



Para conseguir nossos objetivos organizamos este trabalho da seguinte forma. No Capitulo 2 apre-
sentamos os problemas de pesquisa e fazemos um estudo detalhado do potencial gravitacional associado.
Mostramos como o problema do anel e disco circular estao relacionados, o que nds permitird estender
os resultados do anel ao problema do disco e também posteriormente, muitos deles ao problema do fio
circular homogéneo. No capitulo 3 realizamos um estudo preliminar da dindmica nos sub-problemas,
os quais sao definidos pelos subconjuntos invariantes pelo fluxo. Também neste capitulo introduzimos
um parametro perturbador, o qual estd associado a espessura do anel. No Capitulo 4, estudamos as
singularidades das solugbes e verificamos que no caso planar (plano equatorial) todas as singularidades
do problema do fio circular sao devidas a colisdo. O capitulo 5 é motivado pelo objetivo de obter uma
grande quantidade de familias de érbitas periédicas em cada um de nossos problemas. Apéds consultar a
literatura encontramos alguns trabalhos nos quais conseguem-se orbitas peridédicas simétricas como con-
tinuagao de dérbitas circulares do problema de Kepler. No caso espacial, citamos [14], mas neste caso as
6rbitas periddicas obtidas nem sempre sdo periddicas no espago fisico o qual é relevante para nés; em [36]
obtém-se drbitas peridédicas no caso planar; no trabalho [6] como ja foi dito obtém-se drbitas peridédicas
préximas de orbitas circulares mas sé no caso planar e em geral o conjunto das condigoes iniciais nao é um
conjunto abundante e além disso s6 pode-se garantir que o periodo é proximo ao da érbita circular. MOti-
vados principalmente por diversos resultados do problema restrito circular da Mecénica Celeste (veja por
exemplo, [25] [41]) decidimos nds aprofundar no estudo de érbitas periddicas simétricas como continuagao
de 6rbitas circulares keplerianas e também como continuagao de érbitas elipticas keplerianas, levando em
conta um detalhado estudo de como a perturbacao influencia na obtencao de érbitas periddicas via o
Método da Continuacao de Poincaré [32]. Obtemos uma grande diversidade de solugoes simétricas com
periodo fixo; periodo varidvel; tipo de Orbitas circulares ou elipticas que podem ser continuadas; caso
espacial e caso planar. Salientamos que um trabalho cuidadoso como o realizado neste capitulo nao se
encontra na literatura especializada. No Capitulo 6 aplicamos os resultados obtidos no capitulo anterior
e assim mostramos uma grande variedade de 6rbitas periddicas simétricas e chamamos a atencao que
nossos resultados permite-nos mostrar a existéncia de novas familias de érbitas periédicas no problema
do fio circular homogéneo as quais nao foram discutidas ou encontradas em todos os trabalhos que tratam
deste problema. No Capitulo 7 estudamos as orbitas de escape associadas a nossos modelos. Para isto,
nos concentramos nas diregoes de escape associadas aos eixos coordenadas, e introduzimos coordenadas
convenientes (blow-up) o que permite trazer o infinito ao origem do sistema de coordenadas e o fluxo no
infinito fica sobre uma variedade invariante (chamada variedade no infinito). Mostramos que a diferenga
dos problemas dos n-corpos (veja [42]), no infinito o campo associado ndo possui singularidades e pela
forma do potencial associado a este tipo de atragoes ele nao joga um papel relevante no estudo do infinito.



Capitulo 2

O problema de uma particula atraida
POr um corpo macico

Neste capitulo vamos formular o problema de uma particula infinitesimal atraida unicamente pela forga
gravitacional induzida por um corpo maci¢o com dimensoes finitas. Como afirma Brouwer [11], a lei de
atracdo gravitacional é valida para duas particulas materiais, mas nao para corpos de dimens&o finita
e com distribuicao de massa arbitraria. Porém ¢é possivel mostrar que se a distancia entre so corpos é
grande, comparada com suas dimensoes, a atracao entre este corpos pode ser vista como se suas massas
estivessem concentradas em seus centros de massa. Estes resultados possibilitam, em muitos casos,
desprezar a dimensao e a distribuigao de massa e considerar a atragao gravitacional entre os corpos como
se eles fossem particulas materiais. Existem casos no sistema solar e em sistema de estrelas bindrios
em que desvios da esfericidade tem importante efeitos. Por isso é necessério estudar o caso da atracao
gravitacional entre dois corpos de dimensao finitas cada qual tendo distribuicao de massa arbitraria.
Porém este problema apresenta consideraveis complicagoes. As dificuldades sao menores ao tratar a
atracao de um corpo de dimensao finita e uma particula material.

2.1 Formulacao do Problema

Em uma primeira aproximacao, consideraremos a atracao de uma particula material P e um corpo M
com distribuigao de massa uniforme e com centro de massa O no sistema euclidiano tridimensional Ozyz,
como ilustrado na Figura 2.1.

Denotamos por (&, 7, ) um ponto sobre M e p a distancia do centro de massa do corpo M ao ponto
(&,m,¢) com elemento de massa dM e desta forma p? = £2 4+ n? + (2. Entdo o potencial de uma particula
P = (z,y, z) atraida pela forga gravitacional associada ao corpo M é dado por

V(P) = /M %, (2.1)

onde A é a distancia da particula P ao elemento de massa dM. Supondo a distribui¢do de massa A
constante entdo dM = Ad&dnd(. Observe que explicitando A obtemos que a funcdo potencial (2.1) é
dada por

dM

):_/M VP17 =2+ yn+ 20)

Viz,y,z (2.2)

onde r? = 22 + y% + 22



Figura 2.1: Particula infinitesimal atraida por um corpo macico M.

De acordo com a lei Newtoniana, o movimento da particula P, submetida unicamente a atracao
gravitacional induzida pelo corpo M, é dado pelo sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem

. 7/ (x = &)dM
M [22 4 y? + 22+ p? = 2a + yn + 2()]
i 7/ (y —n)dM (2.3)
w22 1 4%+ 22+ g2 — 2(ak +yn + 20)]F '
(2 — C)dM

S
Z= - .
/M [22 + 42 + 22 + p? = 2(at + yn + 20)]*

As equagbes de movimento (2.3) podem ser escritas como um sistema de equagdes diferenciais de
primeira ordem, com trés graus de liberdade, dado pelo sistema Hamiltoniano

p = *Hq
. 2.4
q = Hy, (2.4)
onde a funcao Hamiltoniana associada é dada por
1 dM
H(q,p) = (0} +p; + 2 —/ : 2.5
2 vrp) M PP+ 12 = 2(z€ +yn + 2() (22

O espago de fase do sistema (2.1) é dado por
Q= {(a,p) € (R* xR%);q ¢ M}, (2.6)

e o espaco de configuracoes é R3 \ M.

2.1.1 O potencial em termos de polinéomios de Legendre

Queremos encontrar uma expressao para o potencial de um corpo macigo onde V é dado explicitamente
como funcao de z, y e z. Isto geralmente é complicado, mas pode ser aplicavel quando a distancia entre
P e o centro de massa de M ¢ grande comparando com as dimensoes do corpo M. Desenvolveremos o
potencial em séries que envolvem polindémios de Legendre.

Seja P € R3 um ponto que nao estd em M e r a distancia de P ao centro de massa (que coincide
com a origem do sistema de coordenadas), entdo para todo ponto P tal que £ < 1 temos que

A2 =724 p? —2x& +yn + 27)

=721 —o(2)Estuntr) 4 (2)2],

2.7)



Denotamos por ¢ o angulo entre os vetores p e r e usando a lei dos cossenos obtemos que
A? = p? + 12 — 2rpcos . (2.8)

Substituindo Eq.(2.7) em Eq.(2.8), obtemos

A% =7%(1—2tcosp + t?), (2.9)
onde t = 2 < 1. O desenvolvimento binomial de (1 + 2 — 2t cos ) /2 ¢ dado por
1 3 135 1357
_ _g2y-1/2 1 Lo 199 o2 1990 o, 3 1990 90 o4
[1— (2t cos p—1t°)] 1 2(t 2tq)+24(t 2tq) 246(t 2tq) 2468(t 2tq)" —... (2.10)

Se a série (2.10) for agrupada, como uma série de poténcias na varidvel ¢, o coeficiente de t" é um
polinémio P, (cos¢) de grau n , tendo cos¢ como argumento. Este polinémio é chamado de n-ésimo
polinémio de Legendre. Assim a série (2.10) é entao transformada na forma

(1— (2tcosp —t2))~1/2 = ZP cos )t (2.11)
n=0

onde os seis primeiros termos P, (cos ) sdo

Pycosy) =1,
Py(cosp) = cosp,

Py(cosp) = —é + %COS2 ©, (2.12)
P3(cosp) = —5cosp+ 3 7cos go,

Py(cosp) =32 — QCOS ® —|— 5 cos? <p,

Ps(cosp) = 83 cos® o — 70 cos o+ L cos<p

Em geral o n-ésimo termo ¢é dado por P, (z) = 2(3(72)!! {x” - 271((27;:11)) 24 %x""l + } A
série (2.11) converge desde que |t| < 1. Seja p. = max d(0,P) e S,, esfera com centro na origem e raio
€

pe. Entdo M C S, e para todo ponto P no exterior de S, é tal que |[t| < 1. Podemos entao expressar o
potencial V' em séries mas somente na regido exterior a esfera S, cuja expressao é dada por

V:——/ [1+P1(cos<p) —|—P2(cos<p)(p) —|—P3(cos<p)(8)3—|—...]dM. (2.13)
T M r

Se o corpo M possui uma regiao interior entao teremos o caso t = £ < 1. Procedendo analogamente ao
caso anterior, obtemos que na regiao interior o potencial U é expresso por

- / 3 Pa(cos o)~y dM. (2.14)
M= p

Observamos que neste caso a série converge se o ponto P estd no interior da esfera S,, com centro em O
e raio p; = mij{l/t d(0, P). O primeiro termo da série (2.13) é —1 [, 'dM = —M/r que consiste exatamente
Pe

no potencial do Problema de Kepler.

2.2 O potencial de um anel ou disco circular homogéneo

Em nosso trabalho, nosso objetivo principal é estudar a dinamica da particula atraida pela forga grav-
itacional induzida por um corpo maci¢co com densidade de massa constante, quando este for um anel



ou disco circular. Nesta secao vamos determinar explicitamente expressoes equivalentes para o potencial
do anel e também do disco circular homogéneo, em termos de coordenadas cartesianas, em coordenadas
cilindricas e desta forma expressando na forma de uma integral eliptica de primeira espécie. Comegamos
definindo de maneira precisa o problema do anel circular homogéneo fixo e o problema do disco circular
fixo.

Consideramos o anel homogéneo fixo A := {(z,y,2) € R%a < 2% +y? < b,z = 0} com raio interno a
e raio externo b, (0 < a < b), com distribui¢cdo de massa uniforme e contido no plano zy. Consideramos
uma particula P com massa infinitesimal movendo-se em R3, e assumindo que a tinica forca que age sobre
P ¢ a forca gravitacional induzida pelo anel A. Por (2.1) a funcdo potencial V' induzida por A assume a

forma \d
u

Vq:—/———ﬁ 2.15

W= ) Ta—l (2.15)

onde A é a densidade de massa constante e q é a posigao da particula P e estamos considerando a
constante de gravitagao universal sendo igual a um.

No caso do disco circular homogéneo D := {(z,y,2) € R%0 < 22 + y? < b} de raio b, o potencial
pode ser obtido do anel circular extendendo-o a a = 0, e assim a funcao potencial induzida por D é

Adu
wmz—ém;zw (2.16)

No decorrer do texto vamos desenvolver os resultados para o caso do anel A e mostremos que eles também
serao validos para o disco, fazendo a = 0 e sempre que nao fizermos ressalvas ficard subentendido
esta defini¢io. Consideremos o elemento diferencial de massa dM = Apdfdp, u = (pcos, psend,0)
(a < p < b) um ponto sobre o anel A e P = (z,y,z) um ponto no espaco onde queremos determinar
potencial.

A distancia A = d(P,u) =|| P-w | é dada pela seguinte expressao

A? = (z—pcosh)? + (y— psenh)? + 22

=22+ y? + 22 — 2prcosh — 2pysen b + p. (2.17)

Entdo de acordo com a equagao (2.15), e como a massa M do anel é dada por M = wA(b? — a?), segue
que a funcao potencial é dada por
b 27 1
Viz,y,2) = f)\/ / P
(.9.2) a Jo a2+ y?+ 22+ p2 —2xpcosh — 2ypsend
M b 2m 1
_(b2_a2)7T/a /0 Va2 +y2+ 22 + p? — 2xpcosh — 2ypsen f

dfdp

(2.18)

pdodp.

2.2.1 Potencial em termos de integrais eliptica de primeira espécie

Consideremos o circulo C de raio p, a < p < b. Sejam A o ponto sobre o circulo C' que estd mais préoximo
de P, @ qualquer outro ponto no circulo C e seja A a distancia de P a B, como na Figura 2.2. Se o
angulo BOA é representado por ¥ a expressao para o potencial V é

b 27
Wﬂ=—@i%§il4 g%@. (2.19)

onde , QiB2 =p? + (22 + y?) — 2p/22 + y2 cos(v)) e segue que A? = @24—@2 =224 y2+ 22+
— 2py/22 + y? cos(). Consequentemente,

22 4y + 22 + p? — 2p(2? + y2)* cos(6)




Figura 2.2: Anel e distancias méximas e minimas.

e tomando r = v/x2 + y2 da expressao acima obtemos

V() = M /” /2” pdfdp
(0 —a®)m Jo Jo  \/r2+ 22+ p? —2prcos(d)

(2.20)

Seja P = (r,0,z) um ponto em coordenadas cilindricas que nao estd sobre A. A partir de P
tragamos a perpendicular PQ) = z ao plano do anel (veja figura 2.2). Determinamos o didmetro do anel
o qual estendemos passando até B. Tomando B = (p,0y,0) um ponto do anel , sobre C' e denotamos
QB =A, PA=p; e PF = py, onde A e F sao os pontos sobre C' mais préximo e mais distante de P
respectivamente.

Evidentemente p; e ps sao as distancias méximas e minimas de A quando o ponto B percorre o
circulo p. Se o angulo QOB é representado por 2w, entao o elemento de arco é ds = 2pdw e a expressao

para o potencial serd dada por
V= M/bz /Wd—“’d (2.21)
TTw—adn ), )y AT '

Se o comprimento OQ é representado por r, entdo
P=(r—pP+2% ph=(+pP 425 QB =12+ p° —2rpcos(2w).
Logo a equacdo para A2 pode ser reescrita como
A% = (r?2 4 p? + 2?)(cos? w + sen? w) — 2rp(cos? w — sen? w)

=[(r — p)? + 22 cos? w + [(r + p)? + 2% sen? w
p% cos?w + p% sen? w.

A expressao para o potencial (2.21) é entdo dado por

M /b /’T dw
V- [ 2 d
(b2 —a?)7 J, ? Js V3 cos?w + pgsen? w P

Para introduzir a integral eliptica definimos o médulo

(2.22)

2
k2:17%<1,



e introduzimos um novo angulo 6 = 7 + 1) para a integragao. Finalmente obtemos a expressao

AM by
V(r,z) = ———5——— — K (k)dp, 2.23
2 =~ gy | KR (2.23)
onde K (k) é a integral eliptica de primeira espécie. Para maiores detalhes sobre integrais elipticas, veja
[12]. Expressoes para o potencial do fio circular dado em funcdo de uma integral eliptica aparecem em
alguns trabalhos da literatura, como por exemplo em [5], [22], [24] e outros. Porém para o caso do anel,
uma expressio igual a obtida em (2.23) nao é encontrada.

2.3 Formulacgao do problema do anel ou disco circular homogéneo

Queremos descrever a dindmica de uma particula infinitesimal P movendo-se no espaco euclidiano tridi-
mensional sobre a influéncia da forca gravitacional induzida pelo anel ou disco homogéneo fixo, contido
no plano zy e com centro de massa no centro do anel A4 ou do disco D. Pela lei de Newton o movimento
de P ¢é dado pelo seguinte sistema mecanico

q=-VV(q), (2.24)

onde q é a posigao da particula P e V(q) é o potencial dado por (2.15) no caso do anel ou (2.16) no
caso do disco circular homogéneo. As equagoes de movimento (2.24) podem ser escritas como um sistema
Hamiltoniano auténomo na forma

q = Hp7
(2.25)
I.) = 7Hq7
com trés graus de liberdade cuja fungao Hamiltoniana é
1
H(a,p) = 5[pl”* + V(a), (2.26)
onde q = (2,y,2) e p = (Pa, Py, P-) é 0 momento.
Nas coordenadas cartesianas as equagoes de movimento sao dadas por
Fo i /b /27r (x — pcos(9))pdddp
o Jo 224 y2+ 22+ p2 — 2zpcos(d) — 2ypsen(0)]3
i —A /b /2” (y — psen(6))pddp (2.27)
a Jo [22 492+ 22+ p? — 2zpcos(0) — 2ypsen(0)]?
[ pivi
a Jo 224y 422+ p2 — 2xpcos(d) — 2ypsen(0)]z
O espago de fase de (2.25) é dado por
Q={(q,q) eR* xR3%q¢ A} = (R*\A) x R%. (2.28)

Chamamos (R3\.A) de espago das configuracoes.

Observe que a aplicacao q — ”# é uma funcao analitica, para q # u e desta forma também é

q—u]
analitico o potencial V(q) = fA ﬁ, para todo q ¢ A. Assim segue que o campo vetorial (H,, —H,) é

um campo vetorial analitico sobre €.

Assim, da teoria cldssica de Equagoes Diferenciais Ordindrias, segue que dados (q, ) € (R3\A) x R3,
existe uma tnica solugdo q(t) de (2.24) definida em um intervalo maximal (w_,wy) contendo ¢ = 0, com



condigoes iniciais q(0) = qop e q(0) = §o. Além disso, como V' é analitica, todas as componentes de (t)
sao fungoes analiticas de t e das coordenadas de qqg e -

Como a fungdo Hamiltoniana (2.26) é uma integral primeira, para cada h € R o conjunto
Sh = {(q,d) € (R*\A) x R*; H(q,q) = h} C Q
é uma subvariedade diferenciavel de €2, de dimensao cinco desde que h € R ¢ valor regular de H.

Observe que sobre ¥, temos que V(q) < h e ao conjunto {q € (R3\A); V(q) < h} chamamos de
regiao de Hill correspondente a energia h. Este conjunto coincide com a projegao de X;, sobre o espago
de configuracoes R*\ A e segue que se (q(t), p(t)) é uma solucio de (2.24) entdo q(t) deve estar na regiao
de Hill correspondente, para todo tempo ¢ que estiver definida. Temos dois resultados preliminares:

Proposicao 2.3.1. No problema do anel, ou seja a # 0, a origem é uma solugdo de equilibrio do

sistema (2.27) e € instdvel no sentido de Liapunov.

Demonstragao: Note primeiramente que Z = 0 se, e somente se, z = 0. Por outro lado, célculos
simples mostram que se x = 0 e y = 0, entao & = § = 0. Desde que os autovalores da parte linear dos
termos de primeira order do sistema (2.27) séo

)\1:/\32—)\2:—/\4ZWGR+,/\5:\/iiw:—/\(g,

onde w = , /%, e assim segue a instabilidade no sentido de Liapunov. |

Mais adiante provaremos a unicidade para o caso do anel.

Observagao 2.3.1. Note que no caso do disco circular homogéneo, a origem nao pertence ao espago de
configuragoes.

Proposicao 2.3.2. Seja q(t) = (z(t), y(t), 2(t)) uma solugdo de (2.27) definida para todo t € R. Entdo
existe tg € R tal que z(to) = 0.

Demonstragao: Provamos usando um argumento de contradi¢do. Assuma que z(t) > 0 para todo ¢,
portanto 2(t) < 0, i.e., z(t) é concava para todo real ¢t e positiva o que é impossivel desde que solugao é
ao menos C2. |

2.3.1 Simetrias

Nesta se¢ao vamos determinar as simetrias do potencial V' do anel ou disco circular homogéneo. Usaremos
a seguinte notagado: A linha perpendicular ao plano contendo ao anel ou disco e passando pelo centro
chamaremos de eizo z, o plano que contém o anel ou disco de plano horizontal e qualquer plano que
contém o eixo z de plano vertical. Porém as simetrias do potencial V sao evidentes da geometria do
problema e sdo as transformacdes de R? que deixam fixo o anel ou disco homogéneo.

Seja G = SO(2) o subgrupo de rotagoes em torno do eixo z. Entdo é ficil ver da expressdo (2.15) ou
(2.16) que:

Proposigao 2.3.3. O potencial V' € invariante sobre o grupo G.

E como consequencia deste resultado temos

10



Proposicao 2.3.4. (Existéncia de uma integral primeira) A componente polar do momento angular

G=qxq, ie, h=xy—yt é constante ao longo das solugoes do sistema (2.27).
Demonstragao: Derivando h ao longo das solugoes de (2.27) temos que

dh . ..

— =yi—x

dt Y Y,

dh

=0. |

e substituindo nas expressoes # e §j dadas por (2.27) obtemos que g

Definindo & = p,, ¥ = py € £ = p, obtemos o seguinte resultado

Proposicao 2.3.5. O potencial V, dado por(2.15) ou (2.16), é invariante pelas sequintes reflexdes:

d) (z,y,2) (2.29)
6) (xvya Z) I (71'73-/, 72)7
) (.’E, Y, Z) B (xay7 2)7
g) ($7y72) B ((E7 Y, _Z)
Demonstragao: E claro pela definigdo de V. |
Considerando o sistema (2.27), como consequéncia da Proposigao 2.3.5 obtemos
Proposicao 2.3.6. As equagdes de movimento (2.27) sao invariantes pelas simetrias
I (22,00, 0y, 020t)  — (2,9, 2, px,pymz, —t).
Sl : (xvyvzapm,pyvpzﬂt) - (.’ﬂ, -Y,— prapyapzaft)'
So : (xvyvzapzapznpzat) - ( z,Y,z, sz Py,—pza—t)~
S3 : (x?yvzapmvpyapzat) - (SL‘, Y, z, Pz’py,—pz’—t)-
S4 : (x7y7zapw7pyapzat) - ( z, =Y, ZapIapyvaa_t)~ (230)
S5 : (zay7zap$7py7pzat) - ('Ia —-Y,—z pxa_py7_p23_t)-
Sﬁ : (xayazapzvpyapzat) - ( T, —Y, 2, Pz Py, pzaft)
St (2,Y, 2,0, Py, P2r 1) = (=3,Y, =2, Pe; =Py, P2y —1).
SS : (‘r?yvzapzvpyapzat) - (xayvza pzv_pya_pm_t)-
Demonstragao: E claro pela definigao de V. |

Proposicao 2.3.7. Os sequintes subconjuntos sao invariantes pelo fluzo associado a (2.27)

a) z=2%=0 (plano equatorial),
b) y=19y=0 (plano vertical),

¢) x=1x=0 (plano vertical),
d) z=y=&=9=0 (eizo z),
e) r=z=x=2%=0 (eizoy),

~

) y=z=y=2=0 (eizo z).

11



Demonstragao: O item a) é claro desde que (2.27) implica que Z = 0. Para provar b) e f) precisamos
observar que

/27r sen(6)db _o
o[22+ 224 p2 —2xpcos(0)]3/2

A prova dos itens c¢) e e) é andlogo aos itens anteriores e o item d) é trivial. |

2.3.2 Propriedades do potencial

Em alguns problemas da Mecéanica Celeste o potencial tem uma propriedade importante: homogeneidade,
a qual permite conseguir informagcées importante sobre a dinamica. Porém em nosso problema néo temos
esta propriedade, ou seja o potencial nao tem nenhum grau de homogeneidade. Porém o potencial
apresenta uma propriedade importante que permite obtermos solugoes para qualquer espessura do anel
conhecendo uma solugao de um anel particular. Valem propriedades semelhante para o problema do
disco.

Escrevemos o potencial V' da forma

a+p 27 p
Vaand=-x [ [ Loy
a o lla—pet?|

onde pe? = (pcos(), psen(#),0), para explicitar a dependéncia da posigao q, do raio interno a, espessura
1 =0b—a, edamassa M. Pelo mesmo caminho, o gradiente de V serd denotado por VV(q,a, u, M).
A massa do anel fica descrita em termos da espessura como M = wAu(p + 2a), entdo o potencial tem a

forma ( | o oip o pdf ( |
Viq,a,p, M) = —7/ / — 7 _ap. 2.31
mu(p+2a) J, o lla—pe?|

Obtemos entao a seguinte propriedade:

Lema 2.3.1. Seja ¢ € RT. O potencial V(q,a,u, M) do anel fizo homogéneo satisfaz as seguintes
propriedades:

(1) Viq,a,p,cM) =c V(q,a,pu, M).

(2) VV(q,a,p,cM)=cVV(q,a,pn, M). (2.32)
(3) V(eq,ca,cu, M) =ct V(q,a,u, M). ‘
(4) VV(eq,ca,cu, M) =c"2 VV(q,a,u, M).

Demonstragao: Provamos o item 4, os demais itens seguem diretamente da definicao de V. Temos
que

. o atp 27r p(xz—pcosb,y—p—sen ,z)dOdp
vv(qa Q, 3 M) - ﬂli(2a+lt) f [(m—pcos 0)2+(y—psen 0)2+22]3/2

entao

c(a+p) f p(cx—pcosO,cy—p—sen O,cz)dOdp
[(cx—pcos 0)2+(cy—psen 0)2+c222]3/2"

VV(CC[, ca, Cp; M) = W(/L(QCQ+C/L) f

Com a transformacao de coordenadas p — cp, concluimos a prova. |

Corolario 2.3.1. Seja q(t) solugdo do problema

q(t) = _vv(qv a, |, M)

12
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e sejam a, B € R tal que o3> = —. Entdo, s(t) = aq(Bt) € uma solucio do problema

§(t) = =VV(s,aa,au, M). (2.33)

Demonstragao: Diferenciando duas vezes s(t) e usando os itens (1)-(3) do Lema 2.3.1 temos que
8(t) = —af*VV(a(Bt), a, s M) = —af*VV(aq(Bt) /o, aa/a, apfo; M) = —a®2VV (aq(ft), aa, ap; M)
= —VV(aq(Bt), aa, ap; a®3>M). |

Observagao 2.3.2. Notamos que usando a notacao acima, para o problema estar bem posto € necessdrio
que M = TAp(p +2a) e M = o?[m\u(p + 2a)]. Entdo se assumirmos que M = M a constante de
densidade de cada problema estard relacionada pela relacdo A = o). Se nds assumirmos que A = A
entdo M = oM.

No caso do disco D, tomamos a = 0 na equagao (2.31) e assim p = b e os resultados da Proposic¢ao
2.3.1 e Corolario 2.3.1 também sao vélidos.

Outro fato importante a ressaltar é que se fizermos p = 0 na equagao Eq.(2.31) entdo o potencial
serd indefinido. Mas nds podemos estender o potencial para u = 0 usando o processo do limite. De
M [*T do
21 Jo  /(r+a)%cos? 0+ (r —a)?sen? 0 4 22
que corresponde ao potencial do fio fixo homogéneo que tem sido estudado em [1], [5], [10] e [15]. No
problema do fio circular, em [5] provaram-se as mesmas propriedades do Lema 2.3.1 com p = 0.

fato, da regra de L’Hospital segue V(q,a,u =0, M) =

Proposicao 2.3.8. Com a condicio b = a+ p (u > 0) o potencial V' em (2.31) quando p = 0
corresponde ao potencial associado ao fio circular homogéneo C.

Demonstracao: Seja A o anel circular homogéneo de raio interno a e raio externo b, massa M =
Am(b? — a?). Entao o potencial em um ponto P = (z,, z) induzido por A, dado pela equagao 2.18, pode
ser escrita como

1

M b 27
V(P) =
(F) (b2—a2)7r/a /0 V(= pcos)? + (y — psen )2 + 22

pdfdp. (2.34)

Denotando por p a espessura do anel, obtemos que p = b — a e assim M = wAu(p + 2a). Da expressao
(2.34) obtemos que

vy = 9
Vi(z,y,2,a,pu; M) = )’ (2.35)
onde -
fp) = g+ 2a)

a+p 27 P
= dfdp.
9(k) /a 0o /(x—pcosh)?+ (y— psend)? + 22 P

Note que V(x,y, z,a,u = 0, M) nao estd definido, mas nés podemos definir V(z,y, 2z, a, p, M) continua-
mente (de fato, diferencidvel) usando o processo de limite. Pela regra L’Hospital nés temos que

V(xayazaaa:u/:o’M) = _hmll«—%) ?EZ))

_M (27 1 do
27 JO \/(wfacos0)2+(y7asen9)2+z2 ’
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que corresponde ao potencial do fio circular homogéneo com raio a e com densidade de massa constante
M/2ra.
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Capitulo 3

Dinamica dos sub-problemas

Neste capitulo vamos determinar a dinamica do problema do anel circular homogéneo fixo para uma
particula restrita aos subconjuntos invariantes descritos no capitulo anterior. Segue da Proposigao 2.3.7
que os conjuntos invariantes sao: eixos coordenados, planos verticais xzz e yz e o plano horizontal. Mas
pela Proposicao 2.3.3, é suficiente considerarmos os seguintes subproblemas:

e Eixo z,
e Plano horizontal (equatorial),
e Plano vertical.
Veremos que no eixo z a dinamica é relativamente simples e no plano horizontal, poderemos obter ex-

pressoes fechadas para o potencial que permite mostrar sua limitacao no plano e a partir dai obter
importantes resultados para dinamica.

3.1 Dinamica no eixo z

Como ja mencionamos anteriormente, muitos dos resultado obtidos para o problema do anel circular
homogéneo podem ser estendidos ao problema do disco circular. Mas no caso da dindmica do eixo z é
necessario tratar os problemas separadamente, pois possuem diferencas importantes.

Comecamos considerando o caso do anel. Seja P uma particula com massa infinitesimal movendo-se
no eixo z, sobre a influéncia do campo gravitacional induzido pelo anel A. Segue da equagao (2.20) que
o potencial no eixo z é

V(z)

A fP2p [T g
Ja 20 Jo N/
=—2/\7T[\/b2+z2—\/a2+z2}

— __2M 2 7 _ 2 2) vb2+224+Va2 422 3.1
= T p2_q2 (\/b + 2z \/a + 2z ) SoT 224/ 122 ( )
_ __2M b? —a?

b2—a? | \/b2422+Va2+22
— . 2M
= VR Vet

15



Portanto, neste caso o sistema (2.24) é simplesmente

. 2M 1 n 1 (3.2)
i=— z , .
(b2 —a?) " L2+ 22 Va2 + 22
cuja funcao Hamiltoniana é
2M
H(z,2) = =2>

2" VP24Vt 2
O sistema (3.2) estd associado ao seguinte sistema Hamiltoniano
z =u,

- 2M 1 1
R R \/b2+z2+¢a2+z2]

Na Figura 3.1, nés podemos ver que a origem z = Z = 0 é a tnica posicao de equilibrio do sistema

com energia h* =V (0) = — e é um equilibrio estavel no sentido de Liapunov. Para a energia h,

M

b+a

_szTMa < h < 0, as solugoes sao periddicas e para h > 0, temos drbitas hiperbdlicas que chegam (partem)
do infinito com velocidade positiva e érbitas parabélicas se h = 0 (i.e., chegam e partem do infinito com

velocidade nula). Desta forma temos que

Proposigao 3.1.1. As solugdes do problema do anel homogéneo fizo no eizo z sdo:

2M
i) Periddicas se, e somente se, ——— < h < 0.
b+a

it) Parabdlicas se, e somente se, h = 0.
iit) Hiperbdlicas se, e somente se, h > 0.

Observagao 3.1.1. Observe que se h < h* entdo v = 2 = £+/h — V(2) nao estd definido e nao existe
fluzo para estes valores de h.

Corolario 3.1.1. O fluxo associado ao problema do anel homogéneo no eixo z é completo.

Observagao 3.1.2. Podemos observar pela Figura 3.1 que a dindmica no eixo z € muito similar ao
problema de Sitnikov, cujas solugoes descrevem a dinamica de uwma particula no eixo z, sujeita a agao
devida aos primdrios de massa my = ma, movendo-se no plano-(x,y), numa drbita circular em torno da

z
5 -4 -3 -2 -1
I Y B P9

ol 11
-
N
w
IS
@

\\.?\\\\.T\\\\

Figura 3.1: Esquerda: Fungdo Potencial (3.1) do anel no eixo z para os valores dos pardmetros a = 0.5,
uw = 0.5, M = 1. Direita: Retrato de fase do sistema (3.2) para os valores dos pardmetros a = 0.5,
nw=0.5,M=1.
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Figura 3.2: Esquerda: Fungao potencial (3.4) do disco no eixo na regiao z > 0 para valores dos parametros
b=1, M = 1. Direita: Retrato de fase do sistema (3.3), para z > 0 e para valores dos parametros b = 1,
M=1.

origem (para maiores detalhes veja [7]). Porém as equagées (3.3), cujas solugdes descrevem o movimento
da particula P ao longo do eizo z, sob a atra¢do gravitacional do anel circular homogéneo A ndo sao
como no problema de Sitnikov.

Dado que z = 0 nao é um ponto no problema do disco (a = 0), pois ele é um ponto sobre o disco,
entdo como ja vimos no capitulo anterior, o espago de configuragoes é dado por z > 0 ou z < 0 (de forma
separada). A equacdo de movimento neste caso assume a forma

% [ 1 1

—_+ — . 3.3
R Wl (33)

F=—

com potencial dado por

V(z) = ——2M
) _ Vs (3.4)

=~ Ve

Proposicao 3.1.2. As solugédes do problema do disco homogéneo fixo no eizo z sdo:
. 2M . . . L
i) Para T < h <0 as solugoes comecam em colisao e terminam em colisdo.

it) Parabdlicas, se e somente se, h = 0.

iit) Hiperbdlicas, se e somente se, h > 0.

3.2 Dinamica no plano horizontal

Estudaremos agora a dindmica de uma particula no plano horizontal, ou seja no plano que contém o
anel ou disco circular. Quando o problema estd restrito ao plano horizontal obtemos um problema de
forga central. Usando a teoria cldssica de problemas de forgas centrais (para maiores detalhes veja [4]) é
possivel provar a existéncias de solugoes circulares na regiao exterior ao anel e também no problema do
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disco. Mostraremos também que a fungao potencial é limitada tanto no interior quanto no exterior do
anel e na regiao exterior ao disco. Sem perda de generalidade podemos fixar b = 1 e assim a espessura
serd dada por u = 1 —a, desde que pelo Corolério 2.3.1, conhecendo uma solucao para um anel com raios
interno a e externo b = 1, podemos obter a solucao para qualquer outro anel com raios a e b arbitrarios.
Também podemos supor que a massa M ¢é unitaria.

Nesta subse¢ao denotaremos q = (z,y,0) = (z,y), e 7 = ||q||, entdo temos que p? = (r + p)? e
2

p3 = (r — p)?, e a expressdo para o potencial (2.22) fica determinada por

df
V(r) —iA /b / V(r—p)¥sen2 0 + (p+1)2 cos? adp (3.5)

—4)\/ LK (k)dp
a PTT

Desde que o potencial V, é radial o problema (2.24) é um problema de forga central. Portanto (2.24)
¢ um sistema integravel tendo como integrais primeiras a energia h = 1/2 ||¢||*> + V(q) e o momento
angular c.

As equagoes (2.24) em coordenadas polares (r, ) sdo dadas pelo sistema

2

.. c
b=

ComU(r)=V(q)e F(r) = Uf(r) obtemos VV(q) = F(r)q. Note que # = ;—i ~U'(r) = 4 [— % —U(r)],
o qual é equivalente a

i =—Uls(r) (3.6)

com Ugyps(r) = % + U(r), o qual é chamado de potencial efetivo. O sistema (3.6) acima corresponde ao
seguinte sistema Hamiltoniano

o= v,

Vo= *Ue{ff(r)v
com fungao Hamiltoniana dada por H(r,v) = 1/2 v? + U.s#(r), com um grau de liberdade.

Segue um resultado classico da teoria de Equacoes Diferenciais Ordindrias, o qual é facil de ser
verificado (veja [4]),

Lema 3.2.1. r(t) = roe™" = (rgcos(wt), rosen(wt)), w = 5, 1o > 0, € uma solugio circular de (2.24)
0

se, e somente se, o € um ponto critico de Uesyp(r) com ¢ # 0.

Desde que a func@o Uess(r) estd relacionada com as solugdes circulares do sistema (2.24), nés estu-
damos a existéncia de pontos criticos de Ueys(r).

2
c .
— com 1 # 0. Sobre esta restricao
F' necessita ser nao negativo. Em particular no caso ¢ = 0, os pontos criticos de Uesy(r) sdo os zeros da
fungao F(r).

Observagao 3.2.1. Note que U (1) =0 se, e somente se, F(r) =

Para estudar os pontos criticos de Us(r) precisamos conhecer o sinal de F(r). Porém antes ne-
cessitamos de alguns resultados técnicos sobre a integral eliptica completa de primeira ordem. Estes
resultados podem ser encontrados em [12].
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Lema 3.2.2. Seja K (k) integral eliptica completa de primeira ordem. Entao

a) K(k)>0 para 0<k<1,

b) dl;](f) >0 para 0<k<1.

Outro resultado sobre integrais elipticas de primeira espécie (veja [22] para maiores detalhes) é dado
por

Lema 3.2.3. A funcao
de

I = /0 V/p? cos? 0 + q2sen? 0

tem a sequinte propriedade

10 = $(E2 ).

Com estas propriedades de integrais elipticas obtemos o seguinte resultado.

Proposicdo 3.2.1. Na regidgo conexa interna ao anel homogéneo 0 < r < a, U'(r) < 0, e na regido
externa, v > b, U'(r) > 0. Para o caso do disco vale a mesma propriedade, ou seja U'(r) > 0 para r > b.

Demonstragao: Pelo Lema 3.2.3, o potencial na regiao exterior ao anel r > b, pode ser escrito como

b /2
U(r) = —4) / / pdbdp , (3.7)
a Jo \/r2cos20+ (r2 — p?)sen2d

e podemos escrever Eq.(3.7) da seguinte maneira

r

Ulr) = —4x /b BK(g)dp. (3.8)

Diferenciando Eq.(3.8) verificamos que

U (r) = 42 /: 2 x(2)+ gdil(f)]dp. (3.9)

Entéo se r > b, segue do Lema 3.2.2 e equacio (3.9) que U’ (r) > 0. Observe que o mesmo resultado vale
para o caso do disco, fazendo a = 0 nas equagoes acima.

Se 0 < r < a, usando o Lema 3.2.3, obtemos que

b pmw/2 pdg
U(r) = 74)\/ / dp (3.10)
a Jo /(p?2—12)sen20 + p2cos? 0

e podemos escrever Eq. (3.10) como

U(r) = —4 /:K(;)dp. (3.11)

Diferenciando Eq.(3.11) verificamos que

, b1dE(%)
U(r)_—4)\/a T

dp. (3.12)
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K ()

dk

1 /
Novamente aplicando o Lema 3.2.2, segue que — > 0, e desta forma, U (r) <0se0<r<a. N
p

O seguinte resultado caracteriza as solugoes de equilibrio do sistema (2.27) e complementa a Proposigao
2.3.1.

Coroldrio 3.2.1. A origem € a dnica solu¢io de equilibrio do sistema (2.27) no problema do anel A.
No problema do disco D ndo existem equilibrios.

Demonstragao: De fato, pela prova da Proposigao 2.3.1 todo equilibrio de (2.27) estd sobre o plano-
(z,y). Po outro lado observe que
U'(r)

r

VV(q) = F(r)qg = qa.

Provamos na Proposigdo 3.2.1 que U’(r) # 0, na regiao interna como também na regido externa do anel.
Portanto VV(q) = 0 apenas na origem. |

Nosso objetivo agora é obter expressdes fechadas para o potencial (3.5), e também para o potencial
efetivo. Na regifo interior ao anel homogéneo (0 < a < 1) o potencial é dado por (3.11). Fagamos a
seguinte mudanga de coordenadas k = r/p. Entao de (3.11) obtemos que

U(r) =4Mr /: Kk(f)dk, (3.13)

e esta integral pode ser calculada analiticamente (veja [12]). Resulta que o potencial do anel circular
homogéneo, na regiao interior é dado por

U(r) = 4) [E(g)a - E(r)} , (3.14)

onde F(k) é a integral eliptica completa de segunda ordem.

Lema 3.2.4. O potencial do anel firo homogéneo na regido interna ao anel, no plano horizontal, satisfaz
a sequinte desigualdade

AA\[a — E(a)] < U(r) <4Ma —1], para todo 0<r <a.

Demonstragao: Sabemos que U(r) < 0 por (2.15), e pela proposigao 3.2.1, temos que U’(r) < 0.
Também é claro que

lim U(r) =4\a — E(a)] <O0. (3.15)
Desde que E(a) é limitada, 0 < a < 1, e U(r) é uma funcao decrescente, obtemos 4\ [a — E(a)] < U(r) <
U(0) = 4A[a —1]. |

Da Equagao (3.14) segue que o potencial efetivo do anel circular no interior é dado por

Unps(r) = 20722 +4\[B(2)a—E(@)].

Na regido do plano, exterior ao anel circular (r > 1), consideremos (3.8) com a seguinte mudanga de
coordenadas k = R/r e calculando esta integral analiticamente (veja [12]) obtemos

U(r) = —4xr [T kK (K)dk = f4>\T{E(%> _ {1 — A}K(l) —E(2)+ {1 . (%)Q]K<%)}.
(3.16)
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Lema 3.2.5. O potencial na regigo do plano exterior ao anel circular homogéneo A satisfaz
—4A|1—E(a)+ (1 - az)K(a)] <U(r) <0, para todo r > 1. (3.17)
e no problema do disco D satisfaz a sequinte propriedade

—4X < U(r) <0, para todo 7> 1. (3.18)

Demonstragdo: Sabemos que U(r) < 0 por Eq.(2.15) e da proposicao 3.2.1 segue que U'(r) > 0.
Também temos que

lim U(r)= —4A[B(1) - B(a) + (1 - a*) K ()] +4A lim+r(1—i)K<1>.

r—1+ r—1 72 T

1 1
Por outro lado, o limite lim (1 — —2>K<7) é zero. De fato, fazendo a substituicdo u = 1/r, entao
r—1 r r

este limite é equivalente a
lim (1 — u2>K(u).

u—s1"

Agora usando a série para integrais elipticas K (k) (veja [24], pg. 203)

1 9 4 1 21

com u? = 1 —u?. Segue que

[1u§ + gu‘l1 + D =0. (3.19)

. . 1 9 4
lim (1 - u2>K<u> = lim u%([l + —u? + —ut + } In — — 1 128

u—s1" u; —07F 4 64 (758

4
E a tltima igualdade segue do fato que limou% In — = 0. Usando (3.19), obtemos
Uy —— U1

lim U(r) = —4A|B(1) = E(a) + (1 - a®) K (a) .
Desde que pela Proposigao 3.2.1, U(r) é uma funcao crescente para todo r > 1, provamos (3.17). Para
provar (3.18), basta tomar a = 0 em 3.2.1 e observar que K(0) = E(0) = 7/2. |

Veja na Figura 3.3 dada abaixo o potencial para o problema planar nas regioes interior e exterior ao
anel circular homogéneo e o potencial do disco circular homogéneo.

Observagao 3.2.2. Se considerarmos o anel circular com espessura muito pequena (equivalentemente,
fazer o raio a se aproximar de um), substituindo a expressao da massa do anel em Eq.(5.14) e calculando
o limite quando a se aproxima de um, obtemos
2M
lim U(r)=—-———K(r), (3.20)
a—1— s

que € exatamente o potencial do fio circular homogéneo, na regiao interior ao mesmo. Por outro lado,
substituindo a expressio da massa em (3.16) e calculando o limite

2M 1
lim U(r) = ——K(7>, (3.21)
a—1— ™ T
obtemos a expressao do potencial no exterior do fio circular homogéneo.
Observamos que no caso do fio, o potencial tanto na regido interior como na Tegido exterior nao €

limitado, como foi provado em [5], e além disso o potencial tende a menos infinito quando a particula se
aproxima do fio. Esta é uma grande diferenca dos problemas do anel e fio circular.
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Figura 3.3: Fsquerda: Grafico do Potencial U no plano equatorial, nas regioes externa e interna do anel
de raio interno a = 0.8, raio externo b = 1 e com massa M = 1. Direita: Gréafico do Potencial U no plano
equatorial, na regiao externa ao disco de raio b =1 e com massa M = 1.

Da equagao (3.16) segue que o potencial efetivo na regido exterior ao anel é

o= o) (- )@+ - VIR o
e no caso do disco, fazendo a = 0,do fato de que E(0) = 7/2 e K(0) = 7/2, segue que
Uess(r) = 52 — 2 [B(2) = (1= %) K (1)) (3.23)

Do Lema 3.2.1 segue que cada ponto critico de Uesy esta associada uma solucao circular de (2.24). Uy
somente pode possuir pontos criticos quando r > 1. Queremos determinar os valores para os quais
existem solugoes circulares de (2.24), com momento angular c.

Segue da equacgao (3.5) e Lema 3.2.3, que o potencial é dado por

—4 vz dod
U(r) = —— / / Peer : (3.24)
m(1—a?) Jo Jo +/r?cos?0+ (r2 — pZ)senZ
onde estamos assumindo agora que r > 1. Desde que é valido a seguinte desigualdade
1 1 1
(3.25)

> >
2 —p2 7 r2cos20 + (r2 — p?)sen2f ~ r2’
entao obtemos
Lema 3.2.6. Para r > 1 temos as sequintes desigualdades no problema do anel homogéneo

02

) 1
2] _ 2 _ 2><Ue < — = 3.26
s+ T (Vr Vi —a?) SUepp(r) < 55— - (3.26)
2 2r 1 1 2 1
_ _ > U’ > 4+ —. 3.27
r3+1—a2(\/r2—1 \/7'2—@2)_ ers(r) 2 R (320
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Demonstragao: Temos que o potencial efetivo é

2

Uess(r) = DYCIE U(r), (3.28)
onde U(r) é dado por (3.24). Usando a desigualdade (3.25) e integrando com respeito a p e 6 obtemos
(3.26). Por outro lado diferenciando (3.28) temos que

c? 4r Lom/2 pdf
U’ =——+ —7- dp. 3.29
ers(r) r3 + m(l —a?) /a _/0 [12 cos2 0 + (r2 — p?) sen? 0]3/2 P (3.29)
Novamente usando (3.25) e integrando duas vezes segue a desigualdade (3.27). Para o caso do disco basta
mais uma vez tomar a = 0. |

Obtemos entao o principal teorema desta segao, o qual garante a existéncia de solugoes circulares no
plano horizontal.

Teorema 3.2.1. Consideremos o anel homogéneo circular fixo, contido no plano horizontal e centrado
na origem, com raio interno a, e raio externo um e massa total M = 1. Obtemos que

a) Para |c| > ¢ > 0, onde

9 1—a?

ez_8<<1+a2>+va“—“2“> (\/(6—3a2)+6m—\/(6a2—3)+6\/m>,

o potencial efetivo Ueqps(r) tem pelo menos um mdzimo e ao menos um minimo local. Em particular
existem solugoes circulares.

b) Para |c| <1, U/;¢(r) >0, Ueys(r) nao possui pontos criticos e ndo existem solugdes circulares.

¢) Para cada valor do momento angular ¢ com |c| > 1 e para todo r tal que r > c2, crp(r)>0e
desta forma Ues (1) ndo possui nenhum ponto critico. Em particular ndo existem solugdes circulares.

Observagao 3.2.3. Observe que neste teorema o dominio para o potencial efetivo € v > 1. Para r
suficientemente grande, temos que Ues¢(r) <0, com Uess(r) tendendo a zero quando r tende ao infinito.
Também do Lema 3.2.5 o potencial efetivo € limitado e quando r se aproxima de um, Uess(r) tende a

AN [1 — B(a) + (1 — a®)K(a)|.

Por outro lado, para r suficientemente prérimo de 1 temos que Uéff(r) >0, d.e. , Uepsp(r) € uma
funcgao crescente para cada c. De fato, diferenciando (3.22) obtemos

5(3) (1) -£(2) +5(2)|

Calculando o limite de Uéff(r), quando 7 tende a 1, obtemos

2

A

! —_ —
eff(T)— r

lim UL () = ~¢ —4\[1 — B(a) + K(a)] + 4)\Th£11K(1>.

r
Desta forma, para r suficientemente proximo de um, Uéff(r) tende a ser muito grande.

Provamos agora o Teorema 3.2.1.
Demonstragao: (Teorema 3.2.1) Pela observacgao acima, se encontrarmos valores de ¢ # 0, tal que
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Uess(r) > 0, para algum r > 1, vamos obter, ao menos um méximo e um minimo local de Uy s(r).
Portando pelo Lema 3.2.1, poderemos encontrar solugdes circulares de (2.24), com momento angular c.

Pelo Lema 3.2.6, devemos analisar a desigualdade

2

c 2
ﬁ+m(\/T2—1—\/T2—a2)>O

a qual é equivalente a

4 2
Ueys(r) > > 1_Ta2 (\/r2—a2—\/r2—1>.

Para r > 1, definimos a fung¢ao auxiliar

I(r)= o (\/r2 —a2—\/r2 - 1). (3.30)

1—a2

Diferenciando e igualando a zero a equacao (3.30), obtemos depois de algumas manipulagoes algébricas

a relagao
3rt — 4r*(1 + a®) + 4a* = 0. (3.31)

Resolvendo a equagao (3.31) obtemos as seguintes solugoes

V6+6a2+6vai—aZ+1
b

T = 3
__V6+6a2t6vatart1
T2 = — 3 )
_ \/6+6a2—6vai—aZt1
21 = 3 )
_ \/6+6a2—6vai—aZ+1
To2 = — 3 .

Observe que queremos r > 1, entao ris € ro podem ser descartados. Também se 0 < a < 1 teremos que
(1+a%—+Va*—a?+1) <1, e desta forma segue que and r2; < 1. Portanto o tinico ponto critico de I(r)
é r11, 0 qual é claramente maior que um. Obtemos entdo que para r > r11, I(r) é uma funcdo crescente.

Definimos agora ¢ = [(r11) (¢ > 0). Entao

52_8<(1+a2)+ Va4_a2+1> (¢<6_3a2>+6m—W%ug)wm)

9 1—a?
e desde que 6 — 3a% > 6a% — 3 para todo 0 < a < 1, segue que ¢ > 0. Portanto para ¢ > l(r11) = ¢,
Ueys(r) tem pelo menos um minimo e pelo menos um méximo local e assim concluimos o item a).

Para provar o item b), pelo Lema 3.2.6 necessitamos analisar a desigualdade

c? 1
—ﬁ+ﬁ>0,

a qual é o qual é equivalente a
2

co<r.

Portanto se nés considerarmos |c| < 1 entdo U/;;(r) > 0 para todo 7 > 1. Isto prova b). O item c) é

consequéncia da andlise anterior. |
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3.2.1 Outros resultados da dinamica no plano horizontal

Vejamos outros resultados da dinamica. Comegamos com o seguinte resultado, cuja demonstragao é
imediata pela relagao de energia

Proposicao 3.2.2. Se o momento angular c é diferente de zero, entdo a particula nao passa pela origem,
ou equivalentemente se o momento angular ¢ for zero entao a solug¢do estd sobre uma reta ou seja, 0s
vetores posicao e velocidade sdo paralelos

Observagao 3.2.4. Os eizos coordenados x e y sdo invariantes pelo fluxo como vimos anteriormente.
Como o problema € invariante por rotacdes em torno do eixo z qualquer reta que passa pela origem
também é um subconjunto invariante e correspondem ao caso em que o momento angular € nulo. Porém
para estudar este caso, basta considerar a particula sobre o eixo x com velocidade na dire¢do deste eizxo.

Logo para estudar a dindmica no plano temos dois casos a considerar: com momento angular ¢ = 0
e ¢ # 0. O primeiro caso corresponde ao estudo da dinamica sobre uma reta que passa pela origem, que
pode ser tomada, ser perda de generalidade, como sendo o eixo-x.

3.2.2 Dinamica no eixo-z

A fungao potencial que determina o movimento da particula sobre o eixo-z é dada por

_ _ AM b p2m P
V(z)=V(2,0,0) =——"05 [, fo N EEDET rErer—ril 532)

aM b 2w R
- m(b?-a?) fa fo \/(a:—R)Q sen? 0+ (z+p)2 cos? Bdedp

Observe que para z > 0, entdo V(z) = U(r), onde U(r) é dado por (3.7) e neste caso o potencial
efetivo Uesr(r) se reduz a U(r), pois o momento angular ¢ = 0. Observe que a dindmica da particula
sobre o eixo-z é dada pelo sistema

T = u,

@ = Vi), (3.33)

onde H = @2 + V(z) é constante ao longo das solugdes de (3.33)

U(r) V()

C#0

Figura 3.4: O potencial efetivo para diferentes valores do momento angular ¢, em ambos os casos: regiao
interna e externa ao anel circular. FEsquerda: O potencial efetivo para momento angular ¢ = 0 e neste
caso coincide com o potencial U(z). Direita: O potencial efetivo para momento angular ¢ # 0 e na regido
exterior ao anel representamos o potencial para diferentes valores do momento angular ¢
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<0

Figura 3.5: Retrato de fase do anel homogéneo, com momento angular ¢ = 0. Aqui h = V(0)

Proposicao 3.2.3. Assuma que ¢ = 0. A Figura 3.5 mostra o retrato de fase nesta caso. Além disso,
se x(t) tende a a (ou b) quando t — t*, entdo t* é um nimero real.

Demonstragao: Da relagdo de energia & = +4/2(h — V(x)) e pelos Lemas 3.2.4 e 3.2.5, V(z) é
limitado na regiao exterior e interior do anel circular. |

Observagao 3.2.5. Da Figura 3.5 podemos observar os diferentes movimentos da particula quando ¢ = 0.
Por exemplo no interior do anel temos drbitas que tendem ao equilibrio quando t — —oo e tendem a
a quando t — wy < o0o. Também existem solugcoes que comecam e terminam na anel circular. Na
regido exterior existem solugoes que comegam no anel e escapam ao infinito com velocidade nula (érbitas
parabdlicas).

Observagao 3.2.6. No caso do problema do disco circular, a dinamica no eizo-x é como no anel na
regiao exterior ao anel

3.2.3 Caso do momento angular ¢ nao nulo

Consideremos o caso em que as solugdes tem agora momento angular ndo nulo. Neste caso as solugoes
satisfazem (3.6). A dindmica no interior do anel homogéneo com ¢ # 0, para energia fixa h, é dada pela
Figura 3.6. Temos o seguinte resultado:

A
7

fi

Figura 3.6: Retrato de fase do anel homogéneo com momento angular ¢ # 0 na regiao interior ao anel
circular.



Proposicao 3.2.4. Assuma que ¢ # 0. A Figura 3.6 mostra o retrato de fase. Além disso, a particula
tende ao anel em ambas as diregées (passado e futuro) em tempo finito.

Demonstracao: A prova é similar a Proposicao 3.2.3. |

Agora, vamos assumir que a particula no exterior do anel circular com momento angular 0 < ¢ < 1
(veja Teorema 3.2.1). Fixando a energia h, nés obtemos o retrato de fase no exterior do anel, exatamente
como na Figura 3.5. Neste caso a dinamica coincide com a dindmica no interior quando ¢ = 0. Para ¢ > ¢
(veja Teorema 3.2.1) temos uma solucdo circular estdvel e uma solucdo circular instdvel correspondentes
ao pontos de minimo e méximo do potencial efetivo.

Nas Figura 3.7 abaixo representamos o potencial efetivo na regiao exterior ao anel, para o caso em
que existem um ponto de méximo e de minimo e em uma vizinhanga de cada um destes pontos e na
Figura 3.8 o retrato de fase na vizinhancas de tais pontos.

-0.22!

LI e e e e |
1.0 1.025 1.05 1.075 1
r

N

Figura 3.7: O potencial efetivo para valor do momento angular ¢ = 2,5 para ao anel circular de raio
interno a = 0.8, raio externo b = 1 e massa unitaria. Esquerda: O potencial efetivo em uma vizinhanca
do ponto de maximo. Direita: O potencial efetivo em uma vizinhanca do ponto de minimo.

T

T T T YT T T T T TTT \HH\\)
101 1.02 1.03 il 105

Figura 3.8: Retrato de fase do problema planar do anel com momento angular ¢ = 2.5, de raio interno
a = 0.8, raio externo b = 1 e massa unitaria. Esquerda: Fluxo em uma vizinhanca do ponto de méaximo
do potencial efetivo. Direita: Fluxo em uma vizinhanga do ponto de minimo do potencial efetivo
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Capitulo 4

Singularidades

Neste capitulo vamos discutir sobre as singularidades do problema do anel ou disco circular homogéneo.
Este é uma questao muito importante em problemas de n-corpos. Nele relacionam-se as singularidades do
fluxo com as singularidades do potencial. Comegamos com algumas definigdes. Se (go,po) € R3/A x R3
é uma condicao inicial em ¢t = 0 entao pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Equacoes diferenciais
Ordindrias nés temos uma tnica solugao de (2.25), definida no intervalo maximal (w_,w;). Se wy < o0
(ou equivalentemente w_ > —o00) entao dizemos que a solugao é singular e tem uma singularidade em w.
(respectivamente w_).

Definicao 4.0.1. Suponhamos que q(t) solugcdo de (2.24) tem uma singularidade em w™ ( ou w™).
Entao a singularidade é chamada de singularidade de colisio ou singularidade devida a uma colisao se
existe q* € A (ou q* € D) tal que q(t) — q* quando t — w4 (out — w_). Caso contrdrio, a
singularidade € chamada uma singularidade sem colisdo.

Para provar os resultados desejados, vamos usar a seguinte proposicao, a qual foi provada em [5].

Proposicao 4.0.5. Seja V : Q@ — R, Q C R" aberto. Seja q(t), t € (w—,w4), uma solugdo de
4 =-VV(q) tal que existe:

1) vo,v1 € R, vg < vy, com dist(V = (vg),V~1(v1)) > 0,

2) t1 <81 <ty <Sy...,t,8 € (w_,wy), i €N, satisfazendo
V(a(ti) = vo
V(a(si)) = v

Entao wy = +o0.

Como antes vamos assumir que o anel circular homogéneo A estd centrado na origem, e contido no
plano equatorial, e tem raio externo b = 1 e raio interno a, 0 < a < 1. Também vamos nos restringir ao
estudo das singularidades no caso planar, ou seja a particula estd restrita ao plano-(z,y).

Teorema 4.0.2. Seja A o anel circular homogéneo de massa M, centrado na origem e contido no plano
equatorial de R3 e V o potencial induzido por A. Seja q(t) uma solucio de § = —VV(q), definida no

intervalo mazimal (w—, w4 ). Se wy < +00, entdo lim dist(q(t), A) = 0. Também, se w_ > —o0, entdo
t—w
lim+dist(q(t)7 A) = 0.

t—w
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Antes de provar o teorema provamos alguns resultados auxiliares. como estamos no plano-(z,y)
podemos introduzir coordenadas polares (r, @) como na segao 3.2 do capitulo anterior e como foi verificado
ali, o problema é conservativo, assim V' (q) sé depende de r = ||q||, por este motivo usaremos a notagao

U(r) =Vi(a)
Para provar o teorema acima usaremos os seguintes lemas

Lema 4.0.7. Seja {qn}nen C R?\ A. Entdo lirf V(an) =0 se, e somente se lirf llgn || = +o0.

Demonstragao: Suponha que ||q,| — oo. Para todo u € A, temos que a < u < 1. Assim para
an” > beu€.A,
lan —ull = lanl| = [lull| = [lan|| = [lul = [qnl = 1.

M
PR N S A SR
A ”qn —u T =17 =1
Segue que lim V(q,) =0.
n—-+00

Logo

Reciprocamente suponha que V(g,) — 0, temos que donde,

1S 1
llan—ull = llanll+1°

1
= / A < A du = =V (qy).

0<
lanll +1  Jallanll+1 7 J, [lan —ull

Portanto lim ||g,| = +oc. |
n—-+00

Definimos a constante real C;; = min {— o= u) [a— E(a)], W [1-E(a)+(1—a*)K(a)]} depende
das espessura u = 1 — a do anel. Segue dos Lemas 3.2.4 e 3.2.5 que a imagem da func¢ao U(r) estd no
intervalo (0,C}). Assim dado k € R, C}; < k < 0. Seja {dn}nen C R3 \ A e procedendo como nas
demonstragoes dos lemas 3.2.4 e 3.2.5 podemos mostrar que se nEIfoodiSt(q"’ A) = 0 entéo nETmV(qn)
existe e seu valor é C/, = W(ﬁ/ﬁl)# [a — E(a)] no interior do anel e C}; = ﬂ(ﬁi)u [1-E(a)+ (1 - a?)K(a)]
no exterior do anel. Desta forma obtemos que U({k}) é fechado para todo k € (0,C%).

Agora podemos provar o Teorema 4.0.2:
Demonstragao: (Teorema 4.0.2) Seja k € R, C); < ¢ < 0 entdo segue do Lema 4.0.7 que U~ k) é
limitado e com o paragrafo anterior, podemos conclmr que U~1(k) é fechado em R?®\ A , logo em um
conjunto compacto para todo k € (C}:,0).

Agora, sejaq(t), t € (w—,w4), ws < 400, uma solu¢do maximal de ¥ = —VV'(q). Entao lim V(q(t))

t—w
existe , caso contrdrio, pela continuidade de V' existiriam sequéncias (t,), (s,) tal que t1 < $1 < ta <
S92 < ...yt 8 € (w_,wy), com V(q(t;)) — vo, V(q(sl)) — w1, v < v1. Como V=1(vg) e V71(vy) sao
nao vazios, disjuntos e compactos, temos que dist(V~*(vg), V= (v1)) > 0. Segue da Proposigao 4.0.5,
que deverfamos ter wi = 400, 0 que é uma contradigao.

Mostramos o resultado para o caso em que a particula estd no exterior do anel e o caso em que a

particula estd no interior segue de maneira analoga. Desde que Im (V) C (Cf,,0), segue que lim V(q(t))
t—w
ou € 0, ou é um numero v*, Cj < v* # 0, ou ¢ igual a C};. Provaremos que as duas primeiras possibil-
idades nao podem ocorrer, de modo que lim V(q(t)) = C’e, e desta forma pelo Lema 4.0.7, teriamos
t—wi
lim dist(q(t),.A) = 0, que prova o teorema.

tﬂw;
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Se lim V(q(t)) = 0, entdo existe ty tal que para todo t > tg, vo < V(q(t)) < 0, com vy = V(q(tg)).

t—>w;

Segue do Lema 4.0.7, que ||q(t)|| — 400 quando ¢t — w . Desde que
1
h=V(q(t)) + §||('1(t)||27 t € (to,wy), h constante de energia,

entao ||q(t)]] < v/2(h — vg), para todo t € (tg,wy), ou seja, a velocidade é limitada neste intervalo.

Temos também que

/t la(®)ldt = la(t) — ato)ll = dist(a(t), V=" (v0)) = di

Assim, dy < (t — t9)/2(h — vg), e entdo,

to—i-it <t p todo t € (to )
, para todo , Wa ).
2(h — o)

Desde que V ~1(vg) é compacto, existe r > 0 tal que V= (vg) C B(0,7) e como ||q(t)|| — +o0, dado n > 0,
existe t,, tal que para todo, t, wy >t > t,, q(t) ¢ B(0,n). Isto implica que, d; = dist(q(t), V~"'(vg)) >
n —r, para todo w4 >t > t,. Em particular, d;, > n —r, e para wy > t,, > tg, nés temos wy > t, >

to + —n=r
0t 2t

n—r
Assim, lim |ty + ———— | = 400, e concluimos que wy = +00, 0 que é uma contradigao.
n—-+o0 2(h — vp)

Suponhamos finalmente que lim V(q(t)) = v*, com v* € (C,0). Entdo, dado & > 0, existe t. tal

t—wy
que para todo t > t., V(q(t)) € (v* —e,v* +¢). Seja vg = v* — ¢, v1 = v* + &; nds podemos supor que
0 < e < |[v*], assim v; < 0. Claramente o conjunto V~1([vg, v;1]) é nio vazio e desde que V ¢ continua,
ele é fechado em R? \ A. Além disso, pelo Lema ??, Este conjunto é fechado em R? e pelo Lema 4.0.7 é
limitado, j& que v; < 0. Portanto V ~!([vg,v1]) é compacto e q(t) € V~1([vg, v1]), para todo t > t..

Por outro lado, da equacio de energia, nés temos ||¢(t)||?> = 2(h — V(q(t))), e portanto para todo
t > t., temos ||q(t)|| < v/2(h —vg) = ca.

Segue-se que a solugdo maximal (q(t),q(t)), t € (w—,w), do sistema de equagoes diferenciais de
primeira ordem
q =v
v =-VV(q),

estd contido no compacto V! ([vg, v1]) x B(0,c2), para todo ¢, t. < t < w,. Segue da teoria cldssica de
Equacoes Diferenciais Ordindrias que wy = 400, o que é uma contradicdo. Entdo provamos o teorema. Wl

Corolario 4.0.2. Seja D o disco circular homogéneo de massa M, centrado na origem e contido no
plano equatorial de R® e V' o potencial induzido por D. Seja q(t) uma solucio de § = —VV (q) (problema
planar), definida no intervalo mazimal (w_,w4). Se wy < 400, entdo lim dist(q(t), A) = 0. Também,

tﬂw;
se w_ > —o0, entao lim+dist(q(t),.»4) =0.
t—w’
Demonstracao:  Segue do Teorema 4.0.2 acima, considerando apenas a regiao exterior ao disco e
fazendo a = 0. |

30



A principio, q(t) poderia se aproximar do anel ou disco de vérias formas, sem necessariamente tender
a um ponto especifico do anel. Se q(¢) aproxima-se de um ponto q,, do anel ou disco quando ¢t — w4
(ou t — w_) isto significa que a particula deve colidir com o anel circular 4. Provaremos o seguinte
resultado .

Teorema 4.0.3. No problema do anel circular homogéneo ou disco circular homogéneo no plano equa-
torial, todas as singularidades sao devida a colisoes.

Demonstragao: Provamos para o caso do anel e para o caso do disco segue analogamente. Seja q(t),

t € (w_,wy), wy < 400, uma solugdo maximal do sistema de equagdes § = —VV(q). Pelo Teorema
4.0.2, temos que lim dist(q(t),.A) = 0. Para provar que lim q(t) = q* € A, escrevemos este sistema
t%wl t—»w;
em coordenadas polares (7, ¢). Obtemos
e w
3 Or

com ¢ = 7, onde ¢ ¢ constante e U(r) =V (rcosf,rsenb).

Desde que o anel em coordenadas polares é dado por A = {(r,¢),¢ € R,a < r < 1}, temos que
mostrar, que lim q(t) = q" € A que é equivalente a mostrar que lim () = a no caso da regido interior

t—w t—w

+ +
ao anel ou lim 7(¢) = 1 no caso da regiao exterior ao anel e lim (t) = g, para algum ¢. Os dois
t—wl t—w
primeiros limites seguem do fato que lim dist(q(t),.A) = 0. Vamos provar agora que lim ¢(t) = pq.
t—wi t—wi

Se ¢ = 0, entao p(t) é constante, e ndo temos nada a provar.

Suponha que ¢ > 0, logo ¢(t) é uma funcdo crescente. Entao para provar que o limite ¢(t) existe é
suficiente provar que p(t) é limitado superiormente, para ¢t em uma vizinhanca de wy .

Desde que r(t) — 1 (o caso em que r(t) — a, segue analogamente), existe o tal que, t > to, r(t) >
Assim,

1
5

o(t)

toe fe
<4 -
/tu T(S)zds‘i‘%’(to) s /to 1d5+9(t0)

< Ade(wy —to) + p(to) < +oo

para todo t € (tg,wy). Portanto, o limite de ¢(t), quando t — w., existe, e a demonstragido do teorema
esta concluida. [ ]

Observagao 4.0.7. Nao podemos aplicar os mesmos argumentos descritas acima, para concluir o mesmo
resultado no caso espacial, jd que neste caso ndo consequimos provar a limitacao do potencial e também
nao podemos obter uma expressio fechada para funcdo potencial.
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Capitulo 5

Solucoes perioddicas de perturbacoes
do problema de Kepler

5.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo mostrar analiticamente a existéncia de uma grande variedade de familias
de solugoes periddicas simétricas préximas a solugoes circulares ou de solugoes elipticas de sistemas
analiticos que sao perturbacoes simétricas do problema de Kepler. Tal estudo surgiu motivado pelo
problema de atracdo de um particula infinitesimal por um corpo macico, podendo ser, um anel, ou um
disco e também um fio circular, todos sobre um plano e com distribuicao de massa homogénea. Nosso
estudo é o suficientemente geral que nos permite obter 6rbitas periédicas tanto no caso espacial como no
planar.

Mais precisamente, nossa analise objetiva estudar separadamente o sistema Hamiltoniano (na ver-
dade, sistema mecanico) associado a fungdo Hamiltoniana

1 1
H = Slp|* - 7 — *Wi(q, e), (5.1)
2 lal ’
com q = (7,y,2) € R*\ K onde K é um compacto em R?® que contém a origem, p = (Pz, Py, Pz) € R3,
a > 0 e W; fungao analitica, e em segundo caso o sistema Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

L oo 2 2 1
K = i(pgv + Dy +pz) - (xpy — YPa) — \/W
com (z,y,z) € R\ K onde K é como acima, (ps,py, p-) € R® e W5 fungao analitica. Note que neste caso
o problema ja nao é mais mecanico.

— e“Wa(x,y, z,€). (5.2)

As questoes que nds colocamos na obtencao de solugoes periddicas simétricas continuadas sao:

e Quais sao as restrigdes que devem ser impostas sobre as fungdes perturbadoras Wi e/ou Wy para
poder continuar analiticamente uma drbita circular ou eliptica do problema de Kepler ?

e E possivel obter 6rbitas periédicas do sistema perturbado com o mesmo periodo das érbitas periédicas
do sistema nao perturbado ?
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e Existe alguma restricdo naquelas 6rbitas circulares e/ou elipticas keplerianas que podem ser contin-
uadas ? Por exemplo, existe alguma restricao no periodo de tais érbitas ? Existe alguma restrigao
na inclinacao do plano orbital das dorbitas keplerianas que podem ser continuadas ?

e Quais sdo as principais diferengas nos problemas definidos por (5.1) e (5.2) ?

e Assumindo que o problema planar (i.e., o fluxo é invariante em algum plano coordenado) em cada
caso tem sentido (i.e., em (5.1) e (5.2)), quanto dos resultados do caso espacial sao vélidos no caso
planar ou eles podem ser melhorados 7

E claro que se o potencial Wi definido em (5.1) é invariante pelo grupo das rotagoes em torno do
eixo z, entdo via uma transformacao simplética no tempo a fun¢do Hamiltoniana associada a (5.1) dé
origem a um problema com fungdo Hamiltoniana como em (5.2).

Considerando os elementos orbitais como: a semi-eixo maior; e excentricidade; ¢ inclinagao da dérbita;
Q longitude do nodo ascende; w argumento do pericentro; # que da a posicao da particula na 6rbita o
fluxo kepleriano é dado por ¢(t,a,e,i,w,Q,0) = (a,e,i,w,Q, 0(t) + 6*). Logo,

Dyeiwaop(t a e iw Q,0)—I=diag(0,0,0,0,0,0"), para algum 6* € R

Disto resulta que é matriz jacobiana acima é altamente degenerada o que inviabiliza a utilizacao imediata
do Método da Continuagao de Poincaré [32]. Por este motivo uma alternativa para poder prolongar rbitas
periddicas keplerianas é a utilizagao de “boas coordenadas” e impor condigoes de simetrias no sistema,
com o objetivo de evitar a degenerescéncia anterior. Existe um velho ditado em Mecanica Celeste que diz
“nao existe um bom sistema de coordenadas”. De fato, a literatura cldssica e moderna apresentam varios
tipos de coordenadas (veja por exemplo: [9], [25], [27], [40], [41]). Existem dois conjuntos de coordenadas
0s quais tornam o problema de Kepler particularmente simples, e assim elas simplificam os argumentos de
perturbacao. Estas coordenadas sao os elementos de Delaunay, os quais sao validos para orbitas elipticas,
e os elementos de Poincaré-Delaunay, os quais sao vélidos para drbitas circulares (principalmente) (veja
por exemplo, [9], [41]). Além disso, também existem algumas modificagdes de tais elementos obtidas via
funcoes geradoras convenientes.

O método desenvolvido aqui usa simples fatos e construgdes geométricas, mas os detalhes técnicos
algumas vezes sao um pouco tediosos, porém fazemos questao de levar até o leitor a maioria dos detalhes
nas diversas situacoes analisadas, com o objetivo de deixar claro as diferencas substanciais que surgem
na prova dos diferentes resultados. Para obter nossos principais resultados vamos assumindo no decorrer
do texto certas condicoes de simetria nas fungoes perturbadoras W; e Ws, logo usamos a caracterizagao
geométrica das érbitas periddicas com simetrias (em coordenadas de Delaunay e Poincaré-Delaunay),
em seguida baseado no método geral da Continuagdo Analitica de Poincaré (descrito em [32]) obtemos
nossos resultados. Apos feita uma cuidadosa revisao bibliografica, podemos inferir que um detalhado
estudo como o realizado neste capitulo nao tem sido feito.

Existem na literatura alguns trabalhos que provam a existéncia de dérbitas periddicas simétricas de
perturbacoes do problema de Kepler, citamos na continuacao alguns deles e fazemos uma breve descrigao
e mostramos a limitacdo dos resultados. Para o sistema mecéanico associado a fun¢do Hamiltoniana (5.1)
inicialmente, comecamos citando o trabalho de Cabral e Vidal [14], nele considera-se o sistema mecénico
definido pelo potencial (no espago) U(q,€) = ﬁ +€e2f(q,€), com q € R3\ {(0,0,0)} aqui f é uma funcio
real analitica, invariante por rotacoes em torno do eixo z (G denotard tal grupo) e por reflexdes com
respeito ao plano zy (logo também serd simétrico com respeito ao origem). Aqui continuam-se drbitas
circulares do problema de Kepler com o mesmo periodo da érbita circular do problema de Kepler, mas a
érbita prolongada serd periédica no espaco reduzido, definido por M/G com M = R3\ {(0,0,0)} x R3.
Logo, tal érbita nem sempre sera peridédica no espago fisico. Nos argumentos usados na prova deste
resultado sdo essencias duas integrais primeiras (energia e terceira componente do momento angular)
além de definir convenientemente a equacao de periodicidade. Vidal em [36] trata do caso planar (ndo
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considerado no caso anterior) e sob as mesmas condigbes sobre a perturbagdo f consegue continuar
qualquer 6rbita circular de Kepler, novamente com perfodo igual ao da érbita circular. Em [38] consegue
estender os dois resultados anteriores agora para qualquer perturbagéo de um potencial gravitacional (isto
é, o potencial do problema nao perturbado possui a forma 1/||q||*). Azevédo na sua tese de doutorado [5]
ou em [6] também considerou o problema de existéncia de solugoes periédicas simétricas de perturbagoes
simétricas de problemas gravitacionais, mas sé foi possivel obter resultados no caso planar e para o
caso somente de continuacao de drbitas circulares. No caso kepleriano, admite-se que a perturbagao é
invariante com respeito a reflexées em torno do eixo x e em torno do eixo y. Ha outros fatores restritivo
neste resultado, sendo que um deles estd relacionado ao fato de que as condigoes iniciais que dao origem a
Orbitas periédicas do sistema perturbado, préxima da érbita circular, fixam posigao inicial como sendo a
mesma da orbita circular kepleriana e sé mexe na velocidade inicial, sendo ela paralela a velocidade inicial
da orbita circular. O outro ponto, é que s6 pode-se garantir que o periodo da 6rbita prolongada é proximo
ao da orbita circular. Outro método usado na obtengao de orbitas periddicas é via o método variacional,
os seguintes trabalhos estudam a existéncia de solugoes periédicas para potenciais gravitacionais, [3],
[8]. Estes trabalhos concernem com a multiplicidade e a existéncia de érbitas periddicas sem colisdo
com energia h fixa de sistemas conservativos da forma g + VV(q) = 0, 3[q||? + Vi(q) = h, onde
V. : R"\ {0} — R é uma funcdo de classe C? da forma V,(x) = —||x||=7 + €U(x) sendo U : R® — R de
classe C2 e par. As demonstracoes destes resultados estdo baseados em argumentos envolvendo teoria da
categoria. Tais resultados sao consequéncia da existéncia de minimizantes da funcao agao associada ao
Lagrangiano, e portanto ndo nos dao informagdes relevantes sobre a geometria das érbitas obtidas.

Por outro lado, para sistemas Hamiltonianos definidos pela Hamiltoniano em (5.2) néo encontramos
na literatura trabalhos que apresentassem perturbacoes arbitrarias. Mas existem trabalhos a este respeito
quando o problema considerado é o problema restrito circular de trés corpos. Para obter um Hamiltoniano
desta forma, basta considerar coordenadas giratdrias convenientes no problema restrito circular, de modo
que os primarios estejam fixados nestas coordenadas. Por tanto, nossos resultados generalizam aqueles
obtidos para este caso concreto. Algumas referéncias onde tratam este problema sao [25], [26], [27], [41].

5.2 Continuagao de solugoes periddicas de perturbagoes do prob-
lema de kepler em coordenadas cartesianas

Consideremos a seguinte fungao Hamiltoniana

1 1
H=-

2 2 2\
VeI

com a notagao com q = (z,y,2) € R\ K onde K é um compacto em R3 que contém a origem, e
P = (pz, Py, P-) 0 momento conjugado. Iremos assumir a seguinte hipdtese sobre a funcao Wi.

_eawl(x7yaz7e)’ (53)

Hipétese 5.2.1. A funcao W1 € uma funcao analitica em q e €.

Desde que Wj € analitica em €, escrevemos W; em série de Taylor em torno de € = 0.

oWi(q,0)  510°Wi(q,0) 3
Wl(q,G):Wl(q,0)+€T+€ 57"‘0(6 ), (54)
e a fungdo Hamiltoniana (5.3) pode ser reescrita como
H(q,p,€) = Ho(a,p) — ¢* " Hi(q) + O(e* ™), (5.5)

onde
1

Vit + 2+ 22

1
Ho = 5z +py+p2) =
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] Oet 70,

sendo que ¢ é o primeiro natural com esta propriedade. O sistema Hamiltoniano associado a fungao
Hamiltoniana (5.3) é da forma

H,y

a= p,
(5.6)
p= —ﬁ + VWi (q,€),
o qual corresponde a um sistema mecanico, i.e.,
) q o
q= —W +€ VWl(q, E). (57)

O problema (5.6) ou equivalente (5.7) consiste em uma perturbagio analitica do problema de Kepler.
O problema de Kepler é completamente integravel e sao conhecidas as solugbes periddicas circulares e
elipticas planares. Neste capitulo queremos usar o método de continuacao analitica, para continuar
solugdes circulares e elipticas do problema de Kepler. Queremos precisamente determinar sobre que
condigoes a funcao perturbadora W; admite a continuagao de solugoes.

5.3 O problema nas variaveis de Delaunay e Poincaré-Delaunay

Faremos aqui uma escolha conviniente de coordenadas. Primeiramente, consideremos as coordenadas de
Delaunay, definidas por
Ql =1, P= La
QQ = 9 Py = G7 (58)
Qs= h, P3= H.

Os elementos de Delaunay (I, g,h, L, G, H) sao coordenadas em um dominio eliptico do problema de
Kepler. O dominio eliptico é um aberto em R® no qual estdo as solucoes do problema de Kepler. Os
elementos sao: [ anomalia média, g o argumento do pericentro medido a partir do nodo ascendente, h
a longitude do nodo ascendente medida a partir do eixo x, L = a'/? semi-eixo maior da elipse, G =
[a(1 — e?)]*/? é o momento angular, H = [a(1 — ¢?)]'/?cosi é a componente do momento angular na
diregé@o do eixo z e i é a inclinacao do plano orbital. As varidveis [, g e h sao varidveis angulares modulo
27, e L, G e H sao variaveis radiais.

1

~ T M08 elementos de

Lema 5.3.1. A fun¢io Hamiltoniana do problema de Kepler Ho(q,p) = %HpH2
Delaunay, € dada por

1
Ho(Q,P) = 92 (5.9)
Demonstracao: Sabemos que
[ [

é a fungao hamiltoniana do problema de Kepler espacial. Utilizando a mudanca de coordenadas esféricas
polares r, 9,
r=rsenvcosp, y=rsendsenp, z=rcost

com seus momentos conjugados

pr=17 py=r2 py = r2sen’ V¢, (5.10)
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da funcao Hamiltoniana Hy obtemos

1 1 1 1
Ho=-(p*P+=pi+——5—02 ) ——=h 5.11
079 <p, + 2P0 T 2 sen2 gPe T (5.11)
O vetor momento angular G nestas coordenadas é dado por
G = (—7'219 sen ¢ — rng sen ) cos ¥ cos ¢, 2 cos ¢ — 7"24,& sen ¢ cos ¥ sen ¢, r2gf> sen” 9),

e usando (5.10) segue que

1G] = G = \/(r20)? + (r2sen9)? = /93 +

Desta forma, temos que (5.11) pode ser escrito da seguinte maneira

_ L

Portanto, p? = 2h+ % - %2 e desde que a= —5; e L= ./a tem-se que

1 2 1 1
Ho(Q.P) =3 (L + > Tr T T

Usando o Lema 5.3.1, obtemos que a fungdo Hamiltoniana (5.5) nas varidveis de Delaunay (5.8),
assume a forma

1 , )
H(Q,P,€e) = — 07 = T H(Q,P) + Oty (5.12)
i
onde ]
19'W- P,0
Hl(Qap) = 7#7 (513)
i Oe
., N 9'W1(Q,P,0) 5 i
sendo que i é o primeiro natural tal que ——57—= # 0. As equacoes de movimento correspondentes a

fungdo Hamiltoniana (5.12) nas coordenadas de Delaunay (5.8) séo

. 1 i .
Q1 =P—13 +0(e*t)), P

Qs =0 +0(e*t), Py= 0+ O(et) (5.14)

0+ O(e>?)

Qs =0  +0(et), Py= 04 O(ev).

Nas equacoes (5.14) deixamos de forma implicita os termos de ordem €*** mas eles serdo explicitados
quando for necessario usar suas expressoes.

Desde que as coordenadas de Delaunay nao sao validas em uma vizinhanga de uma érbita circular do
problema de Kepler, ndo podemos fazer uso destas para continuar solucées circulares. Porém é possivel
obter coordenadas apropriadas, a partir dos elementos orbitais. Tais coordenadas sao denominadas
coordenadas de Poincaré-Delaunay ou as vezes descritas como elementos de Poincaré como por exemplo
no trabalho de [16]. Usaremos algumas escolhas das coordenadas de Poincaré-Delaunay que aparecem
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frequentemente na literatura como em [9] ou em [41]. Uma escolha destas coordenadas que denotaremos
por (PD—1)é

le l+g7 P1: La

Qo= —+/2(L—G)sen(g), P»= 2(L — G) cos(g), (PD—1) (5.15)
Q3 = h7 Pg = H.

com l, g, h, L, G, e H sao os elementos orbitais ja definidos acima.
Estas varidveis sao validas em uma vizinhanga de uma solucao circular do problema de Kepler.

Novamente usando o Lema 5.3.1 obtemos que a fungdo Hamiltoniana (5.5) (varidveis originais) nas
varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1) é dada por

1 . )
H(Q,P,€) = —555 + € HI(Q,P) + O(ex ), (5.16)
1

onde H; é como em (6.21) e as equagbes de movimento correspondentes nas coordenadas de Poincaré-

Delaunay (PD — 1) séo
1

Q1 ~ p3 +0(e*t), Pr= 0+ 0O(e*t)
1

Qs =0  +O(e"+), By= 0+ 0(eot) (5.17)

Qs =0  +0(c™), Py= 0+0(*).

Observagao 5.3.1. A principio os sistemas de equagoes (5.14) e (5.17) parecem ser idénticos. Porém
escrevemos explicitamente somente os termos de ordem zero em € (que corresponde ao problema de
Kepler) e deizamos implicitos os termos de ordem O(e*T%) que é onde estd a diferenca substancial dos
sistemas nas duas diferentes coordenadas.

Uma segunda escolha das coordenadas de Poincaré-Delaunay que também aparece na literatura por
exemplo pode ser encontrada em [9] e [41], a qual denotaremos por (PD — 2) é definida pelas seguintes
equagoes

Q= l+g+h, P = L,
Q2= —2(L—-G)sen(g+h), Po= +/2(L—G)cos(g+ h), (PD-2) (518)
Qs = —+/2(G — H)sen(h), Py = /2(G - H)cos(h).

onde os elementos [, g,h, L, G, H sao definidos como antes e estas coordenadas também estao definidas
em uma vizinhanga de uma solugao circular do problema de Kepler. A fun¢do Hamiltoniana (5.5) nas
coordenadas (PD — 2) é dada por

H(Q,P,e) = THN(Q,P) 4+ O(e* T, (5.19)

L
op2 €

e o sistema Hamiltoniano associado é dado por

O =yt +0(e*), Pr= 0+0(e)
Q, =0 +0(et), Py= 04 O(e*t) (5.20)
Qs =0 +0(et), Py= 0+ O(e>).
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Figura 5.1: Orbita de Kepler e vizinhanga U da 6rbita kepleriana suficientemente afastada do compacto

K.

Observagao 5.3.2. As coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD —1) e (PD —2) estao definidas em uma
vizinhanga de uma solucdao circular e também em uma vizinhanca de uma solucao eliptica do problema
de Kepler. Uma solugdo circular (e =0) ocorre quando L = G. Nas coordenadas de Poincaré-Delaunay
(PD —1) e (PD —2) esta condigdo é expressa por Qs = Py = 0.

Observacao 5.3.3. As coordenadas de Delaunay ou de Poincaré-Delaunay, como jd dissemos estdo
definidas em vizinhancgas de solucées elipticas e circulares do problema de Kepler. Para que de que
ndo tenhamos problemas com singularidades nos sistemas (5.14), (5.17) e (5.20) vamos tomar a solugdo

circular ou eliptica, bem como a vizinhancad das mesmas, de tal maneira que U nao intersecte o compacto
K. Veja Figura 5.1.

No decorrer do texto, nesta se¢cao, vamos usar a notagao e a expressao para a solugao da solucao
perturbada dada pelo lema abaixo.

Lema 5.3.2. Seja orep(t,Y;0) = (Q1(,Y;0), Q" (£, Y:0), Q" (t,Y;0), PO ¢, Y;0), P{Vt,Y;0), P{”
(t,Y;0)) solugdo do Problema de Kepler com condigdo inicial Y. Entao pela diferenciabilidade do fluzo
a solugdo do problema perturbado o(t,Y;e) = (Q1(t,Y;€),Q2(t,Y;€),Qs3(t,Y;¢€), Pi(t, Y;€), Po(t, Y;€),
Ps(t,Y;€)) do sistema (5.14), (5.17) ou (5.20) com condi¢io inicial Y serd da forma

Q) ="M+ QYW + 0T, Pit) = PO0) + TP (1) + O,
Q2(t) = QY () + Q1) + 0T ), Py(t) = PV(t) + T RM (1) + O(e> T, (5.21)
Qs(t) = Q1) + QLY (1) + O+ ), Py(t) = P{O(t) + TP (1) + O(er T,

com as expressoes para le)(t,Y;O) e Pj(l)(t,Y;O), j=1,2,3 o dadas por

OH
Q§1)(t,Y;O) S JTI;(@kep(T,Y;O))dT
J
W y.0 = ¢ :
Pt Y;0) = 0 90, (Orep(,Y;0))dr.
Demonstracao: Segue diretamente do Apéndice A. |

5.3.1 Simetrias

No estudo de obtengéo se solugoes periddicas do problema (5.6) ou equivalentemente (5.7) vamos admitir
que a fun¢ao Hamiltoniana (5.5) assim como as equagdes de movimento do problema sejam invariantes
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por algumas simetrias afim de determinar solucoes simétricas. Precisamente vamos considerar as reflexoes
anti-simplética em relagdo aos planos (z,2) e (y, z) e em relacdo ao eixo x. Denotaremos estas simetrias
por

Sl : (‘T,yazap:mpyvpz) — (I’, —Y,—z, 7pzapy7pz)
Sa (x7y7zupr>pyapz) I (_x7yuzap:ra _py7_pz) (522)

S3: (xayvzapvayvpz) I ('ra _yvza_pwapya_pz)~

Estas simetrias serao consideradas reversiveis no tempo, de modo que se (z(t), y(t), z(t), pz(t), py (t), p=(t))
¢ uma solucdo, entdo também sao solugbes (x(—t), —y(—t), —z(—t), —pz(—1t), py(—t),p-(—t)) (no caso
em que ocorre a simetria Sy),(—z(—t),y(—1), 2(—1t), pz(—1t), —py(—t), —p-(—t)) ( caso em que ocorre a
simetria Sz) e (x(—t), —y(—t), 2(—t), —pz(—1t), py(—t), —p.(—t)) (no caso em que ocorre a simetria Ss).
Os conjuntos fixos por estas simetrias sao os sub-planos Langrangianos

Ly ={(x,0,0,0,py,p.);x,py,p- € R},
Ly ={(0,y,2,ps,0,0); 9, 2,p, € R}, (5.23)
‘C3 :{(x,O,Z,O,py,O);,x,z,py €R},

fixados pelas simetrias S, S e S3 respectivamente. Em nosso trabalho, vamos determinar solugoes
periddicas simétricas em relagao a cada uma das simetrias S; citadas acima, e denominaremos tal solucao
de soluc¢do periddica S;-simétrica onde i = 1,2,3. Também, estamos interessados em obter solu¢oes que
sdo simultaneamente S; e Sp simétricas ou simultaneamente S; e S3 simétricas. Tais solugoes serdo
denominadas solugoes peridodicas duplamente simétricas.

Da teoria classica de equagoes diferenciais, temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.3.1. Assuma que a funcao Wy € invariante pela simetria S; e seja p(t) = (x(t),y(t), z(¢),
Pz (t), Dy (t), p2(t)) wma solugcdo do problema (5.6) ou equivalente de (5.7). Se p(t) intercepta ortogonal-
mente o sub-plano L; em t =ty e volta a interceptd-lo ortogonalmente em t = to+ T /2 entao ¢(t) é uma
solugao T-periodica S;-simétrica.

Demonstragao: A prova é bastante simples e consiste em construir adequadamente a solugao con-
hecendo somente um pedago dela. Dada ¢(t) definida em [0,7/2] e S;-simétrica, construimos a solugao
da seguinte forma

_ (t) it tel0,7/2],
(1) = { o) = S0t —T) if te [T/ (5.24)
Observe que a solugao estd bem definida pois ¢(0) = ¢(T) e (T/2) = ¢(—T/2). |

Proposicao 5.3.2. Assuma que a fungdo Wi € invariante pela simetria Sy e pela simetria Sy (ou S3)
e seja o(t) = (z(t),y(t), 2(t), px(t), py(t), p(t)) uma solu¢do do problema (5.6) ou equivalente de (5.7).
Se @(t) intercepta ortogonalmente o sub-plano L1 em t = ty e volta a interceptar o sub-plano Lo (ou
L3) ortogonalmente em t = tg + T/4 respectivamente entdo p(t) € uma solugao T-periddica duplamente
simétrica.

Demonstragao: A demonstragao é andloga a Proposicao 5.3.1. A construgao da solucao no intervalo
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[0,T] é da forma.
(), se t €[0,T/4];

(S1op)(t=T/4), se t€[T/4,T/2];
o(t) = (5.25)
(S208109)(t—3T/4), se te[T/2,3T/4];

(Seop)(t—T), se t€[37/4,T).

Assim como na Proposicao 5.3.1 é facil verificar que a solugao estd bem definida, ou seja a ”colagem” dos
pedacos da solucao foi feita de maneira adequada. |

Precisamos caracterizar um intercepto ortogonal com os sub-planos Lagrangianos £1, Lo € L3 de-
scritos acima, em termos das varidveis de Delaunay ou das escolhas das varidaveis de Poincaré-Delaunay.

Lema 5.3.3. Nas varidveis de Delaunay (5.8), uma intersec¢ao ortogonal com o sub-plano L1 em t =t
€ dado por
Ql(tO) =0 (modw), Qz(to) =0 (mod 71'), Qg(to) =0 (modw), (526)

e com o sub-plano Lo € dada por

Ql(to) =0 (modw), Qg(to) = g (modw), Qg(to) =0 (modw). (527)

Demonstracao: Dizemos que uma Orbita estd em £1 em t = ¢ se ela é perpendicular ao eixo-z. Desta
forma o plano orbital necessita conter o eixo-z, ou seja h = 0 (mod ), também além disso seu pericentro
necessita estar sobre o eixo-z, ou seja g = 0(mod ) e também a solugdo deve estar sobre o pericentro
ou apocentro, ou seja I = 0(mod7). Entdo nas varidveis de Delaunay uma solucao estd sobre £ se

Q1= Q2= Q3 =0(mod).

Dizemos que uma 6rbita estd em Lo em t = 0 se ela é perpendicular ao plano-(y, z). Desta forma o
plano orbital necessita conter o eixo-z, ou seja h = 0 (mod ), também além disso seu pericentro necessita
estar sobre o plano-(y, z), ou seja ¢ = 7/2(modw) e também a solugido deve estar sobre o pericentro
ou apocentro, ou seja [ = 0(modw). Entdo nas varidveis de Delaunay uma solugdo estd sobre £ se

Q1=Q3=0(modn) e Q2 =7/2(mod). |
Lema 5.3.4. Nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), uma intersec¢ao ortogonal com o sub-plano
L1 emt =ty € dado por

Ql(to) =0 (mod 7T), Qg(to) = 0, Qg(to) =0 (mod 71'), (528)
com o sub-plano Lo é dada por

™

Ql(to) = 5 (modﬂ'), Qg(to) =0 (modﬂ'), Pg(to) = 0, (529)

e com o sub-plano L3 € dada por

Q1(to) = w/2(modr), Qs(to) =7/2(modw), Pa(tg)=0. (5.30)

Demonstragao: Observe que em termos dos elementos de Delaunay para uma solucao estar em L
emt = 0 basta Il = g = h = 0(mod~). Logo nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1) uma
solugdo esta em £ desde que Q1 = Q3 =0 (modn) e Q2 = 0. J& em Lo basta que Q1 = Q3 = 0 (mod )
e P, =7/2(mod).
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Dizemos que uma 6rbita estd em L3 em t = to se ela é perpendicular ao plano-(z, z). Desta forma
o plano orbital necessita conter o eixo-y, ou seja h = 7/2 (mod ), também além disso seu pericentro
necessita estar sobre o plano-(z, z), ou seja ¢ = 7/2(mod7) e também a solugdo deve estar sobre o
pericentro ou apocentro, ou seja [ = 0(modw). Entdo nas varidveis dos elementos de Delaunay uma
solugdo estd sobre L3 se g = h = 7/2 (mod ) e l = 0(modm). Desta forma nas coordenadas de Poincaré-
Delaunay (PD — 1) uma solugdo estd em L3 desde que tenhamos Q1 = 7/2 (mod7), Q3 = 7/2 (mod )
P, =0. |

Lema 5.3.5. Nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD —2), uma intersecgao ortogonal com o sub-plano
L1 emt =ty é dado por

Ql(to) = O(TTZOdT(')7 Qg(to) = 0, Qg(to) = 0, (531)

com o sub-plano Lo é dada por
T
Q1(to) = §(m0d77)7 Qs(to) =0, Pa(to) =0, (5.32)

e com o sub-plano L3 € dada por

Ql(to) = O(modﬂ), Qg(to) = 0, P3(t0) =0. (533)

Demonstracao: Segue de maneira similar a demonstragao do Lema 5.3.4. |

5.4 Continuacao de solucoes circulares do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas

Nesta segdo vamos continuar solugdes circulares do problema de Kepler (sob certas condigdes sobre a
fungao perturbadora) obtendo solugbes periddicas simétricas proximas a solugoes circulares Sy, So e
duplamente simétricas (com respeito a simetrias S; e Sz ou com respeito as simetrias S; e S3). Na
literatura, em problemas restritos de n-corpos, usando a definicao de Poincaré, as solugoes continuadas
de érbitas circulares (e = 0) no plano dos primérios ¢ = 0 sdo denominadas solugoes periédicas de primeira
espécie. As solugdes obtidas da continuagao de solugoes elipticas do problema de Kepler (e # 0) no plano
dos primérios sao definidas como solugoes peridédicas de segunda espécie e aquelas que sao continuagao
de drbitas circulares ou elipticas ndo contidas no plano dos primérios (i # 0) sao definidas como solugdes
de terceira espécie.

Como estamos considerando problema de uma particula infinitesimal atraida por um corpo macigo,
nao necessariamente planar, e desta forma usaremos simplesmente a nomenclatura continuacao de solugoes
circulares ou continuacao de solucoes elipticas e sempre fazendo mencao em relacdo a inclinacao da érbita
a ser continuada.

5.4.1 Continuacao de solucgoes circulares S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas

Hipétese 5.4.1. Suponhamos que a fun¢ao Wy € invariante pela reflexdo S .
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Lema 5.4.1. Seja pep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.17) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), T-periddica e Sy-simétrica com
condigdo inicial Yo = (QY,Q9,Q%, P, P9, PY) satisfazendo

Q1(0) == QY =mim, Q2(0):=Q3=0, Q3(0):=Qf = nom,

P0):=P0 =53 Py0):=P) =0, P30):=P=nps,

onde ni,ny €N, s € RT, p3 € R e T/2 =7mm/s com m € N. Entao a solug¢do piep(t) € dada por

Q:1(t) =st+QY, Pi(t) =P,
Qa2(t) =QY, Py(t) = P3, (5.34)
Q3(t) =QY, P3(t) = P3.

Desde que p3 € arbitrdrio, seque que a solu¢@o piep(t) possui plano orbital com inclinagdo arbitrdrio.

Demonstragdo: Consideramos @gep(t, Yo;0) a solugao circular do problema de Kepler em coordenadas
de Poincaré-Delaunay (PD — 1) com condicdo inicial Yo = (ny7,0,nem, s~ /2,0, p3) € L1 . Observe que
tomamos P9 = 0, para que a solugdo seja circular. Para satisfazer a condicio que em 7'/2 a solugio esteja
em L; é suficiente que se verifiquem as seguintes equagoes de periodicidade

Q1(T/2,Y0;0) =sT/24+mm = (m+m)m,
Q2(T/2,Y0;0) =0 0.
Q3(T/2,Y0;0) = nom = (ng + n)m.

As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando-se n = 0 e T/2 = mm/s, com m € N e s € RT.
Esta solucao também possui plano orbital com qualquer inclinagao ja que p3 é arbitrario. |

Teorema 5.4.1. Assuma a Hipdtese 5.4.1 e seja orep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugdo circular do problema (5.17) com € = 0, como no Lema 5.4.1. Suponhamos que se verifiquem as
sequintes hipoteses

r/2 OH T/2 OH
@ ) Gpr ket Y1 0D =0 [ TE ey (1. Y 0))| e =0 (5.35)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
T2 O°H) . ‘ T2 O°H . ‘ _
(b) fo aPQaAPQ (Sokep(/rﬂ Y? O)) Y:OdT fO 8P38AP3 (Sokep(’ra Y? 0)) Y:OdT (536)

0°H, T/2 0*H,y

T/2 . .
Jo aPZaAP?,(‘p’“p(T’Y’O))‘YzodT Jo aP;:,aAPQ(@kEP(ﬂY’O))‘Y:OdT#O.

Entao para e suficientemente pequeno existe condigao inicial Y, = Yo+Y (€) com Y (€) = (0,0,0, APy (e),
AP;(€), APs(€)) tal que p(t,Y;€) = @rep(t,Ye;0) + O(eT) € uma solugio Sy-simétrica com periodo
T =2mm/s.

14)— Ainda considerando as hipdteses (a) e (b) temos a existéncia de condi¢ao inicial Yap, =
Yo+ Y(APy,e) com Y(APy,e) = (0,0,0, AP, APy (AP, €), AP3(APy,€)), com € e AP; pequenos, tal
que o(t,Yap,.c;€) = Prep(t,Yar,;0) + O(e*™) é uma solugdo Si-simétrica com periodo T(AP,¢)
prozimo a T.

42



i1i)— Suponha que além da hipdtese (a) também se verifique a seguinte condigdo

2 2
o f04/3W8AHPf<¢kep(r,y;o>>\y_odr ; %ﬁkepv,no»\y_odfh
3sT 2T/;2[I§132(sokep<7,1/;0>> t_T/z’Y_OaCZ I3 Shag (Pl Y 0| dr-
1" ohaan Pran YO dr G (or(n Y 0)| T 0

Entao eziste condi¢ao inicial Y ap,.e = Yo+ Y (APs,€) sendo que Y(APs,€) = (0,0,0, APy (AP3,€), APy
(AP, €),APs), come e AP3 pequenos, tal que o(t, Y ap,.e; €) = Pkep(t, Yap,,e; 0)+O(e*T) € uma solugdo
S1-simétrica com periodo T(APs,€) prozimo a T.

iw)— Considerando a hipdtese (a) e adicionando a condigdo

0% H,y

T/2 70 O*H
shy! OPOAP, (‘p’“p(T’Y;O))‘EOdT lo! apgaAlpg(@kEP(T’Y;O))‘YzodT_
T2 O0*Hy T2 0*Hy
p Iy oP0n D, Prer(T Y 0))’Y:0d7 Jo”! oP,onp, Prer(T Y 0))'Y:0d7+
@ ° OROAR, | O, ,
(—38 T/Q)TPQ((Pkep(T, Y; 0)) ‘t:T/2 Y:OdT fO W((ﬂkep(ﬂ Y; 0)) ‘Y:odT_
T2 0*Hy ] 0H, )
Jo OP,0AP; (Prep (7, Y5 0))’Y:0d7- OP; (Prep(7, Y5 0)) t:T/2,Y:OdT 70

entdo eziste condi¢cdo inicial YaQ, e = Yo+ Y (AQ2, €) com Y (AQ2,€) = (0, AQ2,0, AP (AQ2,€),0,AP;
(AQ2,€)) tal que ©(t, Y AQ,,e;€) = Prep(t, YaQ,.;0) + O(e™) € uma solugdo Si-simétrica com periodo
7(AQ2,€) préozimo a T

Observagao 5.4.1. Nas condigées (a), (b), (¢) e (d) do Teorema (5.4.1) estamos usando a notagio Y =
(nym, 0, nam, s~Y3 L AP, APy, p3+APs3) := (AP, APy, APs),onde s € RT € escolhido convenientemente
de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragao: Consideremos o sistema perturbado ( 5.17) com ¢ # 0 e suficientemente pequeno.
Seja Y = (ny7,0,nom, s~ /3 4+ APy, APy, p3 + APs) € £, uma condicdo inicial em uma vizinhanca de
Y, onde Yy é como no Lema 5.4.1, e @rep(t, Y;0) a solugdo do problema de Kepler com condigao inicial

Y. Usando a diferenciabilidade do fluxo em relacio ao parametro €, obtemos a solugdo ¢(t,Y;e) =
Orep(t, Y;0) + O(e*T) que satisfaz

Qit,Y,e)= (s34 AP)Bt+mm +0(e*T) =0
Q2(t, Y, )= eTiQWM(t,Y;0) +O(eaFi+) =

Qs(t,Y,e) = e TiQV(t,Y;0) F+O(eo+i+1) = 0.

Para que a solugdo seja Sp-simétrica é suficiente que em ¢ = T/2 ela intersecte ortogonalmente o
sub-plano £ e desta forma, segue do Lema 5.3.4 equagdo (5.28), as seguintes equagoes de periodicidade:

[Y,e)= (573 HAP) 3t —mr +0(e*T) =0
Ft Y, = QV(t,Y;0) +0(e) =0 (5.37)
F(tY. )= Q§V(t,Y;0) +O(e) = 0.
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Observe que se le)(T/2,Y;O)|Y:0 =0e le)(T/Q,Y;O)|Y:O = 0 (equivalente a condicao (a) do
enunciado) e desta forma segue que f1(T/2,Y,€)|,_, = f2(T/2,Y,€)|y_, = f3(T/2,Y,¢)|y_, = 0
Também das equagoes de periodicidade (5.37) obtemos

s =3(sYHT/2 0 0
O(f1.f2.f3) _ | 2t 00 00 09,
O(t,AP;,AP>,AP3) t:T/Q,Y:07€:0 anl) BQélg anlg 6Q<1§
ot OAP; OAP; OAPs t=T/2,Y=0,e=0

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes
Sp-simétricas préxima a érbita de Kepler, para o parametro e suficientemente pequeno. Para que de que
o jacobiano acima tenha posto trés, é suficiente que se verifiquem as seguintes possibilidades:

A(f1 o, .
(A) Suponhamos que det(%)t:ﬂzyzo,e:o # 0, ou seja,

—3543T/4 0 0
aQ(l) aQ(l) aQ(l) 4/3 OQ(U
det 8A% OAP:. % OAP. Iz = —3s%/ T/2(3AP2 ‘t T/2,Y= 08&33 !t:T/2,Y=O_
2Q4 095" 9Qf
OA P OAP, OAP3 t=T/2,Y=0,e=0

QW aQ(
aAPJ |t T/2,Y=00AP, |t—T/2,Y:0) # 0.

(5.38)
Esta ultima condigdo é equivalente a hipétese (b) do enunciado. Pelo Teorema da Funcao Implicita
existem fungoes analiticas APy = AP (e), AP, = APs(e) e AP3; = APs(e) definidas para € € [0, ) com
€o suficientemente pequeno, tal que, AP;(0) = 0, AP»(0) = 0 e AP3(0) = 0. Desta forma a solucdo
S1-simétrica do sistema perturbado com condicao inicial Y, = (ny7, 0, nom, s~ /3 + AP (¢), APy (¢), p3 +
AP;(€) é p(t, Ye;€) = @rep(t, Ye; 0) + O(e*T). Esta solugio possui perfodo T' = 2mm/s e estd préxima
a uma solucao circular do problema de Kepler com mesmo perfodo, raio s~2/3 e tem plano com qualquer
inclinagao (desde que ps seja tal que se verifiquem as hipéteses (a) e (b) do teorema). Assim provamos o
item )

%) ) . .
(A) A segunda possibilidade é det(%)t:wz;y:o,e:o # 0, isto é,
s 0 0
det | 292 e ogy _ s(a@é“ | Q5" |
ot AP, JAP. — T2\ 9AP; 1t=T/2,Y=00AP; |t=T/2,Y=0
20" 0 ol 2 =T/ =T (5.39)

ot O0AP, OAP; t=T/2,Y=0,e=0
Q5" | op;Y | £0
OAP3 1t=T/2,Y=00AP> |t=T/2,Y=0 .

A tltima desigualdade acima é equivalente a condigao (b) do enunciado. Entao segue do Teorema da
Funcao Implicita a existéncia de fungdes analiticas AP, = APy(APy,¢), AP; = AP3(APj,e) e 7 =
7(APy,€) definidas para AP, € [0,d), € € [0,69) onde § e € sao suficientemente pequenos, tal que
AP5(0,0) =0, AP;(0,0) =0 e 7(0,0) = T. Desta forma a solucao S;-simétrica do sistema perturbado
com condigio inicial Y, = (ny7m,0,nom, s~ /% 4 AP, APy(APy,€), p3 + AP3(AP1,€)) é o(t,Yap, c;€) =
Orep(t, Ye;0) + O(e2T?). Esta solugdo possui perfodo 7 préximo a T = 27m/s e estd préxima a uma
solucéo circular do problema de Kepler com periodo T, raio s~2/% e tem plano com qualquer inclinacéo
(desde que p3 seja tal que se verifiquem as hipéGteses (a) e (b) do teorema). Isto prova i7).

(C) Outra possibilidade é det(é,(t%%)t /2. ¥=0,6=0 £ 0, isto &,
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s —3sY3T/2 0

8Q(21) anl) aQél) (1) aQél)
det ot g AP S(aAP1|t T/2,Y= 06AP2|t=T/2,Y=O_

9Qy 0Qy :

ot OAP; 0AP; t:T/Q,Y:O,e 0

ann | Q(l) | B 354/3T/2 ( ) | Q(1> | _ BQS) |
OAP; 1t=T/2,Y=00AP; |t=T/2,Y=0 t=T/2,Y=00AP; [t=T/2,Y=0  0AP; |t=T/2,Y=0
8Q(1)

’t =T/2,Y=0 # 0.

(5.40)
A desigualdade acima é equivalente a condicao (c) e temos pelo Teorema da Funcdo Implicita que existem
fungoes analiticas AP} = AP;(APs,e), AP, = APy,(APs,¢e) e 7 = 7(APs,€) definidas para AP; €
[0,6), € € [0,e0) onde § e ¢ sdo suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, AP5(0,0) = 0 e
7(0,0) = T. Desta forma a solugdo S;-simétrica do sistema perturbado com condigdo inicial Yap, . =
(n17,0,0,5 /3 + AP (APs,€), APy (APs, €),p3 + APs) é o(t, Yap,.c;€) = @rep(t, Yap, ;0) + O(e*t).
Esta solucdo possui perfodo 7 préximo a T = 47m/s e estd préxima a uma solugao circular do problema
de Kepler com periodo T, raio s—2/3 e tem plano com qualquer inclinacéo (desde que ps seja tal que se
verifiquem as hipéteses (a), e (¢) do teorema), provando assim o item ).

(D) A tltima possibilidade ¢ det (5 2d2f20s)

m)t /9, ¥ =0,e0 # 0, equivalentemente

s =3sY3T/2 0

d . 8Qg1) BQ;U 8Q(1)
I R R 6
0Q;3 0Q; 9Q;
ot AP, IAPs ) 4—T/4,Y=0,e=0 (5.41)
1 1 1 1
_ 8Q(2>| 8Q<3>’ _BQ(2>’ <>|
OAP; It= T/2Y 00AP; [t=T/2,Y=0  OAP; [t=T/2,Y=00AP; |[t=T/2,Y=0
) ) )
4/3 QY 0Q4 _ 0@ BQ
+3s T/Q( ‘t T/2,Y= OaAPg‘t:T/Z,Y:O é)APg‘t:T/Q,Y 0 |t T/2,Y=0 7 0.

A desigualdade acima é equivalente a condigao (d) e temos pelo Teorema da Funcéo Implicita que existem
fungdes analiticas APy = AP (AP, €), APy = AP3(APs,¢) e T = 7(AP;,€) definidas para APy €
[0,0), € € [0,¢0) onde § e e sdo suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, AP3(0,0) = 0 e
7(0,0) = T. Desta forma a solu¢do Ss-simétrica do sistema perturbado com condico inicial Yap, . =
(n17,0,n9m,5 /3 4+ AP (APy, €), APy, p3 + AP3(APs,€)) é p(t, Y APy.c; €) = @rep(t, Yap, ¢;0)+O(e>T).
Esta solugao possui periodo 7 préximo a T = 27m/s e estd préxima a uma solugao circular do problema
de Kepler com periodo T, raio s~2/3 e tem plano com qualquer inclinacéo (desde que ps seja tal que se
verifique as hipéteses (a), e (d) do Teorema). Desta forma concluimos a prova. |

Observagao 5.4.2. Observe que com as hipdteses (a) e (b) acima cada solugao circular Sy-simétrica do
problema de Kepler, com inclinagao i = arccos(p3/5_1/3)( desde que p3 e s sejam tais que se verificam
as hipdteses (a) e (b)) pode ser continuada a uma famdlia a um pardmetro, dependendo de €, de solugoes
S1-simétricas do problema (5.6) ou equivalentemente (5.7), para e suficientemente pequeno. Além disso a
solugdo continuada, tem periodo fito T = 2mm/s. Se considerarmos as condigoes (a) mais (b), ou (¢), ou
(d) entdo cada solugdo circular Sy-simétrica do problema de Kepler, com inclinagdo i = arccos(ps/s~/3)(
desde que ps3 e s sejam tais que se verificam as hipdteses (a) e (b), ou (c) ou (d), respectivamente), pode ser
continuada a uma familia a dois parametros, dependendo de € e de APy ou APy ou AP3 (respectivamente
se satisfizer as hipdteses (a) e (b), (a) e (¢) ou (a) e (d) ) de solugdes Si-simétricas do problema (5.6)
ou equivalentemente (5.7), para € e APy, ou APy ou APs, suficientemente pequenos. Porém o periodo
destas solugdes nao é fixo, somente sabemos que é prézimo a T = 2wm/s.

Observagao 5.4.3. Analisamos agora a relagao entre posigdes e velocidades iniciais da orbita de Kepler
e da solugdo continuada. Lembramos que a condi¢cdo inicial da orbita de Kepler é dada por

YO = (’R17T, O, nom, 571/37 O,pg),
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Figura 5.2: Orbita kepleriana com posicao inicial xy e velocidade inicial vy e érbita continuada Si-
simétrica com condic¢ao inicial x em uma vizinhanga de zy e com velocidade v que neste caso esta sendo
considerada diferente de vy.

e da solugcao continuada € dada por
Y = (n17r,0,n2777s_1/3 +AP1,AP27]?3 + AP;;),
ambas sobre o eizo x e em termos das coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1).

Observamos que o acréscimo APy induz um acréscimo no semi-eixo maior da drbita ( desde que
P,=LeL=./aea éo semi-eizo maior da drbita). Desta forma fica claro que a condi¢do inicial da
solug@o continuada tem posicdo diferente da orbita de Kepler.

Jd o o acréscimo AP, pode ser resultado do acréscimo em Py ou além de Py, de um acréscimo
do momento angular G (lembre que Py = \/2(L — G)cosg ). Se estamos no primeiro caso, ou seja, o
acréscimo APy se deve somente ao acréscimo de Py, entao do acréscimo APs, que € um acréscimo na
terceira componente H = G cosi do momento angular, seque que hd um acréscimo em i (inclina¢ao do
plano orbital) e assim a velocidade nao tem a mesma dire¢ao da velocidade inicial da érbita do problema de
Kepler. Se o acréscimo APs se deve também a um acréscimo de G e sendo G =|| r <1 ||=|| r ||| I || sen ¥,
onde 0 € o angulo entre r e T seque que o acréscimo em G pode ser resultado de um acréscimo em ¥ ou
em 6. Desta forma a solugdo continuada pode ter velocidade inicial diferente daquela da orbita de Kepler.

Resumindo, a posicdo inicial da solugcdo continuada é uma perturbacao da posicao da orbita de Kepler

e a velocidade possivelmente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da drbita kepleriana Veja
Figura 5.2.

5.4.2 Continuacao de solugoes circulares peridédicas Ss;-simétricas do prob-
lema de Kepler em coordenadas cartesianas

Hipétese 5.4.2. Suponhamos que a funcao W7 € invariante sobre a reflexdo So.

Lema 5.4.2. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.17) com ¢ = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), T-periddica e Sa-simétrica com
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condigio inicial Yo = (QY,Q9,Q%, P2, P9, PY) = ((n1 + 1/2)7,0,nom,s~/3,0,p3), onde ny,ny € N,
s€RT eT/2=mm/s comm € N. Entao a solug¢io oep(t) é como na equagio (5.34). Desde que ps é
arbitrdrio, seque que a solug@o @rep(t) possui plano orbital com inclinagcdo arbitrdrio.

Demonstragdo: Consideramos @gep(t, Yo;0) a solugao circular do problema de Kepler em coordenadas
de Poincaré-Delaunay (PD—1) com condigio inicial Yo = ((n141/2)7,0,nym, s~ /3,0, p3) € Lo. Observe
que agora tomamos 9 para que a solucio seja circular. Para satisfazer a condicao que em 7/2 a solucao
estd em Lo é suficiente que se verifiquem as seguintes equagoes de periodicidade

Q1(T/2,Y0;0) =sT/2+ (n1 +1/2)7 =
Q3(T/2,Y0;0) =nam _
P2(T/23Y030) =0 —

(m+ny +1/2)m,
(ng + n)m.
0.

As equagoes de periodicidade sdo satisfeitas tomando-se n = 0 e T/2 = wm/s, com m € Ne s € RT.
Esta solucao também possui plano orbital com qualquer inclinacao ja que p3 é arbitrario. |

Teorema 5.4.2. Assuma a Hipdtese 5.4.2 e seja rep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular do problema (5.17) com € = 0, como no Lema 5.4.2. Suponhamos que se verifiquem as
sequintes hipoteses

/2 0H, 172 OH;
_ Y' = _— Y' = .
(a) fo 8P3 (@kep(t 70)) ‘Y:Odt 0, fo 8@2 (¢k€p(t7 70)) ’Y:Odt 0 (5 42)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
T2 O*Hy T2 O*Hy
“oane (Prep(T, Y d A AN (Phep(T, Y5 dr—
o 0 argag e VO, i 1 G g e Y500yt (5.49)
T/2 O0°H T/2 O0°Hp ’
Ao AN (Phep(T, Y A AN Phep(T, Y .
I gpap, Pre™ |,y 00,080, Prer(T 0D, _ydr #0

Entao para € suficientemente pequeno existe condigio inicial Y. = Yo+ Y (e) com Y (¢e) = (0, AQ2(e), 0,
AP (€),0,APs3(¢)), € pequeno, tal que o(t,Ye;€) = Qrep(t, Ye;0) + O(e*) € uma solugdo Sa-simétrica
com periodo T = 2mrm/s.

it)— Ainda considerando a hipdtese (a) e hipdtese (b) temos que existe condicdo inicial Yap, . =
Yo+ Y(AP,€) com Y(APy,e) = (0,AQ2(APy,¢),0,AP;,0, AP5(APy,€)), € e AP, pequenos, tal que
O, YAp, c;€) = Prep(t, Yap, ;0) + O(e¥) € uma solucio Sa-simétrica com periodo T(APy,€) prozimo
aT.

15i)— Suponha que além da hipdtese (a) considerarmos

T2 0?Hy . T2 O*H, ) _
Jy 6P3§AQ2<wkep<T,Y,o>>\YOdT o 30,087, (Prep(r, Y30))|_ dr
0°H 0°H
(© 0" sraan W YO, B 505G, (e i _jdrs
. _ _
0H, . T2 O°H ,
87133(@]“2(7’ Y 0))‘t:T/2,Y:0dT Jo 0Q20AQ4 (Pren(T, Y’O))‘Y:OdT
T/2  0°Hy i OH, .
10" apang, ran Y|, _dr S5t (oren(n Y5 O)| o dr 0.

Entao existe condi¢ao inicial Y ap,.e = Yo+ Y (APs,€) comY (APs,¢) = (0, AQ2(APs,€),0, AP, (APs,¢),
,APs), com € e APs pequenos, tal que ©(t, Y ap,.;€) = Phep(t, Yap,.;0) + O(e*) € uma solugdo Sa-
simétrica com periodo T(APs3,€) prézimo a T .
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iv)— Com a hipdtese (a) e se considerarmos a condi¢ao

T2 O*Hy T2 O*Hy
e aY7 e aY7 -
sl apoap, Pl Ny yr & aQQaAPS(@’“ Ar YD, _dr
i o] ar T o] are
(d) 0 QP3OAP; T P Ay g 0 9Q.0AP; 2 AT vy =0
OH T2 O°H,
—354/3T/2) 2L (ppep (T, Y N S (PR O dr—
(35T G hnr V3O 17 5 i any (Phel 0|, dr
T2 O0°Hy O0H,
oo Y; oL Y, .
b gpaap, Prer(m ’O))’Y:OdT 90, Prer(T ’0))‘t:T/2,Y:odT7é0

Entao existe condi¢do inicial Y aQ,,e = Yo+Y (AQ2,€) com Y (€) = (0, AQ2,0, AP (AQ2,€),0, APs(AQ2
,€)), com € e AQa pequenos, tal que ©(t, YAQ,.c;€) = Prep(t, YAQs,e;0) + O(eY) € uma solu¢io Sa-
simétrica com periodo T(AQa, €) prézimo a T.

Observagao 5.4.4. Nas condigdes (a), (b), (¢) e (d) do Teorema (5.4.2) estamos usando a notagdo
Y = ((ny + 1/2)m, AQ2,0,57 /3 + AP,0,p3 + AP3) := (AQ2, AP, APs3),onde s € Rt ¢ escolhido

convenientemente de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragdo: Segue de maneira muito similar a demonstragdo do Teorema (5.4.1). |

Observagao 5.4.5. Aqui também valem comentdrios similares aos da Observacdo 5.4.2. Ou seja com o
teorema acima podemos obter familias de solugdes So-simétricas do problema (5.6) ou equivalente 5.7 a
um e a dois parametros, proximas a solugoes circulares do problema de Kepler.

Observagao 5.4.6. Neste caso também vale um comentdrio andlogo a Observagao 5.4.3 para a relagao
entre posicoes e velocidades iniciais da orbita de Kepler e da solugao continuada. Lembramos que a
condicao inicial da orbita de Kepler é dada por

Yo = ((n1 4 1/2)7,0,n9m,57/3,0, p3),
e da solugcao continuada € dada por
Y = ((n1 + 1/2)m, AQa, nam, s~ /* + AP, 0, ps + APs),
ambas sobre o plano-(y, z) e em termos das coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD —1).

Observamos que o acréscimo APy induz um acréscimo no semi-eixo maior da orbita. Desta forma
fica claro que a condigdo inicial da solucdo continuada tem posicao diferente da drbita de Kepler.

Jd o o acréscimo AQ2 pode ser resultado do acréscimo em Py ou além de Py, de um acréscimo
do momento angular G (lembre que Q2 = —/2(L — G)cosg ). Se estamos no primeiro caso, ou seja,
o acréscimo AQs se deve somente ao acréscimo de Py, entdo do acréscimo APs3 que é um acréscimo
na terceira componente H = G cosi do momento angular, desta forma deve haver um acréscimo em
it (inclinagao do plano orbital) e assim a velocidade ndo tem a mesma direcao da velocidade inicial da
orbita do problema de Kepler. Se o acréscimo AQy se deve também a um acréscimo de G e sendo
G =|rxt|=[rl]l ] send, onde § é o angulo entre r e I seque que o acréscimo em G pode ser
resultado de um acréscimo em 1 ou em 0. Desta forma a solugao continuada pode ter velocidade inicial
diferente daquela da orbita de Kepler.

Resumindo, a posicao inicial da solucao continuada é uma perturbacdao do posicdo da érbita de Kepler
e a velocidade possivelmente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da drbita kepleriana.
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5.4.3 Continuacao de solugGes circulares duplamente simétricas ( S; e So-
simétricas) do problema de Kepler em coordenadas cartesianas

Hipétese 5.4.3. Suponhamos que a funcao W1 € invariante pelas reflexoes S1 e Sa.

Se considerarmos que o problema (5.6) ou equivalente (5.7) possua as duas simetrias S; e Sy entéo
algumas das solugoes Sp-simétricas, obtidas no Teorema 5.4.1 poderao possivelmente ser também So-
simétricas e vice-versa. Porém podemos obter solugoes que sempre respeitam as duas simetrias as quais
denominamos de duplamente simétricas. Para obter estas solugoes basta tomar um condigao inicial sobre
um sub-espaco invariante e impor que no instante ¢ = T'/4 a solugdo intersecte o outro sub-espago.

Lema 5.4.3. Seja prep(t) = (Q1(¢), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.17) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD—1), T-periddica e duplamente simétrica
com condicio inicial Yo = (Q9,Q9,Q9, PP, P, PY) = ((n1 + 1/2)m,0,nom,s~/3,0,p3) € Lz, onde
ni,n2 € N, s € Rt e T = 2(2m — 1)n/s com m € N. Entdo a solu¢io @yep(t) € como na equagio
(5.84). Desde que ps € arbitrdrio, seque que a solu¢do @rep(t) possui plano orbital com inclinagdo ar-
bitrdrio.

Demonstracao: Consideramos @ep(t, Yo;0) a solucao circular do problema de Kepler em coordenadas
de Poincaré-Delaunay (PD — 1) com condicio inicial Yy = ((nq + 1/2)7,0,nom,s71/3,0,p3) € Ly. Para
satisfazer a condigao que em T'/4 a solugdo estd em L é suficiente que se verifiquem as seguintes equagoes
de periodicidade

Ql(T/47Y0,O) :ST/4+(7’L1—|—1/2)7T = (m—|—n1)7r,

QQ(T/47YO7O) =0 - O,

Qg(T/4,YQ,0) = NoT = (’ﬂQ +n)7r
As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando-se n = 0 e T/4 = 7w(2m — 1)/2s, com m € N e
s € RT. Esta solucao também possui plano orbital com qualquer inclinacio j& que p3 é arbitrério. |

Teorema 5.4.3. Assuma a Hipdtese 5.4.3 e seja vrep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular, com condigdo inicial Y do problema (5.17) com € = 0, como no Lema 5.4.8. Supon-
hamos que se verifiquem as sequintes hipoteses

T/4 OHy

BN ; = 44
(@ 5 Gp et Y 0D|_dt =0, (5.44)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
0?H
b Y . 5.45
(b) fO OPs0AP; (‘pkep(Ta ’0))‘Y=0d7—?£0 ( )

Entdo para e suficientemente pequeno existe condi¢ao inicial Y. = Yo+ Y () com Y (e) = (0, AQ2z(€), 0,
APy (€),0,AP3(€)) tal que o(t,Ye;€) = @rep(t, Ye;0) +O(e21) € uma solugao duplamente simétrica com
periodo T = 47(2m + 1) /2s.

ii)— Ainda considerando o hipdtese (a) e hipdtese (b) obtemos condigao inicial Yap,. = Yo +
Y (AP, €) com Y(AP;,€) = (0, AQ2(APy,€),0, AP;,0,AP;(AP;,€)) tal que o(t, YAp, c;€) = Qrep(t,
Yap,.;0) + O(€ ) é uma solugdo duplamente simétrica com periodo T(APy,€) prézimo a T.

1ii)— Suponha que além da hipdtese (a) tenhamos

0?H,y
OP30A P,

(Pkep(T,Y;0)) Y—OdT + (354/3T/4)@(30kep(7, Y;0)) Y—OdT # 0.

() sfy" oP;
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Entao existe condi¢ao inicial Y apy.e = Yo+ Y (AP, €) com Y (APs, €) = (0, AQ2(AP3,€),0, AP (AP3, €),
0,APs), com € e APs pequenos, tal que o(t, Y Ap,.e;€) = Prep(t, Yap,,e;0) + O(e*™) € uma solugio du-
plamente simétrica com periodo T(APs,€) prézimo a T.

Observagao 5.4.7. Nas condigdes (a), (b), (¢) e (d) do Teorema (5.4.3) estamos usando a notagdo
Y = ((n1 + 1/2)m, AQ5,0,s7 V3 + AP0, ps + AP;) = (AQ2, AP, AP;), onde s € RT € escolhido
convenientemente de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragao: Consideremos o sistema perturbado ( 5.17) com e # 0 suficientemente pequeno. Seja
Y = ((ny + 1/2)7, AQ2,0,57 /2 + APy, 0, p3 + AP3) € Ly uma condicio inicial em uma vizinhanca de
Yy, onde Yy é como no Lema 5.4.3, € @ep(t, Y; 0) a solugdo do problema de Kepler com condigdo inicial
Y. Usando a diferenciabilidade do fluxo em relacdo ao parametro €, obtemos a solucao ¢(t,Y;e) =
Orep(t, Y;0) + O(e*T) que satifaz:

Q1(t,Y, )= (s 4+ AP)3t+ (ny +1/2)1 +0(e*T) =0
Q2(t,Y,6) = AQ: +0(e*t) =0 (5.46)

Qs(t,Y,e) = e+iQ(t,Y;0) +O(exti+1) = .

Para que esta solucao seja duplamente simétrica é suficiente que em t = T'/4 a solugdo intersecte o
sub-plano £; ortogonalmente, e desta forma segue do Lema 5.3.4 equacao (5.28), as seguintes equagoes
de periodicidade:

AtY,e)= (s7'3+AP)3t—(m+1/2)r +0(e*) =0
f2(t7Y7 6) = AQQ +O(6a+i) =0

£, = QM Y;0) +O(e) = 0.

com a notacao Y = ((n1 +1/2)m, AQ»,0,s /3 + APy, 0, p3 + APs) := (AQa, APy, APs). Observe que se
gl)(T/Q,Y; 0)|Y:0 = 0 (equivalente a condicao (a) do enunciado) entao segue que f1(7/2,Y,¢
f2(T/2,Y, 6)’Y:0 = f5(T/2,Y, e)|Y:0 = 0. Das equagoes de periodicidade (5.47) segue que

)|Y:0 =

s 0  =3(s3T/4 0
O(f1.f2.f3) _ 0 1 0 0
A(t,AQ2,AP1,APs) t=T/2,Y=0,e=0 aQél) aQél) 8Q:(31) aQél)
ot 0AQ2 OAP; OAP3 [ t=T/4,Y=0,e=0

E procedendo de maneira semelhante ao Teorema (5.4.1) basta considerar os sub-determinantes de ordem
trés, e utilizar o Teorema da Fungao Implicita para concluir cada um dos casos i), i) e i) acima. |

Observagao 5.4.8. Assim como nos Teoremas 5.4.1 e 5.4.2 podemos obter familias de solu¢des dupla-
mente simétrica do problema (5.6) ou equivalente 5.7 dependendo de um ou de dois parametros, préximas
a solucdes circulares do problema de Kepler e vale o comentdrio da Observacao 5.4.6.

5.4.4 Continuacao de solugoes circulares duplamente simétrica (S; e S3- si-
métricas) do problema de Kepler em coordenadas cartesianas

Hipétese 5.4.4. Suponhamos que a funcao W1 € invariante pelas reflexoes S1 e Ss.

50



Lema 5.4.4. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.17) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD—2), T-periddica e duplamente simétrica
com condigdo inicial Yo = (Q%,Q9,Q9, P?, PY, PY) = (ni7,0,q3,57/3,0,0), onde n; € N, s € Rt
g3 €R eT/2=mm/s com m € N. Entdo a solu¢do prep(t) € como na equacio (5.34). Desde que g3 €
zero, seque que a Solu¢cdo prep(t) possui plano orbital com inclina¢do nula.

Demonstracao: Consideramos @gep(t, Yo;0) a solucao circular do problema de Kepler em coordenadas
de Poincaré-Delaunay (PD — 2) com condi¢ao inicial Yy € L£3. Para satisfazer a condi¢ao que em 7/4 a
solugao estd em Lq é suficiente que se verifiquem as seguintes equagoes de periodicidade

Q1(T/4,Y0;0) =sT/4d+nmm = (m+n)w
QQ(T/4, Yo; O) = 0 =

0
Q3(T/4,Y0;0) =g3 0.

As equagoes de Periodicidade sao satisfeitas tomando-se g3 = 0 e T/4 = mm/s, com m € Ne s € R,.
Esta solugao também possui plano orbital com inclinacao nula, ji que ps = 0. Observe que novamente
para que tenhamos uma solucio circular teremos que impor que Q9 = P9 = 0. |

Teorema 5.4.4. Assuma a Hipdtese 5.4.4 e seja vrep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular com condigao inicial Yo do problema (5.17) com € = 0, como no Lema 5.4.4. Supon-
hamos que se verifiquem as sequintes hipoteses

T/4 OHy

ar, Y; = 5.47
(a) o ap, Prenlt 70))‘Y=Odt 0, (5.47)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
0*H
b e ) . 5.48
( ) fO OP,0AP, ((pkep(T;Y70))‘Y:0dT7éo ( )

Entao para € suficientemente pequeno existe condigao inicial Y. = Yo+ Y (€) com Y (e) = (0,0, AQs(e),
APy (€), APy(€),0) tal que p(t, Ye,€) = @rep(t, Ye;0) +O(e2T) € uma solugio duplamente simétrica com
periodo T = 4wm/s.

14)— Ainda considerando a hipdtese (a) e hipdtese (b) obtemos condi¢do inicial Yap,,e = Yo +
Y (AP, e) com Y(APy,e) = (0,0,AQ3(APy,€), AP, AP,(APy,€),0), para € e AP, pequenos, tal que
0(t,Yap, e;€) = Qrep(t, Yap, ¢;0) +O(e“T?) é uma solugdo duplamente simétrica com periodo T(AP;, €)
prozimo a T.

1i1)— Suponha que além da hipdtese (a) tenhamos

0H
7,Y;0)) Y:OdT + (354/3T/4)—1(g0k6p(7', Y;0)) Y:OdT #0.

0*H
O i

S Jo m(@keg)(

Entao existe condi¢do inicial Y ap, e = Yo+ Y (AP, €) sendo que Y (€) = (0,0, AQ3(APs,€), AP (AP, ¢),
APy, 0) tal que o(t, Yap,.e;€) = Crep(t, Yar,.;0) + O(e*) é uma solugio duplamente simétrica com
periodo T(AP,, €) prézimo a T.

Observagao 5.4.9. Nas condigies (a), (b), (¢) e (d) do Teorema (5.4.4) estamos usando a notagdo
Y = (mm,0,AQ3, s~ /3 4+ AP, AP,,0) := (AQ3, AP, AP,), onde s € Rt ¢ escolhido convenientemente
de maneira a evitar problemas de singularidades.
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Demonstragao: Consideremos o sistema perturbado ( 5.17) com € # 0 e suficientemente pequeno.
Seja Y = (n1m,0,AQ3,s /3 + AP, AP,,0) € L3 uma condicio inicial em uma vizinhanca de Yy e
©Vrep(t, Y;0) a solucdo do problema de Kepler com condicdo inicial Y. Usando a diferenciabilidade do
fluxo em relagao ao parametro €, obtemos a solugao ¢(t, Y, €) = prep(t, Y;0) + O(e2T?), a qual satisfaz

Qi(t,Y,e)= (s34 AP)Bt4+nm +0O(e2T) =0
Qa(t, Y, e) = QL (£, Y;0) +O(er ) =0 (5.49)
Q3(t,Y,e) = AQ3 +0(e2H) =0.

Para que esta solucdo seja duplamente simétrica é suficiente que em ¢ = T'/4 a solugdo intersecte
ortogonalmente o sub-plano £; ortogonalmente e desta forma, segue do Lema 5.3.5 equagao (5.31), as
seguintes equagoes de periodicidade

Y, e )= (s7YV3+AP) 3t —mn 4+0(e*t) =0
Y. = QV(t,Y;0) 1O =0 (5.50)
fs(t, Y, e)= AQs +0(e*t)  =0.

Observe que se tivermos Qél)(T/Q, Y; 0)|Y=0 = 0 (equivalente a condic@o (a) do enunciado) entdo segue

que fl(T/27Y,e)}Y=0 = f2(T/2,Y, 6)’Y=0 = f3(T/2,Y, e)|Y=0:O. Das equagoes de periodicidade (5.50)
segue que

s 0  =3(s3T/4 0
A(f1,f2,f3) _ | aQly aqlV Qi oQM
3(t7AQ3 ,AP17AP2) t:T/Q,YZO,EZO ot OAQ3 OAP; OAP;
0 1 0 0

t=T/4,Y=0,e=0

E procedendo de maneira semelhante ao Teorema (5.4.3) basta considerar os sub-determinantes de ordem
trés, e utilizar o Teorema da fungao Implicita para concluir cada um dos casos i), ii) e iii) acima. |

5.5 Continuagao de solucoes elipticas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas

Na continuagao de solucoes elipticas do problema de Kepler, veremos que mesmo em coordenadas apro-
priadas, a continuacdo de solugbes elipticas no problema perturbado (5.6) ou equivalentemente (5.7),
apresenta um maior grau de complexidade pois existem mais casos degenerados, no sentido que ocorre
incompatibilidade das equagoes de periodicidade.

Para continuar solugoes elipticas usaremos as coordenadas de Delaunay, que como ja falamos ante-
riormente, estao definidas em uma vizinhanga de uma orbita eliptica do problema de Kepler.
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5.5.1 Continuacao de solugoes elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas

Assumindo a hipdtese 5.4.1, obtemos a seguinte caracterizacdo das Orbitas elipticas S;-simétricas do
problema de Kepler

Lema 5.5.1. Seja orep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t); 0) solugdo eliptica do problema (5.14)
com € =0, dada nas varidveis de Delaunay (5.8), T-periddica e Sy-simétrica com condig¢ao inicial Yo =
(QY,Q9,Q%, P2, PY, PY) = (ny7, (ng + 1/2)m, ngm, s~ /3 pa, p3), onde ni,na,nz € N, s € RT, po,p3 € R,
com py # s 3 e T/2 =mm/s com m € N. Entdo a solu¢io prep,(t) € dada por

Ql(t) :8t+Q(1)7 Pl(t) :Ploa
QZ(t) = ng PZ(t) = P207 (551)
Qs(t) =Q5, Py(t) = Pj.

Desde que p3 € arbitrdrio, seque que a s0lu¢@o piep(t) possui plano orbital com inclinagdo arbitrdrio.

Demonstragdo: Consideramos ¢kep(t, Yo;0) a solugdo eliptica do problema de Kepler em coordenadas
de Delaunay (5.8) com condigao inicial Yy = (ny7, nom, nsm, s~ /3pa, p3) € L. Para satisfazer a condicio
que em T'/2 a solugdo estd em L£q é suficiente que se verifiquem as seguintes equagdes de periodicidade

Q1(T/2,Y0;0) =sT/24+nmm = (m+ny)m,
QQ(T/Q,YO;O) = NaT = (TLQ +TL)7T,
Q3(T/2,Y0;0) =ngm = (ng + k)~.

As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando-se n =k =0e T/2 = mm/s, comm € Ne s € RT.
Esta solugao também possui plano orbital com qualquer inclinagao ja que ps é arbitrario. Observe que
p2 # s~ /3 pois caso contrario G = L e desta forma as coordenadas nao estao definidas. |

Teorema 5.5.1. Assuma a hipdtese 5.4.1 e seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao eliptica do problema (5.14) com € = 0 como no Lema 5.5.1. Suponhamos que se verifiquem as
sequintes hipoteses

T/2 OH . - T/2 0H, . _
(@) Jo " Gprerept 0D |t =0, [ TE ey (0, Y 0)) |t =0 (5.52)

i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos

T2 0°Hp ‘ T2 O0*Hy ‘
A5 AN (Phep(T: Y50 d ———— (Prep(7, Y50 dr—
o oA OO b G e n O (5.53)
T/2 Hy ] ‘ T/2 Hy ] ‘ '
_— Y d _— Y d .
fo 5P28AP3 (@kep(Ta 70)) Y=0 T f() 8P3,3AP2 (@kep(Ta 70)) Y=0 T 7& O
Entdo para e suficientemente pequeno existe condi¢do inicial Y. = Yo+Y (€) com Y (e) = (0,0,0, APy (e),
APy(€), APs(€)) tal que o(t,Ye;€) = Prep(t, Ye;0) + O(e*T) € uma solugdo Sy-simétrica com periodo
T =2mm/s.

it)— Ainda considerando a hipdtese (a) e hipdtese (b) temos que existe condi¢do inicial Yap, . =
Yo+Y (AP, €) comY (AP, e) = (0,0,0, AP, AP, (AP, €), AP3s(APy,¢€)), come e AP pequenos, tal que
0, Yapr,e;€) = Orep(t, Yap, e;0) + O(e*t?) € uma solugdo Sy-simétrica com periodo T(A Py, €) prézimo
aT.
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i1i)— Suponha que além da hipdtese (a) tenhamos

020 020
foT/2 WAIR(%E”(T’ Y;0)) Y:OdT foT/2 m(sﬁkep(ﬂ Y; 0))’Y:0d7*
pre S v ar g O o Yi0)|_dr+
(C) 0 6P23AP2 PR Y=0 0 8P38AP1 5 PR Y=0
(-3547/2) 2L (017, ¥:0)) ar 72T 0| dr-
P 8P2 t:T/Q,\é?; 0 8P38AP2 ” Y=0
1 Shaam Vi) dr SRl Yi0)| o dr 0

Entao existe condi¢do inicial Yap, e = Yo+ Y(APs,€) , Y(APs,¢) = (0,0,0, AP (APs,€), AP,(APs, €),
AP;), com € e APs pequenos, tal que p(t, Y ap,.c;€) = Orep(t, Yap,.e;0) + O(e*T?) € uma solugio Sy -
simétrica com periodo T(APs,€) prézimo a T.

w)—Com a hipdtese (a) e adicionamos a condigdo

T2 O*H; T2 O*H;
2 v - Y- —
5 Jo 95,0A D, Pher(Ts ’0))‘Y:od7 Jo DD 0N R, Prep(T ’O))‘Y:odT
02 H, 02H,

T/2 : ’ T/2 : ’
(d) fo 8P28AP3 (Sﬁkep(TvYaO)) Y:OdT f() 8P38AP1 ((Pkep(T7Y,0)) v d7_+

OH 02H
_3s4/3 ity . T/2 Oy _ _
(=3s 1;/2) OP, (Prep(7, Y5 0))‘t:T/2,Y:0dT Jo OP;0AP; (Prep(T,Y'; O))‘Y:OdT
T2 O°H O0H
Jo ! 8P28A1P3 (Prep(7, Vs 0))’Y:0d7- 8P; (Prep(7,Y30)) t=T/2 Y:OdT 70

Entao existe condi¢ao inicial Y ap, e = Yo+ Y (APs, €) com Y(APs, €) = (0,0,0, AP (APs,€), APy, AP;
(APs,€)), com € e APy pequenos, tal que o(t,Yap,.¢;€) = @rep(t, Yap, ;0) + O(e*t?) € uma solugdo
S1-simétrica com periodo T(APs,€) prozimo a T.

Observagao 5.5.1. Nas condigdes (a), (b), (¢) e (d) do Teorema (5.5.1) estamos usando a notag¢do
Y = (mim,nom,nam, s34+ APy, py + APy, p3 + APs) := (AP, APy, AP3), onde s € R* ¢ escolhido
convenientemente de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragao:  Consideremos o sistema perturbado ( 5.14) com e # 0 e suficientemente pequeno.
Seja Y = (nq, nom, nam, s34 APy, ps+ APy, ps + AP;) € £1 uma condicao inicial em uma vizinhanga
de Yy, onde Yy é como no Lema 5.5.1, e vkep(t, Y;0) a solugdo do problema de Kepler com condigao
inicial Y. Usando a diferenciabilidade do fluxo em relagao ao pardmetro €, obtemos a solugao ¢(t, Y;e€) =
Orep(t,Y;0) + O(e*T) a qual satisfaz

Qit,Y,e)= (s34 AP)Bt4+nm +0O(e2T) =0
Q2(t,Y,e) = QWM (t,Y;0) +O(eo+iH) =0
Qs(t,Y,e) = eTiQV(t,Y;0) +O(ea+iHl) =,

Para que esta solucao seja Sp-simétrica é suficiente que em ¢ = T/2 a solugdo intersecte ortogo-
nalmente o sub plano £; e desta forma, segue do Lema 5.3.3 equacao (5.26), as seguintes equagoes de

periodicidade
[ Y,e)= (573 +AP) B3t —mr +0(e*t) =0

AEY, 0= QM Y;0) +0O(e) =0 (5.54)
Y, 0= Q% Y;0) +0(e) =0.
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Observe que se Qél)(T/Q, Y; O)]Y:0 =0e le)(T/Z,Y; O)|Y_0 = 0 (equivalente a condi¢ao (a) do enun-

ciado) entao segue que f1(T/2,Y,€)’Y:0 = fg(T/Q,Y,e)]YZO = fg(T/Q,Y,e)]YZO = 0. Das equagoes
de periodicidade (5.54) segue que
s =3(sYHT/4a 0 0
O(f1.f2.f5) oY 0Q5" 0Q¢ 293V
VAP AP AR lrpp =00 | 00 908 0ol Gold
8:; 8A§31 3A3P2 aAs}% t=T/2,Y=0,e=0

Basta considerar agora os sub-determinantes de ordem 3 e usar o Teorema da Funcao Implicita,
procedendo de maneira andloga a demonstragao do Teorema 5.4.1

Observagao 5.5.2. Observe que wvale um comentdrio andlogo a Observacao 5.4.8 Lembramos que a
condicao inicial da érbita de Kepler é dada por

Yo = (nim, nom,nam, s~ /3, py, ps)
e da solugcao continuada € dada por
Y = (n1m,ng, ngm, s34 APy, py + APy, ps + APs),
ambas sobre o eizo x e em termos das coordenadas de Delaunay 5.8.

Observamos que o acréscimo APy induz um acréscimo no semi-eixo maior da drbita ( desde que
P, =LeL=./aea éo semi-eizo maior da drbita). Desta forma fica claro que a condi¢do inicial da
solugdo continuada tem posicdo diferente da orbita de Kepler.

Jd 0 o acréscimo APy é resultado do acréscimo de G e sendo G =|| v X 1 ||=| ¢ |||| T || sen, onde 6
€ o angulo entre r e I seque que o acréscimo em G pode ser resultado de um acréscimo em © ou em 0.
Desta forma a solucdo continuada pode ter velocidade inicial diferente daquela da orbita de Kepler.

Resumindo, a posicdo inicial da solugdo continuada é uma perturbacao do posicao da orbita de Kepler
e a velocidade possivelmente poderd também ser uma perturbacao da velocidade da drbita kepleriana.

5.5.2 Continuacao de solugoes elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas

Assumindo a Hipdtese 5.4.2 obtemos a seguinte caracterizagao das Orbitas elipticas Sp-simétricas do
problema de Kepler.

Lema 5.5.2. Seja oiep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), P2(t), P3(t); 0) solugdo eliptica do problema (5.14)
com € =0, dada nas varidveis de Delaunay (5.8), T-periddica e Sa-simétrica com condi¢do inicial Yo =
(@QY,Q9,Q9, P2, PY, PY) = (nqm, (ng + 1/2)m,n3m, s~ /3py, p3), onde ny,na,n3 € N, s € RT, py,ps € R,
com py # s 3 e T/2 =mm/s com m € N. Entdo a solu¢do pre,(t) é dada por

Q1(t) =st+QY, Pi(t) =P,
Qa2(t) =QY, Py(t) = P3, (5.55)
Q3(t) = QY P3(t) = P3.

Desde que p3 € arbitrdrio, seque que a solu¢ao piep(t) possui plano orbital com inclinagdo arbitrdrio.
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Demonstragdo: Consideramos ¢kep(t, Yo;0) a solucdo eliptica do problema de Kepler em coordenadas
de Delaunay (5.8) com condicio inicial Yy = (ny7, (ng + 1/2)m, ngm, s~ /3pa, p3) € Ly. Para satisfazer
a condigdo que em T'/2 a solucdo estd em Lo é suficiente que se verifiquem as seguintes equagoes de
periodicidade

Ql(T/2,Y0;0) :ST/2+TL17T = (m+n1)7r,

Q2(T/2,Y0;0) = (n2+1/2)1 = (ne+n+1/2)m,

Q3(T/2,Y0;0) =ngm = (n3 + k).

As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando-se n =k =0e T/2 =7mm/s,comm € Ne s € R,.
Esta solu¢ao também possui plano orbital com qualquer inclinagao ja que p3 é arbitrario. Observe que
pa # s~ /3 pois caso contrario G = L e desta forma as coordenadas nao estao definidas. [ |

Teorema 5.5.2. Assuma a hipdtese 5.4.2 e seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao eliptica do problema (5.14) com € = 0 como no Lema 5.5.2. Suponhamos que se verifiquem as
sequintes hipdteses

0H 0OH
(@) J3"* 5 (oren(t. Y 0|,_a =0 f 3 (Preplt. Y 0)|,_dat =0 (5.56)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
T2 0?Hy . T2 0*H, ) _
() Jo OB, AP, (V10D _am g OPYAP, (pralm V0D, _ (5.57)
T/2 Hy T/2 Hy '
Y- [ Y: .
fO 8P26AP3 (@kep(Ta 70))‘Y=0d7- fO 8P38AP2 (@k€p(7—7 70))‘Y=0d7— 7é O

Entao para e suficientemente pequeno existe condi¢do inicial Y, = Yo+Y (€) com Y (€) = (0,0,0, AP (e),
AP;(€), APs(e)) tal que p(t,Yc;€) = @rep(t,Ye;0) + O(e¥T) € uma solugio Sa-simétrica com periodo
T =2mm/s.

it)— Ainda considerando a hipdtese (a) e hipdtese (b), obtemos condigdo inicial Yap,e = Yo +
Y (AP, e) com Y(APy,e) = (0,0,0, AP, AP,(APy,€), AP5(APy,€)), com € e APy pequenos, tal que
0t Yapre,€) = Qrep(t, Yap, ;0) +O(e*T) é uma solugdo Sy-simétrica com periodo T(APy,€) prézimo
aT.

15i)— Suponha que além da hipdtese (a) tenhamos

T2 O*H, , T2 0*H, . _
fa SRR, (Pren(r, Y O)|_dr [, apggA%(sokep(T,Y,o»]YOdT
/2 O0°Hy /2 O0°H
Y. Y.
© Jo OB, 0A R, Prep(T ,O))‘Y:OdT Jo OP0A D, Prep(T ’O))‘Y—0d7+
(~35572) 2 (o (. Y5 0) i N— v;i0)|,_ dr-
, OP, Phep(T: 5 t=T/2,Y=0 0 9P;0AP, Prep T 255y o
T2 0°Hy , OH, .
)" 5haan; Prea(m Y 0)|,_dr S5 Bk (mYSO)| o dr £ 0,

Entao eziste condi¢do inicial Y apy,e = Yo+ Y (APs,¢€) , Y(APs, €) = (0,0,0, AP (AP3,€), APy (AP3, €),
AP3), com € e AP3 pequenos, tal que p(t, Y ap,.c;€) = @kep(t, Yap,,e;0) + O(e*t") é uma solugao Sa-
simétrica com periodo T(APs,€) prézimo a T.
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iv)—Com a hipdtese (a) e adicionamos a condi¢ao

0*H, T2 O*H;

s 5;2 W (Prep(r, Y30))|,_ dr f; (w(wkep(f,y;O))ly_odr_

(@) fo 4(23;8315)}{(?@1)(773/;(3))"(_0‘17 fo dgpggﬁpléil;z;(TJ/?O))’Y;odT‘F d
<—T:j 82/H>13P2<¢kep<r, :0)) ot I spaar G Yi0)|_ dr-
10" Spanp Crem Y| _dr GEN kg Y30)| - dr £ 0,

Entao existe condigao inicial Yap, e = Yo+ Y (APs, €) com Y (AP, €) = (0,0,0, AP, (APs,¢), APy, AP;
(APy,€)), com € e APy pequenos, tal que o(t,Yap,.e;€) = @rep(t, Yap, e;0) + O(e*t?) € uma solugdo
Sa-simétrica com periodo T(APs, €) prozimo a T.

Observagao 5.5.3. Nas condigdes (a), (b), (¢) e (d) do Teorema (5.4.2) estamos usando a notagdo
Y = (nlm (TLQ + 1/2)7T,TL37T,871/3 + Apl,pg + Apg,pg + AP3) = (APl,APQ,A.Pg), onde s € Rt ¢
escolhido convenientemente de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragao: Segue de maneira similar a demonstragdo do Teorema 5.5.1. |

Observagao 5.5.4. Ndao ¢ possivel continuar solugoes elipticas duplamente simétricas do problema de
Kepler utilizando as coordenadas de Delaunay, pois hd incompatibilidade das equacdes de periodicidade
da solugcao do problema de Kepler.

Observacgao 5.5.5. Nos Teoremas 5.5.1 e 5.5.2 acima, desde que as condicdes sobre o termo perturbador
W1 sejam satisfeitas podemos continuar solugoes elipticas do problema de Kepler a familias de solugoes
a um pardametro e com periodo fixo e solugdes a dois parametros, sem periodo fizo somente prérimo do
da orbita de Kepler.

5.6 Analise do sub-problema planar

Nesta segao vamos considerar um sub-problema planar equatorial de (5.6 ) ou equivalente (5.7), ou seja,
vamos supor que o conjunto {z = p, = 0} é invariante pelo fluxo (5.7 ) ou equivalente (5.6).

Se o problema (5.6) ou equivalente (5.7) descreve o problema de uma particula infinitesimal atraida
por um corpo macico simétrico em relagao ao plano equatorial, com centro de massa na origem e densidade
constante entao o plano equatorial é invariante pelo fluxo. Desta forma, faz sentido considerar o estudos
das drbitas periddicas com a particula infinitesimal contida neste plano. Observamos que neste caso
reduzimos a um problema com dois graus de liberdade e desta forma o estudo da dinamica pode ser
melhor determinado.

A funcao Hamiltoniana do sub-problema planar é dada por
H(a,p,¢) = Ho(a,p) + <" Hi(q) + O(* 1), (5.58)
onde g = (z,y) e p = (pz,py) © X )
HO(q7 p) = §||p||2 - ma
Hi(q) = %aa?i/l (q,0).
As equagoes de movimento sdo dadas pelo sistema mecanico bidimensional

Z= —W+€Q(W1)z($,y,€)
(5.59)
y = *WJFGQ(WO@;(%Q&)-
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Observagao 5.6.1. Desde que Wi(z,y,z;€) € analitica em (x,y,z,€) onde estiver definida, também €
sua restricao ao plano equatorial.

Assim como no caso espacial, no sub-problema planar vamos usar coordenadas de Delaunay e
Poincaré-Delaunay para descrever a funcdo Hamiltoniana (5.58). Porém observe que o elemento or-
bital h nao estd definido no plano equatorial e também nao faz sentido a varidvel H. Os elementos
orbitais no caso planar tem a seguinte interpretacao geométrica: [ anomalia média; e g o argumento do
pericentro medido a partir do eixo x; L e G sao definidos como no caso espacial. Logo as varidveis de
Delaunay ficam reduzidas simplesmente as equagoes

Q1= 1, P= L,

5.60
QQ = 9 P2 = G. ( )
A func¢ao Hamiltoniana (5.58) nas varidveis de Delaunay (5.60) tem a forma
1 . )
H(Q,P,c) = =555 + " HI(Q,P) + O(e* ™), (5.61)
i

onde 5

10'W1(Q,P,0

m(qp) = QR0
i Oe
’'Wh

com ¢ sendo o primeiro natural tal que w # 0. As equagdes de movimento do problema (5.59)
descrito nas coordenadas de Delaunay (5.60) sao

. 1 , . ,
Q1 = D3 +O(€a+l)7 P= 0+ O(Ga-H)a
Py (5.62)

Q: =0  +0(et), Py= 04 O(ev).
Assim como no caso espacial, as coordenadas de Delaunay, nao estao definidas em uma vizinhanca de

uma érbita circular do problema de Kepler no plano-(x,y). De maneira similar, define-se as coordenadas
de Poincaré-Delaunay na forma planar e obtemos que

le l+g, P1: L,

Q2= —+/2(L—G)sen(g), Py= +/2(L— G)cos(g). (5.63)

Estas varidveis sao validas em uma vizinhanga de uma solucao circular do problema de Kepler e uma
solucdo circular ocorre quando L = G, que é equivalente Q2 = P» = 0. A funcao Hamiltoniana (5.58)
nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63) é dada por

1 . ,

H(Q,P,¢) = —5pr t T H (Q,P) + O(e> Ty, (5.64)
i

e o sistema Hamiltoniano associado nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (5.63) é

. 1 . . .
Ql — ﬁ +O(€a+l), P1 = 04+ O(Ga"”),
1

0+ O(eo+). (5.65)

$
I
o
_l_
2
"
S
.
I
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5.6.1 Simetrias

As simetrias que serdo consideradas neste sub-problema so reflexdes em relagdo ao eixo x e em relacao
ao eixo y que denotaremos por S; e S respectivamente, ou seja,

S (%y,Pmpy) — (m,—y, _px>py)a
(5.66)

82 : (x7y7pxapy) — (_x7yapxa_py)~

Claramente os conjuntos fixos por estas simetrias sdo o eixo x e o eixo y. Também valem resultados
analogos ao caso espacial para solucoes simétricas. Se uma solugdo intersecta um destes eixos ortogo-
nalmente em ¢t = ¢y e volta a intersectd-lo no instante 7'/2 entdo a solugdo é T-periddica e simétrica
em relacgao a tal eixo e se intersecta um dos eixos em ¢t = ¢y e volta intersectar o outro eixo no instante
t = T/4 entao a solugdo é T-periddica e dupla simétrica, ou seja, simétrica em relagdo aos dois eixos.

Entao mais uma vez precisamos caracterizar uma interseccao ortogonal com o eixo x e eixo y, em
termos das variaveis de Delaunay ou das varidveis de Poincaré-Delaunay.

Lema 5.6.1. Nas varidveis de Delaunay (5.60), uma intersecgcao ortogonal com o eizo x em t =ty é
dado por
Ql(to) =0 (mOdﬂ'), Qg(to) =0 (7’77,0617'()7 (567)

e com o eixo y € dada por
7
Q1(to) = 0(modm), Q2(ty) = 5 (mod ). (5.68)

Lema 5.6.2. Nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63), uma intersec¢do ortogonal com o eixo x em
t =to € dado por
Ql(tO) =0 (mOdﬂ')v QQ(tO) = Oa (569)

e com o eixo y € dada por
m
Ql(tO) = 5 (modw), Pg(to) =0. (570)

5.6.2 Continuacgao de 6rbitas circulares S;-Simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas no caso planar

Hipétese 5.6.1. A funcao W1 € invariante pela reflexao em torno do eizo x.

Lema 5.6.3. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), P1(t), Pa(t);0) solugdo circular do problema (5.65) com e =0,
dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.68), T-periddica e Sy-simétrica com condigdo inicial Yo =
(QY,Q9, P2, PY) = (nym,0,s~/3,0) sobre o eizo x, onde ny € N, s € R* ¢ T/2 = mm/s com m € N.
Entao a solu¢cdo @rep(t) € dada por

Qu(t) =st+QY,  P(t) =P,
Q;(t) =Q3, 1 P;(t) :pﬁ), (5.71)

Demonstracao: Consideramos @ep(t, Yo;0) a solucao circular do problema de Kepler em coordenadas
de Poincaré-Delaunay (5.63) com condigao inicial Yo = (ni7,0,57'/3,0) sobre o eixo z. Para que a
solucdo no instante 7'/2, intersecte o eixo-z ortogonalmente. Logo pelo Lema 5.6.2, equagao (5.69) é
suficiente que se verifiquem as seguintes equagoes de periodicidade:

Q1(T/2,Y0;0) =sT/24+nm = (m+n)m,
Q2(T/2,Y0;0) =0 =0.

59



Obtemos das equagoes de periodicidade a solu¢ao Si-simétrica circular com perfodo T/2 = mm/s, com
meNeseRT.

Teorema 5.6.1. Assuma a Hipdtese 5.6.1 e seja orep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t); 0) solugdo circular
do problema (5.65) com e = 0, como no Lema 5.6.3. Suponhamos que se verifiquem as sequintes hipdteses.

T2 OH;

(@ Jo T&(@kep(T,Y;O))‘YZOdT =0

i)— Se além da hipdtese (a) admitimos que

®) T2 0%H;

) SEAR Pram Y 0)|_dr #0,

entdo para e suficientemente pequeno eziste condicao inicial Y = Yo + Y (€) com Y (e) = (0,0, AP (e),
APs(€)) tal que p(t,Ye;€) = Qrep(t, Ye; 0)+O(e* 1) € uma solugdao Sy simétrica com periodo T = 2wm/s.

i1)— Ainda supondo as hipdteses (a) e (b) temos que existe condi¢ao inicial Yap, . = Yo+ Y (AP, ¢)
com Y(APi,e) = (0,0,AP;,AP,(APy,¢€)), com € e AP, pequenos, de maneira que o(t,Yap, ;€) =
Orep(t, Yap, e;0) + O(e*™) € uma solugio Sy-simétrica com periodo 7(APy,€) prézimo a T.

1i1)— Assumindo a hipdtese (a) e a condi¢ao
2
/2 O0°H
© sl 5map

entao existe condi¢io inicial Yap, e = Yo + Y(AP2,¢) com Y(APy,e) = (0,0,AP; (AP, ¢),APs) e ¢,
com APy pequenos, tal que o(t, Y ap, .¢;€) = Prep(t, Yap,.¢;0)+O(e*) é uma solugdo Sy -simétrica com
periodo T(APy, €) prézimo a T.

o0H
. 4/3 1 .
(@kep(ﬂYvO)) Y:odT + (35 T/2) oP, (wkEP(TﬂYv 0)) Vo 7é 0,

Observagao 5.6.2. No teorema acima estamos usando a notacio Y = (nim,0,s /3 4 AP, AP,) =
(AP, AP,), onde s € RT € escolhido convenientemente de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragao: Seja ¢(t,Y;0) a solucao circular do problema de Kepler com condigao inicial Y =
(nym,0,s~ /3 + AP, AP,) sobre o eixo z em uma vizinhanca de Yo = (ny,0,s~'/2,0). Usando a diferen-
ciabilidade do fluxo em relacdo ao parametro €, obtemos que a solugao p(t, Y;e) = (Q1(t,Y;¢€), Q2(t, Y;€)
,P1(t,Y;€), Pa(t, Y;€)) do problema perturbado (5.65) é tal que

Q1(t,Y;¢) = ((5_1/3+AP1)_3t+n17r —|—O(6°‘+i),

Q2(t,Ys56) = Q8 (t,Y;0) FO(eo i),

A fim de que a solugao seja Sq-simétrica é suficiente que em ¢ = T'/2 ela intersecte ortogonalmente o eixo
z e do Lema 5.6.2 equagao (5.69), seguem as seguintes equagoes de periodicidade:

fl(t,Y,ﬁ) = (5_1/3 +AP1>—3% —mr +O(€o¢+i) =0
(5.72)
f(t Y, = Q(T/2,Y;0) +0(e) =0

Observe que se Q(Ql)(T/ 2,Y;0 = 0 (equivalente a hipétese (a) do enunciado) e desta forma, temos

Ny—o

que f1(T/2,Y; 0)|Y:0 =0e f2(T/2,Y; 0)|Y:0 = 0. Segue das equagoes de periodicidades (5.72) que
A(f1.f2) — ( o _3(84/<32T/4 0 )
JEAPLAR |, PO Yo Q3! Q5
( 1,AP;) t=T/2,Y=0,e=0 %2 AP, 9AP ) 1=T /2, ¥ =0,e=0
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Pelo Teorema da Fungao Implicita temos que se o jacobiano acima possui posto 2, entao existem solugoes
S1-simétricas préxima a orbita de Kepler, para o parametro € suficientemente pequeno. O jacobiano tera
posto 2 nas seguintes condigoes:

(A) Se det (5 2Lnl2) )

(AP AP # 0, ou equivalentemente

t=T/2,Y=0,e=0

=3(s¥3T/2 0 poM

: Q

d6t< Q4" 2y = —3(s**)T/25x3%; #0. (5.73)
OAP; OAP:; / t=T/2,Y=0,e=0

desde que gg—% # 0 pela condicao (b), segue do Teorema da Funcdo Implicita que existem fungoes
analiticas AP, = APj(e) e AP, = APy(e) definidas para € € [0,¢y) onde € é suficientemente pequeno,
tal que APy (0) = 0, AP5(0) = 0. Desta forma a solugao S;-simétrica do sistema perturbado com condigao
inicial Y. = (nym,0,57 Y3 + APy (€), APa(€)) é p(t, Yei€) = prep(t, Ye;0) +O(e2TH). Esta solugio possui
periodo T' = 2wm/s e estd préxima a uma solugao circular (com raio s—2/ 3) do problema de Kepler com
mesmo periodo T'.

(B) Se det (2120

(6, AP;) # 0, ou equivalentemente

t=T/2,Y=0,e=0

5 0 Q4
det anl) anl) aAP # 0. (574)
ot OAPy / {=T/2,Y=0,e=0
desde que 8— # 0 pela condigdo (b), segue do Teorema da Funcao Implicita que existem fungdes

analiticas APy = AP,(APy,€) e 7 = 7(APy, €) definidas para APy € [0,d) e € € [0,€g) onde § e € sdo
suficientemente pequenos, tal que AP5(0,0) = 0, 7(0,0) = T. Desta forma a solugao S;-simétrica do
sistema perturbado com condicdo inicial Yy, « = (n17,0, 573 + AP, AP, (AP, €)) é o(t, Yap, c;€) =
Orep(t, Yap, e;0)+O(e2T). Esta solugao possui periodo 7(A P, €) préximo a T = 2mm/s e estd préxima
a uma solucdo circular (com raio 52/ 3) do problema de Kepler com perfodo 7.

(C) Se det(SUxE))

# 0, ou equivalentemente
t=T/2,Y=0,e=0

s —3sY%T/2
det( 20" o g%p + (3s/9T/2) 2% £ 0. (5.75)
ot OAP, t=T/2,Y=0,e=0

a dltima desigualdade acima é equivalente a condic¢ao (¢) do enunciado e assim segue do Teorema da
Fungao Implicita que existem fungoes analiticas AP, = AP (AP, ¢) e 7 = 7(APs,€) definidas para
AP, € [0,9) e € € [0,¢0) onde J e ¢ sao suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, 7(0,0) = T
Desta forma a solugéo Si-simétrica do sistema perturbado com condigo inicial Y ap, = (17,0, sTH3 4
AP (AP, €),AP2) é 9(t, YAPy.¢;€) = @rep(t, Yap, ;0)+O(e*T). Esta solugao possui perfodo 7(APx, €)
préximo a T = 27wm/s e estd préxima a uma solugdo circular (com raio 572/3) do problema de Kepler
com perfodo T. [ |

Observagao 5.6.3. Assim como no caso espacial (veja Observagdo 5.4.2) podemos obter familias de
solugoes periddicas S1-simétrica a um parametro e com periodo fizo, o0 mesmo da solucdo do problema de
Kepler. Também existem solucoes periddicas a dois parametros, mas o periodo ndo € fixo, apenas estd
prozimo ao da solucdo circular do problema de Kepler.

Observagao 5.6.4. Também como no caso espacial, temos em resultado semelhante ao da Observagdo
5.4.3. Lembramos que a condi¢ao inicial da orbita de Kepler é dada por

Yo = (7,0, s~U3, 0)
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e da solugcao continuada € dada por
Y = (ny7,0, s34 AP, APy),
ambas sobre o eizo x e em termos das coordenadas de Poincaré-Delaunay 5.63.

Observamos que o acréscimo APy induz wm acréscimo no semi-eixo maior da orbita. Desta forma
fica claro que a condi¢ao inicial da solugdo continuada tem posicao diferente da orbita de Kepler.

Jd o o acréscimo AP, pode ser resultado do acréscimo em Py ou além de Py, de um acréscimo
do momento angular G. Se estamos no primeiro caso, ou seja, o acréscimo AP, se deve somente ao
acréscimo de Py, a velocidade é a mesma da drbita do problema de Kepler. Se o acréscimo AP, se deve
também a um acréscimo de G e sendo G =|| r X I ||=| ¢ ||| I || send, onde 6 € o dangulo entre r e I,
seque que o acréscimo em G pode ser resultado de um acréscimo em 1 ou em 0. Desta forma a solugao
continuada pode ter velocidade inicial diferente daquela da drbita de Kepler.

Resumindo, a posicao inicial da solucao continuada é uma perturbacdao do posicdo da érbita de Kepler
e a velocidade possivelmente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da drbita kepleriana.

5.6.3 Continuacao de 6rbitas circulares S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas no caso planar

Hipétese 5.6.2. A funcdao W1 € invariante sobre a reflexao em torno do eizo y.

Lema 5.6.4. Seja ppep(t) = (Q1(t), Q2(t), P1(t), Pa(t);0) solugdo circular do problema (5.65) com e =0,
dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay 5.63, T-periodica e So-simétrica com condi¢do inicial Yo =
(@Q9,Q9, P2, PY) = ((ny +1/2)7,0,57/3,0), onde ny € N, s € RT ¢ T/2 = wm/s com m € N. Entdo a
solug@o prep(t) € dada por (5.71)

Demonstragao: A demonstragao é similar a do Lema 5.6.3 . |

Teorema 5.6.2. Assuma a Hipdtese 5.6.2 € seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), P1(t), P2(t);0), solugdo circular
do problema (5.65) com € = 0, como no Lema 5.6.4. Suponhamos que se verifiquem as sequintes hipdteses.

T/2 OHy

(a) fo T%(@kep('r, Y; O))‘Y:OdT =0,

i) Se além da hipdtese (a) admitimos que

T2 0*Hy
® b 30 A00
0Q2AQ:
Entdo para € suficientemente pequeno existe condi¢ao inicial Y. = Yo+ Y(€) com Y(e) = (0, AQ2z(e),
APy (€),0) tal que p(t,Ye;€) = Prep(t, Ye;0) + O(e*T) € uma solugio Sy simétrica com periodo T =
2rm/s.

(kaep(T;Y§ 0))‘Y:0d7— 7’5 0.

1) Ainda supondo as hipdteses (a) e (b) temos que existe condicdo inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €)
com Y (AP, e) = (0, AQ2(APy,€), AP1,0), come e APy pequenos, tal que p(t, Y Ap, ¢, €) = @kep(t, Y AP, ¢
0) + O(e*™?) € uma solugio Sy-simétrica com periodo T(APy,€) prézimo a T.

1i1) Assumindo a hipdtese (a) e também a condigdo

/2 0*Hy

OH
(c) s/ m(@kep(ﬂY;())) voo 0Tt (384/3T/2)8TQ;(%EP(T’Y;O)) # 0.

Y=0
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Entao eziste condi¢io inicial YaQ,.e = Yo+ Y (AQ2,€) com Y (AQ2, 6_) = (0, AQ2, AP (AQ2,€),0), com
€ e AQs pequenos, tal que p(t, Y AQ,.e;€) = Prep(t, YaQ,,e;0) + O(e*t?) € uma solugdo So-simétrica com
periodo T(AQ2,€) prozimo a T.

Observagao 5.6.5. No teorema acima estamos usando a notacio Y = ((ng + 1/2)m, AQq, s~ /3 +
Apl,()) = (AQQ,APl)

Demonstracao: A demonstragdo é andloga ao Teorema 5.6.1. |

Observagao 5.6.6. Observe que vale um comentdrio andlogo a Observagao 5.4.2, ou seja podemos obter
condigoes para ezisténcia de familias de solugdes So-simétricas, cujas condigoes iniciais dependem de um
ou de dois parametros e ainda vale um comentdrio similar ao da Observagdo 5.6.4.

5.6.4 Continuacao de drbitas circulares duplamente simétricas do problema
de Kepler em coordenadas cartesianas no caso planar

Assumindo as Hipdteses 5.6.1 e 5.6.2 acima, verificamos a existéncia de solugdes duplamente simétricas
do sub-problema planar.

Lema 5.6.5. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0) solugdo circular do problema (5.65) com e =0,
dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63), T-periddica e duplamente simétrica com condigdo inicial
Yo = (QY,Q9, PP, PY) = ((n1 +1/2)m,0,571/3,0) sobre o eizo y, onde ny € N, s € RT e T/2 = 7m/s
com m € N. Entao a solu¢do rep(t) € dada pela equagao (5.71).

Demonstragao: A demonstracao é andloga a do Lema (5.6.4) . |

Teorema 5.6.3. Assuma as Hipdteses 5.6.1 e 5.6.2 e seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), P1(t), P2(t);0),
solucao circular do problema (5.65) com € =0, como no Lema 5.6.5. Entdo:

i) Para € suficientemente pequeno existe condicao inicial Y. = Yo+ Y (€) com Y(e) = (0, AQ2z(e),
APy (€),0) tal que p(t, Ye;€) = Orep(t, Ye;0) +O(e2T) € uma solugdo duplamente simétrica com periodo
T = 4mm/s.

1) Ainda existe condicdo inicial Y aQ,,e = Yo+ Y (AQ2,€) com Y(AQ2, €) = (0, AQ2, AP (AQ2, €),
0), com € e AQy pequenos, tal que p(t, Y AQ,,e;€) = @rep(ts YA, ,;0) + O(€*T) € uma solugio dupla-
mente simétrica com periodo T(AQa2,€) prézimo a T.

Observagao 5.6.7. No teorema acima estamos usando a notagio Y = ((ng + 1/2)m, AQq, s~ /3 +

APl, O) = (AQQ, APl)

Demonstracao: Seja rp(t, Y;0) a solucdo circular do problema de Kepler com condigao inicial Y =
(n14+1/2)7, AQ2, s~ /3 4+ APy, 0) sobre o eixo y em uma vizinhanca de Yo = (n; 4+1/2)7,0,s~/3,0). U-
sando a diferenciabilidade do fluxo em relacao ao parametro €, obtemos a solucao ¢(t,Y; €) = iep(t, Y;0)+
O(e**%) do problema perturbado (5.65), a qual satisfaz

Ql(t, Y, 6) = (571/3 —+ APl)igt —+ (711 —+ 1/2)7‘(’ +O(€D‘+i) = 0,

QZ(t7Y7 6) = AQ2 +O(6a+i) =0.
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Para que a solugao seja duplamente simétrica é suficiente que em ¢t = T/4 a solucdo intersecte
ortogonalmente o eixo = e do Lema 5.6.2 equacao (5.69), seguem as seguintes equagoes de periodicidade:

ALY, )= (s34 AP) Pt —mr +O(e*) =0,
(5.76)
f2(t7Y7 6) = AQQ +O(€a+i) =0.

Observe que claramente f1(7/4,Y, O)IYZ0 = fo(T/4,Y, 0)‘Y:0 = 0. Por outro lado, segue das equagdes
de periodicidades (5.76) que

9(f1,f2)
O(t,AQ2,APr)

_ ( s 0 3T/ ) |

t=T/2,Y=0,e=0 0

Entao temos que:
A(f1,f2)
(A) det(a(AQz’zPﬂ) £0.
9(f1,
(B) det(a(gggg)) £ 0.

Aplicando o Teorema da Funcao Implicita nos itens (A) e (B) concluimos o resultado. |

Observagao 5.6.8. Observe que poderiamos obter outras familias de solugdes circulares duplas simétricas,
considerando a condi¢do inicial sobre o eizo x e intersectando o eizo y no instante T/4. Para isso basta
proceder de maneira similar ao do teorema anterior. Observamos ainda que as solucdes duplamente
simétricas obtidas acima, sdo tais que nao fazem exrigéncias ao termos perturbadores, além das condi¢oes
que fizemos inicialmente sobre Wi. Podemos observar que nos Teorema 5.6.1 e 5.6.2 isso nao acontece.

Observagao 5.6.9. Assim como no caso de solucoes S1 e Sa, obtemos familias de solugdes duplamente
simétricas, cujas condi¢des iniciais dependem de um ou de dois parametros, no primeiro caso com periodo
fixo e no sequndo caso, com periodo proximo ao da solu¢ao do problema de Kepler. Observe que ainda
vale um comentdrio similar ao da Observagao 5.6.4.

5.6.5 Continuacao de drbitas elipticas simétricas do problema de Kepler no
caso planar

A continuagao de Orbitas elipticas do problema de Kepler, mesmo no caso planar apresenta um grau
complexidade maior. Um exemplo disto estd nas solugoes duplamente simétricas, pois quando usamos as
coordenadas de Delaunay para construirmos as equagoes de periodicidade da érbita Kepleriana obtemos
uma incompatibilidade com as mesmas. Porém para os casos de solu¢Ges com apenas uma das simetrias,
em relagao ao eixo x ou em relagao ao eixo y, podemos conseguir condigoes para a continuagao de solugoes
periddicas simétricas.

5.6.6 Continuacao de orbitas elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas no caso planar

Consideremos a hipotese 5.6.1 entao obtemos a caracterizagao da érbita eliptica do problema de Kepler
S1-Simétrica nas coordenadas de Delaunay.

Lema 5.6.6. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t); 0) solugdo eliptica do problema (5.62) com e =0,
dada nas varidveis de Delaunay (5.60), T-periddica e Sy-simétrica com condicao inicial Yo = (QY, QY, P,
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PY) = (nym, nom, s~ Y3, py) sobre o eizo x, onde ni,ny € N, s € RT, py € R com pa # s~ /3 e

T/2=mm/s com m € N. Entdo a solu¢io viep(t) € da forma

Qi(t) =st+Q%  P(t) =PP,
Q;(t) =Q3, 1 P;(t) = pi;)_ (5.77)

Demonstracao: A demonstracio é andloga ao caso espacial, basta eliminar as varidveis Q3 e P;. |

Teorema 5.6.4. Assuma a Hipdtese 5.6.1 e seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0), solugdo eliptica
do problema (5.62) com € = 0, como no Lema 5.6.6. Suponhamos que se verifiquem as sequintes hipdteses.

T/2 OHy

(a) fo sz(@kep(TaY§0))‘Y:0dT =0,

1) Se além da hipdtese (a) admitimos que

r/2 O?Hy .
(b) fo aPQAPQ(SOkeP(T’Y,O))‘Y:OdT 7&07

entdo para € suficientemente pequeno existe condi¢ao inicial Y. = Yo + Y (€) com Y(e) = (0,0, AP (e),
APy(€)) tal que p(t, Y i €) = @rep(t, Ye;0)+O(€2T) é uma solugio Sy simétrica com periodo T = 27wm)/s.

1) Ainda supondo as hipdteses (a) e (b) temos que existe condi¢ao inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €)
comY (AP, e) = (0,0, AP, AP>(AP;,€)), come e APy pequenos, tal que o(t, Y AP, c;€) = @rep(t, YAP, ;
0) + O(e**?) € uma solugio Sy-simétrica com periodo T(APy,€) prézimo a T.

iii) Assumindo a hipdtese (a) e a condigdo

T/2 62H1 4 OH,

—— (Prep(T, Y50 dr + (3s4/3T/2) — Y;0 0

(C) Sf(] OP, AP, (@kCP(T’ ) )) Yo T+( § / )8P2 (gkaD(Tv ) )) Yo 7é )

entio existe condi¢io inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €) com Y(AP;,€) = (0,0, AP (APs,€), AP;), com
€ e APy pequenos, tal que p(t, Yap, ;€) = Prep(t, Yar,.;0) + O(e*™) é uma solugdo Sy-simétrica com
periodo T(APy, €) prézimo a T.

Observagao 5.6.10. No teorema acima estamos usando a notacao Y = (n17r,07s_1/3 + AP, AP) =
(AP, AP,), onde s € RT € escolhido convenientemente de maneira a evitar problemas de singularidades.

Demonstragao: Seja ¢(t,Y;0) a solugdo eliptica do problema de Kepler com condicdo inicial Y =
(nym,0,s~ /3 4+ AP, AP,) sobre o eixo x em uma vizinhanca de Yo = (ny,0,s'/2,0). Usando a diferen-
ciabilidade do fluxo em relagao ao parametro ¢, obtemos que a solugéo p(¢,Y,;¢) = (Q1(¢,Y;€), Q2(t,Y;€)
,Pi(t,Y5€), P2(t,Y;€)) do problema perturbado (5.62) é tal que

Q]_(t,Y, 6) = ((s—1/3 + AP]_)_St + nym +O(6("+i),
Qa2(t,Y;6) = €TQL(t,Y;0) +O(eFiFLY,

A fim de que a solugdo seja S;-simétrica é suficiente que em ¢ = T'/2 a solugdo intersecte ortogonalmente
o0 eixo x e pelo Lema 5.6.2 equacao (5.69), seguem as seguintes equagoes de periodicidade:

fl(t,Y, 6) = (371/3 —+ AP1)73% — mr +O(Ea+i) — O
(5.78)

ALY, o= QM (T/2,Y;0) +0(e) -0
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Com anotacao Y = (n1m,0,s /3 4+ AP, AP,,) := (AP, AP,). Observe que se Qél)(T/Q,Y; 0)|y_g =0
(equivalente a hipétese (a) ) e desta forma, temos que f1(T/2,Y;0)|,_, =0 e fo(T/2,Y;0)|,_, = 0.
Segue das equagoes de periodicidades (5.78)

(fiifa) s =3(sYHT/4 0
TEAPLAR) = o 90" Q" :
ST LE2) [t =T/2,Y=0,e=0 8? aAZ}Dl aAjpz =T /2, Y =0,e=0

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 2, entao existem solugoes
S1-simétricas préxima a orbita de Kepler, para o parametro e suficientemente pequeno. O jacobiano tera
posto 2 nas seguintes condigoes:

# 0, ou equivalentemente

O(f1,f
(A) Se det((liﬂ)) =T /2,Y=0,e=0

3(AP,AP;

=3(s¥3T/2 0
det ( GQ(zl) 8Q§1) = 3( 4/3)T/2 8AP2' (5.79)
OAP; OAP: / t=T/2,Y=0,e=0

desde que 8 7é 0 pela condigdo (b), segue do Teorema da Funcdo Implicita que existem fungoes
analiticas APl AP (e) e AP, = APy(e) definidas para € € [0, ¢) onde €y é suficientemente pequeno,
tal que APy (0) = 0, AP5(0) = 0. Desta forma a solugao S;-simétrica do sistema perturbado com condigéo
inicial Y, = (n17,0, 573 + APy (€), APy(€)) é o(t, Yes€) = prep(t, Ye;0) +O(e+). Esta solugio possui
perfodo T = 27m/s e estd proxima a uma solucao eliptica do problema de Kepler com mesmo perfodo
T.

(B) Se det (2120

# 0, ou equivalentemente

OEAP) |y _7 /2 v—0,e=0
s 0 )
O
det < BQ(ZU 6le) ) = 56§2P2. (5.80)
ot OAPy / 4=T/2,Y=0,e=0
desde que 8 7é 0 pela condigdo (b), segue do Teorema da Funcdo Implicita que existem fungoes

analiticas APQ APy (AP e) e T = 7(APy, €) definidas para AP} € [0,0) e € € [0,€¢) onde J e € sdo
suficientemente pequenos, tal que AP»(0,0) = 0, 7(0,0) = T. Desta forma a solugdo S;-simétrica do
sistema perturbado com condi¢ao inicial Yap, e = (n17,0, sT13 L AP, APy (AP, €)) é o(t,Yap, e;€) =
Orep(t, Yap, e;0)+0O(e*T). Esta solugao possui periodo 7(APy, €) préximo a T = 2mm/s e estd proxima
a uma solugao eliptica do problema de Kepler com periodo T'.

O(f1,f2) :
(C) Se det(a(thPi) ) ’t:T/Q,Y:O,e:O # 0, ou equivalentemente
s —3sY°T/2
det ( 09" o g%p + (359/97/2) 2% (5.81)
ot OAP, t=T/2,Y=0,e=0

a dltima desigualdade acima é equivalente a condi¢do (¢) do enunciado e assim segue do Teorema da
Funcao Implicita que existem fungdes analiticas APy = AP (APs,e) e 7 = 7(APa,€) definidas para
APy € [0,9) e € € [0,¢) onde § e ¢ sao suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, 7(0,0) = 7.
Desta forma a solugao S;-simétrica do sistema perturbado com condicio inicial Y ap, « = (n17,0, s~ /3 4
AP (APy,€),AP2) 6 0(t, Y AP, .c;€) = @rep(t, Yap, e;0)+O(e2T). Esta solugao possui perfodo 7(A Py, €)
préximo a T = 2mm/s e estd préxima a uma solugao eliptica do problema de Kepler com perfodo 7. N

Observagao 5.6.11. Como no caso espacial vale um comentdrio andlogo ao da Observacao 5.5.2 ou seja
a posicao inicial da solugcao continuada é uma perturbacdo do posicao da orbita de Kepler e a velocidade
possivelmente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da orbita kepleriana.
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5.6.7 Continuacao de solugoes elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas cartesianas no caso planar

Assumiremos a hipdtese 5.6.2 obtemos a caracterizacio de uma solugao eliptica e Sp-simétrica do problema
de Kepler nas coordenadas de Delaunay e cuja demonstragao é aniloga ao caso espacial

Lema 5.6.7. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), Pa(t); 0) solugdo eliptica do problema (5.62) com e =0,
dada nas varidveis de Delaunay (5.60), T-periddica e Sa-simétrica com condigao inicial Yo = (QY, QY, P,
PY) = (nqm, (ng + 1/2),5 3 py) sobre o eizo-y, onde ny,ny € N, s € RT, po € R com py # s~ /3 ¢
T/2=mm/s com m € N. Entdo a solu¢do rep(t) € dada pela equagio (5.77).

Teorema 5.6.5. Assuma a Hipdtese 5.6.2 e seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0), solugdo eliptica
do problema (5.62) com e = 0, como no Lema 5.6.7. Suponhamos que se verifiquem as sequintes hipdteses.

T/2 OH,y

@) " 5o ra(r, Y:O)|_dr =0

i) Se além da hipdtese (a) admitimos que

0?H,
0Q2AQ>
entdo para € suficientemente pequeno existe condi¢ao inicial Y = Yo + Y (€) com Y (e) = (0, AQ2(e),

AP (€),0) tal que o(t,Ye,€) = Orep(t, Ye;0) + O(e2T) é uma solugio Sa-simétrica com periodo T =
2rm/s.

T/2 .
®) Jo (Pre(r, Y30)|_ dr #0,

1) Ainda supondo as hipdteses (a) e (b) temos que existe condicdo inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €)
com Y (AP, €) = (0, AQ2(AP,€), APy, O),_onde € e APy sdo suficientemente pequenos pequenos, tal que
O(t, Y AP, e;€) = Prep(t, Yap, e;0) +O(e*) é uma solugio Sa-simétrica com periodo T(APy, €) prézimo
aT.

1i1) Assumindo a hipdtese (a) e também a condi¢do

0?H,

T/2 1
©) sl 0Q2AP,

0H
en(T,Y; d 3T )2) —— (rep(T, Y3
(Pran(m Y 0)|_ o+ 35T/ S onn(r Y3 O) 0,
entdo existe condi¢do inicial YaQ,,e = Yo+ Y (AQ2,€) com Y(AQ2,€) = (0, AQ2, AP (AQ2,€),0), com
€ e AP, pequenos, tal que p(t, Y AQ, i €) = @rep(t, YA ,;0) + O(e*T?) € uma solugio Sa-simétrica com
periodo T(AQ2,€) prozimo a T.

Observagao 5.6.12. No teorema acima estamos usando a notacio Y = (nym,(ng + 1/2),s7/% +
APl,pg + APQ) = (AQQ,APl)

Demonstragao: A prova é similar a prova do Teorema 5.6.4. |

Observagao 5.6.13. Nos teoremas acima 5.6.4 € 5.6.5, desde que verificadas as condigoes (a) e (b) e/ou
(¢) podemos continuar solugoes elipticas do problema de Kepler a familias de solu¢des a um pardmetro,
dependendo de € de solucies S1 e Sa-simétricas com periodo firo T = 2mm/s. Também podemos obter
familias de solugoes a dois parametros mas neste caso nao temos periodo fizo.

Observagao 5.6.14. Como no caso espacial vale um comentdrio andlogo ao da Observacdo 5.5.2 ou seja
a posicao inicial da solugcao continuada é uma perturbacdo do posicao da orbita de Kepler e a velocidade
possivelmente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da érbita kepleriana.
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Nao podemos obter um resultado que permite continuar solugoes elipticas do problema de Kepler,
duplamente simétricas no problema (5.59) usando coordenadas de Delaunay. Porém assumindo que o
problema (5.59) possui ambas simetrias S; e So entdo possivelmente alguma solugdo S;-simétrica poderd
ser também So-simétrica e vice-versa.
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5.7 Solucoes periddicas de perturbacoes do problema de Kepler
em coordenadas giratorias

Consideremos o problema cujo sistema Hamiltoniano é dado pela fungao Hamiltoniana

Loy, o, 2 1
K= 5(171- + Dy +pz) — (l‘py — YPz) — \/W
com (z,y,2) € R3\K, onde K é um compacto contendo a origem, (ps,py,p.) é o momento e Wy uma
funcao analitica em (z,v, 2, €). Usando a notagdo q = (z,y, z) e escrevendo Wy em série de Taylor em e
em torno de € = 0.

— e Wo(z,y, z,€). (5.82)

0Ws(q,0 2 0°Wa(q,0
Walqu) = Wa(q,0) + e22(@0) € 2(q,0)

Oe 2 Oe? +0(€).

A func¢do Hamiltoniana (5.82) pode ser escrita como

K = Ky — T K + O,

%M # 0, sendo 4 o primeiro natural

onde Ko = 3(pf +p; +p2) — (zpy — ypa) — ﬁ e K, 2

com esta propriedade.

Observagao 5.7.1. Observe que Kg é a fun¢do Hamiltoniana do Problema de Kepler em coordenadas
giratdrias. Desta forma a fungao Hamiltoniana (5.82) é uma perturbagdo em e do problema de Kepler
em coordenadas giratorias.

Lema 5.7.1. A expressdo xp, — yp; € a terceira componente do momento angular G.

Demonstragao: Segue diretamente do célculo de q X p. |

As equagoes de movimento associadas a fungdo Hamiltoniana (5.82) sao

E= pety,  Pe= Py e — Gt — O,
§= py—x  Py= P — G+ O(er ), (5.83)
z= Pz, pz = - quua - GQ% + O(€a+i).

Observamos que o sistema acima nao é um sistema mecanico.

No que segue, vamos proceder de maneira semelhante a Secdo 5.2 para obter solugbes simétricas
periddicas, de maneira que vamos descrever o sistema (5.83) nas coordenadas de Delaunay e Poincaré-
Delaunay.

A funcdo hamiltoniana (5.82) nas coordenadas de Delaunay tem a forma
1 ) .
K(QP.e)=—55r —Ps + MK (Q,P) + O(ex T, (5.84)
i

onde Q = (Q1,Q2,Q3) e P = (P, Py, P3). As equagdes de movimento do problema perturbado nas
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coordenadas de Delaunay sao dadas por

. 1 . . .
Qi =53 +0(e*"), Pi= 0+0(e*),
1
Qs =0  +0(e"T), Py= 0+0(eT), (5.85)
Qg = 71 +O(Ea+i), Pg = 0 + O(€a+i).

J4 nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1) a fungdo Hamiltoniana (5.82) é dada por

1 . )
K(QP,0) =~ oy — Py *HEL (Q,P) 4+ O, (5:36)
1

com sistema hamiltoniano associado da forma

Q=55 O, Pi= 0+0(e"),

1
Qs =0  +0(e"T), Py= 0+0(eT), (5.87)
Qg = 71 +O(Ea+i), Pg = 0 + O(EQJH;).

e finalmente, a fun¢ao Hamiltoniana (5.82) nas coordenadas (PD — 2) é dada por

1 2+P2+ 2+P2
*P1+Q2 2 Q3 3

H Pe)=——
(Q7 76) 2P12 D)

+ T H (Q,P) 4+ O(e* T, (5.88)

sendo que o sistema Hamiltoniano associado é da seguinte forma

) 1 a+i 5 a+i
le(ap—1+@&+h P = 0+ O(e* ),
QQ = P2 _|_O(€O¢+i)7 PQ == _QQ —|— O(eaJri)’ (589)
Q3 = P3 _|_O(€O¢+i)7 Pg = —Q3 —|— O(EaJri).

Observagao 5.7.2. Novamente vamos considerar a solucao circular ou eliptica do problema de Kepler
bem como a sua vizinhanca U de maneira que nao intersecte o compacto U e desta forma os sistemas
(5.85), (5.87) e (5.89) nao apresentam problemas de singularidades (veja Figura 5.1).

Nas préximas secoes, usando a diferenciabilidade do fluxo em relacao ao parametro €, a solugao do
problema perturbado, nos problemas (5.85), (5.87) ou (5.89) é como no Lema ?7.

5.8 Continuagao de orbitas circulares do problema de Kepler
em coordenadas giratorias

Nesta secao vamos obter solugoes periddicas simétricas proximas a solugoes circulares do problema de
Kepler em coordenadas giratérias. Consideraremos separadamente as simetrias Sy, So e também solugoes
duplamente simétricas em dois sentidos: &7 e Sa-simétricas e S; e Sz-simétricas. Utilizaremos também
as coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1) e (PD — 2) e veremos as diferentes familias de solugoes
que se pode obter para o problema (5.83).
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5.8.1 Continuacgao de orbitas circulares S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratoérias

Hipétese 5.8.1. Suponhamos que a fun¢ao Wy € invariante sobre a reflexdo S1.

Lema 5.8.1. Seja prep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.83) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), T-periddica e Sy-simétrica com
condigdo inicial Yo = (QY,Q9,Q%, PP, P9, PY) = (nym,0,nam, 5~ 1/3,0,p3) onde ny,ny € N, p3 € R e
T/2 =mm/s, desde que s =m/n com m,n € N. Entdo a solu¢do @iep(t) é dada por

Q1(t) =st+QY, Pi(t) =P,
Q3(t) =—t+QY, Py(t) = PY.

Observagao 5.8.1. Lembrando que a inclinag¢do do plano orbital é dada por i = arccos(H/G) e desta
maneira em termos das coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1), seque que se p3 é arbitrdrio, entdo
a solug@o @rep(t) possui plano orbital com qualquer inclinacdo.

Demonstracao: Consideramos ¢gep(t, Yo;0) a solugdo circular do problema de Kepler (equagao (5.83)
com € = 0) dada nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD —1) com condigéo inicial Yy = (ny7,0, nam,
s71/3,0,p3) € L£,. Para satisfazer a condicdo que em T/2 a solucdo esteja em L; é suficiente que se
verifiquem as seguintes equacoes de periodicidade:

Ql(T/2aY0;0) = ST/2+N17T =
Q2(T/2,Y0;0) =0 =
Qs3(T/2,Y0;0) =-T/2+nom =

—~

m+nq)m,

o

)
ng — n)m,

—~

com m,n € N, n > na. As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando-se T/2 = mm/s e s = m/n,
com m,n € N. Esta solugao também possui plano orbital com qualquer inclinacao ja que ps é arbitrario.

Teorema 5.8.1. Assuma a Hipdtese 5.8.1 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solucao circular T-periddica do problema (5.87) com € = 0, como no Lema 5.8.1. Suponhamos que se
verifiquem as sequintes hipoteses

T/2 0K,

(a’) fo @(@kep(th§O))’Y:Odt =0 (591)
e
1)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
0’K
b) [ : . 5.92
0) Jy"* 5550, Prest: VO], _ i #0 (592)

Entao existe condi¢ao inicial Y ap,.e = Yo+ Y (APs,€) comY (APs,¢) = (0, AQ2(APs,€),0, AP, (APs,¢),
0,AP3), com € e APs pequenos, tal que o(t, Y apy.e,€) = @rep(t, Yap, ;0) + O(e*T?) € uma solugio Sy -
simétrica com periodo T(AP3,€) prézimo a T e estd prézima ao circulo em um plano com qualquer
inclinacio, dependendo da constante ps, e cujo raio é s—2/3.

11)— Suponha que além da hipdtese (a) considerarmos

©) T2 O*K,y

0 m((pkep(t7y; 0)) Y:odt # 0,
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entdo existe condi¢do inicial Y aQ,,e = Yo+ Y(€) com Y (€) = (0, AQ2,0, AP (AQ2,€),0, AP;(AQ2,¢)),
com € e AQ2 pequenos, tal que p(t, Y AQ,.;€) = Prep(t, YaQ,,6;0) + O(€2T) € uma solugio duplamente
simétrica com periodo 7(AQa,€) proximo a T e estd prozima ao circulo em um plano com qualquer
inclinacio, dependendo da constante ps, e cujo raio é s—2/3.

Observagao 5.8.2. Nas condi¢oes (a), (b) e (¢) do Teorema 5.8.1 estamos usando a notagio Y =
(nym,0,n9m, s Y3+ APy, APy, p3+AP3) := (AP, APy, AP3), onde s € RT ¢ escolhido convenientemente
para evitar problemas de singularidades.

Demonstragao:  Consideremos o sistema perturbado (5.87) com e # 0 e suficientemente pequeno
e Y = (nym, 0,nom, s~ /3 + AP, APy, p3 + APs) € L£; uma condicdo inicial em uma vizinhanca de
Yo, onde Yy é como no Lema 5.8.1. Seja @kep(t, Y;0) a solugdo do problema de Kepler com condi¢ao
inicial Y, entao usando a diferenciabilidade do fluxo em relagao ao parametro e, obtemos a solugao
0(t,Y;€) = orep(t, Y;0) + O(e*T) do sistema perturbado, a qual satisfaz

Qi(t,Y, &)= (sTV3+AP)Bt+nmr +0(et) =0,
Q2(t7 Yv 6) = €a+iQél)(tv Y; 0) +O(€a+i+l) - 07
Q?)(ta Y, 6) = —t+nom +(9(€a+i) =0.

Para que a solugdo seja Sp-simétrica é suficiente que em ¢t = T'/2 a solugdo intersecte ortogonalmente o
sub-plano £; e desta forma, seguem do Lema 5.3.4 equacao (5.28), as seguintes equagoes de periodicidade:

Y, e)= (sTV/2+AP) 3t —mm +0(e*™) =0,
Y. = QV(tY;0) 1O =0, (5.93)
[3t,Y, )= —t+nr +0(e*T)  =0.

Observe que se le)(T/2,Y;O)|Y:0 = 0 (equivalente a condigdo (a) do enunciado) entdo segue que

fl(T/2,Y7e)’Y:0 = fg(T/2,Y,e)|Y:0 = fg(T/2,Y,6)|Y:0 = 0. Das equagodes de periodicidade (5.93)
segue que

s =3(sYHT/4 0 0
A(f1,f2,f3) _ QLY QLY oY aprH
OAPLAPAPs) |y _1/5 y—0,e=0 ot AP, dAP, OAP;
-1 0 0 0

t=T/2,¥Y=0,e=0

Do Teorema da Fungao Implicita segue que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solugoes
S1-simétricas préoximas a 6rbita de Kepler, para o parametro e suficientemente pequeno. A fim de que o
Jacobiano acima tenha posto trés, é suficiente que se verificam as seguintes possibilidades:

I(f1f2,f: .
(A) Suponhamos que det(mt,(%%)t:wzyzo,e:o £ 0, ou seja,

0 =3s3L 0 o
9 (1) ) (1) ) (1) _ 4/3 aQ 1
det | 29 SR 3% = 35T 2R | om0 # 0 (5.99)
-1 0 0

t=T/2,Y=0,e=0

Esta tltima condi¢do é equivalente a hipdtese (b) do enunciado e assim segue do Teorema da Fungéo
Implicita existem fungoes analiticas APy = AP (APs,¢), APy = APy(APs,¢) e 7 = 7(AP;5, ¢) definidas
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para |e] < eg |AP;| < § onde € e ¢ sao suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) =0, AP,(0,0) =0
e 7(0,0) = T. Desta forma a solu¢ao S;-simétrica do sistema perturbado com condicao inicial Yap, . =
(nym,0,n9m, 5713 + AP (AP3,€), APy(APs,€),p3 + APs) é o(t, Yap, e;€) = Prep(t, Ye;0) + O(e2T).
Esta solucdo possui periodo 7 préximo a T' = 2wm/s, desde que s = m/n onde m,n € N; e estd préxima
a uma solucéo circular do problema de Kepler de raio s~2/3 e tem plano com qualquer inclinacio (desde
que p3 seja tal que se verifique as hipéteses (a) e (b) do Teorema).

(B) A segunda possibilidade é det ( OUf12.f3)

FLAP AP )t:T/2,Y:0,e:0 # 0, equivalentemente

s =3s543T/)2 0

- _ _a.4/37/90P5"
det| L S o = =350 /25% 0 |y oo 70 (5.95)
2 2 2

ot OAP; OAPs t=T/2,Y=0,e=0

A desigualdade acima é equivalente a condigdo (¢) e temos pelo Teorema da Funcdo Implicita que
existem fungoes analiticas AP, = AP (APy,€), AP = AP;(APy,¢) e 7 = 7(APs,€) definidas para
le] < €0 |AP2| < & onde § e ¢ sdo suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, AP3(0,0) =0 e
7(0,0) = T. Desta forma a solu¢do S;-simétrica do sistema perturbado com condicdo inicial Yap, . =
(17, 0,n2m, s /3 + AP (APy, €), APy, p3+ AP (AP, €)) 6 p(t, YAP,.c;€) = Prep(ts Yap,.¢;0)+O(e2F).
Esta solugao possui perfodo 7 préximo a T = 2wm/s, desde que s = m/n onde m,n € N; e estd proxima
a uma solucio circular do problema de Kepler com periodo T, raio s~2/3 e tem plano com qualquer
inclinagao (desde que ps3 seja tal que se verifique as hipéteses (a), e (¢) do Teorema).

Observagao 5.8.3. Aqui também vale um comentdrio andlogo ao da Observagdo 5.4.3 ou seja a posi¢do
wicial da solucdo continuada € uma perturbacao do posicao da orbita de Kepler e a velocidade possivel-
mente poderd também ser uma perturbacdao da velocidade da orbita kepleriana.

Podemos obter outro resultado que permite continuar solucoes Sp-simétricas utilizando as coorde-
nadas de Poincaré-Delaunay (PD — 2). A diferenga estd que no préximo teorema poderemos garantir
a continuacao de solugoes circulares para qualquer perturbagao do problema de Kepler em coordenadas
giratdrias, ou seja, nao vamos exigir nenhuma condicao sobre a fungao W, a menos daquelas feitas inicial-
mente. Porém em relagao ao Teorema 5.8.1, poderemos continuar um nimero mais restrito de solugoes
visto que no préximo teorema somente solugoes no plano-(z,y) podem ser continuadas.

Lema 5.8.2. Seja iep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solucdo circular do problema em
coordenadas giratorias (5.83) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD —2), T-periddica
e S1-simétrica com condigdo inicial Yo = (Q9,Q9,Q%, P?, PY, PY) = (nym,0,0,51/3,0,0), onde ny € N,
seRY eT/2=mm/(s—1) com m € N satisfazendo m/(s —1) ¢ N. Entdo a solu¢o ppep(t) € dada por

Ql(t) = (8_1)t+Q(1J? Pl(t) :Ploﬂ
Q2(t) = QYcost+ Pdsent, Py(t) =—QYsent + P cost, (5.96)
Q3(t) = QYcost+ P)sent, P3(t) = —QYsent + P cost,

A solugao estd contida no plano-(z,y).

Observagao 5.8.4. A inclinagao do plano orbital é dada por i = arccos(H/G) e desta forma se G = H
entdo seque que 1 =0, ou seja o plano orbital coincide com o plano-(z,y).

Demonstracdo:  Consideremos a solugdo circular ¢gep(t, Yo;0) do problema de Kepler em coorde-
nadas giratérias, descrito nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 2) com condicao inicial Yy =
(n17, 0,0, s~1/3, 0,p3) € L. Para que esta solugao seja Sy-simétrica é suficiente que no instante ¢t = 7'/2
ela intersecte o sub-plano £; ortogonalmente e pelo Lema 5.3.5 equagdo (5.31) é suficiente que se verificam
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as seguintes equacoes de periodicidade:

Qu(T/2,Y0) =(s=DT/2+ (m)r = (m+n)m,
QQ(T/Qv YO) = 0 0’
Q3(T/2,Yo) =pssent 0

onde m € Ne s € RT. As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando p3 =0e T/2 = mm/(s —1).
Observe que poderfamos tomar T'/2 = km, s—1 = (2m+1)/2k e ps arbitrdrio e também terfamos verificado
as equagotes de periodicidade, mas por motivos que ficarao mais claro posteriormente nao faremos esta
escolha. Desde que p3 = g3 = 0 segue que G = H e portanto a solugdo ¢k, (t) possui plano orbital com
inclinagao nula. |

Teorema 5.8.2. Assuma a Hipdtese 5.8.1 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular do problema (5.89) com € =0, como no Lema 5.8.2. Entdo:

i)— Euiste condigdo inicial Y = Yo + Y(e) com Y(e) = (0,0,0,APi(c), AP(€), APs(e)) tal que
0(t,Ye; €) = @rep(t, Ye;0) + O(e*) € uma solugao Sy-simétrica com periodo T = 27m/(s — 1), desde
que m/(s — 1) ¢ N. Além disso esta solucdo estd prézima de um circulo do plano-(x,y) com raio s=2/3.

1i)— Eziste condi¢do inicial Yap, e = Yo+ Y(APi,€) com Y(AP,€e) = (0,0,0, AP, AP,(AP¢),
AP;(APy,€)), come e APy pequenos, tal que o(t, Y ap, e;€) = Prep(t, Yap,,;0)+O(e2T) é uma solugdo
Sy -simétrica com periodo T(APy,€) prézimo a T = 2rm/(s — 1) desde que m/(s — 1) ¢ N. Além disso
esta solugdo estd prérima de um circulo do plano-(x,y) com raio s~

Observagao 5.8.5. No Teorema (5.8.4) estamos usando a seguinte nota¢io Y = (nlw,0,0,s_l/?’ +
AP, APy, AP;) := (AP, AP>, AP;), onde s € Rt € escolhido convenientemente para evitar problemas
de singularidades.

Demonstragao: Consideremos ¢(t, Y;€) solugdo do problema perturbado (5.89) para e suficientemente
pequeno com condigio inicial Y = (ny7,0,0,5~/3 + AP;, APy, AP3) € £; numa vizinhanca de Yy =
(n17,0,0,s~/3.0,0). Usando a diferenciabilidade do fluxo em relacio ao parametro € e sendo Prep(t, Y;0)
solugdo do problema de Kepler com condigao inicial Y, obtemos que ¢(¢,Y,€) = orep(t, Y, 0) + O(e*),
a qual satisfaz

Q:1(t,Y;¢) =((s -1/3 4 Apl) — D)t +nym Jro(eourz) -0,
Py(t,Y;e) = APssent +O(e2F) = 0,
Ps(t,Y;e) = APssent +O(e+) = 0.

Para que a solugdo seja S;-simétrica, é suficiente que no instante ¢ = T'/2 a solugdo intersecte ortogonal-
mente o sub-plano £;. Seguem do Lema 5.3.5 equacao (5.31), as seguintes equagoes de periodicidade:

ALY = (s34 AP) P — Dt —mr +0(e+) = 0,
f2(t,Y;e) = APysent +0(e*) = 0, (5.97)
f3(t,Y;¢) = APssent +0(e*T) = 0,
onde m € N. Observe que f1(7/2,Y,0) ’ = f2(T/2,Y,0) ‘Y:O = f3(T/2,Y O)|Y:0 = 0. Por outro
lado, das equagoes de periodicidade (5.9 t mos que
) s—1 —3(sY3)1/2 0 0
a(t,A(zfll,’fﬁf)APs) = 0 0 senT'/2 0

t=T/2,Y=0,e=0 0 0 0 senT/2 ) _1ny 0.

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes
So-simétricas proximas a érbita de Kepler, para o parametro € suficientemente pequeno. Aqui fica claro
por que nao tomamos, nas equagoes de periodicidade da solugdo do problema de Kepler T/2 = k7, pois
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terfamos o jacobiano acima totalmente degenerado. A fim de que o Jacobiano acima tenha posto trés, é
suficiente que se verificam as seguintes possibilidades:

o] NE .
(A) Suponhamos que det(%%:ﬂzy:o,e:o £ 0, ou seja,

—354/3T/2 0 0
det 0 senT/2 0 = —35%3T/2sen?(T/2) # 0. (5.98)
0 0 senT/2

t=T/2,Y=0,e=0

Supondo que T'/2 # kn para todo k € N entado segue do Teorema da Fungao Implicita que existem
funcdes analiticas , APy = AP;(e), AP, = APy(e) e AP; = APs(e) definidas para |e] < ey com ¢
suficientemente pequeno, tal que , AP;(0) = 0, AP>(0) = 0 e AP3(0) = 0. Desta forma a solucao Si-
simétrica do sistema perturbado com condicio inicial Y, = (nim,0,0,s~ Y3 + APy (€), APy (€), AP3(e)) é
0(t,Ye;€) = @rep(t, Ye;0) + O(e*T). Esta solugao possui perfodo 7 préximo a T'= 2rm/(s — 1), desde

que m/(s — 1) ¢ N e estd préxima a uma solucao circular do problema de Kepler de raio s~2/% e tem
plano com inclinagao nula.
(B) A segunda possibilidade é det(%%:wzy:o,ezo # 0, equivalentemente
s—1 0 0
det 0 senT/2 0 = (s —1)sen?(T/2) # 0. (5.99)
0 0 senT/2

t=T/2,Y=0,e=0

Novamente supondo que T'/2 # kr para todo k € N, entdo segue do Teorema da Funcao Implicita que
existem fungoes analiticas APy = APy(APy,¢), AP3s = AP;(AP,¢) e 7 = 7(APy,€) definidas para
le| < € e |AP1| < 0, onde J e ¢ sao suficientemente pequenos, tal que AP»(0,0) = 0, AP5(0,0) =0 e
7(0,0) = T. Desta forma a solu¢do S;-simétrica do sistema perturbado com condicdo inicial Yap, . =
(n17m,0,0,57Y3 + AP, APy (AP, €), AP3(AP1,€) é o(t, YAp, c;€) = Prep(t, Yap, ;0) + O(e*+?). Esta
solucdo possui perfodo 7 préximo T = 27m/(s — 1) e estd préxima a uma solugao circular do problema
de Kepler a qual tem perfodo T', raio s~2/3 e plano com inclinacéo nula. |

Observagao 5.8.6. Analisamos agora a relagdo entre posicdes e velocidades iniciais da orbita de Kepler
e da solugdo continuada. Lembramos que a condicdo inicial da orbita de Kepler é dada por

Yo = (nm17,0,0,57 /3,0, p3),
e da solugao continuada € dada por
Y = (n17,0,0, s~V3 L AP, AP, AP;),
ambas sobre o eizo x e em termos das coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1).

Observamos que o acréscimo APy faz com que a condicdao inicial da solugao continuada tem posicao
diferente da orbita de Kepler.

Ja o o acréscimo APy pode ser resultado do acréscimo em Py ou além de Py, de um acréscimo
do momento angular G (lembre que P, = \/2(L — G)cosg ). Se estamos no primeiro caso, ou seja, o
acréscimo APy se deve somente ao acréscimo de Py, entao o acréscimo APs (o qual pode ser resultado
de uma acréscimo em G ou em H) determinard um acréscimo na terceira componente H = G cosi
do momento angular, desta forma deve haver um acréscimo em i (inclinagao do plano orbital) e assim
a velocidade nao tem a mesma direcio da velocidade inicial da orbita do problema de Kepler. Se o
acréscimo APy se deve também a um acréscimo de G e sendo G =||r x I ||=| ¢ ||| £ || send, onde 0 € o
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angulo entre r e I seque que o acréscimo em G pode ser resultado de um acréscimo em 1 ou em 0. Desta
forma a solugao continuada pode ter velocidade inicial diferente daquela da orbita de Kepler.

Resumindo, a posicao inicial da solugao continuada € uma perturbagdo do posicdo da orbita de Kepler
e a velocidade possivelmente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da drbita kepleriana.

Observagao 5.8.7. Comparando as solugoes Sy-simétricas obtidas dos Teoremas 5.8.1 e 5.8.2 acima,
percebemos que mo primeiro caso, podemos continuar solugoes circulares do problema de Kepler com
qualquer inclinacao e obter familias de solugdes periddicas Si-simétricas a dois parametros, desde que
a fungdo Wy satisfaca as condigées (a), (b) e (¢) ali descritas. No Teorema 5.8.2 podemos continuar
solugoes circulares do problema de Kepler que estdo contidas no plano-(x,y) e obter familias de solugdes
periodicas S1-simétricas a um parametro, dependendo de €, e a dois parametros. Neste caso nao hd
restrigoes sobre a func¢do perturbadora Wy mas hd restri¢oes sobre o valor de s, que determina o valor do
rato da orbita a ser continuada.

5.8.2 Continuacao de 6rbitas circulares S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratoérias

Hipétese 5.8.2. Suponhamos que a funcdo Wy € invariante pela reflexdo So.

Lema 5.8.3. Seja prep(t) = (Q1(¢), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.83) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), T-periddica e Sa-simétrica com
condicdo inicial Yo = (QV,Q9,Q9, PY, P9, PY) = ((ny + 1/2)m,0,nom,s~/3,0,p3) onde ny,ny € N,
ps € R e T/2 = mm/s, desde que s = m/n onde m,n € N. Entdo a solu¢do pgep(t) € dada pela
equacdo 5.90. Desde que p3 € arbitrdrio, seque que a solu¢do Yrep(t) possui plano orbital com inclinacdo
arbitrdrio.

Demonstragao: Consideramos ¢gep(t, Yo;0) a solugdo circular do problema de Kepler (equagao (5.83)
com € = 0) em coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD—1) com condicao inicial Yy = ((n1+1/2)7,0, na,
s71/3,0,p3) € Lo. Para satisfazer a condicio que em T/4 a solugdo estd em Lo é suficiente que se
verifiquem as seguintes equacoes de periodicidade

Q1(T/2,Y0;0) =sT/24+ (n1+1/2)r = (m+ny +1/2)m,
Q3(T/2,Yo; O) = —T/2 4+ nom = (n2 — TL)TF,
Py(T/2,Y:0) =0 0,

com m,n € N, n > ng. As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando-se n = 0 e T/2 = mm/s,
desde que s = m/n onde m,n € N. Esta solu¢do também possui plano orbital com qualquer inclinagao
ja que ps é arbitrario. |

Teorema 5.8.3. Assuma a Hipdtese 5.8.2 e seja rep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular T-periédica do problema (5.87) com € = 0, como no Lema 5.8.3. Suponhamos que se
verifiquem as sequintes hipoteses

T/2 8K1
puniet Y: _ '
(@) Jo 90, (Prep(t, ,0))’Y:Odt 0 (5.100)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos

PK

b) J? T (e (1, Y50 dt # 0. 5.101

®) Jo 90,000, Frer(t Y ))‘Y:o 7 (5.101)
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Entao existe condi¢ao inicial Y ap,.e = Yo+ Y (APs,€) com Y (APs,¢) = (0, AQ2(APs,€),0, AP, (APs,¢),
0,AP3), com € e APs pequenos, tal que o(t, Y ap,.e;€) = @rep(ty Yap, e;0) + O(e* 1) € uma solugio Sa-
simétrica com periodo T(APs,€) prézimo a T e estd prozima ao circulo de raio s72/3 em um plano com
qualquer inclinacao, dependendo da constante ps.

11)— Suponha que além da hipdtese (a) considerarmos

() (172 0*K,y

0 m(%w(tya 0)) Y=0dt # 0,

entdo eziste condi¢cdo inicial YAQ, e = Yo+ Y (AQ2, €) com Y (AQ2,€) = (0, AQ2,0, AP (AQ2,€),0,AP;
(AQ2,€)), com € e AQ2 pequenos, tal que ©(t, Y AQs.c;€) = Pkep(ts YAQs,e;0) + O(e*t?) é uma solugdo
Sa-simétrica com periodo T(AQ2,€) prozimo a T e estd prozima ao circulo em wm plano com qualquer
inclinacdo, dependendo da constante ps, e cujo raio é s—2/3.

Observagao 5.8.8. Nas condigdes (a), (b) e (¢) do Teorema 5.8.3 estamos usando a notagio Y = ((n1+
1/2)m, AQ2,0, 5 /3 4+ APy, 0, p3+AP3) := (AQ2, APy, APs), onde s € R € escolhido convenientemente
de maneira a evitar problems de singularidades.

Demonstragao: A prova segue de maneira similar a demonstragao do Teorema 5.8.1. |

Observagao 5.8.9. Aqui também vale um comentdrio andlogo ao da Observagdo 5.4.6 ou seja a posicdo
inicial da solucdo continuada é uma perturbacao do posicao da orbita de Kepler e a velocidade possivel-
mente poderd também ser uma perturbacdo da velocidade da orbita kepleriana .

Da mesma maneira que no caso de solugoes S1-simétricas podemos obter outro resultado que permite
obter familias de solugoes periddicas Sp-simétricas utilizando as coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD—
2). Novamente neste caso, ndo vamos exigir nenhuma condigao sobre a fun¢ao Wy a menos daquelas feitas
inicialmente.

Lema 5.8.4. Seja viep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema em
coordenadas giratdrias (5.83) com e = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD —2), T-periddica
e Sy-simétrica com condigdo inicial Yo = (QV,Q9,Q9, PP, P9, PY) = ((n1 +1/2)7,0,0,5s~/3,0,0) sobre
Lo, ondeny €N, s e Rt e T/2=mm/(s — 1) com m € N satisfazendo m/(s — 1) ¢ N. Entao a solugdo
Crep(t) € dada pela equagio 5.96. Desde que ps = q3 segue que a inclinagao do plano orbital desta solugdo
e zero, ou seja, estd contida no plano-(x,y).

Demonstragdo: Consideremos a solugao circular ., (¢, Yo;0) do problema de Kepler em coordenadas
giratérias, descrito nas coordenadas de poincaré-Delaunay (PD — 2) com condigdo inicial Yy = ((n1 +
1/2)7,0,0,s~/3,0,p3) € Lo. Para que a solucio seja Sp-simétrica é suficiente que no instante t = 7/2 a
solucdo intersecte ortogonalemente o sub-plano L e pelo Lema 5.3.5 equagdo (5.32) é suficiente que se
verifiquem as seguintes equacoes de periodicidade:

Qu(T/2,Yo) = (s=DT/2+ (m +1/2)x = (m+n+1/2)7,
Q3(T/2,Yo) = pssent
Py (T/2,Yy) =0

0,
0.

Onde m € Ne s € RT. As equagoes de periodicidade sao satisfeitas tomando p3 =0 e T/2 = mm/(s —1).
Observe que poderiamos tomar T'/2 = kr, s—1 = (2m+1)/2k e p3 arbitrério e também terfamos verificado
as equagoes de periodicidade, mas por motivos que ficarao mais claro posteriormente nao faremos esta
escolha. Desde que ps = g3 = 0 segue que @gep(t) possul plano orbital com inclinagdo nula. [ |
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Teorema 5.8.4. Assuma a Hipdtese 5.8.2 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular do problema (5.89) com ¢ =0, como no Lema 5.8.4. Entdo:

1)— Para e suficientemente pequeno, existe condigdo inicial Y. = Yo+Y (€) com Y (¢) = (0, AQ2(e),
0, AP (€),0,APs(e)) tal que p(t, Y aps.e; €) = Prep(t, Yap,.e; 0)+O(e*1?) é uma solugio Sy-simétrica com
periodo T = 2mm/(s — 1) desde que m/(s — 1) ¢ N. Além disso esta solugdo estd prozima de um circulo
do plano-(z,y) com raio s~2/3.

ii)— Eziste condigao inicial Y ap,.e = Yo+ Y (AP, €) com Y(APs, e) = (0, AQ2(APs,€),0, AP, (AP
,€),0,APs), com € e AP pequenos, tal que p(t, Y ap,.c;€) = Prep(t, Yap,.;0) + O(e*T) é uma solugdo
Sa-simétrica com periodo T(APs,€) prozimo a T = 2mm/(s — 1) desde que m/(s — 1) ¢ N. Além disso
esta solugdo estd préxima de um circulo do plano-(x,y) com raio s72/3

Observacao 5.8.10. No Teorema (5.8.4) estamos usando a notacio Y = ((n1 +1/2)w, AQ2,0,5~ /3 +
AP,0,p3 + AP3) := (AQ2, AP, AP3), onde s € RT € escolhido convenientemente de maneira a evitar
problemas de singularidades.

Demonstragao: Consideremos p(t, Y; €) solu¢do do problema perturbado (5.89) para € suficientemente
pequeno com condicdo inicial Y = ((ny + 1/2)7, AQ,0,5~ /3 + AP;,0,AP3) € L, numa vizinhanca
de Yy, Yy como no Lema 5.8.4. Usando a diferenciabilidade do fluxo em relacdo ao parametro € e
sendo @gep(t,Y;0) solucdo do problema de Kepler com condicao inicial Y, entdo temos que ¢(t, Y;e) =
Orep(t,Y;0) + O(e*T). Para que a solugdo seja Sp-simétrica, é suficiente que no instante ¢ = 7'/2 ela
intersecte ortogonalmente o sub-plano £5. Seguem do Lema 5.3.5 equagdo (5.32), as seguintes equagoes
de periodicidade

[tY5e) = (s 4+HAP) 3 — Dt —mm +0(e*H) =0,
fa(t,Y;¢) = APssent _|_0(€a+i) —0, (5.102)
f3(t,Ys€) = —AQzsent +O(e ) =0

Onde m € N. Observe que fl(T/Q,Y;O)|Y:0 = fo(T/2,Y;0
lado, das equagoes de periodicidade (5.102) temos que

Ny_o = f3(T/2,Y;0)|y,_, = 0. Por outro

o ot s—1 0 —3(s*/3)T/2 0
T = 0 0 0 T/2
O(t,AQ2,APLAP) |7/ yvy—g =0 0 —senT)2 0 Seno /

t=T/2,Y=0,e=0

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes
So-simétricas préximas a orbita de Kepler, para o parametro e suficientemente pequeno. Novamente,
observe que se tivéssemos tomado T'/2 = k7 terfamos o jacobiano acima totalmente degenerado. A fim
de que o Jacobiano acima tenha posto trés, é suficiente que se verificam as seguintes possibilidades:

A(f1fz2, .
(A) Suponhamos que det(%%:Tﬂ,Y:u,e:o # 0, ou seja,

0 —3s54/3T/2 0
det 0 0 senT/2 = —3s%/3T/2sen?(T/2) # 0. (5.103)
—senT/2 0 0

t=T/2,Y=0,e=0

Supondo que T/2 # kx para todo k € N, entao segue do Teorema da Fun¢ao Implicita que existem fungoes
analiticas , AQ2 = AQ2(e), AP, = AP (€) e AP; = APs(¢) definidas para |e| < ey com € suficientemente
pequeno, tal que, AQ2(0) = 0, AP;(0) = 0 e AP;(0) = 0. Desta forma a solugdo Sp-simétrica do
sistema perturbado com condigao inicial Y. = ((ny + 1/2)7, AQ2(¢), 0,5 /3 + AP (¢),0, p3 + AP3(¢)) é
0(t,Ye;€) = @rep(t, Ye;0) + O(e2T). Esta solugao possui perfodo 7 préximo a T'= 2rm/(s — 1), desde
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que m/(s — 1) ¢ N e estd préxima a uma solugao circular do problema de Kepler de raio s72/3 e tem
plano com inclinagao nula.

(B) A segunda possibilidade é det(%)t:w2 v—0.c—o 7 0, equivalentemente

s—1 0 0
det 0 0 senT/2 = (s —1)sen?(T/2) # 0. (5.104)
0 —senT/2 0

t=T/2,Y=0,e=0

Novamente desde que T/2 # km para todo k € N, segue do Teorema da Fungéo Implicita que existem
fungoes analiticas AQs = AQ2(APs,€), AP, = AP;(APs,e) e 7 = 7(APs,€) definidas para |AP;|d,
le < €o onde 0 e ¢ sdo suficientemente pequenos, tal que AQ2(0,0) = 0, AP;(0,0) = 0 e 7(0,0) =
T. Desta forma a solucdo Sa-simétrica do sistema perturbado com condigdo inicial Yap, . = ((n1 +
1/2)7, AQ2(APs,€),0, 573 + AP (APs,€),0,p3 + APs) é o(t, Yap, e;€) = Prep(t, Yap, ;0) +O(e2T).
Esta solugdo possui perfodo 7 préximo T = 2wm/(s — 1) e estd préxima a uma solugao circular do
problema de Kepler a qual tem periodo T, raio s~2/% e plano com inclinacio nula. |

Observagao 5.8.11. Aqui também vale um comentdrio andlogo ao da Observacao 5.8.6 ou seja a posi¢ao
inicial da solucdo continuada é uma perturbagao do posicao da orbita de Kepler e a velocidade possivel-
mente poderd também ser uma perturbacdao da velocidade da orbita kepleriana.

Observacao 5.8.12. Para as solucoes Sy-simétricas obtidas dos Teoremas 5.8.83 e 5.8.4 wvale um co-
mentdrio similar a Observagao 5.8.7

5.8.3 Continuacao de érbitas circulares duplamente simétricas ( S; e So-
simétricas) do problema de Kepler em coordenadas giratdrias

Hipétese 5.8.3. Suponhamos que a funcdo Wy € invariante pelas a reflexoes S; e So.

Lema 5.8.5. Seja prep(t) = (Q1(¢), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.83) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), T-periddica e duplamente
simétrica (com respeito a simetrias Sy e Sa) com condigdo inicial Yo = (QY,Q3,Q%, PY, PY, P)) =
((n1 + 1/2)71',0,71271’,

s7Y3 p3) € Ly onde ny,ng €N, T/4=nm e s = (2m +1)/2n onde m,n € N. Entdo a solucio prep(t)
¢ dada pela equagao (5.90). Desde que ps € arbitrdrio, seque que a solugGo rep(t) possui plano orbital
com inclina¢ao arbitrdria.

Demonstragao: A demonstracao é andloga a Lema 5.8.3 e com a mesma notacao deste lema, segue
que as equacgoes de periodicidade sao:

Q1(T/4,Yo) = (s — )T/A+ (n +1/2)x = (m+ns+ D,
Q2(T/4,Yy) =0 =0,
Qs(T/4,Yy) =-T/4+ nam = (ng — n)m.

Onde m € N e s € RT. As equagoes de periodicidade sio satisfeitas tomando-se T/4 = nr e s =
(2m + 1)/2n. Desde que ps é arbitrdrio segue que o plano orbital tem qualquer inclinagéo. |

Teorema 5.8.5. Assuma a Hipdtese 5.8.3 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular do problema (5.89) com € = 0, como no Lema 5.8.5. Entao existe condi¢ao inicial
YvAp376 = Yv(]-|-Y(A.P37 E) com Yv(A.Pg7 6) = (0, AQQ(AP37 6), 0, APl(AP37 6), 0, A.Pg) t(ll que Qﬂ(t, YAPg,e; 6)
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= Vkep(t, Yapr,.;0) + O(e*) é uma solugio duplamente simétrica (com respeito a simetrias Sy e Sa)
com periodo T(APs,€) prézimo a T = 4nm onde s = (2m + 1)/2n. Esta solugdo estd prdézima a um
circulo em um plano com qualquer inclinacdo, dependendo de ps e com raio s—2/3.

Observacgao 5.8.13. No teorema acima estamos usando a nota¢io Y = ((ny + 1/2)m, AQ2,0, s /3 +
AP,0,p3 + AP3) := (AQ2, AP, AP3), onde s € RT € escolhido convenientemente de maneira a evitar
problemas de singularidades.

Demonstragao: Consideremos o sistema perturbado (5.87) com ¢ # 0 e suficientemente pequeno e
Y = ((ny + 1/2)7, AQ2,0,5 /% + APy,0,p3 + AP3) € L5 uma condicio inicial em uma vizinhanca de
Yy, onde Y e como no Lema 5.8.5. Seja ¢rep(t, Y;0) a solugdo do problema de Kepler com condicao
inicial Y, entdo usando a diferenciabilidade do fluxo em relacdo ao parametro e, obtemos a solucao
0(t,Y;€) = Orep(t, Y;0) 4+ O(e*+?) do sistema perturbado. Para que a solugio seja duplamente simétrica
(com respeito a simetrias S; e Sz) é suficiente que em ¢ = T'/4 a solugdo intersecte ortogonalmente o
sub-plano £; e desta forma, segue do Lema 5.3.4 equagdo (5.28), as seguintes equacoes de periodicidade

[t Y, e)= (s34 AP) Bt —(m+1/2)r +0(e*t) =0,
L2(6,Y,e) = AQ: +0(e*+?) = 0, (5.105)
[t Y, )= —t+nr +O(eoti) = 0

Observe que f1(T/2,Y ¢
cidade (5.105) segue que

Ny—o = f2(T/2, Y, €)|y_y = f3(T/2,Y,€)|y_, = 0. Das equagdes de periodi-

0 —3(sY3T/4 0
6(f17f21f3) — 0 1 0 0
8(6,AQ2,APLAPS) |y _p /9y 0, =0 L o 0 0

t=T/2,Y=0,e=0

Segue do Teorema da Fungao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes

Sy-simétricas préximas a Orbita de Kepler, para o parametro € suficientemente pequeno. E isso acontece

A(f1f2,f3)

ja que det(m)t:Tﬁ v—0.c_o 7 0- Logo o resultado segue do Teorema da Fungao Implicita. |

Com as coordenadas (PD —2) podemos obter outras familias de solu¢ées duplamente simétricas (com
respeito a simetrias Sy e Sa).

Lema 5.8.6. Seja prep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.83) em coordenadas giratorias com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2),
T-periddica e duplamente simétrica ( com respeito a simetrias Sy e Sa) com condi¢ao inicial Yo =
Q7. Q3. Q3. P, P3,

PY) = ((ng +1/2)7,0,0,5=/3,0,0). sendo que ny €N, s € RT e T/4=m(2m 4 1)/2(s — 1) com m € N
satisfazendo (2m+1)/2(s — 1)) ¢ N. A solucdo prep(t) neste caso e como na equagio (5.96). Desde que
p3 = g3 seque que a inclinagdo do plano orbital desta solugao € zero, ou seja, estd contida no plano-(z,y).

Demonstracao: A demonstragdo segue analogamente a do Lema 5.8.4 e com a mesma notac¢do do
Lema 5.8.4 obtemos neste caso as seguintes equacoes de periodicidade para a orbita de Kepler.

Q1(T/4,Yy) =6-1D)T/4+ (n1+1/2)7 =(m+ny + D),

Q2(T/4,Yy) =pzsenT/4
Q3(T/4,Yo) =0

0,
0.

Onde m € N e s € Ry. As equagdes de periodicidade sao satisfeitas tomando p3 = 0 e T/4 = 7(2m +
1)/2(s — 1). Observe que poderfamos tomar T/4 = km, s —1 = (2m + 1)/2k e p3 arbitrério e também
terfamos verificado as equagoes de periodicidade, mas por motivos que ficarao mais claro posteriormente
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nao faremos esta escolha. Desde que ps = g3 segue que a solugdo @yep(t) possui plano orbital com
inclinagao nula. |

Teorema 5.8.6. Assuma a Hipdtese 5.8.3 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular do problema (5.89) com € =0, como no Lema 5.8.6. Entdo:

1)— Para € suficientemente pequeno, existe condi¢ao inicial Y. = Yo+Y (e) com Y (e) = (0, AQ2(e),
0, APy (€),0, APs(€)) tal que o(t, Ye;€) = Prep(t, Ye; 0)+0O(€2T) € uma solugdo duplamente simétrica (com
respeito a simetrias Sy e Sz) com periodo fizo T = 4w(2m +1)/2(s — 1) desde que (2m+1)/(s—1) ¢ N.
Além disso esta solucao estd prézima de um circulo do plano-(x,y) com raio s~

ii)— Euiste condigao inicial Yap, e=Yo+ Y (AP, €) com Y(APi,e) = (0, AQ2(APy,€),0,AP;,0,
AP;(APy €)), € e APy pequenos, tal que p(t,Yap, c;€) = @rep(t, Yap, ;0) + O(e*t?) € uma solugdo
duplamente simétrica (com respeito a simetrias 81 e Sa) com periodo T(APy,€) prézimo a T = 4w (2m +
1)/2(s — 1) desde que (2m +1)/(s — 1) ¢ N. Além disso esta solu¢ao estd proxima de um circulo do
plano-(z,y) com raio s~

Observacao 5.8.14. No Teorema 5.8.6 estamos usando a notagio Y = ((ny + 1/2)m, AQo,0,s™ /3 +
AP,0,p3 + AP3) := (AQ2, AP, AP3), onde s > s*, s,s* € RT, s* suficientemente grande, para evitar
problemas de singularidades.

Demonstragao: Consideremos (¢, Y; €) solu¢do do problema perturbado (5.89) para € suficientemente
pequeno com condicio inicial Y = ((ny + 1/2)7, AQs,0,s~ /3 + AP;,0, AP3) € £y numa vizinhanca de
Yy, onde Yy é como no Lema 5.8.6 . Usando a diferenciabilidade do fluxo em relagao ao parametro
€ e sendo @iep(t,Y;0) solucao do problema de Kepler com condicao inicial Y temos que ¢(t,Y;e€) =
Orep(t,Y,0) + O(e*T). Para que a solugao seja duplamente simétrica (com respeito a simetrias S e
S2), é suficiente que no instante ¢ = T'/4 a solugao intersecte ortogonalmente o sub-plano £;. Seguem do
Lema 5.3.5 equagdo (5.31), as seguintes equagdes de periodicidade

ALY, ) =((s7V3+AP) 2 — 1)t — (m+1/2)r +0(e*H) =0,
f2(t,Y,e) = AQzcost +0(e*+?) = 0, (5.106)
f3(t, Y, e) = AP3sent +0(e*+?) = 0.
Onde m € N. Observe que f1(T/4,Y,0)|y_o = f2(T/4,Y,0)|,_, = f3(T/4,Y,0)|,_, = 0. Por outro
lado, das equagoes de periodicidade (5.106) temos que
o fate s—1 0 —3(s*/3)T/4 0
TSIy e = 0 cosT/4 0 0
(t,AQ2, AP, AP |, _ o
PRI I=T /4, ¥ =0,e=0 0 0 0 senT/2

t=T/2,Y=0,e=0

Segue do Teorema da Fungao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solugoes
duplamente simétricas (com respeito as simetrias 81 e Sg) préximas a érbita de Kepler, para o pardmetro
€ suficientemente pequeno. A fim de que o jacobiano acima tenha posto trés, temos as possibilidades:

O(f1 f2.f: .
(A) Suponhamos que det(%)t:ﬂzyzo,e:o £ 0, ou seja,

0 —3s54/3T/2 0
det | cosT/4 0 0 = —3s%/3T /4 sen(T'/4) cos(T/4) # 0. (5.107)
0 0 senT/4

Desde que por hip6tese T'/4 # km e T/4 # (k/2)w para todo k € N, segue do Teorema da Fun¢ao Implicita
que existem fungoes analiticas , AQs = AQ2(¢), AP = AP;(¢) e AP; = APs(¢) definidas para |e| < €
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com €q suficientemente pequeno, tal que , AQ2(0) =0, AP;(0) =0 e AP5(0) = 0. Desta forma a solugdo
duplamente simétrica (com respeito as simetrias S; e S2) do sistema perturbado com condigdo inicial
Y. = ((n1 + 1/2)7, AQ2(¢),0,571/3 + APy (€),0,p3 + AP3(€)) é ¢(t,Ye;€) = @rep(t, Ye;0) + O +).
Esta solucdo possui periodo 7 préoximo a T = 4w(2m + 1)/2(s — 1) com (2m + 1)/(s — 1) ¢ N e estd
préxima a uma solucio circular do problema de Kepler de raio s—2/% e tem plano com inclinacio nula.

(B) A segunda possibilidade é det ( OUf1 f2.f3)

73(1‘/,AQ2,AP3))t:T/4,Y:0,e:0 # 0, equivalentemente

s—1 0 0
det 0 cosT/4 0 = (s — 1)sen(T'/4) cos(T/4) # 0. (5.108)
0 0 senT/2

Desde que por hip6tese T'/4 £ km e T/4 # (k/2)w para todo k € N, segue do Teorema da Fun¢ao Implicita
que existem fungoes analiticas AQ2 = AQ2(APy,e), AP; = AP;(AP;,¢) e 7 = 7(APy, €) definidas para
[AP| < 6, |e] < €y onde § e € sao suficientemente pequenos, tal que AQ2(0,0) = 0, AP5(0,0) =0 e
7(0,0) = T. Desta forma a solu¢do duplamente simétrica (com respeito as simetrias Sy e Sp) do sistema
perturbado com condicdo inicial Yap, ¢ = ((n1+1/2)7, AQ2(APy,€),0,5 34+ AP, 0, p3+ AP3 (AP, ¢))
é o(t,YaPr,e;€) = Prep(t, Yar, ;0) + O(e*T). Esta solugao possui perfodo 7 préximo T = 4m(2m +
1)/2(s — 1) com (2m +1)/(s — 1) ¢ N e estd préxima a uma solugdo circular do problema de Kepler a
qual tem perfodo T, raio s~2/3 e plano com inclinacio nula. |

Observagao 5.8.15. Gostariamos de destacar algumas caracteristicas das solu¢des duplamente simétricas
(com respeito a simetrias Sy e Sa) obtidas nos Teoremas 5.8.5 € 5.8.6 acima. No primeiro teorema pode-
mos continuar solucdes circulares periddicas e duplamente simétricas do problema de Kepler com qualquer
inclinacio com periodo T = 4nw e com raio s~2/3 desde que s = (2m—+1)/2n, m,n € N, ou seja s racional
da forma m/7 com ™ inteiro positivo impar e 1 inteiro positivo par. Desta forma obtemos familia a dois
parametros de solucoes duplamente simétricas sem impor restri¢oes a funcao perturbadora Ws. Jd no
Teorema 5.8.6 podemos obter familias de solu¢des duplamente simétricas a um parametro, dependendo de
€ com periodo fixo; e solugoes a dois parametros sem periodo fixro. Neste caso as solugdes estao proximas
do plano-(x,y). Desta forma existem solugdes periddicas duplamente simétricas, obtidas no Teorema
5.8.6 que nao podem ser obtidas pelo Teorema 5.8.5.

5.8.4 Continuacao de solugoes circulares duplamente simétricas ( S; e Ss-
simétricas) do problema de Kepler em coordenadas giratérias

Outras solugoes duplamente simétricas podem ser obtidas se considerarmos simultaneamente as simetrias
S1 e 83, as quais sao as reflexoes anti-simplética em relagao ao eixo = e ao plano zz. Observe que as
solugoes duplamente simétricas (com respeito as simetrias S e Ss) tem a propriedade de ser simétricas
em relacao aos planos zy e zz pois se (z(t), y(t), z(t)) é uma solugdo também o é (z(—t), —y(—t), z(—t)) e
(x(=t),y(—t), —2z(—t)), e desta forma a solugdo intersecta o plano xz quatro vezes, sendo que duas vezes
sobre o eixo x. Consideremos a seguinte hipdtese.

Hipétese 5.8.4. Suponhamos que a funcdo Wy € invariante pelas a reflexoes S; e Ss.

Lema 5.8.7. Seja prep(t) = (Q1(¢), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.83) com ¢ = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), T-periddica e duplamente
simétrica (com respeito a simetrias Sy e S3) com condigdo inicial Yo = (Q9,Q9,Q9, P, PY, PY) =
((n1 + 1/2)7,0, (na + 1/2)m,571/3,0,p3) € L3 onde n1,ny € N e T/4 = 7(2n +1)/2 com m € N e
s=02m+1)/(2n+1). Entio a solu¢ao @iep(t) € dada pela equagdo (5.90). Desde que ps é arbitrdrio,
seque que a solugao Qrep(t) possui plano orbital com inclinagdo arbitrdrio.
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Demonstracao: A demonstragio é andloga a Lema 5.8.3. Com a mesma notacdo, do Lema 5.8.3 as
equagoes de periodicidade sao dadas por

Q1(T/4,Yo) =sT/4+ (n1+1/2)7 = (m+ny+ D),
Q2(T/4,Yo) =0 0,
Q3(T/4,Yo) =-T/4+ (na+1/2)r = (ny—n— 1),

onde m,n € N e s € RT. As equagoes de periodicidade podem ser verificadas tomando-se T'/4 =
7(2n+1)/2 com e s = (2m + 1)/(2n + 1). Desde que p3 é arbitrério segue que o plano orbital tem
qualquer inclinagao. [ |

Teorema 5.8.7. Assuma a Hipdtese 5.8.4 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao circular do problema (5.87) com € = 0, como no Lema 5.8.7. Entao existe condi¢ao inicial
YAP;;,E = Y0+Y(AP3, 6) com Y(A.Pg, 6) = (O, AQQ(AP:;, 6), 0, APl(Apg, 6), 0, Apg) tal que gﬁ(t, YAP;;,e; 6)
= Orep(t, Yap,,e;0) + O(e*T?) € uma solugdo duplamente simétrica (com respeito a simetrias Sy e S3)
com periodo T(APs3,€) prézimo a T = 2(2n+ 1)m onde s = (2m+1)/(2n +1).

Demonstragao:  Consideremos o sistema perturbado (5.87) com € # 0 e suficientemente pequeno
e Y = ((n +1/2)7,AQ2, (ng + 1/2)m,57 /3 + APy, 0,p3 + AP;) € L3 uma condigao inicial em uma
vizinhanca de Yo = ((ny + 1/2)7,0, (ng + 1/2)7,5713,0,p3). Seja ¢rep(t, Y;0) a solugio do problema
de Kepler com condigao inicial Y. Entao usando a diferenciabilidade do fluxo em relagao ao parametro
€, obtemos a solugao ¢(t, Y;€) = prep(t, Y;0) + O(e*™) do sistema perturbado. Para que a solugao seja
duplamente simétrica (com respeito a simetrias S; e S3) é suficiente que em ¢ = T'/4 a solucio intersecte
ortogonalmente o sub-plano £; e desta forma, seguem do Lema 5.3.4 equacio (5.28), as seguintes equagoes
de periodicidade:

LY, e)= (572 4+AP) 3t — (m+1/2)r +0(e>T) = 0,
fQ(tha 6) = AQZ +0(€a+i) = 0, (5109)
f3(t>Ya€> = —t+nm +O(€a+i> =0.

onde m,n € N e s > s* s, € R, s* suficientemente grande. Com a notagio Y = ((n; +

1/2)7, AQ2, (na+1/2)m, s V3 4+ AP, 0,p3+AP;) := (AQ2, APy, APs). Observe que f1(T/4,Y ¢
f(T/4,Y, e)|Y=0 = f3(T/4,Y, 6)|Y=0 = 0. Das equagoes de periodicidade (5.109) segue que

)|Y=0 =

s 0 =3(sYHT/4 0

= 0 1 0 0
t=T/4,Y=0,e=0 1 0 0 0

9(f1,f2,f3)
9(t,AQ2,AP1,AP3)

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes

duplamente simétricas (com respeito as simetrias Sy e S3) periddicas préximas a érbita de Kepler, para o
parametro € suficientemente pequeno. E observe que alet(%)t:w2 Y00 = —3(s¥3)T/4 # 0.
Logo provamos o resultado. |

Da mesma forma que procedemos no caso de obtencao de solugoes duplamente simétricas (com
respeito a simetrias S; e S) vamos também usar as varidveis Poincaré-Delaunay (PD — 2) para obter
outras solugoes.

Lema 5.8.8. Seja prep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo circular do problema
(5.83) em coordenadas giratdrias com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2),
T-periddica e duplamente simétrica (com respeito a simetrias Sy e S3) com condig¢io inicial Yo =

(QF,Q5,Q8, PY,
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PY.PY) = (nym,0,q3,5 /3, p9,0) € L3 Onde ny € N e T/4 = n(n+1/2) conm € N e s = (2m +
1)/(2n+1)) ¢ N. A solug@o @gep(t) neste caso e como na equagdo (5.96). Desde que ps = q3 segue que
G = H e portanto a inclinagao do plano orbital desta solugdo e zero, ou seja, estd contida no plano-(x,y).

Demonstragao: A demonstragao segue analogamente ao Lema 5.8.4. Com a mesma notagao do Lema
5.8.4 obtemos neste caso as seguintes equacoes de periodicidade para a orbita de Kepler:

Q1(T/4,Yo) =(s—1)T/4+nmnm = (m+ny)m,
Q2(T/4,Ye) =0 0,
Q3(T/4,Yy) =gqzcosT/4 =0,

onde m € N, s € Rt e g3 € R. As equagoes de periodicidade sdo satisfeitas tomando q3 = 0 e T/4 =
mm/(s — 1). Observe que poderfamos tomar 7'/4 = km, ou seja s — 1 = 2m/k e ps arbitrério e também
terfamos verificado as equagoes de periodicidade, mas por motivos que ficarao mais claro posteriormente
nao faremos esta escolha. Desde que ps = g3 segue que a solugfo @, (t) possui plano orbital com
inclinagao nula. |

Teorema 5.8.8. Assuma a Hipdtese 5.8.4 e seja rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugdo circular do problema (5.89) com e =0, como no Lema 5.8.8. Entdo

i)— FEuiste condig¢do inicial Y. = Yo + Y(e) com Y(e) = (0,0, AQ3(€), APy (€), APs(e),0) tal que
0(t,Ye;€) = Prep(t, Ye;0) + O(e*T) € uma solugio duplamente simétrica (com respeito a simetrias Sy e
S3) com periodo fixro T = 4mm/(s — 1) desde que (m/(s — 1) ¢ N. Além disso esta solu¢ao estd prézima
de circulos do plano-(x,y) e de raio s2/3

11)— Euxiste condi¢ao inicial Yap,c=Yo+ Y(AP;,€) com Y(APy,e) = (0,0, AQ3(APy,¢€), APy,
APy (AP, €),0), com € e APy pequenos, tal que o(t, YAp, c,€) = rep(t, Yap, ;0) + O(e*t?) é uma
solugdo duplamente simétrica (com respeito a simetrias Sy e Sz) com periodo T(APy,€) prézimo a T =
4dmm/(s —1) desde que (m/(s —1) ¢ N. Além disso esta solugao estd prézima de circulos do plano-(z,y)
e de raio s~

Observagao 5.8.16. No teorema 5.8.8 acima estamos usando a notagao Y = (nlﬂ,O,AQ3,07s_1/3 +
AP, AP, 0) := (AQ3, AP, AP,), onde s € RTé escolhido convenientemente para evitar problemas de
singularidades.

Demonstragao:  Consideremos (¢, Y;e) solucio do problema perturbado (5.89) para e suficiente-
mente pequeno com condicio inicial Y = (ny7,0,AQ3,0,s /3 + AP, AP,,0) € £3 numa vizinhanca
de Yo = (n1m,0,q3,5 /3,p2,0). Usando a diferenciabilidade do fluxo em relacio ao pardmetro e
e sendo @rep(t, Y;0) solucdo do problema de Kepler com condicdo inicial Y temos que ¢(t,Y;e) =
Orep(t, Y, 0) + O(e*t?). Para que a solugao seja duplamente simétrica (com respeito a simetrias Sy e
Ss3), é suficiente que no instante ¢ = T'/4 a solugao intersecte ortogonalmente o sub-plano £;. Seguem do
Lema 5.3.5 equagao (5.31), as seguintes equagoes de periodicidade:

At Y, e) =((s7V3+AP)T — 1)t —mn  +0(e2+) =0,
fo(t,Y,e) = APysent +0(e**) = 0, (5.110)
fa(t,Y,e) = AQscost +0(e*) = 0,
onde m € N. Observe que f1(7/4,Y; () |Y = f2(T/4,Y;0) |Y:0 = f3(T/4,Y O)|Y:0 = 0. Por outro
lado, das equagdes de periodicidade (5.110) t emos que
. —3(s¥3)T /4 0
YNV WA 0 senT'/2

t=T/4,Y=0,e=0
cos T/4 0 0 t=T/4,Y=0,e=0
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Segue do Teorema da Fungao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solugoes
periddicas duplamente simétricas proximas a orbita de Kepler, para o parametro e suficientemente pe-
queno. Observamos que se tivéssemos escolhido T'/4 = kx para verificar as equagoes de periodicidade
da solucao do problema de Kepler, entao terfamos o jacobiano acima degenerado. Para que o Jacobiano
acima tenha posto trés, é suficiente que se verificam as seguintes possibilidades:

A(f1fz, .
(A) Suponhamos que det(%)t:w%‘{:oﬁ:o # 0, ou seja,

0 —3s54/3T/4 0
det 0 0 senT/4 | = —3s3T/4sen(T/4) cos(T/4) # 0. (5.111)
cosT/4 0 0

Desde que por hipétese T'/4 # km e T/4 # (k/2)m para todo k € N, segue do Teorema da Funcao Implicita
que existem funcoes analiticas , AQs = AQs(e), APy = APi(e) e AP, = APs(e) definidas para |e| < ¢
com ¢ suficientemente pequeno, tal que , AQ3(0) =0, AP;(0) =0 e AP5(0) = 0. Desta forma a solugédo
duplamente simétrica (com respeito as simetrias S; e S3) do sistema perturbado com condigao inicial
Y. = (ni7m,0, AQs(e), s7/3 + APy (€), APs(€),0) é o(t,Ye;€) = rep(t, Ye;0) + O(e2F?). Esta solucio
possui perfodo T' = 4mm /(s — 1) com m/(s — 1) ¢ N e estd proxima a uma solucdo circular do problema
de Kepler de raio s—2/3 e tem plano com inclinacio nula.

(B) A segunda possibilidade é det(%)t::r/:; V0.0 7 0, equivalentemente

s—1 0 0
det 0 0 senT/2 | = (s—1)sen(T/4)cos(T/4) # 0. (5.112)
0 cosT/4 0

Desde que por hipétese T'/4 # km e T'//4 # (k/2)m para todo k € N, segue do Teorema da Funcao Implicita
que existem fungoes analiticas AQz = AQ3(AP;,€), AP, = APy(APy,€) e 7 = T(APy, e definidas para
|[AP;| < 6, |e] < eo onde & e € sdo suficientemente pequenos, tal que AQ3(0,0) = 0, AP2(0,0) = 0
e 7(0,0) = T. Desta forma a solu¢do duplamente simétrica (com respeito as simetrias S; e S3) do
sistema perturbado com condicio inicial Yap, « = (n17,0, AQ3(APy, €), s~ /3 + APy, AP, (AP, ¢€),0) é
0(t,Yapr,e;€) = Prep(t, Yap,,;0) + O(e*"). Esta solugdo possui perfodo 7 préximo T' = 4rm/(s — 1)
com m/(s—1) ¢ N e estd préxima a uma solugéo circular do problema de Kepler a qual tem periodo T,
raio s~2/3 e plano com inclinacio nula. |

Observacgao 5.8.17. Para todos os teoremas acima, valem comentdrios similares aos das observagoes
5.4.6, 5.8.6, ou seja a posicao inicial da solugdo continuada € uma perturbacdo do posicao da orbita
de Kepler e a velocidade possivelmente poderd também ser uma perturbacao da velocidade da orbita
kepleriana.

Observagao 5.8.18. Novamente fazemos meng¢ao as diferencas dos Teoremas 5.8.7 € 5.8.8. No primeiro
teorema obtemos solugdes a dois parametros duplamente simétricas (com respeito as simetrias Sy e S3)
com plano com qualquer inclina¢do e prozimas de circulos de raio s=2/3, onde s = (2m 4+ 1)/(2n + 1),
m,n€Nes>s*, s, € R, s* suficientemente grande. Além disso o periodo da solucdo continuada é
prézimo a T = 2(2n+1)w. Jd no Teorema 5.8.8 podemos obter solugdes a um pardmetro com periodo fixo
T =4mnr/(s—1) e solugdes a dois parametros com periodo préximo a T. Estas solugdes estao préximas a
circulos no plano-(z,y) e com raio s=2/3 desde que m/(s—1) # N, para todom € N e s > s*, 5,5* € R,
s* suficientemente grande.
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5.8.5 Continuacao de solugoes elipticas do problema de Kepler em coorde-
nadas giratdrias

Nesta segao vamos obter resultados que permitem continuar solugoes elipticas do problema de Kepler em
coordenadas giratérias. Podemos perceber, ao tentar continuar solugoes elipticas do problema de Kepler
que ocorrem muitos casos degenerados e/ou incompatibilidade das equagdes de periodicidade ainda na
solucao do problema de Kepler.

5.8.6 Continuacao de orbitas elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratoérias

Assumindo a Hipdtese 5.8.1 e usando as varidveis de Delaunay obtemos a seguinte caracterizacdo do
solucdo eliptica S;-simétrica do problema de Kepler em coordenadas girdtorias

Lema 5.8.9. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Q3(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo eliptica do problema em
coordenadas giratdrias (5.83) com e = 0, dada nas varidveis de Delaunay (5.8), T-periddica e Sy-simétrica
com condigio inicial Yo = (Q9,Q9,Q%, P, PY, PY) = (nym, nom, nam, s~ /3, pa, p3), onde ny,ne € N;
s=m/n, mn €N, pa,p3s € R, e T/2 =nn. Entio a solu¢io prep(t) € dada por

Q1(t) =st+QY, Pi(t) =P,
@) =Q3=0,  Pt) =P, (5.113)
Qs(t) —t+Q8, Ps(t) =P

Desde que p3 € arbitrdrio, seque que a solu¢@o pyep(t) possui plano orbital com inclinagdo arbitrdria.

Demonstragdo:  Seja @iep(t, Yo;0) a solugdo eliptica do problema de Kepler em coordenadas gi-
ratoérias, descrito nas coordenadas de Delaunay (5.8) com condicéo inicial Yy € L5 como no Lema 5.8.9.
Como a solugdo desejada é uma solucao eliptica precisamos impor que py # (ng + 1/2)w ( Pois caso
contrdrio L = G e as varidveis de Delaunay néo estao definidas). As equagdes de periodicidade que
garantem que a solugao seja Si-simétrica sao da forma

Q1(T/2,Yo) =sT/24+mnm = (m+ny)m,
Q3(T/2,Yo) =mnarm = (ng + j)m,
PQ(T/Q,YO) = —T/2 +nsm = (n3 — TL)’/T,

onde m,n,j € N, n > ns. As equagdes de periodicidade sao satisfeitas tomando j = ny e T/2 = n7, com
s = m/n. Desde que cosi = H/G onde i é a inclinacdo do plano orbital, segue que a solucdo @ep(t)
possui plano orbital com qualquer inclinagao.

Teorema 5.8.9. Seja prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P5(t); 0), solugao eliptica do problema
(5.85) com € =0, como no Lema 5.8.9. Suponha que se verifiquem as sequintes hipdteses

0K
(a) oT/QTP;(%ep(tY;O))’Y:Odt =0 (5.114)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
0’°K
D Jy” Spaam: Y; : 5.115
O 1" Grpan; Pt YO, _jdi#0 (5.115)
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Entao para € suficientemente pequeno existe condigdo inicial Yap, . = Yo+ Y (AP, €) com Y (AP, €) =
(0,0,0, AP, (APs,€), APy, AP;(APs,€)), de maneira que € e APy sejam suficientemente pequenos, tal
que ©(t, YAP, e;€) = Orep(t, Yar,,e;0) + O(e*) € uma solugcdo Si-simétrica com periodo T = T(AP,€)
prozimo a T = 2nm.

11)— Se Além da hipdtese (a) considerarmos

2 0*K,y
c _— t,Y:0 dt # 0. 5.116

( ) 0 aPQaAPQ (@kep( I ) )) Y=0 7é ( )
Entao para € suficientemente pequeno existe condi¢do inicial Yap, . = Yo+ Y(APs,€) com Y(APs, €) =
(0,0,0, AP, (APs,¢€), APy,(APs3,¢), AP3), de maneira que € e AP3 sejam suficientemente pequenos, tal
que ©(t, YAPye,€) = Qrep(t, Yar,e;0) + O(e*) € uma solugcdo Si-simétrica com periodo T = T7(APs,€)
prozimo a T = 2nm.

Observagao 5.8.19. No teorema acima estamos usando a notagio Y = (nym,nom, nam, sTB L AP pot
APy, p3+APs) := (AP, APy, AP3), onde s € R* € escolhido convenientemente para evitar problemas de
singularidades.

Demonstragao: Consideremos ¢(t, Y;€) solugdo nas coordenadas de Delaunay do problema pertur-
bado (5.85) para e suficientemente pequeno com condigéo inicial Y = ((nym, nomw, nam, s34 APy ps +
APy, p3 + AP;) € £1 em uma vizinhanca de Y. Usando a diferenciabilidade do fluxo em rela¢ao ao
parametro € e sendo @kep(t, Y;0) solugdo do problema de Kepler com condigéo inicial Y obtemos que
O, Y AP, €) = 0re(t, Yap,e; 0) + O(e), a qual satisfaz

Ql(tv Ya 6) = (371/3 + AP1)73t +nym +O(Ea+i) = 0,
Qo(t.Y.¢) =eTQ(1,Y;0) +O(e+H) =0, (5.117)
Q3(t,Y,e) = —t+nzm +0O(exF?) =0.

Para que a solucao seja Si-simétrica, é suficiente que no instante ¢ = T/2 a solugao intersecte ortogonal-
mente o sub-plano £;. Seguem do Lema 5.3.3 equagao (5.26), as seguintes equagoes de periodicidade:

ALY, €) = (s +AP) Bt —mr 4+0(e2H) =0,

h(tY, e =@V Y;0) +0(e) =0, (5.118)
f3 (ta Ya 6) =—t+nm +O(6a+l) — 0’

onde m € N e estamos usando a notacao Y = (nlw,ngmngﬂ',s_l/?’ + APy, ps + APy, p3 + AP3) =
(AP, APy, APs). Observe que f1(T/2,Y; O)|Y:0 = fa(T/2,Y; O)|Y:0 = 0 e para terceira equacao ser

satisfeita é necessario que P2(1)(T/ 2,Y; O>‘Y:O = 0 o que é equivalente a condi¢ao (a) do enunciado. Por
outro lado, das equagoes de periodicidade (5.118) temos que

s =3(sYHT/2 0 0
( A(f1f2, f3) ) _ | ooy aQY) QM aQ
A(t, APy, APy, APs) ) t=1/2,Y=0,c=0 o o o A

t=T/2,Y=0,e=0

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes
periodicas Sy-simétricas préximas a dérbita de Kepler, para o parametro € suficientemente pequeno. Para
que o jacobiano acima tenha posto trés, é suficiente que se verificam as seguintes possibilidades:

9(f1f2,f3)

(A) Suponhamos que det(m)t:T/zY:O,e:O £ 0, ou seja,
s —3(YHT/2 0 0
) (1) o (1) F) (1) _ oQ
det | 2% oe 1 oo - | = 3sY/3T /2575 (5.119)
-1 0 0
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&)
Desde que por hipétese g%Pg # 0 segue do Teorema da Funcao Implicita que existem fungoes analiticas

AP, = AP, (AP €), APs = AP3(APy€) e T = T(AP,€) definidas para |[AP;| < ¢ e |e] < € com §
e ¢p suficientemente pequenos, tal que , AP;(0,0) = 0, AP3(0,0) = 0 e 7(0,0) = T. Desta forma a
solucao Si-simétrica do sistema perturbado com condicio inicial Y. = (nim, (ng + 1/2)w, nam, s~ /3 +
AP (APy,€), APy, AP5(APy€)) é o(t,Yei€) = @rep(t, Ye;0) + O(e*T?). Esta solugdo possui periodo
T = 2n7 e estd préoxima a uma solugao eliptica do problema de Kepler e tem plano com inclinagao
dependendo de ps.

(B) O item i) prova-se de maneira anédloga ao caso (A). |

5.8.7 Continuacao de orbitas elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratoérias

Assumindo a Hipétese 5.8.2 e usando as varidveis de Delaunay obtemos a seguinte caracterizagdo do
solugao eliptica Sy-simétrica do problema de Kepler em coordenadas giratorias. O Resultado é obtido de
maneira muito similar ao caso anterior.

Lema 5.8.10. Seja @rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0) solugdo eliptica do problema em
coordenadas giratdrias (5.83) com e = 0, dada nas varidveis de Delaunay (5.8), T-periddica e Sy-simétrica
com condicdo inicial Yo = (QY,Q3,Q9, P, PY, PY) = (nym, (ny +1/2)m,n3m, s~ 1/3 py, p3), onde ny,ny €
N; s=m/n, m,n €N, pa,ps € R, e T/2 = nw. Entdo a solug¢do @rep(t) € dada por 5.113. Desde que ps
€ arbitrdrio, seque que a solugao @rep(t) possui plano orbital com inclinacdo arbitrdria.

Demonstragao: Segue de maneira similar a demonstracdo do Lema 5.8.9. As equagdes de periodici-
dade da soluc@o Se-simétrica neste caso sao dadas por

Ql(T/2,Y()) = ST/2+TL17T = (m—i—nl)m
Qg(T/Q,Yo) = (712 + 1/2)71’ = (’17,2 +] + 1/2)777
Py (T/2,Yo) =-T/2+ngm = (n3—n)m,

onde m,n,j € N, n > nz. As equagdes de periodicidade séo satisfeitas tomando j = ng e T/2 = nm, com
s = m/n. Desde que cosi = H/G onde i é a inclinacdo do plano orbital, segue que a solucdo @gep(t)
possui plano orbital com qualquer inclinagao.

Teorema 5.8.10. Seja viep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0), solugao eliptica do problema
(5.85) com € =0, como no Lema 5.8.10. Suponha que se verifiquem as sequintes hipdteses

172 OK
(@) fy Tlgzl(cpkep(t,Y;O))’Yzodt =0 (5.120)
e
i)— Se além da hipdtese (a) considerarmos
?K
D) Jo o (ren (B Y50)) | dt 0. 5.121
( ) 0 8P28AP3 (onep( ) ﬂO)) Y=0 7&0 ( )

Entdo para € suficientemente pequeno eziste condi¢ao inicial Yap, e = Yo+ Y (APs,€) com Y(APy,€) =
(0,0,0, AP, (AP, €), APy, AP3(APs,€)), sendo que € e APy sdo suficientemente pequenos, de modo que
O, Y AP,e;€) = Prep(t, Yap,e; 0)+0(€Y) € uma solugdo Sa-simétrica com periodo T = 7(APa, €) prézimo
al =2nm.

88



ii1)— Se Além da hipdtese (a) considerarmos

(c) (172 9*K,y

0 OP,0AP,
Entao para € suficientemente pequeno existe condi¢do inicial Yap, . = Yo+ Y(APs,€) com Y(APs, €) =
(0,0,0, AP, (APs,¢€), APy,(APs3,¢€), AP3), sendo que ¢ e AP3 sdo suficientemente pequenos, de maneira
que O(t, YAP,e;€) = Orkep(t, Yap,,;0) + O(e*) € uma solu¢do Sa-simétrica com periodo T = T(APs,€)
prozimo a T = 2nm.

(Prep(t;Y50))|__ dt #0. (5.122)

Demonstragao: Segue de maneira analoga a demonstragao do Teorema 5.8.10. |

5.8.8 Continuacao de d6rbitas elipticas duplamente simétricas ( S; e Sy) do
problema de Kepler em coordenadas giratoérias

Nesta secao vamos obter solugoes peridédicas duplamente simétricas do problema 5.83, com respeito as
simetrias &1 e S2.  Estas solugoes serao obtidas como continuacao de drbitas elipticas do problema
de Kepler. Utilizaremos as coordenadas de Poincaré-Delaunay visto que nao é possivel obter solucoes
duplamente simétricas usando coordenadas de Delaunay, pois hd incompatibilidade com as equagoes de
periodicidade.

Lema 5.8.11. Seja prep(t) = (Q1(1), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P5(t); 0) solugdo eliptica do problema
em coordenadas giratorias (5.83) com € = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2), T-
periddica e duplamente simétrica (com respeito as simetrias Sy e Sy-simétricas) com condi¢do inicial
Yo = (Q9,Q9,Q9, P2, Py, PY) = ((ny + 1/2)7,q2,0,57/3,0,0) , com gz #0, n1 €N, s # 1, s c Rt ¢
T/4=(2m+1)/2(s—1)m com s—1=2(m+1)/k onde m,k € N. A solugdo @ge,(t) € como na equagao
(5.96) do Lema 5.8.4. Desde que g3 = p3 seque que a inclinagdo do plano orbital desta solugao e zero,
ou seja, estd contida no plano-(x,y).

Demonstracao: A demonstracao segue de maneira muito semelhante ao Lema 5.8.4. Neste caso as
equagoes de periodicidade da solucdo eliptica e duplamente simétrica (com respeito as simetrias S; e
So-simétricas) do problema de Kepler sao

Qi(T/4,Yo) =(s—1)T/4+ (1 +1/2)7 = (m+ns+ )m,
Q2(T/4,Yy) =gqacosT/4 0,
Qs3(T/4,Yy) =pssenT/4 -0,

onde m € N. Desde que g3 # 0 tomamos T/4 = 7/2 (modr). A primeira equagdo tem solucdo T/4 =
(2m +1)/(2(s — 1))7 e portanto teremos que ter s da forma s —1 = 2(m+1)/k onde k € N. Finalmente
tomando p3 = 0 segue que as equagoes de periodicidade sao satisfeitas. O fato de p3 = 0 implica que o
plano orbital da érbita de Kepler tem inclinagao nula. |

Teorema 5.8.11. Assuma a Hipdtese 5.8.8 e seja @rep(t) = (Q1(2), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao do problema (5.89) com e = 0, como no Lema 5.8.11. Entdo para € suficientemente pequeno existe
condigao inicial Yag,.e = Yo + Y(AQ2,¢€) com Y(AQ2,¢) = (0,AQ2,0, AP1(AQ2,€),0, AP;(AQ2,¢))
tal que ©(t, Y AQs:er€) = Prep(t, YAQy.;0) + O(eT?) é uma solugdo duplamente simétrica (com respeito
as simetrias Sy e Sa) com periodo T = 2w (2m+1)/((s—1)), desde que (s—1) = (2m+1)/k para qualquer
keN.

Observacao 5.8.20. No teorema acima estamos usando a nota¢io Y = ((n,+1/2)m, g2 +AQ2,0, s~ /34
AP,0,AP;) := (AQ2, AP, APs), onde s € RT € escolhido convenientemente a fim de evitar problemas
de singularidades.
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Demonstragao: Consideremos ¢(t, Y;€) solugao do problema perturbado (5.89) para e suficientemente
pequeno com condicao inicial Y = ((ny + 1/2)7, ¢ + AQ2,0,5~ /3 + AP;,0, AP3) € L5 uma condico
inicial numa vizinhanca de Y. Usando a diferenciabilidade do fluxo em relacao ao pardmetro € e sendo
©kep(t, Y;0) solugao do problema de Kepler com condigao inicial Y temos que p(t,Y;€) = prep(t, Y,0)+
O(e**?) a qual satisfaz

Qut. Y e) = ((s7P+AP) T =1t + (m +1/2)m +O0(e*) =0,
QQ(ta Ya 6) = (qQ + AQQ) cost +O(€a+1_) = 07
Q3(t,Y,e) = APssent +0O(e2T) = 0.

Para que a solucao seja duplamente simétrica (com respeito as simetrias S e Se-simétricas), é suficiente
que no instante ¢ = T/4 a solugdo intersecte ortogonalmente o sub-plano £;. Seguem do Lema 5.3.5
equagao (5.31), as seguintes equagoes de periodicidade

AEY,e) =((s7VB+AP) 2 =1t — (m+1/2)r +0(e*+) =0,
fo(t,Y,e) = (g2 + AQ2)cost +0(e2T) =0, (5.123)
f3(t,Y,e) = APssent +0(e2T) =0,

onde m € N. Observe que fl(T/4,Y,0)|Y:0 = f2(T/4,Y;O)|Y:0 = f3(T/4,Y;O)|Y:0 = 0. Por outro
lado, das equagoes de periodicidade (5.123) temos que

s—1 0 —3(34/3)T/4 0
= —qasenT/4 0 0 0
t=T/4,Y =0,e=0 0 0 0 senT'/4

O(f1,f2,f3)
8(t,AQ2,AP1,AP3)

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3 entao existem solugoes

9(f1,f2,f3) — 4/3
3.AP AP =T 4 Ym06=0 —3q2(s*/*)T/4 # 0

e portanto segue do Teorema da Fungao Implicita que existem fungoes analiticas AP, = AP (AQ2,¢€),
AP; = AP3(AQ2,€) e T = T7(AQ2,€) definidas para |AQs2| < 0, |e] < € onde § e ¢ sdo suficien-
temente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, AP3(0,0) = 0 e 7(0,0) = T. Desta forma a solugdo du-
plamente simétrica (com respeito as simetrias Sy e Sp-simétricas) do sistema perturbado com condigao
inicial Yag,.e = ((n1 + 1/2)7,¢2 + AQ2,0,571/3 + AP (AQ2,¢),0,AP3(AQ2,€)) é p(t,Yag,.e;€) =
Orep(t, YA0,,6;0) + O(e*t?). Esta solugao possui perfodo 7 préximo 7' = 4w(2m + 1)/2(s — 1) com
(2m+1)/(s—1) ¢ N e estd préoxima a uma solugao eliptica do problema de Kepler a qual tem periodo
T e plano com inclinagao nula.

periédicas duplamente simétricas . Observe que det(

5.8.9 Continuagao de drbitas elipticas duplamente simétricas (S; e S3) do
problema de Kepler em coordenadas giratérias

Agora considerando as solugoes duplamente simétricas (com respeito as simetrias S; e S3) temos os
seguintes resultados:

Lema 5.8.12. Seja ¢rep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), Ps(t);0) solucdo eliptica do problema
em coordenadas giratérias (5.83) com ¢ = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2),
T-periddica e duplamente simétrica (com respeito as simetrias Sy e Sz3) com condi¢do inicial Yo =
(Q9,Q9,Q%, P2, PY, PY) = (n17,0,q3,5 /3, p2,0) , compa #0,n1 €N, s = (m+k)/k, s #1,mkeN
eT/4=Fkr. A solu¢io ppep(t) € como na equagdo (5.96) do Lema 5.8.4.
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Demonstragao: A demonstragdo segue de maneira muito semelhante ao Lema 5.8.10. Neste caso as
equagoes de periodicidade da solugao eliptica do problema de Kepler sao

Ql(T/4,Y0) = (S* ].)T/4+7’L171’ = (m+n1)7r,
Q2(T/4,Yo) =pesenT/4 =0,
Qg(T/4, Yo) = (@3 COs T/4 = 07

onde m € N. Desde que py # 0, tomamos T/4 = 0(modw). A primeira equagdo tem solucao 7/4 =
(2m + 1)/(2(s — 1))m e portanto teremos que ter s da forma s = (m + k)/k onde k € N. Finalmente
tomando g3 = 0 segue que as equagoes de periodicidade sao satisfeitas. O fato de g3 = 0 implica que
G = H e desta maneira o plano orbital da érbita de Kepler tem inclinagao nula. |

Teorema 5.8.12. Assuma a hipdtese 5.8.4 e seja vrep(t) = (Q1(t), Q2(t), Qs(t), Pi(t), Pa(t), P3(t);0),
solugao eliptica do problema (5.83) com € =0, como no Lema 5.8.12. Entao para € suficientemente pe-
queno existe condi¢ao inicial Yap, . = Yo+ Y (AP, €) com Y (AP, €) = (0, AQ3(APs,€),0, AP (APy, €),
APy, 0) tal que o(t, YAP,.c,€) = Prep(t, Yar,.;0) + O(e*t?) é uma solugido duplamente simétrica (com
respeito as simetrias 81 e S3) com periodo T = 4dwm/(s — 1), desde que s — 1 = m/k para todo k € N.

Observagao 5.8.21. No teorema acima estamos usando a notagaoY = (nim, 0, AQs,0, sS4 AP, pa+
AP, 0) := (AQ3, AP, AP,), onde s € Rt € escolhido convenientemente para evitar problemas de sin-
gularidades.

Demonstragao: Consideremos p(t,Y, €) solu¢ao do problema perturbado (5.89) para € suficientemente
pequeno com condicao inicial Y = (ni7,0, AQs,0,s /% + APy, py + AP5,0) € L3 numa vizinhanca de
Y. Usando a diferenciabilidade do fluxo em relagdo ao parametro € e sendo @iep(t, Y,0) solugdo do
problema de Kepler com condigdo inicial Y entdo temos que ¢(t, Y;€) = @rep(t, Y;0) + O(e2T7), a qual
satisfaz '

Qi(t,Y;e) =((s"Y3+AP)P =Dt +mm +0(e*) =0,

Q2(t. Y€)= (p2 + APs)sent +0(e**) = 0,

Qs3(t,Y;¢) = AQjzcost +0(e*t) = 0.
Para que a solugdo seja duplamente simétrica (com respeito as simetrias S; e S3) é suficiente que no

instante ¢ = T'/4 a solugdo intersecte ortogonalmente o sub-plano £;. Seguem do Lema 5.3.5 equagéo
(5.31), as seguintes equagoes de periodicidade:

[tYse) =((s34+AP) 3 — Dt —mr  +0(e*t) =0,
f2(t,Y;e) = (p2+ APy)sent +0(e2) = 0, (5.124)
f3(t,Y;e) = AQzcost +0O(e*T) = 0,

onde m € N e estamos usando anotacao Y = (ny7,0, AQs,0, s V/34+AP;, po+ AP, 0) := (AQs, AP, AP,).
Observe que fl(T/4,Y;O)‘Y:0 = fg(T/4,Y0;O)|Y:0 = f3(T/4,Y0;O)|Y:0 = 0. Por outro lado, das
equagoes de periodicidade (5.124) temos que

S s—1 0 —3(s¥3)T/4 0
1,f2,f3 — _ T/4 0 0 0
OEAQs. APLAPR) |1 7/4 v =0,e=0 pzcgs / cosT/4 0 0

Segue do Teorema da Funcao Implicita que se o jacobiano acima possui posto 3, entao existem solucoes

periddicas duplamente simétricas. Observe que det(%)

t=T/4,Y=0,e=0

0 e portanto segue do Teorema da Funcao Implicita que existem fungoes analiticas AQs = AQs(APs, €),
AP, = AP (APy,€) e 7 = T(APs, €) definidas para |[APy| < 6, |€| < g onde 4 e ey s@o suficientemente pe-
quenos, tal que AQ3(0,0) =0, AP;(0,0) =0e 7(0,0) = T. Desta forma a solu¢ao duplamente simétrica
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do sistema perturbado com condicdo inicial Yap, . = (n17,0, AQ3(APy, €),5 /3 + AP (APy, €), AP, 0)
¢ 0(t,YaPr,.c;€) = Orep(t, Yap,,e;0) + O(e*™). Esta solugdo possui perfodo 7 préximo T' = 4wm /(s — 1)
com (m/(s—1) = k para todo k € N e estd préxima a uma solugao eliptica do problema de Kepler a qual
tem periodo T e plano com inclinagao nula.

5.9 Continuagao de solucoes peridédicas simétricas do Problema
planar de Kepler em coordenadas giratorias

Assim como na sec¢ao 5.6 vamos determinar sob que condigoes podemos garantir a existéncia de solugoes
periddicas simétricas no sub-problema z = p, = 0 do sistema (5.83). Desta forma estamos considerando
que o plano-(x,y) é um espago invariante pelo fluxo de (5.83). Com esta simplifica¢do estamos com um
sistema com dois graus de liberdade cujas as equagoes ficam determinadas por

&= poty,  Pe= Py e — TG — O,
‘ (5.125)
Y= py—x, Py = —Dz— ”qy”a — et 8(9[;1 + O(e*2),
cuja funcao Hamiltoniana é dada por
1 1
H(q, — (2 2y _ — ypy) — ——— + Wa(z, vy, €). 5.126

onde q = (x,y) € R2/K, onde K é a restricio do compacto K do caso espacial, sobre o plano-(z, )
e p = (pz,py) € 0 momento conjugado. Da mesma maneira, a funcdo Wa(x,y,0,€) = Wa(x,y,€) é a
restricdo de Wa(x,y, z, €) sobre o plano-(x,y), e é claro que esta restri¢gio possui as mesmas propriedades
analiticas da fungdo no caso espacial. Assim como no caso espacial, para continuar érbitas simétricas,
seja para a continuagao de solugoes circulares ou elipticas do problema de Kepler planar, usaremos a
forma bi-dimensional das coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1) e das Coordenadas de Delaunay
(5.8) e considerar as simetrias em relacao ao eixo = e em rela¢ao ao eixo y, que também denotaremos por
S1 e S; respectivamente.

Nas coordenadas de Delaunay (5.60) a funcao Hamiltoniana (5.126) é dada por

1 . )
HQP,6) = — 5 — P+ KL (Q,P) + (1), (5.127)
1
onde o (Q.P.0)
10 2 ) 30
K P)=———7—"F"7"".
1(Q7 ) i Oet
As equagoes de movimento do problema (5.125) descrito nas coordenadas de Delaunay (5.60) sdo
Q1 =53 +O(eT), Pi= 0+0(e*h),
P; (5.128)
Qg =1 +O(€a+i), PQ = 0+ O(GOL-H).

A fungao Hamiltoniana (5.126) nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63) é dada por

1
HQP,e)=——— — P +

B | o it
2p? 5 HETHI(Q,P) + O, (5.129)
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e o sistema hamiltoniano associado nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (5.63) é

. 1 ) . )
Ql == _’_O(ea-&-z)) P, = 0+ 0(6(1-&-1)7
P; (5.130)
QQ =P —I—O(G(X—H), PQ = —Q2+ O(€a+i).

Observagao 5.9.1. Como no caso espacial para quendao tenhamos problemas com singularidades nos
sistemas (5.128) e (5.130) vamos tomar a solugdo circular ou eliptica, bem como a vizinhanga U onde
estdo definidas estas coordenadas, de tal maneira que U ndo intersecte o compacto K.

5.9.1 Continuacao de solucoes circulares S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratdrias no caso planar

Lema 5.9.1. Seja ppep(t) = (Q1(t), Q2(2), Pi(t), P2(t);0) solugcdo circular do problema (5.125) com
e =0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63), T-peridédica e S1-simétrica com condi¢do inicial
Yo = (QY,QY, PP, PY) = (nym,0,57'/3,0) sobre o eizo x, ondeny €N, s € R* e T/2=7mm/(s—1) com
m € N. Entdo yep(t) € dada por

Qu(t) = (s—1)t+Qy, Py(t) =Py,

Q2(t) = QYcost+ PYsent,  Py(t) =—Q3sent+ PYcost. (5.131)

Demonstragao: Consideremos o sistema (5.130) com e = 0, que corresponde ao problema de Kepler
planar em coordenadas giratérias dado nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (5.63). A solugéo circular
do problema de Kepler serd ¢(t, Yo;0) = (Q1(t), Qa(t), Pi(t), Pa(t)) = ((s — 1)t + nym, 0,57 /3,0) com
condigao inicial Yy. Para de que esta solugdo seja S;-simétrica é suficiente que em ¢t = T'/2, ela intersecte
novamente o eixo x ortogonalmente, entdo do Lema 5.6.2, equagao (5.69) seguem as seguintes equagoes
de periodicidade:

Q1(T/2,Y5;0) = (s— 1L +nir = (ni +m)m,

(5.132)

Q2(T/2,Y5;0) =0 =0.
Resolvendo as equacoes de periodicidade acima obtemos solugao do problema de Kepler Si-simétrica
circular com periodo T' = 2rm/(s — 1). |

Teorema 5.9.1. Assuma que a fungdo Wa € invariante por reflexées sobre o eizo x e seja Ygep(t) =
(Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0), solugdo circular do problema (5.130) com € =0, como no Lema 5.9.1.

i)— Entdo para € suficientemente pequeno existe condicdo inicial Y. = Yo + Y (e) com Y(e) =
(0,0, APy (€), APs(€)) tal que ¥(t,Ye;€) = Vrep(t, Ye;0) + O(e*T?) € uma solugio Sy-simétrica com
periodo T = 2mm/(s — 1) e estd prézima a wm circulo de raio s—2/3.

1) Também existe condi¢do inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €) com Y(AP;,€) = (0,0, AP, AP,(AP;,
€)), € e APy pequenos, tal que Y(t, Y Ap, ¢, €) = Yrep(t, Yap, ;0) + O(e*t?) é uma solugio Si-simétrica
com periodo T(APy,€) préximo a T e estd proxima a um circulo de raio s2/3

Observacgao 5.9.2. No teorema acima estamos usando a notacio Y = (nm,O,s_l/?’ + AP, AP,) =

(AP, AP,), onde s € RT € escolhido convenientemente para evitar problemas de singularidades.

Demonstragao:  Seja (¢, Y;0) a solucdo circular do problema de Kepler com condigao inicial Y =
(nym, 0, sT1/3 4 APy, AP;) sobre o eixo x em uma vizinhanga de Yy. Usando a diferenciabilidade do
fluxo em relagdo ao pardmetro €, obtemos que a solugdo do sistema perturbado (5.130) é ¢(t,Y;¢e) =
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Orep(t, Y;0) + O(e*t?). Para que a solugao seja Si-simétrica é suficiente que em t = T/2 a solugao
intersecte ortogonalmente o eixo x e do Lema 5.6.2 equacao (5.69), seguem as seguintes equagoes de
periodicidade:
Y, )= (T3 +AP)3 -1)T/2—mn +0(e*H) =0,
(5.133)
fo(t,Y,e) = AQqsent +0(e2*%) =0,

onde m € N. Observe que fl(T/Q,Y;O)|Y:O =0e f2(T/2,Y;0
periodicidades (5.133)

)|Y:0 = 0. Segue das equacoes de

A(f1,f2)
o(t,AP;,APy)

B (3—1 —3(s3)T/2 0 )

t=T/2,Y=0,e=0 0 0 senT'/2

Para que o jacobiano acima seja tenha posto 2 e as solucoes de periodicidade tenham solugao, temos as
seguintes possibilidades:

= —3(s4/3)T/2senT/2. Desd T/2 + k
t=T/2,Y=0,c=0 3(s*°)T/2senT/2. Desde que T/2 # km para

todo k € N, ou equivalentemente (s —1) # m/k entdo segue do Teorema da Fun¢ao Implicita que existem
fungoes analiticas AP, = APj(e) e AP, = AP,(e) definidas para |e| < €y onde €y é suficientemente
pequeno, tal que AP;(0) = 0, AP,(0) = 0. Desta forma a solu¢ao Sp-simétrica do sistema perturbado
com condigdo inicial Y. = (ny7,0,s7/3 + APy (€), APy(€)) é ¥(t, Ye;€) = Yrep(t, Ye;0) + O(e2F). Esta
solucéo possui periodo T' = 27wm/(s — 1) e estd préxima a uma solugdo circular do problema de Kepler
com mesmo periodo T, raio s~2/3.

(A) Observe que det(%)

(B) Observe que det(g((xxg)))

= (s — 1)senT/2. Desde que T/2 # km para todo

t=T/2,Y=0,e=0

k € N, ou equivalentemente (s — 1) # né/ k segue do Teorema da Fungao Implicita que existem fungoes
analiticas APy, = APy(APy,¢) e 7 = 7(AP;,¢) definidas para |AP;| < § e |¢] < ¢ onde § e ¢ sdo
suficientemente pequenos, tal que AP5(0,0) = 0, 7(0,0) = T. Desta forma a solugdo S;i-simétrica do
sistema perturbado com condi¢do inicial Y ap, e = (17,0, s34 AP, APy (AP €)) é(t,Yap, e;€) =
Ykep(t, Yap,.;0) + O(e**?). Esta solugao possui perfodo (AP, €) préximo a T = 2rm/(s — 1) e estd
préxima a uma solucio circular do problema de Kepler com periodo T, raio s~2/3.

5.9.2 Continuacao de solucgoes circulares S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratérias no caso planar

De maneira similar de que procedemos na secdo 5.9.1, podemos obter solugdes Sp-simétricas do sub-
problema planar (5.125). O procedimento para obtencao deste resultado é muito semelhante ao da segéo
anterior e desta forma vamos somente enunciar os resultados omitindo as provas.

Lema 5.9.2. Seja tep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0) solugdo circular do problema (5.125) com
e = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63), T-periddica e Ss-simétrica com condigdo inicial
Yo = (QV,QY, PP, PY) = (n1+1/2)m,0,5~/3,0) sobre o eizoy, onden; € N, s € RT eT/2 =mm/(s—1)
com m € N. Entdo Yrep(t) € dada por (5.131)

Demonstragao: Basta proceder de maneira similar adaptando alguns detalhes a demonstracao do
Lema 5.9.1. |
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Teorema 5.9.2. Assuma que a fungao Wy € invariante por reflexdes sobre o eixo-y e seja Yrep(t) =
(Q1(t), Q2(t), Pi(t), Pa(t);0), solugdo circular do problema (5.130) com € =0, como no Lema 5.9.2.

i)— Entao para € suficientemente pequeno existe condig¢ao inicial Y. = Yo + Y(€) com Y(e) =
(0, AQ2(€), APy (€),0) tal que P(t,Ye;€) = Yrep(t, Ye;0) + O(e*™) € uma solugio Sy-simétrica com
periodo T = 2mm/(s — 1) e esta solucdo estd prozima do circulo de raio s~2/3.

1) Também existe condi¢do inicial Y ap, e = Yo+ Y (AP, €) com Y (AP, €) = (0, AQ2(APy,€), AP, 0),
€ e APy pequenos, tal que ¥(t, Y ap, ;€) = Ykep(t, Yap, ;0) + O(e*T) é uma solugdo Se-simétrica com

periodo T(APy, €) prézimo a T e esta solugio estd prozima do circulo de raio s~2/3.

Observagao 5.9.3. No teorema acima estamos usando a notacio Y = ((ni + 1/2)7T,Aq2,s_1/3 +
AP;,0) := (AQ2,AP)) onde s € RT € escolhido convenientemente para evitar problemas de singu-
laridade.

Demonstracao: Basta Proceder de maneira similar a prova do Teorema 5.9.1. |

5.9.3 Continuagao de solugoes circulares duplamente simétricas do problema
de Kepler em coordenadas giratorias no caso planar

Iremos supor que a fungao Ws restrita ao plano horizontal é invariante por reflexées em torno do eixo x e
eixo y. Temos entao a seguinte caracterizacao da solucao circular do problema de Kepler em coordenadas
giratorias e duplamente simétrica.

Lema 5.9.3. Seja tep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0) solugdo circular do problema (5.125) com
€ = 0, dada nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63), T-periddica e duplamente simétrica com condi¢do
inicial Yo = (QF,Q9, P2, PY) = ((ny + 1/2)7,0,57/3,0) sobre o eizo y, onde n1 € N, s € Rt ¢
T/4A=7(2m+1)/2(s — 1) com m € N. Entdo yep(t) € dada por (5.131).

Demonstragao: Consideremos o sistema (5.130) com e¢ = 0, que corresponde ao problema de Kepler
planar em coordenadas giratérias dado nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (5.63). A solugéo circular
do problema de Kepler sera ¢(t, Yo;0) = (Q1(t), Qa(t), Pi(t), Po(t)) = ((s — 1)t + (n1 +1/2)7,0,571/3,0)
com condi¢ao inicial Y. Para que esta solugdo seja duplamente simétrica é suficiente que em ¢t = T'/4,
ela intersecte o eixo x ortogonalmente, segue do Lema Lema 5.6.2 equagdo (5.69) as seguintes equagoes
de periodicidade:

Q1(T/4,Y5;0) =(s— DI +nir = (ni+m),n

(5.134)
Qa(T/4,Yp;0) =0 =0.

Resolvendo as equagoes de periodicidade acima obtemos solucao do problema de Kepler duplamente
simétrica circular com periodo T/4 = w(2m + 1)/2(s — 1). |

Teorema 5.9.3. Assuma que a fungdo Wy € invariante por reflexdes sobre o eixo x e sobre o eizo y e
seja Prep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0), solugdo circular do problema (5.130) com € = 0, como no
Lema 5.9.3.

i)— Entdo para € suficientemente pequeno existe condicdo inicial Y. = Yo + Y () com Y(e) =
(0,0, AP (€), APs(€)) tal que p(t, Ye;€) = Yrep(t, Ye;0) + O(e2T8) € uma solugio duplamente simétrica
com periodo T =27 (2m +1)/(s — 1) desde que (s — 1) # (2m+ 1)/k para qualquer k € N e também esta
soluc@o estd prézima de circulos com raio s~2/3
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it) Também existe condi¢ao inicial Yap, e = Yo+Y (AP, €) com Y (AP, €) = (0,0, AP, AP,(AP;,¢)),
€ e APy pequenos, tal que Y(t,Yap, c;€) = VYrep(t, Yap, ;0) + O(e*™) € uma solugio duplamente
simétrica com periodo T(APy,€) prozimo a T = 2r(2m+1)/(s — 1) desde que (s —1) # (2m+1)/k para
qualquer k € N e também esta solucdo estd prozima de circulos com raio s~2/3

Observagao 5.9.4. No teorema acima estamos usando a notagio Y = ((ng + 1/2)m, AQq, s /3 +
AP;,0) := (AQ2,APy) onde s € RT € escolhido convenientemente para evitar problemas de singulari-
dades.

Demonstragao:  Seja (¢, Y;0) a solucdo circular do problema de Kepler com condigao inicial Y =
((ny +1/2)7, AQ2,s~/3 4+ APy, 0) sobre o eixo y em uma vizinhanca de Y. Usando a diferenciabilidade
do fluxo em relagao ao parametro ¢, obtemos que a solugao do sistema perturbado (5.130) é ¢(t,Y;¢€) =
Orep(t,Y;0) + O(e*T). Para que a solugdo seja duplamente simétrica é suficiente que em ¢t = T/2 a
solucdo intersecte ortogonalmente o eixo « e do Lema 5.6.2 equagao (5.69), seguem as seguintes equagoes
de periodicidade:

Y, e)= ((sTV34+AP)3 1)t — (m+1/2)m +O(e*T) =0
(5.135)
f2(t,Y,€) = AQacost +0(e+) = 0.

onde m € N. Observe que f1(7/2,Y;0
periodicidades (5.135)

=0e f2(T/2,Y;0 = 0. Segue das equagdes de

Ny-o Ny-o

A(f1,f2)
o(t,AP,,AP»)

B <3—1 —3(s¥3)T/4 0 )

t=T/4Y=0,e=0 0 0 cosT/2

Para que o jacobiano acima seja tenha posto 2 e as solucoes de periodicidade tenham solugao, temos as
seguintes possibilidades
9(f1,f2) _ 4/3 ;
(A) Observe que det(m) Y00 —3(s%/3)T/4cosT/4 # 0, pois T/4 # k/27 para
todo k£ € N entao o resultado segue do Teorema da Funcao Implicita.

(B) Observe que det( g((tf Z’;f?)))

=(s—1 T/4#0 i t T/4#k/2
Y 0.0 (s —1)cosT/4 # 0, pois novamente que T'/4 # k/2m

para todo k € N e o resultado segue do Teorema da Funcao Implicita. |

Observagao 5.9.5. Observamos que mostramos que é possivel continuar solucoes circulares do problema
de Kepler planar em coordenadas giratdrias S1-simétricas, Sa-simétricas e também duplamente simétricas
usando as coordenadas de Poincaré-Delaunay (5.63). Mas o fato importante aqui, € que nao exigimos
nenhuma restri¢ao sobre os termos perturbadores, ou seja nao exigimos nenhuma condi¢do sobre a func¢ao
Wa, além daquelas feitas inicialmente. Nos Teoremas 5.9.1, 5.9.2 € 5.9.3 acima, foi possivel obter familias
de solucdes periddicas simétricas, prorimas a circulos, a um parametro, dependendo de € e neste caso as
solugoes possuem periodo fixo e também familias periddicas simétricas a dois pardmetros.

5.9.4 Continuagao de solugoes elipticas do problema de Kepler em coorde-
nadas giratdérias no caso planar

Nas proximas se¢oes vamos determinar a existéncia de solugoes simétricas periddicas do problema (5.125)
obtidas a partir de orbitas elipticas do problema de Kepler planar em coordenadas giratérias. Usaremos
para isso, as variaveis de Delaunay, ja que estas estdo definidas em uma vizinhanga & de uma 6rbita
eliptica do problema de Kepler.
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5.9.5 Continuacao de solugoes elipticas S;-simétricas do problema de Kepler
em coordenadas giratoérias

Lema 5.9.4. Seja Yrep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0) solugdo eliptica do problema (5.128) com
e = 0, dada nas varidveis de Delaunay (5.60), T-periddica e Sy-simétrica com condi¢do inicial Yo =
(Q9,Q8, PP, PY) = (nim,nam, s 1/3 py) onde ni,n2 € N, s = (m/n) e T = 2nm com n € N. Entdo a
s0lu¢do Prep(t) € dada por
Ql(t) :St‘i‘Q?? Pl(t) :P10>

Qolt) =—t+Q8  Py(t) =P (5.136)
Demonstragao: Consideremos o sistema (5.128) com € = 0, que corresponde ao problema de Ke-
pler planar em coordenadas giratérias dado nas coordenadas de Delaunay (5.60). A solugéo eliptica do
problema de Kepler serd ¢(t, Yo;0) = (Q1(t), Qa(t), P(t), Pa(t)) = (st + nym, —t + nam, s~ /3, py) com
condicao inicial Yy. Para que esta solucdo seja Si-simétrica é suficiente que em t = T'/2, ela intersecte
novamente o eixo = ortogonalmente. Do Lema 5.6.1 equagdo (5.67) seguem as seguintes equagoes de

periodicidade:
Ql(T/2,Y0;0) :ST/2+’I'L17T = (’I’Ll +m)77T

(5.137)

Q2(T/2,Yy;0) =-T/24nam = (ny —n)m.
onde n,m € N com n > ny. Resolvendo as equagoes de periodicidade acima obtemos solucao do problema
de Kepler S;-simétrica eliptica com periodo T' = 2nr, desde que s = m/n. |

Teorema 5.9.4. Assuma que a fun¢do Wy € invariante por reflexées sobre o eizo x e seja Pyep(t) =
(Q1(t), Q2(t), Pi(t), Pa(t);0), solugdo eliptica do problema (5.128) com e = 0, como no Lema 5.9.4. Entao
existe condigao inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €) com Y(APs,€) = (0,0, AP, (APs,€), AP,), come e AP,
pequenos, tal que Y(t, Y ap,.c;€) = Ukep(t, Yap,.;0) + O(e*T?) € uma solugio Sy-simétrica com periodo
T(A Py, €) prézimo a T e prézima de uma elipse de semi-eixo maior s72/3,

Observacao 5.9.6. No teorema acima estamos usando a notagcao Y = (nlﬂ,nﬂ',s’l/?’ + APy, ps +
AP,) := (AP, APR,), onde s € RT € escolhido convenientemente para evitar problemas de singularidades.

Demonstragao: Seja 1(t,Y;0) a solugdo eliptica do problema de Kepler com condigao inicial Y =
((nym,nam, s34 APy, po+ APy) sobre o eixo x em uma vizinhanca de Y. Usando a diferenciabilidade
do fluxo em relagao ao parametro ¢, obtemos que a solugao do sistema perturbado (5.128) é ¢(t,Y;¢€) =
Orep(t,Y;0) + O(e*t?). Para que a solugao seja Si-simétrica ¢ suficiente que em ¢ = T'/2 a solugao
intersecte ortogonalmente o eixo = e do Lema 5.6.1 equacdo (5.28), seguem as seguintes equagoes de
periodicidade:
[ Y, e)= (573 +AP) B3t —mn 4+0(e2T) =0,
(5.138)
fo(t,Y,e)= —t+nrw +0(e*) = 0,

onde m,n € N. Observe que fl(T/Q,Y;O)|Y:0 =0e fg(T/Q,Y;O)|Y:
periodicidades (5.138) que

o = 0. Segue das equagoes de

9(f1,f2)
(L, AP,,AP)

_ s =3(sY3)T/2 0
t=T/2,Y=0,e=0 -1 0 0/

9(f1,f2) )

Observe que det(a(t AP = 3(s*/3)T/2. Entao segue do Teorema da Funcao Implicita

t=T/2,Y=0,e=0

que existem fungdes analiticas APy = APy (APy,¢) e 7 = 7(APy, €) definidas para |[AP| < § e |e] < ¢
onde d e €y sdo suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) =0, 7(0,0) = T'. Desta forma a solugéo S;-
simétrica do sistema perturbado com condigao inicial Yap, c = (n1m, nem, sTIB3LAP (APs€),pa+ADP,)
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eVt Yapr, e €) = Vkep(t, Yap, ;0)+0 (1), Esta solugao possui periodo (AP, €) préximo a T = 2nw
e estd préxima a uma elipse com semi-eixo maior s~2/3.

5.9.6 Continuacao de solugoes elipticas S;-simétricas

De maneira muito similar a secao 5.9.5, podemos obter solugoes S-simétricas préximas a érbitas elipticas
do problema de Kepler.

Lema 5.9.5. Seja Yrep(t) = (Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(t);0) solugdo eliptica do problema (5.128) com
e = 0, dada nas varidveis de Delaunay (5.60), T-periddica e Sa-simétrica com condi¢ao inicial Yo =
(@QY,Q9, P, PY) = (nym, (ny + 1/2)m,s~ /3 py) sobre o eizo-y, onde ni,ny € N, s = (m/n) e T = 2nx
com n € N. Entdo a solu¢io yep(t) € dada por (5.136).

Demonstragao: Basta proceder de maneira similar a prova do Lema 5.9.4 fazendo algumas adaptacoes
convenientes. |

Teorema 5.9.5. Assuma que a fungdo Wy € invariante por reflexdes sobre o eizo y e sejo Ypep(t) =
(Q1(t), Q2(t), Pi(t), P2(1);0), solugdo eliptica do problema (5.128) com € = 0, como no Lema 5.9.5. Entao
existe condigdao inicial Yap,e = Yo+ Y(APs,€) com Y(APy,¢) = (0,0, AP (APy,€),AP,), € e AP,
pequenos, tal que Y(t, Y ap,.c,€) = Ykep(t, Yap,.;0) + O(e*T?) € uma solugio Sy -simétrica com periodo
T(APs,€) prozimo a T.

Demonstracao: Basta proceder de maneira similar a demonstragao do Teorema 5.9.4. |

5.9.7 Continuagao de solucoes elipticas duplamente-simétricas.

Vamos obter solugoes periddicas proxima a solucoes elipticas do problema de Kepler simétricas com
respeito a reflexoes em torno do eixos x e y. Desta forma a solucao eliptica do problema de Kepler
em coordenadas giratérias e duplamente simétrica tem a seguinte caracterizagao nas coordenadas de
Delaunay.

Lema 5.9.6. Seja Ygep(t) = (Q1(t), Q2(2), Pi(t), Pa(t);0) solugdo eliptica do problema (5.128) come =0,
dada nas varidveis de Delaunay (5.60), T-periddica e duplamente simétrica com condigdo inicial Yo =
(QY,Q9, P, PY) = (nim, (na + 1/2)m,57 Y3 p3) € Ly onde ny,ng € N, T = 2(2n + 1)w, desde que
s=2m/(2n+1) com m,n € N. Entdo a solu¢ao Yrep(t) € dada por (5.136).

Demonstragao: Consideremos o sistema (5.128) com e = 0, que corresponde ao problema de Kepler
planar em coordenadas giratérias dado nas coordenadas de Delaunay (5.60). A solugéo eliptica do prob-
lema de Kepler serd ¢(t, Yo;0) = (Q1(t), Qa(t), Pi(t), Po(t)) = (st+nym, —t+ (no+1/2)m,5~/3 py) com
condicao inicial Y. Para que esta solucdo seja duplamente simétrica é suficiente que em t = T'/4, ela
intersecte o eixo x ortogonalmente, ou seja

Ql(T/4,Y0;0) :ST/4+7117T = (n1+m)7ﬂ'
(5.139)
Q2(T/4,Y5;0) =-T/44 (na+1/2)r = (n2 —n)m.
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onde n,m € N com n > ny. Resolvendo as equagoes de periodicidade acima obtemos solugao do problema
de Kepler duplamente simétrica eliptica com periodo T' = 2(2n 4 1)7, desde que s = 2m/(2n + 1). [ |

Teorema 5.9.6. Assuma que a funcao Wo € invariante por reflexdes sobre o eizo x e sobre o eizo y e seja
Yrep(t) = (Q1(t), Q2(t), P1(t), P2(t);0), solucdo eliptica do problema (5.128) com ¢ = 0, como no Lema
5.9.6. Entao existe condicdo inicial Yap, e = Yo+ Y (AP, €) com Y(APs,e) = (0,0, AP (AP, €), AP,),
com € e AP, pequenos, tal que Y(t, Y ap, e;€) = Vkep(t, Yap,;0) + O(e2T) € uma solugio duplamente
simétrica com periodo T(APy, €) prézimo a T = 2(2n + 1)7, desde que s = 2m/(2n + 1).

Observagao 5.9.7. No teorema acima estamos usando a notagio Y = ((nym, (ng + 1/2)m, s~ 1/3 4+
APy, pa+APR) :=(AP,AP,), onde s > s*, s,s* € RT, s* suficientemente grande, para evitar problemas
de singularidades.

Demonstragao: Seja ¢(t,Y,0) a solugdo eliptica do problema de Kepler com condigao inicial Y =
((nym, (ng + 1/2)w,s71/3 + AP;, py + AP,) sobre o eixo y em uma vizinhanca de Y, de maneira que
©(t, Y, ) para e # 0 suficientemente pequeno, seja uma solucao do problema perturbado (5.128). Usando
a diferenciabilidade do fluxo em relacao ao parametro €, obtemos que a solugao do sistema perturbado
(5.128) & o(t, Y, €) = prep(t, Y;0) + O(e*). Para que a solugao seja duplamente simétrica é suficiente
que em t = T'/4 a solugdo intersecte ortogonalmente o eixo e do Lema 5.6.1 equagao (5.28), seguem as
seguintes equagoes de periodicidade:

fl (ta Yv 6) = (371/3 + APl)igt — mm —|—O(ea+i) = O’
(5.140)
f2(t,Y, )= —t+(n+1/2)7 +O(ex+) =0,

onde m,n € R. Observe que fl(T/2,Y;O)|Y:O =0e f2(T/2,Y;0
periodicidade (5.140)

)|Y:0 = 0. Segue das equagoes de

A(f1,f2)
O(t,AP;,APy)

B < s —3(s3)T/4 0>'

t=T/4,Y=0,e=0 -1 0 0

9(f1,f2) )

Observe que det( 50, AP = 3(s*?)T/4. Entao segue do Teorema da Funcao Implicita que

t=T/4,Y=0,e=0

existem fungoes analiticas AP/1 = AP (AP, €) e T = T(AP2,€) definidas para AP, € [0,6) e € € [0,€p)
onde § e € sdo suficientemente pequenos, tal que AP;(0,0) = 0, 7(0,0) = T. Desta forma a solugdo
duplamente simétrica do sistema perturbado com condicio inicial Yap, . = (nim, (ng + 1/2)m, s~/ +
AP (AP €),p2 + APy) é (6, Yapye;€) = Ykep(t, Yap, ;0) + O(e*T). Esta solugdo possui periodo
T(APs,€) proximo a T = 2(2n + 1)m, desde que s = 2m/(2n + 1) e estd proxima a uma solucao eliptica
do problema de Kepler com periodo T

Observacgao 5.9.8. Note que aqui nos Teoremas 5.9.4, 5.9.5 € 5.9.6 podemos continuar solugoes elipticas
do problema de Kepler em coordenadas giratorias e assim obter familias de solugdes periodicas com
simetria a dois parametros, porém sem periodo firo. Ainda estes resultados foram obtidos sem impor
condigoes sobre a funcao perturbadora Ws.

5.10 Equivaléncia entre os problemas (5.1) e (5.2)

Nesta se¢ao vamos mostrar que se assumirmos a hipGtese de que se problema (5.1) é invariante por
rotacoes em torno do eixo-z, entao ele pode ser transformado, via uma transformacao simplética no
tempo, no problema e (5.2). Assuma seguinte hipétese:
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Hipétese 5.10.1. Suponha que a funcdo W1y € invariante por rotagoes em torno do eizo-z.

Considere a mudanca de coordenadas simplética

pe cost — py sint,

x = £cos(t) — nsint, Da

y= &sint +ncost, Dy pe sint + p,, cost,

z= (, bz = P¢-
Entao a fun¢ao Hamiltoniana (5.3) assume a forma

1 1
K = S (p¢ +p; +p7) — (Epy — pe) — ———e
g \We T P T HG n /2 12 1 C2
Logo obtemos um problema do tipo (5.2), onde Wy := W;. Portanto as solugdes T-periddicas do sistema

(5.2) serao periédicas do sistema (5.1), desde que o periodo satisfaga a condigdo de comensurabilidade:
T/2m = p/q, onde p,q € Z.

+e*Wi(&,n, (€. (5.141)
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Capitulo 6

Solucoes periddicas simétricas no
problema do anel, disco e fio circular
homogéeneo

Neste capitulo, vamos determinar a existéncia de solugoes periédicas simétricas no problema de uma
particula atraida por um corpo macigo planar, particularmente no caso em que o corpo é um anel, disco
ou fio circular homogéneo. Mostraremos que estes problemas podem ser escritos como perturbagoes
analiticas do problema de Kepler, e entdo vamos utilizar os resultados do capitulo (5) par prolongar
solugoes circulares e elipticas do problema de Kepler, seja no caso espacial ou no caso planar.

O estudo de solucoes periddicas simétricas no problema do fio circular homogéneo, sob o ponto de
vista analitico, foi estudo por Azevédo em [5] ou em [15]. Outros trabalhos tratam do problema, mas sob
o ponto de vista numérico como Alberti [1] e Broucke [10]. Porém para o problema do anel circular ou
disco circular homogéneos nao encontramos resultados na literatura.

Na primeira se¢ao deste capitulo estudaremos o problema do anel circular A e do disco circular D
homogéneos ja definidos anteriormente. Utilizaremos a formulagao do problema, em diferentes tipos de
coordenadas, no sistema euclidiano fixo e também nas coordenadas giratérias( desde que estes problemas
sdo invariantes por rotagbes em torno do eixo-z), e a partir destas expressoes, descreveremos conve-
nientemente o problema usando coordenadas de Delaunay ou Poincaré-Delaunay. Provaremos asssim,
a existéncia de solugbes periddicas simétricas espaciais e nos sub-problemas: plano horizontal e plano
vertical. No caso espacial vamos obter solugoes simétricas em relagao ao eixo x, em relagao aos planos
verticais: plano-(y, z) e plano-(z, z) e solugdbes duplamente simétricas: simétricas em relagdo ao eixo-x e
em relagdo ao plano-(y, z) e simétricas em relagdo ao eixo-z e em relagao ao plano-(z, z). Ainda do fato
que o problema do anel ou disco ou fio circular homogéneo fixo sdo invariantes por rotacées em torno do
eixo-z, poderemos obter solugoes simétricas com outras simetrias das descritas acima.

Para o problema do fio circular homogéneo, os autores em [5] ou [15] provaram a existéncia de solugoes
simétricas contidas em algum plano, préximas a solugoes circulares do problema de Kepler. Nestes
trabalhos, os autores conseguiram continuar solugoes circulares do problema de Kepler com condigao
inicial que tem a posicao fixa (a mesma da érbita de Kepler) e perturbando a velocidade. Na ultima
secao deste capitulo, vamos determinar solugoes simétricas para o problema do fio circular, diferentes das
obtidas por [5], j& que podemos continuar solugdes do problema de Kepler circulares ou elipticas, obtendo
solugOes espaciais e ainda, algumas delas podemos dizer exatamente qual é o periodo.
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6.0.1 Potencial do anel ou disco circular homogéneo em termos de Polinomio
de Legendre

Como no caso geral de um corpo macigo, estudado na secao 2.1.1 podemos escrever a fungao potencial
do anel ou disco circular homogéneo em série de poténcia, a qual é dada em termos de polindmios de
Legendre.

Seja A = {(r,0,0),a < r < b} anel circular homogéneo centrado na origem de raio interno a e raio
externo b, densidade de superficie A constante e centrado na origem O do sistema cartesiano.

Seja P um ponto cuja distancia a origem 0 é r e tem latitude ). Pela simetria do anel podemos
tomar, sem perda de generalidade, P = (rsend,0,r cos?) no plano zz. Seja @ € A a uma distancia R
da origem O e com latitude v com o eixo z. Denotamos por d = d(P, Q) a distancia do ponto P ao ponto
Q@ = (Rcos, Rsen,0). Entao o potencial do anel em P

_ [ [AR_dRdy
vo=-J b ggrP’Q) , R dRdy (6.1)
= _)\fa fO

\/(T‘ sen¥— R cos 1)2+R2 sen th+712 cos 9

Uma vez que a massa M e a densidade \ estdo relacionadas por M = wA(b* — a?) da equagdo (6.1)
obtemos que

B M b 27TR de¢
Vim/‘ /0 ?\/1+(R/7')2—QT(R/T)Senﬁcos1/; (6.2)

Se considerarmos R/r < 1 entdo o radical da equacdo (6.2) acima pode ser escrito em série de
potenciais em termos de R/r da seguinte maneira.

1 e R\n
V1—=2R/rsendcosy + (R/r)? - ZPn(benﬁcom/))<?) ’

n=0
onde P,(z) é um polinémio de grau n em z denominado n-ésimo polindémio de Legendre. Podemos

observar que como R/r < 1, segue que o ponto P estd no exterior da esfera com centro na origem e raio
b. Desta forma, da equagao (6.2) obtemos que

b oo ntl 27 00
Vo= s I, (E) dR [7™ 3% Py(send) cosvh)dib,
=-M 4 %Pg(cos 0) — 2 (b* + a®b + b*) Py(cos 9) + .. (6.3)
=-M 4 G ta)M ng)M (3cos? ¥ —1) — 2L (b* + a®b? + b*) (32 cos? ) — B cos? I + 2) + ...

A partir da expressao do potencial do anel podemos obter o potencial do disco circular fazendo simples-
mente a = 0. Temos o seguinte lema, cuja demonstracao é evidente.

Lema 6.0.1. O potencial do disco circular homogéneo D de massa M e raio b, em um ponto P a uma
distancia r > b da origem O pode ser expresso em séries e € obtido a partir da equagdo (6.3) fazendo
a =0, ou seja,

Vv =-M44 b;% (3cos? ¥ —1) — 2Mop? (35 cos? ) — B cos? I + 2) + ... (6.4)

Segue do Lema 6.0.1, que o potencial de um anel ou disco circular homogéneo podem ser expressos
de uma tUnica maneira, a menos de constantes, como segue

Vv =-M4 C(llyb%(?)COSQﬂ -1) - Cz,b%(% cost — L cos? W+ 2) + ... (6.5)

onde CZ b, 4 € N sao dados por

oy = (0*+a)/8, 2y = (0" +a*0*>+0*)/8 no anel (a<b)

c(l)yb =1b?/8, C%,b =b*/4 no disco (a =0) (6.6)
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6.1 Solucoes peridédicas simétricas

Nesta se¢ao vamos obter solucoes periédicas simétricas do problema do anel circular homogéneo com
centro na origem do sistema euclidiano tridimensional, de raio interno €, espessura g = b— ¢ e com massa
constante M = 1. Desta forma a densidade é dada por A = 1/7(u(2¢ + p)). Também vamos determinar
a exit encia de solugoes peridédicas simétricas para o problema do disco circular homogéneo com raio € e
com massa constante M = 1 e portanto a densidade é A\ = 1/me2.

Primeiramente, analisamos o caso do anel com espessura g, como funcao do raio interno €, ou seja
u = u(e) e entdo b = e+ u(e). Seja q = (z,y,2) as coordenadas cartesianas de P. Entao segue que
r = ||q||. Pela equagao (6.3), o potencial em polinémios de Legendre é dado por
M| M[2a(a+ p(a) + 4 (a)]
llal 8llall

e fazendo p = p(e) = ke onde k € RT e assim b = €(1 + k), segue da equagdo (6.7) a seguinte expressao

V= (3cos® ¥ — 1) + O(a?), (6.7)

M M1+ k)% +1]

V=--7F+e¢€
lal 8llall?

(3cos® 9 — 1) + O(e), (6.8)
e entao o potencial é uma perturbagao do potencial do problema de Kepler em €. Desta forma segue que V'
é analitica em (2,7, 2) € R? com 22 + 32 + 22 > (1+ k)22, pois nesta regido V é expresso como uma série
convergente. Na verdade V' é analitica na regido R3 \ {(z,y,2) € R3; 2 <22 +1y? < (1 + k)% e 2=

0}. Afim de ndo sobrecarregar a notacao, definiremos C' := ¢}, = [(1 + k)* 4 1]/8. Entdo a fungao
Hamiltoniana associada ao problema do anel é dada por
H(q,p,¢) = Ho(a,p) + € Hi(a) + " Hr(q, ), (6.9)
onde Ho(q,p) = 3l[pII* + gy ©
Hi(q) = f\gﬁ(?) cos? 9 — 1), (6.10)
onde cos(¥) = oy € M ¢ a massa da anel circular A. As equagoes de Hi(q) e Hr(q,€) sdo limitadas

desde que b < r. Observe também que H; e Hg sdo continuas quando € = 0.

Observagao 6.1.1. Observe que com a notacdo do Capitulo 5 temos que

Wi(g,e) = |]|Z”C£;(3 cos? ¥ — 1) + O(?) (6.11)

que claramente é analitica em R®*\ K onde K neste caso € a esfera de raio e(1+k), veja Figura 6.1 abaixo.

Observagao 6.1.2. Observe que o parametro perturbador € estd associado a espessura pu = ke do anel
e ao raio interno €. De forma que mesmo quando € € suficientemente pequeno, podemos ainda obter um
anel com diferentes espessuras, basta variar o k.

De fato, Seja q(t) solugao T-periddica do problema do anel com raio interno €, espessura ke (desta
forma o raio interno b = €(1 + k)), massa M = 1 e densidade \ = 1/(nke*(2 + k). Entdo para o anel
de raio interno a = 1, raio externo b = 1+ k (e portanto com espessura pn = k), de massa unitdria e
densidade \ = 1/(rk(1 + k)) obtemos que s(t) = %q(e3/2t) ¢ solugdo para o problema do anel e T /e3/?-
periodica. Para verificar este fato basta aplicar o Coroldrio 2.3.1. Para o problema do disco vale uma
propriedade similar.

No caso do disco circular homogéneo D a fun¢do hamiltoniana também é da forma de (6.9) assim
como o termo perturbador H; de ordem €2 dado por (6.10), observando somente que neste caso C' = 1/8.
O termo perturbador € neste caso, estd simplesmente associado ao raio da disco D.
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Figura 6.1: Anel A e a vizinhanga compacta K.

Entao o problema do anel circular homogéneo de raio interno €, espessura ke, de massa unitaria e
densidade A\ = 1/(wke?(2 + k) ou o problema do disco circular homogéneo com a = 0 e b = ke, massa
M =1 e densidade \ = 1/(me?; é dado pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem

a =p,
b = s + V() (612

Para fazer uso dos resultados do capitulo 5 necessitamos descrever o problema (6.12) usando as as
coordenadas de Poincaré-Delaunay e Delaunay.

Sabemos que em termos das coordenadas esféricas cosv = HfTH e por outro lado em termos dos

elementos orbitais z = ||¢|| sen sen, onde ¢ é o dngulo da posi¢do da particula infinitesimal medido a
partir do eixo nodal, sendo i o angulo de inclinacao do plano orbital. desta forma,

Ccosv = sen i seni,

e assim obtemos que

P
cos? v = sen? 1 sen? i = sen? ¢(1 — (53)2),
desde que cosi = g e H = P3. A funcdo Hamiltoniana (6.9) nas varidveis de Delaunay-Poincaré (PD —1)
é entao dada por
i

! ¢ [3sen®(1— —2) — 1] + O(e*), (6.13)

M
H P)=————= 27 _
(@ P)= =55 *p G2

3+P; ~ . . . .
onde G = P — QQ% é o momento angular total. As equagbes de movimento do sistema hamiltoniano

associado a fungao (6.13) sao

. 1 )
G =55 O, P= 0+0(),
1

Qs =0 +0(e?), PBy= 0+0(e), (6.14)

Qs =0 +0(e?), Py= 0+ O(e?).

Desde que o potencial induzido pelo anel ou disco é invariante por rotacoes em torno do eixo-z (linha
que passa pelo centro do anel ou disco e é perpendicular ao plano que os contém), podemos descrever o
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problema em coordenadas giratorias e a fungao Hamiltoniana é entao dada por
1 M

H = =0 +p; +12) — (Epy — Npe) — —————= +

2 3 n ¢ n 3 /52 + 772 ¥ 4-2

onde a funcao potencial em série em termos de polinémios de Legendre tem a forma

M MC
V y1,6,€) = —7— 7 + 62
€169 = ~1q1 * < 8[qP

onde q = (&,1,¢). Usando a notacdo da Segdo 5.7, segue que K; = %(3003219 —1) e Wa(q,¢) =
O (3cos?9 — 1) + O(€?).

V(& m, ¢ €). (6.15)

(3cos®t — 1) + O(e*),

SHqII“"

Nas coordendas giratérias o problema do anel circular homogéneo de raio interno €, espessura ke, de
massa unitdria e densidade A = 1/(wke?(2 + k) ou o problema do disco circular homogéneo com a = 0 e
b = ke, massa M = 1 e densidade A\ = 1/(me?); é dado pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais de
primeira ordem

§= petn,  Pe= py—ap — €% — O,
= py—&  Pp= D¢~ ap — €% + O, (6.16)
(= e Po= —ap — %S +0(h),

Desde que z = ( segue da mesma maneira do sistema inercial, que

HA2
cos? v = sen? 1 sen? i = sen? 1/}[1 — (E) },

desde que cosi = H/G e H = ({p,, — npe)-

Portanto, nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1) a fungao Hamiltoniana (6.15) é dada por

1 Mc 2 i 4
H = oTe —P3+é 7 H3(3sen w(l—@) —1) + O(e), (6.17)

e o sistema Hamiltoniano associado a fungéo (6.17) é dado por

G =55 +O(@),  P= 0+0(),

1
Q: =0 +0(?), Py= 0+0(e), (6.18)
Qs =-1 +0(e2), Py= 0+ O(€?).

Nas varigveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2) a fun¢do Hamiltoniana (6.15) é dada por

o L @B+PP+Q5+Py  ,MC
2

Bt ; t [3sen2¢( (g)Q) — 1] + O(eY), (6.19)

2 2 2 2 2
onde H = P, — w eG=P+ %. O sistema Hamiltoniano associado a fungao (6.17) é
dado por

G, = % +O(3), Pi= 040,

1
Q: =P +0(), Py= —-Qx+0(e?), (6.20)
Qs =P +0O(), Py= —Q3+0(e?).
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6.1.1 Orbitas periédicas simétricas proximas de circulos

Nesta se¢ao provaremos a existéncia de soluges Sy, Sz, S3 e duplamente simétricas (nos dois sentidos, ou
seja, simétricas em relacao as simetrias S; e S e simétricas em relacdo as simetrias Sy e S3) do problema do
anel ou disco circular homogéneo. Mostraremos que existe um grande diversidade de solugoes periédicas
simétricas préximas a érbitas circulares do problema de Kepler, sendo que a solucao do problema de Kepler
pode em alguns casos, possui qualquer inclinacao e as solugoes continuadas podem possuir periodo fixo
ou periodo préximo a solucao a ser continuada.

Teorema 6.1.1. (Solugdes a um parametro) Dados m € N e s € RT escolhido convenientemente;
entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo, dado por 6.12, temos:

i)— FExistem condig¢oes iniciais, parametrizadas por €, que ddao origem a solugoes periddicas Si-
simétricas com periodo firo T = 2nm/s prézimas do plano xz e de circulos sobre este plano com raio
s72/3 ¢ periodo T.

1i)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas Sa-
stmétricas com periodo firo T = 2wm/s prézimas do plano xz e de circulos sobre este plano com raio
s72/3 ¢ periodo T.

1i1)— Ezistem condigdes iniciais parametrizadas por €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( S1 e S1 simétricas) com periodo firo T = 2n(2m — 1)/s prozimas do plano xz e de
circulos sobre este plano com raio s—2/3 e periodo T.

A demonstracao do Teorema acima consiste em verificar as hipdteses sobre os termos perturbadores
dadas nos Teoremas 5.4.1, 5.4.2 e 5.4.3. O termo perturbado H; dado por (6.10), nas coordenadas de
Poincaré-Delaunay (PD — 1) tem a forma

2
Hy(Q,P)= |]|Z||C3(3 sen’ (1 — %) -1), (6.21)

2 2
onde G = P — % é o momento angular total. As expressoes para ||q|| e o angulo ¢ devem ser
expressas em termos das coordenadas (PD — 1). Estas expressoes sdo dadas por
a(l —ecos E),
f+y,

lall
(4

sendo a o semi-eixo maior da érbita, f é a anomalia média e E a anomalia excéntrica. Nem os elementos
orbitais classicos e nem os elementos de Delaunay estao definidos em uma vizinhanga de uma o6rbita
circular e o mesmo ocorre com qualquer uma de suas anomalias. Porém suas magnitudes esen f e
ecos f estao definidas e dependem diferencialmente nas condigoes iniciais. O mesmo é valido para esenl,
ecosl, esen E e ecos E. Cada um dos pares (esenl,ecosl), (esen f,ecos f) e (esen E, e cos E), ambas
as variaveis, podem ser expressas em séries nas variaveis de qualquer outro par. As diferengas f — F,
E —1le f—1 assim podem ser expandidas no mesmo caminho. Uma boa referéncia para estes fatos
pode ser encontrada em [11] e [16]. Como estamos interessados na equagao destas expressoes em uma
vizinhanga de uma solugéo circular do problema de Kepler, que nas coordenadas (PD — 1), correspondem
a Q2 = P, = 0, escrevemos ||q|| e o angulo ¢ em séries de Taylor em torno da solucédo circular, ou seja,
expressamos ||q| e 1) em séries de poténcias em torno de Qy =0, P, =0e P, = s~ /3,

(6.22)

Lema 6.1.1. Nas coordenadas (PD — 1), as expressées para ||q|| € ¥ sdo dadas em séries de poténcias
em torno de Qa =0, P, =0 e P, = s~ /% da sequinte maneira
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lall =53 4+5Y2Qosen Q1 — 5 V2 Pacos Q1 + 2573 (P — s7V3) + s71/3Q3% cos® Q1 +

%sfl/GQg(Pl — 53 sen Q1 4+ 257 V3QaPysen Qi cos Q1 + (P — s71/3)% =

SIS

sTYO(P — s7/3)Pycos Q1 + s~ V3 PEsen® Q1 + O(| X|?),

P = Q14 2P2sY%sen Q1 + 2Q25" % cos Q1 —
gsl/3Q§ cos Q1 sen Q1 + gsl/SPZQz cos2Q1 — stl/Q(Pl — 571/3) cos Q11—

Pos'/?(Py — s71/3)sen Q1 + gP§SI/3 sen Q1 cos Q1 + O(|| X||?),
onde estamos usando X = (Qa, P — s*/3, P2) e Q1(t) = (s~ Y3 + Pt + (n1 + Dym.

Demonstragao: Veja apéndice B. |

Usando o Lema 6.1.1 podemos obter as seguintes estimativas sobre Hj.

Lema 6.1.2. O termo perturbado Hy (6.21) satisfaz as sequintes estimativas:

(1) . _ (T2 0M . _
(@) QM(T/2,Y;0)y_, =/ 7 (gokep(T,X,O))‘YZOdT —0.
(1) . _ (T/2 1 . _
(b) PQ( )(T/2,Y,0)|Y:O =" 50, (wkep(r,y,o))‘Y:OdT — 0.
0Qy" _
(c) GTPl) ’Y:O =0. 6.23
aQél . ( . )
(d)  Fa6; ly—o =0. 52
QL T2 H, ,
(&) a5 lv—o = Jo m)gzam(%ep(T,Y,O))}Y_odT # 0.
opM T2 H, , _ 4 4
(f) BAQz ’YIO — Jo 8Q28AQ2 (@kep(T, Y7 O))‘ dT — _EMCS /3m7T.

onde estamos usando a notagio Y = ((n1+1/2)m, AQ2,0,5 /3 + APy, 0, p3+AP3) := (AQo, APy, AP3).

Observagao 6.1.3. Observe que Y no lema acima € uma condicao inicial sobre Lo e desta forma os
resultados deste lema sao validos para as solucoes So-simétricas e duplamente simétricas, pois mestes
casos estamos tomando uma condi¢ao inicial sobre Lo, de acordo com as escolhas do Capitulo 5. No caso
das solugdes Sy -simétricas tomando Y = (ni7m,0,0,5~ /3 + APy, APy, p3 + AP3) € L1 ¢ usando o Lema
6.1.1 mostra-se um resultado andlogo.

Demonstragao: (Lema 6.1.2) Da equagao (6.21) e do Lema 6.1.1 segue que

o,
OP;

_GMC’ Py sen?
lall® &>

(Q,P) =

_ Q3+P;
onde G = P, — 5= ¢ 0 momento angular.

A derivada parcial de H; em relacdo a Ps deve ser avaliada na solucdo @ie,(t,Y;0) e desta forma
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também o devem as expressoes ||ql|, ¥ e G. Obtemos assim
)2
Gi=GClo,avo =P+ ap) - B8
lall = llall ler.,t.vi0) = 5723 4 5712 AQqsen Q (1) + 25 V/3AP, 4+ s~ V/3AQ3 cos? Qy (t)+

35710 AQa AP, Sean() (AP)? +O(”Y” ),

=Q1(t) —2cos Qi (t)(— 71/6 -i-AQQZg P42 COSQl()( QA?/%+AQ2

Y= |<pkep(t,Y;0) AE o NS
W)][Sean( )( S 612/26 + AQQQS 11/2)} + ;[ COSQl(t)( o= 1/6 JFAQQQS 1/2)Jr

(—cos Qu(t)(— 2% + AQ252)) (sen Qu (1) (— 2% + £Q2555))]

[sen Q1(t)(2% + AQ2528) — (—cos Q1 (1) (— 292 + AQ25205)) %+
O(IIY*).

Segue entao que

T/2
§(@/2.Y:0) = {7 G (prep(r, Y50))dr
(6.24)
T/2 sen
=—6MC(p3 + AP3) [, qu‘sgg dr.
Desde que a funcao integrando é positiva, teremos que escolher apropriadamente p3 = 0, ou seja a érbita
kepleriana contida no plano zz, e desta forma teremos que Q(l)(T/Q, Y; 0)|Y:0 = 0 e assim provamos o

1) M
item (a). Da expressao (6.24) segue imediatamente que SAZ) =0e gg}l = 0 quando AP5 = 0 e assim

provamos os itens (¢) e (d) . Por outro lado derivando Qél)(T/ 2,Y;0) em relagdo ao incremento APj

tem-se @ 7
0Q; 2 OH? / sen? )
= _— Y, M 2
K /0 Shoar (eran(r X 0)dr = —sMC [ e biar 2o, (6.25)

e o item (e) estd provado.

Calculamos agora o termo PQ(I)(T/2,Y; 0). Da expressao de H; dada por (6.21), segue que

OH, _ 3MC G? — P}
70, ¥ = g ag, [‘”3< e )Se“2¢]+

MC {6 (G2G2 )senl/)coswg—i—?) 29 <—2Pi?2>} ,

lalP
0 (GP-PR\ _ PO
0Q2 G? N G3 -

Para determinar completamente a equagdo (6.26) acima, precisamos calcular as derivadas parciais

(6.26)

onde

108



9lal ¢ 68—5’2. Do Lema 6.1.1 obtemos que

0
30, —(llall) =s""?sen@Q; + 257 1/3Q4 cos® Q1 + %s‘l/6AP1 sen Qq + 2s~ /3Py sen Q cos Qq
0
—O(|x|?
450, 0UXT)
% =256 cos Q1 — 5s/3Q4 cos Q1 sen Q1 + %Sl/SPQ cos2Q)1 — 51/2(P1 - 3*1/3) cos Q1
2
0
+—0(|X]*
5 O

Desta forma podemos entao obter a expressao para PQ(I)(T/Z7 Y;0)

1 T/2
PI(T/2,Y:0) = — [ 91 (o(r, x.))dr
T/2 0 C(G*—A T/2 en?
= —3MC {7 Yal gy 4 SMOC ZOFy) (172 Blall sentp iy (6.27)

(G2—AP}) T/2 senpcostp O AP2 AQ T/2 sin?qy
*6MC[ ar = o e — T o e T

Avaliando as expressoes de ||q]|, 1/), 9 em ¢(t,Y;0) obtemos
lall = llall lo¢y:0= s72/3 4 571/2AQ2 sen Q1 (t) + 25 1/3AP, 4+ s~ /3AQ3 cos? Q1 (t)+
557 V/OAQ AP sen Qi (1) + (AP + O([Y[*),
Y= lpyi= Qi(t) + 28Qas cos Q1) (1) — 3513 AQ3 cos QN () sen Q17 (1) -

AQ2s' 2 AP cos Q) (1) + O(|[Y [1?),
(6.28)

lo(tx )= s~ 2senQy(t) + %S_I/GAPl sen Q1 (t) + 257 1/3AQ4 cos® Q4 (1),

2
G =Glouyo= (" +AP) - (A%) :

(’% = 885 o vy =250 cos Q7 (1) — 5512 AQa cos Q1) (1) sen Q) ()~
81/2(AP1)COSQ§ (t) + 7@(”3/”3) oY) -

Q2

Substituindo as expressoes da equagao (6.28) na equagdo (6.27) e avaliando esta equagdo em Y =
(AQ2, APy, AP3) = 0, obtemos

2
P{(T/2,Y;0) ly=o = —3MC [ (S8l L) |y—o dr +9MC [ (Gl =ty |y dr
T/2 n
—GMCf / Se “ﬁﬁgsw aan) |Y 0 dr

—3MCs'3/6 fmﬂ/é sen(s7 + (m + 1/2)m)dr+
9MC'513/6 fmﬂ/q sen®(s7 + (m + 1/2)7)dr
—6MCs'3/6 fmﬂ/q sen(st + (m + 1/2)7) cos?(s7 + (m + 1/2)m)dr

=0.
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(1)

e assim o item (b) estd provado. Calculamos agora 322’622 emY =0.

T/2 (0%al 1 olal \? 1
T (T/2,Y50)|y_y = -3MC [ (Gl ) {4(%@3) ”qls} =0 d7+

T/2 1
onc| 172 (s T 2l 5y sen i cos w — 4 g, Ol o )

2

sen w&ql\z)} lv—o dT:|—

lall* 0AQ:

27§ o 1 o o
6MC| [ [M@choswwa — sen? 524 |q|* — 3sen ¢ cos | q2

ollal| sencostp 9%
98] T Al 98 }'YZOdT

segue entao que

(1)
gﬁéz (T/2,Y:0)|y_y = —3MC(f)"*(257/3 cos®(s7 + (m + 1/2)w) — 4s™/3 sen® (s + (m + 1/2)m))d7)+

9MC( fT/z( 17/6 sen(s7 4 (m + 1/2)m)[4s~ /2 sen(sT + (m + 1/2)7)
cos?(sT + (m + 1/2)7) — 45~ /2 sen®(s7 + (m + 1/2)70)|+
257/3 sen?(s7 + (m + 1/2)) cos?(s7 + (m + 1/2)7))dr) +

60MCs7/3 fOT/2 cos?(sT + (m + 1/2)7) sen?(sT + (m + 1/2)7)dr—
24MCs"/3 fOT/2 cost(sT + (m + 1/2)7)dr

= —%MCS4/3m7T £ 0.
(6.29)

Provamos agora o Teorema 6.1.1.

Demonstragao: (Teorema 6.1.1) Segue do Lema 6.1.2 que as hipSteses (a) e (b) do Teorema 5.4.2 ¢
desta forma também do Teorema 5.4.3 sdo verificadas e assim concluimos os itens i) e 4ii) acima. Para
concluir o item ) é necessério proceder de maneira analoga ao Lema 6.1.2 ( veja Observagao 6.1.3). 1

Desde que pelo pelo Lema 6.1.2 garantimos que se verificam as hipdteses (a) e (b) dos Teoremas
5.4.2 e 5.4.3 e de maneira semelhante verificamos as mesmas hipotese do Teorema 5.4.1 e entao segue o
seguinte resultado.

Teorema 6.1.2. (solugoes a dois parametros) Dados m € N e s € Rt escolhido convenientemente;
entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo, dado por 6.12, seque os sequintes resultados:

1)— Ezxistem condigdes iniciais, parametrizadas dois pardmetros, que ddo origem a solugdes periddicas
S1-simétricas com periodo T prézimo a T = 2wm/s prézimas do plano xz e de circulos sobre este plano
com raio s—2/3 e periodo T.

1i)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas dois pardmetros, que ddo origem a solugées periddicas
Sy-simétricas com periodo T préxzimo a T = 27m/s prézimas do plano xz e de circulos sobre este plano
com raio s~2/3 e periodo T.
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i1i)— Existemn condigoes iniciais, parametrizadas dois pardmetros, que ddo origem a solugoes periddicas
duplamente simétricas ( S1 e 81 simétricas) com periodo T prézimo a T = 2w (2m — 1)/s préximas do
plano xz e de circulos sobre este plano com raio s=2/3 e periodo T.

Demonstragao: Segue diretamente do Lema 6.1.2 aplicado aos Teoremas 5.4.2 e 5.4.3 que garan-
tem a existéncia do conjunto de condigdes iniciais Yap, . = ((n1 + 1/2)7, AQ2(APy,€),0,57 /3 +
AP;,0,AP;(AP;,€)) e da fungdo 7(A Py, €). Isto prova os itens i) e #i). Aplicando o Teorema 5.4.1 obte-
mos o conjunto de condigdes iniciais Yap, « = ((n1 + 1/2)7,0,0,57 /3 + AP, Py(APy,€), APs(AP €))
e a fungdo T(A P, €) e assim provamos o item ).

Observagao 6.1.4. Observamos, que na demonstracdo dos teoremas, impomos que a coordenada p3 da
condigao inicial Y seja igual a zero ( a principio poderia ser arbitrdria). Como ps = 0, e Py = H |
H = G cosi entao o plano orbital da érbita de Kepler deve coincidir com o plano xz. A Orbita continuada
estd proxima ao plano xz. No Teorema 6.1.2 observamos este fato da sequinte maneira: pelo Teorema
da funcgdo Implicita existe APs(APy,€) para APy e € suficientemente pequenos tal que a solu¢do com
respeito a P é dada por

Ps(t,Y,€) = AP3(APy, €) + PV (£, Y;0) + O(Y),

o qual € pequeno quando € , AP, e AP3 sdo pequenos.

Podemos ainda ter familias de érbitas periédicas duplamente simétricas (com respeito as simetrias
S1 e S3), ou seja solugoes que sdo simétricas em relagdo aos planos (z,y) e (z,z) simultaneamente.

Teorema 6.1.3. Dados m € N e s € Rt escolhido convenientemente; entdo para o problema do anel ou
disco circular homogéneo, dado dado por 6.12, temos:

1)— Ezistem condigdes iniciais parametrizadas por € que dao origem a solugoes periddicas duplamente
simétricas (com respeito as simetrias Sy e S3) com periodo fixro T = 4wm/s prézimas do plano xy e de
circulos sobre este plano com raio s—2/3 e periodo T.

i1)— Existem condigdes iniciais, a dois pardmetros, que ddo origem a solugdes periddicas duplamente
simétricas (com respeito as simetrias Sy e Ss) com periodo préximo a T = 4wm/s prézimas do plano xz
e de circulos sobre este plano com raio s=2/3 e periodo T.

Para demonstrar este teorema, vamos proceder de maneira similar ao Teorema 6.1.1 para aplicar o
Teorema 5.4.4. O termo perturbado H; (6.10) nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 2) é dado
por
MC a2
H,(Q,P) = P [3sen” (1 — @) —1] (6.30)

onde o momento angular total G e a componente do na dire¢do z sdo dadas por

Gop - BFH H_p - BEP QP
2 2
As expressoes para ||q|| e o angulo ¢ devem ser expressas em fungoes das coordenadas (PD — 2).
Como estamos interessados em obter estas expressdes em uma vizinhanca de uma solugao circular do
problema de Kepler, que nas coordenadas (PD — 2), correspondem a Q2 = P> = 0, escrevemos ||q|| e o
angulo 1 estimando-so em termos dos elementos orbitais. Veja Apéndice B para maiores detalhes.
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Lema 6.1.3. Nas coordenadas (PD—2), as expressoes para ||q|| e ¥ sdo aproximadas da sequinte maneira

lall = s72/3 4 871/2Q2 sen Q1 — 371/2P2 cos Q1 + 23’1/3(P1 _ 5’1/3) +571/3Q§ cos? Q1
+%sil/6Q2(P1 - 571/3) sen Q1 + 25~ /3Qo Py sen Q1 cos Q1 + (P — 371/3)2

—357Y5(Py — 573 Pycos Q1 + s /3 Pisen? Q1 + O(|| X|?),

and
_ _ Py sen(Ql)Pz\/E\/8P1—2Qg—2P22 cos(Q1)Q2v24/8P1 —2Q3— 2P2
v =1 arccos(\/Q§+P§> + 3P 3P
2(sen(Q1)P2\/§1/8P172Q372P22 _ cos(Ql)QQ\/ﬁ\/SP172Q%72P§) (cos(Ql)sz\/8P1—2Q%—2P§
4P, 4P, 4P
sen(Ql)Q2f1/8P1 2Q3—2P3 sen(Q1) P2v/24/8P1 —2Q3% —2P2 _ cos(Q1) )Q2V/24/8P1 —2Q% — 2P2
4P, ) ( 4P, 4P,
sen(Q1)Pyv/24/8P; —2Q32— 2P22 cos(Q1)Q2v?24/8P1 —2Q3 —2P3 cos(Q1)P2v/24/8P1—2Q3 — 2P2
( 4P, 4P, > ( 4P,
sen(Q1)Q2v/24/8P1 —2Q2%—2P2 cos(Q1)P2v24/8P1 —2Q2%—2P2 sen(Q1)Q2v24/8P1—2Q2—2P3
4P )) < 4P - 4P -
sen(Q1)Pav/24/8P1—2Q2—2P2  cos(Q1)Q2v24/8P1 —2Q2—2P2 \2 3
(PR Qe PRI )T 1 o(IXP)
onde estamos usando X = (Q2, P1 — /3, Py) e Q1(t) = (s7/3 + P))t + nam.
Demonstragao: Veja apéndice B. |

Demonstragao: (Teorema 6.1.3) Temos que

QP =Mo{ gl 3sen? o (1~ &) 1] + g [6senveosv 3 (1 &) -
GHPQSGIlQl/)(G )H

(6.31)

Queremos determinar Qél)(T /2,Y; 0>’Y:0 e desta forma a derivada parcial de H; em relagao a P
deve ser avaliada na solucdo e, (t,Y;0) e depois devemos fazer Y = 0. Procedendo desta forma obtemos
que

(T2, Y50) gy = Jo? 2B (prep(m, Y;0)) |y _pdr
= 3M(Cs13/6 fOT/4 cos(sT — mm)dr (6.32)
wm/s
= 3M(Cs"/6 [sen(sT — m)] .
=0.
Por outro lado temos que
a0 T/4 ollall \? 2
o80; (T/4.Y:0) = —3MC [/ < A — 4 (54%) |ql|5) [Bsenv (1- &) — 1] ar-
T/4 2 _
3MC[ [BK‘}HZ Tl [6senwcoswap2 ( %) + 2sen? Y H P, (GG3H)}dT—
SMC [y 1 [6senvcos v 3 (1 - £2) + 6H Pysen? (S5 ) | dr+
MCfT/4 1 i(6sen1/1cosz/zg—;f) (1——)} dr—
MC’fT/4 1 1256nwcoswa H( =3 )} dr—
me il 1 52 (6sen? HP) () + Gsen® GH Py £ (— 3+ £)] dr
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Avaliando as expressoes para ||ql|, ¥, G, H, bem como suas derivadas parciais em Y = 0 obtemos
que

09l /4 (@*la] 1 la \* 1

S (T/4Y50),_, = -3MC |, (aagz al 4(8AP2) |q|5) y=o
= —3MCs'3 fﬂm/s[sen (s7 —mm) — 2cos?(sT — mn)|dT
=6MCs*3w #0.

&
Desta forma obtemos que Qél)(T/Q,Y;O)|Y:0 =0e 322222 (T/él,Y;O)‘Y:0 # 0 e desta maneira verifi-

camos as hipéteses (a) e (b) do Teorema 5.4.4 e assim provamos o resultado.

Usando a formulagao do problema em coordenadas giratérias, podemos encontrar outras familias de
solugoes periddicas simétricas. Porém precisamos garantir a comensurabilidade do periodo para garantir
que a solugao nas coordenadas originais seja periddica, caso contrario a solugao serd quasi-periodica.

Teorema 6.1.4. (Solugdes a dois pardmetro) Dados m,n,p,q € N e s € RT escolhido conveniente-
mente; entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo, dado por 6.16, temos:

i)— FEzistem condigdes iniciais a um pardmetro, parametrizadas em €, que dio origem a solugoes
periddicas S1-simétricas com periodo a T = 2nm préximas de circulos em um plano com certa inclinacao
i, com periodo T e raio s=2/3, onde s tem a forma racional s = m/n.

1i)— Ewxistem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugoes periddicas Sa-
simétricas com periodo T = 2nm prozrimas de circulos em um plano com certa inclinagao i, com periodo
T e raio s~2/3, onde s tem a forma racional s = m/n.

1i1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( Sy e So simétricas) prézimo a T = 4dnw préozimas de circulos de circulos em um plano
com qualquer inclinacio, com periodo T e raio s—2/3, onde s tem a forma racional s = (2m+1)/2n.

iv)— FEzistem condigoes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugoes periddicas dupla-
mente simétricas ( S1 e Sz simétricas) com periodo préximo a T = (2n + 1)w prdrimas de circulos
em um plano com qualquer inclinacdo, com periodo T e raio s~2/3, onde s tem a forma racional

=(2m+1)/2n+1).

Demonstragao: Provamos o {tem i) e o item i) segue de maneira andloga. Aplicando o Teorema 5.8.3
precisamos verificar as hipéteses (a) e (b) deste teorema. Segue do fato de que o problema é invariante
por rotagoes em torno do eixo-z que as expressoes para ||q|| e ¥ s@o as mesmas que nas coordenadas
cartesianas.

Com a notag@o do Teorema 5.8.3, precisamos determinar a expressao para P2 (T/ 2,Y;0) |y=o-

PO(T/2,Y:0) [y—o = —3MC [/2(9l 10y |y_o dr + 9O =@t AR OT/Q(%”C‘;Z” o) [v=o dr
G?—( +AP ) T/2 sen) cos1p O ( +AP T/2 sen? w
—6MCT—Fm== g [ 5 ly=o dr + 6MC L f12 s g

3MC313/6 fomw/s sen(st + (m+ 1/2)7)dr+
OMCs13/6 0 i) 7p3) fmw/ sen® (s + (m + 1/2)m)dr
—6MC's 13/6(‘37_”3) fmﬂ/g sen(st + (m + 1/2)7) cos?(s7 + (m + 1/2)m)dr

=0.
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Lembre que G := G |, t,v)= (5 13 L AP — AQz) . Por outro lado, temos que:

org" . T/2 (9lla] 1 olal \? 1
T (112 Y50)y g =-3MCJ” (Gl ) — |4 (54%) raip | y=o dr+

s — T/2 o 1
9MC’%[ 0/ [(3&22”2 ol (2||q||6AQ2 sen 1) cos ) — (22” sen? 1))+

sen® ¢ 8%|al| )} ly—o dT:|—

fall* 0AQ27

s — 27§ O 1 o
60 C ) [ 777 [y s (cos® v — s 525l

o n 2
3sen1/)cos¢||qnzagq@”2] + = ‘rﬁlﬁgw 8262 } lv=o0 dr]

segue entao que

)
322622 (T/2,Y; O)’Y:0 = —3MC(fT/2(257/3 cos?(sT + (m + 1/2)7) — 457/3 sen? (st + (m + 1/2)7))dr)

2/

+9MC(9_72_3’% [fOT/Q (s¥7/Csen(sT + (m + 1/2)7)[4s~ /2 sen(sT + (m + 1/2)7)
cos? (st + (m +1/2)1) — 4s~ /2 sen®(s7 4 (m + 1/2)7)]+
257/3 sen?(s7 + (m + 1/2)7) cos? (st + (m + 1/2)7))dr

60MCs7/3L 7p") f cos? (st + (m + 1/2)7) sen?(sT + (m + 1/2)7)dr—
AMCsT/3 L) (T2 604 (57 4 (m + 1/2)7)dr
= B MCs (TS5 - 3).

(6.33)

(s

Assim desde que 71’3) # 7/3, entao segue que

conclui-se o resultado.

BAQ (T/2 Y;0) |Y=0 e usando o Teorema 5.8.3,

1i1) Segue diretamente do Teorema 5.8.5.

1v) Basta aplicar o Teorema 5.8.6. |

Observagao 6.1.5. Observe que no enunciado do Teorema 6.1.4, a inclinagdo da drbita pode ser qualquer
—-2/3_ 2
a menos da inclinag¢ao ig = arccos(ps/G), onde p3 € tal que (55772/3”3) =17/3.

Teorema 6.1.5. Dados m,n,p,q € N e s € Rt escolhido convenientemente; entdo para o problema do
anel ou disco circular homogéneo, dado por 6.16, temos:

1)— Ezistem condigoes iniciais, parametrizadas por €, que ddo origem a solugdes periddicas Si-
simétricas com periodo T = 2mm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prézimas de circulos contidos no
plano xy e com periodo T'.

1i)— Existem condi¢des iniciais, parametrizadas por €, que ddo origem a solugdes periddicas Sa-
simétricas com periodo T = 2mm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prézimas de circulos contidos no
plano xy e com periodo T .
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iii)— Existern condigoes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugoes periddicas dupla-
mente simétricas ( Sy e Sy simétricas) com periodo T = 4nmw, desde que (2m+1)/2(s—1) ¢ N, proximas
de circulos contidos no plano xy e com periodo T .

w)— Ezistem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( S1 e S simétricas) com periodo T = 4mwm/(s—1), desde que m/(s—1) ¢ N, prézimas
de circulos contidos no plano xy e com periodo T

Demonstragao: i) Basta aplicar o Teorema 5.8.2 e concluir que existem condigoes iniciais parametrizadas
em ¢, de tal forma que estas condigoes dao origem a solugoes periddicas com perfodo T = 2m/(s — 1),
Sy simétricas proximas de solugdes circulares com periodo T

1) Segue diretamente do Teorema 5.8.4.
1ii) Segue diretamente do Teorema 5.8.5.

iv) Segue diretamente do Teorema 5.8.6. |

Observagao 6.1.6. Observe que as solugoes periddicas simétricas obtidas no Teorema 6.1.5, podem ndo
ser periddicas no problema original (6.12). Para que isso acontega, € necessdrio satisfazer a relagio de
comensurabilidade dos periodos, isto €, o periodo T da solugdo deve ser tal que /2w = p/q, p,q € Z.

Observagao 6.1.7. Todas as solugoes simétricas obtidas nos teoremas 6.1.1, 6.1.2, 6.1.3, e 6.1.4 as
solugoes existem para valores de € suficientemente pequenos. Desta forma estas solucdes existem para um
anel com espessura e raio interno pequenos e para um disco com raio suficientemente pequeno. Porém
podemos estender estes resultados para anéis com outras espessuras e raios. Para veja Observacdo 6.1.2.

As solugbes obtidas nos teoremas acima, apresentaram as seguintes simetrias: simétricas em relacao
ao eixo- z, em relacdo ao plano-(x,y) e duplamente simétricas; simétricas em relacdo ao eixo x e plano-
(z,y) e em relagao ao eixo-z e plano-(z, z). Porém do fato de o problema do anel ou disco ser invariante
por rotagoes em torno do eixo-z e da proposigao 2.3.7 obtemos

e Existem solucoes simétricas em relagao ao eixo-y, jd que o eixo-y € um sub-espago invariante pelo
fluxo do problema. Para obter estas solugoes basta tomar as solugoes Si-simétricas e fazer uma
rotagao de /2.

e Toda solugdo Sp-simétrica origina uma solugao Ss-simétrica, basta fazer uma rotagéo de 7/2 e vice
versa.

e Existem solugbes duplamente simétricas, (simétricas em relagdo ao eixo-y e em relagdo ao plano-
(z,2)) e sdo obtidas das solugoes duplamente simétricas (com respeito as simetrias S; e Sy) por
uma rotacao de /2.

e Existem solugbes duplamente simétricas ( simétricas com respeito ao eixo-y e plano-(y, z) e s@o
obtidas das solugdes duplamente simétricas (com respeito as simetrias S; e S3 através de uma
rotagdo de 7/2.

6.1.2 Solugoes periddicas proximas a elipses

Vamos obter algumas solugoes periddicas simétricas do anel ou disco circular como continuagao de érbitas
elipticas do problema de Kepler. De maneira prética é muito dificil verificar as hipoteses da Segao 5.4 do
capitulo 5 sobre os termos perturbadores, o que dificulta a continuagao de 6rbitas elipticas. Porém usando
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a formulagao do problema em coordenadas giratérias e coordenadas de Poincaré-Delaunay apropriadas
e aplicando os resultados da Secao 5.7 do capitulo 5, podemos continuar solugoes elipticas duplamente
simétricas do problema de Kepler.

Teorema 6.1.6. (Solugdes a um parametro) Dados m,n,p,q € N e s € RY escolhido conveniente-
mente; entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo, dado por 6.12, temos:

1)— Existem condigdes iniciais parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas duplamente
simétricas ( Sy e Sy simétricas) com periodo T = 4mp/q préxvimo a T = 2w(2m +1)/(s — 1), desde que
(2m+1)/2(s — 1) ¢ N, préxzimas de circulos contidos no plano xy e com periodo T.

i1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( S1 e Ss simétricas) com periodo T = 4dwp/q prézimo a T = 4mm/(s — 1), desde que
m/(s —1) ¢ N, prozimas de circulos contidos no plano xy e com periodo T

Demonstragao: i) Aplicando o Teorema 5.8.11 segue que que existem condigdes iniciais que dao origem
a Orbitas 7(AQ2, €)-periddicas, com 7 préximo de T' = (2m +1)/(s — 1)m, e duplamente simétricas ( S e
Sy simétricas) préximo a solugoes circulares do problema de Kepler em coordenadas giratérias contidas
no plano xy. Para que estas solugoes sejam periddicas no sistema inercial, é necessario uma condigao
de comensurabilidade do periodo. Desta forma, para todo e suficientemente pequeno, podemos escolher
convenientemente (AQ3) suficientemente pequeno tal que 7((AQ2)o,€)/2m = p/q. para p,q inteiros
positivos.

ii) Aplicando o Teorema 5.8.12 e usando um argumento similar ao do item i), conclui-se a prova. I

Observagao 6.1.8. Da mesma forma que para continuacao de solugdes circulares, valem os mesmos
comentdrios da observacao 6.1.7.

6.2 Solucoes periddicas simétricas no plano vertical

Nesta segao queremos analisar a existéncia de I solugoes periddicas simétricas no plano polar, ou seja
no plano-(z, z). Nas coordenadas Poincaré-Delaunay (PD — 1), para que uma solucao esteja contida no
plano vertical devemos ter que Q3(t) = nw e P3(t) = 0, onde n € N. Como ji vimos na se¢do anterior,
nos Teoremas 6.1.1 e 6.1.2 a solugao circular do problema de Kepler a ser continuada estava no plano
vertical. Vamos mostrar que podemos continuar estas solugoes circulares contidas no plano vertical e
obter solugoes simétricas proxima a circulos contidas neste mesmo plano.

3 po'

~— =

!

'\K/n
!

Figura 6.2: Esquerda: Representacao do movimento da particula infinitesimal no plano vertical no prob-
lema do anel. Direita: Representacao do movimento da particula infinitesimal no plano vertical no
problema do disco.
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A func¢ado Hamiltoniana do sub-problema planar, correspondente ao plano polar é dada por

2 M
E @)+ A a) (631

H(q,p,€) =

onde q = (z,2) e p = (Ps,D2) €

M
Hi(q) = Clll’bw(?) cos® v — 1)

3B,

bt = et (P oo - D4 D) 0

onde cos ¥ = z/||q||. Novamente, como no caso espacial para simplificar a notacao, definiremos a constante

¢l como sendo C, e desta forma podemos tratar o problema do anel ou disco circular homogéneo fixo

de maneira que a funcao potencial é da forma

» M
all®

Ilpll> M c 4
——+e€ 3cos? ¥ — 1) + O(e*). (6.35)
2 d ||Q||3( !

Lema 6.2.1. As equagdes de movimento do problema, nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1)
com respeito a Q3 e P3 sdo

Qs= P3|- Q\MH (6sen 71’(%))4— 4||]Z||C;<2 ben4¢<1—g§)$+%(scn w)) +O(58)]

H(q,p,€) =

P3= 0.

Demonstragao: Temos que a fun¢do Hamiltoniana nas coordenadas de Poincaré-Delaunay (PD — 1)
é dada por

HQP.) = b + G Gsent (1 - ) 1) o6 (et o1 - )’
—%(3861’121/1( —%)) +g> + O(e8).

Observamos que na equagao (6.36), os termos ||q|| e ¢ sd@o dado em séries, como no Lema 6.1.1 e ndo
dependem de Pz assim como G também nao depende. Obtemos entao

(6.36)

Gs = S = Py| e 6 (6sen® 6 (£4)) + ¢! 146 (P sen® v(1 - ) e + % (Segzw))JrO(gg)}

Também as expressoes em séries para [|q| e ¢ ndo dependem de Qg e desta forma ||ql|, sen 1, bem como
também G, nao dependem da varigvel Q3 e obtemos que Py = 8Q =0 e o lema esta provado. |

[©N

Desde que para uma solu¢ao com condigao inicial (g1, 92,93, p1, P2, p3) esteja no plano vertical
necessario que p3 = 0, segue do Lema 6.2.1, que P; = 0 e desta forma o sistema de equagoes (6.20)
invariante em relagao as varidveis Q3 e P3, ou seja Q3(t) = nom e P3 = 0.

D~

Teorema 6.2.1. (Solugdes a um pardmetro) Dados m € N e s € RT escolhido convenientemente;
entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo no plano vertical temos:

1)— Existem condigdes iniciais a um pardmetro, parametrizadas em €, que dao origem a solugdes
periddicas Sy-simétricas com periodo T = 2wm/s proximas de circulos e com periodo T.

1i)— Ezxistem condigdes iniciais a um pardmetro, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes
periddicas Sa-simétricas com periodo T = 2wm/s prézimas de circulos e com periodo T.

1i1)— Ezistem condi¢des iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo T = 4dwp/q prézimo a T = 2n(2m—1)/s prdzimas de circulos e com periodo
T.
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Observagao 6.2.1. Observe que estamos usando a mesma notac¢do do caso espacial para as simetrias
S1 e 3. Porém neste caso, a simetria So é exatamente a reflexdo anti-simplética em relagdo ao eixo
z no plano xz e o termo duplamente simétrica se refere a uma solugao que € simétrica em relagao aos
e1r0s T € 2.

Demonstragao: i) Consideremos uma condigao inicial da forma Yy = (n;m, 0, nom, s71/3.0, 0) sobre
o eixo x. Como as equagoes de movimento sao invariantes em relacao as varidveis Q3 e P3, segue que as
equagoes de periodicidade para a solucao do problema de Kepler sao dadas por

@Q1(T/2,Y0;0) = S% +mm = (ng +m)m,

@2(1/2,Y0;0) =0 =0.

Temos entao uma solugdo Sy-simétrica circular do problema de Kepler com periodo T' = 27m/s contida
no plano vertical. Seja Y = (ny7, 0, nam, s34 AP, AP, 0) sobre o eixo x em uma vizinhanca de Y.
Da diferenciabilidade do fluxo com respeito ao parametro €, segue que ¢(t,Y;€) = prep(t, Y;0) + O(€?)
é solugao do sistema perturbado. para que a solucao seja Sp-simétrica € suficiente que ela intersecte o
eixo y em t = T'/2 e desta forma as seguintes equagoes de periodicidade devem ser satisfeitas

ALY )= (s +AP) "t—mr +0(e) =0,
R(6Y.0 = Q) Y;0) +0(e2) =0,

onde estamos usando a notagio Y = (nim,0,nem, s /3 + AP, AP,,0) := (AP, AP,), onde s > s*,
s,8* € RT, s* suficientemente grande, para evitar problemas de singularidades. Segue do Teorema 6.1.1,

que Qél)(T/2,Y;O)|Y=O e entao fl(T/Q,Y;O)’YZO = fg(T/Q,Y;O)|Y=O = 0. Também consideramos o
seguinte jacobiano
—3(s4/3
o AR AT = ( acj“’ 3(ZQ(12T/4 afg‘“ )
t, ) _ —0.e—
LE2) t=T/2,Y=0,e=0 52 8A331 8A332 =T/2.Y'=0,6=0

Se considerarmos o sub-determinante

_ 4/3\T
A - e T’ g |
L2E2) t=T/2,Y=0,e=0 8A3’1 8A§32 t=T/2,Y =0,e=0 (637)
4/3T 0QY"
3s*/ Foap 70

o resultado segue do Teorema da fungao Implicita usando novamente o teorema 6.1.1, item 1).
1) Segue de maneira andloga ao item anterior e usando o Teorema 6.1.1, item 7).

1i1) Procedendo como no caso espacial, dado pelo Teorema 6.1.1, item iii) obtemos as seguintes
equagoes de periodicidade

ALY, )= (s34 AP) Tt — (m+1/2)r +O(2) =0,
f(t, Y, )= AQ: +0(e?) =0,

onde estamos usando a notacio Y = (ng + 1/2)7, AQ2, nom, s~ /3 + AP;,0,0) := (AQ2, AP}). Segue do
Teorema 6.1.1, que Q" (T/4,Y;0 e entdo f1(T/4,Y;0)|y_, = fo(T/4,Y;0 = 0. Também
consideramos o seguinte jacobiano

Ny Ny

9(f1,f2)
O(t,AQ2,APr)

B s 0 —3(sY3)T/4
{=T/4Y=0,e=0 0 1 0

>t—T/4,Y—0,e—0
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Se considerarmos o sub-determinante

0(f1,f2) —  det 0 _3(34/3)T/4
OAPLAR) |47 /4, ¥ =0,e=0 1 0 I=T /2, Y =0,¢=0 (6.38)
= 3sY3T/4 40,

e o resultado novamente segue pelo Teorema da Funcao Implicita. |

Teorema 6.2.2. (Solugdes a dois parametros) Dados m € N e s € Rt escolhido convenientemente;
entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo, dado por 6.12, temos:

1)— Existem condigoes iniciais, parametrizadas a dois parametros, que ddo origem a solugdes periédicas
81 -simétricas com periodo T prézimo o T = 2wm/s prézimas de circulos com periodo T.

i1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas a dois pardmetros, que ddo origem a solugoes
periddicas Sa-simétricas com periodo T préximo a T = 2wm/s préximas de circulos com periodo T.

iii)— FEzistem condigdes iniciais, parametrizadas a dois pardmetros, que dao origem a solugoes
periddicas duplamente simétricas com periodo T préximo a T = 2mw(2m — 1)/s prézimas de cérculos
com periodo T'.

Demonstragao: i) Segue do Teorema 6.2.1 item 4), que % = 0 e o resultado segue

t=T/2,Y=0,e=0
aplicando o Teorema da Funcao Implicita

11) Segue do Teorema 6.2.1 item i7), que %

# 0 e novamente aplicando o Teorema
t=T/2,Y=0,e=0
da Funcao Implicita, segue o resultado.

iii) Segue do Teorema 6.2.1 que DU f2) % 0 e o resultado segue do Teorema da

7 O(t,AQ2) t=T/2,Y=0,e=0
Funcgao Implicita. l

Observacgao 6.2.2. As solucdes obtidas nos trés ultimos teoremas acima estdo no plano vertical xz.

Porém o problema do anel ou disco homogéneo € invariante por rotacdes em torno do eixo-z de tal
maneira que podemos continuar as orbitas circulares do problema de Kepler em qualquer plano vertical.

6.2.1 Solugoes periddicas simétricas no plano equatorial

Como no caso espacial estaremos considerando o anel circular homogéneo com centro na origem e raio
interno a = € e espessura p = ke, e assim sendo o raio externo é b = €(1 + k) e para o disco circular
homogéneo a = 0, b = ke. Ainda estamos supondo que, tanto no caso do anel como no caso do disco, a
massa M é unitaria. O problema do anel ou disco circular homogéneo é invariante por reflexdes em torno
do plano zy, que estamos denominando por plano equatorial. Ou seja, o conjunto {(z,y, 2, Pz, Py, P=)/2z =
p. = 0} é invariante pelas equagdes de movimento.

A func¢ao Hamiltoniana do sub-problema do plano equatorial é dada por

2
M
H(a.p.) = B = () + ) (6:39)
onde onde q = (z,2) e p = (ps, p2) € -
MC
Hl(q) = ||q||3a
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Figura 6.3: FEsquerda: Representacao do movimento da particula infinitesimal no plano horizontal no
problema do anel. Direita: Representagao do movimento da particula infinitesimal no plano horizontal
no problema do disco.

3M
Hg(q,e) = ARE + O(e%).

Em em coordenadas fixas o problema do plano equatorial fica descrito pelo sistema de equagoes
diferenciais

t= —Ermee t 2(W1)z(z,y,€),
(6.40)
y = *W + E(Wh)y(z,y,€),
sendo que Wi(q) = % + O(e*). Lembrando que cos? = z/||q|| e como z = 0, obtemos as expressoes de

H, e Hg acima. Desta forma a fungao Hamiltoniana do sub-problema planar equatorial é da forma

2 M MC
H(q,p,é) = ||p|| TP +€2

> it T O (6.41)

Para obter solucoes periddicas simétricas préximas a solugoes circulares do problema de Kepler do
anel ou disco circular homogéneo no plano equatorial, vamos escrever a fungdo Hamiltoniana (6.39)
na forma planar das coordenadas de Poincaré-Delaunay (5.63). Assim, nestas coordenadas a fungao
Hamiltoniana (6.41) é dada por

MC

1
H(Q,P,e) = ——— +¢€ — 4+ 0O, 6.42
QP9 = =5pp + g~ (042
e o sistema Hamiltoniano associado é
3 1 2 : 2
Ql :ﬁ +O(6 ), P1: 0+O(E)
1

Qx =0 +0(2), Pr= 0+0(e).

Teorema 6.2.3. ( Solugoes a um parametro) Dados m € N e s € RT escolhido convenientemente;
entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo no plano equatorial, dado por 6.40 temos:

1)— Ezistem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que ddo origem a solugdes periddicas Si-
simétricas com periodo fizo T = 2wm/s prozimas de circulos com raio s72/3 ¢ periodo T.

1i)— Existem condi¢des iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas Sa-
simétricas com periodo fixo T = 27m/s prézimas de circulos com raio s72/3 ¢ periodo T.

1i1)— Existem condi¢des iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo fixo T = 2mw(2m — 1)/s prézimas de circulos sobre este plano com raio
s72/3 ¢ periodo T.
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Estamos usando a mesma notacao da Segao 5.6 onde a simetria &7 consiste em uma reflexao em
torno do eixo = e Sz a reflexdo em relagao ao eixo y.

Observagao 6.2.3. Também como antes estamos tomando a solu¢do do problema de Kepler e a viz-
inhangca U em que as coordenadas de Poincaré-Delaunay estdo definidas de tal maneira que a solugdo
permanece limitada e assim o sistema de equagées (6.43) ndao possui singularidades.

Demonstragao:

i) Iremos utilizar o Teorema 5.6.1. Com a notagao deste teorema temos que

T/2
Q)(T/Q,Y;O) = — [P U (o (7, Y5 0) |yl 61
cng (T 1 ol Yol 4 (6.43)
= f Tall 0P, (CPkep(Ta ’ )|Y:0 T
Precisamos avaliar ||q|| e % ao longo da solugao ¢gep(T/2,Y;0) e depois fazer Y = 0. Procedendo
como no Teorema 6.1.5 e usando o Lema 6.1.1 obtemos
lall = llall lope, (/2 ¥0) w0 =52,
apz‘ lben(T/2.:0)[y—g = —5 /2 cos(st + ny7).
Substituindo estas expressoes na equacao (6.43), obtemos
(T/2,Y;0) = CM [["™* 57/ cos(sT + nym)dr
: 1 (6.44)
Por outro lado,
Q4" /2 (0*a] 1 olall \* 1
JAP; CMf (3A22 Tall* — 4(0&%) W) }Y:OdT
= CMs"/3 meW/S[Q sen?(s7 + nym) — 4 cos®(sT + nym)|dr (6.45)
= —CMs"Pmr #0,
e o resultado segue do Teorema 5.6.1 item 7).
i) Com a mesma notagao do Teorema 5.6.2 obtemos que
) . T/2 oH .
Py(T/2,Y;0) = [, aj@/;z(wkep(r Y;0))|y_od (6.46)
5 .
= CMf Ta Ben (Pren(T.Y50)) |y _gdr

Precisamos avaliar ||q|| e % ao longo da solugao ¢(T/2),Y;0) e depois fazer Y = 0. Procedendo como

no item ¢) e usando o Lema 6.1.1 obtemos

[all ZZBHQH loren (T/2,Y30)lv—o s72/3,
3"6?2” |<Pkep(T/27Y;0)|Y:o =571/ sen(st + (n1 + 1/2)).

Substituindo estas expressoes na equagao (6.46), obtemos

PQ(l)(T/Q’ $,0Q2,APy) = ¢, , M fomﬁ/s s7/3sen(st + (ng + 1/2))dr

6.47
=0. (647)
Por outro lado,
or) /2 (9%l 1 lal \? 1
mag; =M, (BAQ2 Mall* _4(6AQ2> ||q\|5> v—odT
= CM57/3 fmw/s[Z cos?(sT + (ny + 1/2)m) — dsen?(s7 + (ny + 1/2)7)]dr (6.48)

C’Ms7/3mﬂ' # 0.
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e o resultado segue do Teorema 5.6.2, item 7).

i1i) Segue diretamente do Teorema 5.6.3, item 7). |

Teorema 6.2.4. ( Solugdes a dois parametros) Dados m € N e s € R', escolhido convenientemente;
entdo para o problema do anel ou disco circular homogéneo no plano equatorial, dado por (6.40), temos

1)— Existem condigoes iniciais, parametrizadas a dois pardmetros, que ddo origem a solugoes periddicas
S1-simétricas com periodo T prézimo a T = 2wm/s prézimas de circulos com raio s72/3 ¢ periodo T.

1i)— Emistem condigdes iniciais, parametrizadas a dois pardmetros, que ddo origem a solugdes
periddicas So-simétricas com periodo prézimo T = 2mwm/s prézimas de circulos com raio s72/3 ¢ periodo
T.

1i1)— Existem condi¢des iniciais parametrizadas a dois pardmetros, que ddo origem a solugdes
periddicas duplamente simétricas com periodo préximo a T = 2w(2m + 1)/s prézimas de circulos com
raio s=2/3 ¢ periodo T .

Demonstragao: Com as estimativas provadas no Teorema 6.4.7 basta aplicar o item i) nos Teoremas
5.6.1 , 5.6.2 e 5.6.3 para provar os itens i), i) e iii) respectivamente. [ |

Podemos considerar a formulagao do problema do anel ou disco circular, no plano em coordenadas
giratdrias, e assim obter outras solugoes periddicas no plano equatorial. Para isso introduzimos o sis-
tema de coordenadas giratdrias que consiste em uma rotagao dos eixos coordenadas em torno do eixo
perpendicular z. Desta forma a fungdo Hamiltoniana (6.39) fica descrita por

2
o) 1
K(q7p7€) = || 2” - HqH - (ng] - 77176) + €2K1(q) + 64KT(qa 6)? (649)

onde onde q = (§,1) e p = (pe,py) ©

Kl ((l) = CiM 9
Lthe

Kr(a,€) = grgp + O(eh). (6.50)

O problema do anel ou disco circular homogéneo, no plano equatorial e em coordenadas giratérias é
dado pelo seguintes sistema de equacoes

b= pety,  Pe= pp—ap — % — O,

(6.51)

n= py—5& Pn= —D¢— HG?IJH3 — € 83[;1 + 0(64)'

Escrevendo a fun¢ao Hamiltoniana (6.49) nas varidveis de Poincaré-Delaunay (5.63) obtemos

1 Qi+P; ,MC A
K(QP,e)=——— — P + + € + O(e%), (6.52)
2P} 2 [all®
e o sistema hamiltoniano associado é
. 1 )

Q1 = 3 1 +0(e), P = 0 +0(e),
1

Qs =Py +0(e?), Po= —Qo +0O(e?)
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Teorema 6.2.5. Dados m,p,q € N e s € R escolhido convenientemente; entdo para o problema do anel
ou disco circular homogéneo, no plano equatorial, dado por (6.51), temos:

1)— Ezistem condigoes iniciais, parametrizadas por €, que ddo origem a solugdes periddicas Si-
simétricas com periodo T = 2mm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prézimas de circulos com periodo
T.

1i)— Existem condi¢des iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas Sa-
simétricas com periodo T = 2wm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prézimas de circulos com periodo
T.

iti)— Existemn condicoes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugoes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo T = 2w (2m + 1)/(s — 1), desde que (2m + 1)/(s — 1) ¢ N, prézimas de
circulos com periodo T .

Demonstragao: i) Basta aplicar o Teorema 5.9.1, item i) e concluir que existem condigoes iniciais
parametrizadas em ¢, de tal forma que estas condigoes dao origem a solugdes T = 2mwm/(s — 1)-periddicas
e Si-simétricas contidas no plano equatorial préximas de solucoes circulares com perfodo T e raio s—2/3

1) Basta aplicar o Teorema 5.9.2, item 7).

1ii) Basta aplicar o Teorema 5.9.3, item ). [ }

Observagao 6.2.4. Observe que estas solug¢des poderao nao ser periodicas no sistema original, ou seja,
podem ndo ser solugdes periddicas do sistema (6.40). Para que isso seja possivel é necessdrio que tenhamos
a comensurabilidade dos periodos, ou seja o periodo da solu¢do continuada dever ser tal que T/2m = p/q,
p,q € N.

Nas mesmas condi¢oes do Teorema 6.2.5 podemos também obter solugoes a um parametro, depen-
dendo de e.

Teorema 6.2.6. (Solugoes a um parametro) Dados m,p,q € N e s € RT escolhido convenientemente;
entdo para o problema do anel ou disco circular homogéneo, no plano equatorial, dado por (6.40) temos:

i)— Existem condi¢des iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas Si-
simétricas com periodo T = 2mp/q préximo a T = 2rm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prdzimas de
circulos com periodo T e raio s~2/3.

it)— Eristem condigoes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugdes periddicas Sa-
simétricas com periodo T = 2mp/q préximo a T = 27rm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prézimas de
circulos com periodo T e raio s—2/3.

1i1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo T = 4mwp/q prézimo a T = 2w(2m+1)/(s—1), desde que (2m+1)/(s—1) ¢ N,
préozimas de circulos com periodo T e raio s—2/3.

Demonstragao: ¢) Basta aplicar o Teorema 5.9.1, item i) e concluir que existem condigdes iniciais
parametrizadas em € e APy, de tal forma que estas condigbes dao origem a solugoes do problema (6.51),
7(e, APy )-periddicas, onde 7 é préximo a T = 2rm/(s — 1), e S;-simétricas contidas no plano equatorial
e préximas de solugoes circulares com periodo 7. Observamos que estas solucgoes sao periddicas no
sistema de coordenadas giratério e desta forma, para serem periddicas no sistema inercial necessitamos
da condi¢ao de comensurabilidade. Porém para todo e suficientemente pequeno, podemos tomar AP,
suficientemente pequeno tal que 7(APy,€)/2m = p/q, para p, q inteiros positivos. Desta forma provamos
o teorema.
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i1) Aplicando o Teorema 5.9.2, item i) e usando um argumento semelhante ao item anterior conclui-se
o resultado.

1i1) Aplicando o Teorema 5.9.3, item #i) e usando um argumento semelhante ao primeiro item conclui-
se o resultado. |

Orbitas préximas a elipses

Podemos no sub-problema do plano equatorial do problema do anel ou disco circular homogéneo obter
solugoes periddicas simétricas como continuagao de solugoes elipticas do problema de Kepler. Para isso
precisamos escrever o problema nas variaveis de Delaunay 5.60. Nestas coordenadas a funcao hamiltoniana
(6.41) é dada por

1 MC
HQ,P,e) = ——— +—— + O(eh), 6.53
(QP9= =3 + g + O (0:59)
e o sistema Hamiltoniano associado é
3 1 2 : 2
Q1 =53 +O(€), Pi= 0+0(e),
Py (6.54)

Qs =0 +0(e?), Py = 0+ O(e?).

J4 a funcdo Hamiltoniana em coordenadas giratérias, para o problema planar equatorial (6.49), nas
coordenadas de Delaunay (5.60), é dada por

1 -MC
HQ,P,e) = ——5 — P 2 _— 4 .
(Qa 76) 2P12 2+ € ||qH3 +O(€ )7 (6 55)

com sistema Hamiltoniano associado dado por

. 1 :
G -5 +0(e2), Pr= 0+0(e?), (6.56)
Q2 =-1 +0(), Py= 0+0().

Teorema 6.2.7. (Solugbes a um parametro) Dados m,n,p,q € N e s € RT escolhido conveniente-
mente; entao para o problema do anel ou disco circular homogéneo, dado por (6.40) no plano equatorial,
temos:

i)— Ezistem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugdes periddicas Si-
simétricas com periodo T = 2wp/q préozimo a T = 2wm/s, desde que m/s € N, prézimas de elipses com
periodo T'.

1i)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas Sa-
simétricas com periodo T = 2wp/q prézimo a T = 27m/s, desde que m/s € N, préxzimas de elipses com
periodo T.

1i1)— FEzistem condig¢bes iniciais,parametrizadas em €, que dao origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo T = 4mp/q préximo a T = 2wm/s, desde que m/s = n + 1/2 para todo
n € N, proximas de elipses com periodo T'.

Demonstragao:
1) Basta aplicar o Teorema 5.9.4, e concluir que existem condigbes iniciais parametrizadas em € e APy,
de tal forma que estas condigbes dao origem a solugdes do problema (6.51) 7(e, AP;)-periédicas com 7
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préximo a T = 2wm/s, desde que m/s € N. Estas solugoes sao Si-simétricas e estdo contidas no plano
equatorial, préximas de solugoes elipticas com periodo T. Observamos que estas solugoes sao periddicas
no sistema de coordenadas giratério e desta forma, para serem periddicas no sistema inercial necessitamos
da condi¢ao de comensurabilidade. Porém para todo e suficientemente pequeno, podemos tomar AP,
suficientemente pequeno tal que 7(AP,,€)/2m = p/q, para p, q inteiros positivos. Desta forma provamos
o teorema.

i1) Aplicando o Teorema 5.9.5 e usando um argumento semelhante ao item anterior conclui-se o
resultado.

i1i) Aplicando o Teorema 5.9.6 e usando um argumento semelhante ao primeiro item conclui-se o
resultado. |

6.3 Outras solugoes Peridédicas do problema do anel ou disco
circular

Apresentamos nesta segao a existéncias de outras solugoes periédicas do problema do anel ou disco circular,
porém sem exigir argumentos de simetrias. Obteremos um resultado que mostra a existéncia de solucoes
periddicas (ndo necessariamente simétricas) préximas a solugoes circulares do problema de Kepler no caso
planar. Ainda vamos discutir sobre solugoes do problema do anel ou disco circular homogéneo, que estao
afastadas do anel ou do disco, ou de outra forma ”préxima do infinito”. Estas solugoes sao chamadas de
orbitas far ou dorbitas cometas.

6.3.1 Continuacao de orbitas circulares

Procederemos de maneira similar ao realizado no problema restrito dos trés corpos onde Meyer-Hall em
[25], mostram a existéncia de solugdes periddicas préximas a solugdes circulares do problema de Kepler,
mas sem exigir nenhuma simetria. Estas érbitas sio chamada de Orbitas de Poincaré. O problema
do Anel circular homogéneo tem um pardmetro de perturbacio € que estd associado a espessura e raio
interno do anel e o disco circular homogéneo, o parametro € estd associado simplesmente ao raio do
disco. Quando € = 0, em ambos os casos, o problema é justamente o problema de Kepler. O problema
de Kepler tem muitas solucoes circulares, mas todos seus multiplicadores caracteristicos sao igual a 1
em coordenadas cartesianas. Isto se deve ao fato de que em coordenadas cartesianas, todas as solugoes
periddicas em qualquer nivel de energia tem o mesmo periodo e sao nao isoladas em um nivel de energia.
Entao de resultados classicos de continuagao de solugoes periddicas, segue que estas solugoes nao podem
ser continuadas ( veja [25], para maiores detalhes). Porém em coordenadas giratdrias, as 6rbitas circulares
possuem os multiplicadores caracteristicos nao triviais e desta forma podem ser continuadas no problema
do anel ou disco circular homogéneo, para valores de e suficientemente pequeno.

A funcao Hamiltoniana do problema do anel ou disco em coordenadas giratdrias é da forma

1 b 27 )
o Yoz 2oy z—A// dodp.  (6.57
2(px + Dy +p;) — (xpy — Yp=) W Jo [(x—pcos0)2+ (y— psen)? + 22]1/2 p )

onde no problema do disco a = 0. Introduzindo o parametro de perturbagio €, obtemos que a fungao
(6.57) pode ser escrita como

1 1
K=-

2 2 2\ _ e —
g (Pa Py +p2) = (apy —upe) = T
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e quando € = 0, temos justamente o problema de Kepler em coordenadas giratérias. Usando coordenadas
cilindricas na fungao (6.58), ou seja, fazendo a mudanca de coordenadas simpléticas

r = rcosf,
y= rsenb,
z= z,
R= pgycosf+p,sent = m7 (6.59)
© = —pyrsenf + pyrcostd = rpy, — Ypa,
Z= pg,
entdo a fungdo Hamiltoniana (6.58) assume a forma
K 1[R2+ S + 2% -0 ! + eV (rcosf,rsend, z, €) (6.60)
== — -0 ———=+c¢ €). .
2 r2 /7742 T2 ) )

As equacoes de movimento, correspondente ao sistema Hamiltoniano em coordenadas cilindricas séo
dadas por

F= R+ O(e), R= % — paylps + 0(),
0= S +0(?), 0= 0+0(), (6.61)
= Z+0(e), Dz = —W‘FO(GZ)-

Consideremos o sistema (6.61) com € = 0. Desta forma é claro que © é o momento angular e uma integral
primeira do sistema perturbado (6.61). Desta forma podemos fixar © = ¢ uma constante. Agora nos
restringimos, ao caso planar z = p, = 0. Para ¢ # 1, a érbita circular

R=0,r=¢?,
’ ~ Lre . 3 7 . . ’ .
¢ uma solucdo periédica 27|1%| (este é o tempo para 6 atingir 2m). Nés queremos considerar o caso
quando
r| | = 2n2
1-¢3 ’

que implica em
P \1/3 P \1/3
c=(—) or ¢=(——)"".
p+q p—q
Linearizando as equagdes em r e R obtemos

1

=R R=—tr (6.62)

o qual tem solucdo da forma e*"*/ C3, e de tal forma que os multiplicadores nao-triviais da solugao sao da
;27

forma e='T- os quais sao diferentes de +1, devido ao fato de que 1jc3 ¢ Z. Entao temos provado o

seguinte resultado

Teorema 6.3.1. Seja p, q inteiros primos entre si e T = 27p/q. Se ¢ = (ﬁ)l/3 ouc= (ﬁ)l/3 ,c#£0
e g +1¢7Z ou —% +1¢ 7Z entao a solugdo circular T-periodica do problema de Kepler em coordenadas
giratorias com momento angular constante ¢ pode ser continuada a uma orbita 2wp-periddica do nosso

problema com z = p, = 0 para valores pequenos de €.
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6.3.2 Orbitas Cometas

Outra forma de obter solugoes peridédicas consistem em introduzir outro parametro de tal forma que pas-
samos a considerar érbitas muito afastadas dos corpos. Consideremos a seguinte mudancga de coordenada
v-simplética.

T = rVu, Pz = VDPu,
y= 12, Py = VD, (6.63)
2= vw, Dz = VDw-

Entao considerando a fun¢do Hamiltoniana K dada por (6.58) e fazendo a mudanca K = vH, obtemos
que

_ 3pl+pi+pl, 3y b 27
H = 7(’&]91) - ,Up“) -V 2 tv Afa fO [(u—pr? COSG)2+(’Upr/2 sen 0)2+w?2]1/2 dodp’
3[p2+p2+p2 1 7 (6.64)
= —(upy — vpy) — v [ 3 - Fomarr | T ow").

Queremos destacar que estamos usando a massa M do anel ou disco como sendo unitéria.

Consideremos o caso planar w = p,, = 0. Mudando para coordenadas polares obtemos que

1 e? 1
a3t Py L 7
H=-0-v [Q(R +5) r} + oW, (6.65)
onde as equagoes de movimento sao
r= Uv3R+0O@W), R= 1/3(%2 — ,%) + 0"
(6.66)
0= -1+138 4+ 007, 0= 04+007).

7

Desconsiderando os termos de ordem v nas equagoes (6.66) e assim para esta ordem de aproximagao ©

é uma integral primeira.

Teorema 6.3.2. Fzxistem duas familias a um parametro proximas a circulos com raio grande de solugdes
periddicas do problema do anel ou disco circular. Estas solugdes estao proximas ao infinito.

Demonstracao: Consideremos (6.66) e desprezamos os termos de ordem v7. Entdo um par de soluces
circulares deste sistema é © = ¢, R = 0 e 7 = ¢2, onde ¢ é uma constante. O periodo destas solucoes é
2mc3 /(c® — v3). Linearizando as equagdes em 7 e R ao londo destas solugdes obtemos

. 3 . 1/3

7=v°R, R= 5" (6.67)
As equagoes 6.67 tem solucio da forma exp(Fiv3t/c®), e os multiplicadores nio triviais da solugao circular
do sistema (6.66),desprezando os termos de ordem v, sao exp(+iv32mr/(c® —v3) = 14+ 2miv3 /c3 + O(15).

Considere o mapa do Periodo em uma superficie de nivel da funcao Hamiltoniona ao longo da
orbita circular. Denotamos por ¢ a coordenada nesta superficie, com ¢ = 0 correspondendo a solucao
circular quando v = 0. O mapa do periodo tem um ponto fixo na origem para até os termos de ordem
13 e é a identidade até os termos de ordem v? e existe um termo multiplicando v? cujo jacobiano
tem autovalores +27i/c®. Desta forma o mapa do perfodo é da forma P(s) = u + v3p(s) + O(%),
onde p(0) = 0 e dp(0)/ds tem autovalores +2mi/c3, tal que, em particular é nao singular. Definimos
G(s,v) = (P(s) —<)/v® = p(s) + O(¥?). Desde que G(0,0) = 0 e dG(0,0)/ds = Ip(0)/ds, existe uma
funcao diferencidvel ¢(v) tal que, G(S(v),v) = 0 para todo v suficientemente pequeno. Entao estas
solugdes podem ser continuadas no problema (6.66) com os termos v7. |
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Observagao 6.3.1. Observamos que aqui introduzimos um novo parametro v que mao tem nenhuma
relacdo com o pardametro € que estd relacionado com o raio e espessura do anel. Assim as solugoes
cometas do Teorema 6.3.2 sao vdlidas em um anel com qualquer espessura e raio interno a e para o disco
com qualquer raio.

6.4 Novas solugoes peridédicas no problema do fio circular ho-
mogeéneo

Consideremos o problema de uma particula infinitesimal atraida unicamente pela forga gravitacional
induzida por um fio circular homogéneo fixo C, contido no espaco euclidiano R3.

O problema do fio circular homogéneo fixo C foi estudado por [5] e [15] onde os autores apresentam
o estudo da dinamica do problema e também uma grande quantidade de solugoes periddicas simétricas.
Nos trabalhos citados acima, os autores descrevem o problema do fio circular homogéneo fixo como
perturbacoes do problema de Kepler e assim obtém solugoes periddicas simétricas proximas a circulos no
plano horizontal (plano-(z,y) ) ou no plano vertical (plano-(z, z)). As solugoes continuadas sao planares,
ou seja estao no mesmo plano da orbita de Kepler e além disso, nao possuem periodo fixo, apenas proximo
ao da Orbita de Kepler. As técnicas utilizadas para continuacdo de solucoes periédicas sao diferentes das
que apresentaremos em nosso texto. O problema do fio circular ainda foi estudado, sob o ponto de vista
numérico, por [1], onde o autor apresenta familias de solugées quasi-periddicas espaciais. Ainda, [10]
também determinou numericamente a dinamica das 6rbitas do problema do fio circular.

Apresentaremos no que segue a existéncia analitica de solugbes periddicas simétricas espaciais do
problema do fio circular homogéneo fixo. Tais solucoes serao obtidas como continuacao de solugoes
circulares como também elipticas do problema de Kepler e as solugoes encontradas poderao ter periodo
fixo e em alguns casos, periodo préximo da orbita de Kepler.

6.4.1 O problema do fio circular homogéneo fixo como perturbagao do prob-
lema de Kepler

Consideremos o fio circular homogéneo C contido no plano-(z,y) do espaco tridimensional R?, com raio
a, com densidade linear A constante e massa M = 2wAa. Segue que a fungdo potencial em um ponto
P = (z,y, z), induzida pelo fio circular C é dado por

M [*" do

V(P)=—— .
F) 2 Jo \/(z —acos0)? + (y — asen )2 + 22

(6.68)

A dedugéo do potencial para o fio circular homogéneo pode ser encontrada por exemplo em [1], [5], [15],
[24]. Porém segue da Proposicao 2.3.8, que também podemos obter o potencial do fio circular a partir do
potencial do anel circular.

Considerando a fungao potencial induzida pelo anel A em termos de polinémios de Legendre, entao
segue da equacao 6.3 que a expressao é dada por

M (W +ad)M 35

M 15 3
V=-——'? 3cos? ) — 1 (b* + a®b® + b1 (= cos? 9 — — cos? ¥ + =) + ... (6.69)
llal 8llal® ( )- 8llal® 5 4 )
entao escrevendo a equa(;éo acima em termos da espessura p, obtemos
Vig,a,u, M) = HQH + 8”‘314 (1? + 2pa + 2a?) (3cos? 9 — 1) — 8‘%5 (u* + 4pda + Tu%a® + 3a*)
35 cost v cos? 9 + 2) + ..
(6.70)
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Logo, pela Proposicao 2.3.8, fazendo u = 0, obtemos que o potencial na regiao exterior ao fio circular, ou
seja no exterior a esfera de centro na origem e raio a e em termos de polinomios de Legendre é dada por

M M 3M 35 15 3
V(g,a,p=0M)=———+ ——a*(3cos® — 1) — _at (= cost 9 — —cos? 9+ Z) + ... (6.71)
lall -~ 4llal® ( ) 8llall® 5 4 )
Observe que V(q,a =0,u =0, M) = *ﬁ que corresponde ao potencial do problema de Kepler. Entao

fazendo a = € e desta forma usando o raio do fio circular como parametro de perturbacao, que o problema
do fio circular é uma perturbagao analitica do problema de Kepler na regiao exterior a esfera de raio e.

O movimento da particula infinitesimal P obedece ao seguinte sistema mecanico:

. M 2w (z—ecosh)

T= "3z Jo [(z—ecos 0)2+(y—esen 0)2+22]3/2 d@,

. M 27 (y—esen0)

Y= —3xJo [(z—ecos 0)2+(y—esen 0)2+422]3/2 do, (672)
. M 27 1

2= 2% Jo [(z—ecos )2+ (y—esen 0)2+422]3/2 de.

as equagoes de movimento podem ser escritas como um sistema Hamiltoniano de equagoes diferenciais
de primeira ordem, com trés graus de liberdade cuja fungao Hamiltoniana é da forma

1 M
H(q,p,¢) = 5 llpll - Tl * € Hi(q) + O(e"), (6.73)

onde

Hi(q) = W]\j”g (3cos* 9 —1). (6.74)

Observagao 6.4.1. Observe que se definimos ¢, = C = 1/4 entdo a fun¢ao Hy dada por (6.74) € dada
por

Hy(q) =

MO (3 cos? ¥ — 1),
la

lall®

que € como a fungao perturbadora Hy mo caso do problema do anel ou disco circular homogéneos. Por-
tanto, a funcao Hamiltoniana do problema do fio circular é dada por

1 MC M
H(ap.e) = glIpll ~ o + € o (Beos’ v~ 1) +O(e), (6.75)

exatamente como no problema do anel circular homogéneo sendo que a unica diferenca estd na inter-
pretagdo do parametro perturbador, na constante C' e no espago de configura¢des, que no caso do fio
circular homogéneo é dado por

2 ={(q,q) € (R’ xR’);q ¢C}.

Desta maneira basta proceder como no capitulo 6 e escrever o problema do fio circular homogéneo nas
coordenadas de Poincaré-Delaunay e nas coordenadas de Delaunay e obter todas as solugoes periédicas
simétricas obtidas para o caso do anel de maneira quase idéntica. Por isso vamos enunciar alguns dos
resultados e vamos omitir as demonstragoes.

Observagao 6.4.2. Novamente, como vamos utilizar coordenadas de Delaunay e Poincaré-Delaunay de-
vemos tomar a orbita do problema de Kepler e a vizinhangca U de tal maneira que U esteja suficientemente
afastada do fio circular e esta condigdo poder satisfeita escolhendo convenientemente s, tal que s > s*,
s,8* € R tal que s* e suficientemente grande.
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6.4.2 Orbitas peridédicas simétricas proximas a circulos

Consideremos a mesma notagao do capitulo 6. Desta forma temos os seguintes resultados:

Teorema 6.4.1. ( Solugdes a um parametro) Dados m,n,p,q € N e s € RT escolhido conveniente-
mente; entdo para o problema do fio circular circular homogéneo temos:

1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas Sy e
So-simétricas com periodo fizo T = 2wm/s prézimas do plano xz e de circulos sobre este plano com raio
s72/3 ¢ periodo T.

1i)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( Sy e Sy simétricas) com periodo firo T = 27(2m + 1)/s prézimas do plano xz e de
circulos sobre este plano com raio s=2/3 e periodo T.

iii)— FExzistem condigoes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugoes periddicas S1 e
Sa-simétricas com periodo T = 2wp/q prézimo a T = 2nw prézimas de circulos em um plano com certa
inclinacio e com raio s~%/3, onde s = m/n e periodo T.

w)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugoes periddicas dupla-
mente simétricas ( S1 e Sa simétricas) com periodo T = 4dmwp/q prozimo a T = 4nw proximas d de circulos
de circulos em um plano com qualquer inclinacio e com raio s—2/3, onde s = (2m +1)/2n e periodo T'.

v)— Ezistem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( Sy e Sz simétricas) com periodo T = 4dwp/q prézimo a T = (2n + 1)1 prézimas de
circulos em um plano com qualquer inclinagio e com raio s=2/3, onde s = (2m +1)/(2n + 1) e periodo
T.

Facamos alguns comentarios, sobre as solugoes simétricas periédicas obtidas no teorema acima

Observagao 6.4.3. Todas as solugdes do Teorema 6.4.1 sao familias de solucdes cujas condigdes iniciais
sao parametrizadas pore, para € suficientemente pequeno. Nos itens i) e ii) podemos obter solugoes
simétricas com periodo fizo e prézimas a circulos contidos no plano vertical e com raio s=2/3 onde
s> s*, 5,5% € R, s* suficientemente grande, para evitar problemas de singularidades.

Nos itens iii), iv) ev) obtemos solugdes simétricas periddicas proximas a circulos com plano orbital
com qualquer inclinagio e raio s=2/3. Jd as solucdes continuadas tem periodo prézima da orbita de
Kepler. Todas estas solugées sio espaciais de modo que ndo aparecem nos trabalhos de [5] e [15].

Observagao 6.4.4. Em todos os casos do Teorema 6.4.1 a solucdo continuada tem posicao inicial difer-
ente e prorima da posicdo inicial da orbita de Kepler. Jd a velocidade inicial da orbita continuada
possivelmente poderd também ser diferente e prozima da da orbita de Kepler. Veja observagioes 5.4.3,
5.4.6 ¢ 5.8.6. Esta é uma grande diferenca da técnica aplicada pelos autores [5], [15] onde a posi¢ao da
orbita continuada era a mesma da orbita de Kepler e so havia uma variacao na velocidade.

Teorema 6.4.2. (solugoes a dois parametros) Dados m € N e s € Rt escolhido convenientemente;
entdo para o problema do fio circular homogéneo temos:

i)— FExistem condigdes iniciais, a dois pardmetros, que ddo origem a solugées periddicas Sy e Sa-
simétricas com periodo T prézimo a T = 2wm/s prdzimas do plano xz e de circulos sobre este plano com
raio s~2/3 e periodo T .

i1)— Existem condigdes iniciais, a dois pardmetros, que dao origem a solugoes periddicas duplamente
simétricas ( S1 e Sz simétricas) com periodo T préximo a T = 27(2m — 1)/s prdzimas do plano xz e de
circulos sobre este plano com raio s=2/3 e periodo T.
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6.4.3 Solucgoes periddicas proximas a elipses

Nesta secao vamos mostrar a existéncia de solucgoes periddicas simétricas obtidas como continuacao de
solucoes elipticas do problema de Kepler. Na literatura nao existem resultados que garante a continuagao
de solugoes elipticas do problema de Kepler para o problema do fio circular homogéneo.

Teorema 6.4.3. (Solugdes a um parametro) Dados m,n,p,q € N e s € RT escolhido conveniente-
mente; entdo para o problema fio circular homogéneo fixo temos

i)— Existem condigées iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugées periddicas dupla-
mente simétricas ( Sy e So simétricas) com periodo T = 4dwp/q prézimo a T = 2w (2m+1)/(s— 1), desde
que (2m +1)/2(s — 1) ¢ N, prdzimas de circulos contidos no plano-(x,y) e com periodo T.

1i)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas ( S1 e Sz simétricas) com periodo T = 4wp/q préximo a T = 4wm/(s — 1), desde que
m/(s —1) ¢ N, prézimas de circulos contidos no plano-(x,y) e com periodo T.

Observagao 6.4.5. Valem aqui comentdrios similares aos da Observacao 6.4.4 .

6.4.4 Solucgoes peridédicas no plano vertical

No sub-problema do plano vertical (plano-(z, z)) determinamos a existéncia de solugdes periédicas simétricas
em relagdo ao eixo x, em relagdo ao eixo z e também simétricas a ambos os eixos: = e z, ou seja, du-
plamente simétricas. Porém tais solugoes sao continuacao de solugoes circulares do problema de Kepler.
Em [5] ou [15] os autores determinam solugdes periddicas simétricas préximas a circulares no mesmo
sub-problema, porém sem periodo fixo. Poderemos ver no teorema abaixo, que conseguimos solugées com
esta propriedade.

Teorema 6.4.4. (Solugdes a um paradmetro) Dados m € N e s € RT escolhido convenientemente;
entdo para o problema do fio circular homogéneo no plano vertical temos:

1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugdes periddicas Sy e
Sa-simétricas com periodo T = 2mwm/s prézimas de circulos e com periodo T

1i)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugées periddicas du-
plamente simétricas (simétricas em relagao ao eizos x e y) com periodo T = 4dwp/q prézimo a T =
2 (2m + 1)/s préximas de circulos e com periodo T.

Podemos obter outras solugoes no plano vertical, porém sem periodo fixo, mas neste caso obtemos
familias se solucoes a dois parametros.

Teorema 6.4.5. (solugoes a dois parametros) Dados m € N e s € R" escolhido convenientemente;
entdo para o problema do fio circular homogéneo temos:

1)— Existem condigoes iniciais, parametrizadas a dois parametros, que ddo origem a solugdes peridédicas
Sy e Sy-simétricas com periodo T prézimo a T = 2wm/s prézimas de circulos com periodo T.

i1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas a dois pardametros, que ddo origem a solugoes
periddicas duplamente simétricas com periodo T préximo a T = 27(2m — 1)/s prézimas de circulos
com periodo T.

Observagao 6.4.6. As familias de solu¢des pericdicas simétricas obtidas nos teoremas 6.4.4 e 6.4.5
estdo contidas no plano vertical. Porém o problema do fio circular homogéneo € invariante por rotagéoes
em torno do eizo-z e desta forma estas solu¢oes podem ser encontradas em qualquer plano vertical, .
Em outras palavras, qualquer plano vertical pode ser estudo como um sub-problema do problema do fio
circular homogéneo
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6.4.5 Solugoes periddicas no plano horizontal

No sub-problema do plano horizontal (plano-(x,y)) determinamos a existéncia de solugoes periddicas
simétricas em relacao ao eixo x, em relacao ao eixo y e duplamente simétricas. Determinamos solugoes
que sdo continuagdo de solugdes circulares e elipticas do problema de Kepler. Em [5] ou [15] os autores
determinam solugoes periddicas simétricas proximas a circulares no mesmo sub-problema, porém sem
periodo fixo. Assim como na Secao 6.4.4, determinamos a existéncia de solucoes préxima a circulos com
periodo fixo.

Teorema 6.4.6. ( Solugdes a um parametro) Dados m € N e s € RT escolhido convenientemente;
entdo para o problema do fio circular homogéneo no plano equatorial, temos:

i)— FExistem condigdes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugées periddicas Si e
Sa-simétricas com periodo fixo T = 2nm/s proximas de circulos com raio s72/3 ¢ periodo T.

it)— Existem condigoes iniciais, parametrizadas por €, que dao origem a solugoes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo fixo T = 2n(2m + 1)/s prézimas de circulos sobre este plano com raio
s72/3 ¢ periodo T.

1i1)— Existem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugoes periddicas Sy e
Sy-simétricas com periodo T = 2wp/q prozimo a T = 2wm/(s — 1), desde que m/(s — 1) ¢ N, prézimas
de circulos com periodo T'.

w)— Ezistem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo T = 4dnp/q prézimo a T = 2m(2m~+1)/(s—1), desde que (2m+1)/(s—1) ¢ N,
prozimas de circulos com periodo T'.

v)— Existem condigoes iniciais, parametrizadas em €, que ddo origem a solugoes periddicas Sy e
So-simétricas com periodo T = 27p/q proximo a T = 2wm/s, desde que m/s € N, proximas de elipses
com periodo T'.

vi)— Ezistem condigdes iniciais, parametrizadas em €, que dao origem a solugdes periddicas dupla-
mente simétricas com periodo T = 4mp/q préximo a T = 2wm/s, desde que m/s = n + 1/2 para todo
n € N, proximas de elipses com periodo T .

Observagao 6.4.7. Nos itens i), ii), iii), e iv), obtemos solugdes a um pardmetro dependendo de e,
sendo que nos itens i) e ii), as solugdes possuem periodo fizo. Nos itens v) e vi) obtemos solugies
prorimas a elipses.

Teorema 6.4.7. ( Solugdes a dois parametros) Dados m € N s >€ RT escolhido convenientemente;
entdo para o problema do fio circular homogéneo no plano equatorial, temos:

i)— Existem condigdes iniciais, a dois pardmetros, que ddo origem a solugées periddicas Sy e Sa-
simétricas com periodo T préximo a T = 2wm/s préximas de circulos com raio s72/3 ¢ periodo T.

i1)— Existem condi¢des iniciais, a dois pardmetros, que dao origem a solugdes periddicas duplamente
simétricas com periodo prézimo a T = 2w(2m + 1)/s prézimas de circulos com raio s—2/3 e periodo T.

Fagcamos agora um comentério que valem para todas as solugoes periddicas simétricas obtidas no
problema do fio circular homogéneo.

Observagao 6.4.8. Nos Teoremas 6.4.1 e 6.4.2 acima, os resultado sao vdlidos para valores do parametro
epsilon teorema acima as solugoes obtidas valem para alguns suficientemente pequeno. Porém as pro-
priedade dadas pelo Lema 2.3.1 e o coroldrio 2.8.1 com u = 0 wvalem para o problema do fio circular
homogéneo. Desta forma podemos obter a solucdo para o problema do fio para qualquer raio a partir da
solugao periodica do problema do fio de raio €. Veja Observacao 6.1.2.

132



6.4.6 Orbitas Cometas no problema do fio

Assim como no problema do anel ou disco podemos obter solugoes periddicas afastadas do fio circular
homogéneo. Consideremos a seguinte mudanca de coordenada v-simplética.

r= vu, Pz = VDu,
— 2 —

y - v ’Uv py - vaa
_ 2 —

z= vw, Pz = Vpy.

Entao considerando a fungao Hamiltoniana H dada por (6.57) com p = 0 também pode ser escrita na
forma (6.58) e fazendo a mudanga H = vH, obtemos que

_ 3p2+p2+pl 3y (b 2w p
H = _(up"’ - Upu) -V ) 2 ) 2+ v Afa fO [(u—pv? cos 0)2+(v—pr? sen 0)2+w?]1/2 dedp’ (6 76)
'u+ 'U+ w. .
= —(up, — vpy) — V3 [” PotPu — \/u2+112+w2 + 0.

Queremos destacar que estamos usando a massa M do fio como sendo unitaria e observe que na fungao
Hamiltoniana (6.76) o parametro perturbador v nao tem nenhuma relagdo com €, ou seja com o raio ou
espessura.

Consideremos o caso planar w = p,, = 0.

Desta forma procedendo da mesma maneira que na segdo 6.3.2 para o problema do anel ou disco,
obtemos o seguinte resultado.

Teorema 6.4.8. Fxistem duas familias a um parametro préoximas a circulos com raio grande de solugdes
periodicas do problema do fio circular. Estas solugdes estao proximas ao infinito.
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Capitulo 7

Orbitas de escape no problema geral
de uma particula atraida por um
COrpo macico

Consideremos o problema de uma particula infinitesimal P atraida unicamente pela atracao gravitacional
induzida por um corpo maci¢o com distribuicado de massa homogénea e de dimensao finita. Recordamos
da Segao 2.1, que o movimento da particula P obedece ao sistema de equagoes

. _/ (z — €)aM
M [22 +y2 + 22 + p? —)%&ymzo]g
L y—n
o /M [22 + y2 + 22 + p? — 2(2€ +yn + 2()]2 (1)
(z — Q)dM

5= — .
M [22 +y2 + 22 + p? — 2(x€ + yn + 2¢)) 2

As equagobes acima estao associadas a funcao Hamiltoniana
) / dM
M /P2 + 12 = 2(2€ + yn + ()

. (7.2)

1
H= 5(1?2 +p2 +p?

Lembremos que o sistema (7.1) ou a fungdo Hamiltoniana H estd definida no subconjunto de R®

RS \ {(xvyvzapzvpyvpz) S RS / (ﬁ,y,Z) € M}

Estudaremos as Orbitas de escape no problema de um corpo macico para energia fixa h, logo o fluxo
estard sobre a superficie de energia
p: H=h. (7.3)

Inicialmente estudaremos as érbitas de escape na direg¢ao do eixo z. Mais precisamente, motivados pelas
defini¢goes do problema dos N-corpos, dizemos que:

Definicao 7.0.1. Uma drbita escapa (captura) a infinito na dire¢io vertical z se z(t) — oo quando
t — 400 (t — —00). O escape € parabdlico se p,(t) — 0 quando t — 400 (t — —o0). Se este limite
existe e € diferente de zero, dizemos que a orbita é hiperbdlica.

O conjunto das 6rbitas parabdlicas de escape serd chamado de w-parabdlico e o das érbitas parabdlicas
de captura serda chamado de a-parabdlico.
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Para realizar a andlise das orbitas de escape a idéia é trazer o ”infinito” na direcao de z a um valor
finito. Para isto, uma conveniente transformagao de coordenadas é

z=q %, e p.=p, (7.4)

de modo que o escape se dd quando ¢(t) — 0. Nestas, cordenadas, as equagdes de movimento (6.72)
transformam-se nas equagoes

. . . (z — &)dM
T = Pz, Pe= —4q 5 112 5 ) 3
M 14 ¢3¢+ qH{z? +y? + p? — 2(z6 +yn)}]2
- , 6 (y —n)dM
U= Dy Py= —q / : 7.5
Y Y M [+ @2+ g2 +y2 + p2 — 2(x€ +yn)}]2 (7:5)
. . 1— q2¢)dM
= —3¢°p, p= —q4/ s 2 : )2 X
ML+ @2C+ qH{x? + 92 + p? — 2(x€ +yn)}]2

e a relagao de energia assume a forma

dM
14 ¢2¢ + ¢z + 42 + p? — 2(a€ +yn)}]V /2

1
She h=s0i+p+p°) - q2/
Ml

- (7.6)

Da relagao de energia segue-se que no limite, ou seja, quando ¢ — 0 toda a energia do sistema satisfaz
p3 + p; + p* = 2h e portanto, a energia h s6 pode ser maior que zero e s6 existe energia cinética. Este
fato, é uma diferenca relevante quando a comparamos com problemas de N-corpos da Mecéanica Celeste,
pois 14, em geral o problema se reduzia a um problema de Kepler. Por outro lado, é importante enfatizar
que o campo (7.5) associado ao fluxo no infinito na diregdo de z ndo possui singularidades uma vez que
estas s6 podem acontecer na parte limitada.

E claro de (7.5) que o conjunto definido por ¢ = 0 é uma subvariedade de X, invariante pelo fluxo,
que denotaremos Ay (z) e que chamaremos de variedade no infinito na diregao de z,

An(2) = {(%, 9,4, P2, py,0) €ER® [ =0 e pi+p]+p°=2h}, (7.7)

assim,

Proposicao 7.0.1. No Problema do corpo macico, para h > 0 no caso espacial a topologia da variedade
no infinito na direcdo de z corresponde ao produto cartesiano R? x S2.

Em particular,

Corolario 7.0.1. No Problema do corpo macico, para h > 0 no caso planar x =p, =0 ouy =p, =0
a topologia da variedade no infinito na direcdo de z corresponde ao produto cartesiano R x S', isto €, um
cilindro.

Agora, observemos que o fluxo sobre Ap(z) é determinado pelas equagoes
T= Pz, Pz= 0,
y= py, py= 0, (7.8)

¢g= 0, p= 0.
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Logo, o fluxo associado ao problema do corpo macigo é dado por

a(t) = pit+wo, pult) =pl,

com g,y € R arbitrarios e p?, pg, p? € R satisfazendo a relacio
(P2)? + (1})* + (0°)? = 2. (7.10)

Proposicao 7.0.2. As solugdes de equilibrio do sistema (7.5) para o problema do corpo macigo corre-
spondem a

IEGR, y€R7 q:()a pxzog py:(), p::I:\/Qh,
desta forma todas elas estdo sobre a variedade no infinito Ap(z). Assim, topologicamente sao duas copias

de R2. Em particular, se fitamos x = xg, y = yo 0s equilibrios sdo dois pontos.

Por outro lado, sobre Ay (z) com p = 0 fixo, o fluxo é dado simplesmente por

y(t) = pyt+yo, py(t) = Pl (7.11)

onde
(zo,90) €R?,  (p2)* + (p))* = 2h. (7.12)

Assim,
Proposicao 7.0.3. No caso espacial do problema do corpo macigo, para h > 0 os conjuntos w-parabdlico
e a-parabdlico correspondem topologicamente a R? x S1.

Em particular,

Corolario 7.0.2. Para h > 0 no caso planar do problema do corpo maci¢co x =p, =0 ouy = p, =0
0s conjuntos w-parabdlico e a-parabdlico correspondem topologicamente a duas copias de R, isto €, duas
retas.

Demonstragao: E suficiente observar que pela relacio (7.12) p = 4+v/2h ou pg = +v2h. |

Na Figura 7.1 mostramos o fluxo no caso planar y = p, = 0.
Em resumo, podemos concluir o seguinte:

Teorema 7.0.9. Para h > 0 no problema do corpo macigo as solugoes de escape hiperbolicas na dire¢ao
z correspondem aos equilibrios do sistema (7.5) sobre y(z) e as demais solugdes deste sistema corre-
spondem as orbitas parabdlicas.

Observagao 7.0.9. Um estudo completamente andlogo pode ser efetuado para estudar os escapes na
direcdo dos outros eixos coordenados, isto €, o eixo T e o eiro y, e verifica-se que valem as mesmas
conclusoes.
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Figura 7.1: O fluxo sobre A, (z) no caso planar y = p, = 0, para o problema do corpo macico. As retas
op representam as érbitas parabdlicas e as érbitas oh representam as érbitas hiperbdlicas.

7.0.7 Orbitas de escape no problema do anel e do disco circular homogéneo

E claro que os resultados acima valem para o problema do anel ou disco circular homogéneo fixo. Porém
poderiamos dar uma prova direta para o caso do anel ou disco como descrito abaixo. Para o problema
do anel ou disco circular homogéneo a fun¢ao Hamiltoniana

1 b 2 p
H==(p?+p? 2—)\// dfdp. 7.13
2(px+py+pz) o Jo [(x—pcos®)?+ (y— psenh)? + 22]1/2 P ( )

Lembremos que o sistema (6.72) ou a funcao Hamiltoniana H estd definida no subconjunto de R®

RO\ {(2,9,2,p2,py,pz) €R® [ a® <a® +9° <P, e z=0}

Apds a mudanca de varidveis (7.4) as equagoes de movimento transformam-se nas equagoes

. . 6 b 2w (z—pcosB)

= po Be= AE [y w07 o prenayyer 040

I 5o— )\ 6 fb f27r (y—psen ) dod (7 14)
Yy Dy Dy 4q a JO [14+q*{(xz—pcos0)2+(y—psen)2}]|3/2 P .
. 1 . 4 b p2m

q= *gqu, p= 7>‘q fa fo [1+q4{(a:7pCos(i)zp+(y7pscn6)2}]3/2 dadp’

e a relagao de energia assume a forma

1 b 2 p
Yo h==(p2+p>+p3) =2\ 2// dodp. 7.15
J Qe TPy D) A | G peost) + (y = psen gz 0dr (T15)

Da relagao de energia segue-se que no limite, ou seja, quando ¢ — 0 toda a energia do sistema satisfaz
p2 + pf/ + p? = 2h e portanto, a energia h s6 pode ser maior que zero. Agora o estudo das érbitas de
escape é equivalente ao problema do corpo macigo, uma vez que no infinito (isto é, ¢ = 0) nao envolve a
expressao do potencial e nao apresenta singularidades.
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Capitulo 8

Apeéendice A

Seja

% = g(x, 1) (8.1)
um sistema de primeira ordem de equacoes diferenciais em R™ com g analitica em x e p em alguma
vizinahanca x = x,. Expandindo em série de Taylor em torno p = 0, obtemos que

g(x, 1) = &(x,0) + n38(x,0) + O(p?)

(8.2)
= go(x) + pg1(x) + O(u?).

Seja xq(t, X«) solugdo particular do sistema nao perturbado
x = go(x), (8.3)
e queremos determinar uma solugao de (8.1) préxima de x¢(t, x.) da seguinte forma
X(t, Xy 1) = Xo(t, %) + px1 (t, %) + O(1?). (8.4)

Nosso objetivo é caracterizar a equagao que satisfaz x1 (¢, x,).Substituindo x em (8.2) pela relacao dada
em (8.4) e expandindo em séries de Taylor em torno de p = 0 temos que

g(x0(t, x4) + px1 (%) + O(p?), ) = go(Xo(t, X) + px1(t, %) + O(p?))

+  pgi(xo(t, %) 4+ pxi(t,x.) + O(p)) + O ()
(8.5)

= go(Xo(t,%x)) + pu[Dgo(xo(t, X«))x1 (¢, Xx)

+e1(xo(t,x.))] + O(4?).

Diferenciando (8.4) com respeito a t e comparando com (8.5) segue que x(t,x,) satisfaz a seguinte
equacao diferencial
X1 = Dgo(Xo(t, x+))x1 + 81(%0(t,X4))- (8.6)

Desde que x1(0) = 0 segue que

%1 (%) = X(t)/o X1(s)gn (x0 (5, %)) ds

— X(@) / Xl(s)gi(xo(sax*))d&
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onde X (t) é a matrix fundamental do sistema de equagdes lineares
X = Dgo(xo(t,x.))X
= Dxg(x0(t,x4),0)X.

Claramente, nés temos que

X (t) = Dxxo(t, )| e=x. - (8.9)

8.1 Apéndice B

Nesta secao apresentaremos algumas expansoes convergentes para as transformacoes entre as coordenadas
polares e as varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2) para a particula infinitesimal.

8.1.1 A vizinhanca de algumas solugoes do problema de Kepler

Iremos descrever uma vizinhanga de uma solucao circular do problema de Kepler nas variaveis de Poincaré-
Delaunay (PD — 1)e (PD — 2). Uma vez que usaremos os elementos orbitais cldssicos, primeiramente,
relembremos algumas férmulas que serao necessarias aqui.

Seja F anomalia excéntrica, entao temos a seguinte relagao

1—e f
i Ly 1
tan 5 1 tan 5 (8.10)

A anomalia média [ estd relacionada a anomalia excéntrica E através da equagao de Kepler
l=F—esenk. (8.11)

A distancia a origem e o angulo v sao dados por

lal] = a(l — ecos E), (8.12)
Yv=Ff+y, (8.13)
onde f é a anomalia verdadeira. Da equac@o de Kepler (8.11) as seguintes expansdes podem ser derivadas
ecos E = ecosl— (esenl)? + Oz(esenl,ecosl)
(8.14)
esen F = esenl+ esen(l)ecos(l) + Oz(esenl, ecosl).
A diferenga f — E pode ser expandida de (8.10) como
1
f—E=esenE + 2¢ sen(E)ecos(E) + O(esen E,ecos E), (8.15)

e a diferenga E — [ é dada por (8.11). Nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1), Q1 =l + g, entdo
segue que
ecosl = cos(Q1)ecos(g) + sen(Qq)esen(yg),
(8.16)

esenl = sen(Q1)ecos(g) — cos(Q1)esen(g).

J4 nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2),
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Q1 =14+ g+ h, e asim obtemos que

ecosl = cos(Q1)ecos(g+ h) + sen(Q1)esen(g + h),
(8.17)
esenl = sen(Q1)ecos(g+ h) — cos(Q1)esen(g + h).

Procuramos agora por férmulas que permitem passar das coordenadas polares para as varidveis de
Poincare-Delaunay (PD — 1) e (PD — 2). Da definigdo de Q2 e P> dadas em e da relagio G =

Va(l —e?), L = \/a segue que
_ ! _ (@ + PE)(AP — (@5 + P3))
e—L\/(L—G)(IA—G)—\/ 1P )

Portanto nas varidveis (PD — 1) segue que

_ Qg _ 1 1 2 2
Sen(g) - m’ esen(g) - _ﬁPl QQ\/2P1 - 5(@2 + P2)7 (8 18)
P .
cos(g) = —— ecos(g) = A Pay /2P — H(Q3 + P3),

VO + P

E nas varidveis (PD — 2), segue que

Q2
sen(g-i-h):—\/ﬁ, esen(g+h):_#ﬂQQ\/2P1_%(Q%+P22),
(8.19)
Py ) -
cos(g+h) = ———, ecos(g+h) = —A— Py /2P, — 1(Q% + P2).

Substituindo (8.16), (8.18) e a primeira equacdo de (8.14) em (8.12) obtemos a expressao de ||q|| nas
varidveis de Poincaré- Delaunay (PD — 1) a qual é dada por

lal| = P? (1 — [ecosgcos @y + esingsinQq] + [ecos gsin Q1 — esingcosQ1]2>,

onde ecosg e esing sao dadas por (8.18). Para obter uma melhor aproximagao, podemos expandir o
lado direito de (8.18) como série de poténcias em Qs, Py, P> perto da condigao inicial escolhida da 6rbita
do sistema nao perturbado. Em nosso caso, escolhemos Qy = 0,P; = s /3, P, = 0 (caso circular).
Levando em conta (8.16), conseguimos esinl, e cosl como série de poténcias nas varidveis mencionadas
e coeficientes trigonométricos em () e de (8.14) eventualmente encontramos esin E| e cos E/, novamente
como série do mesmo tipo. Finalmente, de (8.12) conseguimos a expressao para ||q||, a qual é dada por

_ .—2/3 —1/2 e —1/2 . —1/3 _ .—1/3 —1/392 .2
= 2
lall s +s Q28inQ1 — s Prcos Q1 + 2s (P —s )+ s Q3 cos® Q1
+%s_1/6Q2(P1 — 573 sin Q1 + 257 1/3Qa P2 sin Q1 cos Q1 4 (P — s71/3)% — %S_1/6(P1 — s V3 PycosQy
+s71/3PFsin® Q1 + O(|| X ||?),

onde X = (AQQ,AP:[,APQ) = (QQ,Pl - 571/3,P2).

Agora substituindo (8.17), (8.19) e a primeira equagdo de (8.14) em (8.12) obtemos a expressdo de |q|| nas
varidveis de Poincaré- Delaunay (PD — 2) a qual é dada por
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lql| = P12 (1 — [ecos(g + h) cos Q1 + esen(g + h) sen Q1] + [ecos(g + h) sen Q1 — esen(g + h) cos Q1]2> ,

onde e cos(g+h) e esen(g+h) sdo dadas por (8.19). Para obter uma melhor aproximacgao, nés podemos expandir o
lado direito de (8.19) como série de poténcias em Q2, P1, P» perto da condigao inicial escolhida da érbita do sistema
nio perturbado. Em nosso caso, escolhemos Q2 =0, P, = s~ /3, P, = 0 (caso circular). Levando em conta (8.17),
conseguimos esenl,ecosl como série de poténcias nas varidveis mencionadas e coeficientes trigonométricos em
Q1 e de (8.14) eventualmente encontramos esen E, e cos E, novamente como série do mesmo tipo. E, finalmente
de (8.12) conseguimos a expressao para ||q|| dada por

lall = s723 4 s72Qasen Q1 — s72 Py cos Q1 + 2871/3(P1 - 371/3) + 5712 Q8 cos® Qi+
3571/5Qa(Pr — s7%)sen Q1 + 257 /3QaPysen Qucos Q1 + (P — s7V/3)2 — 2571/0(PL — 573 Py cos Qu+
s~ 1/2P3 sen® Q1 + O(||X|),

where X = (AQ2, AP1, APy) = (Qa, P1 — s /3, Py) and Q) = (s™/% + AP\t — m.

O célculo para 9 nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1) é feito da seguinte forma: 1 nestas varidveis pode
ser escrito como

v=Q+f-E+E-L

Assim, usando as expressoes dadas em (8.15) e (8.11) para f — E e FE — [, respectivamente, temos
P =Q1+2 <[e cosgsin@Q1 — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esin g sin Qﬂ)
1 . . . . . .
—|—§ [ecosgsin @ — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esin gsin Q1]
(e cosgcos @1 + esingsin @1 — [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1]2> ,
onde as expressoes para e cos g e esin g nas varidveis de Delaunay estao em (8.18). Expandindo esta expressao em

série de poténcias, como no caso de ||q||, obtemos a expressdo de v nas varidveis de Poincaré-Delaunay (PD — 1)
numa vizinhanga de uma érbita do sistema nao perturbado

P =Q1+ 2P2$1/6 sin Q1 + 2Q251/6 cos Q1
7331/3Q§ cos Q1 8in Q1 + gsl/ngQg c0s2Q1 — Qgsl/Q(Pl — 371/3) cos Q1

—Pyst?(Py — s7Y3)sinQy + gP531/3 sin Q1 cos Q1 + O(|| X||*),

onde X = (AQ2, AP, AP>) = (Q2,P1 — 871/37P2).

O célculo para 1 nas varigveis de Poincaré-Delaunay (PD — 2) é feito da seguinte forma: 1 nestas varidveis pode
ser escrito como

YV=Q1+f—E+E—1—h.
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Assim, usando as expressoes dads em (8.15) e (8.11) para f — E e E — [, respectivamente, temos
P =Q1—h+2 <[e cos(g + h)sen Q1 — esen(g + h) cos Q1] + [ecos(g + h) sen Q1 — esen(g + h) cos Q1]
[ecos(g + h) cos Q1 + esen(g + h) sen Q1]> + % <[e cos(g + h)sen Q1 — esen(g + h) cos Q1]+
[ecos(g + h)sen Q1 — esen(g + h) cos Q1][ecos(g + h) cos Q1 + esen(g + h) sen Q1]>
<e cos(g + h)cos Q1 + esen(g + h)sen Q1 — [ecos(g + h)sen Q1 — esen(g + h) cos Q1]2> ,

onde as expressoes para ecos(g + h) e esen(g + h) sdo como em (8.19).
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