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Epigrafe

“Embora ninguém possa voltar atras e fazer um novo comeco,

qualquer um pode comegar agora e fazer um novo fim ” (Chico Xavier)



Resumo

Nesta dissertacao, sao obtidas estimativas de erro para as aproximagoes de Galer-
kin da solugao do problema de valor de fronteira de Navier-Stokes, as quais regem o
escoamento de fluidos homogéneos, incompressiveis e viscosos. Provaremos que tais
estimativas para as expansoes das autofungoes decrescem em proporc¢ao inversa aos

autovalores do correspondente problema de valor de fronteira de Stokes.

Palavras-Chave: Aproximagoes de Galerkin; Estimativas de Erro; Navier-Stokes.



Abstract

In this work we obtained error bounds for Galerkin approximations to the solution
of Navier-Stokes boundary value problem, which govern the drainage of the homogene-
ous, incompressible and viscous fluids. We prove that such estimates for the expansions
of the eigenfunctions decrease in inverse proportion to the corresponding Stokes boun-

dary value problem eigenvalues.

Key-Words: Galerkin approximations; Error Bounds; Navier-Stokes.
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Notacoes

A fim de nao sobrecarregarmos as notagoes utilizadas nesta dissertagao, faremos as

seguintes convencoes:

D(Q) = (D())°

L7(Q) = (LP(Q))°

L2(Q) = (L=(Q))°

Wmr(Q) = (Wmr(Q))°

H™(Q) = Wm2(Q)

Wy'P(Q2) = fecho de D(Q2) no espago W™P((Q))
HE' () = Wi (@)

E — F (E continuamente imerso em F)

u = (uy,us,u3) (campo vetorial definido em )

8u . (81/4 8u2 8u3)

o Ox;’ Ox;' Ox;
ou Ou Ou

Au = (Auq, Aug, Aug)

O _ gy = gy = (O vz Oug
e R N R T

iii



Introducao

A solugao do problema de valor inicial e de fronteira de Navier-Stokes é, muitas
vezes, investigada com a ajuda das aproximacgoes de Galerkin que sao, por sua vez,
construidas sobre a base das autofungoes do correspondente problema linear de valor
de fronteira de Stokes. Uma vez que as propriedades gerais do problema de valor de
fronteira de Stokes e de suas autofungoes sao relativamente bem conhecidas, pode-se
perguntar quao bem uma solugao do problema nao estacionério de Navier-Stokes pode

ser aproximada usando como base as autofunc¢oes do operador de Stokes.

Em geral, as estimativas de erro para as expansoes das autofunc¢oes dependem,
essencialmente, das estimativas em L? para a primeira e a segunda derivadas parciais da
funcao a ser extendida. Em 1978, de forma muito elegante, John Heywood demonstrou,
para as aproximagoes de Galerkin de uma solu¢ao de Navier-Stokes e para as suas
derivadas com respeito ao tempo, que podem ser deduzidas estimativas de erro se as
aproximagoes de Galerkin sao formadas com as autofungoes do correspondente pro-
blema de valor de fronteira de Stokes. As estimativas de erro, que sao o objetivo do
nosso trabalho, resultam de uma desigualdade diferencial com relagao as respectivas

normas da diferenga de duas aproximacoes de Galerkin e de uma passagem ao limite.

Esta dissertacdo, que foi desenvolvida baseada no artigo de Rautmann [12], consta

de dois capitulos e de um apéndice.

No primeiro capitulo, apresentamos, de forma sucinta, os espagos funcionais apro-

priados para a analise matematica do sistema de Navier-Stokes.

No segundo capitulo, concentra-se a parte substancial do nosso trabalho. Na Secao

1 estabelecemos as propriedades do problema de valor de fronteira de Stokes na medida



em que vamos usa-las. As estimativas de erro para as expansoes das autofungoes (que
sao o ponto de partida da nossa investigacao) sdo formuladas em conjunto com provas
curtas na Secao 2. Usando as estimativas dadas por Heywood em (8], citadas na Segao
3, provaremos nas se¢oes 4,5 e 6 as estimativas de erro indicadas nos Teoremas 2.5,

2.6, 2.8 e no Corolario 2.2.

No Apéndice, fazemos uma deducao do modelo matemético para o escoamento de
fluidos homogéneos, incompressiveis e viscosos, por meio de argumentos elementares e

intuitivos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos Funcionais

1.1.1 Os Espagos LP(12)

Nesta secao, admitiremos que o leitor esta familiarizado com o conceito de fungoes
mensuraveis, medida de Lebesgue e funcoes integraveis a Lebesgue. Por € representa-
se um subconjunto aberto do R™ e por I sua fronteira. Sera fixada em €2 a medida de

Lebesgue dzx. Para as demonstragoes, consulte [1] e [11].

Representa-se por LP(£2), 1 < p < 00, o espago das fungoes reais u definidas em €,

mensuraveis cuja poténcia p, |ul?, é integravel (& Lebesgue) em €, ou seja,
LP(Q2) = {u : Q@ = R, u mensuravel e / |u(z)|Pde < oo} :
Q
o qual é um espacgo de Banach munido da norma

1/p
lll oy = ( / |u<x>|pdx) |

No caso p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert com o produto interno
(u,v) 12(0) = / u(z)v(x)de.
Q

Uma fungao u que é mensuravel em () é dita essencialmente limitada em () se

existe uma constante k tal que |u(z)| < k q.s. em Q. Por L*(2) denota-se o espago

3



das funcgoes reais u, mensuraveis em {2 e que sao essencialmente limitadas em (2, onde
usamos a nota¢ao q.s. em {2 para indicar que a propriedade |u(x)| < k é valida, exceto,

possivelmente, para x pertencente a algum subconjunto de {2 com medida nula.

Chama-se supremo essencial de v ao infimo do conjunto
{k e R;|u(z)| <k q.s. em Q}

e o denotamos por

sup ess|u(z)| .
€

Mostra-se que L*>(2) é um espago de Banach equipado com a norma
Jull =y = sup esslu(a)]
zeQ

Seja 1 < p < oo. Dizemos que uma funcao u :  — R pertence a L (Q) se

loc

ulg € LP(Q) para todo compacto K C Q.

Apresentamos a seguir alguns resultados sobre os espacos L?:

Teorema 1.1. (Desigualdade de Hélder) Sejam v € LP(Q2),v € LY(2) com 1 < p < oo
e % + % = 1. Entao uv € L'(Q) e

/Q (o) (@)] dx < [full ooy 0] oo,

Teorema 1.2. (Desigualdade de Hélder Generalizada) Sejam uy, ..., uy fungoes tais
que u; € LPi(Q), 1 =1,....,k, com }D = p% + ..+ pik < 1. Entao o produto uw = uy...u;, €
LP(Q2) e

[ullr@) < lluallzen@)---lluel Los@)-
Teorema 1.3. (Desigualdade da Interpolag¢ao) Se w € LP(Q)NLI(Q) com1 <p<q<

oo entao u € L"(Q2) para todo p <r < q e se tem a desigualdade

lull ey < llellzogo lull oy »

ondeOgeglveriﬁca%:§+%9.

Definicao 1.1. Sejam 2 C R™ um aberto e u uma funcao definida em {2 com valores

em R. Consideremos a familia de todos os abertos (w;)ier,w; C € tais que para cada

4



t € I,u=0qs em w;. Seja w = Uwi. Entao u = 0 q.s. em w. Definimos e
iel
representamos o suporte de u por

suppu = Q\w

Sejam u e v fungoes reais mensuraveis definidas no R™. Definimos a convolucao

u * v das fungoes u e v por
(wx)@) = [ ule =gy = [ ari - iy,

Temos o seguinte resultado (também conhecido como Desigualdade de Young):

Teorema 1.4. Sejam u € LP(R™) ev € LI(R™) com 1 <p<oo,1 <g<oo,ero

numero real verificando 1 = % + % —1>0. Entaéouxv € L"(R") e
|w* v zr@ny < |lullzeny [Vl Lan) -

Além disso,

supp(u * v) C suppu + Suppv .

Teorema 1.5 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (ux) uma sequéncia de

fungoes de LY(Q). Suponhamos que

(1) ui(z) LN u(z) quase sempre em €0,

(ii) Eziste uma fungdo v € LY(Q) tal que |ug(z)| < v(z) quase sempre em QVk €
N.

Entaio, u € L'(Q) e lim / lug(x) — u(z)|dx = 0.
Q

k—o0

O proximo teorema afirma que toda forma linear e continua ¢ sobre LP(Q2) com

1 < p < o0 se representa por meio de uma funcao u de LPI(Q) , onde % + 1% = 1.

Diz também que a aplicacao ¢ — u é um operador linear isométrico e sobrejetivo;

permitindo, assim, identificar o dual de LP(Q) com L” (Q). Sua demonstracio pode ser

encontrada em |[3].



Teorema 1.6. (Representacao de Riesz) Suponhamos que 1 < p < oo e ¢ € (LP(Q))'.

Entdo existe uma tinica u € LP (Q) tal que

(o, ) = / u(@)f(x)dr, Vf € IP(Q).

Mais ainda,

HUHLP'(Q) = llellzr ) -

1.1.2 Espagos D(Q2)

Seja € C R™ um conjunto aberto. Representa-se por C§°(2) o espago vetorial das
funcgoes reais definidas em (2, com suporte compacto, possuindo em (2 derivadas parciais

continuas de todas as ordens, ou seja,

C(Q) = {u € C*(Q); u possui suporte compacto em Q} .

Os elementos de C§°(2) sdo denominados fungdes testes em €.

Prova-se que C§°(£2) é denso em LP(Q)) para 1 < p < 0.

Os elementos da forma o = (ay, ag, ..., o) € N” sdo denominados multi-indices
e a ordem de um multi-indice o é denotada e definida por |a| = a3 + s + ... + v, .
Dados a = (a1, a9, ..., ) € N" e 2 = (21, ..., z,) € R" define-se
2% = 21"25% 20 e al = aglag!.ay!

Por D® denota-se o operador de derivacao de ordem « definido por

olal

a1 a9
Ox ' 0x5?...0xon

e para a = (0, ..., 0) define-se D%u = u para toda funggao u. Por D;, parai = 1,2, ....n,

representa-se a derivacao parcial

8@-'
Dizemos que uma sequéncia (@) de fungoes de C§°(Q2) converge para zero em

C° () quando as seguintes condigdes sao satisfeitas:

(i) Os suportes de todas as fungdes testes ¢y, da sequéncia dada, estao contidos num

compacto fixo K de €.



(ii) Para cada multi-indice «, a sequéncia (Dpy) converge para zero uniformemente

em K.

Se ¢ € CF°(Q?), dizemos que a sequéncia () de elementos de C§°(£2) converge para
¢ em C§°(Q2), quando a sequéncia (p, — ) converge para zero no sentido dado acima.
O espago vetorial C°(€2) com esta nogao de convergéncia é denominado de espago das

fungades testes em Q) e é representado por D(Q2).

1.1.3 Definicao de Distribuicao sobre um aberto {2 do R”

Nesta secao, apresentamos um breve resumo da teoria das distribuigoes. As afir-

magoes mencionadas encontram-se demonstradas em [1] e [11].

Dizemos que T é uma distribuicao sobre €2 se T' for um funcional linear definido
em D(Q2) continuo no sentido da convergéncia em D({2), ou seja, para toda sequéncia
(pr) de D(Q2) que converge para zero em D(S), a sequéncia ({7, ¢)) converge para
zero em R. O conjunto de todas as distribui¢des sobre {2 é um espago vetorial o qual
representa-se por D’'(€2). Neste espago, diz-se que uma sequéncia (Ty) de vetores de
D'(Q2) converge para zero em D'(2), quando para toda funcao teste ¢ € D(2), a
sequéncia ((T, ¢)) converge para zero em R. Neste caso, escrevemos klg& Ty = 0 em
D'(€2). Dizemos que

lim T, =T em D'(),

k—o00

quando klim (Try = T) =0 em D'(Q).
—00

Exemplo 1.1. Sejau € L}, (). Considere a forma linear T, : D(Q2) — R definida por

loc

(T ) = [ ulahola) dz, Yoo € D@).
Q
Mostra-se sem dificuldades que 7T, é uma distribuigao sobre €2 .

Teorema 1.7. (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L} (Q). Entio T, = 0 se, e
somente se, u =0 q.s. em Q.
Observagao 1.1. Segue-se, do Lema de Du Bois Raymond, que para cada u € L}, (),

loc

tem-se T,, univocamente determinada por u sobre ), quase sempre, no sequinte sentido:



seu, v € L. (Q) entao T, =T, se, e somente se, w=v quase sempre em §). Por esta
razao, identifica-se u com a distribuicao T, por ela definida e diz-se a distribuicao u

ao 1mvés de dizer a distribuicao T,.

Exemplo 1.2. Seja zg € €2 e d,, o funcional linear definido em D(2) do seguinte modo:
(020, ) = @(x0) para toda ¢ € D(42).

E facil mostrar que d,, ¢ uma distribuicdo sobre Q. Esta distribuicdo é denominada
distribuicao de Dirac ou medida de Dirac concentrada em zy. Quando xzg = 0

escreve-se 0.

Mostra-se que a distribuigao d,, ndo é definida por uma fungao u de L}, (), isto

é, nao existe u € L}, () tal que

/Q w(@)pl(x) dr = o(xs), ¥ € D(Q).

Observagao 1.2. Da desigualdade de Hélder, € fdacil ver que LP(Q2) C L} (Q) se 1 <
p < oo. Portanto diremos que uma distribuicao T pertence a LP(QQ) se existir u € LP(2)

tal que T =T,.
Observagao 1.3. Das defini¢oes anteriores temos a sequinte cadeia, para 1 < p < o0,

D) — LY

loc

(©2) = D'(),

sendo cada inclusao densa na sequinte.

Considere T' € D'(2) e a um multi-indice, i.e., « € N". A derivada de ordem « de

T ¢é, por definigao, o funcional linear D*T" definido em D(2) por

(DT, ) = (—=D)l*l(T, D*p), para todo ¢ € D(Q).

Mostra-se que DT é uma distribuicao sobre 2. Portanto, as distribuicoes pos-

1

loe(£2) possuem

suem derivadas de todas as ordens. Em particular, as fungoes de L
derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes. Para u € L (), di-
remos que DT, é uma deriada fraca de u. Caso exista v, € Li.(Q) tal que
T,, = D*(T,) em D'(Q)) ,ou seja,
[ u@)D"p(a) do = (1) [ va(o)pla) do Mo € DE)
Q

Q

8



diremos que D%u = v, e que v, ¢ uma deriwada fraca de u. Prova-se que a aplicagao
D*:D'(Q) — D(Q)
T — D°T
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D'(Q2). Isto significa que se

lim T}, = T em D'(Q) entao lim DTy = DT em D'(Q).

k—o0 k—o00

Exemplo 1.3. Considere a funcao de Heaviside u : R — R, definida por

1, > 0
uz) =9 3, =z = 0
0, < 0O
Ela pertence a L, .(R) mas sua derivada v’ = §y nao pertence a L},.(R). De fato,

tem-se

(W, o) = —{u, ) = — / " (@)de = p(0) = (8, ¢) Vi € D(R).

Observacao 1.4. O exemplo acima nos mostra que a derivada de uma funcdao de
L} .(Q),nao ¢, em geral, uma funcio de L}, () . Este fato motivard a defini¢io de uma
classe significativa de espacos de Banach de fungoes, conhecidos sob a denominacao de

Espacos de Sobolev.

1.1.4 Espagos de Sobolev

Nesta secao, iremos definir e apresentar algumas propriedades importantes dos es-
pacos de Sobolev. Usaremos esses espacos para encontrar solugoes de algumas equacgoes
diferenciais parciais. As afirmacoes citadas, a seguir, encontram-se demonstradas em

[1], [3], [6] e [11].

Sejam 2 um aberto do R", 1 < p < oo e m € N. Vimos, na secao anterior,
que se u € LP()), u possui derivada de todas as ordens no sentido das distribuigoes.
Vimos, também, que D®u nao é, em geral, uma distribuigao definida por uma funcao de
LP(2). Quando D%u for definida por uma fungao de LP(€2), define-se um novo espago

denominado espago de Sobolev. Representa-se por W™P(Q)) o espago vetorial de todas

9



as fungoes u de LP(2) tais que para todo |a] < m, D%u pertence a LP(f2), sendo D*u

a derivada de u no sentido das distribuicoes, ou seja,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q2), para todo multi-indice « satisfazendo |a| < m}.

Para cada u € W™P(Q)) define-se a norma de u por
1/p

fullwrs = | 3 / Dou(z)Pdz |, sel<p< oo,
Q

laj<m

||[u||yrmee = Z sup ess|D%u(zx)]| .

la<m z€Q

Mostra-se que a fungao || - ||wm», 1 < p < 0o, € uma norma em W™P(Q). Os espagos
normados WP () sao denominados espagos de Sobolev. Mais geralmente, mostra-se

que o espago de Sobolev W™P({2) é um espago de Banach.

Os espagos W™2(Q)) sao também denotados por H™(2) e neste caso H™(§)) é um

espaco de Hilbert com o produto interno

(u, v)gm = Z /QDau(x)Dav(x)dx

lal<m

para todo u,v € H™(Q).

Definigao 1.2. Define-se o espago W;""(2) como sendo o fecho de D(2) no espago
WmP(Q).

Assim, por definigao, D(€2) ¢ denso em Wi"*(£2). Quando p = 2 escreve-se HJ*(2)
no lugar de W7"*(Q).

Observagao 1.5. Para qualquer m temos a sequinte cadeia dbvia

WP(Q) ¢ Wm™P(Q) C LP(Q)

Temos também os seguintes resultados

Proposigao 1.8. Se Wi"*(Q2) = W™P(Q), o complemento de @ no R™ possui medida

de Lebesgue tqual a zero.
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Observacao 1.6. Resulta da proposicao acima que se o complemento de ) possui
medida positiva, tem-se Wy"*(QQ) # W™P(Q). Em particular, se Q é um conjunto
aberto limitado do R™, tem-se Wy"*(Q) #£ W™P(Q). No caso extremo € = R™, tem-se

Wy (R™) = W™P(R™), como uma consequéncia do sequinte teorema:
Teorema 1.9. D(R") é denso no W™P(R").
Proposigao 1.10. Se u € W™P(Q) e possui suporte compacto, entao u € Wi"P(Q).

Definicao 1.3. Suponha 1 < p < o e 1 < ¢ < oo tais que % —I—% = 1. O conjunto
W=m4(Q) é definido como sendo o dual topologico de Wy"*(2). O dual topologico de
H{*(€2) denota-se por H~"(£2).

Sejam f € W~™4(Q) e (¢r) uma sequéncia de fungoes testes em €2 tal que ¢ — 0
em D(Q). Resulta que ¢, — 0 em Wy"?(Q2), portanto, (f, vr) — 0, 0 que nos permite

concluir que a restri¢ao de f a D(2) é uma distribui¢do. Considere a aplicagao linear
o:W™(Q) — D'(N)

definida por o(f) = f|p) para toda f em W~™9(Q). Por ser D(£2) denso em W™*(2)
resulta que o é injetora. Também se (f;) é uma sequéncia de vetores de W~"-4(Q))
tal que fr — 0 em W~™9(Q) entao o(fx) — 0 em D'(Q), isto ¢, o ¢ continua. A
aplicagao o permite identificar W ~=""%({2) a um subespago vetorial de D’(€2) e com esta
identificacao tem-se

Wma(Q) < D(Q).

Quando se diz que uma distribuigdo 7" pertence a W~"4(€)), significa dizer que T,
definida em D(Q2), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao espaco
WP(€2). Esta extensdo continua é representada por 7. Tem-se o seguinte teorema de

caracterizagao

Teorema 1.11. Seja T' uma distribuicao sobre ), entao T € W="1(Q2) se, e somente

se, existem fungoes g, € L1(Q), |a] < m, tais que

T=)> D%..

laf<m

11



Definigao 1.4. (Aplicagao candnica) Sejam E um espaco de Banach e E” seu bidual,
i.e., o dual de F’. Existe uma aplicagdo candnica J : E — E” definida como segue:
seja x € F fixo. A aplicagao f +— (f, ) de E' em R é uma forma linear continua sobre

E’ ie., um elemento de E”. Assim,

(Jz, f) =(f,z) Ve eFE e VfeFL.

Claramente J é uma isometria linear, i.e. , |Jz| = ||z| Vz € E.

Definigao 1.5. (Espaco reflexivo) Sejam E um espago de Banach e J a aplicagao
canodnica de F em E”. Dizemos que E ¢é reflexivo se J(E) = E”, ou seja, se J for

sobrejetiva.

Definigao 1.6. (Convergéncia fraca) Dizemos que uma sequéncia (z,) em um espago

normado X converge fracamente para x se

lim f(x,) = f(z) VfeX'.

n—o0

Enunciaremos, agora, dois importantes resultados a respeito da reflexividade de

espagos de Banach.
Proposigao 1.12. Se 1 < p < o0, entao LP(Q) € reflexivo.

Proposicao 1.13. (Teorema de Alaoglu-Bourbaki) Um espag¢o de Banach E € refle-
xivo se, e somente se, toda sequéncia limitada de vetores de E possui uma subsequéncia

fracamente convergente.
Teorema 1.14. Se 1 < p < oo, entao W™P(Q) é um espago de Banach reflexivo.

Teorema 1.15. (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um aberto limitado do R™. Entao

existe uma constante C (dependendo apenas de ) tal que
/|u(x)|2dx < C’/ \Vu(x)|*ds, Yu € Hi(Q).
Q Q
Observacao 1.7. Note que (u, v) := /Vu(ac).Vv(x)dac nao define um produto in-
Q

terno em H'(Q) pois podemos ter (u, w) = 0 sem que u seja nula (por exemplo,

12



u = constante). Mas, usando a desigualdade de Poincaré, vemos que (u, v)Hé =

/ Vu(x).Vo(z)dr define um produto interno em H}(Q). Assim
Q

lollg o= | [ 19uoPs "

define uma norma em H}(Q) que é equivalente a de H'(Q) restrita a H}(Q), quando

Q ¢ limitado.

Definigao 1.7. Por D(Q) representa-se a restricio a Q das funcdes de D(R") e por

C(Q) a restricao a Q das fungdes de C™(R™) que possuem suporte compacto.

Definicao 1.8. Seja x = (x1,...,2,) € R". O conjunto R’ ¢ o semi espaco definido
por

R"? = {z € R"/z, > 0}.
Proposigao 1.16. D(R?) ¢ denso em W™P(R™), sendo 1 < p < oo.

Proposicao 1.17. Seja Q) um aberto limitado de R"™ e de classe C™ (ou seja, a fronteira

I’ de Q € uma variedade de classe C™ de dimensao n — 1 e Q) estd localmente de um

mesmo lado de T"). Entdao D(Q2) € denso em W™P(Q), sendo 1 < p < 0.

1.1.5 Imersoes de Espagos de Sobolev

Enunciaremos, através de alguns teoremas, a relagao entre os espagos de Sobolev

W™P(R™) e certos espagos classicos de fungdes em R™. Faremos isso em trés casos:

1.n>22el<p<x
2.n=1lel<p<o
3. n>lep=o0

O primeiro caso sera dividido em trés partes: mp < n, mp =n e mp > n.

Teorema 1.18. (Caso 1 commp < n) Sejam 1 <p<oo, mp<n et =

. — 2. Entao
WmP(R™) estd contido em LI(R™) e se verifica

D=

Co\m a
[l any < (7) Z D%l Loy |

|la|<m
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para todo u € W™P(R™), onde Cy = =12,

(n—p)

Corolario 1.1. Seja 1 <p < oo emp <n. Se % = % -2 oup<q< nfﬁw, entao
W™P(R™) — LY(R™).
Corolario 1.2. Sel <p<oo,mp<n e é = % — = entao

WTHEP(R™) — WHI(R™)
para todo k inteiro nao negativo.
Teorema 1.19. (Caso 1 com mp =n) Seja 1l <p <oo,mp=n eqé€ [p,o0). Entdo
WmP(R™) — LY(R").

Observagao 1.8. No caso p = 1 tem-se o resultado suplementar W™ (R™) — CP(R"™),
onde CP(R™) € o espago de Banach das fungdes continuas e limitadas em R™ com valores

em R, equipado com a norma do supremo em R".

Antes do proximo teorema daremos algumas defini¢oes.

Definigao 1.9. O conjunto Cf(R"), k inteiro nao negativo, ¢ o espago de Banach das
funcdes u : R” — R de classe C*, limitadas assim como todas suas derivadas até a
ordem k, equipado com a norma

luller@ny = max sup | D%u()],
e denota-se por C**(R"),0 < A < 1, o espago de Banach das fungoes u € CF(R") tais
que u e todas suas derivadas até a ordem k sao Holderianas com expoente A em R”,

malis precisamente,

D~ - D*
max sup [D%u(x) /\u(y)| <oo (z#y),
ol <k 3, yeRn Iz =yl

equipado com a norma

|Du(z) — D%u(y)|
wll ke = ||| ke + max su
Jullonseny = cgeny + max sup

(z #y).
Observagao 1.9. Claramente C**(R") — CF(R™). Tem-se também que
CPMR™) — C*7(R™) se 0<o <A\
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Teorema 1.20. (Caso 1 com mp > n) Seja k < m — 2 < k+1, k um inteiro nao

negativo. Entao

W™P(R™) — C*MR™)
onde
(@) 0<A<m—k—2sem—k—7 <1
(b)) 0<A<lsem—k—7=1

Observagao 1.10. Quando se diz que se uw € W™P(R™), k < m — % < k+ 1, entao
u € C*A(R™) significa dizer que u, depois de uma eventual modificagdao num conjunto

de medida nula de R", transforma-se numa fungdo pertencente a C**(R™).

Corolario 1.3. Sob as hipdteses do teorema anterior, tem-se:
WP (R") — CF(R™).
Teorema 1.21. (caso 2) Tem-se com m > 1:
(a) WMP(R) — C™IAR) com 0 < A< 1— ?13 sep>1
(b) WmP(R) — C;" Y (R) sep=1
Teorema 1.22. (caso 3) Tem-se paran >1 em > 1:

W (Rn> SN Cm—l,l (Rn) '

1.1.6 Imersoes dos Espacos W"P((2)

Definigao 1.10. O conjunto C**(Q2) é definido como sendo o espaco de Banach das

restricdes a Q das funcoes pertencentes a C**(R"), equipado com a norma

D« — D~
||u”0k,/\(§) = max sup |D%u(z)| + max sup | Du(x) u(y)|

o<k e ol <k , eqr |z —y|*

(z #vy).

Teorema 1.23. (Imersoes continuas) Sejam 2 um subconjunto limitado do R™ (n > 2),

Q de classe C™ e 1 < p < oo. Entao

(a) WmP(Q) — L1(Q), 1 <q¢< - =p*"semp<n

— n—mp
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(b) WmP(Q) — L1(Q), 1 <g<ocoemp=n

(c) WmP(Q) — CFMQ) se mp > n.

No caso (c¢), k é um inteiro verificando k < m — % < k+1 e\ um real satisfazendo

O<A<m—-Ek—-2=XseX<lel<A<lsel=1.

n
p

1.1.7 O Espago L*(I,X)

As definigoes e os resultados desta segdo podem ser encontrados em [4].

Sejam [ um intervalo da reta e X um espago de Banach. Denotaremos por C§°(I, X)

o espaco de todas as fungoes f : I — X que tém suporte compacto tais que f € C*.

Definigao 1.11. Sejam p € [1, +o0], Denotamos por LP(I, X) o conjunto de todas as
(classes de) fungoes mensuraveis f : I — X tais que a funcao t — || f(t)||x pertence a

LP(I). Para f € LP(I, X), definimos

1/p
s = ([ 1Oa) . se < toc,
I
| fllzerxy = S;u?essﬂf(t)HX, se p=+o00.
€

p

eI, X) o conjunto de todas as

Como no caso dos espacos LP, denotamos por L
fungbes mensuraveis f : I — X tais que f|; € LP(J,X) para todo sub-intervalo
limitado J de I. O espago LP(I, X) herda a maioria das propriedades do espago LP(I) =
LP(1,R), com provas anédlogas ou aplicando-se os resultados classicos a fungao F'(t) =

| f()||x. Em particular, obtem-se os seguintes resultados.

1. (Completitude) O espaco LP(I, X) é Banach munido da norma || - || z»(1,x) -
2. (Densidade) Se p € [1,+00), entdo C§°(1, X) é denso em LP(I, X).

3. (Desigualdade de Holder) Se f € LP(I,X) e p € L(I) com ﬁ—l—% =1<1,en
taoof € L"(I,X) e |lofllzra.x) < llelleanll fllrr,x). Em particular, LP(I, X) C
L (I, X).

loc
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4. (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (fy) C LP(I,X), g € LP(I) e
p € [1,+00). Se ||fe(t)|lx < g(t) para quase todo t € I, Vk € Ne klim fr(t)

—+o00
existe para quase todo t € I, entao f(t) := lim fp(t) € LP(I,X)e lm | fe(t)—
k—4-o00 k—4-o00
FOllzrax) =0.

5. (Lema de Du Bois-Raymond) Se f € L} (I, X) ¢ tal que

loc

[ retiat =0, veo e o).
I
Entao, f = 0 quase sempre em [.

6. (Teorema Fundamental do Calculo) Sejag € L}, (I, X),to€le f e C(I,X)

loc

t

definida por f(t) = / g(t)dt, para t € I. Entao, f é diferanciavel quase sempre
to

e f' = g quase sempre.

7. (Reflexibilidade) Se 1 < p < oo, entdao LP(I, X)) ¢é reflexivo.

1.2 Resultados Mais Utilizados

Proposicao 1.24. Seja M um subespago vetorial fechado de um espago de Hilbert H.

Dada f € H e P: H— M uma projegao ortogonal, entao P(f) € caracterizada por

(f—=P(f),v)=0 Vve M.

Demonstracao. Ver [3], Corolario V.4, pag. 80. [ |

Corolario 1.4. Com as mesmas hipdteses da proposi¢cao acima, temos:

[P(N)la < |fln-

Demonstra¢ao. Tomando v = P(f) concluimos, da Proposigao acima, que
(f =P(f),P(f)) =0 = [P(f)ly = (f,P(f)).
Logo, pela desigualdade de Cauchy Schwarz, obtemos:
\P(NOE < [ fla [P -

Disto segue o resultado. [
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Teorema 1.25 (Formulas de Green). Suponhamos que 2 seja um subconjunto aberto

limitado de R™ com fronteira suave. Se u,v € C%(Q) entdo

(i) /VvVudx:—/uAvd:C+/ @udS,
Q Q o0 OV

. ov ou
(1) /QuAv—vAudm— aﬂu%—vad!ﬁ’,

0 . . , .
onde Em € a deriwada direcional na direcao de v, onde v € o vetor normal exterior.
v

Demonstracao. Ver [6], Teorema 3, pag. 628. [ ]
Observagao. A identidade (i) também é valida se u € H'(Q) e v € H*(Q); e (ii) &
também valida se u,v € H*(Q).

Enunciaremos a seguir, algumas desigualdades que serao tuteis no decorrer do nosso
trabalho. Para melhores detalhes, inclusive as demonstragoes, consultar, respectiva-

mente, as seguintes referéncias: [13| Teorema 4.17 pag. 85, [13] Teorema 4.18 pag. 85,

[5] Teorema da pag. 311, [7] pag. 27, [3] Teorema IV.6 pag. 56 .

Proposigao 1.26. (a) (Desigualdade de Bessel) Seja H um espago de Hilbert. Se

{ta}tacs € um conjunto ortonormal em H, entdo, para cada uw € H tem-se

Z(ua,u)2 < |ul?

acJ
(b)(Identidade de Parseval) Seja H um espago de Hilbert. Entdo, para todo v € H

tem-se

|u|2 = Z(um u)2>

acJ
onde {uq}acs € um conjunto ortonormal completo de H.

(¢) (Desigualdade de Cattabriga) Seja f € H*(Q). Entdo
‘f‘HQ < C‘PAf‘LQ )

onde — PA € o operador de Stokes.

(d) Seja G € H(Q2). Entao
Gles < C (IVGI: |Gl + Gz ) -
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Além disso, note que se substituirmos G por Vg no resultado desta proposi¢ao e usar-

mos a desigualdade de Cattabriga obtemos
[Vglus < C|PAg|re . (1.1)

(e) (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0 e 1 < p,q < oo tais que 1/p + 1/q = 1.

Entao
ab? b
ab < — + —.
p q

Proposigao 1.27. Sejam E um espago de Banach e (x,) uma sequéncia em E. Se x,

converge fracamente para x em E, entao |x,|g € limitada e

2l < liminf |za]s.

Demonstragao. Ver [3], Proposigao II1.5, pag.35. [ |

Teorema 1.28. Seja E um espag¢o de Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia

limitada em E . Entdo, existe uma subsequéncia (x,,) que converge fracamente em E'.

Demonstrag¢ao. Ver [3|, Teorema I11.27, pag.50. [ ]
Proposicao 1.29 (Regra de Leibniz). Suponhamos que 2 seja um subconjunto aberto

de R". Se f,g € WkP(Q) | |a| <k, entdo:

p(f) =S| © | 07Dy

BLa
Demonstracao. Ver [6], Teorema 1, pag. 247. [ ]

Lema 1.1 (Desigualdade de Gronwall). Sejam g,v e h: [a,b] — R, tais que g,v sdo

fungées continuas em [a,b] e h > 0 uma fun¢ao integrdvel em [a,b]. Suponha que

o(t) < gt) + /0 h(r) o() dr sobre [a,b].

Entao

v(t) < g(t) +/0 g(7) h(7) 'O=HD dr sobre [a,b],

onde



Demonstragao. Ver [15], pag. 14. [ ]

Proposicao 1.30 (Desigualdade de Sobolev). Como caso particular do Teorema de

Imersao de Sobolev, temos

H;(Q) = L(Q)

[flue < Clflem < K[V flre.
Observacao 1.11. Pela desigualdade de Hélder para f € L e Vg € L3, temos:
|f Vglrz < [f[ws [VglLs.
Pela desiqualdade de Sobolev (1.30) e por (1.1), seque que

‘f Vg’]_g S C’Vf|L2 |PAg|L2 . (12)
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Capitulo 2

Taxas de Convergéncia das Solucoes
Aproximadas do Problema Nao

Estacionario de Navier-Stokes

2.1 Problema de Valor de Fronteira de Stokes

Seja 2 um subconjuto aberto limitado do R® com pontos x = (x1, 72, x3). Assu-

miremos que a fronteira I' = 9 ¢ de classe C3. No que segue, adotaremos a seguinte

2 2 2
v:(a 8i>eA:8 8+8

a. 0. + )
01’ Oxy’ 13 ox?  Ox3 013

que representam, respectivamente, o gradiente e o operador Laplaciano de uma deter-

notacao:

minada fungao vetorial. Além disso, se u = (uy, ug,uz) ¢ um campo vetorial definido
em €2, o divergente de u, div u, é definido por

ouy n Ous . Ous
8951 81‘2 81‘3 ’

divu =

Representamos por H o fecho de ¥V = {u € D(Q); divu=0em Q} em L*Q) e
por V o fecho de V em Hj(9).

Proposicao 2.1. Os espacos H e V mencionados acima sao caracterizados por:
H = {veL*Q); dive = 0,vv|r=0},V = {ve Hy(Q); divo = 0} .
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Demonstracao. Ver [14], Teoremas 1.4 e 1.6, paginas 15 e 18, respectivamente. W

Proposigao 2.2. O complemento ortogonal de H em L*(Q) € caracterizados por:

H ={vel’(Q):v=Vp,pec H(Q)} .

Demonstracao. Ver [14], Teorema 1.4, pagina 15. [ ]

Observagao 2.1. Note que L*(Q2) = Ho H.

Consideremos, inicialmente, o problema que consiste em determinar as fungoes v

definida em VN H?*(Q) e ¢ € H'(Q) satisfazendo as condigoes:

—Av+Vqg = h em (2,
dive = 0 em €, (2.1)

v = 0 em [,

sendo h(z) = (hi(x), he(x), hs(x)) € H uma fun¢do conhecida. Este problema é deno-
minado problema de valor de fronteira de Stokes (este sistema, ¢ o modelo linea-
rizado do movimento de um fluido incompressivel viscoso com velocidade v, confinado
ao reservatorio {2, em regime permanente, submetido a uma densidade volumétrica de
forcas h . A funcao ¢ é a pressao do fluido e estamos considerando que a sua viscosidade

éigual a 1).
Considere a projegao ortogonal
P:1*Q) - H.

Pela Proposicao 2.2, temos que P(Vf) =0 Vf € H'Y(Q). Assim,se g€ H'(Q) e h €
H , ao aplicarmos a projecao P em ambos os lados da equagao —Av+ V¢ = h obtemos:
—PAv = h. Assim, o problema de valor de fronteira de Stokes toma a seguinte forma:

Dada a funcao h € H, procuramos por uma solugao v € VN H?(Q) da equagio
—PAv = h. (2.2)

As propriedades fundamentais do operador — PA (operador de Stokes) serdo enun-

ciadas a seguir.
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Lema 2.1. A aplicagio —PA : VN H?*(Q) — H define em V. C H um operador

simétrico definido positivo tendo inverso (—PA)™' : H — H compacto.

Demonstracao. Ver [12], Lema 1.1, pag. 427. [ ]

Lema 2.2. O operador —PA possui uma sequéncia de autovalores positivos \; > 0,
A < A <, A = o0 e as correspondentes autofuncoes (e;)ien formam um conjunto

ortonormal completo em H.

Demonstragao. Ver [12], Lema 1.2, pag. 428. [ |

Definigao 2.1. Por H,, denotaremos o subespago m— dimensional de H gerado pelas

m primeiras autofungoes ey, ..., e,, do operador de Stokes, ou seja,

Por P,, denotaremos a projecao ortogonal de L(2) em H,,, isto ¢, se f € L?(Q) , entao

me:i</gfei)

€; .
Lema 2.3. As funcoes (—) formam um conjunto ortonormal completo em V e

para qualquer f € V a sequéncia (P;f) converge para f em V.

Demonstracao. Ver [12], Lema 1.3, pag. 428. |

Estabelecemos a regularidade das autofungoes (e;) no

Lema 2.4. Suponha que I' = 02 € de classe C™,m > 2. Entao as autofungoes e; do

operador de Stokes pertencem a H™ ().

Demonstragdo. Ver [14], pag. 39. |

Observagao 2.2. A igualdade

[=rapg= [nF9) (2.4)
Q Q
¢ vdlida para qualquer f € VNH?*(Q) e qualquer g € V.
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Demonstracdo. De fato, como f € V N H?*(Q) temos que —Af € L*Q). Logo,
podemos escrever

—Af =v + Vu,

ondev € H e Vu € HY | uma vez que L2(2) = HOH* . Disto segue que —PAf = v.

Assim, temos que

PAf = Af + Vu.
Como g € V C H e Vu € H* segue que (Vu, g)r2 = 0. Portanto
(PAf, g2 = (Af, gz, VgeV. (2.5)
Ja pela formula de Green ( Teorema 1.25 (i) ), como g |so= 0, temos que
(9:Af)z == (V [, V). (2.6)
De (2.5) e (2.6) segue que
(PASf, g = =(V [, Vg

como queriamos. [ |

2.2 Estimativas de Erro para as Expansoes em Ter-
mos das Autofuncoes do Problema de Valor de

Fronteira de Stokes

Se aproximarmos os pontos de V por suas projecoes no espaco H,,,, podemos estimar

os erros de acordo com os seguintes lemas:

Lema 2.5. Suponha que f € V. Entao vale a sequinte estimativa de erro

1

— |V 27)
m+1

|f_me|i2§

Demonstracao. Sabemos que

[=rang = [vrvg wpevam@. gev,
Q Q
—PAGZ = /\ie,»,

Ai 2 Apma1,set>m+1.
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Assim, para ¢ > m + 1, temos

() - U] - dlfrers]
_ Ai?[/g(_pAf)ei] | _ 12 [/va@} | (2.8)
SRtV AN G BE = A B

Seja fr, = f — P,nf.Como f € VC H, segue do Lema 2.2 que

oo
f:Zaieia
=1

>/

onde o; = / fei. Logo, fi, = Z < / f ei) e; . Pela Identidade de Parseval, temos
Q — Q
que +1
00 2
fulte= 30 ( / f) | (2.9)
i=m+1 N O

Como f € V, temos que

> €; . i . €;
f_lz:;’yZT)\Z) onde Vi = (fa \/XZ)V_/QVfV<\/XZ) 5
e.

pois —; ¢ um conjunto ortonormal completo em V | pelo Lema 2.3.

i

De (2.9), (2.8) e da Desigualdade de Bessel, concluimos

e = 3 (/ fez>

< 2 U (K]
m+li m1
< |f15
m+1
= Vfli..
>\m+1 | f’L2
|
Lema 2.6. Suponha que f € VNH?(Q). Entao vale a sequinte estimativa de erro
[f = Pufli: < [PAIE (2.10)

= N2
>\m+l
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Demonstragcao. Note que para i > m + 1

(L) = 2] - alfrerse]
(L) s ()

Devido a (2.9) e a desigualdade anterior, temos

N

pois —PA é simétrico.

o) 2 1 o] 2
22: i > —PA i . .
| fml} i2;4(4f6> <A%Hi§;1<é }’fe> (2.11)

Como f € VN H?*(Q), temos pelo Lema 2.1 que —PAf € H. Logo, pelo Lema 2.2

temos

—PAf = iﬁz €, onde 5@ = (—PAf, ei)L2 = /(—PAf) €; .
i=1

Q
Logo, pela Identitade de Parseval,

oo

2
Pafi =1 - Pash =3 ([ -rapa) .

=1

Portanto, de (2.11) e da Desigualdade de Bessel, segue que

[fmlg: = i": (/Qf@i)2

1=m+1
00

5 (ferane)

m+1 j—mt1
- 2
w2 (feran

1
= S |PAfE..

2
)\m+1

IN

IN

Lema 2.7. Suponha que f € VNH?*(Q). Entao vale a sequinte estimativa de erro

1

IVf—VP,.fli <
)\m—i—l

|PAfIE. . (2.12)

Demonstracao. Note que
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oo () - frran(Gs) - o s

Q
1

\/Xi/§2f<>\iei) = \/Xi/ﬂfei

)| = (frani) <z (ferans)

.. €;
o LoV (5
parat>m+1.

Como

converge em V, temos de (i)

o0

Vin = > (/Qfei)Vei

i=m-+1

> 1 Vei
= 2 (T)\l/QVf K) Vei
> Vei €;
-2 (/Qvfﬁ) v

Portanto, f,, também é ortogonal & ey, ...,e,, em V com o produto interno fQ VfVg.

Note que
Q

Logo, por (i) e pela Identidade de Paserval com respeito ao conjunto ortonormal com-

€;
pleto ( em V, temos que
o 2
\Y m 22 = |Jm vy o= ms i
[V flis = 1fmls Z(f @)

- ‘Z <fm, %) (2.13)

- S ([ev (%))

Como
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e Ve, L Ve; se i # j, segue de (2.13) que

- 3 ([orv ().

i=m-+1

Assim, por (ii) e pela Desigualdade de Bessel aplicada a fun¢ao —PAf € H temos que

R 2 1
Vm22§ (/—PA €i> S PA 22.
Vinlie < 5— ; | (=PAf) S IPATLE

2.3 Estimativas para as Solucoes Locais de Navier-

Stokes e de suas Aproximacoes de (GGalerkin

Como antes, ) representard um aberto limitado de R?® cuja fronteira, I' = 9,

admitiremos ser de classe C?.

Consideremos o sistema de Navier-Stokes (A.22) (ver Apéndice A) no qual a visco-
sidade do fluido, v, é igual a 1 e a densidade de forcas f é o gradiente de um potencial

e assim possa ser absorvida dentro da pressao (f = 0), ou seja,

.
ou—Au+uVu = —Vp em 2, t>0,
divu = 0 em€), t>0,
(2.14)
u = 0 em ', t>0,
u(0,z) = wup(x) em €,

\
onde u(t, z) € R? ¢ a velocidade do fluido, p(¢, =) € R ¢ a pressao hidrostética e ug(z)

é a velocidade inicial.

Se aplicarmos a proje¢ao P em ambos os membros da equagao
ou — Au+uVu=—Vp
e lembrarmos que P(Vp) =0 e que P(Qu) = 0;P(u) = u ¥ v € V C H, obtemos

Ou — PAu = —P(uVu).
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Portanto, podemos reescrever a equagao (2.14) da seguinte forma

.
Owu — PAu = —P(uVu) emQ, t>0,
divu = 0 em ), t>0,
(2.15)
u = 0 emI', t>0,
\ u(0,2) = wup(z) em ).

Definigao 2.2. Diremos que u é uma solugao local forte de (2.15) se u € L*>°((0,7), V)
sobre um intervalo de tempo [0, 7], com as suas derivadas dyu, D*u para |a| < 2 em

L*((0,7),L3(2)) e |Vu(t,.) — Vug|gz — 0 quando ¢t — 0.

A solugao do problema (2.15) pode ser obtida usando o método de Galerkin

espectral, ou seja, consideramos aproximagoes da solugao do problema (2.15) da forma

up(t, ) = Z a.i(t) e;(x) (2.16)

na base de autofungoes e; do problema linear de Stokes (2.2), isto é, —PAe; = \e;,

onde as fungoes ay;(t) sdo dadas por

ai;(t) = / up(t, ) e;(x)de = (ug(t,.), ez, i =1,..,k
Q
e tais aproximacoes satisfazem as equagoes

8tuk — PAuk = —Pk(ukVuk) em Q, t> O,
up(0,2) = Pruo(x) em ).

(2.17)

O operador P, é caracterizado pela Defini¢ao 2.1.

Procedendo formalmente, multiplicamos a primeira equagao de (2.17) por v € V e

integramos sobre ) para encontrarmos

/Qatuk(t,.)v - /QPAuk(t,.)v— —/QP(uk(t,.)Vuk(t,.))v,

ou ainda,

Oy (un(t, ), v)rz — (PAu(t, ), v)pz = —(Plup(t, )Vug(t, ), v)pz . (2.18)

Usando o fato que os operadores P e PA sao simétricos, de (2.5) e de acordo com
o teorema de Green (Teorema 1.25 (i7)), temos que
(P(uk(t, )Vuk(t, )), ’U)L2 = (Uk(t, )Vuk(t, .), PU)LQ = (uk(t, )V’U,k(t, .), U)LQ ,
(PAug(t,.),v)rz = (Aug(t,.), Pv)rz = (Aug(t,.),v)2 e
Or(uk(t,.),v)r2 = (OQpu(t,.),v)1 -
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A partir disto, a equacao (2.18) pode ser reescrita da seguinte maneira

(Opug(t,.),v)12 — (Aug(t,.), v)r2 = —(ur(t, . )Vug(t,.), v)L2 .

(2.19)

Se na equagao (2.19) substituirmos v por ay; e; e por fim somarmos em i = 1, ..., k,

obtemos

(8tuk(t, .), uk(t, .))L2 - (Auk(t, .), uk(t, .))LZ = —(uk(t, .)Vuk(t, .), uk(t, .))L2 .

Por outro lado, de (2.4) e (2.5) temos que

(Auk(t, .), Uk(t, .))LQ = (PAuk(t, .), uk(t, .))L2
== —(Vuk(t, .), Vuk(t, -))L2
= —\Vuk(t, )|i2 .

Mais ainda, pela Observacao 2.3 abaixo, temos que
(ug(t, )Vug(t,.),ur(t,.))z = 0.
Portanto, a equagao (2.20) pode ser escrita da seguinte forma
1 2 2
§8t]uk(t, .)’L2 + \Vuk(t, ')’L2 =0.

Lema 2.8. £Em V, a integral

/Q (f Vg)h=b(f.g.h)

€ uma forma trilinear continua tal que
b(f,g,h) +b(f,h,g)=0.

Demonstracao. Ver [14], Lemas 1.2 e 1.3, pags. 162 e 163.

Observagao 2.3. Notemos que se f = g = h no Lema 2.8, entao b(f, f, f)=0.

As estimativas de erro das proximas se¢oes sao baseadas no

(2.20)

Teorema 2.3 (John Heywood). Suponha que o wvalor inicial uy estd em V. Entao

sobre um (possivelmente pequeno) intervalo de tempo [0,T], o problema de Navier-

Stokes (2.15) tem uma unica solugao forte w. As derivadas parciais de u e as suas
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aprozimagcoes de Galerkin uy satisfazem as sequintes estimativas

t
Vu(t. )+ [ ol )fsdr < Folt) < oo, 2:21)

0

t
/|PAu(7’,.)|isz < hy(t) sobre [0,T7, (2.22)
IV apu(t, s + / ot u(r, edr < Fulte), (2.23)
/\PA(?" Niedr < hy(t,e), (2.24)
|07 u( |Lz—|—/ VO u(r, )|fedr < Gu(t,e) e (2.25)
|IPAOMu(t, Y3z < gn(t,€) < gne (2.26)

em [e,T] para qualquer e num intervalo aberto (0,T) e qualquer n =0,1,. ..

Ademais, no caso ug € VN H? temos

t

Pualt e + [ 190u(r, Jadr < Galt) o (2.27)
0

|PAu(t, )iz < go(t) < goo (2.28)

em [0,T]. As fungdes do lado direito das desigualdades acima dependem apenas de seu
argumento t ou (t,€) e também de n, T e da norma de Dirichlet |Vug|2,; no ltimo
caso depende da |ug|gz também. No intervalo em questao, estas fungées sao continuas
na varidavel t, e as fungoes hy, F,, G, sao continuamente diferencidveis com respeito

a t pela sua definicao.

Como uma consequéncia imediata obtemos

Corolario 2.1. Para qualquer nimero narural n = 0,1, ... e qualquer ¢ € (0,T) e-
ziste uma subsequéncia (ug+) das aproximagoes de Galerkin uy de (2.16), k = 1,2, ...
que converge em H™(Q) uniformemente sobre [e,T| para a solu¢iao u do problema de
Nauvier-Stokes, m = 0,1. Esta convergéncia mantem-se para todas as suas derivadas
com respeito ao tempo até a ordemn. No casoug € Ven=m =0 ouuy € VNH?(Q)

en=0,m=0,1, a convergéncia é uniforme sobre [0,T] .

Demonstragao. Ver [12], Corolario 3.1, pag. 432. [ |
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2.4 Estimativas de Erro para as Aproximacoes de Ga-

lerkin em L?(Q)

A proposicao abaixo sera utilizada na demonstracao do teorema desta segao.

Proposigao 2.4 (Variagao do Lema de Gronwall). Sejam a,b: [0,7] — R fungdes nao

negativas tais que a € absolutamente continua' com a’ > 0 e b integrdavel. Suponha que

0, 0" :[0,T] = R sao fungoes positivas satisfazendo

o0+ [ <D [ oo

com A > 0 uma constante. Entao

onde

Pela desigualdade de Gronwall, obtemos

t
+/ ar) ™) b(T) el 0@ do gr
0 A

(2.29)

Substituindo esta desigualdade em (2.29) e usando o fato que a(t) é crescente,

Lf: I — R (I limitado) é absolutamente continua quando Ve > 0, 34 > 0 tal que toda sequéncia

finita de intervalos disjuntos (a,bx) de I onde > |br — ay| < 6 implica que > |f(bg) — f(ak)| < €.
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resulta

(1) + /D () dr @+ /0 "b(r) (@+ /0 T@b@) efsTb(”)d”ds) ir

IN

< @ + @/0 b(7) d7‘+/0 /OT b(T)@ b(s) els 20V do g dr
a(t) a®) [
S T + T/O b(T) d7‘

— @Jr @/gt (%efgb(a)da) dr
ou seja,
o(t) + /tgo*(T) dr < @
0
Definindo

¢
At) = (1+/ b(T) dT) W(t),
0
vemos que ¥ (t) < A(t), pois b(t) > 0. Portanto, a proposigao estd demonstrada. W
Seja [0, 7] um intervalo de tempo como no Teorema 2.3, e (e;) o sistema de auto-

fungoes correspondentes aos autovalores A; do problema linear de Stokes (2.2) como no

Lema 2.2. Vamos provar

Teorema 2.5. Suponhamos que a velocidade inicial ug € V . Entao a aproximagao de

Galerkin uy, definida por (2.16), da solugao u de (2.15) satisfaz a estimativa

F5 (1)

9
Ak

lu(t,.) — ur(t,.)|ie + /0 IV (u—up) (1, )i dr < (2.30)

para qualquer t € [0,T]. A fungdo continua Fy da varidvel t depende apenas de T e da
norma de Dirichlet de ug (|Vuglrz). A desigualdade (2.30) vale também para qualquer

u; no lugar de w com [ > k.
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Demonstragdao. Sejam uy e u;, com [ > k, duas aproximagoes de Galerkin (2.16) da

solucdo u de (2.15). Temos, entao, as seguintes equagoes

Oyup, — PAuy, = —Pi(upVug) em Qet >0,
ur(0,.) = Prug em (.
e
Oyuy — PAu;, = —P(wVu)em Qet >0,
w(0,.) = Pug em €.

Seja w = u; — u. Entao, pelas equagoes acima

Oyw—PAw = —PF(uVu)+ Py(urVug)
= —P(uNVu)+ P.(wVu) — Pe(w,Vuy) + Pe(upVuy)
= — (P, — Py)(wVuy) — Pe(w,Vu, — upVuy)
= —(B — P.)(wVw) — Pe(wVu, — wVug, + v, Vug — upVuy,)

= —(P,— P.)(wVu) — Pe(w;Vw + wVuy) . (2.31)

w(0,.) = (P, — Py)ug .

Fazendo o produto interno de (2.31) com w € L%(2) temos

(Oyw, w2 — (PAw, w)yz = —((B — Pe)(w/ V) + Pu(wyVw + wVuy), w)ge .

Como
(Orw, w)gz = %8,5 w3
e por (2.4)
—(PAw, w)2 = (Vw, Vw)y: = |[Vwl|i,,

a equacao acima pode ser reescrita da seguinte maneira

1
E&g ‘w‘iz + ‘VU)’%Q = — / [(Pl — Pk)(uqul) + Pk(ule + quk)] w,
Q

ou ainda

at |w|i2 + 2 ]Vw|i2 = — 2 |:/ (Pl — Pk)(uqul)w + / Pk(ule) w
Q Q

+ /QPk(quk)w] . (2.32)
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A seguir, estimaremos cada um dos termos do lado direito de (2.32).

Pelo Lema 2.5 e o Teorema 2.3, desigualdade (2.21), obtemos a estimativa para o

valor inicial

1 1

k+1 k+1
Note que P, P, e P, — P, sao projecoes ortogonais de L2(Q) e, além disso,
Pruy = Pyup = uy,, Prug = uy,
para [ > k. Portanto, para [ > k, temos

(P —Py) (w—u,) = Pouy— Piug— Pew + Pyu, = w — up — Py + ug
= ul—Pkul:(I—Pk)ul,

onde I denota a aplicacao identidade.

Como P, — P, é um operador simétrico, temos
/[(PZ — P) flw= / f(I— Py)u, para qualquer f € L*(Q) el >k. (2.34)
Q Q

Logo, podemos escrever a primeia integral em (2.32) como

/ (P~ P) (w/Vw)] w = / W (I — B (2.35)
Q

Q

Estimaremos o primeiro fator do lado direito em L>°(2) usando a desigualdade
|flue < co|PAfl2,V f € VAH?. (2.36)

Esta desigualdade segue do teorema de imersao de Sobolev sobre regides tridimensionais

H?(Q) C L*>(Q) e pela desigualdade de Cattabriga (veja [5] , pag. 311)

|flmz < c3|PAf]pe. (2.37)

Por outro lado, para quaisquer g € H! e h € L2, obtemos, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz e por (2.36), a estimativa

/(f Vg)h‘ < |fVglz [hlez < [flu= Vg2 [hlre < co [P Afl2 [Vg|ee [h|w2 . (2.38)
Q
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Assim, pela desigualdade de Young, temos que

/ (F Vo) | < 61V + cs [P AFa (1 (2.30)
9]

/ (F V) h| < 8h% + 5 |P ASPa Vgl (2.40)
Q

onde o coeficiente ¢s depende apenas do valor arbitrario 6 > 0. Estimando o lado

direito de (2.35) por meio de (2.38) obtemos

< \ul VU1|L2 |(I - Pk) Ul‘Lz

/(ul Vul) (I - Pk) up
Q
< Co ‘P AUZ‘LQ |VUZ‘L2 |(I — Pk) 'LL[|L2 . (241)

Pelo Lema 2.6 e pelo Teorema 2.3, desigualdade (2.21), concluimos

(I = Po)wli: = |w— Prulis < WL|PAUZ|%‘2 e

|Vul|%2 < FO,O .

Usando estas estimativas em (2.41) concluimos que

P Ay (t, )%, /F
/ (V) (1 = Py | < g 2t e Voo (2.42)
Q k+1

Portanto, o primeiro termo da integral em (2.32) é majorado por

’PAU[(t,)'iQ F0,0
C3 .

2.43
Akt (2.43)

/Q (P — Py) (w; V) w‘ <

Para estimarmos a segunda integral de (2.32), notemos que, sendo P uma projegao

ortogonal em L2, ¢ possivel concluir a partir do Corolario 1.4, que

|Pe fl2 < | fle2 (2.44)

para qualquer f € L2 Entao, usando (2.38) e (2.39), obtemos

IN

|Pk (ul Vw)|L2 ’w|L2

[im vl

N

‘Ul VU)|L2”LU’L2

IN

Co ‘PA'LL[|L2|V’U)|L2 "LU’LQ

IN

0 [Vwlgs + ¢5 [wlg. | PAw|g,
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ou seja,

/[Pk (u; Vw)] w‘ <8 |Vwliz + cs |wlie| PAw i . (2.45)
Q

Agora estimaremos a terceira integral de (2.32). Aplicando a desigualdade de Holder

para f € L% e Vg € L3, obtemos

/[Pk (f Vg)] h‘ < [Pe (f Vg)leelhle> < |f Vgl |hlee < | flus[Vglos|hlee . (2.46)
Q

Por outro lado, de (1.1) temos

|Vg|L3 < Cq |PAg|L2 (247)

para qualquer g € VN H?(Q). Logo, de (2.46)

1B Vann) < s el PAgholnl. (2.48)
Q
Usando a desigualdade de Sobolev

|flue < c6 |V flLe (2.49)

(que é valida para qualquer f € V) em (2.48) temos

/Q[Pk (f Vg)] h’ S Cr ‘VﬂL? |PAg|L2 |h’L2 . (250)

Mais uma vez, pela desigualdade de Young para f € V,g € VN H?e h € L2,

obtemos

[P 0| < 8195 + s PG 251)
Q

[P 90| < 81hs + cs PG 91 (252
Q
onde, novamente, o coeficiente ¢s > 0 depende apenas do valor 6 > 0.

Em particular, da desigualdade (2.51) vemos que

Q
a qual é a estimativa desejada.
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Substituindo as estimativas dadas em (2.43), (2.45) e (2.53) na equagao (2.32),

obtemos
P Ay (t, )%, /F
Dlult + 21Vl < 20, Lol VIV 1o,
Akt
+205|w]i2(|PAul]i2 + |PAuk|i2)
e dai,

P Auy(t v/ F
Ol + (2 - 49) Vs < 2yt ENE VI oo A + P AW,
k+1

Se assumirmos que ¢ € (0, }l] ou seja 1 <2 —46 <2 teremos

P Auwy(t, )|}, \/F
Ol + Vs < 26 TSIV o 2 1P Al + ) (259
k+1

Integrando os termos de (2.54) com respeito a variavel ¢

t
wlt )+ [ Fu(r s dr

2c

/ |PAw(7,.)|3. dr

Y

¢
+2Ca/ (1PAw(r, )Lz + [PAu(7, )IL2) [w(r, )Lz d7 + [w(0, )L
0
Usando agora a desigualdade (2.22) do Teorema 2.3 e a estimativa (2.33) temos

¢
lw(t, )|%2 + / \Vw(r, )|i2 dr
cs v/ Fooho(t) + Fo(0

Ak+1
¢
+ / 2¢s (| PAw(T, )|i2 + | PAuyg(T, )|i2) lw(T, )|%2 dr
0

_ o)

Ak+1

(2.55)

+/0 b(7) |w(T,.)|}s dr
onde
a(t) = Fo(0) + 2¢5v/Foo ho(t) (2.56)

b(t) = 2c5(IPAw(t, )|L> + [PAuk(t, )[)-

¢
Note que / b(T)dr < 4csho(t), pelo Teorema 2.3, (2.22). Mais ainda, como hg(t) é
0

continuamente diferenciavel, segue que a(t) também o é.
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De acordo com a Proposicao 2.4, obtemos

¢
lw(t,.)|3. +/ |Vw(r, )|i2 dr
0

1 ¢ ¢
< (1 + / b(7) dT) a(t) elo b dr
/\k+1 0

1

S /\ (1—}-405 h(](t)) +2€3 \/Fooh() 465h0 t)

k+1

_R@®
Akt1
Portanto,
2 ' F5(t)
|ul(tv')_uk(tv')’L2+/ IV (w(r,.) = ur(r, )|tz dr < SV (2.57)

0 k+1

Observe que o lado direito da desigualdade (2.57) ¢ independente da particular apro-

ximagao de Galerkin u;,l > k.

Como ug € V, pelo Corolario 2.1, existe uma subsequéncia (uy(t,.)) de (w(t,.))

convergindo em L?(Q) para u(t,.) uniformemente em [0, T]. Logo

T (1) = welt, ) = Ju(t, ) = wn(t, s

De (2.57) vemos que

9= ) g = [ 19— ) )
¢ uniformemente limitada. Entao, como LZ([O T],L2(2)) ¢ um espacgo de Banach refle-
xivo, segue do Teorema 1.28, que V(uy —uy) converge fracamente em L?([0, T, L?(2))

para V(u — uy) para qualquer ¢t € (0,7). Logo, pela Proposigao 1.27, temos

: t
[ -k < it [V - )R dr
0 0

I'—o00

t
< limsup / |V (uy — ug)(T, )|i2 dr.
0

!0

Passando ao limite (2.57), obtemos
ult,) = st e+ [ (V00— ) ()

< llim lup (t,.) — up, (t,.) |32 + lim sup / IV (up — ug) (7, .) |32 d7
'—00

!0

< limsup |y (¢,.) — ug (¢,.)|32 + limsup / IV (u; — ug)(7,.)|3: dT

l—o00 l—00
_F

>~ )
)\k’-i-l
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onde a fungao Fj ¢ continua e depende apenas de T" e |V ug|y2, por construcao e pelo

Teorema 2.3. [ |

2.5 Estimativas de Erro para as Aproximacoes de Ga-

lerkin na Norma de Dirichlet

Como antes, denotaremos por [0, 7] um intervalo de tempo, sobre o qual as afir-
macoes do Teorema 2.3 sao satisfeitas. Em contrapartida ao Lema 2.7, no caso nao-

estacionario, temos o seguinte

Teorema 2.6. Suponhamos que a velocidade inicial uy € VNH?2. Entdo a aprozrimagao

de Galerkin vy, dada por (2.16), da solu¢ao u de (2.15) satisfaz a estimativa de erro

t *
\vu(t,.)—vuk(t,.)|i2+/ 10 (7,.) — Do, (7, ) 2o dr < C;W (2.58)
0

para qualquer t € [0,T]. A fungao continua G* da varidvel t depende apenas de T e
|uplmz. Além disso, a desigualdade (2.58) vale também para qualquer w; no lugar de u

coml > k.

Demonstragcao. Seja w = u; — ui a diferenga de duas aproximagoes de Galerkin,
definidas por (2.16) com [ > k, da solugao u de (2.15). Tomando o produto interno de
(2.31) com dyw € V em L?(Q) e usando (2.4) obtemos
10, w|ie + (Vw, VO w)L2 = —/ (P, — Py)(w;Vuy) + P.(wyVw + wVuy)] Oy w.
Q

Como

1
5& \Vw|i2 = ((9t VU), VIU)L2 = (V 8tw, Vw)Lz ,

temos
1
|(9tw|iz + 5815 |Vw|i2 = —/ [(Pl - Pk)(uqul) + Pk(ule + quk)] at w.
Q
Dali,

t
Veolt, ) — [Vwle, ) +2 / 0y w(r, ) Ladr =
‘ ‘ (2.59)
—2/ / (P, — P)(w V) + Pu(wyVw + wVug)] Opw .
€ Q
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Além disso, temos a condicao inicial

[Vw(0,.)|52 = V(P — Py)ugl;s - (2.60)

A seguir estimaremos individualmente cada um dos termos do lado direito de (2.59).

Pelo Lema 2.7 e o Teorema 2.3, desigualdade (2.28), temos que

IVw(0, )7, = |Vu,(0,) Vug(0,.)[;2 = [Vw(0,.) = V Pew(0, )3

0)
< PAw(0,.)]? < 9ol ,
ou seja,
0
V(0,2 < 2O (2.61)
Net1

Como as projegoes ortogonais P, e P, comutam com a derivada 0, concluimos de

(2.35) que
/ (P — PO (V)] dw = / (wu)[(I — Py) &y ul
Q Q
= /(uqul)é?t(I — Pk) up . (262)

Integrando por partes com respeito a t € [0, 7]

/:/Q (P — Pu)(w V)] Qw dr = /(UZVUZ)(I Pk)ul

//uqul (I — Py (2.63)

Usando (2.50), a desigualdade de Cauchy-Schwartz e o Lema 2.6, obtemos

t

para qualquer ¢ € [0, 7] .

/Q (VI — P w| < /Q () Vil (T = Po) | + /Q V()] (T — Po)
< [(w)e Ve (I = Py) wlre
+ 2| PA w2 [V(w)elrz [(I = Pr) wre
< o V(e [PAwlez [(I = Pp) wre
ool PA il [V (un)lgz (T — Po) il
= (ca+ ¢7) |PAw|pz |V(w)e|re | — Prwlpe
< 2T PA e [VOule [PAwge |

Akt1
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ou seja,

CQ+C7

/(uqul)t (I — Pk) Ul =
Q

k+1
Pelo Teorema 2.3, desigualdade (2.26), temos que
[PAw(t,.)|L> < go.
e pela desigualdade de Young, temos
VBt e < 5+ 519 Beealt, s
Substituindo estas desigualdades em (2.64) concluimos

A}wvwhu—f@ulg

Integrando agora (2.65) com respeito a t, obtemos

< /
g

Cco + cy

Ak+1

dr

(UZVUZ)T (] - Pk) Uup dr
Q

/Q (), (I — Py

|PAw(t, )l [VOuu(t, |2

1
%ﬁ(— |vaw<>hﬁ.

(2.64)

(2.65)

(2.66)

€8 90, ! 2
< ’ /(1+|V07ul(7,.)|L2)dT
Met1 Je
Cg
- g (- [ W0t ar)
k+1
< et =)+ i)
k+1

onde a ultima estimativa é obtida a partir da desigualdade (2.25) do Teorema 2.3. Note

que a desigualdade anterior ¢ uma estimativa do segundo termo da equagao (2.63). Para

estimarmos o primeiro termo, usamos novamente (2.38), o Lema 2.6 e a desigualdade

de Young da seguinte maneira

/(uqul) (I - Pk) Uup
Q

t

< 2

/(uqul) (] - Pk) u;
Q

to

IN

IN

2¢s |PA w2 [V wlre 5

2¢
= )\kjl ‘PAUZ‘%2 ‘VU[|L2

262

k41
C2

= e (|PA w1 + [ Vwlis)
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isto é,

C
< 2 (IPAw(t, )|tz + | Valt, )2e) | (2.67)

/(uqul) (] - Pk) up
Q

to
para qualquer ¢, € [0, 7.

Para obtermos uma estimativa do segundo termo da integral na igualdade (2.59)

usamos (2.44), (2.38) e a desigualdade de Young

/[Pk (u; Vw)] (9tw‘ < | Py (u Vw) |2 [Ow|e < |uy Vw2 [Ow|pe
Q

IN

CQ’PA ul|L2 |VU)|L2 |8tw|L2

< §|0wlis + cs| PAwlie [Vwlis,
ou seja,

<0 |0wwlis + cs|PAwlis [Vwlie. (2.68)

/Q [Py (1 V)] Gy

Ao estimar o terceiro termo da igualdade (2.59), usamos (2.52) para ter

< ) |8tw\iz + C§|PA uk|i2 |Vw]i2 s (269)

[P v

onde o coeficiente c¢s depende apenas do valor § > 0.

1

Agora escolhemos ¢ € (0, ;] , ouseja, 1 <2 —46 < 2ee =0 (notemos que o fato

de € ser igual a 0 é possivel de acordo com a tultima parte do Teorema 2.3 e pelo fato

que uy € VN H?).

Usando as estimativas (2.68) e (2.69) em (2.59) obtemos

t
Vw(t, )2, + 2/ Ow(r, )2 dr
0

oo

¢
+ 205/ (|PA w(r, )|i2 + | PA (T, )|i2) | Vw (7,.) ’iz d7'>
0

¢
- 25/ |0:w(T, ) |32 dT
0

/Ot /QKPZ = By) (w Vuy)| 9w dr

+ |Vw (0,.)3: -
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Como § € (0, 1], observando (2.63) e usando (2.66) e (2.67), temos
Vw(t, ). + [ [0-w(r, )2 dr

t
fSWw@Jﬁr+@—&D/|&wﬁJﬁnh
0

Co

=2 { (IPAw|g> + |Vuwliz) + o goo(t + G1(t,0))
A Akt1

k+1

t
+2c5/ (I1PAw(T, g2 + [PAu(T, )lg2) [Ve(r, . )lge dr
0

+ | Vw(0,.)|3 -

Usando o Teorema 2.3, desigualdade (2.28), (2.21) e a estimativa (2.61)

205(g50 + Fo(t)) + 2¢s goo(t + G1(t)) + 90(0)

t
|wa»@r+/\awvnﬁﬂh
0

Akl
¢
+4cs goo / |Vw(r,.)|fz dr
0

t t
alt) +b/ Vu(r, )2, dr,
)\k-i-l 0

onde

a(t) = g0(0) +2cs goo(t + G1(t)) + 22(g5 + Fo(t)) e

b = 4659070.

Usando a Proposicao 2.4 em (2.70) obtemos

G*(¢)
Aky1

t
Vult, ) — Vu(t, )2 +/ 0un(,.) — Do (r, ) s dr <
0

onde G*(t) = (1 + bt)a(t)eb?.

(2.70)

(2.71)

(2.72)

O lado direito de (2.72) é independente da particular aproximagao de Galerkin

uy,l > k. Como uy € VN H?, pelo Corolario 2.1, existe uma subsequéncia (uy(t,.))

de (w(t,.)) convergindo em H'(2) para u(t,.) uniformemente em [0, 7).

Sendo 2 limitado, sabemos que |Vu|y2 é equivalente a |u|g:. Portanto, a sub-

sequéncia (Vuy(t,.)) converge em L? para Vu(t,.) uniformemente em [0, 7). Logo

lim |V (t,.) — Var(t, )2 = [Vu(t,.) — Va(t, )2 -

I'—o0
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De (2.72) vemos que

t
|07 (w — Uk)‘%?([o,:r],m(g)) = /0 |0ruy (7, .) — Orug(, )‘i? dr

¢ uniformemente limitada. Entao, como L*([0, T], L%(€2)) é um espago de Banach refle-
xivo, segue do Teorema 1.28, que 9, (uy — uy,) converge fracamente em L?([0, T, L*(12))

para O, (u — uy) para qualquer ¢ € (0,7). Logo, pela Proposi¢ao 1.27, temos

'

t t
/\8T(u—uk)(7',.)|igd7' < liminf/ 100 (ur — wg)(7, )2 dr
0 0

t
< limsup/ \&(uw—uk)(ﬂ-)’i? dr.
0

I'—00

Passando ao limite (2.72), obtemos
t
Vult, ) — Vur(t, )2, + / 0,u(7,.) — B (r, )|2s dr
0

t
< lim |Vup(t,.) — Vug(t,.)|f. + limsup / 10-(uy — ug) (7, )iz dr
0

!
/'—so0 I'—o00

t
< limsup |Vuy(t,.) — Vug(t,.)[;2: + limsup / 10-(u — ug) (1, ) |12 dT
0

l—o0 =00
_ G

T Akt

Y

onde a fun¢ao G* é continua e depende apenas de T' e |ug|gz, por construgao e pelo

Teorema 2.3. [ |

Sem a restri¢do uy € H? ndo temos a estimativa inicial para [Vw|i, em ¢t = 0.

Usando apenas a primeira parte do Teorema 2.3, temos o seguinte

Corolario 2.2. Suponhamos que a velocidade inicial ug € V. Entao a aprorimacao

de Galerkin uy, dada por (2.16), da solu¢io u de (2.15) satisfaz

2 ' 2 Gi(t, €)
|Vu(t,.) — Vug(t,.)|i= + / |0-u (T,.) — Oruy, (7, ) |2 dT < N (2.73)
£ k+1
para qualquert € [e,T] ee > 0. Sendo continua com respeito a t, a funcao G depende
apenas de t,T ¢ e da norma de Dirichlet de ug (|Vuglrz). A desigualdade (2.73)

também vale com u; no lugar de uw com | > k.

Demonstrag¢do. Primeiramente estabelecemos da mesma maneira de [8] um equiva-

lente para a condicdo inicial (2.60). Seja w = u; — uy, com [ > k, a diferenga de duas
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aproximagoes de Galerkin. Pelo Teorema 2.30 obtemos
2e
E5(2¢e
/|prd< Fo (%)
€ )\k+1
sendo o integrando continuo. Portanto, o Teorema do Valor Médio garante a existéncia

de pelo menos um t, € (¢,2¢) tal que
2¢e
£ |Vw(t,,.) |} =/ |Vw(T, )|} dr .
€

Portanto, temos

F5(2e)

Vuw(t,,.)|?: < .
Voo, e < 25

(2.74)

As desigualdades (2.64) - (2.69) foram provadas sem a restrigao ug € H?. Assu-
mindo 6 € (0,1, € > 0 e assumindo as estimativas (2.21), (2.25) e (2.26) do Teorema
2.3 vemos pelas desigualdades (2.74) e (2.64) - (2.69), que (2.59) junto com a condicao

inicial (2.74) resulta na desigualdade integral

Vult, L2+/|a P dr (/w s dr, (2.75)

sobre [t,,T], com a fungao continuamente diferenciavel

at) = D) oeg (1) + Cult,2)) 4 deagi + Folt)) ¢ (276)
b = 40590,5

Para o célculo de a(t), temos usado o fato que a integral do lado direito de (2.64)

¢ uma funcao monotona decrescente de seu limite inferior.

Logo, usando a Proposi¢ao 2.4 sobre [t,, T], obtemos

A(t)

2.77
PV (2.77)

IVt L2+/ya Radr <
onde A(t) = [1+ (t —t.) bl a(t) e*)¥ . Como t, € (¢,2¢), temos

mw()hm7</ﬁaw V2, dr

2¢e

el < et = A(t) < [14 (t—e)bla(t) e = Gi(t, 2¢).
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Logo, por (2.77)

t " 9
[Vw(t, )iz +/ 10,w(r, )| dr < Golt,2¢)

2¢e >\k+1

O corolario segue por passagem ao limite quando [ — oo como na prova do Teorema

2.6. [ |

2.6 Estimativas de Erro para as Derivadas com Res-

peito ao Tempo das Aproximacoes de Galerkin

em H!

A proposicao abaixo sera tutil na prova do principal resultado desta secao.

Proposigao 2.7. Sejam €y > 0, a,b, ¢, 0* : [e0,T] — R fungdes continuas tais que

a(t) > 0,b(t) > 0,0*(t) > 0, p(t) continuamente diferencidvel. Suponha que as

desigualdades
t
O'(t)+¢*(t) < Q +b(t) p(t) sobre [g9,T] e (2.78)
* o
< 0
p(t) =

sejam satisfeitas com constantes ag > 0, X > 0 e um valor t* € [gg, &9 + €] . Entao,

' A(t
o(t) +/ (1) dr < w sobre [eg +,T]
go+¢€

com as fungoes continuas

Alt,eo+e) = a0+/[a(7)+b(7)¢(7,50+5)}d7 e

€0
t . .
¢<t €0+ 5) = [CLO + / CL(T) e f50+£ b(r)dr dT:| effo b(r) dr
€0
sendo mondtonas crescentes na varidvel t .

t
Demonstragao. Como ¢*(t) > 0 segue de (2.78) que ¢'(t) < Q +b(t) p(t), ou seja,

o' (t) — (@ + b(t) gp(t)) <0. (2.79)
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Derivando 9(t, &g + ) com relagao a ¢, obtemos

t + t .
Wit eote) = apb(t)elo VT 4 p(r) el "I / a(r) e~ s g

€0

+ efato b(t)dr a(t) e f:0+f b(t) dr

= b(t) @/}(t ,€0 + 5) + a(t) 6f€6(§)+g b(r) dr

> b(t)Y(t,eo+e€) + alt).

Dai,
0< (—w(t’i““))/— <@+b(t>—¢(t’i‘)“)> . (2.80)
Uma vez que a(t) > 0 e b(t) > 0, segue que (t*,c9 4+ €) > ag. Logo
o) < %0 < P20 L) (2.81)
Seja &(t, g0 +¢€) = w. Entao, segue de (2.80) que

§'(t,eo+e)— (@%—b(t)f(t,sojte)) > 0.

Portanto, usando (2.79), obtemos
(p(t) =&t c0+€)) = b(t)(p(t) —&(t,e0+¢€)) < 0.

Seja n(t,e0+¢) = (t) — &£(t,e0 + ). Entao
77/ (t €0 T 8) < b(t> 77(t €0 T 8) ; ou Sejav 77(t €0+ 5) < U(t* €0 T 5) eftt* v dr :

Mas, por (2.81), n(t*,e¢ +¢) < 0. Portanto,

W(t,eo+¢)

n(t,eo+¢€) <0, ou seja, p(t) < 3

em [t*,T].

Substituindo esta tltima desigualdade em (2.78), obtemos

S0+t < D

W(t,eo+€)
X .

A

Integrando adequadamente a integral acima, obtemos

/: SOI(T)dT—ir/t g0*(7-)d73§/t la(7) + b(T)U(T, g0 +¢)]dr,

ote eote



ou seja,

IN

go(t)—i—/: o () dr %(Mp(eo—l—e)—i—/t [a(7>+b(7)¢(r,50+5)]dr>

ote eote
1 t
< X(a0+/€0[a(7) +b(7‘)¢(7‘,50+5)]d7>
_ A(t,e0+¢)
f. |

Construiremos um sistema infinito de estimativas de erro para as aproximagoes de
Galerkin uy, e de suas derivadas com respeito ao tempo na norma de L?(2) e H. Temos

o seguinte resultado.

Teorema 2.8. Suponhamos que a velocidade inicial ug € V. Entdo a aproximacao de
Galerkin uy, dada por (2.16), da solu¢ao u de Navier-Stokes (2.15) satisfaz o sistema

enumerdvel de estimativas

O (ult,.) — ug (t,.))|%2+/€ VO™ (u (7,.) — up (7,.) 22 dr < %’;‘9) (2.82.m)
VO (u(t,.) — uk (t,.))liz+/ 07 (u (7,.) — ug (7,.) |20 dr < w (2.83.m)
€ k+1

para qualquer t € e, T] e e > 0. Sendo continuas com respeito a t e mondtonas
crescentes emt em = 0,1, ..., as fungoes F e G}, dependem apenas det,c,m,T e
|Vug|pz. As estimativas (2.82.m) e (2.83.m) valem também para u; no lugar de u com

> k.

Demonstragao. Provaremos o teorema por indugao com respeito a variavel m. Para
m = 0, a afirmacao é verdadeira pelo Teorema 2.5 e pelo Corolario 2.2. Agora supon-
hamos que a afirmacao é verdadeira para todo m =0,...,n— 1. Provaremos para m =
n. Como as solugdes ay, ;(t) da equagao diferencial (2.17) tém derivadas de qualquer
ordem, podemos derivar a equagao (2.31) para a diferenca w = u; — ug (de duas

aproximagoes de Galerkin (2.16) com [ > k) n vezes com respeito a t. De acordo com
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a regra de Leibniz e usando o fato que P; e 0] comutam, obtemos
(Opw); — PAGfw = O (Bw — PAw)
= O/ (= (P = Po)(wVuw) — P(wVw + wVuy))

= —[(P, — B)0(wVu) + Pe(0fwVw) + Pr(0fwVuy)]
(P —P) (Z (7>8gu18t"_jVul>

=0 \J
+ P <Z (j)@f w 0, Vw)

J=0

+ P, (Z (?) 0 w oy Vuk>

J=0

= — ZO (?>{(B—Pk)[(8guz)vaf_jul]

j
+ P [(8 w)VO 7w},

ou seja, obtemos a equacao diferencial

oy - pafu= 3= () {7~ ol w)ver u)

J=0

+ P[0 w)VI T w4+ P[( w)VI T up] . (2.82)

Usando a identidade (2.4), o produto interno de (2.82) com 9w € V em L? resulta

na seguinte equagao diferencial

L0000 + [VOpwlEe = ((8pw) 0w )e + (—PAGw, 0w )y

_ Z (") [1e- Roj@wveru

+ Pu[(0) w) VO w] 4+ Po[(8 w)VI ™ wg} rw

ou seja,
n

Oorwlis +2/Vorwlt. = - 2) (;’) / {(P = P)[(8] w)VI; ™ w
Q

J=0

+ B8] w) VO, w
+ P[0 w)VO T wy, ]} Orw . (2.83)
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Em uma primeira etapa, vamos estabelecer uma estimativa para o valor inicial
da func¢do |9]'w(t,.)|f, em um ponto t. € (¢,2¢). Em seguida, usando estimativas
para cada um dos trés termos da integral em (2.83), que decorrerdo das desigualda-
des enunciadas na secao 4, obteremos uma desigualdade diferencial linear e, entao,
resolvendo-a obteremos (2.82.7n). Como, por hipotese, a desigualdade (2.82.n — 1) é

verdadeira, temos
*
n—1 (28 ) 8)

Akt

2¢e
/ |0 w(r,.)|E dT < : (2.84)

onde, por defini¢ao, o integrando é uma fun¢ao continua. Assim, o teorema do valor

médio nos garante que a equagao

2¢e
cAGFw) (e = [ 1orutr, ) dr
¢ valida para pelo menos um t, € (g,2¢) .

Portanto, pela desigualdade (2.84), obtemos

;szl<2€7 g)

8"w t*,. 22 S
0Fw) (. ) < =23~

, (2.85)
para pelo menos um ¢, € (g,2¢).

Agora reescrevemos o primeiro termo da integral em (2.83) de acordo com (2.35),

ou seja,

/Q (P — P (0 w) VO )] 0w = / (@ w)Var— w) (I — P) O

Q

Notemos que, por construgao, a equagao (2.35) também ¢é véalida com 0fw e (I —Py) 0wy

nos lugares de w e (I — Py) u;, respectivamente .
Entao, usando (2.38), obtemos

S Cy |P A@i ul|L2 |V8?_] ul|L2 ’([ — Pk) aful]Lz .

/Q (P — Po) (0] u) VO™ wp)] 6w

Portanto, das desigualdades (2.23) e (2.26) do Teorema 2.3 e pelo Lema 2.6, temos

Swl=

1 1
< o gj2,£ Fn2—j(t76> g

€

/Q (P, — B0 u) VO™ u)] o

Akt1

Usando o fato que as fungoes F,,, e g,, - sa0 mondtonas crescentes com respeito a

m , obtemos

1
F2(t,e) gne- (2.86)

e = Poelwvor wy afw\ <
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Para o segundo e o terceiro termo da integral no lado direito de (2.83), notemos que
Py ¢ uma projegao ortogonal em L?. Entao, por meio de (2.38) e pela desigualdade de

Young, obtemos

/[Pk((aﬁuz)vaf_jw)]afw < [P0 u) VO w20 wlee
Q

IN

(0 w)VOy ™ wlpa |0 wlre
¢ |P AY wylp2 [V w2 |0rw]| e
SIVO; T wlEs + cs| P AD w2 |07 wl]}s

IN

IN

com c¢s dependendo apenas do valor arbitrario § > 0. Pelo Teorema 2.3, desigualdade

(2.26) com j =0, e no caso j > 0 usando também a estimativa (2.83.n — j), obtemos

Q
j n—7j n d * n, |2
[P (07 ur) VO™ w] 0 w| < ——G,_1(t,€) + ¢5 gn 2|0 w12, (2.88)
0 Akt 1

pois G e g, . sao fungoes crescentes com respeito a m.

Usando (2.51) para o terceiro termo da integral em (2.83) obtemos

/[Pk((ag w)V o uy)] Ofw‘ < 8|V w|2s + ¢5| P A ug)2a|0r w2,
Q

com c5 dependendo apenas do valor arbitrério 6 > 0. Assim, no caso j = n, usando a
estimativa (2.26) do Teorema 2.3 e no caso j < n ( ou seja ,j < n—1) usando também

a estimativa (2.83.n — j) e o Teorema 2.3 (2.26), obtemos

/ Po((8 ) Vaug)] 90| < 5V wlZa + 5 go - | [ (2.89)
Q
e
| | 5
/ [P0 )V )] 8;%0‘ < TGt 9) + o g 0Tl (2.90)
Q +1

pois G, e gm . sao funcoes crescentes com respeito a m. O coeficiente c¢5 depende

apenas do valor arbitrario 6 > 0.

Agora assumimos 6 € (0, 1]. Substituindo as estimativas (2.86) - (2.90) em (2.83),
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obtemos

)\k+1 j J

i n
Bu\Opw s + 2V, < 2{ “FH(t6) go (”)
=0

+3|VOR w2, + 590 |00w|2s

SG* (¢, “
+ {A+Cégn,s|afw|i2:| Z <ZL)

A
k+1 —

<

+ 8|V wlzs + c5 902 |0Fw[e

S§Gr_ (¢, =
+ [—’;‘1( °) +cagn,s!8?w!iz] (n)}
k+1 —o \J

+ 265 90 ¢ |6fw|%2)

0Gh (1
o ( o +Cwn,e|8?wli2) (2" 1)

Ak+1
2"+l C2 % n 12 n, |2
= Fi(t,e)gn e + 40|VOy w2 + 4cs 9o 2 |0] w2
Akt1
0GE_(t,e
+4(2"—1) (—” 1(f,9) + csgn,elafwliz)
Akt
2n+1

(o FZ (£,€) gne + 26GE_ (L, 2)) + 46|V w2,

IA

Akt

+4cs5(go e + 2" gne) |Ofw]3s .

Logo, como 1 < 2 —4§ < 2 (poisd € (0, %]) , temos a seguinte desigualdade

diferencial

t
alopwlEs + |Vorwl, < ;(—) + bl wls (2.91)
k+1

para a fun¢ao continuamente diferenciavel |9;'w|?, com coeficientes continuos

at) = 27 ey FE(t,2) gn + 25 G ()]

b = 405 <g0 ,E€ + 2" 9n ,z—:) . (292>

A desigualdade diferencial (2.91) juntamente com a estimativa inicial (2.85) e a
Proposigao 2.7 resulta na seguinte desigualdade integral

107 (wy(t,.) — ug(t, )|z +/2 (VO™ (wy(7,.) — ug(7,.)) 32 dr < Aiﬁ€> . (2.93)
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sobre [2e,T], com as fungoes continuas

A(t,2e) = M +/ [a(T) + b(T)Y(7,2¢)] dr
* 2 t ] ,
w(t y 28) = [M + / CL(T) e~ f2€ b(r)dr dT efE b(t) dr

que sao monotonas crescentes na variavel ¢. Notemos que as fungoes A, a e b sao in-
dependentes da particular aproximacao de Galerkin u;,l > k. Agora escrevemos € no

lugar de 2¢, ou seja,
At ,e)

Akl

|07 (g (t,.) — up(t, )| + / VO™ (uy(7,.) — ug(7, )52 dT < , (2.94)

sobre [¢,T]. De acordo com o Corolario 2.1, existe uma subsequéncia (uy(t,.)) con-
vergindo junto com todos os 87{ up(t,.),j = 0,...,n, em H' para o respectivo limite
& u(t,.). A convergéncia é uniforme sobre [¢,7]. Em (2.94) podemos passar para o

limite I’ = oo de onde obtemos

07 (u(t, ) — ui(t, )2 +/ VO (u(r, ) — g, ) dr < AE)

k+1

Definindo F(t,e) = max{A(t,e),Ff_,(t,e)}, a sequéncia (F}) se torna, tam-

bém, monoétona crescente em m = 0, ..., n. Portanto
t Ex(t,e
3

ou seja, acabamos de demonstrar (2.82.n). Ja para provarmos (2.83.7n) tomamos o
produto interno de (2.82) em L?(Q) com a fungdo vetorial 9;"'w € V. Utilizando

(2.4) obtemos a seguinte equagao diferencial

07wl + S0AVOP Rl = (OFw), O w)ee o+ (—PAYw, 0w )es

_ Z (%) [ ro@twver u)

+ P[0 w)V O wy)} 0w,

ou seja,
OVl + 2000wl = — 2 (Z‘) / {(P = P& w)Vy u]
=0 Q@
+ Bl(0] w) VO, w
+ R0} w)VOr T w]} o (2.95)
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para a fun¢ao |Voyw(t,.)|3, . Pela desigualdade (2.82.n), temos

3e *
F*(3e, 2¢
/ VO w(T, ). dr < M. (2.96)
2e >‘k+1
Como o integrando é uma fungao continua, concluimos, pelo teorema do valor médio
do calculo integral, que a equacao

3e
£[(VOr) (t*,.)|i2:/ Vorw(r, )2, dr

2¢e

¢ valida para pelo menos um t, € (2¢, 3¢) .

Portanto, pela desigualdade (2.96), obtemos

F*(3e,2¢)

Vorw) (L., )2, <
[(VOiw) (t., )5, W

(2.97)

para pelo menos um t, € (2¢,3¢) .

Reescrevemos o primeiro termo da integral em (2.95) de acordo com (2.35), ou seja,

/QKPZ — P (8] w) VO w)] 0pw = / (0 w)V Oy wy) (I — Py) 0y

Notemos que, por construcdo, a equacdo (2.35) também é valida com 97w e

(I — P) 07"y nos lugares de w e (I — Py)u;, respectivamente .

Entao, usando (2.38), obtemos

/[(B — P (8! w)Va; ™ w)] 8,?“@0‘ < ¢y |PAY w2 VO wylpe |(I—Py) 07 ay|ge .
Q

Portanto, pelo Teorema 2.3 (2.23), (2.26) e pelo Lema 2.6, temos

1

) . 1 1 1 1
/[(Pl — P) (0] w)Vor 7 w)0f w| < cogi F2(t,e) —— g2 .-
Q 7 J Akt1 ’

Usando a monotonicidade de g, - e F, com respeito & m (ambas sdo crescentes),

obtemos

1
Gnt1.e Fii (t,€). (2.98)

/Q[(Pl — P) (0 w) VO )] agﬂw‘ < )\02

k+1

Para o segundo e o terceiro termo da integral em (2.95), notemos que Py ¢ uma

projecao ortogonal em L?, ou seja, vale (2.44). Entao, por meio de (2.38) e pela
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desigualdade de Young, obtemos

/Q[Pk((afuz)vafjw)] O w| < |P((0] w) VO w)|ez |07 wlra
< |(6gul)V8f_jw|Lz|8f“w|L2
< & |PAY wl: [V wlpa 6] wlre
< |07 wifs + es|P A w3, VO wlfs

Portanto, usando a estimativa (2.26) do Teorema 2.3 com j7 = 0, e no caso j > 0

usando também a estimativa (2.83.n — j), obtemos

/[Pk(ul Vo w)] 8?“@0' < oloptt w|i2 +¢s590 - |V8t"w]i2 (2.99)
Q

G:(L*]. (t ) 8)

(2,100
Aot ( )

/[Pk((ag ul)V&?_j w)] 8?“11}‘ < gloptt w|i2 + Cs Gn <
Q

devido a monotonicidade de ¢, . ¢ G}, em m.

Com a ajuda de (2.52) para o terceiro termo da integral em (2.95) concluimos

/[Pk((ag' w)V o uy)] ap“w' < S| w2, + 5|V w2, |P AT ug|2s
Q

com c¢s > 0 dependendo apenas do valor arbitrario 6 > 0.

Assim, no caso j = n, usando a estimativa (2.26) do Teorema 2.3 e no caso j <

n( ou seja, j <n — 1) usando também a estimativa (2.83. 7), temos

/[Pk((af w)Vuy)] 8?“10' < |0 wlis + c5 go < | VO wlie (2.101)
Q
e
/ [Pe((0] W)V uy)] af“w' < Slorttwlz, + —;5 Gn e G5 (t,e).  (2.102)
Q k+1

Agora assumimos § € (0,2~*3)) . Reunindo as estimativas (2.98) - (2.102), a partir
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de (2.95) vemos
X|VOrw|2, + 2107 wlE, < 2 Gni1.e Fi2(t,€) (n)
/\k+1 =0 \J
+ 8107w, + cs g0 |V8t”w|i2

“Sa=0)

]:

*

+ 8107 w2, + c5 g0 VO w5

n—1
+ [5|8§‘+1w|i2+igne G } ( )
)\k+1 0

J

1
— 2( = F2(t,€) gnar e 2" + 28|00 w3,
Ait1

+2¢5 go . VO wl},)

+ 4 (5|af+1 wlis + C—‘Sgn,er_l(t,e)> (2" —1)
Akt1

2n+1 C2 % n+1 2
= Ey (t’e) In+1.e +45’at w|L2
Ak+1

+4cs go - VO w3

+4(2" - 1) (6|8"+1 wlie + —— /\ gn EG,’Zl(t,a)>
ket

2n+1 1
(CQ F; (t, 5) In+1 e + 265 gn ,EG:L—1<t ’ 6))

IA

Ak+1

+dcs go - [VOPwlE, + 46 (142" [0 w]is,

ou seja,
DIV wEa + [2 — 45(1 + 20|07l

2n+1 1
(ca 5 (t,€) Gny1 e + 265 gn Gy (L, €))

<
kg1

+4cs go - VO wlis .

Logo, como 1 < 2 — 44 (1 + 2") < 2( pois § € (0,2=™*3))) temos a seguinte
desigualdade

t
OV w3, + |08 w|i. < ;( ) TP (2.103)
k+1

sobre [e,T] para a fungao continuamente diferenciavel |V w(t,.)|f. com coeficientes
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continuos

1
a(t) = 2”“[ F(t,e) gni1e + 2¢5gn « Gr_1(t,€)] e

b = 4dcsgo.. (2.104)

De acordo com a Proposi¢ao 2.7 ( com gy = 2¢), a desigualdade diferencial (2.103)

juntamente com a condigao inicial (2.97) resulta na seguinte desigualdade

VP (ut, ) — wn(t, )z + / 8 a(r,.) — () B dr < 2239

€ k+1

. (2.105)

sobre [3¢,T], com as fungoes continuas

A(t,3e) = M + /Qt[a(T) + b(7)Y(1,3¢e)] dr

€ 5

Er 2 ¢ ¢
W(t,3e) = {M+/ a(t)e — [4_b(r)dr dr| el b(m)dr
2e

3

As fungoes A(t,3¢) ,a e b sao independentes da particular aproximagcao de Galerkin

u;,l > k. Agora escrevemos € no lugar de 3¢, ou seja

VO (uy(t,.) — ue(t, )3 +/ |02 (wy (7, .) — up(7, ) |52 dT < A)Et,s) ., (2.106)

k+1

sobre [¢,T]. De acordo com o Coroléario 2.1, existe uma subsequéncia (uy(t,.)) con-
vergindo com todas as derivadas com respeito ao tempo 9" uy(t,.),m =0,...,n+ 1,
em H' para 97 u(t,.), respectivamente. A convergéncia ¢ uniforme sobre [¢,T]. Em
(2.106) podemos passar para o limite I’ — oo de onde obtemos

At e)

k+1

VP (ult, ) — u(t, )2 + / 07 () — wn(r, )|2e dr <

Note que ¢ uma funcao monotona crescente em t. Definindo

Ak+1

Gr(t,e) = max {A(t,e),G _{(t,e)},

a sequéncia (G,) se torna, também, monotona crescente em m =0, 1,...,n. Portanto

GhL(t,e)

Ak+1

)

VO (ult,.) — un(t, ) + / O () — e, )2 dr <

ou seja, (2.83.n) acabou de ser demonstrado. |
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Apéndice A

Deducao das Equacoes de

Navier-Stokes

Neste apéndice, temos como objetivo principal, fazer uma deducao do modelo mate-
matico para o escoamento de fluidos homogéneos, incompressiveis e viscosos, por meio
de argumentos elementares e intuitivos, dirigido as pessoas interessadas em ciéncia, em

geral. Tal dedugao é baseada nas notas de aula do Professor Luis Adauto Medeiros [9].

A.1 Consideracoes Fisicas e Geométricas

Consideremos um fluido em movimento. Para fixar idéia, pensamos em agua fluindo
em um canal. Representemos por {2 um aberto limitado contido no ambiente onde se
encontra o fluido. Pensamos {2 cheio do fluido, com fronteira regular I'. O espago
onde ) estd imerso é o R3 constituido dos pontos * = (1, 72, 73). Represen-
tamos por I' a fronteira de  que é uma superficie do R3. Por 7 representamos a
normal unitaria externa a fronteira I' de {2. Denotamos por @ o vetor de componen-
tes (uy (z,t),us(x,t),us(x,t)), denominado a velocidade do fluido, isto é, das

particulas do fluido. Denotamos @ por 4 (z, t) a velocidade no ponto x no instante ¢ .

Consideremos uma porc¢ao dI' da superficie I'. Denominamos fluxo através de d T,
a massa de fluido que atravessa dI', na direcao da normal, 77, na unidade de tempo.

Calculamos, de modo intuitivo, o fluxo, considerando a velocidade @ das particulas. De
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fato, no instante At uma particula se desloca de @ A t, na direcao de @ . Considerando
os pontos de dI' , no instante At, o total de particulas atravessando dI' é a massa
de fluido contida no prisma de altura uAt, onde u é o modulo de u, base dI'. Se
desejarmos este fluxo na dire¢ao da normal 77, projeta-se u sobre 77, obtendo-se u,, At
para altura do prisma, sendo u,, = projz 4 = (u, 711 ), produto escalar no R?. Portanto
o total de particulas atravessando dI' na unidade de tempo At, na direcao da normal
17, mede-se pelo total de particulas de fluido contido no prisma de base dI' e altura

u, At, isto é, seu volume é dado por

dl' x u, At.

O fluxo sendo a massa de fluido contida neste prisma, serd dado por
pu, Atdl,

onde por p = p(x,t) representamos a densidade do fluido, massa por unidade de

volume.

No plano tem-se a visao geométrica na Fig. 1.

altura u, At

Fig. 1

Convencionamos que o fluxo é positivo se calculado na direcao positiva de 77 e

negativo na direcao oposta.

Portanto, o fluxo através de I', no intervalo At = 1, serd o somatorio dos fluxos

elementares pu, At, isto é,

/Fp(x,t) (2, 8) dT (A1)

integral sobre a superficie I'.
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A.2 Equacao de Continuidade

Admitiremos o principio de conservagao de massa de fluido: “a variagao da massa
de fluido no interior de €2, em relagao ao tempo, é igual ao fluxo de fluido através da

fronteira I' .V

Traduziremos, a seguir, matematicamente, este principio. De fato, sendo p(x,t) a

densidade do fluido, a massa de fluido contida em () é dada por

M) = [ oo,

sendo dx = dx; dxs drs a medida no R3. A variacao, em relacdo ao tempo, é
0
/ P iz (A.2)

Suponhamos a variacao devido ao fluido entrando em (2, isto é

—/Fp(x,t)un(x,t)dlﬁ. (A.3)

O principio de conservacao de massa diz que as integrais (A.2) e (A.3) sdo iguais,
para todo aberto limitado €2, com fronteira I'. Notemos que se supoe €2 limitado e do

mesmo lado de I'. Por exemplo, €2 como na Fig. 2.

=y

Fig. 2

Portanto, de (A.2), (A.3) e do principio de conservagao de massa, resulta

/—d$+/pundF:0,

para todo §2. Por meio do teorema da divergéncia, obtemos

(]2 + ae o] s - o,
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para todo §2. Supondo que o integrando é uma funcao continua, obtemos

0
8—? + div (p@) = 0 pontualmente em 2. (A.4)
. o dIZ
Notemos que a componente u; da velocidade @ é i (21, o, x3) vetor do

R3 | posicao da particula x no tempo ¢, isto é, z; = x; (t), 7 = 1, 2, 3. Daf obtemos

dp _
= ; A.
g + Z o ¥ + (grad p,a). (A.5)
Efetuando o célculo, obtemos
div (p@) = pdiv (@) + ( grad p, 1) . (A.6)

Substituindo (A.5) e (A.6) em (A.4), obtemos

dp

dt—i—pdlv():OemQ. (A.7)

E claro que (A.4) e (A.7) sdo equivalentes e sio chamadas de equacdo de continui-

dade ou lei de conservagao de massa.

Dizemos que um fluido é incompressivel e homogéneo quando sua densidade é

constante ou, equivalentemente, div @ = 0 em todo €2, isto &,

div @ = 0 em . (A.8)

A.3 Equacoes de Navier-Stokes

E um modelo matematico para descricao do movimento de fluidos homogéneos,
densidade p constante, incompressiveis, div @ = 0 e viscosos. A deducao deste modelo
serd obtida por meio do principio de conservacao de quantidade de movimento. Estamos

supondo

p constante e div ¢ = 0 em (2. (A.9)

Consideremos um prisma de faces Az, Axs, Axz contido em €2, cujo volume é
Ar = Ail,‘l A.Tz Al’g
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emassa p A x. A quantidade de movimento desta massa é p A x u , sendo @ a velocidade.
Da definicao de integral tripla, concluimos que a quantidade de movimento da massa

de 2 é dada por

m (1) = / pit (z,1) dz (A.10)
Q
O principio diz: “ a varia¢do da quantidade de movimento m (t) de €2, em relagdo

ao tempo, é igual ao somatorio das forcas aplicadas a €2.”

A variacao da quantidade de movimento de §2 é

dm(t) du

As forcas aplicadas em €2, sdo de dois tipos:

(i) volumétricas aplicadas a Q de densidade f (z,t) = (f1 (z,t), fa (2,1), f3(z,1)).

(i) tensoes internas, e viscosidades na fronteira I, cujas componentes admitiremos
da forma

F; (z,t) = oij (z,t)n;,x € Q,t>0

M-

1

J
= 1,2,3. Os ntmeros reais 7; , j = 1, 2,3, sao as componentes da normal

unitaria 7, externa a I".

Suponhamos que as fungoes o;; sao continuas e continuamente diferenciaveis em
relagdo a = e que as fungoes f; (z,t) sdo integraveis em () para todo ¢ > 0. A matriz

oij (x,t),1,j = 1,2,3, é denominada “tensor de tensoes”.

Deduzimos, do principio de conservacao da quantidade de movimento, a equacao

/ —dm—/ f(x,t) da:—l—/F(a:,t)dF. (A.12)

Escrevendo (A.12) para as componentes dos vetores dos integrandos, obtemos

du; ’
: = ; g 7 dl Al
/Qp di dx /sz (z,t)dz + /Fj:1 oij (z, 1) n;dl, (A.13)

parat = 1,2,3.

seguinte
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Do Lema de Gauss, obtemos

3 3
0
oii (x,t)n; dl’ = / — 0y (x,t) dx
;1:/1“ j (. ) n; ;1: o 0z, j (@, 1)

que substituido em (A.13) resulta

dui 80,-j
= . — A.14
/Q,, gy fz(a:,t)d:c+/; i (A.14)

parat =1,2,3.

Para fluidos homogéneos, incompressiveis e viscosos encontramos que o;; (x,t) tem

a representacao

(9ui (9uj
By - _ y Al
oij (z,t) p(z,t)d;; +v (8xj + 8%) , (A.15)

onde p (z,t) ¢ um nimero positivo e v > 0 é a viscosidade do fluido. Sendo div 4 = 0,

obtemos

Jdo; dp ou; ou;
Z ]:_Za 5’J+”Zaxj<axj aq;)'

=1

0
Notemos que d;; = 0sei # jed;; = 1sei:j.L0go,—p5ij:Osez’7éj

0xj
restando @ , portanto
(%zzi
> dp op

_ I ) A.16
Z 8$Cj 6” 8;@ ( )

Jj=1

Como divd = 0em €,
8uz an
= i - Al

Y Z 0z <8xj Ox; ) vAu (A.17)

Substituindo (A.16) e (A.17) em (A.14) obtemos

ou; B dp
/Qp 5 dr = /Qfl(x,t)dx—l—/g( oz, + VAuz> dx (A.18)

i = 1,2,3, para todo €2 imerso no fluido, resultando, devido a continuidade dos

integrandos em (A.18)

Prar —

-+ vAu; em (A.19)



i = 1,2,3. O sistema (A.19) é denominado sistema de Navier-Stokes, para fluidos

. . PR U; ~ .
homogéneos, incompressiveis viscosos. Note-se que o ¢é a aceleragao do fluido.

Modificamos (A.19), observando que @ (x,t) = (uy (z,t), us (z,t),us (x,t)) para

x = (x1, T2, x3). Portanto, a velocidade das particulas é u; (z,t) = % : logo
—= _— ’LL]
dt ot = an
que substituida em (A.12) resulta
ou; > Ou; dp
5 ~ VAu + z:; u; o, f ar, em ( )

comi = 1,2,3,parat € (0,7),T > 0. Podemos supor p = 1, pois ela é constante.
Trata-se de um sistema de trés equagdes diferenciais parciais nas incognitas (uy, ug, u3)
e na pressao p. O problema matematico consiste em saber se o problema de valor inicial
e de contorno (A.20) é bem posto no sentido de Hadamard, isto é, existe solugao tnica

que depende continuamente dos dados iniciais do problema?

De fato, dado € aberto limitado, nao vazio do R?, com fronteira I' de classe C?,
definamos o cilindro @ = Q x (0,7), T > 0, do R* = R* x R’ com fronteira
lateral ¥ = T x (0,7) . O problema matematico consiste em determinar u; : @ — R,
para i = 1,2,3, isto é, o vetor 4 (z,t) = (uy (z,t),us (z,t),us(x,t)), solugdo do

problema de valor inicial e de fronteira seguinte

RN RN
u = 0 em % (A.21)

diva = 0 em ()

\ wi(z,0) = wug;(x) em )

0 0 0
Representamos o vetor i (x,t) por u (x,t); grad p = (8p , 8p , 8p ) por Vp
T1 To T3

8u_ 81/4 8U2 8u3 . .
5= ( 5% Bt o ) s Au = (Auy, Aug, Aug) .

Dai obtemos a notagao
3 3
ou Ouy Ous
;ujam <Z“Ja Z aj’;uja_xj)'
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Com esta notagao, escrevemos o sistema de Navier-Stokes (A.21) sob a forma

[ Ou ’ ou
E—VAU—{-;uja—mj = f—Vp em ()
divu = 0 em () (A.22)
u = 0 em X
\ u(z,0) = wup(x) em ()
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