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RESUMO

Esta dissertacao se propoe a explorar o artigo intitulado Matroids induced by packing
wheited subgraphs de M. Lemos. Apresentamos, baseado no artigo de M. Loebl e
S. Poljak, On Matroids induced by packing subgraphs, uma familia F, de subgrafos
de G que preservam a propriedade de o conjunto dos vértices cobertos por algum
F-empacotamento gerarem uma matrdide. Introduzimos os conceitos de familia
hipoemparelhavel, H, e familia fechada de propulsores enraizados II, e mostramos
que se F = HUII, os conjuntos dos vértices dos F,-empacotamentos de peso maximo

de uma matréide, com pequenas restrigoes a funcao peso, formam uma matréide.

Palavras chave: Matematica, Matematica discreta, matréides
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ABSTRACT

The main purpose of this work is to study M. Lemos’s paper named Matroids induced
by packing wheited subgraphs. Regarding M. Loebl e S. Poljak’s article, entitled On
Matroids induced by packing subgraphs, we present a family F, of subgraphs of G,
that maintains the property that any set of vertices covered by some F-packing
generates a matroid. We introduce the concepts a hipomatchable family, H, and
closed family or rooted propellers I1, to show that if 7 = H U II, the maximum
weighted sets of vertices of a F- packing of a matroid turns out to be a matroid,

under a weak conditions imposed to the weight function.

Key words: Mathematics, Discrete Mathematics, Matroids,
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INTRODUCAO

O problema do F-empacotamento em um grafo GG, onde F' é uma familia de sub-
grafos de G, consiste em encontrar um empacotamento ) C F' que cubra o maior
namero possivel de vértices de G. Este problema foi estudado para os casos de

empacotamentos por:

i) arestas [5,71];
ii) copias de um unico grafo H [9];
iii) arestas e copias de um unico grafo H [10];
iv) arestas e subgrafos hipoemparelhdveis de G [3,4,10];

v) subgrafos isomorfos a uma seqiéncia de arestas [1,2,11,12].

Sabe-se que este problema foi resolvido em tempo polinomial nos casos i, w
e v descritos acima [5,4,3,10,8] e que esses possuem uma caracteristica comum: a
de os subgrafos cobertos por esses empacotamentos formarem os independentes de

uma matréide [8,3,12].

G
F

uma matroide, se e s6 se, o problema do (g)—empacotamento é resolvido em tempo

G
F

fos a algum membro de F, sendo F' uma familia finita de grafos. Nesta dissertacao

Loebl e Poljak sugerem a seguinte conjectura: Um ( )—empacotamento induz

polinomial, onde ( ) denota o sistema de todos os subgrafos de um grafo GG isomor-
estudamos exemplos de empacotamentos mais gerais que os descritos acima, mas
que também geram matréides. Uma questdo em aberto é verificar a conjectura
nesses casos, ou seja, que existe algoritmo polinomial para solucionar o problema

F-empacotamento.
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INTRODUGAO vii

Apresentamos no Capitulo 2, baseado em artigo de Loebl e Poljak [14], uma
nova familia F' de subgrafos de G, constituida das arestas de GG, de subgrafos hipo-
emparelhaveis de G e de uma familia fechada de propulsores enraizados, contendo
08 casos i, e v, e que preserva a propriedade de os conjuntos dos vértices cobertos

por algum F-empacotamento gerarem uma matroide.

No Capitulo 4, com base no artigo de M. Lemos [13], trabalhamos em grafos
com pesos nos vértices. Introduzimos os conceitos de familia hipoemparelhédvel,
H, e familia fechada de propulsores enraizados Il e mostramos que, se F' UII, os
conjuntos dos vértices dos F-empacotamentos de peso maximo formam as bases de

um matréide, com uma pequena restricao a funcao peso.

Dando suporte aos Capitulos 2 e 4 acima citados, apresentamos no Capitulo 1,
as matroides: Defini¢gbes basicas e exemplos importantes dentro dessa teoria. E no
Capitulo 3, os empacotamentos econémicos, importantes para tornar mais simples
a leitura do Capitulo 4.



CAPITULO 1

MATROIDES

Os fundamentos da Teoria das Matrdides foram langados por Whitney, em 1935,
[17], tendo evoluido a partir dos trabalhos de Birkoff, Van der Waerden e dele
préprio. Essa teoria nos permite abstrair as propriedades de independéncia comuns

a0s espagos vetorias e aos grafos.

Apresentamos aqui algumas nogoes dentro dessa teoria. Optamos por definir matrdides
de maneira pouco usual, mas que nos permite perceber a abrangéncia de suas

aplicacgoes.

DEFINICOES E EXEMPLOS:

Dados um conjunto finito £, uma familia 7 nao vazia de subconjuntos de F satis-
fazendo a condigao de hereditariedade (I3 € J, I, CI; entao I € J) e uma fungao
peso p : E — RT = [0,00) queremos encontrar um elemento de J que tenha peso
méximo, entendendo-se por peso de X C E, p(z) = >, .y p(z).

Dentre as varias maneiras de atacar esse problema, existe um algoritmo bastante
simples, e por isso chamado de Algoritmo Ambicioso, que funciona da seguinte

maneira:

Em cada passo, escolha o elemento “disponivel” de major peso. Ou seja:
Tendo sido escolhidos ey, ..., e, € E, E, ={ei,...,e,} € J, escolha e, 1 € E\ E,

com e,; de peso maximo tal que {e;,...,e,, epy1} € J.

Verifica-se facilmente que este algoritmo nem sempre funciona, isto é, nem sempre

produz elemento de peso maximo.

Por exemplo: Dado o grafo G com peso nas arestas, representado abaixo, quere-
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mos encontrar um emparelhamento de peso maximo. Se definirmos E como sendo
o conjunto das arestas de G e J como sendo a familia das arestas dos emparel-
hamentos de G, E e finito e J satisfaz a condicao de hereditariedade. Aplicando o
Algoritmo Ambicioso obtemos, no primeiro passo, a aresta de peso 4, e em seguida,
a Unica aresta disponivel: a de peso 1. Encontramos assim um emparelhamento de

peso 5, nao maximo visto que existe um emparelhamento de peso 6.

As estruturas onde o Algoritmo Ambicioso funciona, chamaremos de Matrdides.
Mais precisamente, uma MATROIDE é um par (E,J), E conjunto finito, J C 2F
satisfazendo a condicao de hereditariedade, onde o Algoritmo Ambicioso produz el-
ementos de J com peso maximo, para toda funcao peso p: E — R™.

Exemplo 1.1 Se A é uma matriz m X n sobre um corpo F, F é o conjunto dos
vetores coluna de A e J 4 familia dos subconjuntos linearmente independentes de

elementos de F, entdo (F,J) é uma matrdide, como verificamos a seguir.

Obviamente E é um conjunto finito e, como todo subconjunto de um conjunto
linearmente independente é linearmente independente, a hereditariedade de J ¢é
satisfeita.

Seja p : E — R* uma funcao peso qualquer e suponha que B e J é uma solugao
produzida pelo Algoritmo Ambicioso. Seja B um conjunto linearmente independente

de peso méximo, tendo o maior nimero possivel de vetores em comum com B.

Mostraremos que B = B. Suponhamos B # B. Como os elementos de B foram
escolhidos um a um, seja @; o primeiro vetor de B (obedecendo & ordem da escolha)
que nio estd em B. Como B gera E (B e B sdo na realidade bases de E), & =
Y\v;,v; € B, \; # 0. Observemos que algum dos v;, digamos vj,, nio estd em B

pois, caso contrario, B nao seria linearmente independente.
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Ora, no instante em que ¥; foi escolhido, vj, era candidato, logo p(7;) > p(vj,). Seja
entdo B = (B \ v;,) U ;.

Observemos que B é linearmente independente, logo pertence a J; p(B) = p(B) —

p(vjy) + p(0;) > p(B) entao p(B) = p(B) pois, por hipétese, B tem peso méximo,

porém tem mais elementos em comum com B que B, o que é uma contradicao.

Logo, B = B, ou seja, B tem peso maximo, qualquer que seja p.

Chamaremos de Matréide Vetorial & matrdide obtida dessa forma a partir da matriz
Ae denotaremos por M(A).

Com uma demonstragao analoga a do exemplo anterior, mostra-se facilmente o ex-

emplo seguinte.

Exemplo 1.2 Se G = (V, E) é um grafo, £ = E(G) e J ¢é a familia das arestas
das florestas de G entdao M = (F,J) é uma matréide, entendendo-se por floresta
de um grafo qualquer subgrafo que nao contenha ciclos. A matrdide assim obtida

chamaremos de Matrdide dos Ciclos de G, e denotaremos por M(G).

Esses dois exemplos sao cléssicos na teoria dos matréides e deles se extrai boa parte

de sua terminologia.

Seja M = (E, J) uma, matréide. M é dita uma matréide em E, e E é o seu conjunto
base. Os elementos de J sao ditos independentes de M. E os subconjuntos de FE,
que nao estao em J sao ditos dependentes. Os elementos independentes maximais
sao ditos bases de M, e notaremos por B, ou B(M) se necessério, o conjunto das
bases de M. Os elementos dependentes minimais de M sao chamados de Circuitos

de M e notaremos por C, ou C(M), o conjunto dos circuitos de M.

Duas matréides My = (Ey, J1) e My = (Ey, J2) sao ditas isomorfas se existe cor-
respondéncia biuivoca entre F; e Fy que preserva independéncia. Ou seja, My é
isomorfa a My, My ~ M, se e sé se existe uma bijegao ¢ : Ey — Ey tal que ¥(X)
¢é independente em M, se e s6 se, X e independente em M.

Uma matréide isomorfa a matréide dos ciclos de G, para algum grafo G, é dita

Matroide Grdfica. E diremos que uma matréide M é representdvel sobre F', ou
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F-representdvel, se M é isomorfa a alguma matréide vetorial M[A], para alguma

matriz A sobre o corpo F.

UMA OUTRA DEFINICAO DE MATROIDES — A DEFINICAO VIA BASES

Caracterizamos agora as matrdides via suas bases — independentes maximais. Essa
equivaléncia é para nés destacavel pois nos sera util posteriormente. Na realidade,
as matrdides possuem a rara propriedade de poder ser definida de varias formas:
por seus independentes, por seus circuitos, por meio de duas funcoes, posto e fecho,

até agora nao apresentadas, além das aqui abordadas — via algoritmos e bases.

Assim como as bases nos espagos vetorias, as bases das matréides satisfazem uma

série de propriedades. Mostraremos inicialmente:

Proposicao 1.3 Se B; e By sao duas bases da matréide M e x € By \ B entao
existe y € By \ By tal que (By/y) Uz C By € B(M).

Demonstragao: Sejam B; ¢ B, duas bases de M e x € B; \ By, e defina a fungao
peso p: E — R* tal que

1 se eeBiNBy ou e==x
ple)=49 1—¢ se e€ By\ By

0 nos demais casos.

onde e € R, € > 0.

O Algoritmo Ambicioso, nesse caso, escolheria inicialmente os elementos de By N By
e o elemento . Em seguida pegaria alguns elementos de B, \ Bj, digamos os de
By C By \ By. Por tltimo poderia pegar elementos de peso zero, digamos de um

conjunto B’.

Seja By = (By N By) U{z} N B, N B’ a base obtida pelo algoritmo. (Observe que
o algoritmo produz sempre independentes maximais, ou seja, bases, uma vez que a

funcao peso nao assume valores negativos).

Como M é uma matréide, p(Ba) > p(B) qualquer que seja o independente B. Em
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particular, p(B4) > p(Bs), ou seja:

Logo |By| > | By \ By| — 1. Assim, existe y € By \ By tal que B, O By \ (B1Nvy). E
entao, dado x € By \ By, existe y € By \ By tal que

(B \y) Uz C By € B.

como queriamos demonstrar. |

A proposicao anterior (Proposi¢ao 1.3) é também conhecida como um dos axiomas
da troca. Existem varios outros axiomas da troca, aparentemente mais fortes, mas

na realidade equivalentes.

Nosso proximo passo serd demonstrar a reciproca dessa proposicao.

Proposicao 1.4 Seja B uma cole¢cao nao vazia de subconjuntos de um conjunto
finito E tal que: se By, By € B ex € By \ B, entao existe y € By \ By e By € B tal
que (B2 \ y) Ux C Bs. Entao B é o conjunto das bases da matréide M = (E,J),
onde J é a colegao de subconjuntos de F contidos em algum elemento de B.

Demonstracao: E imediato ver que J satisfaz a condicao de hereditariedade. Seja
p: E — R" uma funcao peso qualquer, B um elemento escolhido pelo Algoritmo
Ambicioso e B um elemento de peso méximo de M tal que |B N B| seja a maior
possivel. Mostraremos que B = B. Supondo B # B, sejam B = (l~71,...,gm)
ordenados decrescentemente (nos pesos) e seja bi o primeiro elemento de B tal que
bi # b;. (Vamos supor b; € B pois, se b; ¢ B, podemos reordenar os elementos de
B de tal forma que b; = b;). Entdao p(b;) > p(b;) Vj > i. Por hipétese, existe
b, € B\ B tal que B = (B \ b;,) Ub;subsetB € B. Mas p(B) > p(B) pois jo > i.

Logo p(B) = p(B), visto que p(B) é maximo.

Assim, B é uma base (de peso méximo) com mais elementos em comum com B que
B, contradizendo a maximalidade da intersecao de B com B. Logo B = B, como

queriamos demonstrar. [ ]

Das proposigoes 1.3 e 1.4 decorre a seguinte proposigao:
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Corolario 1.5 Se B é uma colecdao nao vazia de subconjuntos de um conjunto finito
E, entao B é a colecao das bases de uma matréide se e so se B satisfaz: se By, Bs € B
ex € By \ By, entao existe y € By \ By e By € B tal que (By \ y) Uz C Bs. [ ]

Continuaremos a explorar um pouco mais o comportamento das bases, nao por
constituirem em si um assunto atraente, mas por nos proporcionarem ferramentas

necessarias a conclusao de fatos interessantes posteriormente.

Proposicao 1.6 Se By e B, sao duas bases de uma matréide M e x € By \ B,
entao existe y € By \ By tal que (B, \ ) Uy C B3 € B(M).

Demonstragao: Dados By e By € B e x € By \ By construa a fungao peso p :
E — R definida por

ple) =

1 se e€ (By\x)UDBs
0 nos outros casos.

Se o Algoritmo Ambicioso j& pegou todos os elementos de B; \ z (e nada impede que
assim o faga), deve existir pelo menos um y € By \ By tal que B = (B \ ) Uy seja
um independente — caso contrario o algoritmo nao poderia produzir um elemento

By de peso méximo. Entao (B; \ ) Uy C By € B, como queriamos demonstrar. l

Proposicao 1.7 Toda base de uma matroide tem a mesma cardinalidade.

Demonstragao: Seja M uma matrdide e defina p : E — RT tal que p = 1.
Observamos que, nesse caso, o peso de um independente qualquer é igual a sua car-
dinalidade, e o Algoritmo Ambicioso pode escolher qualquer maximal independente
(ou seja, qualquer base). Logo |B;| = |Bs|, VB, Bs € B.

Segue diretamente do Corolario 1.5 e das proposigoes 1.6 e 1.7:
Corolario 1.8 Se By e By sao duas bases de uma matrdide M e x € By, entao:
i)3Jy € By \ By tal que (Bs \y)Uxz € Be

ii) 3y’ € By \ By tal que (B; \z)Uy € B.
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Com uma demonstracao bastante técnica e envolvendo conceitos ainda nao abor-
dados, mostra-se que, nas hip6teses desse Coroldrio podemos escolher y = 3. Esse

resultado é conhecido como o axioma de troca, versao forte, e o enunciaremos como:

Proposigao 1.9 Se By e By sao duas bases de uma matréide M e x € By \ By,
entao existe y € By \ By tal que (B; \z)Uy € Be (By\y)Ux € B.

O corolario abaixo segue imediatamente dos corolarios 1.5 e 1.8, encerrando assim

as equivaléncia via bases.

Corolario 1.10 Seja B uma colecao nao vazia de subconjuntos de um conjunto E.
Entao B é a colecao das bases de uma matréide se e s6 se B satisfaz: se By e B € B
ex € By \ By, entao existe y € By \ By tal que (B;\z)Uy € Be (By\y)Ux € B.

MAIS EXEMPLOS: DUAL E MENORES A FUNCAO POSTO.

Destacamos alguns exemplos de matrdides obtidos a partir de uma matréide dada

e apresentamos algumas conseqiiéncias interessantes.

Iniciamos mostrando que, dada uma matréide M, definida num conjunto E, pode-
mos definir uma outra matréide M™ dita Matrdide de Dual de M, também definida

em F| cujas bases sao os complementos das bases de M.

Proposicao 1.11 Se M é uma matréide em E entao B*(M) ={E\ B;B € B(M)}
€ o conjunto das bases de uma matroide em FE.

Demonstragao: Dados B} e By € B* e x € B} \ B;, queremos mostrar que existe
y € B\ By tal que (B3)Uy € B* pois, pelo Corolério 1.5, B* é o conjunto das bases
de uma matrdide.

Seja B; = E'\ Bf. Entao B; € B(M) e B{ \ B = By \ By. Como z € Bf \ B;, = €
By \ By, logo, pelo Corolario 1.8, existe y € By \ By tal que (By \ ) Uy € B(M).
Massey € Bo\ By, y € Bi\ Bs e E\[(B2\ z)Uy| € B* pois (B, \ #) Uy| € B. Mas
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E\[(B2\z)Uy] = [(E\B2)\y)Uz] = (B3 \y)Ux € B*, finalizando a demonstragao.ll
Observemos que B(M*) = B(M) e que dualidade é idempotente, ou seja (M*)* = M.

Em seguida mostramos que, se M = (E,J) é uma matrdide, T C E, e J|T = {I C
T:1e€J}, entao M|T = (T, J|T) forma uma matrdide: a Matréide Restrigao de
M a T, algumas vezes chamada de delegao de E \ T' e notada, por M \ (E\ T).

Claramente as bases de M|T" sao da forma B|T', onde B é uma base de M.

Proposicao 1.12 Se M = (E, J) é uma matréide e T C E, entao M|T = (T, J|T)

é uma matroide.

Demonstracao: Seja p : T — R uma funcio peso qualquer e B um elemento

maximal de J|X escolhido por meio do Algoritmo Ambicioso.

Se supusermos p(B) nao maximo, podemos construir p' : E — R* definida por

Je) = ple) se eeT
0 se ec E\T

e o Algoritmo Ambicioso poderd gerar o elemento B U C, para algum C' C E \T,
logicamente com peso nao maximo, contradizendo o fato de M ser uma matréide.

Logo B tem que ter peso maximo e assim M|T é uma matréide. |

Definimos a contrag¢iao de T C E, como sendo a matréide M/T = (M*|(E\T))* =
(M=\T)".

Toda matrdide obtida a partir de M por meio de restri¢ao e/ou contracao é chamada

de menor de M.

Dada uma matréide M = (E,J), para cada T C E podemos associar o nimero
real p(T') = |Br|, onde By é uma base da matréide M|T', e construir, dessa forma,
a funcdo p : 28 — R, Fungdo Posto da Matréide M. (Observemos que p estd
bem definida pois vimos, na Proposicao 1.7, que toda base de uma matréide tem

a mesma cardinalidade). E define-se Posto da Matréide M, p(M), como sendo o
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posto do conjunto E, ou seja, p(M) = p(E).

Mostra-se que a fungao posto goza de algumas propriedades, a saber:
(pl) se X C E,entao 0 < p(X) < |X]|;
(p2) se X CY C F, entao p(X) < p(Y)
(p3) p(XUY) +p(XNY) <p(X)+p(Y), VX, YCE,

e que essas propriedades sdo suficientes para definir uma matréide M em E, onde
os independentes sao os subconjuntos X de E tais que p(X) = | X].

A propriedade (p3), tnica de verificacdo nao imediata, é chamada de Desigualdade
de Semimodularidade e, devido a simplicidade de sua verificagdo, exibiremos sua
demonstragao.

Proposigao 1.13 A funcgao posto de uma matréide M = (E, J) satisfaz:

P(XUY)+p(XNY) < pX)+p(Y), VX,V C E.

Demonstragao: Seja Bxny uma base para M (X NY'). Entdo Bxny é um inde-
pendente de M (X UY'), logo contido numa base By y dessa matréide. Por (p2),

|Bxuy NY| < p(Y)
|Bxuy N X| < p(X),
entao:
P(X)+p(Y) < |Bxoy NY|+|Bxuy N X| =
=|(Bxuy N X) N (Bxuy NY)| + |(Bxuy N X) U (Bxuy NY)| =
=p(XNY)+p(XUY).

Decorre diretamente das definicoes de dual e posto:

Proposicao 1.14 p(M) +p(M*) = |E| onde M = (E,J).



MATROIDES 10

Exemplo: Matréide Uniforme

Se E e um conjunto de n elementos e J ¢ a familia dos subconjuntos de E de
cardinalidade < k, onde k < n, é facil ver que (F,J) é uma matréide, conhecida

como Matréide Uniforme e notada por Uy,. Nesse caso, segue sem dificuldade que:

*
U]{J,TL ~ nfk’n .

Assim, o dual de uma matréide uniforme é ainda uniforme. Entéo a classe dos

matréides uniforme é fechada para dual.

E, se T C E com |T| = t, temos:

Uk,n’T ~

Uk—tn—t se t <k

Upn—t se t>k.

Observando que a restrigao e a contragao de uma matrdide uniforme é ainda uni-

forme, podemos concluir que qualquer menor de uma matréide uniforme é uniforme.

Adiantamos que nem todas as classes de matrdides gozam dessa propriedade. As

classes que gozam dessa propriedade sao ditas fechadas para menores.

A funcao posto de Uy, é dada por

| X| se |X|<E
p(X) =
k se |X|>k.

Exemplo: Matréide Grafica

Vimos, no exemplo 1.2, que se G é um grafo, M(G) é uma matrdide nas arestas de

G, cujos independentes sao as arestas das florestas de G. Assim, X C F = E(G)
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é uma base para M(G) se e s6 se G[X] é uma floresta maximal de G (onde G[X]
é o subgrafo de GG induzido por X, ou seja, é o subgrafo de GG cujas arestas sao as
arestas de X e os vértices sao os vértices terminais das arestas de X). No caso de

G ser conexo, X C FE(G) ¢ base se e s6 se G[X] é uma drvore geradora.

Da teoria dos grafos temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.15 Se T é uma drvore entao |T| = |V(T)| —1 e, se T é uma florestas
com w(T') componentes, |T'| = |V (T')| — w(T).

E fécil verificar que, se X C E(M),

Proposicao 1.16 M(G)|X = M(G|X) = M(G[X]) e M(G)/X = M(G/X) (onde
G/X é um grafo obtido a partir de G contraindo-se as arestas de X, isto é, deletando-

se as arestas de X e identificando seus vértices terminais.)

Podemos concluir entdo que a fungao posto de M(G) é dada por

Proposicao 1.17 p(X) = |V(G|X])| — w(G[X]), VX C E(G) e, se G é conexo,
p(G) = V(G)| - 1.

E, da Proposicao 1.16, podemos concluir que a classe das matréides gréficas é fechada
para menores.

Veremos a seguir que a classe das matréides graficas nao é fechada para dual.

Proposicao 1.18 M*(K5) e M*(K33) nao sao matréides graficas.

Antes de demonstrar a Proposi¢ao 1.18, mostraremos um fato bastante simples que

serd necessario nessa demonstracao.

Proposigao 1.19 Se M é uma matréide grdfica, entao M ~ M(G) para algum

grafo G conexo.
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Demonstragao: Suponha G nao conexo e Hy,..., H, suas componentes conexas.
Escolha um vértice v; de cada componente H;, 1 < i < n, e identifique-os num
unico vértice. Obtemos assim um novo grafo overlineG conexo. Como E(G) =
E(G) e nenhum ciclo foi criado com essa identificacio, G[X] é floresta se e 56 se
overlineG[X] é floresta, onde X C F(G). Entdo M(G) ~ M(G), com G conexo. B

Demonstragao da Proposigao 1.18: Suponhamos que M*(Kj3) seja grafica e seja
G um grafo conexo (pela Proposigao 1.19 ), tal que M*(K5) ~ M(G). Como M (K5)
tem 10 elementos e posto 4, pelas proposicoes 1.14 e 1.17, M(G) tem 10 elementos e
posto 6. Entao, pela proposicaol.17, G tem 7 vértices e 10 arestas. Assim, podemos
concluir que G tem um vértice de grau no maximo 2 (se todos os vértices possuis-
sem grau pelo menos 3, como Ydv = 2|E|, G teria que ter pelo menos 10,5 arestas).
Entao, K5 tem um circuito de tamanho no maximo 2, pois G tem um corte minimo
(por aresta) de tamanho no maximo 2 que é absurdo. Logo M*(K5) nao é grafica.

Para M*(K33) a demonstragao é bem parecida. [

Lembremos que um grafo é dito plano se é desenhado no plano cartesiano de tal
forma que suas arestas se interceptem apenas nos seus vértices terminais. E um

grafo é dito planar se é isomorfo a algum grafo plano.

Nosso proximo passo serd demonstrar que se G é um grafo planar, entdao M*(G) é
grafica.
Antes porém recordemos que, dado um grafo plano G, o dual (geométrico) de G, G*,

¢é construido da seguinte forma:

e No interior de cada face F; de G, escolhe-se um ponto v;. O conjunto desses

pontos serd o conjunto dos vértices de G*.

e cada aresta e¢; de G ¢é fronteira de 2 faces F,, e F},, nao necessariamente dis-

tintas, entao:
Se n # m, constréi-se aresta e*, ligando v* a v:. Se n = m constréi-se o laco
) 30 n m

e}, com base em vy,. Essas arestas serao as arestas de G*.

Lembremos que as faces do grafo plano G sao as regioes conexas em que o plano
cartesiano fica dividido mediante as arestas de GG. Observemos que G* é um grafo

plano que satisfaz (G*)* = G.
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Um dual de um grafo planar G é o dual de algum grafo plano H, isomorfo a G.
(H é dito uma representagao planar de G). Um grafo planar pode ter varias repre-

sentagoes (planares) e estas podem gerar duais nao isomorfos. Entretanto:

Teorema 1.20 Se G é um grafo planar e G* é o dual (geométrico) de alguma
representacgao planar de G, entao M*(G) ~ M(G*).

Demonstracao: Para facilitar a demonstracao, chamaremos de H uma repre-
sentacao planar de G e H* seu dual geométrico. Temos que mostrar entdao que
M*(G) = M(H*).

Se G ¢ uma arvore, B(M(G)) = {E(G)} logo B(M*(G)) = {¢}. Como H* tem um
unico vértice e alguns lagos, B(M(H*)) = {¢}. Logo M*(G) ~ M(H").

Seja entao G planar nao arvore (isto é, G contém algum ciclo). Suponhamos, sem
perda de generalidade, G conexo — caso desconexo poderiamos analisar cada com-

ponente separadamente.

Suponhamos que T" é o conjunto das arestas de uma arvore geradora de H (T é uma
base para M(H)). Seja T" as arestas correspondentes em H*. Mostraremos que
T* = E(H*)\T" é conjunto das arestas de uma arvore geradora de H*, ou seja, T* e
incidente a todos os vértices de H* e T™ nao contém ciclos. T™ tem que ser incidente
a todos os vértices de H* pois, caso contrario, 1" conteria um ciclo, contrariando a
hipotese de T ser arvore. Agora se C' é um ciclo contido em 7™, entdo em H, a drea
(plana) dentro de C' contém pelo menos 1 vértice v de H e: ouv € E(T) ou T é
desconexo. Absurdo. Assim, se T' é base M(H), E(H*)\ 1" é base para M (H*).
Com um raciocinio andlogo mostra-se que toda base de M (H*) é assim obtida de
um base de M (H). Logo M(H*) = M*(H).

Entao, se G é um grafo planar, M*(G) é uma matréide grafica. [ |

MATROIDES REPRESENTAVEIS

Faremos aqui alguns comentarios e observagoes sobre essa importante classe de

matréides sem, no entanto, nos deter em detalhes e demonstracoes.
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Observemos inicialmente que se M ¢é uma matréide F-representével, (M =~ M[A]
para alguma matriz A sobre um corpo F') A nao é, em geral, unicamente determi-
nada. Verifica-se facilmente que M nao se altera, se efetuarmos algumas operagoes
sobre a matriz A, tais como: mudanca de linha, mudanca de coluna, multiplicacio

de uma linha por um escalar nao nulo de F', delecao de uma linha nula, etc.

Mediante essas operacoes toda matriz pode se reduzir ao que se chama de Forma
Standard para M. A pode ser reduzida a forma [I|D] onde é a identidade r x r e

D é alguma matriz r x (n — ) sobre F.

Usando-se a nogao de posto de uma matriz mostra-se que:

Proposicao 1.21 Se M é a matréide vetorial de [Ig, D], entao M* é a matréide
vetorial de [—D™|I,,_,].

E entao podemos concluir que:

Proposicao 1.22 O dual de uma matréide representavel sobre F' é ainda repre-

sentavel sobre F.

Ou seja. As matréides representaveis sao fechadas para dual.

Seja A uma matriz e T C E = {colunas de A}. Denotemos por A \ T a matriz
obtida de A, deletando-se as colunas de T'. Observa-se que:

Proposicao 1.23 M[A|\T = M[A\ T].

E entao podemos concluir que: todo menor de uma matréide F-representavel é F-

representavel.

Daremos em seguida algumas defini¢coes para podermos apresentar alguns resultados

relevantes.

Uma matréide é dita bindria se é representdvel sobre GF(2), ¢ dita terndria se é

representavel sobre GF'(3), e é dita reqular se é representavel sobre todo corpo.
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Define-se a Matrdide de Fano — F; — como sendo a matréide M ~ M[A] onde

Por exemplo, a matréide de U, 4 é terndria: Us 4 ~ M[A] onde A =

sobre GF(3). E é simples ver que nao é nem bindria nem regular.

N

|
o O =
o = O
= o O
S =
o = O

10
0 1 | sobreGF(2)
10

(Essa matréide advém de uma interpretacao do plano projetivo de 7 pontos, o
plano de Fano).

Dado um grafo G qualquer, podemos atribuir, arbitrariamente, direcdo a suas arestas
e gerar assim o grafo dirigido D(G). A partir de D(G) constréi-se a matriz AD(G)
- matriz de incidéncia de D(G) — cujas linhas e colunas sao indexadas pelas arestas
e vértices de D(G) onde:

1 se o vértice ¢ é terminal de
uma aresta j (nao lago)
a;; = ¢ —1 se o vértice ¢ é inicial de

uma aresta j (nao lago)

0 nos outros casos.

Se F' é um corpo qualquer, seja Ap(e)(F') a matriz obtida de Ap(gy com suas en-
tradas reduzidas médulo F', mostra-se que M(G) ~ M[Ap(c) (F)] o que nos permite
concluir:

Teorema 1.24 Toda matréide grafica é regular.

Tutte [15] apresenta condigdes necessdrias e suficientes para que uma matréide seja

grafica ou regular, em termos da exclusdo de menores:

Teorema 1.25 Uma matréide M é bindria se e s6 se nao contém menores isomorfos
a U274.
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Teorema 1.26 Uma matroide M é regular se e s6 se é bindria e nao contém menor

isomorfo a F; ou F7.

Teorema 1.27 Uma, matréide M e grafica se e s6 se é regular e nao contém menor
isomorfo a M* (K3 3) ou M*(Ks5).

MATROIDES E EMPARELHAMENTOS

Vimos que os grafos nos fornecem, por meio de suas arestas, uma classe importante
(até mesmo motivadora) na Teoria das Matréides. Veremos agora que os grafos,
através de seus vértices, nos fornece outra classe de matréides — a matroide dos

emparelhamentos.

Dado um grafo G simples (sem lagos ou arestas multiplas), lembramos que um
emparelhamento em G é um conjunto M de arestas de G sem que duas delas sejam

adjacentes.

Um emparelhamento M cobre ou satura um vértice v de G, ou v e M-saturado, se
alguma aresta de M e incidente a v. E um conjunto X C V(G) é dito coberto pelo

emparelhamento M se cada um dos seus vértices e coberto por M.

Um emparelhamento M é dito mdximo se cobre o maior nimero de vértices de G,

e E dito perfeito se cobre todos os vertices de G

Um caminho C é dito M-alternante se C' alterna arestas de M e E(G)\ M. Um
caminho M-alternante é dito um caminho de aumento se seus vértices terminais nao

sao M-saturados.

A proposigao seguinte é conhecida como o Teorema de Berge (1957) e nos fornece
uma estratégia interessante para atacar problemas envolvendo maximalidade (por
enquanto) de emparelhamento.

Proposicao 1.28 Um emparelhamento M é maximo num grafo G se e s6 se G nao

contém caminho de aumento em relacao a M.

Demonstracao: Suponha que G contém um caminho de aumento L em relagao a
M. Defina entaio M = MAE(L), onde AAB denota a diferenca simétrica de A e
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B, AAB = (A\ B)U(B\ A), e E(L) é conjunto das arestas do caminho L. M é
um novo emparelhamento (que coincide com M fora de L, e em L coincide com os

elementos de £\ M) com |M| = |M|+ 1, contrariando a hipétese de M ser maximo.

Suponha M nao méaximo, ou seja, suponha que existe M’, emparelhamento de G,
tal que |[M’'| > |[M|. Seja H = G[MAM']. Observemos que todo vértice v de H
tem grau 1 ou 2, uma vez que existe no maximo uma aresta de M e uma de M’
incidente a v. Assim cada componente conexa de H é um ciclo par (se fosse impar
haveria necessariamente duas arestas de um mesmo emparelhamento incidindo so-
bre um mesmo vértice), ou um caminho alternante em M e M’. Como H contém
mais arestas de M’ que M, haverd um caminho de comprimento impar e vértices

terminais nao M-saturado — logo de aumento em relagao a M. |

Denotaremos por Mg (G) a familia dos subconjuntos de V/(G) cobertos por algum

emparelhamento de G.

Teorema 1.29 Se G é uma grafo simples, entao Mg (G) é a cole¢ao dos indepen-

dentes de uma matroide.

Demonstragao: Sejam B; e B elementos maximais de Mg e v € By \ Bs.
Mostraremos que existe y € By \ By tal que (By \ y) Uz € Mg (G) e, pela

Proposigao 1.15, concluiremos que Mg ) (G) é uma matréide.

Sejam M; e My emparelhamentos maximos de G tais que V(M) = By e V(M,) =
Bs.

Observemos que G[M;AMs,] é um grafo cujas componentes conexas sao ciclos pares
ou caminhos necessariamente pares pois se existisse um caminho de comprimento
impar teriamos um caminho de aumento em relacao a M;, para algum i, que por

hipétese é maximo.

Como x € B; \ By, existe pelo menos um caminho par P, cujos vértices terminais
séoxEBl\BgeyGBQ\Bl.
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Se M = MyAE(P) entdo M é emparelhamento de G tal que
V(H) = (BQ \ y) Nx = E € ME(G)(G),

como queriamos demonstrar. |

Teorema 1.30 Se G = (V,FE) é um grafo, entao a funcao posto da matrdide
Mg (G), definida em V(G), e dada por:

p(A) = pin(|A] + [T] —0(4.T),
onde A C V(G) e 0(A,T) é o numero de componentes impares de G \ T, que estao

contidas em A.

A demonstragao desse teorema se encontra no Welsh [16] e foge ao nono objetivo

aqui reproduzi-la.

Provavelmente o mais importante resultado sobre emparelhamentos foi obtido por
Tutte (1947) e responde quando um grafo G tem emparelhamento que cobre todos
os seus vértices. Tutte mostra que, uma condicao trivialmente necessaria — a de o
nimero de componentes impares do grafo G \ X, onde X C V(G), nao ser maior

que | X|, é também suficiente para garantir a existéncia de tal emparelhamento.

Veremos a seguir que tal resultado — o conhecido Teorema de Tutte — pode ser obtido

de maneira mais simples através do posto de matréides Mg (G).

Teorema 1.31 Teorema de Tutte: Seja G um grafo simples, conexo. Entao G tem

emparelhamento perfeito se e s6 se

oV, T) <IT].

Demonstragao: Se G tem emparelhamento perfeito entdao p(V)) =V, ou seja
min(|V|+|T] - 0(V,T)) = |V
logo min(|7'| — 0(V,T)) = 0 e entdo

T = 0(V,T).
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Se O(V,T) < |T| entao O(V,T) — |T| <0e
fd 1 — >
p(v) %3(|V| +|T| -0V, T)) = |V|

mas se T = ¢, |T| — 0(V,T) = 0 entao p(V) = |V], ou seja, G tem emparelhamento
perfeito.

A funcao posto de Mg (G) nos permite ainda demonstrar a generalizacao do Teo-

rema de Tutte, enunciada abaixo:

Teorema 1.32 Seja G = (V, E) um grafo simples e conexo. Entao, o nimero de
vértices nao cobertos por emparelhamento maximo é dado por:

max(0(V, T) — |T)).

Demonstracao: O numero de vértices nao cobertos por um emparelhamento maximo

¢é dado por:

VI=p(V) = V] —min(|V] +|T] - 0V, T)) = max(0(V, T) — |T).

n
cv



CAPITULO 2

MATROIDES E EMPACOTAMENTOS EM GRAFOS

Seja G um grafo e F' uma familia de subgrafos de G. Um conjunto @) C F' é dito
um F-empacotamento se qualquer dois grafos de @) sdo vértices disjuntos. (Um
emparelhamento em G é um F(G)-empacotamento). Um vértice v é dito coberto
pelo F-empacotamento () se v pertence a algum grafo de (). Um conjunto X de
vértices de G é dito coberto por @) se cada elemento de x é coberto por (). Um
F-empacotamento @) é dito maximal se nao existir outro F-empacotamento @)’ com
V(Q) € V(Q'). Notemos por Mp(G) a familia de subconjuntos de V(G), cobertos

por algum F-empacotamento.

Vimos, no Teorema 2.9, que para F' = FE(G), Mp(G) é a colegao dos independentes
de uma matréide. Em [3], esse resultado foi estendido para F' = E(G)UH, onde H
é um conjunto de subgrafos hipoemparelhdvel de G. (Um grafo H é dito hipoempar-
elhdvel se H \ v tem emparelhamento perfeito, para todo v € V(H)). Um resultado
equivalente foi obtido em [12], para a familia F' de todos os subgrafos de G isomorfos

a uma estrela S; = K2, 1 <4 <n, para algum inteiro n fixo.

Mostraremos aqui que é possivel construir uma nova familia F', contendo as referidas
acima, mantendo a condigao de Mp(G) formar a colecao dos independentes de uma

matroide.

Antes, porém, necessitamos introduzir o conceito de familia fechada de propulsores

enraizados, além de algumas outras definicoes de menor porte.

Diremos que um grafo conexo H é um k-propulsor se existe um vértice ¢ de H, dito
seu centro, tal que H \ c consista de k+ 1 componentes conexas Dy, Dy, - -+ , Dy onde

|Do| =1 e cada D; e hipoemparelhavel.

Um k-propulsor é dito enraizado se, dentre os possiveis vértices de grau 1 (existe

pelo menos um) destacamos um deles que serd chamado de raiz.

20
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Observemos que um mesmo k-propulsor H, pode gerar varios propulsores enraiza-

dos, exatamente tantos quantos seu nimero de vértices de grau 1.

Observemos também que a raiz r de um propulsor enraizado H estd necessariamente
ligada ao centro ¢ de H, uma vez que, em cada componente (hipoemparelhdvel por

defini¢ao) nao pode existir vértices de grau um. A aresta rc é dita haste de H.

Se H é um propulsor enraizado de centro ¢ e raiz r, chamaremos as componentes
conexas de H \ ¢, diferentes de r, de laminas e denotaremos por D(H) ao conjunto
das laminas de H.

Seja G um grafo e P uma familia de propulsores enraizados que sao subgrafos de G.

Tal familia é dita fechada se satisfaz os axiomas:

(P1) da hereditariedade:
se H e H' sdo propulsores com mesma haste, H € P ¢ D(H') C D(H), entao
H eP.

(P2) da mudanca de haste:
se H € P tem centro c e raiz r, e v’ é um vértice de G\ H, adjacente (em G)
a ¢, entdao o propulsor (H \ r) U7r’c, enraizado em 77, pertence a P.

(P3) da mudanca de lamina:

se H e H' sao propulsores com mesma haste rc e D(H') € D(H), entao,
para toda lamina D de H disjunta das laminas de H’, existe lamina D’ €
D(H")\ D(H) tal que o propulsor H”, com haste rc e laminas (D(H’)\ D')UD

pertence a P.

Estamos em condigbes agora de enunciar o resultado antes mencionado:

Teorema 2.1 Seja G um grafo e F' = E(G)UHUP, familia de subgrafos de G onde
cH é uma familia de subgrafos hipoemparelhaveis de G e P é uma familia fechada

de propulsores. Entao Mp(G) é a colecao dos independentes de uma matraide.
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A demonstracao que apresentaremos, segue muito de perto a apresentada por Loebl
e Poljak em [14], com algumas alteragoes que percebemos necessarias para podermos

garantir validade do resultado.

Como no artigo citado, antes de iniciarmos a demonstracao, introduziremos um

pouco de linguagem e provaremos um lema bastante central na demonstragao.

Seja Q um F-empacotamento. Notaremos por V(Q) e E(Q) os conjuntos de vértices
e arestas, respectivamente, que pertencem a algum grafo de Q.

Uma aresta é dita livre se pertence a Q.

Um vértice v € V(Q) é dito critico em @ se v for coberto por um grafo hipoempar-
elhavel ou por alguma lamina de algum propulsor de Q.

Uma arestae € E(Q) ¢é dita livre se e (considerada como 2-clique) pertence a Q.
Notaremos por S(Q) o conjunto das arestas livres de @ e hastes dos propulsores de
Q. Definimos um z-caminho alternante com respeito a () como sendo um caminho
com vértice inicial z e contendo alternadamente arestas de S(Q) e E(G) \ E(Q), de

tal forma que o primeiro vértice de cada haste seja sempre seu centro.

Lema 2.2 Se P ¢ um xz-caminho alternante com respeito a () de comprimento
impar, x nao coberto em @, e seu vértice terminal y sendo critico, raiz ou nao

coberto, entao () nao é maximal.

Demonstragao: Se y é nao coberto, defina Q' por E(Q') = E(Q)AP (lembrando
que dados A e B conjuntos, AAB = (A\ B) U (B \ A4)). Notemos que @' é um
F-empacotamento pois P satisfaz o axioma da mudanca de haste e todas as arestas
de G estao em F.

Notemos também que V(Q') = V(Q) U {z,y} logo @ nao é maximal.

Se y é critico, seja W o hipoemparelhavel que é membro de H ou é uma lamina de
algum propulsor de P que cobre y. Seja M o emparelhamento perfeito de W \ y.
Defina @’ por E(Q') = (E[V(Q)\V(W)]AP)UM. Q' é um f-empacotamento pelas
razoes do caso anterior acrescentando que P satisfaz o axioma da hereditariedade.
Observemos que V(Q') = V(Q) U {z}. Logo @ é ndo maximal. Absurdo.
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Finalmente, se y é raiz de um propulsor H € P, seja D uma lamina qualquer de
H e r’ € D um vértice adjacente ao centro ¢ de H. H' = H\ (D Uy) Ucr é um

propulsor com raiz r’ ou a aresta cr’.

Defina Q' por E(Q') = [E((Q\H)UH")AP|JUM. @' é novamente um F-emparelhamento
pelos axiomas da hereditariedade e da mudanga de haste e V(Q') = V(Q) U z, con-
trariando a maximalidade de Q). |

Observemos que este Lema 2.2 pode ser enunciado como:

Corolario 2.3 Seja P um x-caminho alternante com respeito a () e x nao coberto

em (). Se P é maximal e de comprimento impar, entao () nao é maximal. |

Por fim definimos a distancia entre dois F-empacotamentos @Q e Q' por:

d(Q, Q") = [S(@Q)\ E@)| +[S(@)\ E@)| + V(&) D(Q)AD(Q)].

Demonstragao do Teorema 2.1: Queremos mostrar que Mp(G), familia dos
conjuntos dos vértices de G cobertos por algum F-empacotamento de G, forma o

conjunto dos independentes de uma matroide.

Mostremos entao, usando a Proposicao 1.5, que B = {B = V(Q), @ F-emparelha-
mento maximal} é o conjunto das bases de uma matrdide em V(G). Ou seja:

(x) dadas Be B’ € Bex € B\B, existey € B'\Be B"” € Btal que (B"\y)Ux C B".

Suponhamos que existe um grafo G tal que (%) nao é verdade para os elementos
maximais de Mp(G). Sejam @ e Q' F-empacotamentos maximais de G com B =
V(Q), B'=V(Q') tais que: existe vy € B\ B’ tal que, para todo w € B"\ B e toda
B" e B, (B'\w)Uuvy  B". Escolhamos @ e @’ de forma que d(Q, Q') seja minima.

Vamos analisar trés casos para tal vo € B\ B":
Caso A: vy é néo critico;

Caso B: vy é critico pertencente a um hipoemparelhavel;
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Caso C: vy é critico pertencente a uma lamina; que esgotam as possiveis possibili-

dades para vyg.

Caso A: vy é nao critico, ou seja, existe e = vou € S(Q).

Deve entao existir v € B’ tal que P = (vou, w’) é um vp-caminho alternante
(caso contrério P = (vou) seria um caminho de aumento em rela¢ao a @', que é
absurdo pelo Corolério 1.3. Defina Q por E(Q) = E(Q')AP e observe que V(Q) =

B = (B'\ v') Uv,. Usando-se a propriedade de mudanca de haste ou simplesmente
permutando-se uma aresta livre, observamos que ) é um F-empacotamento. No
entanto, nao podemos garantir que B é um elemento maximal de My(G). Sabemos
simplesmente que ele terd a mesma cardinalidade de um maximal o que, até o
momento, nao nos permite concluir sobre sua maximilidade. Entretanto podemos

afirmar que B estd contido num maximal B” € B, ou seja,

B=(B'\v)Uuv C B" € B.
Analisando as possibilidades de v" € B’, em relagao a B temos:

Caso A.1: v' € B"\ B.

Como B = (B'\v')Uvy C B”, B e B" satisfazem (x), contrariando a suposicio de

nao (x).
Caso A.2: V' € B.

Observemos que v' &€ B” pois, se assim o fosse, B” D B’ — absurdo pois B’ é maximal
(B" > B=(B'\v)Uuw). Assim, v' € B\ B".

Como d(B, B") < d(B,B"), B e B’ devem satisfazer (x), e entdo, existe v € B"\ B
e B" € B tal que (B" \v")uv C B".

~Sev" € B, (B'"\v")Uwvy C (B"\v")Uv" C B” e entdo B e B’ satisfazem (x) e
chegamos a uma contradicao.

~Sev" ¢ B', B' C B'Uvg C (B"\v")Uv' C B”, contrariando a maximalidade de B’.

OBS.: O resultado a que chegamos na tltima parte do Caso A.2, vai ser usado outras
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vezes durante a demonstracao do Teorema, justificando assim enuncié-lo como:

Lema 2.4 Sejam B, B' e B" € B, v € B, v/ € B'e B" O (B"\v')Uwvy. Se B e

B" satistazem (%), entao B e B’ também satisfazem.

Caso B: Vj é critico pertencente a um hipoemparelhavel W.
Dividiremos este caso em dois subcasos:

Caso B.1: Todos os vértices de W'\ vy sdo cobertos por arestas livres de @', inteira-

mente contidas em W.

Nesse caso podemos construir um F-empacotamento @, a partir de ', retirando-se
todas as arestas que estao em V e adicionando-se o proprio W. Observemos que
V(Q) = V(Q) Uy, e assim Q' ndo é maximal. Absurdo.

Caso B.2: é a negacao do Caso 2.1, que podemos traduzir da seguinte forma: existe
w € V(W), w # v, tal que: Se w for coberto por @', entao w nao é raiz de um
propulsor de Q" e ndo é coberto por uma aresta livre de )’ com vértices terminais
em V().

Consideremos M o emparelhamento perfeito de W \ w. Seja |P| o vp-caminho

alternante maximal, alternando arestas de M e S(Q').

Se |P| é impar, ()’ ndo é maximal pelo Corolario 1.3. Se |P| é par entdo a tultima
aresta e de P é livre ou haste de . Como P é maximal, o ultimo vértice v’ de P
nao estd coberto por uma aresta de M. Temos entao que v' = w ou v’ ¢ V(W). 0
primeiro caso nao pode ocorrer, pois e seria uma haste tendo w como centro — como

P ¢ alternante, o centro de e deveria ser percorrido antes da raiz.
Assim, v, o tltimo vértice de P, estd fora de V(W).

Defina Q por E(Q) = E(Q')AP e observe que:
— () é um F-empacotamento.
— @ possui mais uma aresta em comum com Q que Q". — V(Q) = (V(Q') \v') UVj.

— () néo é necessariamente maximal, porém certamente contido num maximal Q”.

Pondo B" = V(Q") temos B” D (B'\ v')Uuwy e d(B”, B) < d(B’, B). Estamos nas

condicoes do Lema 2.4 e entao B e B'a satisfazem (x). Absurdo.
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Caso C: vy é coberto por uma lamina D de propulsor H de (), com haste rc e
W =DUrec.

Dividiremos esse caso em 3 subcasos:
Caso C.1: mesmas hipéteses de (B.1) e mesmo procedimento de (B.1).

Observe que isto pode ser feito por termos considerando W = D U ¢r, garantindo

assim que W € F por P satisfazer o axioma da hereditariedade.

Se houvéssemos tornado W apenas a lamina D, nao poderiamos garantir que D € F'

e nao poderfamos agir como em (B.1).

Caso C.2: Mesmas hipdteses de (B.2), acrescentando a hipétese de W ser diferente
do centro ¢ de H. Com essa condigao podemos garantir que W \ w tem emparel-
hamento perfeito, muito embora W nao seja um hipoemparelhével (na realidade W

é um 1-propulsor). Desenvolve-se entao esse caso exatamente como o caso (B.2).

Caso C.3: Existe um propulsor H' € (' tal que é centro de ambos H € Q e H'. A
raiz ' € H' deve estar em W pois, caso contrario, devido & paridade de W, existiria

um outro vértice w em W, diferente de ¢, nas condigoes de C.2.

Todos os outros vértices de W (menos ¢ e 1) estao cobertos por arestas livres de @’
e inteiramente contidos em W — se nao teriamos as condigoes de C.2.

A lamina D = W\ ¢r, de H, é disjunta de todas as outras laminas de H' pois, como
vimos, a menos de vy € V(Q'), todos os vértices de D estao cobertos por arestas
livres de ', nao podendo pertencer a nenhum outro grafo de @Q’.

Se D(H') C D(H), defina H” como sendo propulsor de haste r¢c e D(H") =
D(H")U D. H" é propulsor de F, pela hereditariedade de P aplicada ao propulsor
H de Q, ja que toda lamina de H” também é de H e possuem mesma haste.

Q' pode entao ser aumentado, colocando-se H” no lugar de H'UM’, onde M’ é o con-
junto das arestas livres contidas em W, obtendo-se assim um novo emparelhamento

Q" que cobre todos os vértices de @' mais o vértice vy & V(Q').
Assim, D(H') € D(H).
i) Se H e H' tem mesma haste cr, com D(H) € D(H’), pelo axioma da mudanca

de laminas existe D' € H' tal que H" = G[(V(H')\V (D’"))UV (D)] é propulsor

de F', com haste cr.
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ii)

Seja v' um vértice arbitrario de D" e M” o emparelhamento perfeito de D'\ v'.
Defina Q, a partir de Q’, pela troca de H' por H” e de M’ por M".

Observemos que () assim definido é um F-empacotamento, tem mais laminas

em comum com ) do que @’ e que cobre vy (descoberto em Q') ou seja:

V(Q) = (V(Q)\ V') Urp.

(), novamente, nao necessariamente ¢ maximal mas contido num maximal Q"

pondo V(Q") = B" ¢ V(Q') = B', entao
B" D> (B'\v)Uvy e d(B",B)<d(B,B).

Estamos novamente nas condigdes do Lema 2.4 ¢ B e B’ satisfazem (x). Ab-

surdo.

Supondo r # ', r’ tem que pertencer a V(D). Como r é adjacente a ¢ em G,
pela propriedade de mudanca de haste, H = (H' \ ') U rc é propulsor com
haste rc e pertencente a P

Seja M o emparelhamento perfeito de D\ vy e M’ o conjunto das arestas livres
de @', contidos em W.

Construa Q a partir de Q' da seguinte forma:
Q = (Q\(H'UM))UH UM.

Observe que S(Q') = S(Q’), D(Q') = D(Q) obtendo-se assim Q' e Q" equidis-
tantes. Como V(Q') = V(Q'), Q' é maximal. No contexto dessa demonstracao,
@’ pode ser identificado a Q. Ou seja, podemos considerar H e H' como mesma

haste e caimos no caso anterior.

Corolério 2.5 Seja G um grafo e F' = E(G)UH, onde H é uma familia de subgrafos

hipoemparelhdveis de G. Entao Mp(G) é uma matréide.

Demonstragao: No Teorema 2.1, faca P = (). [ |

Corolario 2.6 Seja G um grafo e F' a familia de subgrafos de G isomorfos a alguma

estrela S;, 1 < i < n, para algum inteiro n fixo. Entao Mr(G) é uma matréide.

Demonstragao: Observemos que 57 é uma aresta e que cada S;y1 = K ;41 pode

ser visto como um k-propulsor enraizado (ha (7 + 1) possibilidades para a raiz). E
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de imediata verificacao que se P = {S;, 2 < i < n}, P é uma familia fechada de

propulsores enraizados que contém as arestas de G. |

Se fizermos H = () em no Teorema 2.1, o coroldrio segue.



CAPITULO 3

EMPACOMENTOS ECONOMICOS

Exploraremos aqui empacotamentos por arestas e subgrafos hipoemparelhdveis de
um grafo GG, definindo uma familia especial, bastante simples, de tais empacotamen-

tos: os empacotamentos econémicos.

Seja G um grafo e F' = E(G) U H, onde H é uma familia de subgrafos hipo-
emparelhaveis de G. Dado um F-empacotamento @), poderemos dividi-lo em duas

partes, Q. e Qp, onde @), consiste das arestas livres de () e 0, dos hipoemparelhaveis

de @. Assim, QQ = Q.U Q.

Diremos que um F-empacotamento é econdmico se nao existir outro F-empacotamento

Q #Q com
) V(Q) CV(Q) e Q4 € Q ou
if) V(Q) = V(Q) e QR D Q.

Dados dois F-empacotamentos @) e @', C' é dita uma componente de Q U Q' se C é
uma componente conexa do grafo G[E(Q) U E(Q’)].

Diremos que uma componente C' é do tipo £ — 1 ou uma k — 1 componente se C'

contém k hipoemparelhédveis de () e [ hipoemparelhdveis de '.

Mostraremos agora um resultado sobre os possiveis tipos de componentes, dados

dois F-empacotamentos econéomicos Q e '.

Teorema 3.1 Sejam G um grafo, H uma familia de subgrafos hipoemparelhaveis de
G, F = E(G)UH, Q e Q' dois F-empacotamentos econémicos e C' uma componente
de QU Q'. Entao:

i) C contém no maximo um hipoemparelhdvel de cada empacotamento;

29
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ii) Se C é do tipo 0-0, entao C é um ciclo par ou caminho par;

iii) Se C' é do tipo 1-0, entao Q) cobre todos os vértices de C, e Q) cobre todos os

vértices de C menos um deles.

iv) Se C' é do tipo 1-1, entao @ e Q" cobrem todos os vértices de C'.

Antes de iniciarmos a demonstragao, daremos algumas defini¢oes e provaremos dois
lemas que facilitarao a exposicao da demonstracao, sendo o segundo de contetddo

determinante.

Dado um F-empacotamento (), chamaremos um caminho P de alternante com re-
speito a @) se P alterna as arestas de Q. e E(G) \ E(Q).

Um caminho alternante P, com vértices terminais u e v, é dito de aumento com
respeito a @ se {u,v} NV (Q.) =0 e u e v ndo estao no mesmo hipoemparelhdvel
de Q. Em outras palavras, P é de aumento se é maximal sem que exista H € @y,
tal que {u,v} C V(H).

Lema 3.2 Se ) é economico, entao () nao admite caminho de aumento.

Demonstragao: Seja (Q um F-empacotamento econémico e P um caminho de
aumento relativo a (), de vértices terminais v e v. Temos as seguinte possibilidades

para u € v:

a) u e v sdo nao cobertos por Q).

Nesse caso, defina o F-empacotamento @Q por:
B(Q) = E(Q)AP.
Observemos que V(Q) = V(Q) U {u,v} e Q, = Q,,, Logo, @ nio pode ser

economico.

b) u é coberto por um hipoemparelhavel H de @) e v é ndo coberto em Q.
Podemos construir um F-empacotamento )" definido por:
E(Q) =[E@Q\ H)APJUM,

onde M é com emparelhamento perfeito de H \ u. Observemos que V(Q') =
V(Q)Uv e @), =Qn\ H, contrariando o fato de @) ser econdomico.
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¢) u e v sao cobertos por Hy e Hy respectivamente, onde H; e Hy sao hipoem-
parelhaveis distintos de ). Definimos )" por:

B(Q)[E(Q\ {H, U H,}AP] U M, U M,,

onde M; e M, sao emparelhamentos perfeitos de H; \ u e Hy \ v, respec-
tivamente. @’ assim definido sobre os mesmos vértices de @) porém @} =
Q. \ {H:1, Hy}, contrariando o fato de @ ser economico. [ |

Lema 3.3 Seja C' uma componente de Q U Q' e H um hipoemparelhavel de Q.
Suponha V(H) C V(C) e w um vértice qualquer de C com w € V(H). Entao existe
um caminho Q-alternante ligando algum vértice v de H a w.

Demonstracao: Sendo C' conexo, sabemos que existe um caminho ligando dois
quaisquer de seus vértices, em particular existe um caminho P ligando algum v €
V(H) a w (suporemos aqui V(P) N V(H) = v, por conveniéncia e sem perder
generalidade). Mostraremos que podemos escolher tal caminho (-alternante, ou
seja, que alterna arestas de Q). e E(G) \ E(Q).

Se P nao e alternante, entao teremos que:

a) P contém uma aresta de um hipoemparelhdvel de @, ou
b) P contém arestas consecutivas de um hipoemparelhével de @’

Seja vy # v o primeiro vértice de P que estd coberto por um hipoemparelhavel de

() ou ambas as arestas incidentes a v; em P pertencam a um hipoemparelhdvel de

Q'

a) Seja vy coberto por um hipoemparelhdvel H; de ). Denotamos por P](%vj) (e
dizemos P restrito a v;, v;) ao caminho de vértices terminais v; e v;, obtido a

partir de P, deletando-se o comeco deste caminho até v; e o fim a partir de v;.

Seja P = P|(vu)- overlineP é caminho alternante com vértices de @, logo de

aumento e, pelo lema 3.2, () é ndo economico.

b) v1(=1') e adjacente em P a duas arestas de um hipoemparelhdavel H' de Q'.
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Sejam M’ o emparelhamento perfeito de H' \ v/, Q" = (Q'\ H') U M’ e P caminho

maximal, alternante com respeito a ambos Q) e Q" contendo v'.

Necessariamente v’ é um vértice terminal de P. Seja @ o outro vértice terminal de P,
com a = u® sua Ultima aresta, aresta esta que existe, uma vez que se a nao existisse,
P se reduziria a um tnico vértice, indicando que nao existe elemento de Q, incidindo
sobre v'. v’ seria entdo coberto por um hipoemparelhdvel de @ ou simplesmente nao
coberto. Em ambos casos, P, = P|(v,v1) seria um caminho de aumento em relacao a

@, o que é impossivel.

Vamos agora analisar as possibilidades para a aresta a, dividindo-as em dois casos:
Caso b.1 - quando a € Q..

Caso b.2 — quando a € Q7.

Caso b.1 —a € Q.. Como P é caminho maximal, ¥, o iltimo vértice de P, é nao

coberto por " ou coberto por um hipoemparelhavel H” de Q)".

Em ambos os casos P seria caminho de aumento em relacio Q" possibilitando-
nos construir Q" com V(Q") = V(Q") Uv'(Q) e menos hipoemparelhaveis que @’
contrariando a economicidade de @’. Absurdo.

Caso b.2 —a € QY.

Novamente, como P é maximal, ¥ é nao coberto por @ ou coberto por um hipoem-
parelhavel H” de Q.

Em ambos os casos P = P|(,) U P seria caminho de aumento em relagao a @, o
que é absurdo, a menos que H; coincida com H, quando teriamos P com vértices

terminais num mesmo hipoemparelhavel de Q).

Mas, observando que P ¢ Q-alternante, poderfamos construi o caminho P’ = P U
P’(v/,w)-

Assim como P, P’ liga algum vértice de H a w, concide com P a partir
do vértice v’ e é Q-alternante até o', transferindo de uma aresta o (possivelmente
existente) problema de arestas consecutivas pertencentes a algum hipoemparelhavel
de @},. E entao, repetirfamos o caso b.2 no maximo um numero finito de vezes

até mostrarmos a inexisténcia de arestas consecutivas de )’ ou chegarmos a uma
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contradicao.

Demonstracao do Teorema 3.1:

(i)

ii)

iii)

iv)

Se C' contém mais de um hipoemparelhéavel de @), pelo Lema 3.3, existe cam-
inho de aumento entre eles e () nao seria econdomico pelo Lema 3.2. Logo C

contém no méaximo um hipoemparelhavel de ). Analogamente para @’.

Se C' nao contém qualquer hipoemparelhavel, C' tem que ser ciclo par — pois se
fosse impar encontrariamos arestas consecutivas de um mesmo empacotamento
— ou caminho par — pois se fosse impar seria de aumento em relagdo a um dos

empacotamentos.

Se C' contém um hipoemparelhdvel H de @, ) deve cobrir todos os vértices
de C pois, se existe em C' um vértice v nao coberto por (), existiria pelo Lema
3.3, caminho de aumento relativo a )

Se C' contém um hipoemparelhdvel de cada, pelo item iii) tanto ) quanto @’

tém que cobrir todo o C.



CAPITULO 4

MATROIDES E EMPARELHAMENTOS EM
GRAFOS COM PESO

Neste capitulo, explicitaremos condicdes suficientes, impostas aos grafos com pesos
(nos vértices) e aos tipos de empacotamentos, para que os empacotamentos de peso
maximo gerem matroides, generalizando os casos ja estudados de matréides induzi-

das por grafos sem pesos, ou melhor, em grafos com pesos constante (positivo).

ALGUMAS DEFINICOES:

Se G é um grafo e F' uma familia de subgrafos de GG, diremos que um subgrafo
H de G é F-Hipoempacotdvel se H \ v tem F-empacotamento perfeito Vo € V(H).
E diremos que F' é uma familia hipoempacotdvel se E(G) C F' e, qualquer que seja
H e F\ E(G), H é F-hipoempacotavel.

Daqui em diante, H denotara sempre uma familia hipoempacotavel de subgrafos de

G.

Seja I um conjunto finito de indices e £; uma familia de conjuntos de subgrafos de

G. Diremos que (L;);e; é compativel com H se:

(Cl)Se H e L; e H C H entao H' € L;;

(C2)SeHe H € L;, Be HeV(B)NV(H') =1
entdo existe B’ € H'\ H tal que (H'\ B')UB € L,.

(C3) Se B € H € L;, entdao B é H hipoempacotavel.

Seja (L);e; compativel com H e £ = {UL;, i € [}. Diremos que com (H U L)-

34
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empacotamento B é admissivel com respeito a (£;) quando, para cada i € I, existe
B; € L; tal que
B\U{B;; i€ I} C .

Seja p : V(G) — R uma funcdo definida nos vértices de G — dita Fung¢ao Peso.
Dado um F-empacotamento B, definiremos seu peso p(B), por:
p(B)= 3 o)
veV(B)
Notaremos por Myuz; (2,))(G, p) a familia dos vértices de B, onde B é um (H U L)-
empacotamento admissivel com respeito a (L) e de peso méximo. Mostraremos mais
adiante que, com alguma restri¢ao a funcdo peso, Mz, (2,))(G,p) é o conjunto
das bases de uma matréide. Antes porém, se faz necessdrio demonstrar alguns

resultados.

PRIMEIRA PROPOSICAO:

Dados dois (H U L)- empacotamentos B; e By podemos construir o grafo
G’ = G[B; U By], composto de vérias componentes conexas. Veremos aqui uma
propriedade comum a essas componentes, quando B; e By sdo (H U £)- empa-
cotamentos admissiveis com respeito a (£;) e de peso méximo, ou seja, quando
V(B;) = Vi € Minucyc.) (G, p)-

Suponhamos V; e V5 elementos de M yuz;(z,)) (G, p) e escolhemos By e By dos (HUL)-

empacotamentos tais que:

(B1) B; é admissivel com respeito a (L;);
(B2) V(B;) = Vi;
(B3) Dentre os B;, que satisfazem (B;) e (Bs), escolha aqueles que possuem o maior

numero de arestas.

Um caminho A e dito B;-alternante se contém alternadamente arestas de B;
e arestas nao pertencentes a B;. Chamaremos os elementos de (H U £) \ E(G) de

elementos-nao-triviais.

Proposigao 4.1 Seja p : V(G) — R com p(v) # 0 Yv € V(G). Seja C uma
componente conexa de G' = G[By U Bs]. Suponha que C' contém um elemento-nao-
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trivial H; € By e seja v um vértice de C'. Entao existe um caminho Bi-alternante

ligando algum vértice de H, a v.

Demontragao: Como C' é conexo, existira sempre um caminho A ligando um vértice
v; de Hy a v. Observemos que v; e A podem ser escolhidos de tal forma que V(H;)N

V(A) = {vi}.

Suponha que A nao seja Bj-alternante. Entao existe uma aresta e = vyv) tal que
A1 = M(uy,m) € By alternante e )\|(Uw§) nao é Bj-alternante. Teremos entdo um dos

casos:
a) e é aresta de um elemento-nao-trivial H{ deB; \ {H;}.
b) vy é adjacente em \ a arestas de um elemento-nao-trivial de Bs.

Assim,

a) Sendo vy coberto por um elemento-nao-trivial H; € By \ {H;}, sejam M,
e M], respectivamente, os H-empacotamentos perfeitos de Hy \ vy e Hj \ vs.
Entao, B = [(By\ {H1, Hy})UM;UM;|AE(\;) é um (H U L)-empacotamento,
admissivel com respeito a (L;), isto é, satisfaz (B1); cobre os mesmos vértices
que By, isto é, satisfaz (B2); porém usa mais arestas que Bj, o que contradiz
(B3).

b) vy € V(X) é adjacente em X a arestas consecutivas de Hs e tal que X = |y, 0,)

é Bj-alternante.

Seja Ao = A(uy,0) € n(A) 0 nlimero de aresta de As.

Se My é o H-empacotamento perfeito de Hy \ vg, seja By = (By \ {Ha}) U My e X
o0 tnico caminho B; e Bj alternante maximal iniciando em vy. Suponha w’ o outro

vértice terminal de A (se A’ ndo possui arestas pomos w' = vy).
Analisando as possiveis possibilidades para w’ teremos:
b.1) w' pertence a um elemento-nao-trivial H; € By \ {H;}.

Sendo M; um H-empacotamento perfeito de Hy\v; e M| um H-empacotamento
perfeito de H; \ w, teremos que B = [(B; \ {Hy, Hy}) U My U M]JAE(M\N) 6,
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b.2)

b.3)

como no caso a), um (H U £)-empacotamento que satisfaz (B1) e (B2) e com

mais arestas que By, contradizendo (B3).

w' pertence a um elemento-nao-trivial H) € B) (ou seja, Hj € By \ {Ha}).

SeM) é o H-empacotamento perfeito de Hj \ w'.

B =[(B;\ {H;}) U M;]JAE(X) =
[(B2\ ({H1, Hy}) U My U Mo AE(X').

é (H U L)-empacotamento satisfazendo (B1) e (B2) porém com mais arestas
que By, contradizendo (B3).

w' pertence a H;.
Seja A o subcaminho simples de A1, ligando @ a v. Observe que n(\) <

n()\). Fazendo A = ), recomeca-se o processo de andlise.

Se w nao pertence a um elemento-nao-trivial de By ou de Bs, entdo w’ pertence a

Vi ou a V5, mas nao a ambos, visto que N’ é maximal. Teremos entdo:

b.4)

b.5)

w' ndo pertence a Vi e p(w') > 0 ou

w' nao pertence a Vy e p(w') < 0.

Se M, é o H-empacotamento perfeito de H; \ vy, entao B = [(B; \ {H;}) U
M]AE(M\X') é novamente um (HUL)-empacotamento admissivel com respeito

a (L;), porém de peso maior que By, o que é uma contradi¢ao.

w’ nao pertence a V3 com p(w’) < 0 ou
w' nao pertence a V, com p(w') > 0.

Construindo B = BS(AE(N) = [(By \ {H2}) U My]JAE(Y), teremos B um
(H U L)-empacotamento admissivel com respeito a (£;) porém de peso maior

que B,, e obtemos uma contradicao. |

SEGUNDA PROPOSICAO

Da Proposicao 4.1, podemos concluir que cada componente conexa C', do grafo

G, possui no maximo um elemento nao trivial de By e no mdximo um de By. A

proposicao seguinte nos dird um pouco mais sobre essas componentes.
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Proposicao 4.2 Seja p : V(G) — R com p(v) # 0 Vv € V(G). Suponha que a

componente C' contém um elemento nao trivial H, € B;. entao:

i) sev € V(C)\ W, entao p(v) < 0;

ii) se v € V(C) NVy, entao p(v) > 0;

iii) se V/(C') \ Vi # 0 entao C' nao contém um elemento-nao-trivial de By;

iv) se vo € V(C) \ V1 entao V(C)\ Vi = {Va} e V5 D V(C);

v) se Vi 2 V(C) entao |[V(C)\ V5| < 1.

Demonstracao:

i)

ii)

iii)

iv)

Pela Proposicao 4.1, existe um caminho A, Bj-alternante, unindo v a um
vértice vy de Hy. Se M; é o H-empacotamento perfeito de H; \ vy, B =
[(B1\ {H1}) UM |AE(\) é (H U L)-empacotamento admissivel com respeito
a (L;), que cobre V; Uw. Assim, p(v) < 0;

Como no item anterior, seja A um caminho Bj-alternante ligando v a um
vértice v; de Hy. Se M; é H-empacotamento perfeito de H; \ vy, B = [(B; \
{H1})UDM]AE()\;) é admissivel com respeito a (£;) e cobre V; \ v. Como B

tem peso maximo, p(v) > 0. Assim p(v) > 0;

Seja v € V(C)\ Vi (entdo ve € V3). Se By contivesse um elemento-nao-trivial
Hy, terfamos: por ii) que p(vs) > 0 e por i) que p(v2) < 0, nos levando a uma

contradicgao.

Dos itens anteriores podemos concluir que, se C' contém um elemento-nao-
trivial de By em w.

Vinv(C) ={v;p(v) >0} e,

como na Proposicao 4.1, podemos mostrar que existe um caminho Bsy-alternante

ligando um vértice v, € V(C') \ V; a qualquer outro vértice de C.

Seja entdo A\ um caminho Bs-alternante ligando vy a v € V(C). Se v €
V(C)\ (Vi Uwy), entdo B = BoAE(N) é (H U £)-empacotamento, cobrindo
apenas V5 \ {V3, v} e com peso maior que o de By (lembre que v, e v tém peso
negativo, por (i)). Logo [V(C)\ [Vi|| = 1. Se v € V(C) \ Vo, B = ByAE())



MATROIDES E EMPARELHAMENTOS EM GRAFOS COM PESO 39

é (H U L)-empacotamento que cobre (V5 \ v2) Uw, tendo, consequentemente,
peso maior que Bs. Logo V4, D V(C).

Suponhamos v € V(C) \ Va.
Vamos construir um (H — £)-empacotamento Bs, admissivel com respeito a
(L;), que coincide com By for a, de C' e, em C, cobre todos os vértices menos

.

Como sabemos que todos os vértices de C' tem pesos positivos (pelo item i), se
V4 deixar de cobrir algum outro vértice de C', além de v, By terd menos peso

que B’, contradizendo a hipétese de B ter peso méximo.

Construgao de BY:
Se v € V(C)Va, pela Proposicao 4.1, existe um caminho Bj-alternante A lig-
ando v a um vértice w de Hy. Se M é o H-empacotamento perfeito de H; \ w,

ponha

By =B\H € By : V(H) C V(c)UH € [(B, \ H,) UM]SE(\) : V(H) C V(C)

UM LEMA

Lema 4.3 Seja G um grafo e p uma fungao peso tal que p(v) + p(w) # 0, Vv, w €

V(G). Entao Muyucyc)) (G, p) é a familia das bases de uma matréide.

Demonstragao: Continuaremos aqui com a notagao desenvolvida até agora e acres-

centaremos algumas observacgoes.

Da Proposigao 4.2, temos que, se C' e uma componente que contém um elemento-

nao-trivial H, de By, entao

(ViAV,) N V(C){v},

com p(v) >0sewveVyoupw)<0sevelyoulVy=V,=V(C).

Diremos que C' é uma i-componente quando contiver um elemento-nao-trivial H; €

B, e V; nao contiver V(C), para, algum j. Notaremos por B1#C o empacotamento
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que coincide com Bj fora de C' e que em C' muda de papel com By, ou seja:

Bi#C = {B\{H € B, : V(H) C V(C)} U{H € (B, : V(H) C V(C)}.

Analogamente definimos By#C'.

Como, por hipétese, B; ¢ um (H U L)-empacotamento admissivel com respeito a

(£;) para cada i podemos escolher B} € L;, tal que
Bi\U{Bj; jel}CH.

G' = G[E(B; U By)] ¢é composto de vérias componentes: algumas 1-componentes,

algumas 2-componentes e outras tantas nao-i-componentes.

Aos elementos B]1 que estao numa z-componente notaremos por ]1 Analogamente

A?={H € B que estdao numa 2-componente}.

Observemos que o conjunto dos vértices dos elementos de Ajl» U A? sao disjuntos e,

se
Ly ={HnN(AUA%); HeL;}
segue direto de (C1), (C2) e (C3) (compatibilidade de £; com H) que L é uma

matroide.

Observemos que A% é uma base para L — caso contrario B;#C é um (H U L£)-em-
pacotamento admissivel com respeito a (£;), onde C' é um k-componente (k # i),
contendo H € L, tal que Aé- U{H} é independente em L', e o peso de B;i#C sendo

maior que o peso B;.

Feitas essas observagoes, seja w € Vi \ V4. Mostraremos que existe w’ € V5 \ V] tal

que (Vo \ w') Uw é elemento de Mz 2 (G, p).
Seja C' a componente de G’ que contém w como vértice. Temos dois casos a analisar:

12 Caso: C nao contém elemento-nao-trivial. Assim, C' é um caminho B; — Bs-
alternante com um nimero par de arestas ligando w a um outro vértice w’ € V5 \ V)
(ndo podendo ser impar pois facilmente mostrariamos que By ou B nao teria peso

mAaximo).

Observemos que p(w) = p(w'), caso contrario By ou By nao teria peso maximo.
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Entao B) = ByAE(C) é (H U L)-empacotamento admissivel com respeito a £;, de

peso maximo, que cobre (Vo \ w') U w.

22 Caso: C contém um elemento-nao-trivial de By ou B;. Entao C' é uma i-
componente tal que w € V(C). Seja H; o elemento-nao-trivial de B} em C.

Como L) e uma matréide, existe Hy € B (k # 1) tal que

sao bases para L.

Notando por Cy a k-componente que contém Hy,B; = Bi#C1#C2 é (H U L)-
empacotamento admissivel com respeito a £;. Entao p(V(B])) = p(V(Bs)) = p(V2)
posto que p(V1) = P(V2) e p(Vi) + p(V2) = p(V(BY)) + p(V(B3))-

Assim, B] e B} tém peso maximo. Como Cy(k # i) é uma k-componente, (V;AV,)N

V(Ck) = {w'}, para algum w'.
Se w' € Vi \ Vs, entdo:
V(B) =Vi\{w,w'} e V(B =VaU{w,w'}.

Como p(V(By)) = p(Va),
p(w) + p(w) =0,

contrariando a hipdtese.

Logo w' € Vo \ Vi e
V(By) = (Vo \ w) Uw,

onde Bj é um (H U L)-empacotamento admissivel com respeito a (£;) e de peso

maximo. Assim Myucz,)) (G, p) ¢ uma matréide. |

RESULTADO CENTRAL:

Seja H uma familia hipoemparelhavel de subgrafos de G.

Um subgrafo H de G e dito um hipopropulsor enraizado com respeito a H se possui

um par de vértices (distintos) r e ¢, ditos raiz e centro, tais que:
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(P1) rc é uma aresta de H, chamada de haste de H.
(P2) dg(r) =1.
(P3) Se D é uma componente conexa de H \ {rc} (D é chamada de it lamina de

H, D é H-hipoempacotavel. D(H) denotard o conjunto das laminas de H.

Uma familia II de hipopropulsores enraizados com respeito a H é dita fechada se

satisfaz:
(H1) Se H € II e H’ é hipopropulsor com respeito a H, de mesma haste que H e
tal que D(H') C D(H) entao H' € 11

(H2) Se H € II tem centro c e raiz r e v’ € V(G) \ V(H) é adjacente a ¢ entao

(H \ ) Uer' é hipopropulsor enraizado em " pertencente a II.

(H3) Se H e H' € 1I tem mesma haste rc e D € D(H) e V(D)NV(D(H'")) =0
entao existe D' € D(H') tal que o hipropulsor H” de haste rc¢ e laminas
D(H") = (D(H')\ D') U (D) pertence a II.

O mesmo resultado central pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 4.4 Seja Il uma familia fechada de hipopropulsores enraizados com re-
speito a ‘H tendo seus centros em vértices de peso positivo. Se p é uma fun¢ao peso
tal que p(w) + p(w') # 0 para w, w' € V(G), entao

Myon(G, p)  é o conjunto das bases de uma matréide.

Demonstragao: Essa demonstracdo se resume em mostrar que,
Myun(G, p) = Macyo) (G, p),
para uma determinada (£;), e o resultado entao segue do Lema 4.3.
Para cada vértice v de G, seja
L,={D(H): Hell e H tem centroem uv}.

E consequéncia direta da definicao da familia fechada de propulsores que (£,) é
compativel com H. Seja L =U(UL, : v € V(G)).
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Seja B um H U Il-empacotamento de peso maximo (V(B) € Muum (G, p)). Para
cada H € B\ H seja H' = D(H) U {vr} onde vr é a haste de H.

Se B'= (BNH)U(UWH' : He B\H}), entdao B’ é um (H U L)-empacotamento
admissivel com respeito a (L,).

Claramente B e B’ cobrem os mesmos vértices de G e assim existe um (H U L£)-

empacotamento admissivel com respeito a (£,) cobrindo os mesmos vértices que

B.

Seja agora B um H U L-empacotamento admissivel com respeito a (£,) e de peso

MAaximo.
Entao, para cada v € V(G), existe H, € L, tal que B’ = B\U{H, : v € V(G)} C H.

Para cada H, # (), Construimos um hipopropulsor P, tal que B’ U{P,; v € V(G)}

cubra exatamente V (B).
Teremos entao dois casos:
Caso 1: v nao é coberto por B.
Seja w um vértice de algum H € H, tal que wv € E(G). Seja M um H-empacotamento
perfeito de H \ w. Entao
B=(B\{H})UMU {vw}

é (H U L)-empacotamento admissivel com respeito a (£,) cobrindo V(B) U {v}.
Como B tem peso méximo, p(v) < O. Entao existe um hipopropulsor em II com

centro de peso negativo. Contradi¢ao. Nesse caso, P, = ().
Caso 2: v é coberto por B.

Dividiremos a analise em dois subcasos:

2.1 - v € Hy € B e Hy nao é aresta de B. Seja w um vértice de algum H, € H,
tal que wv € E(G). Sejam M; e My os empacotamentos perfeitos de Hy \ v e
H, \ w respectivamente.

Entdao, B = (B \ {H, Hy}) U M; U M, U {vw} é um (H U £)-empacotamento
admissivel com respeito a (D,) e cobrindo os mesmos vértices que B.

Podemos entao supor que esse caso nao ocorre.
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2.2 — Existe e € B tal que v é um dos seus vértices. Seja P, o hipopropulsor de
I tendo como laminas H, e haste e. Entdao, B = B'U (P,; v € V(G)) é um
‘H U II-empacotamento cobrindo os mesmos vértices que B. Assim,

Myon(G, p) = Mawp: () (G, p)

e, pelo Lema 4.3, Myun(G, p) é uma matréide. [ |
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