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RESUMO

Dado um ideal em um anel de polinémios (a coeficientes em um corpo, que usualmente
assumimos ter caracteristica zero), podemos considerar as derivagoes que o preservam. Elas
dao origem a um mddulo especial denominado idealizador diferencial (do ideal dado). Tal
objeto desempenha um papel primordial nesta tese, que esta dividida em duas segOes prin-
cipais. Na primeira secao a teoria de tais médulos é desenvolvida a partir de uma defini¢ao
completamente geral: propomos uma versao relativa, nao necessariamente polinomial, com
propriedades e técnicas que se mostram uteis a varios resultados subseqiientes. Em seguida
focalizamos em idealizadores polinomiais, principalmente fornecendo critérios efetivos de re-
flexividade e liberdade, bem como introduzindo a classe dos entao chamados ideais (e anéis)
diferencialmente livres (generalizacdo nao-trivial da conhecida nogao de divisor livre). A
segunda segao lida com aplicagoes ao médulo classico de derivagoes (ou de campos veto-
riais tangentes) de uma algebra finitamente gerada sobre um corpo. Inicialmente é dado
um método computacional para obtencao de um conjunto de geradores. Obstrucoes a sua
Cohen-Macaulicidade s@o investigadas - uma delas sendo que o anel deve ser eqiiidimen-
sional -, com critérios no caso de hipersuperficies e de intersecoes completas homogéneas
com singularidade isolada. Sao obtidas decomposicao primaria no caso reduzido, dlgebras
de explosao no caso de hipersuperficies, e certas estimativas de multiplicidade. Finalmente,
uma resolugéo livre no caso de anéis diferencialmente livres é explicitada, e versoes da
Conjectura de Zariski-Lipman sao estabelecidas.

Palavras-chave: Derivagao, idealizador diferencial, divisor livre, anel diferencialmente livre,
Cohen-Macaulicidade, hipersuperficie, algebra de explosao, Zariski-Lipman.



ABSTRACT

Given an ideal in a polynomial ring (with coefficients in a field usually assumed to
have characteristic zero), we may consider the derivations that preserve it. They give
rise to a special module called differential idealizer (of the given ideal). Such an object
plays a primordial role in this thesis, which is divided into two main sections. In the
first section the theory of such modules is developed from a completely general definition:
we propose a relative version, not necessarily polynomial, with properties and techniques
that turn out to be useful to several subsequent results. We then focus on polynomial
idealizers, mainly giving effective criteria for reflexiveness and freeness, as well as introducing
the class of the so-called differentially free ideals (and rings) (non-trivial generalization of
the well-known notion of free divisor). The second section deals with applications to the
classical module of derivations (or of tangent vector fields) of an algebra of finite type over
a field. Firstly a computational method to obtain a set of generators is given. Obstructions
to its Cohen-Macaulayness are investigated - one of them being that the ring must be
equidimensional -, with criteria in the case of hypersurfaces and homogeneous complete
intersections with isolated singularity. Primary decomposition in the reduced case, blowup
algebras in the hypersurface case and certain multiplicity estimates are established. Finally,
a free resolution in the case of differentially free rings is explicited, and versions of the
Zariski-Lipman Conjecture are settled.

Keywords: Derivation, differential idealizer, free divisor, differentially free ring, Cohen-
Macaulayness, hypersurface, blowup algebra, Zariski-Lipman.
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1 Introducao

Esta tese tem como objetivo desenvolver e justificar a teoria dos chamados idealizadores
diferenciais (ou tangenciais) - tal é a designagao para os médulos constituidos das derivagoes
que satisfazem uma certa propriedade de conduc¢do, ou idealiza¢do, num sentido que logo
tornaremos preciso.

O trabalho esta dividido em duas partes principais. Na primeira sao dadas a definicao
geral e uma série de propriedades acerca do mdédulo idealizador diferencial, com énfase no
contexto polinomial, a menos da Se¢do 2.1. Além disso, tem inicio o estabelecimento dos
resultados centrais, e isto se estende a segunda parte da tese, que se dedica a aplicacoes
da teoria aqui proposta - trata-se, portanto, da justificativa a que nos referimos acima.
O interesse estd voltado especialmente ao médulo de derivagbes (propriamente dito) de
uma algebra finitamente gerada sobre um corpo, isto é, o médulo tradicional dos campos
de vetores tangentes algébricos, objeto que reconhecidamente desempenha um papel fun-
damental em Algebra Comutativa - pode-se considerar, em particular, o seu potencial de
aplicagoes & Teoria dos Anéis (e.g., os resultados de Seidenberg sobre derivagoes e fecho
inteiro de dominios noetherianos) - bem como em Geometria Algébrica, conhecida a sua
caracteristica de traduzir propriedades tangenciais; contudo salientamos, desde ja, que a
abordagem e as ferramentas aqui utilizadas sdo puramente algébricas.

Subdividimos esta introdugao em duas segoes, a primeira tratando da motivacao e des-
crigao resumida dos resultados obtidos neste trabalho, e a segunda, ainda a titulo de mo-
tivacao - e principalmente de contextualizagao - focalizando em uma revisao geral sobre o
moédulo de derivacoes, incluindo propriedades no caso “concreto” das algebras finitamente
geradas sobre um corpo.

1.1 Apresentacao geral

E natural que uma das metas da tese seja mostrar que a teoria aqui apresentada desperta
interesse préprio, o que ja se justifica pelo fato de que o mdédulo idealizador tem sido
estudado em certos casos particulares no contexto polinomial, e conduzido a teorias de
atual relevancia - a exemplo da protagonizada pelos divisores livres (e a nogao estendida de
divisores Koszul-livres). Assim, como toda teoria que se propde, almeja firmar-se como uma
alternativa promissora de abordagem a contextos e problemas relacionados, especialmente
em dreas fronteiricas. A titulo de vago exemplo, hd uma relacdo com estruturas denominadas
folheagoes (a respeito das quais nada serd dito aqui), que de maneira geral constituem um
fértil campo de pesquisa em Geometria Algébrica, tendo estreita ligagdo com certos sistemas
de equagoes diferenciais e singularidades de campos vetoriais (o que é de interesse mesmo em
duas variaveis, a exemplo do estudo das curvas algébricas planas invariantes por um dado
campo vetorial); em particular, as folheagoes tangentes 1-dimensionais estao intuitivamente
relacionadas a nocao de campo de diregoes tangentes a uma variedade fixada.

A motivacao propulsora deste trabalho reside nas duas vertentes seguintes, a primeira
habitando o cerne da teoria, e a segunda constituindo-se de aplicagoes:

(1) O auto-desenvolvimento da teoria aqui estabelecida, como generalizagao nao-trivial da
teoria das derivacoes logaritmicas de Saito - o que aqui se expressa através do modulo
idealizador diferencial associado a um ideal principal - e divisores livres algébricos,



0s quais, como veremos, constituem um caso bem particular de ideais aqui batizados
diferencialmente livres (ou tangencialmente livres);

(2) O potencial de aplicagoes ao “desbravamento” do médulo de derivagoes Derg(R) de
uma algebra finitamente gerada R sobre um corpo k (em geral assumido perfeito ou
de caracteristica zero).

Uma breve justificativa para (2): O mddulo Derg(R) detém importantes “informagoes
tangenciais” do ente geométrico associado a algebra inicial. Trata-se de um objeto cléssico
e presente em varios contextos, mas pouco se sabe, além de seu perfil basico, em termos de
estrutura e invariantes numéricos associados. Na maioria dos casos ainda nao se conhece
um conjunto de geradores bem estruturado para tal médulo, bem como condicoes efetivas -
no vago sentido de serem implementaveis ou teoricamente constatdveis a mao - equivalentes
a sua Cohen-Macaulicidade ou liberdade, esta tltima propriedade estando relacionada a
tradicional Conjectura de Zariski-Lipman, positivamente estabelecida na maior parte dos
casos mas ainda resistente mesmo para as interse¢oes completas afins 2-dimensionais (além
disso, o problema admite uma versao homoldgica mais forte). Um entendimento satisfatério
destas e outras questoes poderia refletir-se sobre a prépria natureza da dlgebra (finitamente
gerada) considerada, e do objeto geométrico (variedade ou esquema) associado.

Antes da descricao das contribuigoes desenvolvidas neste trabalho, fornecemos a definicao
precisa de nosso objeto central: sejam R um anel comutativo com unidade, M um R-moddulo
e Derg(R, M) o R-médulo das S-derivagoes de R a valores em M (vide se¢do a seguir).
Para cada a C R ideal, S C R subanel e N C M submoédulo, definimos o idealizador
(S-)diferencial (ou tangencial), a valores em M e relativo ao par a, N, por

Der{ (R, M) = {6 € Derg(R, M) | 6(a) C N},

onde 6(a) C N siginifica d(a) € N, Ya € a. Dizemos que uma tal derivacao idealiza ou
conduz aem N. Se M = Re N =b C R ¢ um ideal, escrevemos Derih(R), ou Dery (R)
quando o subanel S estiver subentendido. Se além disso a = b, a notagao se reduz a Derq(R),
o denominado idealizador diferencial (absoluto) de a.

Este moédulo é apresentado na Secao 2.1, que lida com algumas de suas propriedades
gerais. Por exemplo, é explicitada a estrutura de idealizadores diferenciais associados a
certas extensoOes inteiras de dominios. Além disso, sao estabelecidos vérios resultados pre-
liminares de comparacao entre idealizadores, alguns dos quais de fundamental valia em
demonstragoes de resultados posteriores. Apesar de bastante gerais, parecem interessantes
em si e propoem, de certa forma, um caminho para futuros desdobramentos.

Deste ponto em diante, o trabalho se concentra no contexto polinomial. Neste caso, o
idealizador diferencial relativo a um par de ideais I C J C A = k[X1,...,X,] (k corpo) se
escreve concretamente como

DerI’J(A)_{;pza‘XiE@Aa‘Xi | ;pla&ej, VfEI}.

De fundamental interesse é o caso “colapsante” I = J, isto é, pousamos sobre o médulo
absoluto Derj(A), o qual ji havia sido explorado (com outra terminologia e notac¢ao) no
caso em que I C A é um ideal monomial (cf. [2]). Quando I = (f) é um ideal principal, o



médulo idealizador correspondente Der ¢(A) — aqui batizado mddulo de Saito de f — constitui
a traducao algébrica (no ambiente polinomial) dos chamados campos vetoriais logaritmicos,
que protagonizam a teoria original de K. Saito (¢f. [10], principal inspiracao desta tese),
estabelecida no contexto de anéis de germes de funcgoes analiticas. Contudo, é interessante
observar que a idéia de “preservar” um ideal ou mesmo conduzi-lo em outro — nocao de
idealizagcdo — ja havia sido aplicada, por exemplo, no contexto do anel de operadores dife-
renciais (cf. [14], por J. Tripp, onde também podem ser encontradas referéncias anteriores,
que a proposito ja faziam uso da expressao em inglés idealizer).

A Segao 2.2 se dedica exatamente as propriedades iniciais do médulo Dery j(A) descrito
acima. Investigamos sua relacao estrutural com o correspondente moédulo de k-derivagoes de
A/I com valores em A/J, e estabelecemos uma seqiiéncia exata curta — batizada segiéncia
exata jacobiana — que se mostra ferramenta 1til em algumas secoes seguintes.

Os idealizadores diferenciais parciais (IDP’s) sao introduzidos na Secao 2.3. Através de
uma observacao elementar, é possivel escrever todo idealizador diferencial absoluto como in-
tersecao de parciais. Exibimos geradores para cada IDP associado a um ideal com geradores
fixados, e em particular revisitamos o caso dos idealizadores diferenciais de ideais principais,
quando sao explicitadas sua resolugao livre e dlgebras de blowup (dlgebras simétrica e de
Rees). Por fim, investigamos IDP’s associados a divisores livres.

A Secao 2.4 é a mais importante no que diz respeito a teoria dos idealizadores diferenciais
polinomiais. Contém um critério efetivo para a reflexividade do médulo idealizador (uma
obstrugao bésica a esta propriedade é que o ideal deve ter codimensao 1), do qual segue
imediatamente um critério de liberdade, o que nos permite introduzir a classe dos ideais
diferencialmente livres e os correspondentes anéis diferencialmente livres. Propriedades cen-
trais do modulo de derivacoes de um tal anel sao descritas na segunda parte do trabalho.
E neste sentido que classificamos a teoria protagonizada por estes ideais como sendo ge-
neralizagao nao-trivial da teoria dos divisores livres (algebricamente, trata-se dos polindémios
com médulo de Saito livre) — além do boénus proporcionado pelas vérias propriedades inde-
pendentes da liberdade do idealizador, exploradas sistematicamente com vista a aplicacoes
dentro e fora da teoria.

A Secgdo 2.5 tem carater técnico e trata de estimativas bésicas da profundidade do
médulo idealizador no caso graduado. Em certas situagoes, determinamos o valor exato
deste invariante.

Na Secao 2.6 é fornecida a decomposicao priméaria do idealizador diferencial absoluto de
um ideal radical, em termos dos idealizadores dos primos componentes.

Passemos finalmente a descricao das aplicagoes obtidas, acerca de propriedades do
moédulo de derivagoes de algebras de tipo finito sobre um corpo.

Um método computacional para a obtencao de geradores do mddulo de derivagoes é
proposto na Secao 3.1, em termos de resultados obtidos na Secao 2.3 a respeito dos IDP’s.
A justificativa crucial para o apelo ao método é a dificuldade quase sempre presente nos
calculos “manuais” de intersecoes de mdédulos.

Obstrucoes a Cohen-Macaulicidade do médulo de derivacées compoem o objetivo central
da Secao 3.2. Inicialmente mostra-se que, no contexto graduado, a dimensao deste médulo
coincide com a da algebra em questdao. Em seguida, obtém-se um critério em termos da
profundidade do médulo idealizador, e prova-se que uma condi¢do necesséria & sua Cohen-
Macaulicidade é que o anel seja eqiiidimensional (no nivel dos primos minimos). Investiga-se
também o reflexo desta propriedade sobre a codimensao de ideais jacobianos, em especial
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no caso de intersegoes completas reduzidas. Na ultima subsecao, é feito o calculo explicito
da profundidade do médulo de derivagoes de uma hipersuperficie (absoluta ou relativa a
um ideal Cohen-Macaulay).

Na Secao 3.3 exibimos decomposicao priméaria para o mddulo de derivagoes de uma
algebra reduzida finitamente gerada sobre um corpo de caracteristica zero. Trata-se de con-
seqiiéncia automatica do que se obteve na Secao 2.6 e do resultado bésico da Subsegao 2.2.1.

A Segao 3.4 dedica-se a cotas (inferiores e superiores) para o comprimento do médulo
de derivagbes no caso artiniano, bem como para a multiplicidade de Hilbert-Samuel em
dimensao arbitraria. O ultimo resultado demonstrado na se¢ao traz o valor exato da mul-
tiplicidade no caso de uma classe especifica de anéis.

Na Secao 3.5 sao obtidos os ideais que definem as algebras de blowup do moédulo de
derivacoes de uma hipersuperficie. Um ingrediente primordial é o entendimento de como
estd “mergulhado” um certo submédulo (o submédulo “trivial”) do médulo de Saito, ex-
presso em termos de sua decomposicao estrutural.

Propriedades do médulo de derivacoes de anéis diferencialmente livres sao exploradas na
Secao 3.6. Explicitamos uma resolucao livre (sobre o anel de polindmios) e estabelecemos a
Conjectura Homoldgica de Zariski-Lipman para esta classe de anéis, incluindo um caso em
que se verifica a versao forte da conjectura.

Finalmente, o Apéndice traz algumas propriedades basicas do médulo de diferenciais de
Kahler que foram utilizadas no trabalho.

Prosseguimos com a ultima parte desta introducgdo, onde relembramos o conceito e
propriedades gerais do moédulo de derivacdes de um anel comutativo.

1.2 Preliminares sobre o médulo de derivagoes

De maneira geral, se R é um anel (comutativo, com unidade) e M é um R-mddulo, uma
derivacao de R a valores em M é uma aplicacao aditiva 6: R — M que satisfaz a regra de
Leibniz, isto é, d(ab) = ad(b) + bd(a),Va,b € R, onde, no segundo membro, estamos nos
referindo a operagao estrutural de M como médulo sobre R. O conjunto de tais derivagoes
constitui de maneira natural um R-médulo, denotado por Der(R, M). No caso M = R,
a notacao se reduz a Der(R). Se S C R é um subanel, podemos considerar o submédulo
Derg(R, M) constituido das S-derivagoes de R a valores em M,

Derg(R, M) = {0 € Der(R, M) | §|s = 0}.

E claro que Der(R, M) = Derz(R, M), j4 que 6 € Der(R, M) = 6(1) = 6(1-1) = 15(1) +
16(1) = 6(1) = 0 = 4|z = 0. Além disso, a partir da prépria definicdo segue uma inclusao
DerS(R, M) C HOHIS(R, M)

Intimamente relacionado as derivagdes é o médulo Qg(R) das S-diferenciais de Kdhler
de R, ao qual se dedica o Apéndice. De agora em diante serao remetidas a ele (ou, pre-
ferencialmente, as referéncias 14 citadas) a defini¢do e quaisquer propriedades a respeito de
Qg(R) que eventualmente forem utilizadas ao longo deste trabalho. Uma delas, extrema-
mente importante, é o isomorfismo

Homp(Q2s(R), M) ~ Derg(R, M)

dado por composigao com a derivacdo universal d = dg|g: R — 5(R). Uma conseqiiéncia
é que Derg(R, M) ~ Derg(Ry, Mr), para qualquer conjunto multiplicativo T' C R.



Concentremo-nos agora no contexto particular em que S = k C R = A/I, onde A =
E[X1,...,Xy] é anel de polindémios sobre um corpo k e I C A é um ideal. Se J é um
ideal contendo I, o homomorfismo sobrejetor A/I — A/J dd a M = R' = A/J uma
estrutura de médulo sobre R, de modo que podemos considerar o R’-médulo Derg (R, R) ~
Homp(Q%(R), R') das k-derivagoes de R a valores em R’. No caso colapsante I = J,
podemos identificar Derg(R) ~ Qi (R)* = Hompg(Qk(R), R).

Uma vez que Qi (A) = @' {AdX;, o isomorfismo universal acima garante a existéncia
de uma base {¢1,...,&,} de homomorfimos §;: $; AdX; — A satisfazendo & od = 0/0Xj.
Em outras palavras, as derivagdes parciais 0/0X1,...,0/0X,, constituem uma base para o
modulo das k-derivactes de A,

- 0
Derk(A) = ®Aﬁ7
j=1 J

que muitas vezes confundiremos com o médulo livre A", mediante a identificacdo usual
de 0/0X; com o j-ésimo vetor canénico e; € A". De maneira completamente analoga,
se R = S[Xi,...,X,], onde S é um anel sobre o qual os X;’s sao indeterminadas, entao
Derg(R) = @jRain ~ R".

Pode-se questionar a respeito da estrutura dos submddulos Derg(A) C Dery(A) para
outros subanéis B C A. Temos a resposta quando B é uma k-subéalgebra finitamente gerada:

Proposigao 1.1 Sejam k um corpo e B = k[f] = k[f1,..., fm] C A uma k-subdlgebra. Se
© denota a matriz jacobiana usual O(f) = (0f;/0X;) (que confundiremos com o correspon-
dente homomorfismo A™ — A™), entao, considerando Derg(A) como submddulo de A",
tem-se Derp(A) = Ker O.

Demonstragao. Tomemos (p1,...,p,) € Derg(A). Logo Zj pj0fi/0X; = 0, para cada
i € {1,...,m}. Em outras palavras, o produto da matriz © pelo vetor-coluna constituido dos
p;’s fornece o vetor nulo. Assim Derg(A) C Ker ©. Para a outra inclusao, se (¢i,...,qn) €
Ker © entao Ej q;0fi/0X; = 0,Vi. Pondo § = Zj q;0/0X, temos 6(f;) = 0, Vi. Aplicando
¢ a qualquer

F=an. o it fir € klf] = B,

obtemos, por aplicacoes sucessivas da regra de Leibniz, que 6(f) € >, Bo(f;) = 0. Logo
0(f) = 0 e isto significa que (q1,...,q,) € Derg(A). O

Uma aplicacao desta proposi¢ao é uma prova alternativa para o fato bem-conhecido de
que o posto de © nao ultrapassa a dimensao da subdlgebra.

Corolario 1.2 (k corpo arbitrdrio.) Tem-se posto © < dim B.

Demonstragao. Por um lado, sendo Derp(A4) = Ker O, temos posto Derp(A) = n — p,
onde p = posto ©. Por outro lado, denotando K = A = kE(X) e observando que
Derp(A)g) ~ Homg(2p(K), K), podemos escrever posto Derg(A) = dimgQp(K). A
seqiiéncia cotangente relativa, aplicada as extensoes B C L = k(f) C K, fornece em par-
ticular um homomorfismo sobrejetor de K-espagos vetoriais Qp(K) — Qp(K) e assim
dimgQp(K) > dimgQr(K) > gr.trp (K) = gr.tr,(K) —gr.try(L) =n—dim B=n—p >
n—dim B = p < dim B. O



Fixemos geradores f1,..., f,, do ideal I C A = k[Xq,...,X,] (suponhamos por sim-
plicidade car k = 0, embora em muitas situagoes seja suficiente supor k perfeito). Seja J
um ideal contendo I e consideremos a matriz 6 obtida de ©® = O(f) por reducao médulo
J, que naturalmente define um homomorfismo 6: (A/J)" — (A/J)™. O médulo de k-
diferenciais Qx(A/I) se apresenta pela transposta de © reduzida médulo I, de maneira que,
aplicando-se a esta apresentagao o funtor Hom,,;(—, A/J), obtém-se uma seqiiéncia exata

de A/J-mé6dulos
0 — Der(A/I, A)J) — (A)J)" —2= (A/J)™ — Coker 6 — 0.

Isto mostra que o A/J-médulo Dery(A/I, A/J) = Ker 6 é livre de torgao, e mais que isto,
é um modulo de sizigias de ordem 2 (de Coker 6). Como tal, se J é radical (ou mais
geralmente, se A/J é genericamente Gorenstein), trata-se de um A/J-mdédulo reflexivo.
Além disso, denotando por r o maior inteiro tal que I.(f) # 0, (ou alternativamente,
I,(©) € J em A), as seguintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) Derg(A/I, A/J) tem posto bem-definido sobre A/J, igual a n —r;
(ii) Derg(A/I,A/J) tem posto bem-definido sobre A/.J;
(iii) A matriz 6 tem posto bem-definido 7;
(iv) O ideal I, () C A/J contém algum elemento A/J-regular.

Situagoes tipicas em que isto ocorre sao quando J é um ideal primo (com I qualquer
contido em J), ou I = J é um ideal puro (isto é, todos os primos associados de I tém
a mesma altura) que é genericamente uma interse¢io completa, no sentido de que I, é
gerado por uma A -seqiiéncia, para todo p € Ass A/I; neste caso, o posto de Dery(A/I)
coincide com a dimensao de Krull de A/I. Lembrando que se I (ou A/I) é eqiiidimensional
entao todos os seus primos minimos tém a mesma altura, concluimos em particular que se
I é radical (logo genericamente regular) e eqiiidimensional (logo, neste caso, puro) entao
Dery(A/I) tem posto bem-definido. Pode-se também fazer uso do chamado ideal diagonal
Dy, de A/I, quando este é genericamente uma interse¢ao completa com a propriedade de
que as seqiiéncias regulares obtidas localmente tém o mesmo comprimento; porém, optamos
por nao adotar esta tltima abordagem.

Uma aplicagao destas observacoes preliminares é que, se 6 possui posto bem-definido 7,
entao, utilizando a férmula para a dimensao da dlgebra de Rees de um mddulo finitamente
gerado com posto, obtém-se dim R 4, ;(Dery(A/I, A/J)) = dim A/J+n—r. Em particular,
se R = A/I é um anel reduzido eqiiidimensional de dimensao d, entdo Rpg(Dery(R)) tem
dimensao 2d.

2 Modbdulos idealizadores diferenciais

Doravante a teoria dos idealizadores diferenciais sera apresentada e elaborada ab initio,
partindo da situagao geral e logo (da Segao 2.2 em diante) concentrando-se no contexto
fundamental de ideais em anéis de polindmios sobre um corpo.



2.1 Moddulos idealizadores diferenciais gerais

Iniciamos com a defini¢ao central deste trabalho.

Definigao 2.1 Sejam R um anel comutativo com unidade e M um R-médulo. Para cada
a C R ideal, S C R subanel e N C M submdédulo, definimos o idealizador (S-)diferencial
(ou (S-)tangencial), a valores em M e relativo ao par a, N, por

Derj (R, M) = {6 € Derg(R, M) | 6(a) C N},

onde d(a) C N siginifica 6(a) € N, Va € a. Dizemos que uma tal derivacao idealiza ou
conduz a em N. Se M = Re N =b C R é um ideal, escrevemos Der‘ib(R), ou Dery p(R)
quando o subanel S estiver subentendido. Se além disso a = b, a notagao se reduz a Dery(R),
o denominado idealizador diferencial (absoluto) de a.

Claramente, trata-se de um R-submédulo de Derg(R, M). Introduzindo agora a hipétese
de que a C N:p M, é util observar que a condi¢ao §(a) C N ¢ equivalente a 6(aq) € N,
para todo elemento a, em um conjunto (qualquer, possivelmente infinito) de geradores de
a. De fato, seja {aq}aca um tal conjunto e tomemos a € a arbitrdrio. De modo geral,
uma soma possivelmente infinita de mdédulos é constituida, por definicdo, de somas finitas
de elementos, e assim neste caso tem-se uma expressao a = » . balq, onde F C A é um
subconjunto finito de indices. Aplicando ¢ € Derg(R, M) a esta soma obtemos

5(a) = bad(aa) + Y aad(be) € N +aM = N,
aceF aEF

mostrando portanto que § € Deri N(R, M), e que em particular ndo hd dependéncia com
relagao a escolha de geradores. Vé-se que a hipétese aM C N é crucial, embora possamos
considerar médulos idealizadores completamente gerais (no contexto comutativo), como na
defini¢ao acima.

Proposicao 2.2 Sejam S C R anéis e N C M R-mdodulos. Entdo, para qualquer ideal
a C N:g M, tem-se uma seqiiéncia exata de R-mddulos

0— DerS(Ra N) - DeriN(R? M) - DerS/(aﬂS) (R/Cl, M/N)a
e em particular uma sequéncia exata
0 — Derg(R, N) — Derg(R, M) — Derg(R, M/N).

Demonstragao. Denotando M’ = M/N, a hip6tese a C N:g M = 0:g M’ garante que M’
tem estrutura de médulo sobre R = R/a. A cada ¢ € DeriN(R, M) podemos associar a
aplicacao mo §: R — M’, onde m: M — M’ é a projecao natural. Para quaisquer by, by € R,
podemos escrever (w0 d)(biba) = m(b1(b2) + b2d(b1)) = bi(mw0d)(ba) + ba(m 0 d)(b1) e assim
mod € Derg(R, M’). Denotando S = S/(anS) C R/, afirmamos que tem-se induzida uma
aplicacdo 6: R — M’ que é uma S’-derivacdo. De fato, pondo 6(b) = (7 0 d)(b),Vb € R (b
denota a imagem de b em R’) e tomando ay, as € R tais que a; — ag € a, entdo, usando que
§(a) C N, tem-se 6(a1) — §(az) = d(a1 —az) € N = (r0d)(a1) = (70 6)(az) e portanto §
est4 bem definida. Além disso § € Derg/(R', M'), ji que mo § € Derg(R, M").



Este processo define a aplicagao

Y =7Yan: Deriy(R,M) — Ders/(R, M),
) —  Y() =96

que claramente é R-linear. E facil ver também que Ker Y = Derg(R, N).
Para a seqiiéncia exata particular basta tomar a = 0 e observar que Der%)’ N(R,M) =
Derg(R, M). O

Questao 2.3 Quando o homomorfismo T,y é sobrejetor?

Mais adiante (¢f. Proposi¢ao 2.25) mostraremos que isto ocorre para as algebras finita-
mente geradas e essencialmente de tipo finito sobre um corpo — nao sao conhecidos, porém,
outros casos em que seja valida tal propriedade.

Corolério 2.4 Suponhamos que o anel R/a é noetheriano e finitamente gerado como dlgebra

sobre S/(aNS). Se Qgans)(RR/a)p =0,V p € Assg/o(M/N), entdo
Der§ v (R, M) = Derg(R, N).

Demonstragao. Sejam S’ = S/(anS) C R = R/ae M' = M/N. A condigio sobre R’
garante que Qg (R’) é um R’-médulo finitamente gerado e satisfaz

ASSR/HOHIR/(QS/(R,), M/) = SuppR/QSI(R/) N ASSR/M/.

Mas a hipdtese sobre o médulo de diferenciais significa que esta intersegao é vazia. Assim
Derg/(R', M') ~ Homp/ (g (R'), M') = 0, e o desejado segue da seqiiéncia exata estabele-
cida na Proposicao 2.2. O

2.1.1 Idealizadores relacionados a extensoes inteiras de dominios

Esta subsecao tem inicio com uma proposicao de interesse independente, mas que auxiliara
a explicitacao da estrutura de idealizadores diferenciais associados a certas extensoes de
dominios.

Sejam S C R anéis e M um R-mddulo. Da defini¢ao de S-derivacao de R a valores em M
segue uma inclusao Derg(R, M) C Homg(R, M). Assim, para qualquer ¢ € Derg(R, M), a
imagem Im § = §(R) C M é um S-médulo. Isto nos permite definir o seguinte S-submédulo
de M:

Dgr(M) =) Imd, &€ Derg(R,M).
é

Sob condigbes razoaveis, como veremos agora, este médulo estd contido no submaédulo de
R-torgao de M, e é portanto anulado — no caso finitamente gerado — por uma poténcia de
um certo ideal de Fitting de M.

Proposicao 2.5 Seja S C R uma extensao inteira de dominos noetherianos contendo um
corpo de caracteristica zero, e seja M um R-mddulo com submddulo de R-tor¢ao Tr(M).

Entao QS,R(M) C TR(M>.



Demonstragao. Sejam ¢ € Derg(R, M) e b € R quaisquer, e tomemos n = n(b) o menor
inteiro positivo satisfazendo b"4a1b" ' +. . .4+a,_1b+a, =0, comay,...,a, € S. Aplicando
0 a esta relacao de dependéncia inteira, e usando que d|g = 0, obtemos

nb"18(b) 4 a1 (n — 1)b"25(b) + ... 4 an_16(b) = 0,

isto 6, ¢-6(b) =0 € M, onde c = nb" ' +a;(n— 10" 2+...4a, 1 € R. ComoQC S,
podemos escrever

Ezbnfl—i-wbnd—i-...—kan*l, com M,...,anfl €s.
n n n n n

Decorre que ¢ # 0, do contrario terfamos "' + (a;(n — 1)/n)b" 2 + ... + ap_1/n = 0,
contradizendo a minimalidade de n. Sendo R um dominio, isto mostra que 6(b) pertence
ao submédulo de R-tor¢ao 7r(M) de M, e como b € R é arbitrario, Im § C 7r(M). J& que
0 € Derg(R, M) também foi tomada arbitraria, obtemos Dg r(M) C Tr(M). O

Observacgao 2.6 Assumindo que o médulo M da proposigao é finitamente gerado de posto
r sobre o dominio noetheriano R, e usando que Dgr(M) C Tr(M) = 0:p §r(M)>® =
0:a F-(M)!, para [ > 0, obtém-se que

g (M) - Dg (M) =0,

onde §,(M) (resp. “-”) denota o r-ésimo ideal de Fitting (resp. a operagao de R-mddulo)
de M.

A Proposigao 2.5 revela uma obstrugao “diferencial” para um mdédulo (ndo necessaria -
mente finitamente gerado) ser livre de torgao:

Corolario 2.7 Seja S C R uma extensdo inteira de dominos noetherianos contendo um
corpo de caracteristica zero, e seja M um R-mddulo. Se existir uma S-derivagao 6: R — M
nao-trivial, entao M ndao € livre de tor¢ao sobre R.

Demonstracao. Temos Dgpr(M) C Tr(M). Se M fosse um R-médulo livre de torcao,
terfamos g r(M) = 0 e assim Derg(R, M) = 0, contradizendo a hipétese. O

Observacao 2.8 Seja S C R uma extensao inteira como acima, e seja N um R-mddulo
finitamente gerado. Se existir uma S-derivagao nao-trivial de R na dlgebra simétrica Sg(N)
de N, entao, aplicando o corolario com M = Sr(N), podemos afirmar que Sr(N) possui
R-torcao, isto é, N nao é de tipo linear. Uma situagao em que isto possivelmente se aplica é
quando R é uma &algebra de tipo finito sobre um corpo e S é uma normalizacao de Noether
de R.

Corolario 2.9 Além das condigées da Proposicao 2.5, suponha-se que M € livre de R-
tor¢ao e seja k um corpo de caracteristica zero contido em S. FEntao existe injecao de
R-mddulos

Derg (R, M) — Der (S, M),
dada por restrigio a S. Em particular, Derg(R) C Derg(S, R).
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Demonstracao. Do Corolario 2.7 decorre Derg(R, M) = 0. Escrevamos a seqiiéncia
cotangente relativa associada a extensao de k-dlgebras S C R:

Qr(S) ®s R — Q(R) — Qgs(R) — 0.

Aplicando Homp(—, M) e fazendo as identificagbes usuais, obtemos a seqiiéncia exata de
moédulos de derivagoes

0 — Derg(R, M) — Dery(R, M) £ Dery (S, M),

onde ps é o homomorfismo de restricao a S. Portanto pg é injetor se e somente se

Derg(R, M) = 0. O

Pode-se mostrar também que, se o dominio R é uma &algebra finitamente gerada sobre
um corpo k de caracteristica zero, entao toda 0 € Derg(R) se estende a uma k-derivacao
0: R — R do seu fecho inteiro R, induzindo assim uma inje¢ao Dery,(R) — Derg(R) (cf. [16,
Theorem 5.11]).

Proposicao 2.10 Sejam B C A anéis, com B contendo um corpo de caracteristica zero.
Sejam N C M A-mddulos e p C N:g M um ideal primo tal que B/(p N B) C A/p é uma
extensao inteira de dominios noetherianos, e suponhamos que o A/p-médulo M /N € livre
de torcao. Entao

DergN(A, M) = Derp(A,N).

Demonstracao. Considerando a extensao inteira S = B/(pNB) C R = A/p, o Coroldrio 2.7
fornece Derg(R, M/N) = 0 ja que M/N nao tem R-torgao. Aplicando a Proposicao 2.2 a
extensao B C A, obtemos a igualdade proposta. |

Corolario 2.11 Sejam B um anel contendo um corpo de caracteristica zero e p C A =
B[X1,...,X,] (Xi’s indeterminadas sobre B) um ideal primo tal que B/(p N B) C A/p
€ uma extensdo inteira de dominios noetherianos. Entao a estrutura do idealizador B-
diferencial de p se explicita por

N0
B _ ~ N
Derp(A)—G_?pa Z‘_p :

Demonstragao. No caso especial N =p C M = A = B[Xy,...,X,], a proposicao acima
fornece Derf(A) = Derg(A,p). Mas Derg(A4,p) C Derg(A) = ®;40/0X;, de modo que,
se § € Derf(A), entdo tem-se uma expressao 6 = y_.p;0/0X;, p;’s em A. Como Im 6 C p
tem-se p; = §(X;) € p,Vj, e portanto Derf(A) C @®;pd/0X;. A inclusdo oposta é clara. [

Finalmente, apresentamos uma familia de exemplos na forma de corolario.

Corolario 2.12 Consideremos a extensdo de anéis B C A = B[X1,...,Xy] (X;’s indeter-
minadas sobre B), onde B € um anel noetheriano contendo um corpo de caracteristica zero.
Para cada i € {1,...,n} tomemos em A um polinémio da forma

m;
k=0
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Entao, para todo ideal b C B com a propriedade de que P = bA+ (f1,..., fn) € um ideal
primo de A, tem-se

Derp(A) = P Pai ~ pon,
i=1 v

Demonstracao. Com o que j4 foi obtido, é suficiente mostrar que a extensao de dominios
noetherianos B/(PNB) C A/P é inteira. Mas isto segue imediatamente do préprio aspecto
dos fi’s : denotando por z; a imagem em A’ = A/P de Xj, e por b}, a imagem em
B’ = B/(P N B) de by, obtém-se, por redugdo médulo P, uma relagdo de dependéncia
inteira Y v, bl aF + 2" = 0 € A’ com coeficientes em B’. Sendo A’ a B'-dlgebra gerada
pelos z;’s, segue-se o desejado. O

2.1.2 Comparacgoes entre idealizadores diferenciais

Dados ideais a, b de um anel R, podemos questionar como se relacionam os respectivos ide-
alizadores absolutos em termos do posicionamento relativo entre a e b. Em outras palavras,
pergunta-se se a operagao de tomar idealizadores diferenciais satisfaz propriedades fun-
toriais. Nesta subsecao detectaremos alguns casos em que existe algum padrao, embora
nao exista um comportamento funtorial completamente geral; por exemplo, em algumas
situagoes a inclusao entre ideais é preservada, mas em outras, é revertida. Um subanel
S C R estard subentendido por simplicidade (isto é, escreveremos Der(R) = Derg(R) e
Der((R) = Derf (R), para qualquer ideal ¢ C R), a menos que seja necessario explicita-lo.

Antes do primeiro resultado desta subsecao, observaremos uma propriedade elementar
das derivagoes.

Lema 2.13 Dados um inteiro n > 2 e elementos x1,...,x, € R, tem-se, para qualquer
derivacdo D de R, uma expressao

(n—1)-D(z1---xp) = inD(yi% Yi = ij
i1 i

Demonstracao. Para um produto finito geral z = 21 ---z5, 0 uso iterado da regra de
Leibniz fornece D(z) = 29+ 2sD(21) + ... + 21 -+ - 2s—1D(zs). Assim, é facil ver que

r1D(y1) = yo2D(w2) + y3D(z3) + ... + ynD(zy)
r2D(y2) = yiD(71) + ysD(z3) + ... + ynD(xp)

an(yn) = le(‘Tl) + y2D(m2) + .+ yn—lD(yn—l)-

Somando, obtemos Y i #; D(y;) = > i (n — 1)y D(z) = (n — 1){za- -z D(x1) + ... +
x1 Tp_1D(zp)} = (n—1)D(xy1 - - ), como queriamos. O

Proposigao 2.14 Se a C R é um ideal, entao r - Dery(R) C Derg+1(R), para qualquer
inteiro r > 1. Em particular, Derq(R) C Derg(R). Além disso, se S contém um corpo de
caracteristica zero, a cadeia descendente das poténcias de a induz uma cadeia ascendente
de submddulos de Der(R),

Derq(R) C Derg(R) C Derg(R) C ...
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Demonstragao. Seja D € Derg(R) e consideremos um gerador tipico a = aj -+ - ap41
de a"*!. Entdo, aplicando o lema acima com n = r + 1, obtemos (rD)(a) = rD(a) =
Sl aiD(b;), com b; = [z a; € a”. Logo D(b;) € a" e assim a;D(b;) € a"1 donde
(rD)(a) € a"*!, como querfamos. Se Q C S, a cadeia ascendente proposta é clara. O

Corolario 2.15 Se Q C S e R € noetheriano e finitamente gerado como S-dlgebra, entao,
dado um ideal a C R, tem-se
Derut (R) = Derat+i (R),

para t > 0 e para todo © > 0.

Demonstragao. Sendo R uma S-élgebra finitamente gerada, o R-médulo Qg(R) é finita-
mente gerado e portanto seu R-dual Derg(R) também tem esta propriedade. Assim, sendo
R noetheriano, o R-médulo Derg(R) é noetheriano e isto implica na estabilizacao da cadeia
ascendente obtida na proposicao acima. |

Proposicao 2.16 Se 2 ¢ invertivel em um anel local noetheriano R e a C R € um ideal
gerado por uma R-seqiiéncia, entdo Derg(R) = Derg(R).

Demonstracao. E suficiente mostrar que Derg(R) C Derg(R). Seja {ai,...,a,} uma
R-seqiiéncia que gera a. Como R é um anel local noetheriano, qualquer permutagao dos a;’s
também é R-seqliéncia (cf.[3, Proposition 1.1.6]), isto é, (a1,...,ai—1, 011, -, am): (a;) =
(a1,...,@i—1,0i41,-..,am),Vi. Para qualquer D € Derg(R), temos 2a1D(a1) = D(a?) €
a? e assim existem af,...,a},, € a tais que a1D(a1) = ajjai + ... + a},,am, ou seja,
(ayy—D(a1))ay+adiqas . . .+dy,,am =0 = aj;—D(a1) € (az,...,am): (a1) = (ag,...,am) =
D(ay) € a. Da mesma forma, mostra-se que D(as), ..., D(a;) € a e portanto D € Dery(R).

O

Questao 2.17 Sob que condicbes adicionais poderia valer a reciproca da Proposicao 2.167

Proposicao 2.18 Sejam a C b C R ideais tais que o ideal a:b contém algum elemento
R/b-regular. Entdo Dergp(R) = Dery(R). Em particular, Derq(R) C Dery(R).

Demonstracao. Sendo a C b, a inclusao Dery(R) C Dergp(R) é 6bvia. Tomemos entdo
quaisquer D € Dergp(R) e b € b. Queremos mostrar que D(b) € b. Por hipétese existe
a € a:b que é regular médulo b. Sendo ab € a, temos D(ab) € b e isto significa que
bD(a) + aD(b) € b, donde aD(b) € b e portanto necessariamente D(b) € b, uma vez que
a nao divide zero em R/b. Isto mostra a igualdade proposta. Em particular obtemos que
Derg(R) C Derg(R), ja que claramente Derg(R) C Derg p(R). O

Proposicao 2.19 Consideremos um produto de ideais a = bc C R, onde a: b contém algum
elemento R/b-regular (e.g., b ideal primdrio e ¢ ¢ \/b). Entdo

Derg(R) = Derp(R) N Der, q.5(R).

Demonstracao. Seja D € Derg(R). Aplicando a Proposi¢ao 2.18 obtemos Derg(R) C
Derp(R). Assim, D(b) C b. Tomemos ¢ € ¢ qualquer e verifiquemos que bD(c) C a.
Para todo b € b tem-se bc € bc = a, logo D(bc) € a e assim bD(c) + ¢D(b) € a. Mas
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c¢D(b) € a ja que D(b) € b. Portanto bD(c) € a, o que mostra a inclusao Dergy(R) C
Derg(R) N Der, q.5(R). Inversamente, seja D € Der(R) satisfazendo D(b) C b e bD(c) C a.
Dado um elemento a € a arbitrario, podemos escrevé-lo como soma finita de termos da
forma b;c; € be. Assim, por aditividade, podemos supor que a = be, com b € bec € ¢, e
portanto D(a) = bD(c) + D(b)c € a+ bc = a, como querfamos. O

Proposicao 2.20 Seja a C R um ideal admitindo uma apresentacado livre finita
t ¥ T
Rr—-R —a—0.
Entdo Derq(R) C Dery, (y)(R), onde I1(3) denota o ideal gerado pelas entradas de .

Demonstragao. Seja {ai,...,a,} conjunto de geradores de a em relacdo ao qual foi
construida a apresentacao dada, e escrevamos ¢ = (b;;), 1 <i <r, 1 < j <t. Tomemos
D € Derq(R) qualquer e mostremos que D(b;j) € I1(¢),Vi,j. Sendo D(a) C a, existem,
para cada i € {1,...,r}, elementos ¢1,...,¢r € R tais que D(a;) = Y ._; Cisas. Uma
vez que as colunas de ¢ sdo sizigias de {a1,...,a,}, temos Y ;_ bjja; =0, j = 1,... ¢t
Aplicando a derivagao D a cada tal relagdo, obtemos Y ;_, b;;D(a;) + > .i_ a;D(b;j) = 0,
ou seja, » 4 by (30, cisas) + Y oi_; aiD(b;j) = 0, que podemos escrever como

) bijen + D(byj))ar + ...+ O _bjcir + D(brj))ar =0, j=1,....¢t
=1 =1

Em outras palavras, para cada j € {1,...,t} o vetor

& = (Z bijein + D(byy) 5 - 0 > bije +D(brﬂ'>> € R

=1 =1

é uma sizigia de {a1,...,a,}, e assim, utilizando que as colunas da matriz de apresentagao
1 geram o moédulo das sizigias dos a;’s, existem p1j,...,p:; € R satisfazendo uma igualdade
vetorial £ = p1j(b11,...,br1) + ... + ptj(big, ..., br¢). Comparando coordenadas, obtém-se
finalmente D(b;;) = S"j_, Prjbix — dopey bijcii € (). O

2.2 Propriedades basicas do idealizador diferencial polinomial

No nivel de generalidade anterior — em que foi definido o idealizador Deri ~(R, M) — nao se
dispGe, em principio, de ferramentas ou técnicas diretamente aplicdveis ou suficientemente
“palpaveis”, pela simples razao de que R e M foram tomados arbitrariamente e portanto
nao “transferem” propriedades. Por isso, especializaremos a partir de agora ao caso de
idealizadores diferenciais relativos a ideais em anéis de polinémios sobre um corpo.

Tomemos ideais I, J C A = k[X1, ..., X,], onde k é um corpo qualquer. Nesta situacao,
o médulo idealizador (k-)diferencial relativo ao par I, J,

Dery,j(A) = {6 € Dery(A) | 6(I) C J},

proporciona um ambiente de propriedades mais concretas. Em se tratando de um submaédulo
de Dery(A) = ®;A0/0X;, cada § € Derr j(A) possui uma expressao 6 = ). p;0/0X;,
para certos p;'s em A. No caso fundamental I = (f1,...,fm) € J (j& que assim, como
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enfatizamos no inicio da Secao 2.1, podemos restringir a propriedade de conducao a um
conjunto qualquer de geradores de I), dar um elemento do idealizador diferencial significa

fornecer uma n-upla (p1,...,pn) € A" com a propriedade de que existem polindmios h;; €
A, 1 <1i,j <m, satisfazendo o sistema algébrico
ofi ofi
+...+ =hiifi+...+himfm, i=1,....,m.
b1 X, pnaXn i1f1 imfmy @ m

Para uma descrigao matricial, sejam © a matriz jacobiana dos f;’s, (p) o vetor-coluna dos
pi’s, H a matriz m x m dos h;;’s e (f) o vetor-coluna dos f;’s. Podemos entao escrever:

©-(p)=H-(f)

Observagoes 2.21 (1) Se I C J, é imediato que os idealizadores absolutos Derj(A) e
Der;(A) de I e J estao ambos contidos no relativo Dery j(A).

(2) O idealizador diferencial Dery j(A) esta contido no médulo livre Dery(A) e portanto
é livre de torgao, e uma vez que contém o submédulo JDery,(A) ~ J®" (que tem posto n),
obtém-se posto Dery j(A) = n.

(3) Considerando em A = @;>04; = ®;>0k[X]; a graduacao standard, podemos graduar
o A-médulo livre Derg(A) = ®;A0/0X; atribuindo, por exemplo, grau —1 a cada gerador
livre 0/0X;, ou seja, para cada d > —1, escreve-se Derg(A)g = ®;Ag+10/0X;. Desta forma,
se I e J sao ideais homogéneos, Dery j(A) herda uma estrutura de submdédulo homogéneo

de Derg(A),

n
DerI,J(A) = @ DeI'],J(A)d, DeI'LJ(A)d = DQI'LJ(A) n @ Ad+18/8Xi.
d>—1 i=1

Em particular, se I = (f1,..., fm) C J ent@o a derivacao de Euler e =), X;0/0X; satisfaz
€(f;) = gr(fj)fj € J,Vj, eassim e € Dery j(A)o. Além disso, é possivel que Dery y(A)_1 # 0.
Por exemplo, se I = (XZ —-YZ) C A=Ek[X,Y, Z], entdo 0/0X + 0/0Y € Derj(A)_1.

(4) Considerando ideais I = (f1,..., fm) C J C A e a matriz jacobiana © = O(f), tem-
se DerLJ(A) = Derk(A) = 8/(‘3X] S DerLJ(A),‘v’j = 8fz/8XJ e JVi,j] & 11(@) CJ.
Em particular, se car k = 0 e I = J, entdao Derj(A) # Derg(A). Um exemplo trivial em que
hé igualdade é obtido tomando-se um polindmio f € A e seu ideal jacobiano Jy, gerado por
f e suas derivadas parciais. Neste caso [1(0) = Jy, e assim Dery, s, (A) = ®;A0/0X;.

Exemplo 2.22 Queremos generalizar a classe de exemplos dada na Observagao 2.21(4)
acima. Seja I C A um ideal radical e suponhamos que car k = 0. Para cada inteiro r > 0,
sua r-ésima poténcia simbdlica I'") coincide com sua r-ésima poténcia infinitesimal <"~
(¢f. [5, Theorem 3.14], onde é dada uma demonstragdo no caso em que I é primo e k é
algebricamente fechado, e onde s@o dadas referéncias para o caso aqui mencionado), isto é,

||
z<r>:{feA1 O e Lvaen o 9—1}.

Assim, para qualquer f € I™Y podemos escrever 8|°“f/8Xa € I,Va,|a| < r, ou seja,

BN Of/0X;)/0XP € I,V5,98,|8] <r—1= 0f/0X,; € I V], donde d(I"*+V)/0X; C
I V. Concluimos que Der(41) r(r) (A) = Derg(A).
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Embora a “posicao relativa” I C J seja de central interesse, uma situacao ingénua
ocorre no caso I ¢ J, a saber, quando existe em I algum elemento A/J-regular. Nao ha
necessidade de apelo a geradores, e o médulo Dery j(A) pode ser facilmente explicitado:

Proposicao 2.23 Sejam I,J C A ideais tais que J: I = J. Entao

N0
Der; j(A) = P J 51 ~ JO".
o 09X

Demonstracao. Seja § € Dery j(A). Tomemos f € I e g € A quaisquer. Logo (f),
0(fg) € J, e sendo §(fg) = fé(g9) + gd(f) obtemos fé(g) € J, ou seja, d(g) € J: I = J.
Como ¢ foi tomado arbitrariamente tem-se em particular §(X;) € J,Vj, e assim, escrevendo
0 = >, hi0/0X;, decorre h; = 0(X;) € J. Isto mostra que Derr j(A) C JDery(A). A
inclusao oposta é ébvia e portanto Dery j(A) = J(®;A40/0X;) = &;J0/0X;. O

Corolério 2.24 Seja f € A = k[Xq,...,X,] um polinomio nao-nulo com fatora¢io f =
e i ag s intedros positivos e f;’s irredutiveis distintos. Seja I C A ideal tal que
I & (fi),Vi (e.g., alt T > 2). Entao o idealizador diferencial relativo ao par I,(f) € o

A-mddulo livre .

Der; ;(A) = @ (f)9/0X:.

i=1

Demonstragao. Segue da proposicao acima e de que Ass o(A/(f)) ={(f1),...,(fr)}. O

2.2.1 Relacgao estrutural com o médulo de derivagoes

Investigaremos a relacao estrutural entre o médulo idealizador relativo a um par de ideais
e o modulo de derivagoes correspondente, e veremos que a operacao de tomar idealizadores
diferenciais comuta com formagao de fragdes. Para qualquer A-médulo M, denotaremos
por Mg a localizacdo de M com respeito a um conjunto multiplicativo S C A.

Proposicao 2.25 Denotemos por B o anel de polinémios A ou o anel de fracdoes Ag com
respeito a um conjunto multiplicativo S C A. Para quaisquer ideais I C J C B, tem-se um
isomorfismo de B/J-mddulos

B B\ _ Der; (B) AN
Der <I’J) = JDery(B) © @<J> 0X,

i=1

e um isomorfismo de Ag-mddulos Dery j(A)s =~ Deryg js(Ag).

Demonstragao. Tomemos inicialmente B = A. O homomorfismo T definido em geral
na demonstragao da Proposicao 2.2 fornece, nesta situacao particular, um homomorfismo
de A-médulos Y7 s que a cada § = Y, p;0/0X; € Dery j(A) associa 6 = >, 9;0/0X; €
Dery(A/I,A/J), onde p; denota a imagem de p; em A/J. Além disso, tem-se Ker Y7 j =
Dery(A,J). Se D = )", p;i0/0X; € Dery(A,J) entao p; = D(X;) € J,Vj = Dery(A,J) C
JDerj(A), e a inclusao oposta é imediata. Assim, Ker Y ; = JDerg(A). Queremos entao
mostrar que Y7 j é sobrejetor. Conforme observamos na primeira subsegao, identifica-se
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Dery(A/I,A/J) ~Ker 8 C (A/J)", onde §: (A/J)" — (A/J)™ é o homomorfismo induzido
pela matriz jacobiana de um conjunto de geradores {fi,..., fim} de I. Desta forma, para
qualquer A = °.G,0/0X; € Dery(A/I,A/J), tem-se ., g;0f;/0X; = 0 € A/J,Vj, isto
é, Zzgzﬁfj/éXl € J,V] = A = Zlgzﬁ/aXz S DerLJ(A) = T]J(A,) = A= TLJ é
sobrejetor. Disto decorre o isomorfismo proposto quando B = A, e uma seqiiéncia exata
curta de A-mddulos

0 — JDery(A) — Dery s (A) 2% Dery,(A/1, A/J) — 0.

De modo geral, se R é um anel e T' C R é um conjunto multiplicativo qualquer, cada
D € Der(R) induz uma derivagdo Dy € Der(Rr) (cf.]9, Exercise 25.3]). Explicitamente,
sea € ReteT,entdo Dr(a/t) = 1/t3(tD(a) — aD(t)). Em particular, se S C A é um
conjunto multiplicativo, tem-se Dery(Ag) = @;A5(0/0X;)s. Assim, se §/1 € Dery j(A)s C
Dery(A)g, com § = >, p;0/0X; € Dery j(A) arbitraria, considera-se de maneira natural a
derivacao ¢ = > .(pi/1)(0/0X;)s € Dery(As). Se f/h € Ig, com f € I e h € S, pode-
mos escrever (8)(f/h) = 3,(pi/1)(@/0X:)s(f/h) = (L/h2) S, pi(hOf /0 — fOROX;) =
(1/R)8(f) — (6(h)/h?) f € Js+Is = Js, mostrando portanto que &’ € Deryg j;(Ag). Tem-se
entao uma aplicagao

B : Dery j(A)s — Deryg ys(As), 6/g — (1/g)¢', 6 € Der; j(A), g€ S,
que claramente estd bem definida, é Ag-linear e torna comutativo o diagrama
(Y1,0)s
0 — JDergy(A)s — Derr j(A4)s — Dery(A/I,A/J)s — 0
a Bl vl

Tig,g

0 — JsDery(As) — Derrg j4(As) ARG Dery(Ag/Is, As/Js)

onde o e v sao os isomorfismos naturais. Note-se que, analogamente ao fato Ker T; ; =
JDery(A), tem-se Ker Yy ;o = JgDery(Ag). Finalmente, aplicando o lema da serpente
concluimos que 3 é um isomorfismo; sendo (Y7 j)s sobrejetor e vo (Yr,5)s = Yrg,4 0 5,
segue-se que Yy j, € sobrejetor. O

Com isto poderemos identificar Dery(B/I, B/J) = Der; j(B)/J®" C (B/J)", sempre
que for conveniente. Uma conseqiiéncia ingénua é o seguinte

Corolério 2.26 Seja m C A um ideal mazimal tal que A/m € uma extensao separdvel de
k (e.g., k perfeito). Entao

Derp(A) = @m(?Xi o~ m*",

i=1

Demonstragao. A versao algébrica (de Zariski) para o teorema dos zeros de Hilbert
assegura que a extensao de corpos L = A/m D k é finita, e sendo por hipéGtese separavel,
satisfaz Qi (L) = 0 (¢f., e.g., [, Exercise 16.9]) e portanto Dery(L) = Homp (2% (L), L) = 0.
Por outro lado tem-se Derg(L) = Dery(A)/m®", donde segue o desejado. O

17



2.2.2 A seqiiéncia exata jacobiana

Sejam k corpo e A = k[X,...,X,] anel de polinémios.

Proposicao 2.27 Consideremos ideais I = (f1,...,fm) € J C A e a matriz jacobiana
O = O(f) (deliberadamente confundida com o correspondente homomorfismo A™ — A™).
Entdao tem-se uma seqiiéncia exata curta de A-mddulos

0 — Ker® — Dery j(A) — Im© N JA™ — 0.

Demonstracao. Por restricdo a Derj j(A), o homomorfismo ©: A" — A™ induz de
maneira natural uma aplicacao A-linear 7:Dery j(A) — ImONJA™. A inclusao Im7 C Im©
é clara, e para cada § € Dery j(A) podemos escrever 7(8) = (6(f1),...,0(fm)) € JA™, ou
seja, tem-se de fato Im7 C Im© N JA™. Afirmamos que ocorre igualdade. Tomemos entao
qualquer

v = (Z qidf1/0X;, ..., Zqiafm/axi> e ImO N JA™,

que podemos exprimir como v = (D(f1),...,D(fm)), onde D = >".q;0/0X; € Dery(A).
Sendo D(f;) € J,Vj, vem D € Dery j(A) e assim v = 7(D), isto é, T é sobrejetor, como quer-
emos. Resta-nos verificar que o A-médulo Kerr se identifica a Ker®. Isto segue diretamente
da construgao, pois, denotando p =, h;0/0X;, tem-se: p € Kert = 7(p) =0€ A™ = O-
(h) = 0 = (h) € Ker©, e reciprocamente, (h) € Ker® = " h;0f;/0X; = 0,Yj = p(f;) =
0,Vj (em particular, p € Dery j(A)) = 7(p) = (p(f1),...,p(fm)) = 0= p € Kerr. O

Corolario 2.28 Se I,,(0) # 0 (ou seja, algum subdeterminante de ordem n € nao-nulo,
donde necessariamente n < m), entdo tem-se um isomorfismo de A/J-mddulos

ImO N Jom
JImO

Em particular, isto se aplica ao caso n =m e det © #£ 0.

Dery,(A/I, A)J) ~

Demonstracgao. E claro que I,(0) # 0 se e s6 se posto © = n, o que equivale & injetividade
de ©. Assim, o homomorfismo sobrejetor 7 = @|Der1 J(A) utilizado na demonstracao da

proposi¢ao acima é um isomorfismo. Por A-linearidade tem-se O(JA") = JO(A"), ou seja,
7(J®") = JImO, donde se conclui que

Dery(A/I, A/ J) = Derr j(A)/J®" ~ 7(Dery ;(A))/7(J¥") = (ImO© N J¥™) /JIm®.

|
2.3 O idealizador diferencial parcial (IDP)
2.3.1 Geradores de um IDP
Fixemos um corpo k e um conjunto minimal de geradores {fi,..., f;n} de um ideal I C

A=k[X1,...,X,]. Paracadat e {1,...,m}, podemos considerar o A-médulo

Derft71(A) = {5 S éAO/@Xl ‘ (S(ft) € I},

=1
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denominado idealizador diferencial parcial (IDP) de I com relagao a f;. Trata-se portanto
de um tipo especial de idealizador relativo.

O estudo dos idealizadores parciais de I, visando uma descricdo do seu idealizador
absoluto, justifica-se através da igualdade

Der;(A) = (] Dery, 1(A),
t=1

que decorre facilmente da regra de Leibniz.

Seja Iy = Iy, = (0f1/0X1,...,0f/0Xy) o ideal gradiente de f;. Explicitaremos um con-
junto (possivelmente ndo minimal) de geradores para o IDP correspondente, através de uma
apresentacao livre do ideal Z, = I, + I, cujos geradores 0f;/0X1,...,0f1/0Xn, f1,..., [m
serao tomados nesta ordem e com seus devidos coeficientes.

Proposicao 2.29 Consideremos a apresentacao livre
A 2L A 70, b= (QW), 1<i<ntm, 1<j<r.

Entdo o IDP de I com relagdo a f; € dado, em termos de geradores, por
Tt n
t ¢ ¢ .
Dery, 1(A) =" As, o =>"QWojoxi, j=1,....m.
J=1 i=1

Demonstracao. Omitindo o indice ¢ por simplicidade, tomemos 6 = Y I | p;0/0X; €
Dery (A). Logo, existem hy, ..., hy, € A tais que

8(f) = _pidf/0Xi =) hifr €,
=1 k=1

ou seja, y iy pi0f/0X; — >0 hifi = 0, e isto significa que

-
vi=(p1,...,Pn,—h1,...,—hp) € Syz,(Z) = ZAuj c AVt
j=1
onde vj = (Q1j, .., Qnj, @ntijs - - -, @nim,j) € 0 j-ésimo vetor-coluna de ®. Podemos entao
escrever v = . g;v;, para certos gi,..., g, € A. Comparando as n primeiras coordenadas

nesta igualdade, obtemos

(p17 cee 7pn) = 91(@117 .. ‘7Qn1) +... +gT(Q17‘7- . '7Qn7”)7

ou de maneira equivalente, § = Zj gj0;, mostrando portanto a inclusdo Ders(A) C
Z;Zl Aéj. A fim de obtermos igualdade, resta-nos verificar que 6;(f) € I, para cada j.
De fato, usando que as colunas de ® sao sizigias de Z, temos

6](f) = ZQZ] 8f/aXZ = _ZQn-i—s,j fs el.
=1

s=1
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Corolério 2.30 Tem-se uma igualdade de A/I-mddulos

Tt

Dery(A/ fin AJT) = 3 (A/1)5Y,

i=1
onde a barra denota classe residual modulo I.

Demonstragao. Segue imediatamente da proposi¢ao acima e de que Dery(A/fi, A/I) se
identifica a0 A/I- médulo Dery, 1(A)/I®™ (cf. Proposigao 2.25). O

Observagao 2.31 Considerando os idealizadores diferenciais como submdédulos de A™ (isto
é, identificando 0/0X; com o i-ésimo vetor candnico de A™), a Proposicao 2.29 nos permite
escrever

¢ ¢
Qi .. Q)
Dery, 1(A) = Im ¢y = Im o : ,
Q... Qll
de modo que o IDP em questao é gerado pelos vetores-coluna vj(t) = (Qgt]), e ,QS])-),]' =
1,...,7r, da matriz ¢, obtida deletando-se as m tltimas linhas de ®,. Portanto ¢; tem
tamanho n X 7, e suas colunas sdo as coordenadas, na base {9/0X1,...,0/0X,}, das

derivagoes (5?), - ,5&?, que podem entao ser identificadas aos vetores ’th ’s. Observe que,

se existe i € {1,...,n} tal que df;/0X; = 0, entdo o polinémio nulo deve constar como
s Ll « ” : . Al n
i-ésimo “gerador” do ideal Z;; neste caso, as coordenadas do vetor candnico e; € A™ figuram
como uma coluna de ¢;. Da mesma maneira, identifica-se

Derg(A/ fr, A/T) =Im ¢y C (A/I)™
Podemos definir os inteiros positivos
(¢ t _ N t
=i 1ol ¢ > A}, m =4 ol ¢ >0 Av? 4 157}
I#£j I#5
e observar que, se I é homogéneo, entao por construgao tem-se p(Dery, 1(A)) = v e
w(Derg(A/fi, A/I)) = 7;. Note-se que nao ha ambigiiidade quanto ao nimero 7y, ja que,
de modo geral, se I C J C A sado ideais homogéneos, o niimero minimo de geradores de

Dery(A/I,A/J) é o mesmo, seja visto como médulo sobre A, A/I ou A/J.

Forneceremos um exemplo (com m = 2), a fim de ilustrar o método.

Exemplo 2.32 Consideremos o ideal
I= (f17f2) - A= Q[X7Y7Z]7 fl - XQY - 237 f2 - Y4 - X2Z2-

Vamos exibir geradores para os idealizadores parciais Dery, 1(A) e Dery, 1(A),vistos como
submédulos de A3. Primeiramente, o ideal 7y = I + I = (2XY, X2, —37Z2, f1, f2) se apre-
senta pela matriz

X 0 0 3722 -Y* o0
-2y 3y 3z 0 2Xx7z* 37%

0 Z X? 2XYy 0 Yyt |,

0 -3 0 0 0 0

0 0 0 0 2X 377
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que, por delecao das 2 dltimas linhas, produz

X 0 0 372 -Y3 0
Dery, [(A)=Im ¢y =Im | -2V 3Y 372 0 2X2z% 3z¢
0 Z X2 2XY 0 Y4

Analogamente, partindo da apresentacao livre do ideal Zo = (—2XZ2,4Y3, —-2X2Z, f1, f2),
obtemos a matriz

X 0 =72 2v27 0 0 23
o = 0 Y 0 X3 zZ3  X?z X7° |,
-7 27 XY 0 2X27 2y3 0

cujos vetores-coluna geram o IDP de I com relagao a fs.

2.3.2 O caso especial dos médulos de Saito e divisores livres

Concentremo-nos agora no caso particular de um ideal principal I = (f) C A. Natural-
mente, fundem-se as nogoes de idealizador parcial e absoluto, resultando no A-médulo

Der(A) = {6 € Deri(A) | §(f) € (£)},

denominado mddulo de Saito de f, em referéncia a K. Saito e seus resultados (originalmente
obtidos no contexto analitico) sobre campos vetoriais logaritmicos (cf. [10]).

Uma aplicacao imediata da Proposicao 2.29 é a explicitacao de geradores para o moédulo
de Saito de f € A, e conseqiientemente para o médulo de k-derivagoes da hipersuperficie
associada. Os geradores 0f/0X1,...,0f/0X,, f do ideal jacobiano J; = (Iy, f) serdo

tomados nesta ordem e com coeficientes.

Corolario 2.33 Consideremos a apresentacdo livre

P
ATr LA g0, Bp=(Qiy), 1<i<n+1, 1<j<ry
(i) Podemos escrever

n

rf
Ders(A) =Y Ad;, &= Qu0/0X;, j=1,...,ry.
7j=1

i=1

Alternativamente, identificamos Dery(A) = Im ¢y C A", onde ¢¢ € a matriz n X ry
obtida por delecao da iltima linha de @,

(ii) Tem-se
ry

Der(A/(f)) = > _(A/()3;,

=1

ou ainda, Dery(A/(f)) = Im ¢; C (A/(f))", onde a barra denota classe residual
mddulo (f).
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Este corolério é vélido para f € A arbitrario, mas na medida em que exibe geradores
construidos a partir das sizigias de um ideal auxiliar, nao traz indicios de como pode ser
obtida, por exemplo, uma resolucao livre para Der(A), bem como alguns de seus invariantes
numeéricos. Contudo, se f é um polinémio euleriano, no sentido de que f € I (e.g., f
homogéneo de grau nao divisivel por car k), o médulo de Saito torna-se especial em relagao
aos IDP’s mais gerais descritos na Subsecao 2.3.1; explicitaremos sua estrutura como sendo
soma direta de um moédulo conhecido com um médulo livre de posto 1.

Proposicao 2.34 Seja f =), h0f/0X; € Iy C A um polinémio euleriano. Considere-
mos a derivac¢do ey =y, h;0/0X;, e denotemos por Z(f) o primeiro mddulo de sizigias das
derivadas parciais Of/0X1,...,0f/0X,. Tem-se entdo uma decomposi¢ao de A-mddulos

Derf(A) = Z(f) & Aef.
Em particular, Der¢(A) é um mddulo reflexivo.

Demonstragao. Por hipétese, Iy N (f) = (f). Assim, denotando Z = Z(f) C A", a
seqiiéncia exata da Proposicao 2.27, aplicada ao caso particular J = I = (f), escreve-se

0 — Z — Dery(A) 5 (f) — 0,

com 7(8) = §(f),Vd € Dery(A), que admite a cisdo 7": (f) — Ders(A) dada naturalmente
por hf — heg,Vh € A. Logo Dery(A) = Z @ Im 7/ = Z @ Aey. A afirmacao particular é
clara pois Z é um médulo de sizigias de ordem 2 (do A-médulo A/If) sobre um dominio.

U

Observacgao 2.35 Consideremos a apresentacao

of of
q PI.gn
AT —— A —><8X1,...,8Xn>—>0

do ideal gradiente do polinémio euleriano f = ), h;0f/0X;. A proposicao acima afirma que
Dery(A) é soma direta de Z(f) = Im ¢; com o médulo ciclico Aey, portanto a matriz ¢ do
Corolario 2.33(i) pode ser obtida de ¢f por acréscimo de uma coluna com as coordenadas
hi,...,hypdecy = 0441, e em particular ry = ¢g+1. Além disso, consideramos que os vetores-
coluna vi,...,vy de ¢ (que entao se indentificam as derivagoes 61,...,d4) sao geradores
minimais de Im ¢; (logo v; ¢ Zl# Avy, j = 1,...,q). Assim, se f é homogéneo, os
moédulos em questao sao graduados e por construgao tem-se u(Z(f)) = p(Im ¢f) = g,
donde p(Dery(A)) =g+ 1.

Exemplo 2.36 Consideremos a ciibica f = X?Y — 73 € A = Q|[X,Y, Z], cujo ideal gra-
diente Iy = (2XY, X%, —32?) se apresenta pela matriz 3 x 3

X 0 322
pr=| -2y 32> 0
0 X? 2XY

Podemos entao escrever geradores minimais
Derf(A) = Ad1 + Ady + Ads + Ae,
onde &1 = X0/0X —2YD/3Y, &y =3Z%0/0Y + X20/0Z, 63 =37%0/0X +2XY0/0Z.
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Uma conseqiiéncia facil do resultado estrutural da Proposicao 2.34 é o céalculo da pro-
fundidade do médulo de Saito de um polinémio f # 0, e em particular a determinacao de
uma condicao necessaria e suficiente a sua liberdade. Quando o médulo de Saito de f é
livre, f é dito divisor livre. Para aprofundamentos sobre divisores livres e suas relagoes com
outros temas, recomendamos, por exemplo, [10] e [13] (onde também sao indicadas outras
referéncias).

Por simplicidade, a fim de que Der;(A) seja um médulo graduado, assumiremos que f é
homogéneo (no caso afim podemos passar as localizagdes em primos). Suporemos também
que Iy é um ideal préprio nao-principal (evitando casos degenerados triviais, a exemplo de
gr(f)=1ou f = X € A, d € N), pois do contrario Iy ~ A= Z(f) livre = f divisor livre
= prof Der¢(A) = n. Finalmente, é claro que podemos desconsiderar a patologia Iy = (0),
possivel apenas em caracteristica positiva.

Corolario 2.37 Seja f € Ay um polinémo homogéneo com ideal gradiente prdprio, nao-
nulo e nao-principal. Entao

prof Der¢(A) = prof A/I;+ 2.
Em particular, f € divisor livre se e somente se dh Iy = 1.

Demonstracgao. Do isomorfismo Dery(A) ~ Z@® A, onde Z = Z(f), resulta prof Der(A) =
prof Z. As hipéteses sobre Iy implicam em prof Iy < n = prof A". Logo, através da
seqiiéncia exata curta

0—-Z2Z—-A"—1I;—0,

obtemos prof Z = prof I; 4 1. Por fim, a seqiiéncia exata
0—-If—>A—A/I; =0

fornece prof Iy = prof A/I;+ 1, donde prof Z = prof A/I;+ 2. Em particular, f é divisor
livre < prof Dery(A) = n < prof A/Iy =n — 2, e isto, por aplicacao direta da férmula de
Auslander-Buchsbaum, equivale a dh Iy = 1. O

Exemplo 2.38 Se F = X3Y? — X?Y?27Z + X2Y?W — Z3W? € A = Q[X,Y, Z, W], tem-
se prof A/Ir = 0 e assim prof Derp(A) = 2. Pode-se também constatar que o polinémio
f = F+Z3W? satisfaz prof A/I; = 2, isto é, dh I = 1 e portanto f ¢ um divisor livre (néo-
reduzido). Note que, sendo codim Iy = 1, o anel jacobiano A/Iy ndo é Cohen-Macaulay.

Podemos de fato construir uma resolucao livre para o médulo de Saito (de um polinémio
nao necessariamente homogéneo):

Proposicao 2.39 Seja f € A euleriano e tomemos a resolugdo livre
0—>Fl—>Fl_1—>...—>Apﬁ>Aqﬁ>An—>If—>O.

Entao .
0— F — F_ —>...—>Apﬂ>Aq+1—>Derf(A)—>O

€ resolucao livre do mddulo de Saito de f, onde a matriz 1j~1f ¢ obtida de 1y por acréscimo
de uma (q + 1)-ésima linha nula.
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Demonstragao. Para simplificar a notagao, escrevamos ¢y = ¢ e ¢y = 1. Consideremos
o médulo Z = Z(f) =Im ¢ C A", que se apresenta por

AP U5 A1 2 7 0

e naturalmente induz a apresentacao livre
A A1 AT za A0

de Z @ A ~ Derj(A), onde (u) = (P(u),0),Yu € AP; matricialmente, 112 é obtida
acrescentando-se a 1) uma (g + 1)-ésima linha nula. Além disso é claro que Ker ¢ = Ker 9.
Assim, denotando por R a resolugao

0—F—F_1—...— AP

de Ker ¢ C A%, obtemos que

) QAN Lo R Ders(A) — 0

é resolucao livre do médulo de Saito, como queriamos. O

2.3.3 Algebras de blowup do médulo de Saito

Exibiremos as dlgebras simétrica e de Rees do médulo Dery(A), para um dado polinémio
euleriano f € A = k[X1,...,X,]. Para o item (ii) abaixo lembramos que um médulo M
finitamente gerado sobre um anel noetheriano N-graduado R com ideal maximal R,y =
®i>1R; ¢ dito localmente livre no espectro perfurado se o Rp-médulo M, é livre para todo
ideal primo p # R..

Proposicao 2.40 Seja f € A euleriano.

(i) O i-ésimo ideal de Fitting do mddulo de Saito de f é Fi(Derp(A)) = Igp1-i(¢y).
Além disso, f € \/Igr1-n(V5);

(ii) Sep C A € um ideal primo, entdo Ders(A), € um Ap-mddulo livre se e somente se
p D Igr1-n(¥f). Em particular, se f € Ay é homogéneo, entio Der(A) € localmente
livre no espectro perfurado se e somente se o ideal Iy11_p()f) € Ap-primdrio;

iii) Se T1,...,T,,U sdo indeterminadas sobre A e = (gii), a dlgebra simétrica do
q / J
mddulo de Saito de f pode ser descrita como

SA(Derf(A)) = A[Tl,. .. ,Tq,U]/,Cf, ,Cf = (Ll,. . .,Lp),

onde Ly =1 1 giTi, 7=1,....p;

(iv) A dlgebra de Rees de Dery(A) € dada por

Ra(Dery(A)) =
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Demonstragao. (i) A expressao para o ideal de Fitting segue imediatamente da apre-
sentacao livre obtida acima e da observacao 6bvia de que I ](z/; ¢) = I;(¢),Vj. Seja agora
B = Ay o anel de fragoes de A com respeito ao sistema multiplicativo das poténcias de f.
Por hipétese f € Iy, logo IyB = B e a resolucao livre de Iy, localizada em f, é cindida.

Daf Iy41-n(vf)B = B = Ay e isto significa que f € \/Igp1-n(¥f).

(ii) Uma vez que Dery(A) tem posto n (cf. Observagao 2.21(2)), tem-se que Der¢(A),
6 livre se e s6 se p D Fn(Derp(A)) = Igp1-n(¥r). A segunda afirmagao torna-se imediata.

(iii) A maneira usual pela qual se obtém a dlgebra simétrica fornece Sa(Dery(A)) =
ATy, ..., T,,U]/L,onde L = I ((Ty--- T4 U)-9¢). Sendo nula a iltima linha de 17, tem-se
L=n0((T1Tg) - (955) = iy 9T, 300 9Ti) = (La, ..., Lyp) = Ly

(iv) Denotando S = Sa(Derf(A)) = A'/L; e R = Ra(Ders(A)), tem-se R = S/,
onde 7 é o submddulo (de fato, ideal) de A-torgao de S. Podemos escrever 7 = 0:g > =
(Lg:ar I°)/ Ly, para qualquer ideal nao-nulo I C A tal que Sy é um Ap-médulo livre de
tor¢ao para todo ideal primo p 2 I. Neste caso, é claro que R = A’/L:1°°. Aplicando o
item (i) temos p 2 Iyy1-n(5) = Derp(A)y ~ A} = Sp ~ Sa, (Ap) =~ Ap[Y1,..., Y] (Vi's
indeterminadas) = S}, ¢ livre de Ap-torcao, e isto mostra que o candidato I = I441-n(1¢)
satisfaz ao requerido. |

Observagao 2.41 Podemos escrever dim R 4(Der¢(A)) = posto Dery(A) 4+ dim A = 2n, e
assim dim Sy (Dery(A)) > 2n.

Proposicao 2.42 Seja f € AL homogéneo. Tem-se dim Sa(Dery(A)) = 2n (dimensao
minima) se e somente se alt I;(15) > q—n+2—t, para todo inteiro t tal que 1 <t < g—n+1.
Em particular, isto ocorre se o anel Sy(Ders(A)) (descrito na Proposicao 2.40(iii)) € puro.

Demonstracao. Primeiramente note-se que Der¢(A4) é um médulo graduado com posto
sobre o anel graduado Cohen-Macaulay A. Desta forma é sabido (¢f. [6]) que a minimalidade
da dimensao da dlgebra simétrica equivale a condigao Fy sobre a altura dos ideais de Fitting
do médulo, que neste caso se expressa alt I;(¢) > posto ¢y —t+1=(q+1—n)—t+1=
g—n+2—t com1l <t < posto )y = qg—n+ 1. Sabe-se também que isto ocorre se a
algebra simétrica é pura. O

Lembramos que um moédulo M finitamente gerado sobre um anel noetheriano R, com
posto bem-definido sobre R, é dito de tipo linear se sua élgebra de Rees Rr(M) coincidir
com a &lgebra simétrica Sg(M ), ou em outras palavras, se Sg(M) nao possuir R-torgao.

Proposicao 2.43 Para um dado polinémio f € A, as sequintes condi¢oes sdo equivalentes:
(i) Ders(A) é um mddulo de tipo linear;

(i) Sa(Der(A)) € um anel puro e alt I;(1y) > g —n+ 3 —t, para todo inteiro t tal que
1<t<qg—n+1.

Demonstragao. A propriedade de ser de tipo linear (sobre um anel Cohen-Macaulay)
equivale a condicao J7 juntamente com a pureza da algebra simétrica. Neste caso podemos
expressar F1 como alt Iy(¢f) > posto 9y —t+2=(¢q+1—-n)—t+2=qg—n+3—1t, com
1<t<qg—-n+1. O
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2.3.4 IDP associado a um divisor livre
Seja A = k[X1,...,X,] (k corpo de caracteristica zero). Remeteremos a referéncia [12] para

a relacao entre o ideal de Bourbaki de um modulo e sua algebra de Rees.

Proposicao 2.44 Seja I C A um ideal contendo um divisor livre f, com ideal gradiente
I;. Entao Iy N1 € um ideal de Bourbaki do IDP Dery (A).

Demonstragao. Denotemos por Z o primeiro médulo de sizigias das derivadas parciais de
f, ou de outra maneira, Z = Ker O(f). A Proposigao 2.27, aplicada a este caso particular,
fornece

0—Z — Dery(A) —IynI —0.

Sendo f um divisor livre, temos que Z ¢ um mdédulo livre e assim Iy N1 é um ideal de
Bourbaki para o IDP em questao. O

Aplicando esta proposigao e consultando [12, Proposition 3.11(b)] obtemos:

Corolario 2.45 Seja I C A um ideal contendo um divisor livre f tal que Iy NI é um ideal
de tipo linear. Entdo Dery (A) é um modulo de tipo linear.

2.4 Critério de reflexividade e anéis diferencialmente livres

Exibiremos condicoes necessarias e suficientes a reflerividade do moédulo idealizador polino-
mial (seria plausivel esperar que resultados andlogos ocorram em maior generalidade — por
exemplo, para anéis locais regulares — mas neste trabalho nos contentaremos com o contexto
polinomial). Um critério de liberdade serd conseqiiéncia imediata e dard origem & classe
dos ideais (e anéis) diferencialmente livres, constituindo uma generalizagao nao-trivial da
teoria dos divisores livres devida a K. Saito.

2.4.1 A obstrucgao basica

Sejam k corpoe I C J C A = k[Xy,...,X,] ideais ndo-nulos. Se © = ©(g) é a matriz
jacobiana de um conjunto de geradores {g1, ..., gm} de I, podemos assumir que I1(0) ¢ J,
ja que do contrario o médulo é automaticamente livre (¢f. Observagao 2.21(4)).

Proposicao 2.46 Se alt J > 2 entdo Dery j(A)* € livre.

Demonstracao. Dualizando a seqiiéncia exata curta correspondente a identificacado D =
Dery(A/I, A/ J) = Dery j(A)/J®™, obtemos

0 — D* — Dery j(A)* — (J)¥" — Exth (D, A) — ...

Como alt J > 2, tem-se J* ~ A. Além disso, sendo J C 0:4 D, podemos escrever D* =
ExtY(D,A) =0 e Exth(D,A) =0. Logo Dery j(A)* ~ A", O

A condicao necessaria béasica é dada em termos de codimensao:

Proposigao 2.47 Se Dery j(A) € reflexivo entdo alt J = 1.
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Demonstracao. Seja C' o contcleo da inclusdo Dery j(A) C A™. Suponhamos que
Ders j(A) =~ Dery j(A)*™* e, por absurdo, que alt J > 2. Aplicando a proposi¢ao acima,
tem-se Dery j(A) ~ A" e assim C' admite uma resolugao livre

0—-A"— A" - C — 0,

isto é, dh C = 1. De J C 0:4 C segue que alt J < dh C = 1, contradizendo a hipétese de
que J tem altura pelo menos 2. Portanto deve-se ter, de fato, alt J = 1. O

Observacao 2.48 Estas duas proposigoes nos permitem concluir que, se alt J > 2, entao
Dery,;(A) é um ideal-module, na terminologia de [12].

2.4.2 Critério efetivo

Focalizaremos a partir de agora no caso I = J. Se I tem altura 1, seu idealizador absoluto
pode ser decomposto, no sentido a seguir.

Proposigao 2.49 Se I = fI' C A, onde I' nao estd contido em nenhum primo associado
de (f) (e.g., alt I' > 2), entdo

Del"[(A) = Derf(A) N Del"[/(A).

Demonstragao. Basta notar que I’ = I: (f), e aplicar a Proposigao 2.19. O

O lema seguinte, extremamente 1til, baseia-se em um resultado classico devido a P.
Samuel.

Lema 2.50 Sejam M C N mddulos finitamente gerados sobre um dominio normal R. Se
M ¢ reflexivo, N € livre de tor¢ao e My, = Ny para todo ideal primo p C R de altura 1,
entao M = N.

Demonstragio. Queremos mostrar que N C M. E bem sabido (¢f.[11]) que o bidual
de qualquer moédulo finitamente gerado sobre um tal R se exprime, num espago vetorial
adequado (produto tensorial do médulo pelo corpo de fragdes do dominio), como a interse¢ao
das localizagoes do médulo nos primos de altura 1. Portanto, usando que o moédulo livre de
torgdo N e o médulo reflexivo M coincidem em codimensao 1, obtemos uma inclusao (de
fato igualdade)
NCN*= (] Np= [ My=M"=M.
alt p=1 alt p=1
|

Estamos agora em condigoes de obter um critério para a reflexividade do idealizador
diferencial. Enfatizamos que, em virtude da Proposicao 2.47, o problema se reduz ao caso
alt I = 1. Tem-se entao o aspecto I = fI’, onde f serd tomado euleriano, isto ¢, existem
hi,...,hy € Ataisque f =) h;0f/0X;. Para a parte efetiva do critério (item (iii) abaixo),
desempenha um papel primordial a matriz ¢y = (Q;;) de tamanho n x (¢+1) cujos vetores-
coluna correspondem as derivagoes 6; = >, Q;;0/0X;, j =1,...,q+ 1 (com 041 = €¢ =
>, hi0/0X;) que geram o médulo de Saito de f (¢f. Corolario 2.33 e Observacao 2.35).
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Teorema 2.51 Seja I = fI', com f # 0 euleriano, I' = (f1,..., fm), mde(f1, ..., fm) = 1.
Entao as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(i) Dery(A) é um mddulo reflexivo;
(ii) Dery(A) = Ders(A);
(ili) [1(© - ¢¢) CI', onde ©' = O(f).
Em particular, se I (¢5) C I' entao Dery(A) € reflexivo.

Demonstragdo. Se m = 1 tem-se f; = 1, logo I = (f) ¢ I' = A. Como f é
euleriano, seu moédulo de Saito é reflexivo (Proposigao 2.34) e nado ha nada a mostrar.
Podemos entao supor que m > 2. Assim, a hipdtese sobre o méximo divisor comum
dos fi’s implica em que {f1, fa} C I’ é uma seqiiéncia regular e assim alt I’ > 2. Da
Proposigao 2.49 decorre Derj(A) = Derp(A) N Derg(A) C Dery(A). Seja C o conticleo da
inclusao Dery(A) C Ders(A). E claro que I'Dery(A) C Derp/(A) NDery(A) = Dery(A), isto
é, I' C Dery(A):Ders(A) = 0:4C, donde 2 < alt 0:C. Assim, se p é um primo de altura
1, entao necessariamente Cp, = 0, ou seja, Dery(A), = Dery(A)y. Se Derr(A) é reflexivo, o
Lema 2.50 se aplica e garante igualdade global, como queremos. Isto mostra (i) < (ii).
Uma vez que Dery(A) = Der¢(A)NDery (A), torna-se imediato perceber que (ii) equivale

a inclusao

q+1

Ders(A) = ZAéj C Derp/(A).
j=1

Explicitamente, isto se escreve 0;(f) = (3, Qij0/0X;)(fr) = >, Qij0f:/0X; € I', V], t, que
é exatamente a condicao I1(©' - ¢y) C I’ expressa no item (iii).
A afirmacao particular é imediata ja que 1;(0" - ¢¢) C I1(¢y). O

Note-se que se f e I’ sdo homogéneos, entdo, uma vez que ¢r = (¢ | €) — onde as
colunas de ¢ geram as sizigias das derivadas parciais de f, como na Observagao 2.35 —,
fica claro que a condicao (iii) equivale a I (0’ - pf) C I'.

Investigaremos algumas situacoes especiais. Para a primeira delas, que fornece uma
classe de exemplos, lembramos que um polindémio homogéneo f € Ai é dito uma singu-
laridade isolada se Iy é Ay-primario, ou de maneira equivalente, {0f/0X1,...,0f/0X,} é
uma seqiiéncia regular. O exemplo bésico, em caracteristica zero, é f = " | A\, X", com
A € k\{O} e o > 2,Vi.

Coroldrio 2.52 Se f € uma singularidade isolada homogénea, entio Deryy, (A) € reflexivo.

Demonstragao. Neste caso é bem sabido que as sizigias das derivadas parciais de f sao
geradas pelas relagoes triviais, de maneira que I1(¢y) C I5. O

Corolério 2.53 Sejam f € A euleriano e L = ({1,...,0y) C A um ideal gerado por
polinomios lineares. Para cada i, escrevamos €; = o; + ann X1+ ... a;n X, € consideremos a
matriz m x n com entradas escalares A = (ayj). Entao Deryr(A) € reflexivo se e somente
se I1(A-¢y) C L. Se f é homogéneo, Derya, (A) € reflexivo se e somente se o ideal I1(py)
¢ proprio.
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Demonstragao. Basta notar que, no caso I’ = L, tem-se ©' = A. Se f € A é homogéneo
el = A, entao ©' é a matriz identidade de ordem n e hd apenas duas possibilidades:
Ii(¢5) = Ay ou Ii(¢f) = A. De fato, devido a derivacao de Euler (Xi,...,X,), tem-se
AL C I1(¢y), ocorrendo igualdade, portanto, se e s6 se Dery 4, (A) é reflexivo, o que também
equivale a I; (@) € Ay O

Exemplo 2.54 Ao contrario do que se pode imaginar a primeira vista, é possivel que
Ii(pf) = A mesmo quando f é um polinomio homogéneo de grau arbitrario, contendo todas
as varigveis. Seja por exemplo f = XY — X97Z ¢ A = k[X,Y, Z], com d > 1. Neste caso,
as coordenadas do vetor (0,1,1) — correspondente a derivagao 0/0Y + 0/0Z € Ders(A)_1
(cf. Observagao 2.21(3)) — figuram como uma coluna da matriz ¢s e assim I1(¢f) = A.
Portanto Dery 4, (A) nao é reflexivo (mesmo sendo f um divisor livre).

2.4.3 Ideais diferencialmente livres

Uma conseqiiéncia imediata do teorema da subsecao anterior é o seguinte critério de liber-
dade do moédulo idealizador:

Corolario 2.55 Na mesma situacao do Teorema 2.51, sdo equivalentes:
(i) Derr(A) € um mddulo livre;
(ii) f € divisor livre e Dery(A) = Ders(A);

(iii) f € divisor livre e I;(©' - ¢5) C I'.

Definigao 2.56 Consideremos um ideal da forma I = (ffi,...,ffm) C A, onde f é um
polinémio euleriano e mdc(f1,..., fm) = 1. Se I satisfaz uma (e portanto qualquer) das
condigoes equivalentes do corolario acima, dizemos que I é um ideal diferencialmente livre.
Um anel R é dito um anel diferencialmente livre se admitir uma apresentacao R = A/I,
onde [ é um ideal diferencialmente livre.

Observagao 2.57 Se I = fI' é diferencialmente livre (neste caso n = g+ 1), o item (ii) do
critério fornece uma base para o idealizador correspondente:

Dery(A) = Ao & ... ® Adp—1 @ Acy.

o (1) £ (25 (2)

J=1

Em particular,

onde a barra denota classe residual médulo 1.

Exemplo 2.58 O ideal gradiente If = (Xo--- X, X1X3---X,,, ..., X1---X,,_1) do
monoémio f = Xj--- X, tem dimensdao homoldgica 1 (o Corolédrio 2.37 garante, entdo, que
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f é um divisor livre) e suas sizigias sdo geradas pelas colunas da matriz

X3 0 0 0

0 Xo 0 0

0 0 X3 0

vr= . . : : :
0 0 0 e X
_Xn _Xn _Xn U _Xn

Tomando I’ = Iy (logo ©’ é a matriz hessiana de f) tem-se neste caso I1(0' - pf) = Iy e
portanto fIy é um ideal diferencialmente livre. Uma base de Deryj,(A) é composta pelas
colunas de ¢y e pela derivacao de Euler.

Exemplo 2.59 Se f é a cubica do Exemplo 2.36, obtém-se

X 0 372
or=1 —2Y 3z2* 0 ,
0 X% 2XY

donde I)(¢f) = (X,Y, Z*) C A4 e portanto Derya, (A) é reflexivo. Porém, f néo ¢ divisor
livre pois dh Iy = 2 e assim o ideal (fX, fY, fZ) nao ¢ diferencialmente livre.

Inspirados pelo Exemplo 2.58 acima e por varios outros experimentos, propomos a
seguinte

Questao 2.60 Se f € Ay é um divisor livre homogéneo, podemos afirmar que o ideal fIy
¢é diferencialmente livre?

2.5 Estimativas para a profundidade do idealizador diferencial

Nesta segao, consideremos ideais homogéneos I C J C Ay C A = k[Xy,...,X,] (k corpo),
bem como a matriz jacobiana © = ©(f) de um conjunto de geradores {f} de I.

Proposigao 2.61 Suponhamos que prof A/J > 0. Se g € Ay € um polinémio A/J-regular
e f € Ay € um polinomio A/(g)-reqular, entio {f,g} € uma Dery j(A)-seqiéncia. Em
particular, prof Dery j(A) > 2.

Demonstracao. Denotando D = Dery j(A), o polinémio f # 0 é D-regular. Suponhamos
por absurdo que g é divisor de zero em D/fD. Entao existe 6 € D\ fD tal que g-6 = f -,
para alguma derivacdo n € D. Escrevendo § = >, p;0/0x;, n = >, q0/0x;, obtemos
gpi = fqi, Vi, donde fq; € (g). Sendo f regular médulo g, cada ¢; é multiplo de g; digamos,
¢i = hijg. Com isto podemos escrever n = g - p, onde p = . h;0/0x;. Substituindo em
g-0 = f-n e cancelando g, resta § = f - p. Se h é um polindmio qualquer em I entao
n(h) € J (pois n € D), donde gp(h) € J, isto é, p(h) € J:(g) = J e isto significa que
p € D. Sendo § = f - p, terfamos § € fD, contradigao. Assim, g é D/ fD-regular; estando
a D-seqiiéncia {f, g} contida em A, obtemos prof D > 2. O
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Exemplo 2.62 Seja J = (X3, X?Y + Z%) C A = k[X,Y,Z]. Vemos que g =Y é A/ J-
regular. Assim, obtemos que {X,Y} e {Z,Y} s@o exemplos de Der;(A)-seqiiéncias, e
prof Derj(A) > 2. Por outro lado, como estamos a 3 indeterminadas e Der;(A) nao
pode ser livre (¢f. Subsegao 2.4.3), tem-se prof Der;(A) = 2. Este exemplo também mostra
que a cota obtida a seguir pode ser atingida.

Proposigao 2.63 Se J 2 I;(0), entio prof Der j(A) < dim A/(J:I;(©)) + 1.

Demonstracao. Seja C o contcleo da inclusao D = Derr j(A) C Derg(A). A hipdtese
J 2 I(©) garante que C # 0 (¢f. Observagao 2.21(4)). Estudando a profundidade ao longo
da seqiiéncia exata curta

0—D—A"—C —0,

segue que prof D = prof C' + 1. Como prof C < dim C = dim A/(J:1;(0)), tem-se o
resultado desejado. O

Em particular, se I = J e car k = 0 (a fim de garantir que I 2 I1(0)), tem-se
prof Der;(A) < dim A/I + 1. Assim, para anéis 1-dimensionais, as duas proposigoes acima
fornecem o seguinte

Corolario 2.64 (car k = 0) Se o anel A/I é Cohen-Macaulay de dimensdo 1, entdo
prof Ders(A) = 2.

Proposigao 2.65 (car k = 0) Tem-se prof;Der;(A) = 1. Em particular, se I é A,-
primdrio, entdo prof Derj(A) = 1.

Demonstragao. Tem-se uma seqiiéncia exata curta do tipo
0 — Der;(A) - A" - C — 0,
onde claramente I C 0:4 C' C A. Logo prof;C = 0 e isto implica no desejado. O

Proposigao 2.66 Suponhamos que I:J contém algum elemento A/J-reqular e que J €
I: Il (@)

(i) Se dim A/(I:J) < 1 entdo prof Der;(A) < 2. Se além disso prof A/I > 0, tem-se
prof Dery(A) =2;

(ii) Tem-se prof;. ;Der;(A) = 1. Em particular, se vV/1:J = Ay, entao prof Derj(A) = 1.

Demonstragao. (i) A hipdtese sobre a I: J-profundidade de A/J nos permite aplicar a
Proposicao 2.18, que fornece uma inclusao Derj(A) C Der;(A), cujo conticleo denotaremos
por C; . E imediato perceber que (I:.J)Derj(A) C Derr(A), isto é, 0:Cr.y D I:.J e assim
Cr,y possui estrutura de médulo sobre o anel A/(I:J). Logo prof Cr; < dim Cr; <

dim A/(I: J) < 1. Como I:J C A} (pois I # J) tem-se prof A/J > 0 e assim, aplicando a
Proposicao 2.61, prof Der;(A) > 2 > prof Cy ;. Da seqiiéncia exata curta

0 — Derj(A) — Der;(A) — Cr; — 0

segue, ent@o, que prof Derj(A) = prof Cr ; + 1 < 2. Observe que isto pode ser feito pois
Cr.g # 0. De fato, 0:Cr; C ((I:11(0©)):J) # A, inclusdo que passamos a verificar: seja
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h € A tal que hDerj(A) C Der;(A). Seja g € J. Queremos mostrar que hgl;(©) C I.
Sendo g0/0X; € Der;(A), tem-se hgd/0X; € Dery(A), donde hgdf;/0X; € I.

Se A/I tem profundidade positiva, utilizamos novamente a Proposigao 2.61 e obtemos
que prof Derj(A) = 2.

ii) Segue da seqiiéncia exata curta acima e de que prof;. ;C' =0 pois I: J C0:Cr ;. O
I.J b

Proposigao 2.67 Suponhamos que J € I:1;(0) e que I:J contém algum elemento A/J-
reqular. Se além disso I:J € (X;,,..., X, )-primdrio, para algum subconjunto de indices
{i1,...,ir} C{1,...,n}, entdo prof Der;(A) <1+n—r.

Demonstracao. Reordenando os indices se necessédrio, podemos supor que vI:J = P =
(X1,...,X,). Doitem (ii) da proposi¢ao acima decorre prof pDerj(A) = 1 e portanto, sendo
Ay =P+ (Xy41,...,Xp), obtemos prof Derj(A) < profpDerj(A)+n—r=14+n—r. O

2.6 Decomposicao primaria do idealizador diferencial

Fixemos um anel de polinémios A = k[X7, ..., X,,] sobre um corpo k de caracteristica zero.

Proposigao 2.68 Seja I C A um ideal radical com decomposicao primdria I = N_,p;.
Entao

Der;(A) = ) Dery, (A),
=1

com Ass A(A"/Dery,(A)) = {pi}, Vi, ou seja, esta € a decomposi¢ao primdria do idealizador
diferencial Der(A) em A™.

Demonstragao. Tomemos qualquer p € {p1,...,p,} = Ass A/I. Como I é radical, temos
Iy = Ni(pi)p = pp, ou seja, p ¢ Supp p/I, e isto também significa que p 2 0:(p/I) = I:p.
Logo I:p contém algum polindémio A/p-regular. Aplicando a proposicao 2.15 podemos
afirmar que Derj(A) C Derp(A), e isto entao mostra que Dery(A) € N;Derp,(A). A inclusao
oposta é imediata: se f € I e 6 € Dery,(A), Vi, entdo, sendo f € p;, Vi, tem-se 6(f) € Nip; =
I, como queremos. Resta-nos mostrar que a decomposi¢do obtida é priméria. Para isto
denotemos novamente por p qualquer dos p;’s e tomemos q € Ass A" /Dery(A). Note-se que
um tal primo existe pois, sendo car k = 0, tem-se Derp(A) # A" (cf. Observacao 2.18(4)).
Podemos escrever q = Dery(A):4 d, para algum § € A™\Dery(A). Precisamos entdo mostrar
que g = p. A inclusdo p C q é clara pois f € p = [0 € p®* C Derp(A). Seja agora g € q,
isto é, (gd)(p) C p. Uma vez que § ¢ Derp(A), existe h € p tal que 6(h) ¢ p. Por outro
lado, gd(h) = (gd)(h) € p e assim necessariamente g € p, como queriamos. O

Corolario 2.69 Se I C A € um ideal radical entdo Ass A"/Der;(A) = Ass A/I.

3 Aplicagoes

3.1 Um método computacional para obtengao do médulo de derivagoes

Na Subsegao 2.3.1 obtivemos geradores para cada IDP Dery, ;(A) C A™ de um ideal I =
(fiy.oy fm) C A=E[Xy1,...,X,], através de matrizes explicitas ¢1, ..., ¢n, (a notagdo serd
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mantida). Assim, visto que o idealizador diferencial absoluto é interse¢ao de seus parciais,
podemos escrever

Derj(A) = m Im ¢y,
t=1

isto é, o idealizador de I se decompode em termos de mddulos conhecidos. Esta expressao
possui valor tedrico, denunciando uma certa complexidade estrutural, mas na pratica, no
que diz respeito a obtencao de geradores de Dery(A), ndo traz muita vantagem; isto porque
a determinacao a mao de um conjunto de geradores de uma interse¢ao quase sempre requer
longos e exaustivos cdlculos de sizigias. Contudo, do ponto de vista computacional, uma
vez que os programas de computagao algébrica mais utilizados dispoem de comandos para
este fim, a igualdade acima torna-se promissora.

O objetivo aqui nao é a descrigao rigorosa de algoritmos (um manual apropriado seria
bem mais eficaz), mas a idéia de que calcular interse¢oes, mesmo que com o auxilio de
um software adequado, é o bastante para a finalidade proposta. Essencialmente, o input
deve consistir das matrizes ¢1, ..., ¢m, € 0 output, de uma matriz cujos vetores-coluna de-
vem compor, entao, um conjunto de geradores para Derj(A). Assumindo que o ideal I
¢ homogéneo (com respeito a graduagao standard de A) e utilizando por exemplo o pro-
grama Macaulay ([1]), o roteiro é simples: cada matriz ¢; é inserida no sistema através do
comando mat (existem outras opgoes), e em seguida, a fim de assegurar homogeneidade,
usa-se setdegs (procedendo-se por default). Finalmente, o comando intersect realiza o
trabalho desejado.

Se ¢1,..m € a matriz-resultado, entdo, sendo R = A/I e

Dery(R) = (|Im ¢, C R",
t=1

obtém-se que os vetores-coluna da matriz 517.”’7”, obtida por reducao médulo 7, formam um

conjunto de geradores para o médulo das k-derivacoes do anel graduado R. E importante
salientar que um tal conjunto nao é minimal em geral, mesmo que os vetores-coluna de
é1,...m gerem Dery(A) minimamente. Em outros termos, denotando v = p(Derj(A)) e
7 = p(Derg(R)), freqiientemente ocorre v — 7 > 0.

A seguir, dois exemplos: no primeiro o médulo de derivagoes de um anel de dimensao 1
satisfaz 7 = 2 < 8 = v, e no segundo tem-se v = v = 6.

Exemplo 3.1 Retomemos o ideal homogéneo I = (fi, f2) C A do Exemplo 2.32 e as
matrizes ¢1 e ¢o 14 obtidas. Utilizando Macaulay como descrito no roteiro acima, obtemos
que Im ¢ NIm ¢ =Im ¢ 2, onde

X Y3z Z3 Y4 0 0 0 O
to=|Y XZ3 XY? XYZ2 f1 O f» O |,
Z X37Z XYZ XZ3 0 fi 0 fo

de modo que os vetores-coluna desta matriz constituem um conjunto de geradores de
Der(A). Vé-se facilmente que se trata de um conjunto minimal. Tem-se entao v = 8, e como
tinha de ser, por estarmos no contexto graduado, a derivagao de Euler e = ). X;0/0X; é
um dos geradores (figura na primeira coluna de ¢1 ).
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Vamos investigar o que ocorre quando passamos ao anel l-dimensional R = A/I.
Denotemos por x,%,z as imagens em R das indeterminadas X,Y,Z, donde 22 = 2%y e

y4 = 2222, A matriz gz§172 surge automaticamente como
r Pz 2y x22?
7 3 2 2
¢1,2 = Yy xzm xYyT ITY< )
3 3

Z Xz TYz Iz

e seus vetores-coluna geram o R-mdédulo das k-derivagoes de R. Porém nao se trata de
geradores minimais: considerando a derivacio de Euler €, vista agora em Dery(R) C R3,
tem-se

2

(22y, zy?, xyz) = xy - €, (2222, xy2? x2d) = a2 €

Finalmente, exibimos
_ = 3 3.3
Dery(R) = R-€ + R (y°z,x2°,2°2),
dondev =2,ev —vU =6.

Exemplo 3.2 Seja I = (f1,f2) C A= Q[X,Y,Z], com f1 = X?Y e fo = XZ?> - XY Z.
Aplicando o método obtemos que

—2X 0 0 0 0 0
Der;(A) =Im Y Y 0 0 0 72
Z Z XY -2XZ XZ YZ-27? 72

Note-se que

2.¢ = 3-(0,Y,2) — (-2X,Y, 2).

Além disso, os vetores-coluna sao geradores minimais. Neste exemplo, ao contrdrio do
anterior, esta propriedade se preserva por reducao médulo I e assim 7 = v = 6.

3.2 Moddulos de derivagoes Cohen-Macaulay

Fixemos um corpo k& e um anel de polinémios A = k[Xq,...,X,]. Dados I C J C A
ideais, um problema interessante (e ndo menos intrigante) é a determinagao de condigoes
suficientes e/ou necesséarias a Cohen-Macaulicidade do médulo Derg(A/I,A/J), ao menos
em alguns casos especiais. Nesta secao constataremos obstrugoes e fatos relacionados a esta
propriedade, incluindo sua ligagdo com o idealizador diferencial Dery ;j(A).

Podemos inicialmente observar o seguinte fato: sendo Dery(A/I, A/J) um A/J-dual (do
A/I-médulo de diferenciais Qi (A/I)), entdao, assumindo por simplicidade I e J homogéneos,
tem-se prof Dery(A/I, A/J) > min{2,prof A/J). A seqiiéncia exata de A/J-médulos (cf.
Secao 1.2)

0 — Derp(A/I, A)J) — (A)J)" -2 (A)J)™ — Coker 6 — 0

nos permite afirmar que, se A/J é anel Cohen-Macaulay d-dimensional, entdo o médulo
Dery(A/I,A/J) é Cohen-Macaulay se e somente se prof Coker § > d — 2. Em particular,
d <2 = Dery(A/I,A/J) Cohen-Macaulay.
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3.2.1 Dimensao no caso graduado

Uma vez que estamos em busca da igualdade entre a profundidade e a dimensao do mdédulo
de derivagoes, devemos inicialmente nos questionar a respeito deste tltimo invariante (que
é bem mais acessivel se comparado ao primeiro).

Fornecemos uma prova alternativa para o seguinte fato geral bem-conhecido:

Lema 3.3 Sejam R um anel noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado com posto
positivo. Entdo dim M = dim R.

Demonstragao. Seja r = posto M > 0. A partir de uma apresentacao livre
RER - M—0

obtemos que a matriz ¢ possui posto bem definido dado por ¢ —r, isto é, considerando ideais
de subdeterminantes de ¢, temos t —r < i = I;(¢) = (0). Necessariamente t —r < t ja que
r > 0, e assim §o(M) = I(¢) = (0). Portanto v0: M = /Fo(M) = 1/(0), e calculamos
dim M = dim R/(0: M) = dim R/0: M = dim R/,/(0) = dim R, como querfamos. [

Assim, por exemplo, se I = J é um ideal puro e genericamente intersegao completa (cf.
Secao 1.2), entao dim Dery(A/I) = dim A/I.

Contudo, em geral, pode ocorrer que o A/J-médulo Dery(A/I, A/J) nao possua posto
bem definido e nao conhecamos, a priori, sua dimensao. Nesta etapa é natural considerar
o seu ideal anulador como A-médulo,

a(I,J) =0 :4Derp(A/I,A)J) C A.

Notemos primeiramente que a Proposi¢ao 2.25 nos permite escrevé-lo como o ideal condutor
a(I,J) = J¥":4 Ders j(A), onde estamos considerando o idealizador como submédulo de
A™. Em particular é imediato que J C a(I,.J), o que também é automdtico a partir da
estrutura de Derg(A/I, A/J) como médulo sobre A/J. No caso homogéneo tem-se algo
mais a ser dito:

Proposicao 3.4 Se I C J C Ai sdo ideais homogéneos, entio \/a(I,J) = \/J. Em
particular, Dery(A/I,A/J) é um mddulo nao-nulo de dimensao dim A/J, satisfazendo
Min A/J C Ass Dery(A/I,A/J) C Ass A/J.

Demonstragao. Denotemos D = Dery(A/I, A/J) e mostremos primeiramente que D # 0.
Suponhamos por absurdo que D = 0. Aplicando a Proposi¢ao 2.25, isto significa que
Der; j(A) = J®", e como a derivagao de Euler € = (Xi,...,X,) é um elemento do idea-
lizador, terfamos X; € J,Vi, contradicao pois J C A%r. Seja agora f € a(l,J), isto é,
fDery j(A) C J9". Em particular fe € J9", e assim fX; € J,Vi. Sendo D # 0 temos
a(I,J) € A;. Tomemos agora um ideal primo P # A, contendo J. Podemos supor que
X1 ¢ P. Como em particular fX; € J C P, tem-se f € P e portanto a(/,JJ) C P. Isto

mostra que
aI,J)C (| P=VJ,
PDJ

ouseja, a(I, J) e J tém o mesmo radical. Em particular, dim D = dim A/a(I,J) = dim A/J.
Além disso, Min A/J = Ass A/\/J = Ass A/\/a(I,J) C Ass Aja(I,J) C AssD C Ass A/ J,
onde a ultima inclusdo decorre da injecao D — (A/J)™. |
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Corolario 3.5 Sejam I C J C Ai ideais homogéneos.
(i) Se J € radical entao a(I,J) = J;

(ii) Se J ndo tem primos imersos (e.g., J radical), entao Ass Dery(A/I,A/J) = Ass A/J.

Em particular, a Proposi¢ao 3.4 garante que, no caso graduado (standard, usualmente),
o médulo Der(A/I, A/J) é Cohen-Macaulay (sobre qualquer dos anéis A, A/T ou A/J) se e
somente se for um A/J-médulo Cohen-Macaulay mdzimo, isto é, sua profundidade coincide

com dim A/J.

3.2.2 Obstrugoes & Cohen-Macaulicidade (Parte I)

Nesta subsecao e na seguinte detectaremos condigoes necessarias a Cohen-Macaulicidade
(méxima) do médulo de derivagdes. Antes disto serd estabelecido um critério em termos
da profundidade do mdédulo idealizador diferencial, o que reforca a necessidade de métodos
eficazes para estimativas (ou mesmo determinacao) deste invariante.

Proposicao 3.6 Sejam I C J C A%r ideats homogéneos.

(i) Se A/J €é Cohen-Macaulay e prof Dery j(A) > dim A/J, entdo Dery(A/I,A/J) é
Cohen-Macaulay;

(ii) Se Dery(A/I,A/J) é Cohen-Macaulay entdo prof Dery j(A) > prof A/J.

Demonstracao. (i) Suponhamos A/.J Cohen-Macaulay d-dimensional e prof Dery j(A) >
d. Seja D = Dery(A/I,A/J). Devido a hipétese sobre a profundidade do idealizador,
podemos supor que prof D < prof Dery j(A). Neste caso, através da seqiiéncia exata curta
de A-médulos

0 — J®" — Dery j(A) — D — 0,

obtemos prof J = prof D + 1, e sendo prof J = prof A/J + 1= d+ 1, concluimos que D é
Cohen-Macaulay.

(ii) Suponhamos que prof D = d, e por absurdo que prof Ders j(A) < prof A/J.
Terfamos prof Dery j(A) < d = prof D e assim, a seqiiéncia utilizada acima implicaria em
prof Dery j(A) = prof J = prof A/J + 1> prof A/J, contradicao. O

Corolario 3.7 Sejam I C J C Az+ ideais homogéneos, com AJ/J Cohen-Macaulay. Entdo
Dery(A/I,A/J) é Cohen-Macaulay se e somente se prof Dery j(A) > dim A/J.

Observacao 3.8 Sejam d = dim A/J e p = prof Dery j(A), e assumamos que car k = 0.
Devido a cota obtida na Proposicao 2.63, a condicao p > d do corolédrio acima é equivalente
ape{d, d+1}.

Lembramos que um anel noetheriano R é dito eqiidimensional se dim R = dim R/,
para todo @ € Min R. Assim, no presente contexto em que A é um anel de polinémios e
J C A é um ideal, tem-se que A/J é eqiiidimensional se todos os primos minimos de J tém
a mesma altura.
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Proposicao 3.9 Sejam I C J C A% ideais homogéneos tais que Dery(A/I, A/ J) é Cohen-
Macaulay. Entao A/J € eqiiidimensional.

Demonstragao. Se D = Derg(A/I, A/J) é Cohen-Macaulay entao prof D = dim A/P,
para todo P € AssgD (cf. [3, Theorem 2.1.2(a)]). Mas vimos na Proposi¢ao 3.4 que
Min A/J C AssD, logo A/J é eqiiidimensional. O

Questao 3.10 Se R é uma élgebra reduzida finitamente gerada sobre um corpo k de carac-
teristica zero tal que o médulo Derg(R) é Cohen-Macaulay, podemos afirmar que R é anel
Cohen-Macaulay? (O autor desta tese acredita que sim...)

3.2.3 Obstrucoes a Cohen-Macaulicidade (Parte II)

Se {f} ={f1,..., fm} é um conjunto de geradores de um ideal I C A, podemos considerar os
ideais gerados por subdeterminantes (de vérias ordens) da matriz jacobiana § = ©(f)mod I,
deliberadamente confundida com o homomorfismo de médulos livres (A/I)* — (A/I)™
naturalmente associado. Trata-se dos ideais de Fitting

I;(0) = Fm—i(Coker 0), 1<i<m.

O ideal jacobiano da k-dlgebra finitamente gerada R = A/I é definido por Jac(R) = I4(0) C
R, onde g é a codimensao de I. Sua importancia maior reside no fato de que este é o
ideal do lugar de singularidades da variedade algébrica associada a I; em particular, sua
codimensao determina as condigoes de regularidade R; eventualmente satisfeitas por R.
Veremos, de inicio, a titulo de motivacao a proposicao seguinte, que a propriedade de R ser
uma intersecao completa se traduz pela existéncia de um elemento regular no 0-ésimo ideal
de Fitting I,,,(#) C R. Serdo 1teis os seguintes fatos:

(1) Se R é um anel noetheriano e ¢: R — R" é um homomorfismo de mdédulos livres
tal que o ideal I,,,(¢) (considerando-se ¢ como uma matriz da maneira usual) contém algum
nao-divisor-de-zero, entao ¢ é injetor (cf. [4, Proposition 2.9] para uma formulagao mais
geral);

(2) Se k é perfeito e I C Aa_ é radical homogéneo tal que o médulo de diferenciais
Qx(A/I) tem dimensao homoldgica finita, entao I é gerado por uma seqiiéncia regular (esta
é a resposta afirmativa, no caso graduado, a uma tradicional conjectura de W. Vasconcelos).

Lema 3.11 (k perfeito) Se I C A% ¢ radical homogéneo, entdo A/I é uma intersecio
completa se e somente se grade I, (6) > 0 (em cujo caso Jac(A/I) contém algum ndo-
divisor-de-zero).

Demonstragao. Se R = A/l é uma intersecao completa reduzida, entdo m = g = alt I e
seu médulo de diferenciais admite resolucao livre finita

OﬁRgﬁR”ﬁQk(R)ﬁO.

Assim, sendo neste caso g = posto 6, o critério de aciclicidade de Buchsbaum-Eisenbud (cf.
[5]) se aplica e fornece grade I,(6) > 1.

Inversamente, se o ideal I,,(f) contém algum elemento regular, entdo aplicamos o fato
(1) acima com ¢ = 6* e obtemos que o homomorfismo definido por #* é injetor, ou seja,
dhrQi(R) =1 < c0. O fato (2) garante, entao, o desejado. O
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Investigaremos agora como a hipdtese de Cohen-Macaulicidade do médulo de derivagoes
se reflete na codimensao do ideal I,,,(9).

Proposicao 3.12 Seja I = (f1,..., fm) C A um ideal Cohen-Macaulay tal que o mddulo
Dery(A/I) é Cohen-Macaulay. Entao alt I,,(0) < 2, valendo igualdade se (e somente se) o
anel A/I € uma interse¢ao completa normal (neste caso, alt Jac(A/I) = 2).

Demonstragao. Claramente podemos substituir A/I por um anel R que é uma localizacao
de A/I em um de seus ideais maximais. Consideremos a seqiiéncia exata de R-médulos

0 — Derg(R) — R" . R™ — Coker 6 — 0.

Sendo R Cohen-Macaulay, temos que D = Dery(R) é Cohen-Macaulay se e somente se
prof C > d — 2, onde C = Coker 0 e d = dim R. Portanto, usando que os R-ideais 0:C e
Fo(C) = I,,(#) = I' possuem o mesmo radical (logo mesma altura), e assumindo que D é
Cohen-Macaulay, podemos escrever d — 2 < prof C < dim C = dim R/0:C = dim R/I' =
d —alt I’, donde alt I’ < 2.

Se R = A/I é uma interse¢ao completa normal, entdo, sendo I, (0) = I,(0) = Jac(R) e
denotando este ideal por J, tem-se por um lado alt J > 2 (j& que R satisfaz a propriedade
R1), e por outro, aplicando o que provamos acima, alt J < 2. O

Corolario 3.13 Seja I = (f1,...,fm) C A um ideal Cohen-Macaulay tal que o anel
A/(I,1,(0)) é 0-dimensional. Entdo o mddulo Dery(A/I) é Cohen-Macaulay se e so-
mente se dim A/I < 2.

Demonstragao. Sabemos que se A/I é Cohen-Macaulay de dimensdao d < 2, entao
Dery(A/I) é Cohen-Macaulay. Inversamente, suponhamos que Derg(A/I) é um médulo
Cohen-Macaulay e denotemos S = A/(I,1,,(0)). A demonstracao da proposi¢ao fornece
dim S = dim R/I' > d — 2; logo, se S é artiniano, tem-se necessariamente d < 2. O

Observacao 3.14 Claramente, o corolario acima se aplica a classe das intersegoes comple-
tas homogéneas com singularidade isolada.
3.2.4 Profundidade no caso de hipersuperficies

No caso de uma hipersuperficie (absoluta, ou relativa a um ideal Cohen-Macaulay), é
possivel determinar explicitamente a profundidade do médulo de derivagoes correspondente.
Uma conseqiiéncia imediata serd um critério de Cohen-Macaulicidade neste caso.

Proposicao 3.15 Seja f € J C AL um polinémio homogéneo, onde J é um ideal ho-
mogéneo Cohen-Macaulay. Entdo, denotando r = prof A/(I¢,J) ed=dim A/J , tem-se

r+2 ,se r<d-—2
profDerk(A/(f)aA/J):{ d se r>d—2

Demonstracao. Neste caso temos Im 6 = (If,J)/J, e assim, denotando este médulo por
T, e D = Dery(A/(f),A/J), obtemos uma seqiiéncia exata curta

0—-D— (A/)" =T —0,
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que fornece prof D = prof T+ 1 se prof T' < d, e prof D = d se prof T = d. Por outro lado,
denotando N = A/(If,J) e estudando a seqiiéncia exata

0—-T—A/J— N —0,

segue que prof T'=1r+1ser < d, e prof T =d se r = d. Com isto, podemos constatar o
caso r > d — 2 considerando 3 subcasos:

(1) r=d = prof T'=d = prof D = d
2) r=d—1<d=prof T=r+1=(d—-1)+1=d= prof D=d;

B)r=d-2<d=prof T=r+1=(d-2)+1=d-1<d=prof D=prof T +1=
(d-—1)+1=d.

Suponhamos, finalmente, que r <d—2 < d. Entaoprof T=r4+1<d—1 < d = prof D =
prof T+ 1=r+2. O

Corolario 3.16 Nas condicdes da proposicao, sao equivalentes:
(i) Derx(A/(f),A/J) é Cohen-Macaulay;

(il) r>d—2;

(iii) prof Ders j(A) > d.

Demonstragao. A equivaléncia entre (i) e (ii) decorre automaticamente da proposigao
acima; entre (i) e (iii), é aplicagdo imediata do critério dado no Corolario 3.7. O

Corolario 3.17 Seja f € Ay um polinémio homogéneo.
(i) Dery(A/(f)) € Cohen-Macaulay se e somente se prof A/Iy >n —3;

)
(ii) Se n < 3 entdo Derg(A/(f)) é Cohen-Macaulay;
(ili) Sen =4 entdo Dery(A/(f)) é Cohen-Macaulay se e somente se Ay ¢ Ass A/ly;
)

(iv) Se f € uma singularidade isolada entdao Deri(A/(f)) é Cohen-Macaulay se e somente
sen < 3.

Demonstracao. (i) Se J = (f) tem-se r = prof A/Iy e d =n — 1, e portanto o coroldrio
anterior fornece que Dery(A/(f)) é Cohen-Macaulay se e somente se prof A/Iy > (n—1)—
2=n-3.

(ii) Por (i), esta afirmacao é ébvia.

(ili) Neste caso Dery(A/(f)) é Cohen-Macaulay se e somente se A/l tem profundidade
positiva, ou de maneira equivalente, A, ¢ Ass A/I;.

(iv) Se f é uma singularidade isolada entao prof A/If = 0, logo Dery(A/(f)) é Cohen-
Macaulay se e somente se n < 3. O

Observamos que, por Auslander-Buchsbaum, o critério do item (i) pode ser expresso em
termos da condicao dh Iy < 2. Daremos como exemplo uma hipersuperficie determinantal.
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Exemplo 3.18 Consideremos em A = Q[X}, ..., Xs] o polindmio homogéneo

X; Xo X3
f=det| Xo X4 X5 | =X1X4Xs— X3Xg— X1X2 +2XoX3X5 — X2 X,
X3 X5 Xe

O anel jacobiano de f possui resolucao livre minima do tipo
0— A% - A% > A" 5 A A/I; -0

e assim prof A/I; =6 —3 = 3. Logo r = 3 = d — 2 = prof Deri(A/(f)) =5 (Cohen-
Macaulay).

Observacao 3.19 Nao é verdade que se I é um ideal de uma k-algebra R tal que o médulo
Dery(R/I) é Cohen-Macaulay, entao Derg(R) é Cohen-Macaulay. Isto pode falhar, mesmo
se R e R/I sao dominios homogéneos Cohen-Macaulay. Como exemplo, consideremos os
polindmios f = XW —~YZ, g =22 -YW, h=Y?-XZem A = k[X,Y,Z, W], eo
ideal I = (f,g,h)/(f) C R=A/(f). O anel R/I é isomorfo ao dominio Cohen-Macaulay
2-dimensional A/(f,g,h) e assim Dery(R/I) é Cohen-Macaulay. No entanto, Iy = AL =
Derg(R) nao é Cohen-Macaulay (Coroldrio 3.17(iii)).

3.3 Decomposicao primaria do médulo de derivacoes

Fixemos mais uma vez um anel de polindomios A = k[X,...,X,] sobre um corpo k de
caracteristica zero.

Teorema 3.20 Seja I C A um ideal radical com decomposicdo primdria I =piN...NP,.
Entao
Derg(A/I) = Derp, (A)/I®" N ... N Dery, (A)/I""

é uma decomposi¢ao primdria, em (A/I)", do mddulo de derivagoes Derg(A/I).

Demonstracao. Ja sabemos que Dery(A) = N;Derp, (A) é uma decomposigao priméria
de Derj(A) em A" (¢f. Proposigao 2.68). Assim, por redugao médulo I9" ~ [Derg(A),
obtemos que Dery(A/I) se expressa como interse¢ao dos Dery, (A)/I®™ e esta decomposigao
¢ priméria em (A/I)" pois, para cada i, tem-se

Ass (A/I)"/(Dery,(A)/I9") = Ass A" /Derp, (A) = {p;}.

3.4 Multiplicidade do moédulo de derivagoes

Nesta subsegao apresentaremos cotas para a multiplicidade (no contexto graduado standard)
do médulo de derivagoes de algebras finitamente geradas, e em casos especiais calcularemos
seu valor exato. A definicao e propriedades que utilizaremos podem ser encontradas, por
exemplo, em [9].

Naturalmente, partiremos do caso zero-dimensional, onde o problema consiste em es-
timar comprimento — o que, neste caso, requer “confronto” com maédulos conhecidos. Se
I C A=k[Xy,...,X,] (k corpo) é um ideal homogéneo A, -primério, denotaremos por s;
o menor inteiro tal que X € I, parai=1,...,n.
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Proposicao 3.21 Seja I = (f1,..., fm) C A um ideal.

(i) Considerando o ideal ¢; = (0f1/0Xi,...,0fm/0X;) C A (gerado pelas entradas da
i-ésima coluna da matriz jacobiana dos f;’s), tem-se

ie?(l:ci) aaXZ C Ders(A);

(ii) Se I € homogéneo A -primdrio, com s; nao divisivel por car k, Vi, entao

0
0X;’

Der;(A) C @I: (x5 h
=1

Demonstracao. (i) Seja (qi,...,qn) € @;(I:¢;), isto é, para cada i tem-se ¢;0f;/0X; €
1,Vj. Logo Zz qZBf]/aXZ el,Vj = Zz qzé/aXZ S Del“[(A).

(ii) Seja § = 32, ¢:0/0X; € Dery(A). Mas X € I,Vi = ;X7 '6(X;) € I,Vi =
siXF g e IVi=q € I (XFh), Vi, O

Denotaremos a func¢ao-comprimento simplesmente por A\(—), estando subentendido o
anel de base.

Proposigao 3.22 Seja I C A um ideal homogéneo A, -primdrio, com s; nao divisivel por
car k, Vi. Entao, considerando os nimeros r = dimiA/I, a; = dimiA/(I:¢;) e by =
dim A/(I: (XF7Y)), tem-se

m“fZai < A(Derg(A/I)) < m’*Zbi.
i=1 i=1
Além disso, se existe t tal que Xy ¢ I: ¢, entao N(Derg(A/I)) >nr—3 1 a; + 1.

Demonstracgao. Usando as inclusoes obtidas na proposicao anterior e o fato de que D =
Dery(A/I) = Dery(A)/I®™, obtemos

T @ SCL(XETY )
’D 2
T ax © 0 © G_? T Xy

) s;—1
e assim » ;A (I;l) <AD) <> A <I(X})> Da seqiiéncia exata

0— (I:¢;)/IT — AT — A/(I:¢;) — 0

segue que A((I:¢;)/I) = NA/T) — M(A/(I:¢;)) = r — a;. De modo totalmente anédlogo,
tem-se M((I: (X*™1)/I) = MA/I) — NA/(I: (X71))) = r — b;. Portanto nr — 3, a; =
Yoir—a;) S AXD) <>, (r—b) =nr—>,b.

Para a segunda afirmacao usamos a derivacao de Euler: se existe indice ¢ tal que X; ¢
I:c; entao € ¢ ®;(l:¢;) =€ € D\ &;((I:¢;)/1), isto é, a inclusdo esquerda obtida acima é
estrita e portanto >, (r —a;) < A(D). O
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Observagao 3.23 Se existe t tal que X; ¢ I:¢;, o nlimero

:(m’—ib nr—ZaZ—i-l Z Zb
i=1 i=1

mede o quao préximo (ou distante) o médulo de derivagoes da k-dlgebra artiniana A/l esté
de uma decomposicao em soma direta de n ideais. Ainda nao se sabe se isto pode ocorrer,
exceto quando I é um ideal monomial (de dimensao arbitraria); neste caso, Dery(A/I) ~
@i(I: (I:(X;)))/I (¢f. [2]). Experimentos conduzem & suspeita de que a hipétese monomial
¢é necessaria. Poderfamos conjecturar, portanto, que se I C A4 (car kK = 0) é um ideal
homogéneo tal que Dery(A/I) é decomponivel, neste sentido, entdao I pode ser gerado por
monomios. Ao menos, podemos concluir que se existe j tal que a; = bj, entdao o ideal
(I:¢;)/I é um somando direto, e que se a; > b;, Vi, entdo d(/) > n — 1, com igualdade se e
somente se a; = b; + 1,Vi (vide exemplo abaixo).

Exemplo 3.24 Seja I = (X2, Y4, 73, XY3 -Y2Z%) Cc A=Fk[X,Y, Z] (car k # 2,3). Neste
caso tem-se r = 19 e (81,82,83) = (2,4, 3), (a1,a2,a3) = (10,4,6), (bl,bg,bg,) = (9,3,5).
Logo (nr =3 ,a;) =3-19—-20=37e (nr—>_,b;) =319 — 17 = 40. Além disso, sendo
Xcp = (X?,XY3) ¢ I, concluimos que

38 < A(Dery(A/I)) < 40
edI)=2=n—1.

Se A/I é graduado (de dimensao arbitraria) e M é um A/I-médulo finitamente gerado,
podemos considerar a multiplicidade de Hilbert-Samuel e(M) = e(m, M) de M com relagao
am= A, /I (o maximal homogéneo de A/I).

Proposicao 3.25 Se I C A € um ideal homogéneo puro, genericamente intersecao com-
pleta, entao e(Dery(A/I)) =e(A/I)-dim A/I.

Demonstragao. Imediato pois neste caso, como ja vimos, o A/I-médulo Derg(A/I) tem
posto bem-definido, necessariamente igual a dimensao de Krull de A/I (¢f. Segao 1.2). O
Proposigao 3.26 (car k = 0) Seja I C A um ideal tal que I:(X;) € radical, Vi (e.g., T
radical). Para i =1,...,n, consideremos os ideais I; = I: (I: (X;))® (a sequnda poténcia
simbdlica estd sendo tomada sobre I:(X;)). Entdo

- 0
DerI(A) C @ ILi——.
i=1 0Xi

Demonstragao. Seja § =), ¢;0/0X; € Dery(A). Queremos mostrar que ¢;g; € I, se g; €
(I: (Xi))@). Temos X;g; € I e X;09;/0X; € 1,Vj, e assim 0(X;0;) € I = X;6(9:) +qigi € 1.
Mas X;0(g;) = Zj q;(X;09;/0X;) € I, logo qigi € 1. |
Proposicao 3.27 (car k = 0) Seja I C A um ideal homogéneo tal que I:(X;) € radical,

Vi. Consideremos os ideais I1,...,1, como na proposicdo anterior, e as multiplicidades
e=e(A/l), e;=e(A/L;) eci=e(A/(I:¢;)), i=1,...,n. Entao tem-se

ne—Zci < e(Derg(A/I)) < ne—Zei.
i=1

i=1
Se além disso alt (I:¢;): I; > alt I, Vi, entdo estas desigualdades sao de fato igualdades.
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Demonstragao. Denotemos D = Dery(A/I). Da inclusao obtida na proposigao acima
decorre e(D) < 3" | e(L;/I). Utilizando a seqliéncia exata

0—1I/I— A/l - A/I; =0,

podemos escrever e(l;/I) = e —e; e assim e(D) < Y (e —e) = ne— ) ,e. De
modo totalmente analogo, usando a Proposigao 3.21(i), obtemos > 7 ; e((I:¢;)/I) < e(D) e
e((I:¢;)/I) = e — ¢, donde e(D) > ne — >, ¢;. O

Teorema 3.28 Sejam I C J C A ideais homogéneos tais que o ideal I:J contém algum
polinémio A/ J-reqular e tem altura estritamente maior do que a de I. Entao

e(Dery,(A/I)) = e(Dery,(A4/J))

Demonstragao. A condigao de que a I: J-profundidade de A/.J é positiva acarreta, como
ja sabemos, uma inclusdo Derj(A) C Der;(A), cujo contcleo denotaremos por C. Por
hipétese dim A/(I:J) < d = dim A/I, e como I C I:J C Derj(A):Derj(A) = 0:C,
obtemos dim C' = dim A/(0:C) < d, donde e(C) = 0. A seqiiéncia exata curta

0 — Der;(A) — Derj(A) — C — 0
induz a seqiiéncia de A/I-médulos
0 — Dery(A/I) — Derj(A)/I®" — C — 0,

através da qual obtém-se e(Dery(A/I)) = e(Der;(A)/I®"), ja que ¢(C) = 0. Por outro
lado, da seqiiéncia

0 — (J/1)®" — Der;(A)/I®™ — Dery(A/J) — 0,

segue e(Der j(A)/I9") = e(Dery(A/J))+ne(J/I). Resta-nos entao verificar que e(J/I) = 0.
Mas isto decorre da hipétese de que alt I: J > alt I, j4 que assim dim J/I = dim A/(I:J) <
dim A/I = e(J/I)=0. O

Corolario 3.29 Seja I C A, ideal homogéneo com a propriedade de que existe subconjunto
de indices {i1,...,is} C {1,...,n} tal que o ideal primo P = (X;,,...,X;,) contém I e
satisfaz I: P ¢ P, bem como alt I: P > alt I. Sejam d = dim A/I, e = e(A/I). Entao a
multiplicidade do mdédulo de derivagoes de A/I é dada por e(Derp(A/I)) =e-d.

Demonstracao. O teorema acima, com J = P, fornece e(Dery(A/I)) = e(Dery(A/P)).

Por outro lado, supondo por simplicidade que {i1,...,is} = {1,..., s}, é facil ver que
Derp(A) = ép 0 ® é A 0 ~ P% @ A" = Dery(A/P) ~ (A/P)®(—),
i=1 0X; i=s+1 9X;i

donde e(Derg(A/I)) = (n — s)e(A/P). Sendo dim P/I = dim A/(I:P) < dim A/I =
e(P/I) = 0, tem-se e(A/P) = e (em particular, ¢ = alt I = alt P = s). Assim,
e(Derg(A/I)) = (n — g)e = de. O
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3.5 Algebras de blowup do moédulo de derivagoes de uma hipersuperficie

Denotando como de costume A = k[X1,...,X,] (k corpo), descreveremos as algebras de
explosao do médulo de derivagoes da hipersuperficie associada a um polinémio euleriano
f € A. Antes, faz-se necessario entender o “mergulho” de fDeri(A) no médulo de Saito de
f induzido pela decomposicao Dery(A) = Z(f) ® Aey C A" = ®;Ae; (c¢f. Proposigao 2.34).
Precisamos entao encontrar vetores 91, ...,9, € Z(f) e polinémos fi,..., f, € A tais que
fei =i + figy, Vi.

Proposicao 3.30 Seja f = >, hi0f/0X; € Iy C A um polinémio euleriano. Para cada
i € {1,...,n}, consideremos o polinomio F;, =3 . ,; hs0f/0X; e o vetor

o of L ) of
191 = <_hlaXi?"'7_hllaXi7 Fl _hl+18Xia"'7_hnaXi .

Entio 9; € Z(f), e

of
fei=1; + TXief.
Demonstragao. O truque consiste em escrever
of of of of of
0 = (he 2 n, 2, YL g, I by, k),
(£,0,..,0) = lhagam & Fhngar ~ha g ox,) T oo™ )
n
ou seja, fey =91 + %Ef. Além disso, 91 € Z(f) pois
of of \ of of of of of
ho——+...+ h, —h — .= hy,=— =
( 2ox, Tt 8Xn> ox, ~ "ox, 09X, ox, 0%, "

De maneira completamente andloga, mostra-se que fe; = 9¥; + %5 fev; € Z(f)sei €
{2,...,n}. O

De maneira geral, se N = > |, Rn; C M = Z;:1 Rm; é uma inclusao de médulos fini-
tamente gerados sobre um anel R e se M tem algebra simétrica Sg(M) = R[Th,...,Ts|/L,
entdo induz-se um ideal de ”formas lineares” N (1) = (n1(1),...,n,.(1)) C Sp(M) de maneira
natural: escrevendo combinagoes R-lineares n; = ijl biym;, © =1,...,r, associa-se o ele-
mento n;(1) = >77_, bijt;, onde t; denota a classe residual da indeterminada 7; médulo L.
Além disso, da sequiéncia exata

0—-N—-M-—M/N—0

resulta uma identificacao de dlgebras Sgr(M/N) ~ Sg(M)/N(1).

Aplicaremos isto na demosntragdo do teorema abaixo. Uma vez obtido o submédulo
Yo AY; C Z(f) = 23:1 Avj, onde, como antes, os v;’s sao os vetores-coluna da matriz
¢ que apresenta o ideal gradiente I, escolheremos combinacgoes A-lineares

q
’192‘: E Ai5V5, izl,...,n.
Jj=1

Consideraremos também o ideal L; que define a dlgebra simétrica de Ders(A), como no
Corolério 2.40(iii).
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Teorema 3.31 Seja f € A um polinémio euleriano.

(i) Se Th,...,Ty, U sdo indeterminadas sobre A, a dlgebra simétrica do A/(f)-mddulo
das k-derivagdes da hipersuperficie A/(f) pode ser descrita como

A ATy, ...\ T, U
SA/(f) <D€I‘k <(f)>> = [(},Ef,Hj”) ]7 Hf = (Hlj-.-an)’

onde H; zzgzlaijﬂ—l-(%};U, i=1,...,n;

(ii) A dlgebra de Rees do AJ(f)-mddulo Dery(A/(f)) é dada por

AN\ AT, T, U]
R (Der’“ ((f))) T (LpHy I
Demonstracao. (i) Denotemos N = fDery(A) = > . Afe; e D = Deri(4/(f)). Da
seqiiéncia exata

0— N — Ders(A) =D —0

decorre que S4(DP) = S/N(1), onde S = Sa(Dery(A)) = A[Tr,..., T, Ul/Ly = A'/Ly.
Temos N(1) = (3, Afei)(1) = ((fer)(1),...,(fen)(1)) C S. Aplicando a proposicao acima

obtemos expressoes fe; = ¥; + (%éaf =iy aijvj+ aa—)éaf e assim (fe;)(1) = >29_; ait; +
%u, onde t1,...,t4, u denotam as classes residuais de 77, ..., Ty, U médulo L. A maneira

como estd definido o ideal Hy C A’ permite escrever N(1) = (L, Hy)/Ly C A’/Ly, portanto
S4(D) =S/N(1) = (A//,Cf)/(([,f,']‘(f)/[,f) = A//(,Cf,Hf). Finalmente,

Sayp)(D) = Sa(D) @4 A/(f) = A/ (Ly, Hy) @4 AJ(f) = A'/(f. Ly, Hy).

(ii) Procederemos de maneira andloga & demonstragdo do Coroldrio 2.40(iv). Se S’ =
Sa/p)(D), entdo R = Ry (D) = §'/7, onde 7 é o ideal de A/(f)-torcao de S’, que
pode ser expresso em termos de saturagao por um ideal conveniente. Para isto, observemos
que o médulo de diferenciais 2 = Qi (A/(f)) se apresenta pela matriz-coluna com entradas
dadas pelas imagens das 0f/0X;’s em B = A/(f). Logo 2 tem posto n —1 e (n — 1)-ésimo
ideal de Fitting §,—1(Q) = (I, f)/(f) = Iy/(f), de modo que, se p C B é um ideal primo
que nao contém I;/(f), entao €2, é Bp-livre e conseqiientemente, sendo D ~ Homp(§2, B),
resulta Dy ~ By~ ! = Sy ~ Sp, (Bp') ~ By[Yi,...,Ya_1] (Yy's indeterminadas) = Sy é
livre de By-torcao. Assim, denotando J = (f,Lf, Hy), tem-se S’ = A’/J e concluimos
T=0:5 (Is/(f)>®°=(T:1;*))T = R =5"/r=A")(T: 1;>). |

3.6 O modulo de derivagoes de um anel diferencialmente livre

Seja A = k[Xq,...,X,], onde k é um corpo.

3.6.1 Resolucgao livre

O objetivo desta subsecao é explicitar uma resolucao A-livre para o médulo das k-derivacoes
de um anel diferencialmente livre. Em conseqiiéncia, sera obtida a algebra simétrica deste
moédulo. Entrarao novamente em cena as expressoes
q
of .
fel- = E lai]”l)j + T)Q&f, 1= 1,...,71,
J:
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obtidas na secao anterior para um dado polinémio euleriano f € A. Se f é um divisor livre,
como no teorema a seguir, tem-se ¢ =n — 1.

Teorema 3.32 Consideremos um ideal da forma I = fI' C A, com f divisor livre eu-
leriano, I' = (f1,..., fm), mdc(fi,..., fm) = 1. Suponhamos que I;(©" - ¢¢) C I', onde
© = O(f), e consideremos

0 — Abs Doy qhor b b Oy,
resolucao livre do ideal I'. Entdo
0 — Anbs 220 0% puby AT ymn Vi An L Der (A/T) — 0
¢ uma resolucdo A-livre do mddulo de derivacées de A/I, onde cada 8;*" denota a matriz

diagonal em blocos associada a 0; da maneira natural, e a matriz de apresentagdo Vi €
dada (com respeito as bases canonicas de A™ e A™) por

flall fmall flanl fmanl
U =
flal,n—l te fmal,n—l T flan,n—l te fman,n—l
of of af of
fl o fmTXl e e fl B> Ce fm B>

Demonstragao. Nestas condigoes, o Corolario 2.55 assegura que Derj(A) = Dery(A); uma
base deste médulo livre é composta pelos vetores-coluna vy, ..., v,_1 de ¢ e pela derivacao

vy =¢€¢ = (h1,...,hy), onde f =>  h;0f/0X;. Considerando a seqiiéncia
f ( ) %
0 — I®" — Der(A) LN Dery(A/I) — 0,

bem como o isomorfismo o: Derj(A) = ®;Av; — A", v; — e;, obtemos a seqiiéncia exata

curta
poo—

1
0 — I%" Thiep A" "— Dery(A/I) — 0.

Se R denota a resolucao livre de I’ fornecida, que evidentemente também é resolucao de
I = fI', entao
RO 0 A BT gnb AT g

é resolucao livre de 19", Da ”composi¢ao” com RP" resulta, entdo, a resolucao livre proposta
RE" — A" — Dery(A/I) — 0, e em particular uma apresentacao

Amn L,oqn Dery(A/I) — 0.

Resta-nos verificar que ¥ = ¥;. Podemos escrever ¥ = ¢|en o 7, onde m: A" — [9" ¢ a
projecao natural, que a cada vetor g = ((g11,---,91m),- -+, (Gnls -+ gnm)) € A™" associa

m(g) = (E;n:l Gisffs)eit+.. .+(21:;n:1 gnsfgs)en = E;n:l g1sfs(fer)+.. '11'2?21 gné’éfS(fen)a
ou seja, m(g) = > 11 g1sfs (D71 arvj+ 3—){1@”) o D00 Gns s (D052 anjui+ %vn) =
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(Xoiy a2l gisfo))vr+. A (i ain—1(3050 gisf)vn1+ (201 ;TJ(:(ZT:l gisfs))vn-

Finalmente, sendo o(v;) = €;, concluimos

\If(g) = (flangn + ...+ fmanglm e =+ flanlgnl + ...+ fmanlgnm)el + ...+
(flal,n—lgll +...+ fmal,n—lglm +... + flan,n—lgnl + ...+ fman,n—lgnm)en—l +
of of of of
—_— - —q1m + ... ... —_— - —_— =V
(flaXlgll+ +fmaXlglm+ +flaXngn1+ +fm8Xngnm)en I(g)a
como queriamos. 0

Corolério 3.33 Sejal = fI' como no teorema. A dlgebra simétrica do mddulo de derivagoes
de A/I é dada por

A[T17 s ,TTL]
(. h((Tr - T) - 97))°

Sar(Derg(A/I)) =

Demonstracao. Da apresentagao obtida acima segue que a algebra simétrica do A-modulo
Dery(A/I) é a A-&lgebra A[Ty,...,T,]/(I1((Ty---T,) - ¥1)). Tensorizando (sobre A) com
A/I, chegamos ao desejado. O

3.6.2 Conjectura Homoldégica de Zariski-Lipman

A versao tradicional da Conjectura de Zariski-Lipman (CZL) afirma que, se R é uma algebra
finitamente gerada sobre um corpo k de caracteristica zero e p C R é um ideal primo tal
que o Ry-médulo Dery(Ry) € livre, entdo R, é um anel local regular. Sabe-se que um anel
local satisfazendo as hipéteses da conjectura é necessariamente um dominio normal (cf.[8]).
Além disso, a CZL é verdadeira na maioria dos casos, carecendo de solucdo, entretanto,
para certas interse¢oes completas 2-dimensionais (mesmo algumas bastante simples, e.g.,
R = k[X,Y,Z,W]|/(f,g), com f,g € (X,Y,Z, W) sem fator comum). O caso graduado
merece destaque e foi positivamente estabelecido (em dimensao arbitraria) em [7]: Se A =
k[X1,...,Xp] (car k = 0) é graduado (ndo necessariamente standard) e I C A% é ideal
homogéneo tal que o R = A/I-médulo Derg(R) é livre, entao I = (0), isto é, R é um anel
de polinémios (logo regular).

A CZL admite uma versao homoldgica, independentemente proposta por J. Herzog e
W. Vasconcelos: Se R é uma algebra finitamente gerada sobre um corpo k de caracteristica
zero tal que Derg(R) admite uma resolugao projetiva finita como R-mddulo, entao Dery (R)
é um R-mdédulo projetivo (isto é, localmente livre). Aqui, queremos registrar que a CZL
homolégica também é valida para a classe dos anéis diferencialmente livres. Utilizaremos
o critério de liberdade para o idealizador diferencial (¢f. Coroldrio 2.55), estabelecido em
termos da matriz ¢ ja explorada.

Proposicao 3.34 Consideremos um ideal da forma I = fI' C A = k[X1,...,X,] (k
corpo), com f divisor livre euleriano, I' = (f1,..., fm), mdc(f1,..., fmm) = 1. Suponhamos
que I (©" - ¢5) C I', onde © = O(f). Sejap C A/I wm ideal primo tal que o mddulo
Dery(A/I)y tem dimensio homoldgica finita sobre (A/I),. Entio Dery(A/I), € livre.

Demonstragao. Nestas condicoes o idealizador diferencial é livre e portanto tem-se uma
seqiiéncia exata de A-mddulos

0— I¥" — A" — Dery(A/I) — 0,

47



da qual decorre (ja que evidentemente podemos assumir I # (0)) prof Dery(A/I), =
prof Ip — 1 = prof (A/I),, para todo primo p = P/I C A/I. Se p é tal que o (A/I),-
médulo Dery(A/T), tem dimensdo homolégica finita, a férmula de Auslander-Buchsbaum
fornece, entao, que Dery(A/I), é livre. O

Coroldrio 3.35 Seja I = fI' como na proposicao acima. Sejap = P/I C A/T um ideal
primo, com P 2 (f,I'). Entdo dhy,p),Dery(A/I), = oo.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que dh(4,/), Dery(A4/I), < co. Com o obtido
acima concluirfamos que Derg(A/I), é livre e assim (A/I), seria necessariamente um
dominio (normal), como j& mencionamos. Ou seja, o ideal Ip = (f)pI} seria primo e por-
tanto (f)p = Ap ou I, = Ap, ou de maneira equivalente, f ¢ P ou P 2 I’, contradizendo
a hipétese de que P D (f,I'). O

A combinagdo da CZL tradicional com a homoldgica fornece uma versao forte para a
conjectura. Precisamente, prediz que se R é uma algebra finitamente gerada sobre um
corpo k de caracteristica zero e p C R é um ideal primo tal que o Rp-médulo Dery(Ry) tem
dimensao homoldgica finita, entao R, ¢ um anel local regular.

Corolario 3.36 Seja I = fI' como antes. Suponha-se que I' C Iy e seja p = P/I C
A/T um ideal primo tal que f € P e dhiy/p),Derg(A/I), < oo. Entao (A/I)y é uma
hipersuperficie local regular.

Demonstracgao. O coroldrio anterior assegura que P 2 (f,I'). Sendo f € P e I' C Iy,
tem-se necessariamente P 2 I e isto significa (por aplicagao imediata do critério jacobiano
usual — vide Apéndice) que a hipersuperficie local (A/(f)), é regular. Por fim note-se que,
assim como ja foi observado, I, = Ap (uma vez que, por hipétese, (f)p # Ap) e portanto
Ip = (f)p- O

A Apéndice
A.1 O médulo de diferenciais de Kahler

De modo geral, se .S é um anel noetheriano e R é uma S-dlgebra, o médulo de diferenciais
Qg(R) pode ser definido em termos do ideal diagonal da S-dlgebra R ®g¢ R, e é munido
de uma derivagao d: R — Qg(R) que satisfaz a uma certa propriedade universal. Além
disso, se S é uma algebra sobre um anel T', entao existe uma seqiiéncia exata de R-mddulos
(denominada seqiiéncia cotangente relativa)

Qr(S)®s R — Qp(R) — Qg(R) — 0

Contudo nao entraremos nos detalhes desta situacao geral, que podem ser encontrados nas
referéncias bdsicas [5] e [9]. Para os nossos propésitos, é suficiente considerar o seguinte
contexto: k corpo, A = k[X1,...,X,] anel de polinémios, I C A ideal minimamente gerado
por fi,..., fm, B = A/I = k[x1,...,z,] (x; denota a classe residual de X; médulo T),
© = (0f;/0X;) matriz jacobiana dos f;’s, com transposta ©*. Neste caso o médulo das
k-diferenciais de Kéahler de B pode ser descrito em termos da chamada seqiiéncia exata
conormal
1/12 % B" — Qu(B) — 0
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com J(fmodI?) = (%’ e Bifl) € B", f € I. Compondo 0 com o epimorfismo B™ —» I /I?
que envia (gy,...,G,) € B™ em Y., g;fimodI?, obtemos o homomorfismo de médulos
livres B™ — B™ determinado pela matriz 6* = © = ©*mod]. Assim, explicitamos

Qu(B) = Coker(B™ % B = B"/L,

onde L =3"", B-(0f;/0z1,...,0fi/0x,) C B™ é o B-submddulo gerado pelas linhas de 6.
Isto significa que #* é uma matriz de apresentacao livre do médulo Qi (B). Em particular,
o médulo de diferenciais possui i-ésimo ideal de Fitting dado por F;(Qx(B)) = I,,—i(8) C B.
Sao validas também as seguintes propriedades:

1. Qx(A) =P, AdX; ~ A™;

2. Se p = P/I C B é um ideal primo, entao Q;(B), ~ Qi (Ap/Ip);

3. Para qualquer ideal J O I, composi¢do com a derivagao universal d: B — Qp(B)
fornece um isomorfismo de C' = A/J-médulos

Homp (% (B),C) ~ Derg(B, C);

4. Critério jacobiano: Se p C A é um ideal primo contendo I tal que a extensao de
corpos Ap/pp 2 k é separavel (e.g., k perfeito), entdo as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(i) Q(Ap/Ip) é um Ap/I,-médulo livre de posto n — alt Ip;
(ii) posto(Omodp) = alt I,;
(iii) Ap/Ip é um anel local regular.
5. (k corpo perfeito) Se p O I é um ideal primo tal que I, C A, é uma intersecao completa

radical, entao I,/ Ig é um Ay/I,-médulo livre (de posto g = alt I,) e o homomorfismo
0 é injetor. Logo, pondo R = By ;1 = Ap/I,, obtemos a resolucio livre

0—RI—R"— Q(R)—0

determinada pela matriz 8* com entradas vistas em R. Assim dhp Qi (R) < 1, sendo
nula se e somente se R é regular (de acordo com o critério jacobiano). Se o ideal I # 0
é homogéneo contido em A%, entdo a dimensdo homolégica do B-médulo Qi (B) é
exatamente 1.
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