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...para mim a matematica apareceu como expressdo da logica das
coisas, isto €, a logica das infinitas maneiras das coisas se relacionarem.
...Em matematica, qualidade e quantidade sdo dois conceitos
intimamente unidos porque cada equac¢do, cada funcdo, cada operador,
exprimem relacdes entre seres (ainda que abstratos, mas em plena
analogia com o real), que qualificam um ser global e uma situacdo
global.

direi que estudes matemadtica como uma expressao da logica divina

do ser das coisas. A mim ndo parece que a matematica seja pura
abstracdo, pois se € Iogica, se ndo € contraditoria, essa diz sempre
alguma coisa que descreve o real.

—PIERO PASOLINI (Além da Ciéncia, 1990)



RESUMO

Circuitos e cocircuitos nao-separadores sao muito importantes para a compreensao das
matroéides graficas. Por exemplo, Tutte [27] caracterizou os grafos 3-conexos planares
usando o conceito de circuitos nao-separadores. Bixby e Cunningham [2] generalizaram
esse resultado para a classe das matréides bindrias. Kelmans [11] e independentemente
Seymour (veja [16]) provaram que cada matréide binaria, conexa, simples e co-simples
tem pelo menos um cocircuito nao-separador. McNulty e Wu [15] provaram que essas
matroéides tém no minimo quatro cocircuitos nao-separadores, sendo este resultado o
melhor possivel. Lemos [14] calculou, para matrdides bindrias 3-conexas, a dimensao do
subespago do espaco dos cociclos gerado pelos cocircuitos nao-separadores que evitam
um elemento da matréide. Nesta tese, sera fornecido um limite inferior para a dimensao
de um tal subespaco gerado pelos cocircuitos nao-separadores que evitam um conjunto

com no minimo dois elementos da matrdide.

Inicialmente, sera feita uma abordagem geral da teoria das matrdides utilizada
para provar os principais resultados encontrados nesta tese, apresentados em seguida.
No segundo capitulo, o problema de encontrar cocircuitos nao-separadores de uma
matroide bindria, conexa, simples e co-simples sera reduzido ao problema de encon-
trar cocircuitos nao-separadores evitando, no maximo, dois elementos em matréides

bindrias 3-conexas.

No terceiro capitulo, serao caracterizadas as matroides bindrias 3-conexas sem co-
circuitos nao-separadores que evitam um 2-subconjunto do conjunto de elementos da
matroéide. Este resultado é essencial para o calculo da dimensao do subespaco do espago
dos cociclos gerado pelos cocircuitos nao-separadores que evitam um 2-subconjunto do
conjunto de elementos de uma matréide binaria 3-conexa. Sera feito ainda o calculo da
dimensao de um tal subespaco quando o subconjunto de elementos evitado por esses
cocircuitos é um triangulo da matréide. Além disso, sera determinada a dimensao do

mesmo subespago para cocircuitos nao-separadores que evitam uma colecao qualquer
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dos elementos de uma matréide binaria 3-conexa, desde que a restricao da matroide a

esse conjunto nao tenha colago.

Palavras-chave: grafos, planares, matréide, conexa, 3-conexa, bindaria, simples,

co-simples, dimensao, cocircuito nao-separador, colaco.



ABSTRACT

Non-separating circuits and cocircuits play an important role in the understanding of
the structure of graphic matroids. For example, using this concept Tutte [27] character-
ized the 3-connected graphs which are planar. Bixby and Cunningham [2] generalized
Tutte’s result for the class of binary matroids. Kelmans [11] and, independently, Sey-
mour (see [16]) proved that every simple and cosimple connected binary matroid has
a non-separating cocircuit. McNulty and Wu [15] proved that these matroids have at
least four non-separating cocircuits. Moreover, this result is sharp. For 3-connected
binary matroids, Lemos [14] presented the dimension of the subspace of the cocycle
space spanned by the non-separating cocircuits of the matroid avoiding an element. In
this thesis we give a lower bound for the dimension of such subspace spanned by the

non-separating cocircuits avoiding a set with at least two elements of the matroid.

The first Chapter deals with the matroid theory which is used to prove the main
results of this thesis. These results are stated in that chapter. In Chapter 2, the
problem of finding non-separating cocircuits in a simple and cosimple connected binary
matroid is reduced to the problem of finding non-separating cocircuits avoiding a set of
elements in some 3-connected binary matroids. In the third Chapter the 3-connected
binary matroids without non-separating cocircuits avoiding some set with two elements
are characterized. This result is essential for setting a lower bound for the dimension
of the subspace of the cocycle space spanned by the non-separating cocircuits avoiding
a 2-set of elements of a 3-connected binary matroid. Moreover, the dimension of
such subspace is computed when the subset avoided by these cocircuits is a triangle
of the matroid. Finally, the dimension of the same subspace is determined for the
non-separating cocircuits avoiding any collection of elements in the matroid, if the

restriction of the matroid to this set has no coloops.

Keywords: graph, planar, matroid, connected, 3-connected, binary, simple, cosim-
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ple, dimension, non-separating cocircuit, coloop.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O estudo da Teoria das Matrdides surgiu quando Whitney [29] relacionou as pro-
priedades fundamentais de dependéncia que sao comuns aos grafos e as matrizes. Neste
capitulo, inicialmente, serao discutidos varios resultados para matréides que sao gene-
ralizacoes de tais resultados obtidos para grafos. Em seguida, os principais resultados
encontrados nesta tese serao abordados. Pressupoe-se, por parte do leitor, uma certa
familiaridade com as teorias de grafos e matréides, mas alguns conceitos aqui sao pre-
viamente esbocados. Em geral, a notacao e terminologia seguirao a do livro do Oxley

21].

1.1 RESULTADOS NAS TEORIAS DE GRAFOS E MATROIDES

Existem vérias maneiras equivalentes de definir matréides. Apresentaremos a mais

natural a partir das observagoes de Whitney:

Uma matrdide é um par de conjuntos (E,Z) onde E é um conjunto finito e Z é

uma colegao de subconjuntos de E satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) VeI
(ii) SeI€ZeJCI, entao J €.

(iii) Se I; e I estao em 7T e |I1| < |I2|, entdo existe um elemento e de Iy — I; tal que

IlLJeGI.

Os membros de Z sao os conjuntos independentes de M. Um conjunto independente
maximal é uma base de M. Um subconjunto de E que nao estd em Z é chamado

dependente. Um conjunto dependente minimal é um circuito de M.

O nome matrdide foi criado por Whitney [29] porque uma classe fundamental de

tais objetos nasce das matrizes no seguinte sentido:
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Lema 1.1.1 Seja E o conjunto dos rétulos das colunas de uma matriz A m X n sobre
um corpo K e sejaZ a colecao dos subconjuntos I de E para os quais as colunas rotu-
ladas pelos elementos de I sao linearmente independentes no espaco vetorial V (m, K).

Entao, (E,T) forma uma matrdide.

A matréide obtida como acima da matriz A sera denotada por M [A]. Esta matréide
é chamada matradide vetorial de A. Dizemos que uma matréide M é representdvel sobre
um corpo K se existe uma matriz A com entradas em K tal que M = M[A]. Tratare-
mos de algumas matrdides representaveis, a saber: matroides bindrias e matroides re-
gulares. Uma matréide é bindria quando é representavel sobre GF'(2). Uma matréide
¢é dita regular quando pode ser representada por uma matriz totalmente unimodular,
a ultima sendo uma matriz sobre R para a qual cada submatriz quadrada tem deter-

minante em {0, 1, —1}. Toda matréide regular é representdvel sobre qualquer corpo.

Lema 1.1.2 Seja E o conjunto das arestas de um grato G e Z a cole¢ao dos conjuntos

das arestas dos subgrafos de G que sao florestas. Entao M = (E,7) é uma matrdide.

A matréide obtida a partir do grafo G é chamada a matrdide dos ciclos de G e
denotada por M(G). Dizemos que uma matréide M é grdfica se M = M(G) para
algum grafo G.

Dada uma matréide M = (F,Z), se B é a colecao de suas bases, pode-se mostrar
que B* ={E(M) — B : B € B} é a colecao das bases de uma matréide tendo E como

seu conjunto de elementos. Esta matréide é chamada a dual de M e denotada por M*.

Dada uma matréide M = (E,Z) considere a funcio r : 21l — Z tal que para um
subconjunto X de F, r(X) é a cardinalidade do maior independente de M|X. Pode-se
mostrar que esta funcao estd bem definida. A funcao r é chamada de fun¢do posto da

matréide M.

Seja A uma matriz m x n sobre o corpo F' e M[A] a matrdide vetorial de A. Se
M = M|A], é facil ver que M nao se altera se uma das seguintes operagoes sao feitas

em A:

(i) Permutagao de duas linhas.

(ii) Multiplicacao de uma linha por um membro nao nulo de F.
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(iii) Permutacao de uma linha pela soma daquela linha e uma outra.

(iv) Delegao de uma linha nula (a menos que esta seja a tnica linha).

(v) Permutagao de duas colunas (movendo os rétulos com as colunas).

(vi) Multiplica¢do de uma coluna por um membro nao nulo de F.

(vii) Troca de cada entrada da matriz pela sua imagem através de um automorfismo

de F.

As operacoes acima sao chamadas de operacoes elementares. Assuma que uma
matriz A é nao nula. E conhecido o fato que por uma seqiiéncia de operacoes ele-
mentares pode-se reduzir A a forma [I,.|D], onde I, é a matriz identidade r x r e D é
alguma matriz r x (n — r) sobre F. Evidentemente r = r(M). No préximo Teorema
assumiremos que as colunas de [I,.| D] sdo rotuladas na ordem ey, ..., e, e que a matriz
[I,_,| — D] tem suas colunas rotuladas por e, i1, ..., e, €1,...,¢e.. Oxley [21] provou

o seguinte resultado:

Teorema 1.1.3 Se M é a matrdéide vetorial de [1,.| D], entdo M* é a matrdide vetorial

de [I,_,| — D).

Precisaremos do conceito de matréides uniformes, que definiremos a seguir. Sejam
m e n inteiros nao negativos tais que m < n. Seja E um conjunto de n elementos e
I={ICE:|I|l <m}. Entao (E,Z) é uma matréide. Denotamos esta matréide por

U € a chamamos de matréide uniforme de posto m em um conjunto de n elementos.

Trataremos geralmente de matrdides 3-conexas, por isso, definiremos n-conexidade

para matroides, introduzida por Tutte em [28].

Suponha que M é uma matréide e que {X, Y} é uma particao de E(M). Definimos

a funcdo conectividade de M como sendo
Eu(X,Y)=r(X)+r(Y)—r(M),

onde r é a fungao posto de M. Para um inteiro positivo k, diremos que {X, Y} é uma

k-separacao de M se:

Ev(X,Y) < kemin{|X|,|Y]|} > k.
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Uma matréide M é chamada k-conera quando nao possuir k’-separacao para todo
inteiro £’ tal que 1 < k' < k. Se |X| ou |Y| é igual a k, dizemos que {X,Y} é uma
k-separagao minimal. Além disso, se k = 1, dizemos que {X,Y} é uma separacio de
M. Uma matréide é dita conera quando nao tem separagao. Sabe-se que para um

grafo simples G e k € {2,3}, M(G) é k-conexa se e somente se G é k-conexo.

Se M tem uma k-separacao para algum k, entdo a conectividade A(M) de M é
definida como

A(M) = min{j : M tem uma j-separagao}.

Algumas vezes \(M) é chamada de conectividade de Tutte de M para distinguir de ou-
tros tipos de conectividade que existem para matroides . E f4cil ver que a conectividade
de Tutte é invariante por dualidade. De fato, pode-se provar que se r* for a funcao

posto da matréide dual M*, entao
r(X)=|X|+r(E—-X)—r(M).
Assim, se {X,Y} é uma k-separacao de M:
Ev(X,Y) =r(X)+r"(X) — |X|
Logo,
Eu(X,Y) = Eu+(X,Y).

Entao, {X,Y} é uma k-separagdo de M se e somente se é uma k-separacao de M*,
o que faz a conectividade de Tutte ter esta atrativa propriedade de ser invariante por
dualidade. Por esta razao nao generaliza a nocao de conectividade para grafos quando

n > 4.

Um cocircuito de uma matréide M é um circuito da matréide dual de M. Dizemos
que um cocircuito C* de uma matréide M é nao-separador quando M\C* é uma
matréide conexa. Um hiperplano H de uma matrdide M = (F,Z) é um subconjunto
de E fechado tal que r(H) = r(M) — 1. Pode-se provar que C* é um cocircuito nao-
separador de M se e somente se E(M) — C* é um hiperplano conexo de M. Um
circuito de uma matréide M é ndo-separador quando M/C é conexa. Dado um grafo

G 2-conexo, um cocircuito C* de G é nao-separador quando M (G)\C* é conexa.



1.1 RESULTADOS NAS TEORIAS DE GRAFOS E MATROIDES 5

Circuitos e cocircuitos nao-separadores sao fundamentais para o conhecimento da
estrutura de matrdides graficas. Por exemplo, os trés proximos resultados foram con-
jecturados por Jack Edmonds e também foram fortemente sugeridos por comentérios
de Tutte [27]. No caso particular em que M é uma matrdide cografica, estes resultados

foram mostrados por Tutte [27].

Teorema 1.1.4 Seja M uma matréide binaria 3-conexa com no minimo quatro ele-
mentos. Se e € E(M), entao e é um elemento de pelo menos dois cocircuitos nao-

separadores de M.

Teorema 1.1.5 Se M é uma matroide binaria 3-conexa, entao o conjunto de cocir-

cuitos nao-separadores de M geram o espacgo dos cocircuitos de M.

O proximo resultado foi provado com diferentes abordagens por Bixby e Cunning-

ham em [2] e por Kelmans em [12].

Teorema 1.1.6 Uma matréide binaria 3-conexa M é grafica se e somente se cada

elemento de M esta contido em, no maximo, dois cocircuitos nao-separadores de M.

Os grafos minimamente k-coneros sao aqueles que perdem sua k-conexidade sempre
que uma de suas arestas é deletada. Vértices de grau k aparecem extensivamente
em grafos minimamente k-conexos, como evidenciado pelos dois resultados seguintes

fundamentais de Dirac [8] e Halin [17], respectivamente.

Teorema 1.1.7 Se G é um grafo minimamente 2-conexo com n vértices, entao G tem,

no minimo, ** vértices de grau dois.

Teorema 1.1.8 Se G é um grafo minimamente 3-conexo com n vértices, entao G tem,

no minimo, ¢

vértices de grau tres.

O Teorema seguinte é o resultado mais 1util na prova de teoremas sobre grafos
minimamente 2- e 3-conexos. O caso k = 2 deste Teorema pode ser deduzido de um

resultado de Tutte [28]. O caso k = 3 deste Teorema é devido a Halin [9].

Teorema 1.1.9 Seja e uma aresta de um grafo G minimamente k-conexo para k €

{2,3}. See liga dois vértices de grau excedendo k, entao G /e é minimamente k-conexo.
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Uma matréide M é minimamente n-conera quando M é n-conexa e M\e nao é

n-conexa para todo e € E(M).

Pela relevancia do tdltimo Teorema é importante a generalizacao do mesmo para o
estudo de matréides minimamente 2- e 3-conexas. Por esta razao discutiremos a nocao
que generaliza o conceito de vértice em um grafo. Seja M uma matréide grafica tal
que M(G) = M. Suponha que M é conexa, isto é, G é um bloco. Se T é um cocircuito
nao-separador de M de tamanho dois entao T" é o conjunto de arestas incidentes a
um vértice de grau 2 em G. Nao vale a reciproca deste resultado. Suponha que M
é 3-conexa. O conjunto 7' é um cocircuito nao-separador de M de tamanho trés se e
somente se T é o conjunto de arestas incidentes a um vértice de grau 3 em G. Assim,
cocircuitos nao-separadores de tamanho dois e trés em matréides modelam vértices de
graus dois e trés, respectivamente, em grafos. Muitos resultados para grafos podem ser
generalizados para matréides bindrias usando cocircuitos nao-separadores de tamanho

trés. O préximo resultado generaliza o Teorema 1.1.9 para matréides binarias.

Teorema 1.1.10 [23] Seja e um elemento de uma matréide M minimamente 3-conexa
e binaria. Se e nao esta em nenhum cocircuito nao-separador de M de tamanho trés,

entao M /e é minimamente 3-conexa.
Este Teorema foi usado por Reid e Wu em [23] para provar o seguinte:

Teorema 1.1.11 Se M é uma matroide minimamente 3-conexa, binaria, com posto
excedendo cinco, entao o nimero de elementos de M em algum cocircuito nao-separador

de M com trés elementos é, no minimo, 3r*(M) + 3.
E facil ver que:

Teorema 1.1.12 Se G é um grafo 3-conexo, entao cada aresta de G esta em exata-

mente dois cocircuitos nao-separadores.

Note que se G é um grafo simples e 2-conexo, um cocircuito de M (G) corresponde
a um corte minimo de arestas de G. Assim, um cocircuito nao-separador de M (G)
corresponde ao conjunto de arestas incidentes a algum vértice v tal que G'\v é 2-conexo.

Tal vértice é chamado vértice deletdvel.
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Kaugars em [10], provou que certos grafos tém, no minimo, um vértice deletével;

logo, no minimo um cocircuito nao-separador.

Teorema 1.1.13 Seja G um grafo simples e 2-conexo. Se cada vértice de G tem grau

no minimo trés, entao GG tem, no minimo, um vértice deletavel.

Lozovanu e Syrbu (veja [31]) melhoraram o limite de Kaugars mostrando que tal
grafo tem, no minimo, quatro vértices deletdveis. Kelmans [11] e, independentemente
dele, Seymour (veja [16]), provaram a seguinte versao para matrdides bindrias do re-

sultado de Kaugar:

Teorema 1.1.14 Se M é uma matroide binaria, conexa, simples e co-simples, entao

M tem, no minimo, um cocircuito nao-separador.

O Teorema 1.1.14 foi conjecturado por Thomassen e Toft [25]. Note que esse
Teorema pode ser reescrito como: uma matréide bindria, conexa, simples e co-simples
tem um hiperplano conexo. O préximo resultado, provado por McNulty e Wu [15],
fornece uma generalizacao do Teorema 1.1.14 e do resultado para grafos de Lozovanu

e Syrbu.

Teorema 1.1.15 Se M é uma matroide binaria, conexa, simples e co-simples, entao

para cada elemento e,

(i) existem, no minimo, dois cocircuitos nao-separadores evitando e, e

(ii) existem, no minimo, dois circuitos nao-separadores evitando e.

Além disso, M tem, no minimo, quatro cocircuitos nao-separadores e quatro circuitos

nao-separadores.

Observe que a hipdétese de M ser uma matroide bindria é essencial nos teore-
mas anteriores, pois existem matroides 3-conexas e nao binarias sem cocircuitos nao-
separadores. Um exemplo ¢ Uss. No caso geral, U,, para 2 < r < n, nao tem

cocircuitos nao-separadores.
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1.2 REDUZINDO AO CASO 3-CONEXO

Precisaremos do conceito de 2-soma, que definimos a seguir. Utilizaremos este
conceito para decompor uma matréide conexa em partes que sao 3-conexas. Brylawski
em [5], trata detalhadamente das operagoes de conexao em série e conexao em paralelo,
ferramentas essenciais para definir 2-soma. A seguir ilustramos com um exemplo a

conexao em paralelo e a 2-soma para grafos.

Figura 1.1. Grafos G e H com um elemento em comum.

Ny

Figura 1.2. Conexao em Paralelo de G e H.

Figura 1.3. A 2-soma de G e H.

Esses conceitos em matrdides sao uma extensao natural destas operagoes em grafos.
Suponha que M; e M, sao matroides definidas sobre conjuntos que se interceptam em

um unico elemento e que nao é laco nem colaco de ambas M; e M,. Sejam

Cs =C(M;\e) UC(Mo\e) U{C1 UCy:e € C; € C(M,;), parai € {1,2}} e
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Cp=C(M)UC(My)U{(CLUCy) —e:ecC; € C(M,;), paraie {1,2}}.

Faca E = E(M;)U E(M,). Esté provado em [21], pdg. 240, que cada conjunto Cg e Cp
¢ a colegao de circuitos de uma matréide em E. As matréides que tém Cg e Cp como
seus conjuntos de circuitos serdo denotadas respectivamente por S((Mi,e), (Ma,e)) e
P((My,e), (M, e)), ou abreviadamente, por S(M;, My) e P(M,, Ms). Essas matréides
sao chamadas respectivamente de: conexoes em série e em paralelo de My e My em
relagdo ao ponto base e [3]. Entao a 2-soma My ©o My de My e My é S(My, Ms)/e
ou equivalentemente P (M, Ms)\e. O elemento e é chamado o ponto base da 2-soma

e My e M, sao chamadas as partes da 2-soma.

Cunningham, em [6], deu a seguinte definigao para drvore de decomposicio de uma

matréide conexa:

Definigao 1 Seja M uma matréide conexa tal que |E(M)| > 3. Definimos uma
arvore de decomposi¢ao de M como uma arvore T); com arestas rotuladas porey, ..., e, 1

e vértices rotulados por M, ..., M tais que:

(i) cada M; é uma matréide 3-conexa com, no minimo, quatro elementos, ou é um

circuito, ou um cocircuito com no minimo trés elementos;
(i) E(M))UE(M)U---UE(M) =E(M)U{e,eq,...,ex1};
(iii) Se a aresta e; liga os vértices M;, e M;, entao E(M;,) N E(Mj;,) = {e;};
(iv) Se nenhuma aresta liga os vértices M;, e M;, entao E(M;, )N E(M;,) = 0;

(v) M é a matrdide que rotula o tnico vértice da arvore T /ey, e, . . ., €x_1 na conclusao
do seguinte processo: contraia as arestas eq, es, ..., €e,_1 de T uma por uma, em
ordem; quando e; é contraida, seus finais sao identificados e o vértice formado
por esta identificacao é rotulado pela 2-soma das matroides que previamente

rotulavam os finais de e;.

Cunningham e Edmonds [6] provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.2.1 Cada matroide conexa M tem uma arvore de decomposicao Ty, na
qual dois vértices adjacentes nao sao ambos rotulados por circuitos nem por cocircuitos.

Além disso, a arvore Ty, é tinica a menos de rotulagoes de suas arestas.
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Seja AY(M) o conjunto das matréides que rotulam os vértices de T),. Faga

AL(M) = {H € Ay(M) : H nio é um circuito ou um cocircuito}.

O conceito de T), serd utilizado para reduzir o problema de encontrar cocircuitos
nao-separadores de uma matréide bindria, conexa, simples e co-simples, ao de encontrar
os cocircuitos nao-separadores de algumas matréides bindrias 3-conexas, que possuam
no minimo quatro elementos e evitam um conjunto de elementos. Para isto, serao
consideradas as matroides 3-conexas que rotulam os vértices de T, e possuem mais

de quatro elementos, isto é, AL(M).

Se A é um subconjunto de E(M), dizemos que um cocircuito C* de M evita A se
C* N A = (). Denotamos por R*% (M) o conjunto dos cocircuitos nao-separadores de
M que evitam A e por dim4(M) a dimensao do subespago do espaco dos cociclos de
M gerado por R%(M). Como |R%(M)| > dim(M) a obtengao de um limite inferior
para dim (M) nos fornece um limite inferior para |R*%(M)|. Se A = (), denotamos

R4(M) e dimy(M) por R*(M) e dim(M), respectivamente.

Teorema 1.2.2 Seja M uma matroide binaria, conexa, simples e co-simples. Se M

nao é 3-conexa, entao

R (M) = JR3, (1)

onde A5(M) = {M,....,M,} e parai € {1,...,n}, A; é o conjunto dos rétulos das
arestas incidentes ao vértice rotulado por M; em Ty;. (Isto é, A; = E(M;) — E(M)).

Desse resultado que serd demonstrado no Capitulo 2, segue-se que quando M é

uma matréide bindria, conexa, simples e co-simples, entao:
RE (M) = Y Rim-pon(H)l. (1.1)
HeAL (M)
Para obter um limite inferior para |[R*(M)| é suficiente encontrar um tal limite para
R —pon(H)|, com H € Ay(M). Quando |E(H) — E(M)| = 1, isto é, quando
H rotula um vértice terminal de Ty;, Lemos [14] encontrou um limite inferior para

Ry (H)]-
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Teorema 1.2.3 Seja M uma matroide bindria 3-conexa. Se A é um subconjunto

unitario de E(M), entao
|RY(M)| > dima(M) > r(M) — 1.

Usando (4.4.7) e o Teorema 1.2.3, obtém-se o limite de McNulty e Wu do Teorema
1.1.15.

Esta tese é essencialmente uma generalizagao o Teorema 1.2.3 para um conjunto A

de tamanho no minimo dois. Para isto, faz-se necessario definir um A-ourico.

1.3 OURICOS

Um conceito que sera freqiientemente utilizado é o de A-ourigo. Para defini-lo,
considere um inteiro m tal que m > 2 e uma matréide S, representada sobre GF'(2)

pela seguinte matriz:

ap a1 G b cg ¢ ¢ -+ Cm
1 01 1 1
y— 1 1 0 1 1
1 1 1 0 I
| 1 1 1 1 0 |

onde I,,11 é a matriz identidade de ordem m + 1. Note que L; = {a;,b,¢;} é um

circuito de S,, para ¢ € {0,1,...,m}. Diz-se que S,, é um super-ouri¢o bindrio com
pernas Lo, L1, ..., L,, e corpo b. Estas matrdides foram primeiramente estudadas por
Oxley em [19].

Figura 1.4. Representagdo geométrica de Sy,.
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Seja O, = S \Cm € ay = a. Segue-se que O, é uma matréide binaria 3-conexa.
Vejamos que a aplicacdo que troca a por b e a; por ¢;, parai € {1,...,m — 1} é
um isomorfismo de O,, e O}, . Para isto, considere uma representagao para O,, sobre

GF(2) dada pela matriz abaixo:

Qg e lm—1 @ Cy st Cm—1 b
o --- 1 1

]m—i-l

1 0 1

1 11

Note que a permutacao de uma coluna com seu respectivo rétulo nao altera a
matroéide. Por isso, a matriz acima representa O,,. Entao, uma representacao sobre

GF(2) para O, é dada por:

Co c C—1 b ag - Qm_1 Q
0o --- 1 1

) o

1 -~ 0 1

1 -~ 1 1

Logo, a aplicacao que troca a por b e a; por ¢; é um ismorfismo de O,, e O},. Dizemos
que O,, é um {a,b}-ourico com m pernas, corpo b e cocorpo a. Além disso, para
qualquer 2-subconjunto {i,j} de {0,1,...,m — 1}, (a;a;)(c;, ¢;) é um automorfismo de
O, Isto é, a matriz acima, que representa O,, sobre GF(2), permanece invariante
depois da seguintes permutacoes: as colunas rotuladas por a; e a;, as colunas rotuladas
por ¢; e ¢; e a i-ésima pela j-ésima linha. Além do mais, O,,/a é um super-ourigo de
m pernas com corpo b e (O,,\b)* é um super-ouri¢o de m pernas com corpo a.
Observe que se A = {a, b} entao R*(0,,) = 0. De fato, suponha que C* € R%(O,,).
Entao C* N L; # () para algum ¢ € {0,...,m —1}. Como L; = {a;,b,¢;}, b & C* e
um circuito e um cocircuito de uma matréide nao podem ter um tnico elemento em
comum, entao L; —b C C*. Mas (L; — b) U a é triade de O,,, entdao a é colago de

O, \C*; chega-se a uma contradigdo. Conseqilentemente R* (0,,) = 0.
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1.4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Para generalizar o Teorema 1.2.3, para um 2-subconjunto A do conjunto de elemen-
tos da matroide, no Capitulo 3, serao caracterizadas as matréides binarias 3-conexas

sem cocircuitos nao-separadores evitando A, através do seguinte resultado:

Teorema 1.4.1 Seja M uma matréide binaria 3-conexa, com r(M) > 3. Se A é um

2-subconjunto de E(M) tal que R*% (M) = (), entao M é um A-ourigo.

A partir deste resultado serd demonstrado, no Capitulo 4, que a tnica condi¢ao
para que uma matréide bindria 3-conexa tenha cocircuito nao-separador, evitando um
2-subconjunto A do conjunto de elementos da matréide, é que esta matrdide nao tenha

um A-ouri¢o como menor.

Teorema 1.4.2 Seja M uma matréide bindria 3-conexa sem menor isomorfo a O,
para inteiro n > 2. Se A é um 2—subconjunto de E (M), entao

r(M)—n.

dzmA(M) Z 9

Para um inteiro n excedendo dois, rotule os conjuntos estdveis maximais de K3,
por Vi e V3 tal que |Vi| = 3. Sejam K3, e K3’ os grafos obtidos de K3, adicio-
nando respectivamente duas e trés arestas unindo vértices em V7, sendo cada par delas
nao paralelas. Agora, faremos exemplos para mostrar que o limite encontrado para

dim (M) no Teorema 1.4.2 é o melhor possivel. Sejam « e [ constantes tais que
dima(M) > ar(M) + S, (1.2)

para cada matréide M binaria 3-conexa, sem um menor isomorfo a O, e para um
2-subconjunto A de E(M). Primeiro mostraremos que a < 3. Seja M = M*(KY, ),
para um inteiro m excedendo dois. Se A contém as duas arestas de K3, as quais nao
sao incidentes a um vértice de grau trés, entao dimy(M) = m — 1. Como (M) = 2m,
segue que

¢ dima(M) m—-1 1 1

YO0 S M) 2m 2 om

Fazendo o limite quando m vai para infinito concluimos que a < % Se a = %, entao

p < —5 porque (1.2) vale para O,_.
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O préximo resultado é uma conseqiiéncia do Teorema 1.4.2, para n = 3, porque O3

nao é regular. (O3/a = F;.)

Teorema 1.4.3 Seja M uma matroide regular e 3-conexa. Se A é um 2—subconjunto

de E(M), entao
r(M)—3
dima(M) > [%1 .
Note que o limite deste Teorema é o melhor possivel j& que ¢é atingido por M*(K3,,),
para cada n excedendo dois, desde que A seja o conjunto de elementos adicionados a

K3, para obter Ky, .

O limite obtido no Teorema 1.4.2 pode ser melhorado se assumirmos que M nao
tem também um menor isomorfo a M*(Kjy, ). O limite dado no Teorema 1.4.4 ¢é
muito préximo daquele para matréides graficas, a saber; se M é uma matréide grafica

3-conexa e A ¢ um 2-subconjunto de E(N), entdo dima(M) > r(M) — 3.

Teorema 1.4.4 Seja M uma matroéide binaria 3-conexa e A um 2—subconjunto de

E(M). Se M nao tem menor isomorfo a O,, nem a M*(K3, ), para inteiro n > 2, entao
dima(M) > r(M) —n.

Serao definidos alguns conceitos usados no exemplo apresentado a seguir para

mostrar que o limite do Teorema 1.4.4 é o melhor possivel.

Suponha que r > 2. Uma roda W, de posto r é um grafo tendo r+ 1 vértices, r dos
quais estao em um circuito chamado borda; o vértice restante é ligado por uma tnica
aresta chamada raio a cada um dos outros vértices. Frequentemente nos referimos a

uma roda como a matréoide dos ciclos de uma roda.

A conexdo em paralelo generalizada Py(M,, Ms) de duas matréides simples M; e
M que tém uma restricaio comum N, isto é, T' = E(M;) N E(Ms) e N = My|T =
M,|T, é uma matréide em E(M;) U E(Ms), cujos fechados sao os subconjuntos X de
E(M,)UE(M,) tal que XNE(M;) é fechado em M;, parai € {1,2}. Brylawski provou,
em [4], que esta construgdo produz uma matrdide, no caso em que N é um triangulo,

por exemplo.

Agora, vejamos que o limite do Teorema 1.4.4 é o melhor possivel. Seja m um

inteiro tal que m é maior ou igual a trés. Escolha um triangulo 7' de O,,_;, para
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n>4. Se b é o corpo de O,,_1, entdo b € T, digamos T = {b, ¢, d}. Suponha que T é
também um triangulo da roda W,, tal que b e d sao raios. Além do mais, assuma que
E(O,_1)NEW,,) = T. Seja M a matrdide obtida da conexao em paralelo generalizada
de O,,_1 e M(W,,) deletando ¢. Observe que (M) = r(Op_1)+r(Wp) —2 = n+m—2.
Note que cada triade de M (W,,) que nao contém ¢ é um cocircuito nao-separador de
M. Além do mais, estes sao os Unicos cocircuitos nao-separadores de M evitando A.

Isto é, dims(M) =m — 2 e o limite no Teorema 1.4.4 é atingido.

O préximo resultado foi provado por Ding, Oporowski, Oxley e Vertingan em [7].
Ele fornece uma lista de menores inevitaveis de uma matrdide bindria 3-conexa com
tamanho grande. Observe que O,, e M*(K3,,) sdo as tinicas matréides nao-graficas na
lista dos menores. E interessante que precisemos excluir as matroides nao-graficas da
lista deles para obter um limite inferior para o niimero de cocircuitos nao-separadores
em matroides 3-conexas bindrias, evitando um 2-subconjunto que seja préximo ao

limite para grafos 3-conexos.

Teorema 1.4.5 Para cada inteiro n maior do que dois, ha um inteiro N(n) tal que
cada matroide 3-conexa bindria com mais do que N(n) elementos, contém um menor

isomorfo a uma das matréides M(K3,,), M*(K3,, ), M(W,) e O,.

Quando A é um subconjunto do conjunto de elementos de uma matréide M e |A| >
3, nao ha limite inferior interessante para dim4(M). Para obter um tal limite, quando
|A| = 2, excluimos alguns menores da matréide M. Assim, entendemos completamente
o comportamento de dim4(M) quando |A| = 2. Parece dificil poder estender esta
abordagem quando |A| > 3. Mesmo no caso regular ja que R (M*(K3',)) = 0 quando
A ¢ o conjunto das arestas incidentes a K3, que nao ¢é incidente a nenhum vértice de
grau trés. Entao, tentamos uma outra abordagem. Ao invés de excluirmos menores
de M, impusemos algumas propriedades estruturais para M|A, a saber que M|A nao

tenha colago. Quando M é gréfica e M|A nao tem colago é facil ver que
dima(M) > r(M) — (JA] — 1). (1.3)

Além do mais, este limite é o melhor possivel. Em geral, encontramos um limite inferior

para dim (M) que é proximo de (1.3).
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Teorema 1.4.6 Seja M uma matréide binaria 3-conexa. Se A é um subconjunto de

E(M) tal que M|A nao tem colagos, entao
dima(M) > r(M) — (214 — |A] —1).

Estes limites tém o mesmo comportamento quando (M) vai para infinito e A esta
fixo. Achamos que o limite do Teorema 1.4.6 esta longe de ser o melhor possivel, mas

quando A é um triangulo de M, temos o seguinte resultado para dim4(M):

Teorema 1.4.7 Seja M uma matréide bindria 3-conexa. Se A C E(M) é um triangulo

de M, entao
dima(M) =r(M) — 2.

Este resultado ¢ préximo daquele obtido por Lemos [14].



CAPITULO 2

COCIRCUITOS EM MATROIDES 3-CONEXAS

Neste capitulo serao citados resultados conhecidos e feitas algumas defini¢oes usadas
nas provas dos principais teoremas mostrados nesta tese. Na 1ltima secao sera demons-

trado o Teorema 1.2.2.

2.1 CONSIDERACOES GERAIS

Um elemento e de uma matréide 3-conexa M é dito essencial se M\e e M /e nao sao
3-conexas. Um triangulo de M é um circuito com trés elementos e uma triade de M é
um triangulo de M*. Para uma matréide N, a matréide simples e a matroide co-simples
associadas a N serao denotadas por si(IN) e cosi(N) respectivamente. Chamamos estas

matréides de simplificacdo e co-simplificacao de N.

Tutte, em [28], mostrou que todo elemento essencial de uma matréide 3-conexa M,
com no minimo 4 elementos, pertence a um triangulo ou a uma triade dessa matroide.

Utilizando a demonstragao desse resultado, Bixby, em [1], provou o seguinte:

Teorema 2.1.1 Seja M uma matroéide 3-conexa. Se e é um elemento de M, entao
toda 2-separacgao de M\e ou M /e é minimal. Além disso, no primeiro caso, cosi(M\e)

é 3-conexa enquanto, no segundo caso, si(M/e) é 3-conexa.

Uma conseqiiéncia deste resultado, apresentada a seguir, serd muito utilizada nesta

tese.

Corolario 2.1.2 Seja M uma matroide 3-conexa. Considere um triangulo T" de M e

uma triade T* de M que intercepta T. Se e € T* — T, entao si(M/e) é 3-conexa.

Demonstragao. Se |E(M)| < 6, entao toda 2-separagao de M/e é minimal. Pelo
Teorema 2.1.1, si(M/e) é 3-conexa. Podemos supor que E(M) > 7. Vejamos que

{T,E(M)— (T'Ue)} é uma 2—separacao nao minimal de M \e. (2.1)
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De fato, T* C T'Ue, logo, E(M) — (T'Ue) C E(M) —T* e
r(B(M) = (TUe)) < r(E(M) —T%) = r(M) — 1.
Entio
r(T) + r(E(M) — (TUe)) — (M) <2+ (M) — 1 —r(M) = 1.

Note que (2.1) segue, pois min{|T|, |E(M) — (T Ue)|} > 3.

Assim, pelo Teorema 2.1.1, toda 2-separagdo de M/e é minimal. Além disso,

si(M/e) é 3-conexa. n

O Lema seguinte, devido a Tutte, é freqiientemente chamado de Lema do Triangulo

de Tutte [28].

Lema 2.1.3 Seja M uma matréide 3-conexa tendo no minimo quatro elementos.
Suponha que {z,y,z} é um triangulo de M tal que M\xz e M\y nao sao 3-conexas,

entao M tem uma triade que contém x e exatamente um dos elementos y ou z.
Este simples resultado sera necessario adiante.

Lema 2.1.4 Se um triangulo é também uma triade em uma matréide 3-conexa M,

entao M = U274.

Se W, é uma roda, ent@o o giro W" de posto r é uma matrdide sobre E(W,) tendo
como o conjunto de suas bases a borda de W, e todos os conjuntos das arestas das

arvores geradoras de W,. O principal resultado de Tutte, em [28], é o seguinte:

Teorema 2.1.5 As seguintes afirmagoes sao equivalentes para uma matroide 3-conexa

M:

(i) Todo elemento de M é essencial.

(ii) M tem posto no minimo 3 e é isomorfa a um giro ou a matréide dos ciclos de uma

roda.

Em [24], Seymour provou que:
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Lema 2.1.6 Seja M uma matréide conexa e para algum n > 2, {e,...,e,} e
{f1,,-.., fa} subconjuntos disjuntos de E(M). Suponha que para todoi € {1,...,n}
e todo j € {1,2,...,n}, {e;, fi,e;x1} € um triangulo e {f;, ej+1, fj11} € uma triade,

onde todos os sub-indices sao lidos médulo n, entao M é isomorfa a M(W,,) ou W™.

Oxley e Wu, em [22], através do resultado seguinte, provaram que a hipétese no teo-
rema acima de {e,, f,, e1} ser tridngulo pode ser removida adicionando-se a condi¢ao
de que a matréide seja 3-conexa. A demonstracao deste resultado estd implicita em

128].

Lema 2.1.7 Seja M uma matréide 3-conexa e para algum n > 2, {e1,...,e,} e
{f1,-.., fn} subconjuntos disjuntos de E(M). Suponha que para todoi € {1,...,n—1}
e todo j € {1,2,....n}, {e; fi,eir1} € um triangulo e {f;, ej41, fj+1} € uma triade,

onde todos os sub-indices sao lidos médulo n, entao M é isomorfa a M(W,,) ou W™.

Um conceito que serd usado mais adiante é o de cadeia de triangulos e triades [20].
Seja 11, ..., T, uma seqiiéncia nao vazia de conjuntos, cada um dos quais sendo um

triangulo ou uma triade de uma matréide M tal que para cada i € {1,2,...,k — 1}:

(i) em {T;,T;11}, exatamente um é um tridngulo e exatamente um é uma triade ;
(ii) [TiNTipa| =2; e

Entao chamamos T, ..., T, uma cadeia de M de comprimento k com elos T1,...,T}.
Além disso, se M é uma matréide 3-conexa e T1,..., T} é uma cadeia maximal de M,
onde M nao é uma roda nem um giro, entao chamamos esta cadeia maximal de M de
leque de M. Neste caso, se T; = {a;, aj11, a;+2} para todo i, entao ay,as, ..., ag 2 SA0

os elementos do leque. Chamamos ay e ag o 0s finais do leque.

Usaremos o seguinte resultado de Oxley e Wu [22], cuja prova também estd implicita

em [28]:

Teorema 2.1.8 Seja M uma matroide 3-conexa que nao é uma roda nem um giro. Se
e é um elemento essencial de M, entao e esta num leque, cujos finais sao ambos nao

essenciais.
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Uma propriedade basica que iremos usar freqiientemente é que um circuito e um
cocircuito de uma matréide nao podem ter um unico elemento em comum. Essa

propriedade sera referida como ortogonalidade.

Em [30], Wu provou que:

Lema 2.1.9 Seja M uma matroide binaria 3-conexa. Se T™* é uma triade que contém

um elemento essencial de M, entao T™* é nao-separadora.
Usaremos com uma certa freqiiéncia o seguinte resultado:
Lema 2.1.10 As seguintes afirmagoes sao equivalentes para uma matréide M :
(i) M é bindria.
(ii) |C N C*| é par para todo circuito C' e cocircuito C* de M.

(iii) A diferenca simétrica de qualquer conjunto de circuitos de M é a uniao disjunta

de circuitos.

Em [13], Lemos provou o seguinte resultado:

Teorema 2.1.11 Suponha que M é uma matroéide 3-conexa com, no minimo, quatro
elementos. Seja C' um circuito de M. Se M\e nao é 3-conexa para cada e € C, entao

C' intercepta no minimo duas triades de M.

Wu, em [30], generalizou o resultado de Lemos, citado acima, para matréides

bindrias, através do seguinte Teorema:

Teorema 2.1.12 Suponha que M é uma matréide binaria 3-conexa com, no minimo,
quatro elementos. Seja C' um circuito de M. Se M\e nao é 3-conexa para cada e € C,

entao C' intercepta, no minimo, duas triades nao-separadores de M .

2.2 2-SOMA E ALGUNS RESULTADOS

Serao importantes as seguintes propriedades de 2-soma:

(i) A invariancia por dualidade da 2-soma segue do fato que S(M;, My) = [P(M], MJ)]*.
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(ii) [24] Se {X;, X5} é uma 2-separacdo exata de M, entdo M é 2-soma de matroides

Ml [§ M2 com E(M1> = Xl U e, E(MQ) = X2 U e.

(iii) [24] Se M = M, &9 My com |E(M;)| > 3, para i € {1,2}, entdao {E(M;) —
E(M,), E(Ms) — E(M;)} é uma 2-separacao exata de M.

(iv) Pelos itens (ii) e (iii), concluimos que M tem 2-separacdo exata se e somente

decompoe-se como 2-soma de matréides com menos elementos.

(v) Se M, e My sdo matréides, entdo My @y My é conexa se e somente se M; é conexa

para i € {1,2}.
(vi) A 2-soma é comutativa, isto é, M = M; @y My = My @y M.

(Vii) SeM:Ml@gMz,XﬂYiﬁ, COmX,YgE(Ml) eE(Ml)—<XUYU€)7£®,

entao:

(a) MA\X/Y = (M\\X/Y) @2 M ou;
(b) M\X/Y ¢é desconexa e M\X/Y tem E(M;) — (X UY Ue) como conjunto

separador.

Analisaremos como os cocircuitos nao-separadores se comportam com relacao a

operacao de 2-soma.

Lema 2.2.1 Seja C' um circuito de uma matréide conexa M tal que M /C' também é

conexa. Se {X,Y} é uma 2—separagao de M, entao:

(i) X CC;ou

(ii) Y C C; ou

(iii) C C X; ou

(iv) C CY.

Além disso, quando M é co-simples, C' C Z para algum Z € {X,Y}.

Demonstracao. Sejam Cx = CNX e Cy = CNY. Podemos assumir que Cx # ) e
Cy # (), do contrario (iii) ou (iv) segue. Vejamos que para Z € {X,Y},

ruje(Z = Cz) =r(Z) — |Cyl. (2.2)
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Sem perda de generalidade, podemos supor que Z = X. Primeiro mostraremos que
r(XUCy)=r(X)+|Cy|—1 (2.3)

Como Cx ¢é independente em M, existe base Bx de M|X tal que Cx C Byx. Logo
Bx UCYy contém base de M|(XUCYy). Se e € Cy, entao (BxUCy)—e gera X UCy em
M. Seja By base de MY tal que Cy C By, entdao BxUBy gera M e dai (BxUBy)—e
gera M. Assim, 7((Bx U By) —e) = r(M). Como

|Bx|+|By| —1 = |(BxUBy) — ¢
> r(M)
= r(X)+rY)-1
= |Bx|+|By|—1,

temos que r(M) = |(Bx U By ) —e|. Logo, r((BxUBy) —e) = |(Bx UBy) —e¢| e segue
que (Bx UBy) —e é base de M. Dai (Bx UCy)—e C (Bx U By) — e é independente.
Como (Bx UCy) — e gera X U Cy, entao (Bx UCy) — e é base de X U Cy e temos
que (2.3) segue. Entao,

TM/C(X — C)() = ’I"M((X — Cx) U C) — ’I“M(C)
= T’M(X U Cy) — TM(C)
= [ru(X)+|Cy| = 1] = [|C] = 1]
= r(X)—|Cx|

Logo, (2.2) se verifica. Como

r(M/C) = r(M)—r(C)
= (M) —(|C| =1), (2.4)

somando (2.2) para Z = X ¢ Z =Y e subtraindo (2.4) obtemos:

ruo(X — Cx) +rye(Y —Cy) —r(M/C) = [r(X)—|Cx[1+ [r(Y) — |Cy[] —
[r(M)—|C|+ 1]
= r(X)+rY)—r(M)-1
= 0.
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Assim, como {X — Cx, Y — Cy} nao é uma separagao de M/C, pois, por hipétese,
M/C' é conexa, concluimos que para algum Z € {X,Y}, Z — Cz = 0. Logo, Z C Cy
e temos que (i) ou (ii) ocorre. Além disso, como Z C (', segue que Z estd contido em

uma classe em série nao trivial de M. ]

Demonstracao do Teorema 1.2.2. Note que n > 2, pois M nao é 3-conexa, por hipdtese.
Vejamos que R%(N) € R*(M), onde N é um dos rétulos dos vértices de Thy e A é o
conjunto dos rétulos das arestas incidentes ao vértice rotulado por N em T}j;. Sejam
€1, 6, ...,¢e os rotulos das arestas de Ty, incidentes ao vértice rotulado por N. Nomeie
as componentes conexas de Ty —{ey, ..., e} como Ty, 11, . . ., T}, de forma que Ty tenha
apenas um vértice rotulado por N. Para i € {1,...,k}, seja N; uma matrdide tal que
T; = Ty,. Observe que e; € E(N;). Logo M = N @y Ny @5 - - - @y N, onde N e cada
N; tém, no minimo, trés elementos. Seja C* € R*(N). Como N\C* é conexa, entao

|E(N)\C*| > 3. Pela propriedade (v) de 2-soma, temos que
M\C* = (N\C*) @®3 Ny @y - - - B2 Ny,

é conexa. Resta mostrar que C* é cocircuito de M. Isto ocorre pela definicao de

2-soma, ja que C* evita todo ponto base. Logo C* € R*(M).

Para a reciproca, seja C* € R*(M). Pelo dual do Lema 2.2.1, C* C E(H), para
alguma matréide H € AY(M). Assim, C* é um cocircuito de H. Temos dois casos a

considerar:
Caso 1. |E(H) — C*| > 2.

Como a operagao de 2-soma comuta com a operacao de dele¢ao, segue que M\C*
¢ a 2-soma das matréides pertencentes ao conjunto [AY(M) — {H} U {H\C*}]. Por
hipétese, M\C* é conexa, entdo H\C* é conexa. Portanto C* € R*(H). O resultado
segue desde que H € AL(M). Podemos assumir que H ¢ um circuito ou um cocircuito.

Em ambas os casos chegamos a uma contradigao ja que H\C* é uma matrdide conexa

tendo, no minimo, dois elementos.
Caso 2. |[E(H) — C*| < 1.
Como M nao é 3-conexa, segue que F(H) — E(M) # 0. (Isto é, H deve ter um

elemento que rotule uma aresta de Tjs). Assim E(H) = C* U b, onde b rotula uma

aresta de Ths. Entao, r(H) = r({b}) +1 = 2. Como M é simples e co-simples, segue
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que H = Uy, para algum n > 4. Em particular, H € AL(M) e C* € R

*

{0}

(H).

24



CAPITULO 3

MATROIDES SEM COCIRCUITOS
NAO-SEPARADORES

Neste capitulo serd demonstrado que uma matréide 3-conexa M sem cocircuitos nao-
separadores evitando um 2-subconjunto A de F(M) é um A-ouri¢o. Primeiro serd
provado um resultado similar, considerando a mais a hipotese que a delecao de todo

elemento de M que nao estd em A destréi a 3-conexidade da matrdide.

3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Os seguintes resultados serao enunciados e freqiientemente utilizados adiante. Os

dois préximos lemas sao conhecidos e podem ser encontrados em [21].
Lema 3.1.1 Seja M uma matréide e e um lago ou um colago de M, entao M\e = M/e.

Lema 3.1.2 Seja M uma matréide. Suponha que e é um elemento de M tal que M /e

é conexa mas M nao, entao e é um laco ou um colago de M.
E facil ver que:

Lema 3.1.3 Seja M uma matréide 3-conexa e X C E(M) tal que M\ X é 3-conexa.
Se r(M) = r(M\X), entao M\z é 3-conexa para cada x € X.

Em [18], Oxley provou o resultado seguinte para matréides n-conexas. Enunciare-

mos particularmente o caso em que n ¢ igual a trés.

Lema 3.1.4 Seja M uma matréide 3-conexa e {x,y} um 2-subconjunto de E(M) tal
que M\z nao é 3-conexa e M\x/y é 3-conexa. Entao, existe uma triade T* de M

contendo x e y.

Refinaremos este lema em um caso particular, a saber:
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Lema 3.1.5 Seja M uma matréide bindria 3-conexa e A um 2-subconjunto de E(M)
tal que R* (M) = (. Se {e,x} é um 2-subconjunto de E(M) — A tal que M\x nao
é 3-conexa e M/e\x é 3-conexa, entao existe uma triade nao-separadora T* de M tal
que {e,x} CT* eT*NA = {2'}, onde T* = {e,x,2'}. Além disso, y # 2z’ quando

y # x e M\y nao é 3-conexa, sendo M /e\y 3-conexa.

Demonstragao. Pelo Lema 3.1.4, existe triade T* de M tal que {e,x} C T*. Sendo
M /e\z 3-conexa, temos que (M/e\z)\z' é conexa, onde T = {e,x,2'}. Mas e é um

colago de M\z\z'. Assim, pelo Lema 3.1.1,
MA\T™ = (M\z\a)\e = (M\z\a') /e = (M/e\z)\a'

é conexa. Logo, T é nao-separadora. Como toda triade nao-separadora de M in-
tercepta A e {e,z} C E(M) — A, temos que T*N A = {2'}. Se y # x, M/e\y for
3-conexa e M\y nao for 3-conexa, existe ¢y’ € A tal que T = {e,y,y'} é uma triade
nao-separadora de M. Note que y' # x'; caso contrério, {e, z} geraria 2’ e y' em M*, o
que nao acontece porque toda linha numa matréide binaria simples tem, no maximo,

trés elementos. m

Lema 3.1.6 Seja M uma matréide binaria 3-conexa. Se e é um elemento de M e D*
é um cocircuito de M que gera e em M*, entao existe partigao { X1, X} de D* tal que

D} = X; Ue é um cocircuito de M, para i € {1,2}.
Demonstracao. Como D* gera e em M*, existe circuito C* em M* tal que e € C* C
D*Ue. Como M* é binaria, pelo Lema 2.1.10,
k
c*aDs =i,
i=1

onde C;* é cocircuito de M e C;* N C;* = () para i # j. Observe que C;* — D* C {e},
pois (C*AD*) — D* = {e}. Como D* é circuito de M* segue que:

(i) k=1e C*AD* é cocircuito de M; ou

ii) £ > 1 e entdo e € C;* para um tunico ¢, digamos i = 1. Dai C.* — D* = (), para
(ii) p , dig j , D

j > 2. Logo, Cy* = D*, C1* ={e} e k =2.
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Temos que (ii) nao ocorre porque M é 3-conexa. Fazendo D} = C*, D} = C*AD* e
X; = D —e, segue que { X7, X5} é uma partigao de D* tal que D} = X;Ue é cocircuito
de M parai € {1,2}. u

Lema 3.1.7 Seja M uma matréide bindria 3-conexa e A um subconjunto de E(M).
Suponha que D* € R (M/e) parae € E(M)— A. Se M|(H U e) nao é conexa, onde
H = E(M/e)—D*, entao existe particao { X1, Xo} de D* tal que D} = X;Ue € R*(M).

Demonstracao. Como [M|(HUe)l/e = (M/e)|H é conexa, pelo Lema 3.1.2, segue que
e é um colaco de M|(H Ue) = M\D*. Entao e é laco de M*/D* e rp+/p+(e) = 0. Mas
T+ /p=(€) = = (D*Ue) —ra=(D*), logo ma+(D* Ue) = 7+ (D*) e temos que D* gera
e em M*. Pelo Lema 3.1.6, existe partigao {X;, Xo} de D* tal que Df = X; Ue é um
cocircuito de M, para i € {1,2}. Como M é 3-conexa segue que min{| X[, |Xs|} > 2.
Agora vejamos que M\D} é conexa para ¢ € {1,2}, digamos i = 1. Como e é um
colago de M|(H Ue), segue que [M|(H Ue)l\e = M|H é conexa. Conseqiientemente
M\ D7 tem componente conexa N tal que H C E(N), pois Di C D*Ue e dal H =
EM)—(D*Ue) CE(M)—D;. Sex € Xy, entaor(HUzx)=r(H)+1=r(M)—1.
Logo, se y € Xy —x, como Xy C E(M) — Dj e H C E(M) — Dj, teremos que
HUx C HU{z,y} C E(M) — D;. Entao

r(M)—1<r(HU{z,y}) <r(M)-1

e concluimos que r(H U {x,y}) = r(H Ux), ou seja, H Ux gera X5. Paray € X, — x,
seja Cy, um circuito de M tal que y € C, C H Uxz. Note que Cy, N H # () porque

|Cy| > 3. Temos que
HUX,CE(N)C E(M)—D; = [BE(M)— (D*Ue)] UX, = HU Xo.
Assim F(N) = H U X,. Logo M\ D; é conexa. n

Lema 3.1.8 Seja M uma matréide bindria 3-conexa e A um subconjunto de E(M)
tal que R* (M) =0 . Suponha que r(M) > 3. Se M/e\X é 3-conexa para algum e €
E(M)—AeX C E(M)—(AUe), comr(M/e\X) = r(M/e), entao R%(M/e\X) = 0.

Demonstracao. Suponha que existe C* € R* (M /e\X). Logo, H = E(M/e\X)—C* ¢é
um hiperplano conexo de M/e\X. Temos que 7ye(H) = rajex(H) = ryr(M/e\X) —
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1 =r(M/e)—1. Se H nido é fechado em M /e, considere H = cly;/e(H) = E(M/e)—D*.
Temos que H é um hiperplano conexo de M /e e assim D* é um cocircuito nao-separador
de M/e. Além disso, D* é um cocircuito de M. Se M|(H Ue) é conexa temos que
D* € R%(M); chega-se a uma contradigao. Conseqiientemente, pelo Lema 3.1.7, temos
que existe partigao {X;, Xo} de D* tal que Df = X; Ue € R (M), para i € {1,2}.
Assim R% (M) # 0, o que é uma contradi¢ao. Logo, R%(M/e\X) = 0. ]

Lema 3.1.9 Seja M uma matréide bindria 3-conexa e A um 2-subconjunto de E(M).
Considere {e,x} C E(M) — A, onde M/e é 3-conexa e M/e\x é um A-ourigo. Se
y € E(M) — (AU {x,e}) é tal que M/e\y nao é 3-conexa e T* é a tnica triade de

M /e\x contendo y, entao:
(1) as tnicas possiveis 2-separagoes de M' = M /e\y sao :
{1 =y, EM") = (T" —y)} e {(T" —y) Uz, E(M') = (T" —y) Ux)}; e

(ii) E(M/e)— (T*Ux) gerax em M/e ou (T* —y) Uz é um triangulo de M /e. Ainda
mais, hd no maximo um elemento y € E(M) — (AU ) tal que (T, —y) Uz é um

triangulo de M /e, onde T, é a tinica triade de M /e\x contendo y.

Demonstracao. (i) Seja {Z, W} uma 2-separacao de M’. (Lembrar que M’ = M/e\y

como definida no enunciado deste lema). Entao:
T’M/(Z)—FTM/(W)—T’(M/) = 1. (31)

Temos dois casos a considerar:
Caso 1. Se {Z, W} é uma 2-separagao nao minimal de M.
Se xz &€ Z, por (3.1), segue-se que:

rung(Z) + runa(W —x) —r(M"\z) < 1.
Se z € Z, novamente por (3.1), temos que:

rune(Z — ) + ryna (W) —r(M"\z) < 1.

Como M/e\x é um A-ourigo, a tnica 2-separagao de M'\z = (M/e\x)\y é {T* —
y, E(M'\z) — (T* —y)}. Assim,sex g Z, Z=T"—yeW = E(M') — (T* —y) e se
ve€Z, Z—x=T"—y,logo, Z=T*—y)UzeW =EM)—((T"—y)Ux).
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Caso 2. Se {Z, W} é uma 2-separagao minimal de M’.

Sem perda de generalidade podemos supor que |Z| = 2. Como M /e é 3-conexa,
entdo T = Z Uy é uma triade de M/e. Assim, ha cocircuito de M/e\z contido em
7" — x. Como T"™ — x tem no maximo 3 elementos, temos que 17" — x = T" ¢ triade
de M/e\x, pois M/e\x é 3-conexa. Logo, T" = T* e temos que Z = T* — y, o que
mostra o item (i) deste lema.

(ii) Pelo item anterior, caso tomemos Z = T — y, obtemos:
rv(Z) +ryp(E(M') — Z) —r(M') = 1; ou (3.2)

ru(ZUz)+ry(E(M') —(ZUx))—r(M') =1. (3.3)

Mas Z é um conjunto 2-separador de (M /e\y)\z pertencente a unica 2-separacao de

(M/e\y)\z. Logo:
TM/\x(Z) + TM/\I(E(M/> — (Z U 33')) — T(M/\:C) =1.

Se (3.2) acontece, ry(E(M') — Z) = ryn(E(M'\x) — Z), ou equivalentemente,
rmje(E(M/e) — T*) = ryye(E(M/e) — (T U x)). Logo, E(M/e) — (T U x) gera
x em M/e. Se (3.3) acontece, ryp(Z U x) = ryng(Z) = 2. Assim, (T* —y) Uz é
dependente em M’. Como as tnicas 2-separacoes de M’ foram determinadas no item
anterior, em M’ x nao pode estar em paralelo com nenhum outro elemento e temos
que (T* —y) Uz é um triangulo de M’ e conseqiientemente de M/e. Como toda linha
numa matroide binaria simples tem, no maximo, trés elementos, temos que x esta uni-
camente determinado por {y',a} em M/e, onde T* = {y,y',a}, com a € A. Logo, =
determina unicamente y' e daf y. Entao, existe, no maximo, umy € E(M)—(AUx) tal

que (T, —y) Uz é um triangulo de M /e, onde T, é a tinica triade de M /e\x contendo

Y. n

Lema 3.1.10 Seja M uma matréide bindria 3-conexa e A um 2-subconjunto de E (M)

tal que R (M) = 0. Se r(M) = 3, entao M é um A-ourico.

Demonstracdo. As tnicas matréides bindrias 3-conexas de posto 3, a menos de iso-
morfismo, sao Fr e M(Ky). Se M = F;, pela sua representacdo geométrica, vemos
que ha sempre uma linha contendo os elementos de A. Esta linha é um hiperplano e

seu complementar é um cocircuito nao-separador de M evitando A, ou seja, M nao
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satisfaz as hipdteses do teorema. Se M = M (Ky), sé teremos que R* (M) = () quando
A for um conjunto de duas arestas nao adjacentes de K. Neste caso, vemos facilmente

que M é um A-ourico. ]

3.2 MATROIDES SEM COCIRCUITOS NAO-SEPARADORES

Proposigao 3.2.1 Seja M uma matréide binaria 3-conexa e A um 2-subconjunto
de E(M) tal que R%(M) = 0. Se r(M) > 3 e M\w nao é 3-conexa para todo
w € E(M) — A, entao M é um A-ourigo.

Demonstragao. A prova desta Proposigao serd por indugao em r(M). Se r(M) = 3,
pelo Lema 3.1.10, segue que este resultado vale. Considere M satisfazendo as hipdteses
desta Proposi¢ao com (M) > 4. Precisamos dos seguintes lemas para concluir este

resultado.

Lema 3.2.2 Seja T* uma triade nao-separadora de M tal que |[T* N Al = 1. Se

e € T* — A, temos que M /e nao é 3-conexa.

Demonstracao. Suponha que este resultado nao é verdadeiro. Seja X um subconjunto
maximal de E(M)—(AUe) tal que M/e\X é 3-conexa e r(M/e\X) = r(M/e), digamos
X =A{x1,...,x}. Pelo Lema 3.1.3, M/e\xz; é 3-conexa para cada z; € X. Pelo Lema
3.1.5, para cada z; € X existe 2} tal que {e, x;,z}} é uma triade removivel de M com
r; € A Se i # j entao x; # ¥ j4 que toda linha em M* tem, no médximo, trés
elementos. Logo, k < |A| ou equivalentemente | X| < 2.

Pelo Lema 3.1.8, temos que R% (M /e\X) = 0 e pela escolha de X, (M/e\X)\y nao
¢ 3-conexa para todo y € E(M/e\X) — A. Logo, por hipétese de indugao, M/e\X ¢é

um A-ouri¢o. Assim, uma representagao bindria para M /e\X é dada por:

ap a1 *++ Ap—3 @ b ¢y ¢ Cn—3
1 0 0 0[1 0 1 1]
0 1 0 0|1 1 0O 1
0 0 0 0|1 1 1 L,
0 0 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1
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onde {ag,ai,...,a, 3,a,b,co,c1,... 3} s@o os elementos de M/e\X e A =

{a,b}. Observe que n >4, jaquen — 1 =r(M/e\X) =r(M) — 1 e entao r(M) = n.
Consideraremos 3 casos:
Caso 1. | X| = 2.

Neste caso, uma representacao binaria para M é dada por:

ag Qg ap—3 a4 € Co Ch—3 I1 i)
(1 0 00 01 0 1 syt

0 1 0O 0 0]1 1 1 S to

oo --10O01 1 --- 0 Sp—o  lp_o

o o0 --- 01 0]1 1 1 Sp—1  tn_1

O 0 «--- 0 0 1|7ry r9 +++ Th_1 Sn t,

Para a matréide dual de M temos a seguinte representagao bindria:

b Chp " Cph—3T1 2 Ap QA1 -+ Qp—3 a (&
(1 0 00 01 1 1 1 ]

0 1 0 0 0|0 1 1 1 T9

0 0 0 0 0]1 O 1 1 T3

0 0 0 0 0|1 1 1 1 Trn—2

0 0 1 0 01 1 0 1 Trn—1

0 0 0 1 0]sy S9 - Sp_o Spe1 Sn

0 0 0 0 1]ty to -+ th_o thy tn

Como vimos, para cada x; € X, existe x; € A tal que {e,z;,z;} é triade de M,
com x1 # 2. Sem perda de generalidade, podemos supor que {e, z1,a} e {e, z2,b} s@o
triades de M. Temos o seguinte sistema de equagoes de acordo com a representagao

binaria de M* acima:
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( (

T’l—f-]_:O T’l—f-]_:O
7"2+1:O 7"2+O:O

. e .
Tne1+1=0 Tn—1+0=0
Sp+ Sp_1 =1 s, +0=0
\tn—i—tn,l:O . tn+0:1

Como o sistema é impossivel, este caso nao acontece.
Caso 2. |X| = 1.

Para simplificar a notagao faca 1 = z. Entdo, para X = {z}, uma representagao

binaria para M ¢é dada por:

g aq an,—-3 a e Co Cpn—3 T
1 0 00 01 0 1 s
0 1 0O 0 01 1 1 S
0 0 1 0 01 1 0 Sp—2
0 0 01 0|1 1 1 Sp—1
0 O 0 0 1|r m Tn-1  Sn

Para a matréide dual de M temos a seguinte representagao bindria:

b ¢y - Chs T ag a1 Qp—3 @ e
(10 .- 0 0] 1 1 1 1
0 1 0 0|0 1 1 1 ro
0 0 0 0|1 O 1 1 r3
0 0 01 1 1 1 T2
0 01 1 0 1 Tn1
0 0 0 1]s; s9 Sn—2 Sp—1  Sp

Como vimos, hd uma triade de M contendo {e, z} que intercepta A. Entao:
{e,z,a} é triade de M; ou (3.4)
{e,z,b} é triade de M. (3.5)

Vamos lidar com estes dois casos simultaneamente. Primeiro mostraremos que

M /e\y nao é 3-conexa para todo y € E(M) — (AU z).
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Se (3.4) acontece, sendo {e, z, a} um triangulo de M*, pela sua representacao vemos

quer;=r9o=---=rp_1=1es,=5,_1+ 1.

Assim, M* fica representada pela matriz:

b ¢y -+ Ches T ag Ap—3 a e
(1 0 0 0[1 1 1 1 1]
0 1 0O 00 1 1 1 1
0 0 0 01 O 1 1 1
o o0 - 001 1 --- 1 1 1
0 0 o1 1 --- 0 1 1
0 0 -« 0 1|s; S92 -+ Sp_2 Spn-1 Sn

Se M /e\y for 3-conexa para algum y € F(M)—(AUz), pelo Lema 3.1.5, teremos que
{y,e,a} ou {y,e, b} serd triade de M, o que, pela representagao de M* acima, vemos

que nao pode acontecer. Logo, M/e\y nao é 3-conexa para todo y € E(M) — (AUx).

Se (3.5) ocorre, como {e, z, b} é um triangulo de M*, pela sua representagao teremos

quer;=1,r=---=17,_1 =0¢es, =1. Neste caso, a representacao de M* é dada
por:
b ¢y Cches T ag ay Qn_3 a €
10 --- 0 01 1 1 1 1
0 1 0 00 1 1 1 0
0 0 0 01 O 1 1 0
0o --- o1 1 --- 1 1 0
0O 0 --- o1 1 - 0 1 0
| O 0 --- 0 1 S1 S22 o Sp—2 Sp—1 1 ]

Se M/e\y for 3-conexa para algum y € E(M) — (AU x), pelo Lema 3.1.5, teremos
que {y,e,a} ou {y,e,b} serd triade de M, o que, pela representacdo de M* acima,

vemos que nao ¢ vidvel. Logo, M/e\y nao é 3-conexa para todo y € E(M) — (AU z).

Denote por T} a triade {a;_1,¢;—1,a} de M/e\X , para i = 1,....n — 2. Como
M /e\y nao é 3-conexa para todo y € E(M) — (AU x), podemos usar o Lema 3.1.9 e
temos que x é gerado por E(M/e) — (T; U x) para todo ¢ com a possivel exce¢ao de
um, que denotaremos por j, onde y = a; 1 ou y = ¢;1 é tal que (T} —y) Uz é um

triangulo de M/e. Pela representagao de M/e, note que a i-ésima e a (n — 1)-ésima
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linhas diferem apenas nas colunas indexadas por a;_1, a, ¢;_1 e talvez x. Logo, qualquer
combinagao linear das colunas da representacao de M /e indexadas pelos elementos em
E(M/e) — {aj-1,a,¢;i_1,x} = E(M]Je) — (T} U x) tem a i-ésima ¢ a (n — 1)-ésima
entradas iguais. Como x é gerado por E(M/e) — (T; U z) para todo i com a possivel

excecao de j, temos que s; = s,,_1 para todo ¢ com a possivel excecao de j.

Se esta excegao realmente ocorre, seja y € E(M) — (AU X) tal que (T} —y)Ux
é um triangulo de M /e e veja y,y’,a e x como colunas da representagao de M /e onde

{y,v'} ={aj_1,¢;—1}. Temos dois casos a considerar:

Sey=(1,..,1,0,1,...,1)" em M/e com a j-ésima entrada nula. (3.6)

Sey = (0,...,0,1,0,...,0)" em M/e com a j—ésima entrada 1. (3.7)

No primeiro caso, ¢’ = (0,...,0,1,0,...,0)" com a j—ésima entrada 1 e x = a+vy =
(0,...,0,1,0,...,0,1) em M/e. Logo, s,_1 # s; para todo i & {j,n — 1}, o que é uma
contradicao.

No segundo caso, y' = (1,...,1,0,1,...,1)! com a j-ésima entrada nulae x = a+vy' =
(1,..,1,0,1,...,1,0) em M/e. Logo, s,—1 # s; para todo ¢ € {j,n — 1}, o que é uma
contradicao.

Assim, nao existe y € E(M) — (AU z) tal que (T} — y) Ux é um triangulo de
M/e. Entao s; = sg = -+- = $,_1 € temos que s; = 1 parai = 1,....,n — 1 pois M/e
é 3-conexa. Mas, se (3.4) acontece, M é um {a, b}-ourigo; uma contradigao. Se (3.5)
acontece, a coluna indexada por z ¢ igual a coluna indexada por b na representacao

de M; um absurdo. Logo, nao existe z € E(M) — A tal que M/e\z é 3-conexa.
Caso 3. X =0.

Neste caso, uma representacao binaria para M é dada por:

ap a1 an—3 a e b ¢ Cn—3
[ 1 00 0|1 0 1]
0 1 0 0 0|1 1 1
0 0 1 0 01 1 0
0 0 01 0|1 1 1
0 0 0 0 1|ry m Th_1
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Para a matréide dual de M temos a seguinte representacao bindria:

b Co *+Cph—3 Qg A1 *--Ap—3 Q (&
1 0 o1 1 -~ 1 1 r |
0 1 00 1 --- 1 1 ry
0 0 o1 0 --- 1 1 73
0 0 0/1 1 1 1 r,_3
o0 -~ 01 1 -+ 1 1 7,9
oo -~ 171 1 -+ 0 1 7y

Para f € T* —(AUe), temos que ha uma triade T de M/e que contém f, pois M /e
é um A-ourigo. Como em todas as triades de M/e, T} € uma triade de M e a € T},
assim T7 = {f, f',a}, para algum f" € E(M) — (AUT"). Por hipétese T* = {e, f, g}
para algum f € E(M) — (AUe)eg € A. Se g =aentao T* A T} = {e, f'}; um
absurdo. Logo g # a e temos que g = b. Assim, T* = {e, f, b}.

Seja T; = {a;_1,¢i—1,b} um triangulo de M/e. Entéo, T; ou T; U e é um circuito
de M. Se T; é triangulo de M, por ortogonalidade com T, temos que f € T;. Logo,
no maximo um triangulo de M /e é triangulo de M e concluimos que se f ¢ T;, entao
T;Ue é circuito de M. Assim, pela representacao de M acima, temos que r; 1 +7r; = 1.
Isto ocorre para todo i com excegao de j para o qual f € {aj_1,¢;_1}. Note que, por
ortogonalidade com T, necessariamente 7; = {a;_1,¢;_1,b} é um triangulo de M.

Temos dois casos a considerar:

(i) Se r1 = 1. Neste caso, rj;; =1ler;, =0parai# lei# j+ 1. Paraj=1,

considere o cocircuito de M, D = {c, ..., cn_3,a1,¢}. Observe que
* __
M\D; = M|{co, c1, ao, az, ..., an_3,a,b}.

Em M temos que b =ag+ ¢y e ag+as+ -+ a,_3 + a = ¢; sao combinacoes lineares
minimas. Logo, M\ Dj é conexa. Assim, D} € R% (M), o que é uma contradi¢ao. Para
j = 2, considere o cocircuito de M dado por D} = {cg,...,¢j_3,Cj, ..., Cn3,0j 2, €}.

Observe que

]\4\1);k = M|{Cj,2, Cj—1,00, -+, @j—3,Aj_1, ..., Apn—3, Q, b}
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Em M temos que b =a;_1 +cj_1eay+---+aj_3+aj_1+--+a,_3+a=cj_ys20
combinagdes lineares minimas. Logo, M\ D} é conexa. Assim, Dj € R% (M), o que é

uma contradi¢ao e temos que este caso nao ocorre.

(ii) Se 7 = 0. Neste caso, rj43 =0er; =1parai # lei# j+1. Paraj=1

considere o cocircuito de M, D" = {c,...,c,_3,€e}. Observe que
1% __
M\D} = M|{co, ag, ..., an_3, a, b}.

Em M, temos que b = ag+¢cp € a; + --- 4+ a,_3 + a = ¢g sao combinagoes lineares
minimas. Logo M\Dj é conexa. Assim, Dj € R% (M), o que é uma contradi¢ao. Para

j = 2, considere o cocircuito de M, D} = {co, ..., ¢j_2,¢j, ..., cn_3, ¢}. Note que
e _
M\D} = M{cj_1,aq, .., an3,a,b}.

Em M temos que b = a;_1 +c¢j_yeap+---+aj_2+a;+---+a,_3+a=cj_; sao
combinagdes lineares minimas. Logo, M\ D’ é conexa. Assim, D7 € R} (M), o que é

uma contradi¢ao. De (i) e (ii) concluimos que M /e nao é 3-conexa. n

Lema 3.2.3 Seja C um circuito de M\ A e T* uma triade nao-separadora de M tal que

T*NC #£0e|T*NA|l =1. Entao, T* N C estd contido em triangulo T de M.

Demonstracao. Seja {e, f} = CNT*. Pelo Lema 3.2.2, M /e e M/ f nao sao 3-conexas.
Pelo dual do Lema do Triangulo de Tutte, temos que existem triangulos 7, e Ty de M
que contém e e f respectivamente. Se nem 7, nem Ty contém {e, f}, por ortogonalidade
com T*, T*NACT.NTy. Como |[A] =2 e M nao é uma roda, pelo dual do Lema
2.1.7 quando n=2, temos que (Ty —T*)NA =0 ou (I, — T*) N A = (). Suponha,
sem perda da generalidade que (Tf — T*) N A = (). Como M\w nao é 3-conexa para
todo w € E(M) — A, pelo Lema do Triangulo de Tutte, existe uma triade 777 de M
que contém zx, onde {x} = Ty —T™*. Note que T contém {f, x}. Caso contrério, por
ortogonalidade com T, e Ty terfamos Ty C T, UTy, e {T.UTy, E(M) — (1T, UTy)} seria
uma 2-separagao de M, logo {f,xz} C TF. Como toda triade de M que intercepta um
triangulo é nao-separadora e R* (M) = 0, temos que T N A # (). Seja {z'} = TN A.
Se (T, — T*) N A = (), como M\e e M\y nao sao 3-conexas, onde {y} = T, — T*,
pelo Lema do Triangulo de Tutte, temos que existe triade Ty de M contendo y. Como

Ty NT, # 0, temos que T, intercepta A. Logo #’ € Ty, pois T,y N Ty = (). Pelo Lema
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2.1.7, M serd uma roda, o que é uma contradigdo. Assim (7, — T*) N A # 0, logo
y € A e temos que y = 2. Por ortogonalidade de T com T, e como M é 3-conexa,
chega-se a uma contradi¢ao. Assim concluimos que T, = T e fazendo T' = T, temos

que CNT*CT. [
Lema 3.2.4 Seja C' um circuito de M\ A. Entao:

(i) |C| =3, C é componente conexa de M\ A e C' gera A em M*; ou

(ii) |C| =4 e hd uma particao Xy, X, de C e diferentes elementos a e b de A tais que
X;Ua é triade de M e X; Ub é triangulo de M parai € {1,2}.

Mais ainda, (i) ocorre para todo circuito C de M\A ou (ii) ocorre para todo

circuito C' de M\ A.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.12, ha uma triade nao-separadora T* de M tal que
T*NC # ). Como C C E(M)\A e T* é nao-separadora, podemos supor sem perda
de generalidade que T* — C' = {a}, onde A = {a,b}. Pelo Lema 3.2.3, T*NC = {e, f}
estd contida em triangulo 7" de M. Sendo T' = {e, f,x} e T* = {e, f,a}, segue que a
matréide dos ciclos do grafo da Figura 3.1 é isomorfa a M|(C UT* UT). Temos dois

casos a considerar:

Figura 3.1. M|(CUT*UT).

Caso 1. Se x ¢ A. Neste caso, pelo Lema do Triangulo de Tutte, hé triade T, de M
que contém x. Por ortogonalidade com T', T} contém e ou f. Como {e, f} C C, por
ortogonalidade de 7} com C', a menos que C' = T, temos que o terceiro elemento de

T estd em C'N A ja que T, é nao-separadora; chega-se a uma contradi¢ao. Logo, se
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x ¢ A, concluimos que C' =T. A matroéide dos ciclos do grafo da Figura 3.2 é isomorfa

a M|[(CUT*UTY).

Figura 3.2. M|(CUT*UTY).

Assim, |C] = 3 e como A = (T* - C)U (T — C), temos que C gera A em M*.
Observe que C' esta contido em uma classe em série de M\ A. Como C' é circuito, sera
uma classe em série de M\A. Se C' N C # (), para um circuito C" de M\ A, entao

C C " edai C" = C. Conseqlientemente C' é uma componente conexa de M\ A.

Caso 2. Se x € A. Observe que = # a, caso contrario terfamos um triangulo que é
triade em M. O Teorema 2.1.12 garante a existéncia de outra triade nao-separadora
C* de M, que intercepta C' além de T*. Sejat € C* — (', entao t € A, pois C*
é nao-separadora. Sendo C* = {r,s,t}, onde C* N C = {r,s}, pelo Lema 3.2.3, ha
um triangulo em M que contém {r,s}. Seja T" = {r,s,y} tal tridangulo. Se y ¢ A,
analogamente ao caso anterior concluimos que C' = T” e temos que vale o item (i)
deste Lema. Se y € A, entao se y = a temos que t = x e por ortogonalidade de C*
com T' concluimos que |{r,s} N {e, f}| = 1. Sem perda de generalidade, suponha que
r € {e, f}. Neste caso, {e, f,a,x,s} é um conjunto separador de M, a menos que M
seja uma roda, o que nao acontece. Logo, y # a, o que implica que y = = e a = t.
Assim, temos que T A T = {e, f,x} A {r,s,y} = {e, f,r,s} é um circuito contido
em C. Logo, C' = {e, f,r,s} e temos que |C| = 4. Além disso, sendo X; = {e, [},
Xy = {r,s} e b = y concluimos que {X;, X»} é uma particdo de C tal que X; Ua é
uma triade de M e X; U b é um triangulo de M para ¢ =1, 2.

Considere C' e D circuitos de M\ A tais que |C| = 3 e |D| = 4. Como por (i) C é
uma componente conexa de M\ A, segue que C N D = (). Pelo que mostramos em (ii)
existem aw € A e X C D tais que o U X é um tridngulo de M. Por (i) existe Y C C
tal que aUY é triade de M. Um absurdo pois (¢ U X)N(aUY) = a. Logo (i) ou (ii)

sempre ocorre para todo circuito C' de M\ A. [
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Lema 3.2.5 Se M\ A contém um triangulo, entao todas as componentes conexas de

M\A sao triangulos de M.

Demonstracao. Assuma que M\ A contém um triangulo T' = {z,y, z}. Pelo item (i)
do Lema 3.2.4, todo circuito de M\ A é um triangulo de M, que é componente conexa
de M\ A. Suponha que M\A tem um colago e. Entao 7 = A U e ¢ uma triade de
M. Novamente, pelo item (i) do Lema 3.2.4, T gera A em M*, isto é, existem T}
e Ty triades de M contendo a e b respectivamente, com 17 U Ty — A = {x,y,z2} e
A = {a,b}. Sem perda de generalidade assuma que 7} = {x,z,a} e Ty = {y, z, b}.
Assim, T A T} = {x, z,b,e} é cocircuito de M e (TF A T}) A Ty = {x,y, e} também
é um cocircuito C* de M. Entao, z é um elemento essencial de M, pois estd num
triangulo e numa triade de M. Pelo Lema 2.1.9, temos que C* é uma triade nao-
separadora de M, o que é uma contradicao, pois C* N A = (). Assim, nao existe colaco
em M\A e todas as componentes conexas de M\ A sao triangulos de M o que prova

este Lema. -

Observe que M\ A contém um circuito C, senao r*(M) < 2 e M = U,, para inteiros
r e n tais que n —r < 2, o que nao ocorre. Considere este tal circuito C'. Pelo Lema
3.24, |C| =3 ou |C| = 4. No primeiro caso, pelo item (i) do Lema 3.2.4 e pelo Lema
3.2.5, temos que M\ A serd uma colegao de tridngulos que nao se interceptam e geram
A em M*. Sendo T um dos triangulos de M\ A temos que M|(T U A) é isomorfa a
matréide dos ciclos do grafo mostrado na Figura 3.2 e vemos que M|(T'U A) é a uniao
de duas triades que se interceptam em um elemento. Escolha t; € T;, onde T, ...,T,
sao os triangulos de M\ A, de forma que t; pertenga as duas triades contidas em T; U A.
Entao J_,(T; — t;) é base de M\ A e conseqiientemente de M. Logo, AU {t,... ¢}
é uma cobase de M. Sendo T; = {r;, s;,t;} parai € {1,...,n} e A= {a,b}, temos que

uma representagao binaria para M* é dada por:
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a b ty to -+ t, T S T9 So Ty Sn
[ 1 01 0 1 0]

0 1 0 1 0 1

1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

Lo 0 0 0 O 0 0

o0 --- 0 0

0O 0 --- 0 0

0O 0 0 O 1 1

[

Assim, M* = M(KY,), onde n é o nimero de componentes conexas de M\A e

K3, ¢é o grafo da Figura 3.3. Neste caso, R} (M) # (), o que é uma contradicao.

Figura 3.3. K3,

Assim |C| =4 e o item (ii) do Lema 3.2.4 acontece para todo circuito de M\ A. Se
b e A é gerado por C'em M, entdo b é gerado por todo circuito de M\ A em M. Logo,
toda classe em série de M\ a que ndo contém b possui dois elementos. Além disso, temos
que se u € cosi(M\a), entao {u,b} é um circuito de cosi(M\a). Assim, cosi(M\a) =
Uy y2, digamos E(cosi(M\a)) = {ao, . ..,ar,b}. Parai € {0,1,...,k}, seja ¢; o outro
elemento da classe em série de M\a que contém a;. Entao, {ag, a;..., ag, b} é uma base
para M, {a;,¢;,a;,c;} sdo circuitos de M para 2-subconjunto {i,j} de {0,1,... ,k} e
{a;, ¢;, b} sdo triangulos de M para i =0,1,...,k. Como M é conexa, considere D um
circuito de M contendo {a,b}. Escolha os elementos ay, ..., ax de cosi(M\a) de forma
que |D N {ag,ay, ..., ax}| seja maximo. Por ortogonalidade, D N {a;, ¢;} # () para toda
classe em série de M\a. Temos que D contém todos os elementos {ag, ay, ..., a;} da
base de M em questao. (Se D contivesse um ¢; escolha a; em vez de ¢; como elemento
de cosi(M\a)). Logo, D = {ag, ai, ..., ax,a,b}. Assim, uma representagao binaria para

M ¢é dada por:
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apg ap -+ ap a b cg ¢4 ¢ -0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
Iy io 1 1.1 0 1
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1
Entao M é um A-ourigo, como queriamos mostrar. [

Teorema 3.2.6 Seja M uma matréide bindria 3-conexa com r(M) > 3. Se A é um

2-subconjunto de E(M) tal que R*% (M) = (), entao M é um A-ourigo.

Demonstragao. Pelo Lema 3.1.10, podemos supor que r(M) > 4. Escolha X C
E(M) — A maximal tal que M\X é 3-conexa e r(M\X) = r(M). Se X = (), pela
Proposigao 3.2.1, o resultado segue. Entao | X| > 1 e trataremos 2 casos.

Caso 1. Se |X| = 1. Neste caso, sendo X = {z}, temos que M\z é 3-conexa e
(M\x)\y nao é 3-conexa para todo y € E(M) — A. Pela Proposi¢ao 3.2.1, M\z é um

A-ourico e uma representacao binaria para M é dada por:

g QA1+ Qp_o a b ¢y ¢ -+ Cha
1 0 0 0[1 0 1 -+ 1 a5 |
0 1 0O 0|1 1 0 --- 1 x
0 0 O o1 1 1 -+ 1 3
0 0 0 1 1 1 1 z,-3
0 0 1 1 1 1 0 z,_9
0 0 111 1 1 1 =z,

Observe que (M) =n dai n > 4.

Uma representagao binaria para M* é dada por:
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i b ¢y chea  ag a1 Q-3 @
1 0 0O 01 1 1 1
0 1 0 00 1 1 1
0 0 0 0|1 O 1 1
0 0 0O 01 1 1 1
O o1 1 --- 1 1
101 1 - 0 1
_0 0 - 0 1|z 22 -+ Xpa Tn |
Note que podemos supor sem perda de generalidade que zy = --- = z, = 1,
Tg1 = =x,1=0ex, €{0,1}. Vejamos o que acontece quando x,, = 0 e o que

acontece quando xz,, = 1.

(i) Se x, = 0. Como M é 3-conexa, pela representacao de M vemos que s > 2.
Conseqiientemente, pela representagao de M*, temos que {ag, o, a,x} e {a1,c1,a,x}
s@o cocircuitos de M. Logo, {ag, co,a1,c1} = {ag, co,a,x} A {ay,c1,a,x} é cocircuito

de M que evita A. Vejamos que este é um cocircuito nao-separador. De fato,
M\{ag, co,a1,c1} = M{as,ca,...,an 2,¢h2,a,b,x}.
Vendo a;_1,c¢;_1,a, e x como colunas da matriz que representa M temos que:

a;_1+c_1=bparat=3,....n—1e

r+bt+a+ (as+ -+ a,2)=0

sao combinagoes lineares minimas. Destas equagoes segue que M\{ag,co,a1,¢1} é

conexa e chega-se a uma contradigao, pois R% (M) = 0.

(ii) Se x, = 1. Neste caso, se s > 2 teremos, como antes, que {ao, cp,a1,c1} =

{ag, co,a} A {ay,¢q,a} é um cocircuito de M. Assim, novamente verifica-se que
M\{a07 Co, a1, Cl} = M’{G% €2y Up—2,Cpn—2,0Q, b7 :U}
Considerando a;_1,¢;_1,a, e x como colunas da matriz que representa M, temos que:
a1 +ci_1=bparai=s+1,...,n—1;

ap+---+as_1+xr+a=0e

s+ +a,2+b+x=0
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sao combinagoes lineares minimas. Concluimos que R% (M) # 0; chega-se a uma
contradigao. Se s = 1, temos que {ay, 1, a,x} e {ag,co,a,x} sdo cocircuitos de M, ja

que n > 4. Entao
{a1,¢1,a9, 00} = {a1,c1,a, 2} A {as, c2,a,x}

é um cocircuito de M que evita A. Vejamos que este é um cocircuito nao-separador.

De fato,
M\{ay,c1,as,c0} ={ao, co,as,cs,...,a,_2,Cn2,a,b,x}.

Considerando a;_1,¢;_1,a, € x como colunas da matriz que representa M, temos

que:

a;i1+cy=bparai=1,4,... n—1e

ag+x+a=0

sao combinagoes lineares minimas. Concluimos que {as, ¢, ag, ¢} é um cocircuito nao-
separador; chega-se a uma contradi¢ao. Entao, se | X| = 1e X é maximal tal que M\ X
3-conexa, temos que R (M) # (.
Caso 2. Se | X| > 2.
Neste caso, sendo X = {1, ..., 2}, temos que N = M\xy,...,xx_1 ¢é tal que N\zy
é 3-conexa e (N\xy)\y nao é 3-conexa para todo y € E(N) — (AU x). Pelo que
acabamos de mostrar no caso 1, temos que R%(N) # (. Seja C* € R*%(N). Entao,
H = E(N)—C* é um hiperplano conexode N e H = E(M)—(C*U{x1,...,zx-1}). Faga
H' = cly(H). Entao H' é um hiperplano conexo de M e chega-se a uma contradi¢ao
porque, no caso, R*% (M) # (). Assim, X = () e o resultado segue. [
Como mostramos no Capitulo 1 que um A-ouri¢o nao tem cocircuitos nao-separadores

evitando A, do 1ltimo Teorema segue o seguinte resultado:

Corolario 3.2.7 Seja M uma matréide bindria 3-conexa tal que r(M) > 3. Entao,

para um 2-subconjunto A de E (M), as seguintes afirmagées sao equivalentes:

(i) Ry(M) = 0.

(ii) Para um inteiro n excedendo dois, ha um isomorfismo ¢ de M em O, tal que

©(A) ={a,b}, onde b é o corpo e a o cocorpo de O,,. n



CAPITULO 4

COCIRCUITOS EM MATROIDES 3-CONEXAS

Neste capitulo serao provados os principais resultados obtidos nesta tese. Para isto,

serao considerados alguns resultados preliminares.

4.1 RESULTADOS PARA MATROIDES 3-CONEXAS

Tutte [26] provou o seguinte resultado:

Lema 4.1.1 Seja M uma matrdide bindria 3-conexa e nao grafica tal que r(M) = 4.

Entao M tem um menor isomorfo a Fr, F5, ou M*(K33).
Em [24] Seymour provou que:

Teorema 4.1.2 Seja M uma matroide regular 3-conexa. Entao M é grafica, ou co-

grafica, ou é isomorfa a Ryg ou tem menor isomorfo a Rys.

Lema 4.1.3 Seja M uma matréide bindria 3-conexa satisfazendo r*(M) > 4 e A um
subconjunto de E(M). Suponha que e é um elemento de M tal que si(M/e) é 3-
conexa. Se X C E(M) — e é escolhido tal que si(M/e) = M/e\X e A=A — (X Ue)
tem cardinalidade maxima, entao para cada C* € RY,(si(M/e)), ha D* € C*(M) tal
que C*CD*CC*UX e

(i) D* € R (M); ou
(i) hd Di,D; € RY_ (M) tais que D; N D5 = {e}, D;UD; = D*Ue e D:AD} = D*;

além disso, neste caso, e é o unico colago de M\ D*.

Demonstragao. Suponha que C* € R, (si(M/e)). Seja D* o cocircuito de M /e obtido
a partir de C*, trocando cada um dos seus elementos pela classe em paralelo de M/e

que o contém. Note que como D* é um cocircuito de M /e, entdo D* é cocircuito de
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M. Como C*N A" = (), segue que D* N A = () pela escolha de X. Note também que
C* C D* C C*U X. Além disso, H = E(M/e) — D* é um hiperplano conexo de M/e
porque C* € R%,(si(M/e)), conseqiientemente D* € RY_.(M/e). Se M|(H Ue) ¢é
conexa, entao D* € R (M) e (i) segue. Se M|(H Ue) nao é conexa, entao, pelo Lema
3.1.7, a primeira parte do item (ii) deste Lema segue. Para concluir (ii), precisamos
apenas provar que e é o unico colago de M\ D*. Isto segue, porque M\ D* tem apenas

duas componentes conexas, uma delas sendo M|H que nao é um colago porque r(H) >

r(M)—2>2. n

Lema 4.1.4 Seja M uma matréide bindria 3-conexa satisfazendo r*(M) > 4. Seja A

um subconjunto de E(M) e suponha que e é um elemento de M tal que si(M/e) é
3-conexa. Se X C E(M) —e é escolhido tal que si(M/e) = M/e\X e A’ = A— (X Ue)

tem cardinalidade maxima, entao
(i) quandoe ¢ A,
dima(M) = dima:(si(M]e))
com igualdade se e somente se R (M) = RY .(M); e

(ii) quando hd uma cadeia Ty, Ty, T3 de M tal que e € Ty N Ty NT3, Ty é um triangulo
de M e e € A, entao

dima(M) = dimas(si(M/e)) — 1.

Demonstragao. Fixe uma base B C R%,(si(M/e)) para o subespago do espago dos
cociclos de si(M/e) gerados por RY,(si(M/e)). Construiremos um subconjunto 5’ de
R (M) como se segue: para cada C* € B definiremos um subconjunto yc« de R%(M).

Pelo Lema 4.1.3, se C* € B existe D* € C*(M), com C* C D* e
(iii) D* € R4 (M); ou
(iv) ha Dy, Dy € R _ (M) tais que DiND; = {e}, D;UD} = D*Ue e DiAD}; = D*.

Quando (iii) ocorre, definimos y¢+ como {D*}. Quando (iv) ocorre , definimos x¢+ = ()
caso € € A, ou xco+» = {D7, D5} caso e ¢ A. Tome

B = U XCx-

Cc*e B
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Note que B’ C R%(M).

Agora mostraremos (i). Para cada C* € B, D* pertence ao espaco gerado por B'.
Assim, a dimensao deste espaco €, no minimo, igual a dimensao do espago gerado por
B, isto é,

dima(M) = dima/(si(M/e)). (4.1)
Além do mais, quando, para algum C* € R*,(si(M/e)), (iv) acontece, entdo B’ gera
um espago com dimensdo maior e nao temos igualdade em (4.1). Se (iii) acon-
tece para todo C* € R% (si(M/e)) e hda D™ € R*% (M) tal que e € D™ entdo
podemos adicionar D™ a B’ e B’ gera um subespaco de dimensdo maior. Nova-
mente nao teremos a igualdade em (4.1). Isto é, s6 teremos igualdade em (4.1) se
Ra(M) = Riue(M).

Para provar o item (ii) deste Lema, precisamos mostrar que

hé, no maximo, um C* € R*,(si(M/e)) tal que (iv) acontece. (4.2)

Suponha que (iv) acontece para algum C* € R¥,(si(M/e)). Sejam D;i, Dj como
descritos em (iv). Note que, por ortogonalidade, |15 N Df| é par e e € Ty N D}.
Portanto [T N D}| = 2, digamos ¢ € Ty, N D e d € Ty N D5. Observe que ¢ # d
pois Dy N Dy = {e}. Logo, Ty —e = {c,d} € D;j U Dj. Entao To — e C D*. Mas
S = (T1UT3)— (Ty—e) é uma classe em série ou um conjunto de colagos de M\ (1> —e).
Por (iv), e é um colago de M\ D*. Entao S\D* é um conjunto de colagos de M\ D*.
Pelo Lema 4.1.3 (ii), M\ D* tem apenas um colago e, entdo S—e C D*. Isto é, TYAT3 é
um subconjunto de D*. Assim, D* = T1A\'T3, ou seja D* esta unicamente determinado.

Logo, (iv) sé acontece para um tnico C*, entao (4.2) segue. n

4.2 PROPRIEDADES DE UM CONTRA-EXEMPLO MiNIMO

Seja F uma familia de matrdides bindrias e N uma matréide bindria com E(N) =
A Faga Fy ={M € F: AC E(M) e M|[A = N}. Para racionais a e 3, com
0<a<l1lef<—3adefinimos:
FYP ={M € Fy: M é 3-conexa e dima(M) < ar(M) + 3}.
Nesta secao obteremos propriedades de um elemento de .7-"10\‘,’5 com cardinalidade

minima. Isto é, estudaremos um contra-exemplo minimo para a seguinte afirmagao: Se
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M é uma matréide bindria 3-conexa tal que A C E(M) e M|A = N, entao dima(M) >
ar(M) + 5.

Lema 4.2.1 Seja M um membro de fﬁ’ﬁ com tamanho minimo. Se e € E(M) — A,

entao, M\e nao é 3-conexa.

Demonstragao. Suponha que M\e é 3-conexa. Pela escolha de M temos que M\e ¢

F3’ e entao
dima(M\e) > ar(M\e) + g = ar(M) + (.

Se C* € R%(M\e), entao H = E(M) — (C* U e) é um hiperplano conexo de M\e.
Assim, H ou H Ue é um hiperplano conexo de M e entao R (M)N{C*,C*Ue} # 0.

Logo, dima(M) > dima(M\e); chega-se a uma contradigao. ]

Lema 4.2.2 Seja M um membro de Fo’ com tamanho minimo. Se e € E(M) —

cly(A) e si(M/e) é 3-conexa, entao R (M) = R ,.(M).

Demonstragao. Faga a simplificacdo de M/e de maneira que A’ = AN E(si(M/e))
tenha cardinalidade maxima. Neste caso A’ = A, pois e € E(M) —cly(A). Pelo Lema
4.1.4 (i),

dima(M) > dima(si(M/e)). (4.3)

Suponha que si(M/e) = M/e\X. Como A" = A, segue que X N A = (). Vejamos que
si(M/e) € Fy. De fato, como M|A = N, temos que

(M/e)|A=N, (4.4)

pois C(M/e)|A = C(N), caso contrario e € clp(A). Temos ainda que C(M/e\X)|A =
C(M/e)|A, ja que X N A = . Logo,

(M/e\X)|A = (M/e)|A. (4.5)

Por (4.4) e por (4.5), concluimos que (M/e\X)|A = N, ou seja, si(M/e) € Fy. Mas
por hipdtese, si(M/e) & F]‘i‘,’ﬁ. Logo,

dimy(si(M/e)) > ar(si(M/e)) + B =a(r(M)—-1)+ > ar(M)+5—1. (4.6)

Por (4.3), (4.6) e pela escolha de M, chega-se a uma contradigdo a menos que
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dima(M) = dimy(si(M]e)).
Pelo item (i) do Lema 4.1.4, temos que R4 (M) = R .(M). n

Lema 4.2.3 Seja M um membro de fz‘i‘,’ﬂ com tamanho minimo. Se T* é uma triade

de M que intercepta pelo menos um triangulo de M entao T* N cly(A) # 0.

Demonstragao. Suponha que T* N clp(A) = (. Considere T' um triangulo de M tal
que T*NT # 0. Sejae € T* —T. Pelo Corolario 2.1.2, temos que si(M/e) é 3-
conexa. Assim, podemos usar o Lema 4.2.2 e concluimos que R* (M) = R . (M).
Como T*NT # (), entdao para f € T* N T, temos que f é essencial; chega-se a uma

contradi¢ao do Lema 2.1.9 porque T* € R (M) — R ,.(M). Assim, T* Nclp(A) # 0.

4.3 COCIRCUITOS NAO-SEPARADORES EVITANDO UM CONJUNTO

Nesta secao fornecemos um limite inferior para dima(M) quando M|A ndo tem

colaco e quando A é um triangulo de M. Para isto, precisamos do seguinte resultado:

Proposicao 4.3.1 Seja M um membro de fﬁ’ﬁ de tamanho minimo. Se N nao tem

colago entao r*(M) < |A|.

Demonstracao. E suficiente mostrar que M\A é independente em M. Neste caso,
existe cobase de M contida em A e, conseqiientemente, r*(M) < |A|. Suponha que
este resultado nao é verdadeiro e considere um circuito C' de M\ A. Pelo Lema 4.2.1,
temos que M\ e nao é 3-conexa para todo e € C. Assim, pelo Lema 2.1.12, existe triade
nao-separadora T* de M interceptando C. Vejamos que T* N clp(A) = (. Observe
que (T* — C)N A = (), caso contrdrio T* — C' conteria um colago de M|A. Assim,
T*NA=0. SeeeT*Ncly(A), entdo existe circuito D de M tal que e € D C AUe.
Por ortogonalidade de D com T*, temos uma contradigdo. Logo, T* N cly(A) = 0.
Note que se f € T*NC, pelo Lema 4.2.2, M/ f ndo é 3-conexa. Pelo dual do Lema do
Triangulo de Tutte, segue que ha triangulo de M interceptando T™; uma contradicao

do Lema 4.2.3. ]
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Teorema 1.4.6 Seja M uma matroide binaria 3-conexa. Se A é um subconjunto de

E(M) tal que M|A nao tem colagos, entao
dima(M) > r(M) — (24 — |A| —1).

Demonstracao. Suponha que N é uma matrdide sem colagos. Faca o = 1 e § =
—(2M — A = 1). Se F¥P = ), terminamos. Sendo, seja M um membro de Fo’ com
tamanho minimo. Pela Proposicao 4.3.1, r*(M) < |A|. Assim, [E(M)| <23 — 1 ¢
concluimos que r(M) < 2" M) —p*(M) — 1. Como 7*(M) < |A| e f: RT — R tal que
f(z) = 2 — 2 — 1 é uma funcio crescente, segue que r(M) < 24 —|A| — 1. Temos

que M € .7:;’5, logo,
0 < dima(M) < (M) — (24 — 4] = 1);

uma contradi¢ao. Entao fﬁ‘,’ﬁ = () e o resultado segue. ]

Para uma matréide bindria 3-conexa M, Lemos [14] mostrou que dimu(M) >
r(M) — 1 quando A é um subconjunto unitério de E(M). Fizemos o calculo da di-
mensao do subespaco do espaco dos cociclos gerado pelos cocircuitos nao-separadores
que evitam um triangulo A de uma matréide binaria 3-conexa M e obtivemos que
dima(M) > r(M) — 2. Note que este resultado é bem préximo daquele obtido
por Lemos e ainda é o melhor possivel, pois se A é um triangulo de uma matréide
grafica, este limite ¢ atingido. Além disso, o Teorema 1.4.7 é uma conseqiiéncia
do proximo Teorema. Pois se M é uma matréide bindria 3-conexa, pelo Teorema
1.1.5, dim(M) = r(M). Pelo Teorema 1.1.4, para um elemento e € A, existe cocir-
cuito nao-separador C de M contendo e. Mas C¥ nao é gerado por R% (M), logo
dima(M) < r(M) — 1. Por ortogonalidade de A com C¥, existe f € A — C!. Con-
sidere C'} cocircuito nao-separador de M contendo f. Temos que C} nao é gerado por

RHY(M)U{C:}. Assim, dima(M) < r(M) — 2.

Teorema 4.3.2 Seja M uma matréide bindria 3-conexa. Se A C E(M) é um triangulo

de M, entao
dima(M) > r(M) — 2.

Demonstragao. Seja N = Us 3. Fagaa =1eff = —2. Se ]—"ﬁ‘,’ﬂ = (), terminamos. Senao,

seja. M um membro de Fo’ com tamanho minimo. Observe que M|E(N) = A nao
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tem colago. Neste caso, pela Proposigao 4.3.1, r*(M) < |A| = 3. Mas as matroides
3-conexas bindrias com coposto no méximo 3 sdo isomorfas a M(K,) ou F}. Para
M (Ky), este Teorema vale e Ff nao tem triangulos. Chega-se a uma contradi¢do e o

resultado segue. ]

4.4 CONTINUANDO AS PROVAS DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secao continuaremos a provar algumas propriedades de um contra-exemplo
minimo a fim de obter limites inferiores para dim (M) quando A é um conjunto com
dois elementos de uma certa matréide M. Note que o caso em que A esta contido em
um triangulo de M nao sera considerado, pois o Teorema 4.3.2 ja fornece um limite
inferior para dim4(M) que é o melhor possivel neste caso. Por isto, tomaremos a

familia Fy sobre uma matréide N = Uy ; @ Uy, e assumiremos que cly(A) = A.

Lema 4.4.1 Seja M um membro de fjo\‘,’ﬁ com tamanho minimo. Suponha que T é

um triangulo de M tal que A ¢ T. See € T — A, entao hd uma triade T*de M tal
quee € T™.

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.1, M\ f nao é 3-conexa para cada f € T'— A. Como
T — A| > 2, pelo Lema do Triangulo de Tutte, segue que cada elemento de T' — A

pertence a uma triade de M. [

Lema 4.4.2 Seja M um membro de ff\yf”g com tamanho minimo. Se T},T5, T3 é uma
cadeia de M tal que T, é um triangulo e nao existe uma triade de M além de T e T3

interceptando Ty, entao Ty N Ty N T € A.

Demonstracao. Seja a € Ty NTy NT3 e suponha que a € A. Seja {e, f} = To — A.
Mostraremos que neste caso si(M/a) = M/a\e é uma matrdide 3-conexa. De fato, pelo
Corolério 2.1.2 aplicado para M*, temos que si(M*/e) é 3-conexa. Mas, si(M*/e) =
M*\a/e = (M/a\e)*. Assim, (si(M*/e))* = M/a\e = si(M/a). Entao, si(M/a) é
3-conexa. Pelo Teorema 1.2.3, aplicado para si(M/a)

dima_q(si(M/a)) > r(si(M/a)) —1=r(M)—2> (ar(M) + 5) + 1. (4.7)

Uma contradigao, porque pelo Lema 4.1.4 (ii),

dima(M) = dimy_q(si(M/a)) — 1. (4.8)
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Logo, a € A e o resultado segue. [

Lema 4.4.3 Seja M um membro de .7-"10\“,’5 com tamanho minimo. Considere um

triangulo T de M tal que |T — A| > 2. Entao:

(i) Se TN A # (), hd uma triade T* de M tal que T,T* ou T"*, T, T* para alguma
triade T"™ de M é um leque Fr de M e (T —=T*)U (T* —T) = A; ou

ii) Se TN A=, hd triades T} e Ty de M tais que T3, T, T;é um leque Fr de M e
1 2 1 2
(Ty —T)u(Ty = T) = A.

Demonstracao. (i) Primeiro suponha que {a} =T N A, onde A = {a,b}. Se T'— A =
{e, f} pelo Lema 4.4.1, existem triades T e T de M tais que e € T e f € T7.

Consideraremos trés casos:
Caso 1. Se s6 hé uma triade de M interceptando 7.

Neste caso, T7 =T} = T™, isto é, s6 ha uma triade de M contendo e e esta € a unica
triade de M que contém f. Pelo Lema 4.2.3, T* N A # () e assim, T* = {e, f,b}. Se
T, T* nao é um leque de M entao existe triangulo 7" de M interceptando T e T, T*,T"
é uma cadeia, ja que nao ha outra triade de M além de T™ interceptando T'. Se existe
um tal triangulo 7", seja {g} = T" — T, entdo g ¢ A e pelo Lema 4.4.1, hd triade T
de M contendo g. Pelo Lema 4.2.3 e por ortogonalidade, temos que T = {g, f,a} ou
Ty ={g,b,9'}. Mas T; nao pode ser {g, f,a}, pois T* é a tinica triade de M contendo
f. Note que se Ty = {g,b,g'} nao hd outra triade além de T, e T™ interceptando 7.
De fato, caso existisse uma tal triade, por ortogonalidade com 7", esta teria que conter
{g, f}, o que ndo ocorre, pois T* é a tinica triade de M contendo f e concluimos que
nao héa outra triade além de T e T™ interceptando T'. Logo, podemos usar o Lema
4.4.2 e chega-se a uma contradi¢ao porque b € T; N T"NT*. Assim, T" nio existe e

temos que T, T™ é um leque de M.
Caso 2. Se s6 existem duas triades de M interceptando T

Neste caso, podemos tomar 77 # T;. Conseqiientemente nao ha outra triade além
de T} e T} interceptando T. Pelo Lema 4.4.2, a ¢ T; N T}, digamos que a ¢ T;.
Assim, por ortogonalidade, {e, f} = T NT. Pelo Lema 4.2.3, T* N A # () e como
a ¢ T segue que b € TF. Agora provaremos que nao ha triangulo 77 de M tal que

T'NTr#0eT #T. Suponha que T" existe. Sendo T = {e, f, b}, temos que b € T
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e|lT"Nn{e, f}=1. SegeT —Tr

e

IT" A T| = 2). Pelo Lema 4.4.1, hd uma triade T de M tal que g € T;;. Como M nao

entdo g # a. (Caso contrario [T NT'| = 2 e daf

¢ uma roda, segue que T/ N7T = . Assim, a ¢ T, e entao b € T, pelo Lema 4.2.3.
Observe que a cadeia T2, T", T, contradiz o Lema 4.4.2, porque b pertence aos trés elos
desta cadeia. Assim, 7" ndo existe. Se T, T, T} nao ¢ um leque de M, entao hd um
triangulo 7" de M diferente de T que intercepta 7. Note que T" NT} # () e assim
temos que a € T". Pelo Lema 4.4.1, hd uma triade 7" de M tal que 17, T, T7,T",T™

é uma cadeia de M e T"* N A = (), o que contradiz o Lema 4.2.3. Entao, T, T, TF ¢

um leque de M.
Caso 3. Se existem trés triades de M interceptando T

Neste caso, podemos supor que T # T} e existe uma terceira triade 7 de M inter-
ceptando T'. Assuma, sem perda de generalidade, que 7 é a triade que contém {e, f}.
Suponha que existe triangulo 7" de M que intercepta 7)) de modo que 7", 7>, T, 17 é
uma cadeia. Por ortogonalidade de 7" com T}, temos que 7" NT* # () ou T'NT} # 0.
Em ambos os casos TUT” serd um conjunto 2-separador. Entao, T’ nao existe. Analoga-
mente se existe um triangulo 7" de M que intercepta T de modo que T, T}, T" seja
cadeia, por ortogonalidade temos que 7" NT* # ) ou T"NT # (. Em ambos 0s casos
TUT” é um conjunto 2-separador e chega-se a uma contradi¢ao. Logo, se existem trés

triades interceptando T, temos que 17, T, T} é um leque de M.

(il) Agora suponha que TN A = (). Pelo Lema 4.4.1, ha triades T} e Ty de M tais que
T7,T, Ty é uma cadeia de M. Pelo Lema 4.2.3, A = (T} —T)U (T — T). Se hd um
triangulo 7" de M tal que T'NT} # (), para algum i € {1,2}, digamos i =2, e T" £ T,
entdo, pelo Lema 4.4.1, ha uma triade 75 de M tal que 17,7, Ty, T, Ty é uma cadeia
de M. Temos dois casos a considerar: se b € T3 e se b € T5. No primeiro caso, note
que nao ha outra triade além de Ty e Ty interceptando 7", caso contrario T'UT" seria
um conjunto 2-separador de M. Entao a cadeia Ty, 7", T contradiz o Lema 4.4.2 e
concluimos que este caso nao ocorre. No segundo caso, pelo Lema 2.1.7, T3 N A = {);
chega-se a uma contradi¢ao do Lema 4.2.3. Entao, 7" nao existe e 17, T, Ty é um leque

de M. ]
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Lema 4.4.4 Seja M uma matréide bindria 3-conexa. Considere X C E(M) e A =
{a,b} um 2-subconjunto de E(M) tal que:

(i) M*|X = M(K3,) e M*|(X — A) = M(K3,) para algumn > 1; e

(ii) para cada par de triangulos Ty, T, de M*|X que se interceptam em um elemento
fora de A, temos que (T} UT,) — A é uma triade de M* e Ty, (Ty UTy) — A, T é
um leque de M.

Se R*(M) # 0 e R%(M) C C(M*|(X — A)), entao E(M) = X. Em particular,
M = M*(K3,).

Demonstracao. Por (i), existem triades 77,75, ..., T de M*|X evitando A. Por
(ii), 17,15, ..., TF sao triades de M*. Para i € {1,2,...,n — 1}, escolha 3; € T} na

interse¢ao dos triangulos que geram T7* como descrito em (ii). Faga T} = {a, 3,7}, com

{a, B,a} e {3,, b} triangulos de M. (Veja a figura4.1). Tome Y = X —({«, 5,7}UA).

Figura 4.1. M* com os elementos de X em negrito.

Considere o menor de M* dado por:

N M*\(X — A), quando h4 triangulo em M*\(X — A) contendo A; e
| M\(YUPpB)/«a, caso contrario.

Note que se existe triangulo 7' em M*\(X — A) contendo A entao M*\(X — A) =
M*\(Y Up)/a\t,onde T = AU, ja que {v,t} estdo em paralelo em M*\(Y U [)/a.
Assim, para ver que N é 3-conexa ¢é suficiente mostrar que M*\(Y U 3)/a é 3-conexa

ou que {7,7'} é uma classe em paralelo que induz a tinica 2-separagao desta matroide,
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Figura 4.2. Menor N, quando nao existe triangulo em M™* contendo A.

para algum v € E(M) — X, tal que AU~ é um triangulo de M. De fato, considere
uma 2-separacao {Z, W} de M*\(Y U 3)/a. Temos dois casos a considerar:

Caso 1. Se {a,b} C Z.
(a) Se v € Z. Mostraremos que isto nao ocorre.

Neste caso, ZU{S1, ..., Bn_1} gera X em M* e ryp(ZUX) = rp« (ZU{B1, ..., Pn1}) =
ri(Z)+n—1,jd que B,...,B,—1 sdo colagos de M*|(Z U{f,...,Bn-1}). Logo,

rv-(ZUX) + (W) = ra=(Z2) +rps(W) +n— 1
= ryp(M\YUB)/a)+1+(n—1)
= (M) —n]+n
= r(M").

Assim, {Z U X, W} é uma separagao para M*, o que é uma contradicao.

(b) Se v ¢ Z. Mostraremos que W é uma classe em paralelo de M*\ (Y Uf3)/a contendo
dois elementos, digamos vy e 7' tal que {a,b,~'} é triangulo de M.

Temos que {a, b} gera vy em M*\(YUQS)/a. Neste caso, {ZU~, W —~} ndo é uma 2-
separagao de M*\ (Y UQB)/«, por (a), ja que {a,b,v} estd contido num mesmo conjunto
desta. Logo, |W| = 2. Note que W nao é uma classe em série de M*\(Y U 3)/a, pois
(W n{a,b,v} =1 e {a,b,~} é circuito de M*\(Y U 3)/a. Entao, W = {v,7'} esta
contido numa classe em paralelo de M*\(Y U )/a. Assim, {v,7'} A {a,b,7} =
{a,b,~'} é circuito de M*\(Y U 3)/a. Logo, {a,b,~'} ou {a,b,~, a} é circuito de M*.
Como {a,b,7,a} é circuito de M* e M* é 3-conexa, segue que {a,b,~'} é circuito de

M*.

Caso 2. Se a € Z e b € W. Mostraremos que este caso nao ocorre.
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Vejamos primeiro que {Z, W} nao é uma 2-separacao minimal de M*\(Y U 3)/a.
Suponha, por contradigdo, que |Z| = 2. Se Z estd contido numa classe em paralelo
de M*\(Y U )/, pela 3-conexidade de M*, temos que Z nao estd contido numa
classe em paralelo de M*. Logo, neste caso, Z U« é circuito de M*. Como {a,a, 3} é
circuito de M*, (ZU «a) A {a,a, B} = (Z — a) U (3 esta contido em classe em paralelo
de M*; chega-se a uma contradi¢ao pela 3-conexidade de M*. Se Z esta contido em
uma classe em série de M*\(Y U 3)/a, como {a,b,v} é circuito de M*\(Y U )/«
e ZN{a,b,v} C {a,v}, por ortogonalidade, temos que v € Z, e assim Z gera b
em M*\(Y UpB)/a. Se [W| = 2, temos que M*\(Y U )/« tem 4 elementos. Como
{a,b,7} C E(M*\(Y Up)/a), temos que M ¢é uma matréide gréfica; chega-se a uma
contradigao. Logo {Z U b, W — b} é uma 2-separacao de M*\(Y U )/« o que, pelo

Caso 1, é uma contradigdo. Entdo {Z, W} nao é uma 2-separa¢do minimal.

Suponha, sem perda de generalidade, que v € Z. Assim, Z gera bem M*\(YUQ)/«.
Logo {Z Ub,W — b} é uma 2-separagao de M*\(Y U 3)/«, com {a,b,v} contido no

mesmo conjunto; chega-se a uma contradicao pelo Caso 1.

Em resumo, concluimos que M*\(Y U 3)/a é 3-conexa ou {v,7'} é uma classe em

paralelo para algum +" € E(M) — X. Segue que N é 3-conexa.

Agora mostraremos que R*%(N*) = (). Para isto, suponha, por contradigao, que
existe C* € R*(N*). Temos que C* ou C* U« é circuito de M*. Dividiremos a prova
em dois casos. No primeiro caso mostraremos que C* € R*% (M) e, no segundo caso,
mostraremos que C* U a € R%(M). Em ambos os casos chega-se a uma contradicao,

ja que R (M) € C(M*|(X — A)).

Caso 3. Se C* é circuito de M*.

Vejamos que M\C* é conexa ou, equivalentemente, que M*/C* é conexa. Note
que se N = M*\(Y U f)/a, por ortogonalidade, v ¢ C*, pois C* € C(M*), {«a, 5,7} €
C*(M*) e C* N {a,B,v} C {v}. Como N/C* é conexa, segue-se que E(N*) — C*
estd em uma componente conexa H de M*/C*. Em particular, A C E(H). Agora,
mostraremos que

T C E(H), para todo i € {1,2,...,n}. (4.9)



4.4 CONTINUANDO AS PROVAS DOS RESULTADOS PRINCIPAIS 56

Assuma que exista x € T — E(H). Por (i), existe triangulo 7" de M* tal que = € T,
TCXel|I'NnA|=1;digamos TNA={a}. Se T} —T = {z}, entao T = (T} — z) Ua.

Como T' é unido de circuitos de M*/C* e a € E(H), teremos que:
(a) T é um triangulo de M*/C*; ou
(b) T esta contido em classe em paralelo de M*/C*; ou

(c) existe y € T — A, tal que {a,y} e T'— {a,y} sdo circuitos de M*/C*.

Por ortogonalidade com a triade T;* de M*/C*, concluimos que (a) ocorre. Portanto,

temos (4.9). Por (4.9), E(H) = E(M*) — C* edal H = M*/C".

Caso 4. Se C* U « é circuito de M*.

Analogamente ao Caso 3, provaremos que M\ (C* U «) é conexa ou, equivalente-
mente, que M*/(C* U «) é conexa. Por ortogonalidade com a triade {«, 3,7} de M*,
temos que v € C*. Como {a, a, B} e {b, 3,7} sdo circuitos de M*, entao {a, 5} e {b, 5}
estao contidos numa classe em paralelo de M*/(C* U «), ou a, 3 e b sdo lagos, o que
nao ocorre, pois a e b estdo em N. Como N/C* é conexa, segue que E(N*) — C* esta
em uma componente conexa H de M*/(C* U «). Em particular {a,b, 5} estd contido

em classe em paralelo de H . Sera suficiente mostrar que
Tr C E(H), paratodoi € {1,2,...,n— 1}. (4.10)

Assuma que exista z € T} — E(H), para algum i # n. Por (i), existe tridangulo 7" de
M talquex € T, T C X e |T'NA| =1, digamos TNA={a}. Se T —T = {z} entao
T = (TF — z) Ua. Como T é uniao de circuitos de M*/(C*U«) e a € E(H), teremos

que:

(a) T é um triangulo de M*/(C* U «); ou

(b) T esta contido em classe em paralelo de M*/(C* U «); ou

(c) existey € T — A, tal que {a,y} e T — {a,y} sdo circuitos de M*/(C* U «).

Por ortogonalidade com a triade T} de M*/(C* U «), concluimos que (a) ocorre. Por-

tanto, temos (4.10). Por (4.10), E(H) = E(M*) — (C*Ua«) edal H = M*/(C* U «).
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Pelos Casos 3 e 4, temos que C* € R (M) ou C*Ua € R%(M). Mas, por hipétese
R:(M) C C(M*|(X — A)) e como C* — X # (), temos uma contradigdo. Concluimos
que C* nao existe e, conseqiientemente, R% (N*) = ). Pelo Teorema 3.2.6, r(N*) < 2
ou N* é um A-ouri¢o. Se N* é um A-ourigo, entao N também é um A-ourigo. Mas ha
um triangulo de N contendo A; assim, N nao pode ser um A-ourigo. Logo, r(N*) < 2.
Como N é 3-conexa e existe triangulo {a, b, c} de N, temos que E(N) — {a,b,c} = (.
Note que ¢ = 7, ja que se ¢ # 7y terfamos R% (M) = ), o que nao acontece por hipStese.

Entao, E(M) = X e concluimos que M = M*(K3,,). n

Lema 4.4.5 Seja M um membro de F&° com tamanho minimo. Se R*%(M) # 0, entdo

M = M*(KY ), onde os elementos adicionados a K3, correspondem aos elementos de

A.

Demonstracao. E suficiente mostrar que existe X satisfazendo as hipoteses do Lema
4.4.4. Para isto, seja 7 o conjunto dos triangulos T' de M tal que T'N C* # (), para
algum C* € R (M). Se T € T, por ortogonalidade, temos que |T'— A| > 2 e podemos
usar o Lema 4.4.3. Vejamos que T'N A = (). De fato, suponha que TN A # ) e seja
a € TN A. Considere C* € R% (M) tal que TN C* # (). Pelo item (i) do Lema 4.4.3,
ha uma triade T* de M tal que T —T* C A e T* —T C A. Por ortogonalidade,
T*NT C C* e segue que T* — T contém colago de M\ C*; chega-se a uma contradicao.

Logo, TN A = 0.

Note que |7| > 2. Pois seja C* € R (M). Pelo Lema 4.2.2, M /e nao é 3-conexa
para cada e € C*. Pelo dual do Teorema 2.1.11, existem pelo menos dois triangulos
de M interceptando C*. Assim, |7| > 2. Para cada T € 7, como T'N A = (), o leque
Fr de M contendo T é como no item (ii) do Lema 4.4.3. Seja X7 o conjunto dos

elementos de Fp. Faca X = J, o7 X7. Vejamos que X satisfaz as hipéteses do Lema

4.44.

(i) Assuma que 7 = {T,....,T,}. Se para i € {1,...,n} T; = {e;, fi,9:}, entao,
pelo Lema 4.4.3, podemos supor que T7; = {a,e;, g:}, To; = {b, fi,9;} s@o triades de
M, onde A = {a,b}. Observe que B* = {a,b,q1,...,9,} gera X em M*. Agora,
mostraremos que B* é uma base de M*|X. Se B* contém um cocircuito C* de M,
entdao g; € C*, para algum i € {1,...,n}, ja que |C*| > 3. Observe que C*NT; = {g:};

uma contradi¢do a ortogonalidade. Assim, B* é uma base de M*|X.
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Seja [I 2| Bni2] uma matriz que representa M*|X sobre GF'(2), onde B, 4o é uma
matriz (n+2) x 2n. Rotule as colunas de I,,.2 por a,b, g1, ..., gn. Se v = (V1, ..., Up12) €
w = (wy, ..., Wy42) sd0 respectivamente as colunas de B, rotuladas por e; e f;, para
algum ¢ € {1,...,n}, entdo v; = 1 se e somente j € {1, + 2} e w; = 1 se e somente
se j € {2,i+2}. Entao, [I,,12|Bny2) também representa M (K3, ) sobre GF(2), onde
as arestas incidentes ao vértice de grau n + 2 rotula as colunas de I,,15 (com as duas

primeiras colunas rotuladas pelas arestas adicionadas de KY ).

(ii) Sejam 77 e Ty triades de M que se interceptam num elemento x € X — A.
Pela definigdo de X, existe tridngulo 7" de M tal que x € T. Assim, T} NT # 0,
para i € {1,2}. Logo, pelo Lema 4.2.3 e como cl(A) = A por hipétese, concluimos
que TF N A # (), para i € {1,2}. Pela 3-conexidade de M, segue que Ty, T, Ty é um
leque Fr de M como no item (ii) do Lema 4.4.3. Entao, a hipdtese (ii) do Lema 4.4.4

¢é satisfeita.

Finalmente, seja C* € R%(M). Como ja vimos, existem pelo menos dois triangulos
Ty e Ty de M interceptando C*. J& que T; € T, para i € {1,2}, segue que T; N A = ().
Pelo Lema 4.4.3, ha triades T7; e T5; de M tais que 17;,7T;,T5; é um leque de M e
A= (T},UTy) —T;. Sejat; € Ty;NT;NTy;. Como C* intercepta T; em dois elementos,
segue que C* intercepta T; em T; — t;, caso contrario algum elemento de A seria um

colago de M\C*. Assim,
C* 2 (T —t) U(Ty — 1) = (T7) A T3) A (T1, A T3).

Sendo a diferenca simétrica de cocircuitos de M uniao de cocircuitos de M, temos que
Do Lema 4.4.5 e do fato que R% (M) # () quando A é o conjunto dos elementos

adicionados a K3, segue o seguinte resultado:

Corolario 4.4.6 Seja M um membro de f]‘f,’ﬁ com tamanho minimo. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

(i) Ru(M) # 0.

(ii) H4 um isomorfismo de M em M*(K3 ), onde os elementos de A sao levados nos

elementos adicionados a Ks . [
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Agora serao provados os outros resultados principais desta tese. Os Teoremas 1.4.2

e 1.4.4 sao, respectivamente, conseqiiéncias dos Teoremas 4.4.7 e 4.4.8.

Teorema 4.4.7 Seja M uma matréide bindria 3-conexa. Suponha que A é um 2-
subconjunto de E(M). Se nao hd isomorfismo de um menor H de M em O,, usando A,
para algum inteiro n tal que n > 2, levando os elementos de A no corpo e no cocorpo

de O,, entao
r(M)—mn

|RA(M)| > dima(M) > 5

Demonstra¢ao. Primeiro definimos uma familia F de matréides binarias como se
segue: uma matréide M nao pertence a F se e somente se M tem um menor H tal que
A C E(H) e hda um isomorfismo de H em O,,, levando os elementos de A no corpo e no
cocorpo de O,,. Observe que F é fechada com relagao a menores. Tome Fy sobre F.
Faca a =1 e 3= Se FuP =, entdo o resultado segue. Suponha que Fo # 0 e
escolha M € ]—"]C\“,’ﬂ com tamanho minimo. Se R* (M) = {), entao, pelo Corolario 3.2.7,
ha um isomorfismo de M em O,,, levando os elementos de A no corpo e cocorpo de

O,,. Como M € }"ﬁ’ﬁ , temos que m < n. Chega-se a uma contradicao, pois

1—
0=dims(M) <ar(M)+ (= % <0.

Logo, R (M) # (. Pelo Lema 4.4.5, temos que M = M*(K3,,), para algum inteiro

m. Pela escolha de M

m—lzdz’mA(M)<ar(M)+ﬂ:2ma+ﬁ:m—g.

Assim, n < 2; chega-se a uma contradigao. ]

Teorema 4.4.8 Seja M uma matroide bindria 3-conexa. Suponha que A é um 2-
subconjunto de E(M) e seja n um inteiro excedendo dois. Se nao hé isomorfismo entre

um menor H de M usando A e

(i) O, levando os elementos de A no corpo e no cocorpo de O,; ou

(ii) M*(K3,), levando os elementos de A nos elementos adicionados de K3,

para algum n > 2, entao
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IRA(M)| = dima(M) > r(M) —n.

Demonstracdo. Primeiro definimos uma familia F de matrdides binarias como se
segue: uma matréide M nao pertence a F se e somente se M tem um menor H tal

que A C F(H) e hd um isomorfismo de H em

(i) O, levando os elementos de A no corpo e no cocorpo de O,; ou

(ii) M*(Kj,) levando os elementos de A nos elementos adicionados de K3,

Observe que F é fechado com relacao a menores. Tome Fy sobre F. Faca a = 1
e f=—n. Se Fy¥ = 0, entdo o resultado segue. Suponha que Fo” # @ e escolha
M € fﬁ’ﬂ com tamanho minimo. Se R%(M) = 0, entdo, pelo Coroldrio 3.2.7, ha
um isomorfismo de M em O,,, levando os elementos de A no corpo e cocorpo de O,,.

Como M € fﬁ’ﬂ , temos que m < n. Chega-se a uma contradi¢ao, pois
0=dima(M) <ar(M)+pB=(m+1Da+B=m+1-—n<0.

Logo, R (M) # (. Pelo Lema 4.4.5, temos que M = M*(K3,,), para algum inteiro

m. Como M € fﬁ,’ﬁ , temos que m < n. Pela escolha de M
m—1=dima(M) < ar(M)+ [ =2ma+ [ =2m—n.

Assim, n < m + 1; chega-se a uma contradicao. [ ]

Neste ultimo Teorema, tomamos n > 2 porque, no caso em que n = 1, temos que
M néao possui M(K,) como menor, portanto M é um SP — network. Logo, nao é

3-conexa a menos que seja U; 1, Up 1, U 2,Us 3 ou U, 3.

Do Teorema 4.4.8 segue o préximo resultado.

Corolario 4.4.9 Seja M uma matréide regular, 3-conexa e A um 2-subconjunto de

E(M). Se M nao tem menor isomorfo a M*(K3 ), para inteiro fixo n > 2, entao

dima(M) > r(M) —n.
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4.5 CONCLUSAO

Para uma matrdide binaria 3-conexa M e um subconjunto A de seus elementos
com tamanho dois foi determinado um limite inferior para dim4(M) que é o melhor
possivel, quando se excluem os ouricos como menores desta matréide. Melhoramos
este limite quando excluimos também M*(K3,,) como menor da matréide em questao.
Para um subconjunto A de elementos da matréide M com mais de dois elementos
nao foi possivel estender a abordagem feita para um conjunto A de tamanho dois.
Mesmo porque seria necessario, por exemplo, caracterizar as matroides binarias 3-
conexas sem cocircuitos nao-separadores evitando um 3-subconjunto de elementos da
matréide. Sabe-se que R (M*(K3',)) = () quando A é o conjunto dos trés elementos
adicionados a Kj,. Porém ha outras matrdides sem cocircuitos nao-separadores que
evitam um 3-subconjunto de seus elementos; um {a, b}-ourigo, desde que {a,b} C A é

uma delas.

Tentou-se, a partir de uma matréide M de menor cardinalidade numa familia ]—"ﬁ,’ﬁ ,
sendo E(N) = A, com |A| > 3, decompor M como 3-soma de duas outras matroides.
O objetivo era provar por indugdo que esta matréide teria dima(M) > ar(M) + (.
Assim, chegar-se-ia a uma contradi¢ao ja que M ¢é um elemento de fﬁ‘,’ﬁ . Porém, os
cocircuitos das matréides que sao menores de M obtidas a partir da decomposicao de
M como 3-soma de outras duas matrdides, podem interceptar o triangulo em comum
as duas matréides da decomposicao de M. Por isso, nem todo cocircuito de um desses
menores de M seria cocircuito de M. Assim, tentamos a abordagem de impor algumas

restrigoes a M|A.

Quando |A| = 3, foi determinada dim (M), no caso de A ser um triangulo de M.
Quando A tinha um tamanho qualquer foi obtido um limite inferior para dim (M) no
caso de M|A nao ter colagos. A partir desses resultados e do Teoremal.2.2, é possivel
obter um limite inferior para dim4(M) sempre que M for uma matréide bindria,
conexa, simples e co-simples e sua arvore de decomposicao for tal que as matrdides
que rotulam seus vértices bem como os elementos incidentes a eles tenham a estrutura
necessaria para determinagao de dim 4, (M;) a partir dos calculos feitos nesta tese, onde
M; é uma matroéide que rotula um vértice da arvore de decomposicao da matrdide em

questao e A; o conjunto dos elementos incidentes a esse vértice.
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