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Resumo

Na presente tese introduzimos os conceitos de uma Solucao k—Jato e
de uma (@, k)—Envoltéria Convexa para provar a versao semi-local
do Teorema de Extensao Tubular de Bochner para categoria das estru-
turas tubulares analiticas reais dando uma representacao integral para
a extensao .

Palavras-chaves: K-Jato; Estrutura Tubular; Teorema de Extensao de Bochner.



Abstract

In the present work we introduce the notions of a k—Jet Solution and
of a (®,x)—Convex Envelope to prove a semi-local Bochner’s Tube
Extension Theorem for the category of real analytic tubular structures
giving a integral representation for the extension.

Keywords: K-Jet; Tube structure;Theorem Bochners extension.
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Introducao

Em 1906, Hartogs [26] provou um notével teorema de extensao .

Teorema 1. Sejam Q um subconjunto aberto de C™, m > 2, e o subconjunto compacto K C €}
tal que o subconjunto Q\ K é conexo. Se u € uma fungdo holomorfa sobre Q\ K, entdo

existe uma fung¢do holomorfa u sobre Q tal que U |\ x= u.

Em particular, o teorema 1 afirma que toda fungao holomorfa sobre o subconjunto aberto e conexo
C™ — K, m > 2,onde K é um subconjunto compacto, pode ser estendida a todo C" como uma
funcao holomorfa. Recentemente, Skawarczynski [33] d4 uma prova elementar deste teorema quando
K = Q é um dominio aberto e limitado com bordo 0 conexo.

Em 1943, Bochner [9] provou que toda fun¢ao holomorfa wu, definida num aberto tubular conexo
R™ 4 iQ C C™, m > 2, estende-se como uma funcio holomorfa 7, definida sobre R™ + i€), onde
Q 6 a Envoltéria Convexa de © em R™. Este Teorema de Extensio Tubular de Bochner nos
permite provar o caso particular do Teorema de Extensao de Hartogs, mencionado acima, como
esbogaremos a seguir.

Se a aplicagdo C™ LiRrm¢a projegao sobre a parte imagindria, P(x + it) = t,entao
(Cm _ K D R'I?L + Z-[RHL _ P(K)]

Como R™ — P(K) é um subconjunto aberto conexo, e sua envoltéria convexa é R™, entao o caso
particular do Teorema de Extensao de Hartogs é demonstrado.Observamos que no esbogo da prova
nao precisamos que K seja limitado senao somente fechado.

Também, Bochner [9] prova um refinamento do Teorema de Extensao de Hartogs. Ele demonstra
que se Q C C™,m > 2, é um aberto limitado com bordo 99 € C*, tal que C™ — €2 é conexo, entdo

qualquer fungéo u € C*°(99Q; C) que satisfaz as equagoes tangenciais de Cauchy-Riemann pode ser



estendida suavemente como uma fungao que é holomorfa sobre (2. Registramos este teorema como
a Versao de Bochner do Teorema de Fxtensao de Hartogs.

Anteriormente, Severi [32] prova que se 2 C C™ é um aberto com bordo 92 real analitico entao
qualquer fungéo real analitica de 02 que satisfaz as equagoes tangenciais de Cauchy-Riemann pode
ser estendida a uma vizinhanca de € como uma funcdo holomorfa. Para subconjuntos abertos
Q com bordo conexo 99 de classe C?, Fichera [20] prova que podemos estender uma C!—fungao
u que satisfaz as equacoes tangenciais de Cauchy-Riemann como uma fungao que é holomorfa sobre
Q. Usando a férmula de Bochner e Martinelli, Harvey e Lawson [23] estendem o anterior resultado
de Fichera para a C*—categoria.

Em 1961, Ehrenpreis [15] deu uma nova prova do Teorema de Extensdo de Hartogs. A prova
de Ehrenpreis é notavelmente simples e sua principal idéia é um argumento cohomolégico. Uma
completa descrigdo desta prova com todas as implicagoes dentro da analise complexa em C™,m >
2, encontram-se em [34]. Hounie e Tavares [27],usando este método de Ehrenpreis, provaram a
Versao de Bochner do Teorema de Extensao de Hartogs para qualquer C°°—Estrutura Tubular
LS CRTR™ x R™),m > 2. Tais estruturas sdo finas generalizacoes da Estrutura Cauchy-
Riemann em C™. A hipé6tese necesséria na prova de Hounie e Tavares é o Principio do Méximo [14]
que deve satisfazer a parte real de toda solugao homogénea da Estrutura Tubular.Esta propriedade,
vélida na Estrutura Cauchy-Riemann em C™, é equivalente [27]a integrabilidade do 1-nivel da
cadeia cohomoldgica( cadeia complexa )induzida pela Estrutura Tubular (ver [40]). Provaram que
para um dominio limitado 2, com bordo 90 € C*°, toda funcao u € C*°(99; C) anulando-se sob a
agao de campos vetoriais tangenciais de £ pode ser estendida suavemente como uma solu¢ao u de
L sobre (.

Malgrange e Zerner demonstraram uma versao do Teorema de Extensao Tubular de Bochner
para subconjuntos tubulares R? x iX C C2, onde X é uma curva poligonal em R2. A extensdo é
continua sobre R2x X , onde X éaenvoltéria convexa, e holomorfa no interior ( ver um resumo da
prova em [17]). Em 1979, Kazlow [28] estende este tltimo resultado para funcées continuas Cauchy-
Riemann definidas numa subvariedade mergulhada R™ x X sob certas restricbes técnicas sobre
X.

Os mesmos tipos de resultados anteriores aparecem recentemente nos trabalhos de Boivin-
Dwilewicz [3] e nos trabalhos de Boggess[11],[12],[13]. Em particular, Boggess demonstra a e-

xisténcia destas extensoes com o Método de Discos Analiticos.Porém o inconveniente do Método dos



Discos Analiticos é conseguir em geral extensées nao -tangenciais. Nestes trabalhos demonstram
como estender um C'R—dado de uma subvariedade real de C"™ ao interior de sua envoltdria convexa
fechada em C™ quando tais subvariedades sao da forma X + ¢{R", onde X é uma subvariedade
conexa em R™. Além disso, consideram implicitamente que a subvariedade M C R™ n&ao é um hiper-
plano. Pois, néo é verdade, em geral, que cada C'R—func¢ao ,definida num hiperplano real, estende-
se a um lado como uma fungéo holomorfa. Por exemplo, a fun¢ao u(z1,...,2m) = emé uma,
C'R—fungao sobre o hiperplano real M = {S(z,,) = 0} (Ver exemplo 1.2.5 em [40]). Mas, nao é
estendida por uma funcao holomorfa definida ao menos sobre um lado de M em qualquer vizi-
nhanga de 0.Para verificar isto, basta considerar o Principio de Reflexdo de Schwarz e confrontar

—1

com a fun¢ao holomorfa u(z1, ..., 2;,) = e*=n . Por outro lado, observa-se que

{(21,...,2m) €C™ : 2, =0} C M.

Verificando assim, a condigao excludente de Trépeau [37] que garante a existéncia de um germe de
uma hiperficie complexa, contida em M, passando pelo ponto 0. O exemplo do hiperplano real
M nos faz lembrar que para estender CR-fungoes tangenciais,nos ultimos 50 anos, foi necessério
introduzir certas condigoes ( algumas delas relacionadas & Forma de Levi) que sdo extensivamente
estudadas no livro [8].

Antes de continuar nossa introdugao , precisamos estabelecer as seguintes notagoes : o simbolo
Bgr(0) denota a bola de raio R e centro 0 em R™; o conjunto das fungoes holomorfas, definidas
sobre uma vizinhanga de um subconjunto qualquer F C C™, denotaremos por O(F');e o simbolo
TE denota o subconjunto tubular Bg(0) + iF, onde F C R™ é um subconjunto qualquer.

Andronikof [1] apresenta a Propiedade Local de Bochner dada por Komatsu [29] como segue:

Teorema 2. Seja A\ a unido de dois segmentos |a,b[Ula,c[ sobre R™. Para cada nimero

1

real 0 < e < 3, sejam E. a envoltoria conveza fechada do conjunto {a,(1 — 2€)b,c} e

A. = E. — {c}. Entdo a aplicagdo restri¢io
O(TfuTy ) — O(Tf)
¢ um isomorfismo se R— R > 2,/ =< sup(|b — al,|c — al).

O resultado mencionado acima de Malgrange e Zerner nos motiva a pensar que pode refinar-se o

Teorema 2 como segue:



Teorema 3. Seja A\ @ uniao de dois segmentos [a,b[U[a,c[ sobre R™. Sejam E a envoltdria

conveza fechada de {a,b,c} e A=FE —[b,c|. Entao a aplica¢io restri¢do
O(T) — O(T})
€ um isomorfismo.

Mas, confrontando com o contra-exemplo de Ye [41], podemos provar que o Teorema 3 ndo é
valido. De fato, Ye nos deu um exemplo de uma fungao holomorfa sobre o subconjunto tubular
aberto TE C C? que nao pode ser estendida a Tg, onde ) é a envoltéria convexa de Q; Porém,
se o Teorema 3 for vélido, podemos provar que o contra-exemplo de Ye é erréneo.

Porém, Andronikof [1] consiguiu provar, baseando-se no Teorema 2, uma versao semi-local do

Teorema de Extensao Tubular de Bochner para a estrutura Cauchy-Riemann em C™.

Teorema 4. Sejam Q CR™ wum subconjunto aberto, K C Q um subconjunto compacto e conexo
e K a envoltéria conveza de K. Entio , existe um numero real R >0 tal que cada funcao

holomorfa sobre T& pode ser prolongada holomorficamente a uma vizinhanga de Tg se

R— R > 2V3diam(K).

Observamos que este teorema 4 nao da uma representacao da extensao , mas garante a existéncia
de tal.

Em nosso trabalho, como primeiro passo, introduziremos os conceitos de Solugdo k—Jato e
de (®,x)— Envéltoria Convexa. Logo, desenvolvendo o Método Cohomoldgico de Extensdo de
Ehrenpreis apresentaremos uma versao semi-local do Teorema de Extensao Tubular de Bochner para
as estruturas tubulares analiticas.No caso particular da estrutura Cauchy-Riemann de C™,m > 2, o
teorema 4 de Andronikof diferencia principalmente de nossa versao porque nds usamos o inédito
conceito de (P, k)— Envdltoria Convexa em lugar de Envoltéria Convexa fechada.Mas, conseguimos
uma representacgao integral para a extensao .Por outro lado,mostraremos que a (P, k)— Envdltoria
Convexa de um compacto estd contido na Envoltéria Convexa fechada do mesmo compacto (ver
coroldrio 1.3.5).Além disso, estenderemos parcialmente o resultado de Bogges [11](ver coroldrio
2.3.4).

Finalmente,gostariamos de dizer que esta introdugao nao é uma completa revisao desta drea
da Teoria das Fungbes Complexas de Virias Varidveis,sendo uma apresentacao de resultados que

formam um alicerce ao nosso trabalho.



Capitulo 1

Solugao k-Jato e (P, k)—Envoltoria

Convexa

Em todo o presente trabalho, as coordenadas globais do espaco produto RY = R™ x R™, sendo
n > 2, denotaremos por (z,t) = (z1,...,Zm,t1,...,tn). Neste capitulo lembraremos a definigao
da Estrutura Tubular e apresentaremos alguns resultados basicos relacionados. Introduziremos as
definigbes de uma Solucdo k-Jato de uma Estrutura Tubular e uma (®, k)—Envdéltoria Convexa.
Além disso, mostraremos que uma C*—Solucdo da Estrutura Tangencial induzida de uma dada
Estrutura Tubular, que é definida sobre uma subvariedade fechada tubular R™ x F, onde F C R™ é

uma subvariedade fechada, pode ser assumida como uma Solucao (k — 1)-Jato.

1.1 A Estrutura Tubular : definicao e generalidades.

Os espacos fibrados complexificados tangente e cotangente de R denotaremos por CT(RY) e

CT*(RM) respectivamente.

Definicao 1.1.1 Dada a aplicagio de classe C®, ® : R" s R™ & = (¢1,...,¢m), 0 subfibrado

vetorial complezo L C CT(RYN) gerado globalmente pelos campos vetoriais complexos:

dp; 0
L, = Zat By v=1,...,n, (1.1.1)

10



denomina-se Estrutura Tubular definida sobre RY. Associamos as sequintes funcées da classe

C*° q Estrutura Tubular L :
Zj(il'7t) :$j+l¢j(t)7 j: 1,,71 (112)

No presente trabalho lidaremos com FEstruturas Tubulares Analiticas. Isto é, assumiremos que a
fungao @ : R™ +— R™ ¢ analitica.

Denotaremos o subfibrado vetorial complexo ortogonal de £ com respeito a dualidade entre vetores
tangentes e formas por £+ C CT*(RY). Por um célculo simples sobre as equagdes (1.1.1)-(1.1.2)

obtemos

AZ1 A oo N dZo 7 0 (1.1.3)
LLZj = 0; LLtl = 6L,l7 1 < Lal < n, 1 éj <m. (114)

Interpretamos as equagoes (1.1.3)-(1.1.4) como segue. As 1-formas diferenciais linearmente indepen-
dentes dZi,...,dZ,, geram globalmente L. Além disso, das equagdes (1.1.3)-(1.1.4) decorremos

que as 1-formas diferenciais
{dZy,...;dZp, dty, ..., dtn } (1.1.5)

formam uma base de CT*(RY) e os campos vetoriais

0 0

Li,...,Lp,——, ..., ——
{17 ’ 6I1 8:Cm

} (1.1.6)

formam uma base de CT'(RY).

Quando a aplicacio ® : R™ +— R™ ¢é uma submersio temos £ N Ll = 0; isto é, a Estrutura
Tubular £ ¢é Eliptica. Quando a aplicacio ® : R™ +— R™ ¢ imersio temos CT*(RY) =
L+ + L£L; isto é, a Estrutura Tubular £ ¢ Cauchy-Riemann. E, quando a aplicacio ® : R™ — R™ §
um difeomorfismo local diremos que a Estrutura Tubular £ é Complexa. Por outro lado, a derivada
exterior covariante induzida de £ age nas poténcias exteriores de C*(R™; E), k=1,...,00 ,onde

E =CT*(RY)/L+, construindo o associado complexo diferencial

/,,\ c* (RV; E) £ ,7\ k1 (RN, E) (1.1.7)

Como exemplo vejamos como age sobre as 0-formas: se u € C*(RY;C), a 1-forma diferencial du

podemos expressar como

du = ZLLudtmLZaTdej (1.1.8)
=1 j=1

11



Logo, conforme a definicdo do operador diferencial induzido d,, obtemos

delu) = ZH:LLudtbmod(LL). (1.1.9)
=1

Em todo nosso trabalho usaremos a seguinte identificacdo : dg[u] := 3" | L,udt,.

1.2  Solucgao k-Jato.

Nesta segao , apresentaremos uma defini¢ao alternativa de uma solucao de uma Estrutura Tubular
L, definida sobre subconjuntos fechados F que nao necessariamente sao subvariedades do espago

produto RY = R™ x R". Precisaremos das seguintes notacoes :

3] 3] 0 3]
aa: —0.1... — )9m —Um+1_.. —UN; = e m m e ,
(S (o) (™ ()5 ol = o+ O+ gt o+ oy
onde (z,t) = (w1,...2m,t1,...,tn) € RN, 0 = (01,...,0m,0ms1,...,0n) € NV. Dado o

subconjunto fechado F C RY | podemos definir uma relacio de equivaléncia sobre os espagos

CHRN;C), k=0,1,...,00, como segue : se u,v € C¥(RY;C) temos
u~veu(t)=0"v(z,t), Y(x,t)eF, Vo <k.

Denotaremos o espaco quociente respectivo desta relacio de equivaléncia por J%(F;C). Os elemen-
tos deste espago chamaremos k—Jatos e denotaremos por J* = [u],u € C*(RY;C). Sem perigo
de ambigiiidade, podemos identificar um k—Jato qualquer, J* € J¥(F;C), com uma funcio
u: F — C que éestendida por uma funcio u € CH(RV;C) tal que J* = [u]. Os campos
vetoriais L1, ..., Ly, definidos em (1.1.1), que geram a Estrutura Tubular £ interpretaremos como

operadores diferenciais sobre os k—Jatos como segue :

L: JHFC) — JVUFC), i=1...n

[u] — [L,u]

Pode-se verificar facilmente que nossa interpretacao estd bem definida. Portanto, procede a se-

guinte definicao .
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Definicao 1.2.1 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(RY), gerada pelos campos vetoriais com-
plexos Ly, ..., Ly, definidos na equacio (1.1.1). Seja o subconjunto fechado F C RN de forma
tubular F =V x F, onde o subconjunto V C R™ ¢ aberto e o subconjunto F' C R™ ¢é fechado. Se

o k—Jato u:F — C ¢é estendido por uma fun¢io u € C*(RN;C) tal que
Liu(x,t) =0,¥(z,t) € F, j=1,...,n. (1.2.10)
entdo dizemos que u € uma Solugao k-Jato da Estrutura Tubular L sobre F.

O subconjunto de J*(F; C), formado por todas as Solucées k-Jatos da Estrutura Tubular £ sobre o
subconjunto fechado F =V x F, denotaremos por H%(V x F). Também, denotaremos o conjunto
das solucdes de classe C* da Estrutura Tubular £ sobre o aberto tubular V x W C R™ x R™ por
HE(V x W).

A seguir, definiremos a Estrutura Tangencial de uma subvariedade F C R que é induzida
de uma dada Estrutura Tubular L. Para isto, serd necessario enunciar um caso particular da

proposicao 1.3.1 dada em [40] que mostra quando é possivel defini-la.

Proposicao 1.2.2 Sejam a Estrutura Tubular L, definida sobre RY, e uma subvariedade

F C RY .Entdo , as sequintes condi¢des sao equivalentes:
i. Os espacos LLNCT*(F), LNCT(F) sao fibrados vetoriais compleros sobre F.
ii. Quando p varia em F, a dimensao da fibra Elf NCT;(F) € constante.

iii. Quando p waria em F, a dimensdio da fibra L, N CT,(F) € constante.

Definicao 1.2.3 Diremos que LNCT(F) ¢ uma Estrutura Tangencial de F induzida de L

quando quaisquer das condigoes (i), (iii) da proposicio 1.2.2 € satisfeita.

Definicao 1.2.4 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R™ x R™) gerada pelos campos vetoriais
Ly,..., Ly, definidos em (1.1.1). Seja F =R™ x F C R™xR" wuma subvariedade tubular fechada
de classe CF )k > 2, munida da Estrutura Tangencial L N CT(F). Dizemos que uma funcio
u: F — C, de classe CF, definida sobre a subvariedade F, é uma C*—Solucio Tangencial de
LNCT(F) se para toda se¢io local L de LNCT(F) temos Lu = 0. Denotaremos o conjunto
destas solugoes por ZE(F).

13



A seguinte proposicdo prova que uma C¥—Solucdo Tangencial de uma Estrutura Tubular, que é
definida sobre uma subvariedade tubular fechada R™ x F, pode ser assumida como uma Solugao

(k — 1)-Jato.

Proposicao 1.2.5 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R™ x R™) gerada pelos campos vetoriais
Ly,..., Ly, definidos em (1.1.1). Seja F =R™ x F C R™ xR"™ wuma subvariedade tubular fechada
de classe C* k > 2, munida da Estrutura Tangencial L£ N CT(F). Entdo , para cada Solucdo
Tangencial u, € Z&(F), existe uma Solugio (k—1)—Jato u € HE(F) tal que ug = u sobre F.

Demonstragao .Podemos assumir, depois de uma mudanca de coordenadas de classe C* numa
vizinhanca aberta W C R™ de um ponto t € F, que o conjunto W N F' esta determinada pelas
equagoes tqy1 = -+ =1t, =0,onde d é a dimensao da subvariedade F. Sobre a vizinhanca aberta

R™ x W de R™ x {t} estd definida uma base de se¢es da estrutura tubo L :
0¢; 0
=1,...
Z ot, o, et

Pelas condigoes da proposigao , podemos escrever

Luy=0, +=1,...,d4, sobre R™ x W NF.

Sejam as coordenadas t = (¢',t"”) = (t1,...,ta,tat1,---,tn) da vizinhanga W. Seja a fungdo wu; €
CFH(R™xW;C) definida por u;(x,t) = uo(z,t,0). Logo, a funcio uy € C*~H(R™ xW;C), definida

por

ug(x,t) = ur(x,t) — z L (z,t',0)t, ,

t=d + 1

que coincide com a fungdo wug sobre R™ x W N F, satisfaz

Loug(z,t) =0, t=1,...,n, VY(z,t) eR" xWNF.

)

Assim, por meio de uma particao da unidade, subordinada a uma cobertura enumeravel de abertos
{W; CR": FNW, # (0} da subvariedade fechada F, podemos encontrar finalmente uma Solugao
(k — 1)—Jato global u € HE"H(R™ x F) que é igual a ug sobre F =R™ x F m

14



1.3 (®,x)—Envoltéria Convexa.

7

No préximo capitulo estenderemos uma Solugao k—Jato, u € Hﬁ(v x K), onde V C R™ ¢
um subconjunto aberto e K C R™ ¢é um subconjunto compacto e conexo, como uma solucao
diferencidvel da Estrutura Tubular £ definida sobre o interior do conjunto R™ x }A(m onde IA(H é
a (P, k)—Envoltéria Convexa de K relativa a um subconjunto aberto e conexo R™ D W D K. Para
definir esta envoltéria precisaremos das seguintes notacoes . Com o simbolo S™~! denotaremos a

esfera (m — 1)—dimensional com centro na origem e raio 1 e com a varidvel 6 denotaremos um

elemento qualquer de S™~!. Com o sfmbolo St 5 denotaremos a esfera (m—1)—dimensional com
centro P(t)— % e raio % O produto interno Euclideano dos vetores x,y € R™, denotaremos por

x.y; e a norma Euclideana do vetor z € R™ denotaremos por |z|. Dado um subconjunto aberto e
conexo W C R™, para cada x € Z*, para cada 6 € S”!, e para cada t € W denotaremos por

W0, a componente fechada e conexa que contém o ponto ¢ do conjunto

{s e W:0.[®(t) — (s)] — K|®(t) — ®(s)]* =0} = {s EW 1 |B(s) — (D(t) — %)P = ﬁ}

Da igualdade de conjuntos acima observamos também que podemos definir W; g ,, como a compo-

nente fechada e conexa que contém o ponto ¢ do conjunto

o (Smfl) nw (1.3.11)

t,k,0
Com estas notagoes dadas acima podemos definir a (®, k)-Envoltéria Convexa como segue :

Definicao 1.3.1 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R™ x R") gerada pelos campos vetoriais
complexos Ly,..., Ly, definidos na equagdo (1.1.1). Seja o subconjunto compacto e conexo K

contido num conjunto aberto e conexo W C R™. Definiremos a (®, k)-Envoltéria Convexa de

~

K relativa a W, denotaremos por K, como a componente conexa que contém K do conjunto
{teW Wp.NK#2, VoeS } (1.3.12)

Observagao 1.3.2 Pode-se observar da definicio de Wy g .., dada em (1.3.11), que se ®(K)

estd contida num hiperplano de R™ entdo IA(K = K relativa a qualquer aberto K C W C R™.

No coroldrio 1.3.5 daremos uma caracterizacao geométrica da (P, k)—Envoltéria Convexa, usando

a defini¢ao seguinte:
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Definicao 1.3.3 Dado um subconjunto qualquer X C R™, definiremos a Envoltéria Convexa

Fechada de X , denotaremos por 2?, como o fecho do conjunto

m-+1 m+1
{r eR™:z = Z)“y“ onde Z)\Lzl, A>0ey X}
=1 =1

Na seguinte proposigao 1.3.4, demonstraremos que podemos definir de outro modo a Envoltéria

Convexa de qualquer compacto K C R™.

Proposicao 1.3.4 Dado um compacto qualquer I C R™. Entdo
K = {zeR": 26 < mea]é({ y.0} Vo e S™ (1.3.13)
Yy

Demonstragao . Seja o subconjunto convexo e fechado definido por

KP={zeR™: 2.0 < max{yf}, VoeS" 1}
yeK

Como K C KF, temos K C K*. Falta demonstrar que Kf C K. Suponhamos que existe 2’ € K*
tal que =’ & K. Como K C R™ é um subconjunto compacto e convexo , existe um hiperplano que

separa z’ e K. Isto é , existe @ € ™! eum ¢y > 0 tal que
vt 5 e+2.0, VWyek

Como K C K, chegamos a uma contradicio com a definicao de K*! . Logo, podemos escrever

KECcK m

Esta proposigdo nos d4 como coroldrio uma caracterizagdo geométrica da (P, x)—Envoltéria

Convexa :

Corolario 1.3.5 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R™ x R™) gerada pelos campos vetoriais
complexos L1, ..., Ly, definidos na equagio (1.1.1). Seja o subconjunto W C R™ aberto e conexo.
Seja K o subconjunto compacto e conexo com sua (®,rk)-Envoltéria Convexa relativa a W,
denotada por I?,g. Entao

—

®(K,) C B(K)

Demonstragao . Seja qualquer t € I?H. Entdo para qualquer 6§ € S™~! existe sy € K
tal que —0.®(sg) > —0.0(t). Isto implica @(¢).0 < maxyeqk)y.0 V9 € S™ 1. Logo,

-

o(t) € B(K) m
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Observacao 1.3.6 A partir do coroldrio 1.3.5, podemos dizer que se o aberto W contém a
componente fechada de ®~1(®(K)) que contém o compacto K, entio a (®, x)— Envoltéria Conveza

IA(K relativa a W € igual & (P, k)—Envoltéria Convexa relativa a todo o espago R™.

Para ilustrar esta definicdo da (@, x)—Envoltéria Convexa daremos um exemplo trivial sobre uma
Estrutura Tubular Eliptica qualquer, definida sobre o espaco produto R* = R? x R2. Observamos

que este primeiro exemplo nos mostra um (@, k)-Envoltéria Convexa com interior ndo vazio.

Exemplo 1.3.7 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R*) associada a wma aplicagdo sobrejetora
de classe C™ ,® : R2 — R2. Seja a circunferéncia unitdria S* C R2. Seja o subconjunto compacto

K = & (SY). Verifica-se facilmente que a envoltéria convexza fechada de S' é o disco

D={r=(m,m) eR?: 72+ 72 <1}

Denotaremos a (P, %)—Envolto’ria Conveza de K relativa a todo o espaco RZ por I?%. Afirmamos
que a componente fechada e conexa da imagem inversa de D, abusando notagoes denotaremos por

®~1(D) , que contém o compacto K € igual a I?%.

De fato, para provar nossa afirmacio mostraremos que para cada ponto t € ®~1(D) ecada 0 € S*
existe uma curva conexa y C Wt,G,i que liga t a algum ponto ty € K. Denotaremos o produto

interno Euclideano de R? por <, > . Das seguintes equivaléncias,

< 0,[8(0) ~ B(s)] > —110() ~ B =0 & <6 [B(1) D)),

podemos dizer que v C W41 se
<40 —[®(t) — ®(s)], [(t) — P(s)] > =0, VseEn.

A curva diferencidvel ®(7) denotamos por 77 e observamos que mostrar a existéncia de -~y
é equivalente mostrar a existéncia de v; C D que liga o ponto ®(t) € D a algum ponto de 7y € St

tal que

<40 —[®(t)—7] , [®{#)—7]>=0, VreE. (1.3.14)
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Por outro lado, denotamos uma segunda curva diferencidvel fechada conexa v, definida por
vo = {®(t)+ < 40,0 >0: S}

e observamos trés fatos. O primeiro fato: ®(t) € 2N D e P(t) + 40 € . Para ver isso,
é suficiente tomar um @ € S ortogonal a # e tomar outro 9=0. 0 segundo fato: 7 nao esta
contida no disco D. Para ver isso, é suficiente observar que a distancia dos pontos ®(t) + 46 € 7,

ao ponto ®(t) € D éigual a4. O terceiro fato : a curva 7 satisfaz a equacao (1.3.14).Isto é,
<40 —[@(t)—7] , [@(H)—7]>=0, V7 € a.
Para verificar isto, é suficiente notar que

<40+ <40,0>0, < —40,0>0> = [<46,0>]>—[< 46,0 >]?

= 0, VoesS!

Do primeiro e do segundo fato podemos afirmar que existe uma curva conexa vy; C y2 N D que
liga o ponto ®(t) a um ponto 7y € y2 NS. Ver figura 1.1 .

1

S

Figura 1.1: A curva 72 que passa pelo ponto ®(t) corta a circunferéncia S!.

Do terceiro fato, podemos afirmar que 7; satisfaz (1.3.14). Logo, ® (D) C I?i' E, pelo

corolario 1.3.5, podemos escrever ®~!(D) = K1. Assim terminamos provando nossa afirmacio <

1.
4

18



Agora,vejamos outro exemplo onde <I>(IA(H) # ®(K). Mas, este segundo exemplo também nos

mostra uma (@, x)-Envoltéria Convexa com interior nao vazio.

Exemplo 1.3.8 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R3xR?) associada a aplicacio identidade,
®:R2 — R3 ® = Id. Isto é, a Estrutura Tubular L € a conhecida Estrutura Cauchy-Riemann

sobre C3. Seja o subconjunto compacto K C R® definido por
K = {(t1,t2,t3) €R3: 0 < t3 =12 + 13 < 4}.
Seja a esfera S de raio 2 e centro (0,0,4) definido por
S={((tr,t2,t3) € R?) 1 ] + 3 + (t3 — 4)> = 4}

Podemos verificar facilmente que a envoltoria convexa fechada de K, denotada por K (definicao

1.3.8), € o conjunto definido por :
K = {(t1,ta,t3) €R®: 0 <2 443 < t3 <4}

Isto €, K éa regido fechada limitada pelo plano, t3 =4 e o paraboldide t3 =t2 +t3. A partir
da figura 1.2, tendo em mente a definicio de Wy, dada em (1.3.11), induzimos claramente que
a (P, %)— Envoltoria Conveza [A(%, relativa a R>, € a regido fechada limitada pela esfera S e o
paraboldide 3 = t2 +t3. Para cada ponto t = (t1,t2,t3) que estd dentro da esfera S existe um
subconjunto , V; C S3, aberto nao vazio tal que

SPo1[VK =0, Vo€V

Pois a partir t3 > 2 podemos introduzir uma esfera de raio 2 dentro do paraboldide sem cortar o

paraboléide. Neste exemplo observamos que se kK — 0 entao I?H - K.

Agora daremos um exemplo de dificil verificacdo .Pois, sua verificacdo consiste, em esséncia,

encontrar raizes reais de uma familia a 5-parametros de polinémios de grau 4.

Exemplo 1.3.9 Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R3 x R?) associada a aplicagdo analitica,
® : R? — R3, ®(t) = (t1,t2,t3 — t3). Seja qualquer aberto W C R? que contém o disco
unitdrio D = {t = (t1,t2) € R? : t3 +t3 < 1}. O compacto K C R? ¢ a circunferéncia unitdria

S ¢ W. Entdo , o (®, i)—Envolto’ria Conveza, I?%, relativa ao aberto W € igual a K. Isto é

K. =K =D.

Al
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Figura 1.2: A esfera S de raio 2 e centro (0,0,4) dentro do paraboléide Z = X2 + Y2,
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Capitulo

O Teorema de Extensao do Tubo

de Bochner Truncado

Apresentaremos uma versao semi-local do Teorema de Extensao Tubular de Bochner para as es-
truturas tubulares analiticas, definidas sobre R™ x R™. Para a apresentagao , consideraremos a
Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R™) associada, como no capitulo anterior, com a

aplicagao analitica Z:R™ x R" — C™, Z(z,t) =z +i®(t) = (Z1,...,Zm), onde
Zj(x,t):xj+i¢j(t), j:17...,n;

Além disso, a Estrutura Tubular £ é gerada pelos campos vetoriais

o6,
L/, Zat a.’lﬁj —17...,TL.

2.1 Dados assumidos neste capitulo.

Neste capitulo consideraremos somente subconjuntos compactos K C R™ na categoria de subcon-

juntos uniformemente convexos retificiveis de R" que definimos agora :

Definicao 2.1.1 Dizemos que um conjunto compacto K C R™ é uniformemente convezo re-
tificdvel se existe para cada par p,q € K um caminho retificavel v C K ligando p,q tal que seu

comprimento |y| < Co(K), onde a constante Co(K) depende unicamente do compacto K .
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Exemplos de conjuntos conexos fechados com a propriedade acima sdo os conjuntos fechados semi-
analfticos [22] e subconjuntos compactos de C¥-subvariedades de R™ com k > 2. Seja o aberto
tubular limitado U =V x W C R™ x R™, onde o compacto K C W é uniformemente convexo
retificédvel. Consideramos os seguintes niimeros reais

D= sup |[z—y| ; d= sup |[D(s)—D(¢)] (2.1.1)

z,yeV s,tEW

Sejam os abertos nao vazios , Vg C Vo C V, tais que Viy = {z € V} : dist(x,0Vy) > R}, onde o
numero real positivo R > 0 satisfaz o seguinte dado assumido:

d 1

<
R?—d® ~ d++2d>+D?
Um exemplo da existéncia de nimeros reais D, d, R, que satisfazem o dado assumido, pode ser

D = 14d; R = V7d.

(2.1.2)

2.2 Preliminares do Teorema de Extensao do Tubo de Bo-

chner Truncado.

2.2.1 Notacgoes .

Fixamos uma funcéo real x € C*(V;R), onde x=1lem V5 e x =0 em V\V,. Com
v denotaremos o caminho contido em R™ que liga um ponto fixo ty € K a um ponto qualquer
t € R". Seja a funcio G () = exp(—e471€?), onde ¢ € R™, €2 = &2 + ... + &2 que
é a transformada Fourier-Laplace da fun¢do holomorfa E.(z) = (er)”™ % exp(—e '22), onde z €

C™, 22 =22+ ...22 Precisaremos das seguintes notacoes técnicas
) 1 m )

lal = a1+ Fam; [Bl=Bi+ 4 Bas 0 = () (52)ms IO =L L

0T

o = ((%)51 (ﬁ%)ﬁﬂ, onde o = (ay,... o) E N e 8= (04,...,0,) € N*. De qualquer funcao

u e CHR™ x R";C) obtemos a seguinte 1-forma diferencial

defu](z,t) = ZLbu(x,t)dtL, (x,t) € R™ x R™.
=1
No caso de uma solucio k-Jato u € HE(V x K) com sua extensio uw € C*(R™ x R";C) temos

que a 1—forma diferencial d.[u] com coeficientes de classe C*~! se anula sobre V x K. Por

22



comodidade usaremos a seguinte notagao para a (m + 1)—forma diferencial :

n

dv Ndefu)(z,t) = Y Lou(z,t)deAdt, (z,t) € R™ xR" (2.2.3)

=1

2.2.2  Construgao de uma colecao de funcgoes {v. : ¢ > 0} : defini¢ao e
propriedades.
Neste paragrafo, para cada u € C*(R™ x R™; C) definiremos uma correspondente colecio de funcdes

{ve} € C®(R™ x R™;C). Para isto, precisaremos da seguinte proposi¢ao .Logo, demonstraremos

algumas propriedades bésicas desta colegdo {v.} de utilidade para nosso trabalho.

Proposicao 2.2.1 Seja qualquer fungio u € C*(R™ x R™;C). Seja qualquer o € N™, onde

|| <k —1. Entao , para cada z € C™ e cada € > 0, temos

> (e | [ B~ 20 . ] s =

/ Bz~ 20y, 9))dy A delOgxul(y, ) (2.2.4)

Em outras palavras, o sequndo membro da equacao (2.2.4) é uma 1-forma diferencial exata em

relagao a varidvel s € R™.

Demonstragao . Fixamos as varidveis z € C™, a € N™ |a| < k—1, e € > 0. Observamos
que a fungdo yu tem suporte compacto em relagao a variavel y € R™. Verificamos a equagao

(2.2.4) com os seguintes calculos.

RES [ [ Bz~ 2y 5) 05 xul(y: o)y ] s,

=1

Il
1[M]=

[ o (B~ 2iogal] ] s

R™ 3sL

=1
- ;/MLL[Ee(ZZ)[&?Xu]]dy/\d&+l/ jz:: D5, 8y ) [Ee(z — 2)[02xu]] dy A ds,.

J

= Z/m L,[E. Z)[0) xu]]dy A ds, + Z 0¢; D5, {/Rm 823) [Ec(z — 2)[05 xu]] dy| Ads,.

Aplicando o teorema de Stokes, o dltimo membro da tltima igualdade anula-se.E, observando que

L E(z—Z(y,s)) =0, t=1,...,n, segue-se

S [ [ e 2t el ey Jas = 3 [ = 0l .
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Conforme a notacao dada em (2.2.3), conseguimos

n

S| [ Bzl s = [ B2 Loy nds,

Js
=1 v R™ =1

= Ec(z — Z)dy N dc[0) xu](y, s)
R7YL

Com estas tdltimas igualdades terminamos a demonstracao m

Agora podemos definir a cole¢ao de fungoes de classe C'°°, v, : R™ x R® — C, associada a uma

funcao dada u € C*(R™ x R";C), como segue

wlet) = [ BAZt) = 2y A delval(n.s) (2.25)

onde v C R™ ¢é qualquer curva retificivel que liga os pontos ¢ a um ponto fixo ty3. Pela
proposicao 2.2.1, a fungao v. é bem definida e independente da escolha de . A seguir, demons-

traremos algumas propriedades bésicas da funcao ve.

Proposigao 2.2.2 (1-propriedade) Para cada (a,3) € N™ x N*, onde |a| + 8] < k —

1, para cada (z,t) € R™ x R™ e para cada € >0, podemos formular o sequinte:

/ B(Z(et) = 20y 9)dy AP xul(w.). seld] =0
yXR™

LP0%v(x,t) = (2.2.6)

. Eﬁ('r - y)[LL;a;lXu](yat)dya se |ﬁ| 7é 0

Demonstragao .Conforme a notacio dada em (2.2.3) podemos escrever.

L0800 (x,1) = LP0° / [ BA2(.0) = 2(9.5) 3 Llcully. )y 1 s,
v " =1
=30 [ [ OeIBZ(t) — 2 )L el )y A,

= Z L? // =0y [Ee(Z(x,t) — Z(y, 8))|L.[xul(y, s)dy A ds,
=1 v JR™
Como 9¢LP = LP02 e integrando por partes, obtemos
LPogvc(x,t) = > L” / / E(Z(x,t) — Z(y, s))L.[0 xu](y, s)dy A ds,
=1 v /R™

_ Lﬁ/ . Ec(Z(x,t) — Z(y, s))dy A dc [0 xu](y, s)
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Se | 8] = 0, estd demonstrado o primeiro caso na equagao (2.2.6) . Para || # 0, é suficiente provar o
caso particular |3| = 1. Pois, usando este caso particular um niimero finito de vezes demonstraremos

o caso geral.Pela proposigao 2.2.1 e integrando por partes, temos
L[ EAZ(0)~ Z(0.5) Ady A del0ul(0:5) =
yxT's
- L [ [ B2t = 260053l y [ B(Z(0) = Z00010) D5 vl to)y

Rm™m

= L[ e gl oa]

= E.(z — y)a%[@;’xﬂ(% t)dy — / ’Z

R™

Ee(z — y)a%[a;lxu] (y, t)dy + / iy 99, [%Ee(w - y)] (05 xu](y, t)dy

B 0 a . N0 0,
= [ Be—ngropalend—i [ Bia-n Y S0l
j=1 J

A Ee(z —y)[L.0y xu](y, t)dy

Com esta ultima igualdade podemos concluir a demonstracao m

Nas duas proposigoes seguintes, usaremos a anterior proposigao 2.2.2(1-propriedade) para estu-
dar a C*—convergéncia uniforme, sobre subconjuntos compactos de R™ x R", da colecao de funcoes

{ve}, quando e — 0.

Proposicao 2.2.3 (2-propriedade) Seja (o, ) € N™ x N*, onde |a| + 3| < k-1 e
|B] # 0. Entdo , as funcoes {LP0%v.} convergem uniformemente a LPO%(xu), sobre qualquer

subcongunto compacto K C R™ x R™, quando ¢ — 0.
Demonstragao . Se |3| # 0, pela proposigao 2.2.2, podemos escrever

LPOgve(z,t) = E(a — y)[L7 0y xu](y, t)dy
R?n
Logo, como a fungao Lﬁafj(xu) ¢ uniformemente continua sobre qualquer subconjunto compacto

K C R™ x R™ e pelas propriedades conhecidas de E., podemos afirmar que a cole¢ao de fungoes

{LPO%v.} converge uniformemente a L?9%(xu), sobre K, quando ¢ — 0 m

25



A seguinte proposicao pode ser considerada em esséncia como uma Generalizagio do Teorema

de Aproximacdo de Baouendi-Treves sobre subconjuntos fechados do tipo Vi x K.

Proposicao 2.2.4 (3-propriedade) Seja a Estrutura Tubular £ C CT(R™ x R"). Seja
a € N onde |a] < k—1. Se a fungio u € CK(R™ x R™";C) representa a uma Solucdo
k—Jato u € HE(V x K), i.e. u =1, entdo as correspondentes fungéoes {0%v.} convergem unifor-

memente a 0 sobre Vi x K, quando e — 0.

Demonstragao . Sejam quaisquer (z,t) € Vp x K, a € N™, onde |a] < k—1. Pela

proposicao 2.2.2, podemos escrever

osuet) = [ BZ(.0) — 2. )dy A delgxl(v.) (22.7)

A proposigdo 2.2.1, e como o compacto K C R™ ¢é uniformemente convexo retificavel, nos
permite assumir a curva v C K, que liga os pontos ty e t, de comprimento menor que uma
constante,|y| < Cp(K). Observamos que a constante Cp(K) depende somente do compacto

K. A l-forma diferencial d.[0 x| expressaremos como a soma de duas 1-formas diferenciais ,
dc [0y xu] = x0y dc[u] + w, (2.2.8)

onde w(y,s) =0, sey € Vy ou y € R™\V. A partir das equagbes (2.2.7) e (2.2.8), segue que

ouet) = [ BdZ(0.0) - 29y ATydelily. ) +
v xRm™
(2.2.9)
[ B2 - 25y Aey.s)
yxRm™
Denotaremos as duas integrais em (2.2.9) por I&(x,t) e II%(x,t) respectivamente,
et = [ B2t - Z(.5)dy A Ode (v,
¥ xR™
) = [ B0 - 29y hwly.s)
yxXR™
Como v C K, entao segue-se
I%(z,t) =0, Ve>0, V(z,t) € Vg x K. (2.2.10)
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Para demonstrar esta proposicdo resta mostrar que I1® — 0, uniformemente sobre Vpy x K,
quando € — 0. Pela definicao da funcao F. e como o suporte da 1-forma diferenciavel estd contida

no conjunto V' C R™, podemos escrever

m —(@—y+i(2(H) =2()))?
11¢(z,t) = (ew)_f/ /e (prptEin=aln) dy Nw(y, s)
m o Jy

—(z— i(P(t)—P(s 2
(577)_%/ / D dy A\ w(y, s) (2.2.11)
Vo Jy

Entretanto, notamos que o valor absoluto da exponencial na equacao (2.2.11) é

—le—y|2+|2(t)—B(s)|?

Pela condigao da 1-forma w, para estimar a integral II® ¢ suficiente estimar esta exponencial
quando (z,t) € Vg x K e (y,8) € [V\Vy] x K. Neste caso, considerando o dado assumido deste

capitulo (2.1.2), obtemos
—|e =y +2(t) - o(s)]* < ~R* +d* < ~d”

Logo, se (z,t) € Vg x K e (y,5) € (y,5) € [V\Vy] x K, resulta

—(z—y+i(2() = ®(s)))? —d?

| < e (2.2.12)

le
Por outro lado,como o comprimento da curva v C K é limitada por Cy(K), podemos escrever
[l < MK, V(@0 €V K, (2.2.13)
%l

onde M(V,K, k) é uma constante que depende do aberto V, do compacto K e do inteiro positivo

k > 0. Entao , pelas equagoes (2.2.11),(2.2.12) e (2.2.13), obtemos
n —d?

1% (z,8)| < M(V, K, k)(en)~ % eT(/V dy), V(1) € Vr x K. (2.2.14)

Com a equagio (2.2.14), mostramos II® — 0, uniformemente sobre Vi x K, quando e — 0 =

Observacao 2.2.5 E importante notar que para a demonstragio da proposi¢io 2.2.4 preci-
samos somente da relacio R? > d*, que € uma conseqiiéncia direta do dado assumido neste

capitulo (2.1.2).

O seguinte coroldrio nos mostra porque a proposigao 2.2.4 é em esséncia uma Generaliza¢do do

Teorema de Aproximacdo de Baouendi-Treves sobre subconjuntos fechados do tipo Vg x K.
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Corolario 2.2.6 Seja ty € K o ponto firado arbitrariamente. Entdo , para qualquer Solugdo
k-Jato w e HZ(V x K), existe o sequinte limite com convergéncia uniforme sobre Vg x K

lim E(Z(x,t) — Z(y, o)) [xu)(y, to)dy = u(z,t), (z,t) € Vg x K. (2.2.15)

e—0 Rm™

Demonstragao .As proposicoes (2.2.1)-(2.2.4) e a definicio da fun¢io v, garantem a existéncia
do seguinte limite com convergéncia uniforme sobre Vg x K

lim [/m E(Z(x,t) — Z(y, to))[xu](y, to)dy — / E(x —y)[xul(y,t)dy| =0

e—0 m

Logo, como a funcdo xu ¢é uniformemente continua sobre V x K, yu = u sobre Vg x K, e
pelas propriedades conhecidas de E., podemos afirmar que existe o seguinte limite com convergéncia
uniforme sobre Vg x K

lim E(Z(z,t) — Z(y,to0)) [xul(y, to)dy = u(z,t), (v,t) EVrx K

e—0 Rm

Assim terminamos a demonstracdo ®

As duas proposigdes anteriores (2-propriedade e 3- propriedade)nos motivam a perguntar se
a colecao {0%v.}, correspondente a uma Solucao k—Jato, é uniformemente convergente sobre
qualquer subconjunto compacto K C R™ x R™, quando ¢ — 0. Em geral, a resposta é nega-
tiva. Pois, caso contrario, podemos demonstrar que toda Solugao k—Jato pode ser estendida como
uma solugao diferenciavel definida globalmente sobre R™ xR™. Seguindo os resultados de Joaquim
Tavares [36], somente conseguimos provar a convergéncia uniforme da colegao de fungdes {0%v.},
ao menos sobre subconjuntos compactos convexos de Vp x I?,{, correspondente a uma Solucao
k—Jato, k > m + 3. Apresentaremos este fato no seguinte teorema, que consideramos como a

4-propriedade, cuja longa demonstracao daremos na segao 2.4.
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Teorema 2.2.7 (4-propriedade) Seja a Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R™).
Sejam o tubo aberto limitado VxW C R™xR™ e o subconjunto compacto K C W uniformemente
convezo retificdvel. Consideramos os sequintes numeros reais
D= sup le—y| ; d= sup [B(s)— B(1)]
z,yeVv s,teW
e fitamos os abertos nao vazios , Vg C Vo C V, tais que Vg = {x € Vp : dist(x,0Vh) > R}, onde

o ndmero real positivo R >0 satisfaz o sequinte dado assumido meste capitulo (2.1.2):

d 1
<
R—d g4 \2d + D?
Sejam a Solugao k—Jato u € Hﬁ(v x K) e sua correspondente colecdo de fungies de classe C*

{LPO%, : || + |8 < k}. Seja K, a (®,k)-Envoltéria Conveza de K relativa a W. Assumimos

os inteiros positivos k,v € Z, tais que k> 2+ 2v, 2v > m.

Entao , se fixamos qualquer nimero real positivo ﬁ < K < m e quaisquer
@, B, onde |a| +|B] <k —2—2v, podemos afirmar que a colecio de funcoes {LPO%v.} converge
uniformemente sobre qualquer subconjunto compacto convexo Z C Vg X I/(\’,{ a LPO%v; onde a
fungio v € C*2v=2(Vp x int[K,];C) tem derivadas parciais LPO%v continuas sobre qualquer

subconjunto compacto convexo =, e tem a representacdo integral sequinte

v =on [ [ SRRSOy el — o, A,

onde 0 := ‘%,5 € R™; (o =&+ ikl¢|[Z(x,t) — Z(y,s)]; o simbolo A, denota o operador de
Laplace sobre R™; o simbolo g denota uma curva diferencidvel por partes, dependente de 6, que
liga o ponto t € K, ao ponto fizo to € K; e o simbolo dy A de[(1 — Ay)Yxu] AdG,  denota a
(2m + 1)—forma diferencial

n

> L1 = Ay xal(y, s)dy Ads, AdE | .

=1

[ T2, (1 k&€ + i (8) — 9, — i (5)])]

Além disso, se p € EN[V R x K| entdo

lim O0Jv(q) = 0, Vo] <k-—2v-—2. (2.2.16)

E34q—p
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2.3 Teorema de Extensao do Tubo de Bochner Truncado.

2.3.1 Extensao de uma Solugao k—Jato de uma Estrutura Tubular Analitica

L.

Registramos a seguinte afirmacao como o Teorema de Extensdo do Tubo de Bochner Truncado. E

uma versao semi-local do Teorema de Extensao Tubular de Bochner.

Teorema 2.3.1 Seja a Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R™) . Sejam o tubo
aberto limitado V. x W C R™ x R"™ e o subconjunto compacto K C W wuniformemente convero
retificdvel. Consideramos os sequintes nimeros reais
D= sup |[z—y| ; d= sup |P(s) — P(t),
z,yeV st
e fixamos os abertos nao vazios , Vg C Vo C V, tais que Vi = {x € Vy : dist(xz,0Vy) > R}, onde
o numero real positivo R >0 satisfaz o sequinte dado assumido neste capitulo (2.1.2):

d

1
<
R—d® gy \2d+ D

Seja K. a (®, k)-Envoltdéria Convexa de K relativa a W. Assumimos os inteiros k, v € Zy tais

que k>242v, 2v>m.

_d _

e < K <

Entdo , para qualquer nimero real positivo podemos definir uma

1
d++/2d2+D?’
aplicacao

HE(V x K) 3 ur— 1€ HE2"72(VR x int[[?,g}),

onde a funcao u, com derivadas parciais 858317 continuas sobre qualquer subconjunto compacto
E=51 X2y CVgxK,, onde 21 € Vg é um subconjunto compacto convexo e Zo C K, € um

subconjunto compacto e convexo, estende a Solucdo k-Jato u mo sequinte sentido:

B %im ocu(q) = 0ogu(p), se peEN[Vrx K], V|a| <k—2v-2. (2.3.17)
=3 q—p

Além disso, Se A € uma curva diferencidvel fechada e conexa, de comprimento finito, com um
extremo T € K, tal que \—{r} C int[K,] entio , para quaisquer uy, uy € HEZ2 2V x \) com

a condigio u; = us =u sobre o subconjunto fechado V x {7}, temos

u; = us sobre Vg x A (2.3.18)
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Demonstragao . Considerando o fato que os campos vetoriais 8%1’ ceey 3%”, Ly,...,L, geram
o fibrado tangente complexificado CT(R™ x R™), podemos expressar o teorema 2.2.7 como segue.

Existe a aplicagao
HYV x K)3ur—d=1u—ve C" 2 2(Vg x int[K,]; C),

onde a fungdo u e suas derivadas parciais 8? 0%u sao continuas sobre qualquer subconjunto

compacto convexo = C Vi x K e estende u no seguinte sentido :

_lim dfu(g) = 0yu(p) — _ lim  97v(q)
= 3 q—p =2 q—p
= 0%u(p), se pe ZEN[Vg x K], V]a| <k—2v—2. (2.3.19)

A seguir, usando a proposi¢ao 2.2.3 (2-propriedade), mostraremos que a fungao diferencidvel

@ pertence ao conjunto HE 2 72(Vp x int[K,))

Lu(x,t) = Lu(z,t)— Lw(z,t)

lime_oL,ve(z,t) — Loz, t) =0, (x,t) € Vg x int[K,], 1=1,...

A equagao (2.3.18) é uma conseqiiéncia imediata do coroldrio 2.2.6. Com todos os argumentos

dados acima concluimos a demonstracao m

Observacao 2.3.2 Na demonstragdo do teorema 2.3.1, notamos que U tem uma representacdo

integral, consequéncia imediata da representacao integral de v dada no teorema 2.2.7.

Por sua vez este teorema implica o seguinte corolario 2.3.4. Para o enunciado deste corolario,
precisaremos da seguinte definicao

Definicao 2.3.3 Seja a Estrutura Tubo Analitica £ C CT(R™ x R™) . Seja a subvariedade
fechada conexa N C R"™. Seja /(JV) a envoltdria convezra fechada ®(N). Seja /(I?) a envoltoria
convezxa fechada ®(K), onde K C N € um subconjunto compacto qualquer. Denotaremos com
o simbolo N* a componente conexa da imagem inversa fIfl[Cf(F)] que contém a subvariedade
N. Denotaremos por K* a componente conexa de <I>_1[<I>/(I?)] que contém o subconjunto compacto
K C N. Dizemos que uma familia enumerdvel de subconjuntos compactos uniformemente converos

retificdveis { K, C N :1=1,2,...,00} satisfaz a /\—propriedade se
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i. KicKyC---CK, C...... N; UZ, K, =N; U2, K- =N>;

ii. Cada KP € um subconjunto compacto.

iii. Eziste uma seqiéncia de nimeros reais positivos { k, € R: 1 =1,2,...,00} tal que K, == 0,
IA(,QL C [A(m+1§ e int[N*] =2, int[[?m}, onde cada stmbolo [A(K,L denota a (P, k,)— Envoltéria

~

Conveza do compacto K,, em relagio a R™, com interior ndo vazio,isto é, int[K,, ] # 0.

Corolario 2.3.4 Seja a Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R™). Seja a subvariedade
fechada conexa N C R™. Seja a familia enumerdvel de subconjuntos compactos uniformemente
convexos retificdveis { K, C N : 1 =1,2,...,00} que satisfaz a /\—propriedade. Assumimos os
inteiros positivos k, v € Z, tais que k > 3+ 2v, 2v > m.

Entao , para cada Solugao Tangencial u € Zf:’ (R™ x N) existe uma tnica solugao diferencidvel
a € HE"273(R™ x int[N®]), onde a funcio @ e suas derivadas parciais AP 927 sio continuas
sobre qualquer subconjunto compacto convexo = C R™ X I/(\',{L, para algum ¢ =1,...,00; e estende

a Solucao Tangencial w no sequinte sentido:

_ gm ocu(q) = oyu(p), se peZEN[R™ x N|, V|a| <k —2v-3. (2.3.20)
=3 q¢—p

Demonstragao . Para esta demonstracdo , consideramos o coroldrio 1.2.5, e o coroldrio
1.3.5.Como o espaco R™ é de didmetro ilimitado, para cada um dos subconjuntos compactos

K,, podemos escolher os correspondentes abertos limitados, de acordo a segao 2.1,
K,CKFCW,CR" Vg CVy, CV,CR™

tal que :
L— 00

1. Os subconjuntos abertos Vg,, R, — 00, sao bolas abertas de raio R,, de centro 0, e

V,CVg,, e D Vg, =R™ (2.3.21)
=1
2. O dado assumido neste capitulo,
d, 1
R 2 < - m (2.3.22)
de modo que
d. <K, < ! t=1,...,00. (2.3.23)

_4d ,
R} —d, d, +/2d? + D?
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Por outro lado, aplicando o teorema 2.3.1 sobre cada subconjunto fechado V, x K,, obtemos uma
solugao diferencidvel @, € HE=273(Vp, x int[K,]) com a condi¢io dada em (2.3.17).

Além disso,a funcdo u, com derivadas parciais 3? 0%, sdo continuas sobre qualquer sub-
conjunto compacto convexo =, = VR,, X Eg, C Vg, X IA(K,L, onde Ep, C IA(HL é um subconjunto

compacto convexo, estende a Solugdo Tangencial u no seguinte sentido:

B laim 0%u(q) = 0%u(p), se p€ =, N[Vg, x N], Vja| <k—2v—3. (2.3.24)
2.3 q—p

Logo, se A é uma curva diferenciavel fechada e conexa, de comprimento finito, com extremo

~

7€ K,,tal que A — {7} Cint[K,,] entdo podemos assumir que
U,41 = U2, sobre Vi, X A
Isto, implica
Uyy1(z,t) = Uopo(a,t), Yz, t) € Vi, x int[Ky,]. (2.3.25)

Assim, a equacgio (2.3.25) nos permite provar a existéncia de @ € HE 2 T3(R™ x int[N2]).
Também, a unicidade é uma conseqiiéncia da equagao (2.3.25). Com estes argumentos terminamos

a demonstracao m

Observacao 2.3.5 Se n =m e a aplicagio ® : R® — R™ ¢ a identidade,i.c. ® = Id, o
coroldrio 2.3.4 é um resultado parcial de Bogges [11] para CR-Solugoes Tangenciais u de classe
C*, k>34 m. Mas, nossa extensio € ao menos de classe C*372" enquanto a outra extensio €

nao -tangencial.

2.3.2 Extensao de uma Solugao Distribugao de Sobolev de uma Estrutura

Tubular Analitica L.

Nesta secao , consideraremos o aberto tubular, U =V x W C R™ x R" | limitado e simplesmente
conexo,onde o subconjunto fechado W é uniformemente convexo retificavel. Assumimos o
aberto tubular limitado V x @ C R™ x R™, onde o aberto {2 contém a componente conexa de
<I>_1[<I>/(ﬁ) ], que, por sua vez, contém W. Como na secdo 2.1, consideramos os seguintes nimeros
reais

D= sup |z—y| ; d= sup |P(s) — D(t)|, (2.3.26)
z,yeV 5,tEQ
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e fixamos os abertos nao vazios , Vg C Vo C V, tais que Vg = {z € V} : dist(xz,0Vy) > R}, onde
o numero real positivo R > 0 satisfaz o seguinte dado assumido neste capitulo (2.1.2):

d - 1
R?—d® 4+ /242 + D?

O inconveniente do teorema 2.3.1 é a necessidade de ao menos m + 4 derivadas da Solugao

(2.3.27)

k—Jato u € HE(V x W) para estende-la como uma solugdo diferenciavel @ da Estrutura Tubular
L, definida em Vg x int[W,]. Como o aberto tubular limitado U ¢ simplesmente conexo, o
seguinte teorema 2.3.8 supera este inconveniente. Para demonstrar este teorema faremos uso dos

operadores diferenciais de segunda ordem, introduzidos na sec¢ao I1.4 de [40], definidos por

0

Oxy

0

0 19
8xm)

Ap=(5—) 4+ +( i Ay i=Li+ -+ L2+ 0*A,, 0>0. (2.3.28)

E, assumiremos p suficientemente grande para considerar o operador diferencial A , eliptico. Lem-
bramos que, usando a notacao dg, a derivada exterior agindo sobre uma C'—funcdo u podemos

expressar como
du=de[u] +>° (%“dZL =3 Ljudt; + Y g%dZL.
=1 """ j=1 =1 """

Denotaremos o Espaco de Sobolev de ordem s € R definido sobre R™ xR"™ por H*(R™ x R"; C).
Como referéncia mencionamos o conhecido lema de Sobolev : seja k € N; se s > mT+" + k entao

H*([R™ x R";C) C C*(R™ x R"™;C). Denotaremos por H*(V x W;C) o espago quociente
H*(V x W;C) = H*(R"™";C)/N*(V x W;C),

onde N*(V xW;C)={fe€ H*R™ xR";C): f=0em V x W}. Isto é,se f,g € H*(V x W;C)
entao ,

f=ge < fiuv>=<g,v> YoeCFV xW;C).

Este espago quociente é chamado o Espaco das Distribucoes de Sobolev de ordem s € R sobre o

aberto V x W. Aplicando o lema de Sobolev, concluimos que se s > m;” + k,onde k €N, entao

H*(V x W;C) ¢ J¥(V x W;C). Com o simbolo B (V x W) denotaremos o espago das solugoes

da estrutura tubo £ que sdo elementos de H*(V x W;C). Observamos que se s > m;‘" + k, onde
k €N, entdo B:(V x W) C HE(V x W). Para a demonstragio do seguinte teorema precisaremos

dos lemas a seguir.
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Lema 2.3.6 Seja a Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R™). Seja o subconjunto aberto
U=V xWCR"™xR" tal que Z(V x W) C O, onde O C C™ é um subconjunto aberto. De
qualquer funcdo f : O x W — C, holomorfa em relacdo a varidvel z € O e de classe C', obtemos
a sequinte identidade

0

G 1200 = LI(Z@n.0) c=1...n (2.3.29)

Demonstragao . Verificamos este lema com o seguinte calculo.

L[f(Z(x,t),)] = dfl(z@e.0Liln)]
of — Of
= [551(Z(,),1))dZ[L) + Y _[5=)(Z(x, 1), 0))dt;[L.]
oz 0t
= Lz, =1
- 8tL b b) b - PR M
Assim terminamos a verificacgdo ®
Lema 2.3.7 Seja P = P(x,t, —ia%l, . —iafm , —iaitl, . —i%) um operador diferencial

eliptico homogéneo, de ordem u € N, de coeficientes analiticos, definido sobre RY = R™ x R™.
Seja U=V xW C RN um aberto com fecho compacto. Entdo , para cada s € R, o operador

diferencial

P: H¥(U) — H* ") (2.3.30)

g—Pg
€ sobrejetor.

Demonstragao .Na realidade, este lema é um caso particular do Teorema 13.52, demonstrado
em [25]. Pois, o operador P tem constant strength ( Defini¢do 13.1.1 , dada em [25]). Para
garantir o anterior, mostraremos que existem constantes positivas Cy,C7, dependentes do aberto
U, tal que

Colé[" < |P(z,t,6)] < Culéel*, V(z,t) €U, V€ € RY.

De fato, como P ¢ eliptico, o fnfimo inf, , ¢ c7usn [P(,t,€)[, onde SN ¢ a esfera unitaria N-
dimensional, é positivo.Logo, como P ¢é homogéneo encontraremos uma constante Cy > 0 tal
que

Col¢l® < |P(z,8)|, Y(z,t) € U,V eRN.
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A existéncia da outra constante é Sbvia, pois os coeficientes de P sdo analiticos sobre RY m

Teorema 2.3.8 Seja a Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R™). Seja o aberto tubular
limitado e simplesmente conexo, U =V x W C R™ x R™.  Entdo , para qualquer Soluc¢do
Distribugdo de Sobolev u € BZ(V x W), para qualquer inteiro positivo p > 1, e para qualquer
inteiro positivo v > mT“’ + %H existe uma funcao diferencidvel wuy € 'HZ(V x W) tal que

A¥uy = u.

Demonstragao .Esta demonstraciao segue em geral os mesmos passos da demonstracao do

teorema I1.5.1 em [40].Mas, este teorema 2.3.8 é um resultado global.Pelas condigdes deste teorema,

podemos assumir que existe r > 0 tal que v > %4'” + “_TW Pelo lema de Sobolev, temos
m—+4n

HHH+7%7 (U, C) ¢ J*(U;C). Por outro lado, como o inteiro positivo v > mTJr" + W, temos

H*(U;C) C Hr++"3"=2(T;C). Portanto, u € H*m+"3"~2(T;C) N B:(U).

Lembramos que assumimos p suficientemente grande para considerar o operador diferencial
A, eliptico. Observamos que “A, , = Az ,. Assim, podemos dizer que o operador diferencial
AZ’Q ¢ eliptico com coeficientes analiticos e LAZ’Q = AZ,Q- O lema 2.4.73 afirma que o operador
diferencial

m+n

Ao+ H'HE(U5C) — HTHE (U0

é sobrejetor. Entao , podemos dizer que existe uma v € C*(R™ x R™; C) tal que
7oV =u sobre U. (2.3.31)
Como cada L; comuta com Ay ,, segue-se da equagéo (2.3.31)
z.oLjv=0, sobre U j=1,...,n. (2.3.32)
Antes de continuar a demonstragao , denotaremos a subvariedade

Y ={(Z(x,t),t) = (x +i®(t),t) : (z,t) €V x W} C C™ x C".

Aplicando a proposigao I1.4.2 de [40] na equagdo (2.3.32), encontraremos fung¢oes holomorfas

g;(z,t) definidas numa vizinhanga aberta conexa O de ¥’ tal que

Liv(x,t) = g;(Z(x,t),¢t), j=1,...,n. (2.3.33)
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Sem perda de generalidade podemos assumir que O ¢ um tubo contendo ¥’ como definido em
[21]. Como Ly, Ljv = LjLv para todo k,j = 1,...,n, tendo em mente o lema 2.3.6, podemos

realizar os seguintes calculos :

Lkgj (Z(.’L', t)v t)

= L;Lyv(z,t)

267 (20,00

= LipLjv(z,t)

= Ljgr(Z(x,1),1)

0
= |2 (Z(,0),1), Vik=1,...,n, (2.3.34)
0t;
sobre V x W. Como E/ contém subvariedades maximais reais em C" x C", podemos afirmar
que a relagdo em (2.3.34) é valida sobre . Seja o mergulho analitico V- x W 2, O definida por

Z(z,t) = (Z(x,t),t). Entdo o < pull back > Z*(w) da (m + 1)—forma diferencial

= Zgj(z,t)dtj ANdzi A - Ndzm

j=1

é uma forma diferencial exata sobre V x W. De fato, pois sobre o aberto U =V x W temos

dwAdZy A NdZy) = dﬁ()/\le - NdZy,
= Zgj tydt; NdZy A -+ N dZy,
= Z*(w) (2.3.35)

Agora podemos aplicar o teorema 5.1 (b) em [21] para obter uma m-forma diferencial holomorfa

@ =1+ = wodzy A Az + Y Y wjdty Adzy A Adz A ANdzm (2.3.36)

j=11=1
tal que dw = w. Pode-se verificar que os coeficientes w;,, dependem holomorficamente das varidveis
z € C™ N O somente, calculando dw e comparando coeficientes com a (m + 1)—forma diferencial

dada em (2.3.35). Portanto,

- 0
duy, = ZZ 1)vtt g}” dt; Ndzy A -+ Ndzp,
:1 =1
= d [ZZ ”“t LANdz A ANdzy, | (2.3.37)
=1 j=1
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Denotaremos por h a funcao holomorfa definida sobre O por

m n

h = wy + ZZ(—l)L*%%.

=1 j=1
Pelas equacoes (2.3.36)-(2.3.37) podemos dizer que a m-forma h = h Adz; A--- A dz, satisfaz
dh = @. Logo, o < pull back > Z*(h) = h(Z(x,t),t) NdZy A --- A dZ,, satisfaz

dh(Z(z,t),t) NdZy N+ NdZy| = Z*(w) (2.3.38)
Das equagoes (2.3.35)-(2.3.38) obtemos
de(v—h(Z(x,t),)) NdZy N+ NdZpy, =0

sobre U =V x W. Entao a fungdo hy(z,t) = v — h(Z(z,t),t) é uma solugao de classe CH
da Estrutura Tubular L sobre o aberto U. E, por continuidade, podemos assumir que a fungao
hi é uma Solugio pu-Jato da Estrutura Tubular £ sobre o fechado U. Isto é, hy € H:(U).
Denotaremos os operadores diferenciais

0 7] 0 0

Atz(a—tl)2+"'+(87)2; A= 8—21)24""4'(87)2’

onde (z,t) € C™ x C™. Pelo lema 2.3.6, da equagao (2.3.32) segue-se para cada j=1,...,n

7] . ,
[3—%(& + AR (Z (@, t),t) = [A%,Li(v—hy)](z,t) =0 (2.3.39)
sobre (x,t) € U. Como Y’ contém subvariedades maximais reais podemos escrever
[%(At + QzAz)Vh](Zat) =0, j=1,...,n (2.3.40)
J

sobre (z,t) € O. Logo, a funcdo holomorfa W(z) = [(A; + 02A,)"h)(z,t) depende somente da

variavel z € C"™ N O.Entéao , segue-se

_ v
u = AF v

A% o(hy +h(Z(z,1),1))

= o¥Ah+VoZ

Aplicando um resultado em [30] podemos encontrar uma solugao holomorfa de AYW¥ = U definida

sobre C™ N O. Assim finalmente conseguimos

u=AY(VoZ+o*hy)
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onde WoZ+ p*hy=u €eHE(V xW) m

Agora, podemos estender a validade do Teorema de extensao do Tubo de Bochner truncado. Com

o simbolo W, denotaremos a (®, x)—Envoltéria Convexa de W em relagio a R™.

Teorema 2.3.9 Seja a Estrutura Tubular Analitica £ C CT(R™ x R"). Seja o aberto
tubular, U =V x W C R™ x R"™, limitado e simplesmente convezo, onde o subconjunto fe-
chado W € uniformemente convezo retificdvel.Seja o aberto tubular V x  C R™ x R", onde
o aberto limitado €2 contém a componente conexa de @71[<§W\)], que, por sua vez, contém
W. Consideramos os sequintes niimeros reais
D= sup |[z—y| ; d= sup |P(s)— P(t),
z,yeV st
e fixamos os abertos nio vazios , Vg C Vo C V, tais que Vg = {x € Vy : dist(z,0Vy) > R}, onde

o numero real positivo R >0 satisfaz o sequinte dado assumido neste capitulo (2.1.2):

d 1
<
R—d g4 \2d + D?

Seja a Solugdo Distribugio de Sobolev u € BE(V x W). Se fizamos qualquer nimero real positivo

d 1 . ~ . . ~ ~ .

= < kK < ——=———, podemos afirmar que eziste uma solu¢do distribugdo de L, u, definida

R2—d? 21 D2’ >
d++/2d>4+D

sobre Vi x int[W,], que € igual a u sobre Vg x W. A solugdo distribu¢do u, restringida a

—

qualquer subconjunto compacto convero E C Vg X int[W ], pode ser assumida como uma Solugdo

Distribucdo de Sobolev de ordem igual ao mdzimo inteiro

3m+n s
s — =5 — 4, se m € impar

m <
3m—+n e
§— =5 =5, se m € par

—

Além disso, se s > 1, podemos assumir que © € C5(Vg X int[W]; C).

Demonstragao . Como u € Bi(V x W), pelo teorema 2.3.8, podemos afirmar que para

qualquer inteiro positivo @ > 1, e para qualquer inteiro positivo
mTM%-HmTM, se m é impar

v >
m+n ptm+5—s 4
- +t———=—, se m éepar
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existe uma solucao da estrutura tubo L,

Hg+m+3(7 x W), se m éimpar

'H‘2+m+4(7 x W), se m é par

o~

tal que AYu; = u. Como W C R™ é aberto temos que W C int[W,]. Pelo teorema

2.3.1, existe uma solugdo da Estrutura Tubular Analitica £, us € H7 (Ve x int[W,]), que é

igual a wuy sobre Vi x W. Logo, encontraremos uma solugao distribucao da Estrutura Tubular

—

L, ©= AYus, definida sobre Vg x int[W ], que é igual a u sobre o aberto Vg x W.

Por outro lado, observamos que a solugao distribugdo w, restringida a qualquer subconjunto

—

compacto convexo Z C Vg X int[W,], pode ser assumida, escolhendo adequados inteiros p,v, |,

como uma solugao distribugao de Sobolev de ordem igual ao maximo inteiro

3m+n 7
s— =5t — 4, se m ¢ impar

p—2vr=m <
3m+ 4
s — =t — 5, se m ¢ par

—

Se m > 1, podemos assumir que u € C™(Vg x int[W,];C) m

2.4 Demonstracao do Teorema 2.2.7.

Para cada par (,t),(y,s) € V x W considere a familia 1-pardmetro de subvariedades reais

', € C™ definidas por:
Lo = {G€C™: (o= C(olastyy, 5,8 =& +inl¢][Z(x,t) — Z(y, 8)], § €R™}. (2.4.41)
O elemento de volume de T'; é dado por:
dCe = dCun N NdCrm = T (14 k€€ o, +ig () —y, — id,(8)]))dEL A .. A dE,. (2.4.42)
Para simplificar notagoes , introduziremos as seguintes funcoes auxiliares:

T0 = T t,y, 5,€) = Iy (L 4+ im6 €1 o, + i, () — o — i () (24.43)

Tlll,n = Tllj,n(w7t>ya 575) = (1 + Cz)_’/ = (1 + §2,1 +o sz,m)_y7 Ve ZJF; (2444)
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e = Ve (@, t,y,58) =T, T0G(() (2.4.45)

Observar que estas fungoes auxiliares sao solugoes da Estrutura Tubular £ em relagao as variaveis
(z,t) ou em relagao as varidveis (y, s).

Com o simbolo dy A dz[u] denotaremos a (m + 1)—forma diferencial

dy Ndelu](z,t) = Z L,u(z,t)dy A ds,. (2.4.46)

=1

E, com o simbolo dy A dz[u] Ad(, denotaremos a (2m + 1)—forma diferencial
dy Ndelul AdC, ==dy Ade[u] AdCea A A dCem =

Z Lu(y, s)dy Ads, ANd&y A .. NdE,
=1

[ (L i ]+ i6,(6) — 9, — i0.(5)))

= To(z.ty,s.8)

Xn: Lou(y, s)dy A ds, A df] . (2.4.47)

=1

A demonstracao do teorema 2.2.7 segue-se das aplicagoes do teorema de Ascoli-Arzeld e do teorema
d

) Dy,

de Convergéncia Dominada de Lebesgue.Portanto, visto que os campos vetoriais 6%1’ e
Ly,...,L, geram o fibrado tangente complexificado CT(R™ x R™), precisamos estimar as fungoes
{LPO%v.}. A estimativa da funcio LP0%v.,|B| # 0, é uma conseqiiéncia direta da proposigio
2.2.3. Para estimar a fungdo 0%v. mudamos sua representacao integral dada em (2.2.6). O dado
assumido deste capitulo nos fornece os seguintes lemas técnicos que permitem mudar a representacao

integral de 0%v. por outra equivalente e estimar sobre essa nova representacao .

Lema 2.4.1 Se assumimos o dado deste capitulo, Rzi = < o \/Qld 0 podemos afirmar que
para cada numero real positivo ﬁ <K< m existe um niamero real positivo 0 < 6 < 1
tal que

1-6% > 2dr+k*(d®>+ D?) (2.4.48)

1-6% < —d+r(R*-d° (2.4.49)

Demonstr a .E i i ifi i 1 iti . SR S

emonstracao imediato verificar que todo niimero real positivo gz <K< d+\/m
satisfaz a desigualdade

0 < —d+r(R*-d%. (2.4.50)
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Agora, provaremos que todo nimero real positivo %= < k < satisfaz a desigualdade

1
R?—d? d++/2d?+D?
2dx + #%(d® + D?) < 1. Seja o polinémio de segundo grau P(z) = 2dz + (d® + D?)2? — 1. Com

um simples calculo verificamos que

—d + v/2d* + D?

Plz) <0, se 0<a< 2.4.51
—d++/2d2+D? 1 . s d 1
Mas, De = T vVaaDe Logo, todo ntimero real positivo %5 < £ < VD
satisfaz
P(k) <0 & 2dk+r3(d*+D?) <1 (2.4.52)

Por outro lado, para cada ntmero real positivo que satisfaz as desigualdades (2.4.50)-(2.4.52),

podemos encontrar um 0 < § <1 tal que
1-0%2<—d+r(R?*—d? ; 1-6%>2dk+k?*(d*>+D?)

Assim terminamos a demonstracdo ®

Lema 2.4.2 Sejam as varidveis € > 0, v € Z, firadas arbitrariamente. Se assumimos o
d 1
i d+\/2d+D?’
L existe um numero real positivo 0 < § < 1 que garante a validade das

d
S R <
R?—d? d++/2d?+D?

sequintes afirmagoes :

dado deste capitulo podemos afirmar que para cada niumero real positivo

a. Eziste uma constante M > 0, dependente do subconjunto fechado limitado V x W, tal que

para quaisquer (x,t),(y,s) €V x W temos

‘\Ifem,y(x,t,y, 5,6) < M(1+ 5252)7uGe(5§), £eR™, (2.4.53)
M M
|exp(l[Z($»t) - Z(yvs]CK)\Ije,ml/(xvtvyasagﬂ < MeXp(—E\fD, |§‘ > 6576 (2454)
b. Fizando as varidveis (z,t),(y,s) € V. x W, podemos escrever
/m exp(i[Z(z,t) — Z(y, 8)|Cr) Ve r,pdE =
[ 0@y etz - 290G d.  (2459)
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c. Seja a funcdo de classe C' u:R™ x R® — C com suporte compacto, em relacio a primeira

varidvel z, contida em V C R™. Fizando a varidvel & € R™, podemos escrever

S (g5 |, ez 20,91 ey )] s =

/ P2 (1) — 205,96 Ve dy A el () (2.4.56)

Em outras palavras, o sequndo membro da equagio (2.4.56) é uma 1-forma diferencial exata

em relagao a varidvel s € R™.

Demonstragao . Esta demonstragio é técnica e extensa.Estd dividida numa seqiiéncia de
itens.O primeiro item é um sub-lema que nos permite estimar todas as fungoes auxiliares. Logo,

usando este sub-lema, demonstraremos os itens a-b-c por separado.

1
/242 +D?’
positivo 0 < § <1 tal que para quaisquer (x,t),(y,s) € V. x W sao vdlidas as sequintes

Sub-lema Para cada nimero real positivo RZ;idQ < K < existe um numero real

estimativas :

|Ge(Cu)| = [Ge(§ +inlgl[Z(2,t) — Z(y, 8)])] < Ge(6), VE€R™. (2.4.57)
1+ =1+ (€ +inléllZ(a,t) = Z(y, )" = (1 +8%€%)", VE€R™.  (2.4.58)

| exp(ilZ(x,t) = Z(y,5)]-Cs) | < exp([d+ wd’][€]), VE € R™. (2.4.59)

Demonstracgao do sub-lema Seja qualquer par (z,t), (y,s) € V x W. A desigualdade ( 2.4.48)
implica as duas primeiras estimativas. Comecamos demonstrando a estimativa dada em

(2.4.57) : conforme com a definicdo de G, podemos escrever

|G (& +irl€|[Z (2, t) — Z(y, )|
< exp (—ed™H (& + RPE[[D(1) — B(s)* — [& — yl*] — 26[¢[[ER(2) — £0(5)]))
<exp (47 (=67 + K2E°D? + 24[¢|[€B(t) — £D(5))))
<exp(ed”! (- +EK°D* + %26 d )
(et

< exp (—ed™1e? (1 — kD% — 2k d))
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Como os numeros reais, 0 < § < 1

1

d g <K< satisfazem a desigualdade

’ORZ- d+y/2d24+D?’
(2.4.48), podemos escrever
|Ge(& +inlEllZ(w,t) = Z(y,s))| < exp (—ed™6%%)

Ge(6¢)

A estimativa dada em (2.4.58) segue-se dos seguintes calculos:

11+ (& +inl¢][Z(x,

> (14& —r2E|0(t) —
> (1+&%1—-k2D*+d? -
Z (1+52§2)u

Sem usar a desigualdade (2.4.48)

t) — Z(

O(s)]? — K7€z — y|* — 26€2|D(t) —

y P17 > 1+ R(E + inl€llZ (2, t) = Z(y, D))" >

o(s)])"
2dk])”

demonstraremos a estimativa dada em (2.4.59):

| exp(i[Z(z,t) = Z(y,5)]-Ce) |
= lexp(ilZ(x,t) = Z(y, s)][§ + irl|(Z(z, 1) — Z(y, 5))])]
= Jexp(i(z — y)§ — (B(t) — ®(s))§ — wl&|[Z(x,t) = Z(y, 5)]*)|
< Jexp(=(@(t) = (5))€ — KlE|[Z(x,t) = Z(y, 5)])]
= Jexp(—(2(t) — B(s))¢ — wl¢][(z — ) +i(D(t) — ©(s))]*)]
< Jexp(—(@(t) — (5))€ — Kl — y[* + wlE]|@() — B (s))]
< Jexp(—(@(t) — (5))€ + KIE||@(2) — B(s) )]
< lexp(dl¢] + rl€d?)]

Assim concluimos a demonstragao do sub-lema <

Demonstragao do item a. do Lema 2.4.2. Comegamos pela prova da estimativa dada em

(2.4.53).Por simples inspegao ,podemos conferir que existe uma constante M > 0 que

depende do subconjunto fechado

TRz, t,y,s,6)]

V x W tal que

< M, V(z,5),(y,s) €V x W;VE € R™.

Agora podemos estimar |¥. , .| como segue.Pelo Sub-lema podemos escrever

|\I/E7H7,,(x,t, Y, 5,5)‘

< T ITRIG(C)]

M(1+6°€%) 7" G(5€)

IN

(2.4.60)
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para quaisquer (z,t),(y,s) € V x W;& € R™. Com esta tltima desigualdade terminamos

provando a estimativa dada em (2.4.53) .

A seguir, provamos a estimativa dada em (2.4.54). Para isto, assumimos o ntimero real
M; = max{M,d —|—d2}. Observar que M; também depende do subconjunto fechado limitado

V x W. Pelas estimativas dadas no Sub-lema e na desigualdade (2.4.60), obtemos

| xpile(0,0) ~ 200, )]G Weal < Mexp((d + mel)(1+%6%) ™ G (5€)
< Mexp([d -+ nd?]l6).G(56)
< Myexp(Mye) G.(56)
< Myep(-HleD), se lel > o

para quaisquer (x,t),(y,s) € V x W. Assim, terminamos provando a estimativa dada
em (2.4.54) .Para o enunciado do item a. do lema 2.4.2 podemos considerar sem perder

generalidade M; = M.Assim terminamos a demonstracdo do item a. <

Demonstracao do item b. do Lema 2.4.2. Provaremos que para qualquer par de elementos

fixados (x,t), (y,s) € V x W podemos escrever
/ exp(i[Z(x,t) — Z(y, )] .Cx) Ve rpds = /m(l +&2) 7 exp(ilZ(x,t) — Z(y, 5)].€).Ge(€)d¢
De fato,considere a fungio holomorfa
H,(Q) = (1+ )" exp([Z(2,t) — Z(y, s)])Ge(C),
definida no aberto
O={CeC™: 1+ >1}.

Observamos que R™ C O. O ntmero real positivo assumido 0 < k < 1 garante que I',, C O.
Isto segue-se do Sub-lema ( ver a desigualdade (2.4.58) ). Se verifica que I'; UR™ é o bordo

de uma subvariedade fechada F, C O ,de dimensao m + 1 e nao compacta, definida por
Fo = {Coi=E4inol€)[Z(x,t) — Z(y,s) €C™: E€R™; 0<p<1}. (2.4.61)
Seja W a m—forma diferencial sobre F,; definida por

W= Hy,o(Co)dCre AdCoy A+ A dCom (2.4.62)
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onde

da,m = (1 + i’i|€|_1gb[l‘L +ig(t) —y. — Z¢L(S)])d& +
ikl€|[z, +1id.(t) —y. —id(s))do,  ¢=1,...,m.(2.4.63)

Como H, . é holomorfa sobre o aberto O entao a m-forma diferencial W ¢é fechada sobre
F,.. Em condigGes gerais nao poderfamos aplicar o teorema de Stokes a esta m-forma sobre
a subvariedade fechada nao -compacta F, C O. Mas, H, . tem decaimento exponencial
ao infinito sobre O. Isto, segue-se das seguintes estimativas. Como o subconjunto fechado

V x W ¢ limitado, existe My > 0 tal que

|Z(z,t) — Z(y,s)| < My, Y(x,t),(y,s) €V x W. (2.4.64)
M,
Por outro lado, se || > 6—0, ¢ € O, podemos escrever
€
€, .12 6 3
— > —_— = - . .
r = Sl = Sanlc (2.4.65)

Logo, pelas desigualdades em (2.4.64) e (2.4.65), obtemos

B (O] < esp(MolchEe(0)
< exp(Molc) exp(—ed ™ [¢P)
< exp(Mol¢]) exp(—5 MolC)
< exp(~ 52 (2..66)

A dltima estimativa (2.4.66) mostra o decaimento exponencial de H, .. Assim, com todas as

condigoes dadas acima podemos aplicar o teorema de Stokes como segue :

Heo (€ [ Bon(Gdbnno o = [ a[BL @] =0

Rm
Isto implica
H., (6)d§ = H. ,(C)dCea1 A+ AdCiom (2.4.67)
R™ R™

Agora podemos, a partir de (2.4.67), provar o item b. do lema 2.4.2 como segue :
/ exp(i[Z(x,t) - Z(y,s)]Cn)‘I’e,n,udf

= [ expllZ(e.t) - 20516 TGC)de
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w exp(i[Z(x,t) — Z(y,5)]Ce)Ge(C) Y0dE

]- + C2 exp [Z(.’E,t) - Z(yv s)}CK)GE(CE)dCI{,l JARERIAN dCﬁ,m

Il
%\%\

= He v Cm dé_n SIARERNA dgn,m

:/7H

[ 1) ez - 2. 5)0)Gu0)

%

Assim acabamos a prova da igualdade dada em (2.4.55).Portanto, terminamos a demonstracao

do item b.

Demonstragao do item c. do Lema 2.4.2. Ao integrar por partes nos seguintes célculos,

consideramos o fato de que o suporte de ¥ ,. ,u é compacto em relacao a varidvel y.

n

Z(%) |:/ eXp(i[Z(x, t) - Z(y7 s)]CH)[\Ije,m,yu}(y, s)dy} ds,

= Y| [ ewlilze0) - 205060 > c&’;—ﬁ (o, s)dyd&]

b 30| etz ) 20,9160 3 il ) - 2 ) 5 [%Uu](yvs)dyd&}
3 /R explilZ(a, 1) Z(5,9))¢) [ a ](y,s)dydsb]

- /Rm > exp(i[Z(x,t) = Z(y, $)|Cx) | Curr + i818] [Z2 (2, t) — Z‘r(y,s)]} agg;(Ls)

s U eplilZ (1) 20 )6l 5=, S)dydsb]

> [ /. Z i fexpi12(2. 1)~ 200,161 5 [0, el s)dydsL]

n ) a\I’e,H,VU
n Z[ | explilz(e.0) - 205101 5 ]<y,s)dyd4

47



Integrando por partes, em relagao a varidvel y € R™.

n

> [ [ fesatiiz(e.0) - 2= Y 2 [Pty s)dydsL]

=1 T=1

+ Z[/ expil <x,t>—Z<y,s>]cﬁ>[(f”§—;f“]<y,s>dydsb}

=1

n

= /m[eXp(i[Z(w,t) = Z(y,5)]Cx)] [Z[belfewu]( )1 dyds, (2.4.68)

=1

Usando a notacdo dada em (2.4.46) podemos escrever :

[ explil2(a,t) = (3. 50160y A del Vel (,5)

/m [exp(i[Z(;z:, t) - Z(y’ 5)]CH)]dy A [Ud£ [\Ile,n,u] + \I’e,n,udﬁ [u]] (y7 5)

/m [exp(i[Z(z,t) — Z(y, )¢V endy A delu](y, 5)

Com esta ultima igualdade terminamos a demonstracao do ultimo item do Lema 2.4.2 =

Primeira parte da demonstracao do Teorema 2.2.7 - Nova Representagao
Integral da funcdo 0%v. : Lembramos que estamos usando a notagao dada em (2.4.46). Fixamos
qualquer « € N™ onde |a] < k — 2v — 1. Depois veremos que precisaremos reduzir a variagao
de |a| ainda mais. Seja K, o (®, k)-Envoltéria Convexa de K relativa a W. Seja qualquer
(z,t) € Vg x IA(H; portanto, poderemos assumir que a curva diferencidvel por partes =, que liga o
ponto t e o ponto fixo tg € K, estd contido em W. Isto é, v C W. Fixaremos quaisquer niimeros

1

reais positivos do lema 2.4.1 0<d<1, =%, <k < —=L  Denotaremos com A o
P T ORP-d? d++/2d2+D?

conhecido operador de Laplace definido em R™. Isto é,

m
Z (1,...,2m) ER™

Nosso primeiro passo é mudar a representagao integral da fungdo 0Sv. dada na equagao (2.2.6)

como segue.
0% v(x,t)

- / esp(=e [2(,1) = 20y, )y A de [T (5, 9

NIS

= (2m) m/ / exp(i[Z(x,t) — Z(y, 8)].§)Ge(§)dE A dy A d[0y) xu](y, s) (2.4.69)
yxR™ JR™
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Integrando por partes na equagao (2.4.69) em relagdo a varidvel y, e como AL, = L,A, obtemos :

e [ o[- e - 2, 6] i
dy A dc[0 xul(y, s)
= e [ aeay| [ aee) ez - 206G k] A
dy A dc[05 xul(y, s)
Como fixamos « € N™, onde |a| < k —2v — 1, podemos escrever
= )~ " N Vexp(i|Z(z,t) — s)]. .
= e [ [ 0 ez )~ 2691960k A

dy A de[(1 - A,) 95y, ) (2.4.70)
Para simplificar, denotaremos com o simbolo u a func¢éo (1 — A)¥9%xa. Isto é,
u = (1-A)Y9xu (2.4.71)

Observamos que a fungao u tem de suporte compacto contido em V, em relagao a varidvel y. Logo,

a equacgao (2.4.70) é igual a

e [ ) eplilZ(at) — 200 ) GAE A dy A delul(y:5)

er 7 [ e ez ) — Z( LG Ady A deful(y.s) (2472)

Pelo item b. do lema 2.4.2,segue-se

= (27r)7m/ , /m exp(i[Z(z,t) — Z(y,9)].Cu)¥Ye xpdE Ady Ade[ul(y,s) (2.4.73)

Fixando ¢ > 0, de acordo com o item a. do lema 2.4.2, o integrando na equagio (2.4.73)

tem decaimento exponencial ao infinito em relacdo a & , uniformemente sobre V x W. Visto que
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V x v CV x W, podemos aplicar o teorema de Fubini nesta equacio . Assim, obtemos uma outra

representacao integral de 0%v. :

= e [ epl2,0) — 2086 e dy A delul(y.5) N

= (277)7m/m/ [/Rm exp(i[Z(x,t) — Z(y,5)].Cx) Ve, dy Ade[u](y, s)| AdE (2.4.74)
€
1

m , para cada 0 = m,g S Rm, € para

cada t € W denotamos por W, g, a componente fechada que contém o ponto ¢ do conjunto :

Para cada nimero real positivo ﬁ <K<

(s € W : 0[®(t) — B(s)] — £[®(t) — B(s)]? = 0} (2.4.75)

Lembramos que se t € IA(K temos Wig, N K # 0 para quase todo 6. Pelo item c.
do lema 2.4.2, a representagdo de 0%ve(x,t),t € I?K, na equacao (2.4.74), tem a vantagem de
poder escolher qualquer curva conveniente 7y, para quase todo 6, como a unidao de duas curvas
uniformemente retificiveis denotadas por ~p.¢,71,0. A curva vp¢ contida em K liga o ponto fixo
to a algum ponto tg € Wy, N K. Visto que K é uniformemente retificivel, podemos assumir que
os comprimentos das curvas g ¢ sdo limitados por uma constante Cy(K),subordinada ao compacto
K somente.O outro caminho ;4 que liga ty e t estd contido em W, g .. O conjunto W éum

compacto que contém K « € a aplicagdo
Fo:S™" P xWxW =W xSt xR (2.4.76)
definida como
Fa(t,0,5) = (t,0,0[2(t) — D(s)] — k[®(t) — (s)]°)
¢ analitica. Entdo , as fibras de W, & F;l(t7 0,0), t € I?m sao uniformemente reti-
ficdveis.Portanto, podemos assumir os comprimentos das curvas 7 ¢ limitadas por uma constante

C1(W), independente de 6 € S™~!(Ver §8 Maximal Distance Along the Fiber in [22]).Logo, se

te I?K obtemos nossa procurada Nova Representagio Integral de OSwv :

vz, t) =

(271')77”/ / +/
m 70,9 XR’VVL ’Yl.e XR’Y!

eXp(i[Z(l‘7 t) - Z(yv S)]'Cﬁ)\lle,n,u dy Ndg [U_](y, S) A df (2477)
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Denotamos as duas integrais em (2.4.77) com os simbolos I¢ (,t) e I (z,t).Isto &,
Ig (z,t) =

ry 7 [ el ) = 209G e dy N delully ) AdEs (2478)

[ﬁe(x,t) =

(2m)~™ / ) / epIZ(r.8) = 20 )G Ve dy A delul(y.5) 1 d

= (2m)™™ /m / , exp(i[Z(x,t) — Z(y,8)]-Cu)We . dy Adelul(y, s) AdE  (2.4.79)

Segunda Parte da demonstracao do Teorema 2.2.7 - Estimativas sobre a Nova
Representacao Integral da funcdo J%v. : Para continuar a demonstracido do teorema 2.2.7

precisaremos de dois lemas dedicados a estimar as integrais I§,, I, com ajuda do lema 2.4.2.

Lema 2.4.3 Euziste uma constante M(V,W,K,k,v) >0, que depende do subconjunto fechado

limitado V x W, do compacto K C W e dos inteiros k,v € Z, tal que
1§ (z, )] < MV, W,K.kv), (2,t)eVrxKy |o|<k—2v-1 (2.4.80)

Além disso, para qualquer (x,t) € Vg X K e para qualquer « € N™ onde |a] < k—2v —1,
podemos escrever

lim I§ (x,t) =

e—0 7

- (27)™ exp(i[Z(x,t) — Z(y,s)]-Cx) s
- e /m /WO,OXRM 1+ 2 dy A delu](y, s) Ay (2.4.81)

Demonstracao . Scja qualquer (z,t) € Vg x K,. Fixamos qualquer o« € N™, onde |a| <

k —2v — 1. Lembramos que as curvas retificiveis vp 9 C K, que liga os pontos ty e ty sao de
comprimento menor que uma constante.Ou seja, |v0,9] < Co(K). Observamos que a constante
Co(K) depende do compacto K. A 1-forma diferencial d.[u] expressamos como a soma de duas

1-forma diferenciais ,
delu] = x05 (1 — A)de[u] + w, (2.4.82)
onde w(y,s) =0, sey € Vyouy € R™\V. Para simplificar a notagdo denotaremos

wo = x0%(1— A)d[q] (2.4.83)
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Com estas notagoes , podemos escrever
I&e(xat) = (271.)7777,/ / exp(z[Z(;z:,t) - Z(yas)}'CH)\I’e,n,u dy /\WO(yvs) /\dﬁ"_
m ’YO,HX]Rnl
(271')_m/ / exp(i[Z(z,t) — Z(y,8)].Cx) Ve, dy Aw(y,s) A dE (2.4.84)
™ Jy0,0 XR™

Denotaremos as duas integrais em (2.4.84) por J}(z,t) e J2(x,t) respectivamente :
Jzt) = (@nm / / exp(i[Z(2,1) — Z(y, )]G e dy Aoy, s) AdE (2.4.85)
m ’YO")XRm

J2(z,t) = (27r)7m/ / exp(i[Z(x,t) — Z(y,5)].Ce) Ve e dy Aw(y,s) N dE (2.4.86)
m A/O,GXRm
Como 799 C K e u€ HE(V x K), segue-se
JNz,t) = 0,Ye > 0, V(z,t) € Vg x K. (2.4.87)
Pela condicao da 1-forma w, podemos escrever
Pat) = (20" / / exp(ilZ(2,1) — Z(y, 8)].Co)Wen dy A o(y, s) AdE (2.4.88)
™ J0,0 X [V\ Vo]
Por outro lado, se (z,t) € Vg X K, e (y,s) € [V\Vo] x K obtemos

lexp(i[Z(x,t) — Z(y,9)].Ce)| = |exp(—=[®(t) — ®(5)]€ — sl¢|[(x — y)* — (R(t) — B(5))7])]
exp(€|[d — kR? + rd?))

IA

IA

exp(|¢|[d — K(R* — d?)))

IA

exp(l€]fs? — 1)) < 1

Logo,pelo item a. do lema 2.4.2, existe uma constante M = M(V,W) > 0 que depende
do subconjunto fechado V x W tal que

A

lexp(i[Z(2,t) — Z(y,8)].Ce)Wenn] < MV, W)(1+5%6%) "G (5¢)

IN

MV, W)(1+6%¢*)7", (2.4.89)

se (z,t) eV x K, e(y,s)e[V\V] x K.
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Sendo v > 2, a estimativa (2.4.89) implica

T2z, )] < M [ (1+6%€?) "Dy  sup |w(y,s)|dE
R™ (y,8)EVXW

< MV, W)Co(K) sup |w(y,s)| [ (1+06%€%)7"de

(y,s)EVXW R™
< MV K k) [ (1 0% g
< M(V,W,K,kv) (2.4.90)

onde M(V,W,K,k,v) é uma constante que depende de V x W, K, k, v. Com as equacdes
(2.4.84),(2.4.85),(2.4.86), (2.4.87) e a desigualdade (2.4.90), conseguimos provar a desigualdade
(2.4.80).Como o inteiro v > 7, a estimativa (2.4.89) nos permite aplicar o teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue na equagao (2.4.88) como segue.
hm IO [z, t) = hm J2(x,t)
= lim(27)~ / / exp(i[Z(z,t) — Z(y, 8)].Ca) e 0 dy Aw(y,s) A dE
™ J0,0 X [V\ Vo]
— lim(2m)" / / exp([Z(2,1) — Z(y, $)].Cx)Ce(Ce) T2 dy A wo(y, s) A de
CHO ™ Jy0,0 X V\Vo o

Usando uma notagao andloga & dada em (2.4.47) podemos escrever :

_ 1m eXp [Z(l‘,t)—Z(y,S)]CH)
— lim(2m)" / /WXVWO GelC) dy Ny, s) A i

1+
_ - —m eXp [Z(.I‘, t) - Z(ya 3)}4‘&) w s
e [ e dy Ny, 5) A Gy
_ -m eXp(Z[Z(Z‘,t) B Z(y78)]Cm)
= (2m) / [m v 0ty dy A w(y, s) Ad, (2.4.91)

Para continuar a demonstracao lembramos dois fatos. O primeiro fato :

W(y’ 5) + X(l - Ay)l’@gdﬁ[ﬂ](ya S) = dﬁ[u](yv 3) = dﬁ[(l - Ay)yagxﬂ](yv 5);

O segundo fato: como vy ¢ C K temos

1+

Considerando estes fatos obtemos

(2m)™ /m / y SRUZ@ 1) = D ) g p (1 - A0 defE(y, 5) A dGe = 0
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lg% [&e(l’,t) _ (27r)7m/ /WO . exp(i[Z(ﬂs,t) — Z(y,S)]Cn) dy A dﬂ[(l . Ay)yagxﬂ](y,S) AdC

R™ (1+¢2)

—m exp(i[Z(z,t) — Z(y, $)].Cx)
—en ) ERIE A ey, ) A des

As igualdades acima provam a validez de (2.4.81) m

Lema 2.4.4 Eriste uma constante M(V,W,K,k,v) >0, que depende do subconjunto fechado
limitado V x W, do compacto K C W e dos inteiros k,v € Z, tal que

If (2, t)] < MV, W,K.kv), (z,t) € Vg x Ky, |o|<k—2v-1 (2.4.92)
Além disso, se (z,t) € Vg x I?K e para qualquer « € N™, onde |a| < k—2v —1, podemos escrever
1in(1) IT (z,t) =

- (27)™ exp(i[Z(x,t) — Z(y,s)].C) s
- e /m /Vl,exﬂw 1+ 2y dy Adc[u)(y, s) AdCe.  (2.4.93)

Demonstragao . Fixamos qualquer o € N™ onde |a] < k — 2v — 1. Para qualquer

(z,t) € Vg x K, denotamos o dominio de integracao da integral dada em (2.4.79) com o simbolo

D(w,t)- Isto é,
Dy = {(f,s,y) ERM"XW xV:is€my, 0= %} , (2.4.94)

onde o caminho retificdvel ;9 queliga tg e t estd contido em W g . e seu comprimento é limitado

por uma constante que depende de W. Isto é, |y1.4| < C1(W). Seotrio (£, s,y) € D 1), podemos

lexp(ilZ (2, t) = Z(y,9)].Co)l = Jexp(=[@(t) — ®(s)]€ — wlé][(z — )* — (D(t) — ©(5))*)]
< Jexp(—[@(t) — @(s)]€ + wle|(2(2) — @ (5))?])]
< Jexp(—[¢][@(t) — D(5)]0 — 5(D(t) — B(s))7])|
< 1L

Logo,pelo item a. do lema 2.4.2, existe uma constante M(V,W) que depende do subcon-

junto fechado V x W tal que

IA

lexp(i[Z(z,t) = Z(y, 5)]-Ce) Vern,v| MV, W)(1+6%€*) 7" Ge(5¢)

IN

MV, W)(1+ 6%¢*)7", (2.4.95)
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se (x,t) € Vg x K. e (§,5,9) € Dz ). Sendo v > 7, a estimativa (2.4.95) implica

ldefu]] [ MV, W)L+ 66%) " |71,ld€

[I7c(z, )] < D™ sup
xW Rm™

<\

< C1(W)D™ sup |dz[u] MV, W)(1 + 62¢%)7vd¢
VxW R™

< MV,W,K, k,v) (2.4.96)

m

Com a estimativa (2.4.96) acabamos provando (2.4.92).Como o inteiro v > 7,

a desigualdade
(2.4.95) nos permite aplicar o teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue na equagéo (2.4.79)

como segue.
lim 17 (v,t) =

e—0

lim (27) " / / EDUIZ(2.0) = 20 )G Vees dy A delul(y.5) 1 d
™ J Ay 9 XR™

exp(i

= 11rn 2m)™™ /Rm /71 . exp(i[Z(x,t) — Z(y, $)].Ca) Ve dy Ade[u](y, s) AdE
= -m .’IJ t) (y78)]Cn)

B /Rm /Yl oXV (1—|—<E)V dy/\dl:[u}(yvs)/\dgn

- —m exp(i[Z(2,t) — Z(y,5)]-(x) Al s

N /Rm /71 o XR™ (1+C,%)V dy/\dL[ ](y’ )/\d<“

Com a ultima igualdade terminamos provando o limite (2.4.93) m

Ultima parte da demonstracao do teorema 2.2.7. Com os dois lemas anteriores
2.4.3-2.4.4 prosseguimos a demonstracao do teorema 2.2.7. Das desigualdades (2.4.80)-(2.4.92),

segue-se
0% (2,t)] < MV, W,K,kv), V(a,t) € Vi x K., Y|a| <k—20—1. (2.4.97)
Pela proposigao 2.2.3, sem perder a generalidade podemos assumir que

ILP0%v.(2,t)] < MV, W,K,kv), V(x,t) € Vi x K., Y|a|+ |8 <k—1. (2.4.98)

Visto que os campos vetoriais 8%1, ceey ax , Ln,...,L, geram o fibrado tangente complexificado
CT(R™ x R™),podemos considerar as de&gualdades dadas em (2.4.97),(2.4.98) para aplicar o
teorema Ascoli-Arzeld sobre subconjuntos compactos convexos = C Vg X [A(H. Mas, pela

eqlicontinuidade requerida no teorema de Ascoli-Arzeld, precisamos reduzir em uma ordem de

%)



derivacdo obtendo uma funcao v € C¥2V=2(Vp x int [I/(\' «); C), tal que, fixando quaisquer varidveis

a, B,onde |a|+ 8| <k —2v —2, a colecio de funcdes {LP9%v.} converge uniformemente, sobre
cada subconjunto compacto convexo de = C Vg x IA(,Q, a fungio LPO%v, que é continua sobre

qualquer subconjunto compacto convexo = C Vg X IA(K,. Isto, conforme a proposigao 2.2.4, implica

_9lim %v(q) =0, sep€ ZEN[Vrx K], |a|<k—2v-2
E3q—p

As equagoes (2.4.81), (2.4.93), nos permite representar v(x,t) como segue

cwo=eo [ [ SR Sy o1 - 8, 5) s

—m exp(i[Z(z,t) — Z(y, 5)].Cx) B Vo s
wemf [ = dy Al — B, Xy, 5) A dG
2m)”

m exp(i[Z(z,t) — Z(y, 8)].C) - B
/]Rm /VI,BXRM 1+ 2y dy Nde[(1—Ay)"xul(y, s) Ad¢.  (2.4.99)

Assim acabamos a demonstragao do teorema 2.2.7 ®
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Simbologia

o As varidveis

T = (xla s 7x777«)> Y= (yla -~7ym); 5 = (517 "75777«) € Rm7 t= (t1>"atn)as = (517"a5n) € Rn’
z = (Zla"'7z7n)a C: (Cla---anL) € (Cm; a = (0617...Oé»m) € va ﬁ: (ﬁla-”aﬁn) € Nnv

onde |a|=ai+ +am; |Bl=05+ -+ Fn-
e Os subconjuntos dos espagos R™, R™, R™ x R™ C™
RY=R"xR"n>2 U=VXWCR"XR", KCW ....cooviiiiiiiiiiiin.. 10, 22,22

VR C V0 GV e 22

T ={¢ €C™: (= Culz, t,y,8,8) =€+ iklé|[Z(x,t) — Z(y,s)], EER™} ..o 40

ST ST Whions Koo 15,15, 15,15
D DI o e 16,16
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e As fungoes especiais

DR = R, D = (Bl y D) oo e e e e e e e e e e 10
Zi(x,t) =2 005(1), 5 = Ly oo M 11
Z(x,t) =X 4 0P(E) = (21, o3 Zm) e e e e e e 21

X E O (VR 22

Ge(€) = exp(— €4 ) 22

Eo(2) = (em) 2 exp(—€ 1 22) o 22
T =T (2,t,y,5,€) = " (14 k& €] [, + 900 () — Yo — Gh0(8)])erveeenneeeiieii e, 40
T =T (0,5, =1+ ) = (A + G4+ C) €L 40
e = Ve (@, 6,9,5,8) = T) TRGe(C)onvonne e 40
V(T8 ) oo 24

e Os espacos de fungoes

HEV X F); HE(V X W)y ZE(F) e 13,13,13

e Os numeros reais constantes

ColK); Ry Or(W ) e e e 21,22,50
D= sup |[z—yl; d= sup [P(8) = P(t)].«cverrernie 22,22
z,yeV s,teW
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e Os campos vetoriais, as formas diferenciais e os operadores diferencias

0 K09 0
— - e L= e Tl 1
©T ot i ot, Oz’ et 0
j=1
o conjunto {L L 9 i} é uma base de CT(RY) 11
] Tyevny n,axl,...,axm .............................
o conjunto {dZi, ...,dZy,,dt1, ...,dt,} é uma base de CT*(RN)............................. 11
defu] := > Loudt, ue CHRN;C) oo 12
=1
dr ANde[u] =Y LANdT Al oo 23
=1
ACy = dCur A o A dCrm = TI™ | (1 + GKE €| s + i (8) — Yo — iy (8)])dEL A oo A Ao 40
dy ANde[u) Adéy :=Y2(x,t,y, s, &) Z Lou(y,s)dyAds, NdE| oo 40
=1
0 0
O = ()" o () s LP = LP' L LPr 022, 22
2= ) o) ,
0 0
ﬂ — P 51 - Bn 22
oy (62?1) ...(atn) ....................................................................
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