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Abstract

In this work we find an explicit formula for Whitehead group of the three-
dimensional crystallographic group T, in terms of the Whitehead group of virtually
infinite cyclic subgroup of I'. This work contain others results, in particular we give
the classification modulo isomorphism of the virtually infinite cyclic subgroups of a
3-crystallographic group. Also we construct a model for universal (T', VC(I'))-space

which is valid for Euclidean n-space R".

Key words: Whitehead group, Crystallographic groups and K-theory.



Resumo

O principal resultado desse trabalho é descrever uma férmula para o grupo de
Whitehead de um grupo cristalografico em dimensao trés. Também construimos um
(', VC(I))-espago universal n-dimensional e damos a classificagao , médulo isomor-

fismo, dos subgrupos virtualmente cicilcos infinitos de um grupo 3-cristalografico.

Palavras chave: Grupo de Whitehead, Grupos cristalogrédficos e K-teoria.
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Introducao

O principal resultado desse trabalho é descrever uma férmula para o grupo de
Whitehead de um grupo cristalografico em dimensao trés, isto é, explicitamente, o
grupo de Whitehead de um grupo 3-cristalografico é dado pela seguinte soma finita:

Wh) = & Wha),
GEVCo(T)
onde G < I', é um subgrupo maximal virtualmente ciclico infinito do grupo 3-
cristalografico I'. Tal féormula sé foi possivel gracas a Conjectura do Isomorfis-
mo para K-teoria de Farrell-Jones [14], a qual, é verdadeira para grupos cristalo-
graficos. Esta conjectura, diz em linhas gerais que é possivel calcular os K-grupos
mais baixos de um grupo I' mediante o “conhecimento” dos K-grupos dos subgru-
pos virtualmente ciclicos de I', através de um apropriado “Assembly map” (para a
defini¢ao de grupo virtualmente ciclico ver defini¢ao 0.2.5).

Uma consequéncia interessante dessa formula é que existem grupos 3-cristalografi-
cos I' com Wh(T") infinitamente gerados, respondendo assim a uma questao enviada
por F. T. Farrell a P. Ontaneda. Damos como exemplo o grupo 3-cristalogréafico
[' = Pmm x 7, para o qual, Wh(I') = Nily(Z[Ds]), que é infinitamente gerado.

A maior parte desse trabalho é dedicado a construgao de um (I', VC(I'))-espago
universal, a determinagao dos grupos de isotropia das n-células desse espaco e ao
calculo dos grupos Ef] (termos da sequéncia espectral) necessarios para aplicar a
Conjectura do Isomorfismo de Farrell-Jones. A abordagem é bastante geométrica e
isto, nos pareceu mais apropriado que uma abordagem puramente algébrica como
foi feito em [24] para determinar a K-teoria mais baixa de um grupo cristalogréfico

em dimesao dois. Acreditamos que geometricamente chega-se aos resultados de [24]



mais rapidamente.

O trabalho contém outros resultados, em particular, damos a classificacao |,
modulo isomorfismo, dos subgrupos virtualmente cicilcos infinitos de um grupo 3-
cristalografico. Também, a construcao do (I', VC(T'))-espago universal, é vélida para
n-espacos Euclideanos IR™, nao s6 para IR?.

Dividimos o trabalho em duas partes: No Capitulo 0 fazemos as consideragoes
minimas necessarias para a compreensao do Capitulo 1. Este, por sua vez, esta
dividido em seis se¢oes. Na Secao 1, apresentamos os resultados obtidos. Na Secao
2, construimos um modelo para o (I', VC(I"))-espaco universal. Na Secao 3, clas-
sificamos, médulo isomorfismo, os subgrupos virtualmente cicilcos infinitos de um
grupo 3-cristalografico. Na Secao 4, calculamos os grupos de isotropia das n-células
do (I, VC(I'))-espago universal. Na Segao 5, calculamos os grupos EZQJ necessarios
para aplicar a Conjectura do Isomorfismo de Farrell-Jones [14]. Na Secao 6, prova-
mos os resultados da Secao 1.

Meus sinceros agradecimentos ao Professor Juan-Pineda pelas informagoes ac-
erca da K-teoria de alguns grupos finitos e pelo esqueleto da prova do Lema 1.6.2,
ao Professor Stratos Prassidis por informagoes acerca da K-teoria de alguns grupos
finitos, por sugestoes a redagao do trabalho e pela avaliagao do mesmo, ao Professor
Tom Farrell por ter sugerido o problema, pelo esqueleto da prova do Lema 1.5.4 e
pela avaliacao do trabalho, ao Professor Pedro Ontaneda o qual foi alicerce e estru-
tura na realizacao desse trabalho. Agradeco também aos Professores, funcionarios e
companheiros de trabalho do departamento de matematica, também & CAPES por

ter financiado meus estudos.



Capitulo 0

Preliminares

0.1 Algumas definicoes e proposicoes em K-teoria
algébrica

Nesta secao , definimos os grupos K;(R), damos alguns exemplos de tais grupos
e enunciamos algumas proposi¢oes em K-teoria algébrica. As referéncias para esta

segao sao essencialmente [28] e [9].

O grupo K|

Definicao 0.1.1: Seja R um anel. Um mddulo projetivo a esquerda sobre R é um R-
modulo P com a propriedade que qualquer homomorfismo de R-mdédulos sobrejetivo

a: M — P, tem um inverso a direita §: P — M.

Proposicao 0.1.2: Seja R um anel. Um R-mddulo P € projetivo se e somente se P
é isomorfo a um somando direto em um R-modulo livre. Este é finitamente gerado

e projetivo se e somente se € isomorfo a um somando direto em R", para algum n.

Proposicao 0.1.3: Seja S um semigrupo comutativo (ndo necessariamente tendo



uma unidade). Eziste um grupo abeliano G (denominado de grupo de realizagdo de
S e denotado por G(S)), junto com um homomorfismo de semigrupos ¢ : S — G,
tal que para qualquer grupo H e homomorfismo de semigrupos ¢ : S — H, existe

um unico homomorfismo w : G — H com ¢ = wep.

Definigao 0.1.4: Seja R um anel com unidade. Definimos Ky(R) como o grupo
de realizagdo (no sentido da Proposigao 0.1.3) do semigrupo ProjR das classes
de isomorfismo de médulos projetivos finitamente gerados sobre R, isto é, Ky(R) =

G(ProjR). Aqui ProjR é considerado um semigrupo com a operacao “soma direta”.

Exemplo 0.1.5: Se R é um corpo, entao, qualquer R-médulo finitamente gerado é
um R-espaco vetorial finitamente gerado. O qual tem uma base e uma dimensao bem
definida. Esta dimensao é invariante por isomorfismo de médulos. Assim, vemos
que ProjR = IN, o mondide aditivo dos ntimeros naturais. Desde que o grupo de
realizagao de IN é Z, isto é, G(IN) = Z, Ko(R) = 7, com o isomorfismo induzido

pela dimensao ProjR — IN. Mais geralmente temos:

Proposicao 0.1.6: Se R é um PID (dominio de ideais principais), todo médulo pro-
jetivo finitamente gerado sobre R € isomorfo a R™ para algum unico n, denominado

de posto do mddulo. Consequentemente Ko(R) = Z.

Para qualquer anel R com unidade, existe um tnico homomorfismo de anéis
i : ZZ — R que manda 1 na identidade de R. Pela Proposicao 0.1.6, K(Z) = 7,
entdo, obtemos o mapa i, : Z — Ky(R), (K é um functor). A imagem desse

mapa é um subgrupo de Ky(R) gerado pelos R-mddulos livres finitamente gerados.

Definigao 0.1.7: O Ky-grupo reduzido de R, denotado por Ky(R), é definido como
o quociente Ky(R)/i.(ZZ).

Comentario histdrico

Para muitos matematicos, o termo K-teoria nao sugere a K-teoria algébrica, mas

sim a K-teoria topoldgica, uma teoria de cohomologia excepcional sobre espacos



de Hausdorff compactos definida usando espagos vetoriais. Se Vect(X) denota o
monoide das classes de isomorfismo de fibrados vetoriais localmente triviais sobre X
com a operacao soma de Whitney, o elemento zero desse monoide é o fibrado vetorial
de posto zero. A K-teoria topoldgica de X ¢ definida por K°(X) = G(Vect(X)).
Se X é conexo a K-teoria topolégica reduzida é definida por K°(X) = Ker(posto :
KX) — 7).

A conexao entre fibrados vetoriais e moédulos projetivos que resulta na conexao
entre K-teoria topoldgica e algébrica é dada na seguinte proposicao devido a Swan
(ver [28] p. 34).

Proposicao 0.1.8:  Seja X um espaco topologico compacto e Hausdorff. Se-
ja R = C™(X) o anel das fungoes continuas de X em IR (com multiplicacio e
adi¢do pontual). Se E L. X ¢ um fibrado vetorial localmente trivial sobre X, seja
I'(X,E) ={s: X — E tais que po s = 1x}, o conjunto das se¢oes continuas de p.
Observe que I'(X, E) € naturalmente um R-mdédulo, o qual, é projetivo e finitamente
gerado. O mapa E ~~ (X, E) induz um isomorfismo da categoria de fibrados veto-
riais localmente triviais sobre X na categoria de R-mddulos projetivos finitamente

gerados. Também, induz um isomorfismo K°(X) — Ky(R).

Uma aplicacao de K, a topologia resolve a seguinte questao: Quando é que
um espac¢o X finitamente dominado é homotopicamente equivalente a algum CW-
complexo finito? Esta questao foi respondida por C. T. C. Wall em uma importante
série de artigos. Os trabalhos de Wall sobre o problema de finitude foram motiva-
do em parte pelo trabalho anterior devido a Swan sobre a questao de quando um
espago finitamente dominado X com grupo fundamental = = m;[X] e recobrimento
universal X homotopicamente equivalente a uma esfera, pode ser homotopicamente
equivalente a um CW-complexo finito. Swan, observou que pelo menos em situagoes
particulares, uma obstrucio em Ko(Z[r]) desempenha um importante papel. Wall,

mostrou que a dificuldade para o problema da finitude reside no grupo KO(Z[W]).

A obstrucao de Wall ocorre em muitos problemas em topologia geométrica, tal

como a questao estudada por Siebenmann: Quando uma variedade nao compacta é



homeomorfa ao interior de uma variedade compacta com fronteira?

O grupo K; e o grupo de Whitehead

Seja R um anel com unidade. Denotaremos por GL(n, R) o grupo das n X n

matrizes invertiveis sobre R. Mergulhamos GL(n, R) em GL(n + 1, R) através do

0 o ) -
homomorfismo a — 8 L Denotaremos por GL(R) a uniao infinita (ou limite

direto) dos grupos GL(n, R). Note que GL(R) é um grupo.

Chamamos uma matriz de elementar, se esta tem 1‘s na diagonal e no méaximo
um elemento nao zero fora da diagonal. Mais precisamente: se a # 0 € R e
i # j,1 < i,j7 < n, definimos uma matriz elementar e;;(a) como sendo a matriz
n x n com 1‘s na diagonal, com “a” na (i, j)-posi¢ao e com 0‘s nas outras entradas.
O subgrupo gerado por tais matrizes é denotado por E(n, R). Veja que E(n, R)
mergulha em E(n+1, R) de maneira usual. A unido infinita dos F(n, R) é denotada

por E(R), e usualmente denominado de grupo das matrizes elementares.

Proposicao (lema de Whitehead) 0.1.9: Para qualquer anel R, o subgrupo
comutador [GL(R), GL(R)| de GL(R), coincide com E(R). Em particular E(R)
¢ normal em GL(R) e o quociente GL(R)/E(R) é o quociente maximal abeliano
GL(R),, de GL(R).

Definicao 0.1.10: Se R é um anel com unidade, definimos o grupo K;(R) como
sendo GL(R),, = GL(R)/E(R), isto é, K1(R) é o “abelianizado” de GL(R).

Definicao 0.1.11: Seja G um grupo e Z[G] o anel integral de G. O grupo de
Whitehead de G, denotado por Wh(G), é definido como o quociente de K;(R) pela
imagem de {#+¢g;9 € G} C GL(1,R) C GL(R) em K;(R).

Exemplo 0.1.12: Se R é um anel Euclideano, mostra-se que K;(R) = GL(1, R) (ver
28]). Assim se G = {1} é o grupo trivial, entdo, Z|G| = Z e K,(Z|G]) = {1, —1}.
Portanto Wh(G) = 0.



Comentario histdrico

Na década de 40, J. H. C. Whitehead deu uma interpretacao geométrica do
conceito de equivaléncia de homotopia: Seja X um espaco topoldgico. Diremos que
X’ é uma expansao elementar de X, se X’ é obtido de X colando-se uma n-célula D™
ao longo de uma (n — 1)-célula do 9D™. Escrevemos X / X’ ou X'\, X. Também
dizemos que X é um colapso de X’. Note que X é homotopicamente equivalente
a X'. Dizemos que X é simplesmente homotdpico a Y se existe uma sequéncia de
expansoes e colapsos que comece com X e termine com Y. Escrevemos X 7\ Y.

Certamente homotopia simples implica equivaléncia de homotopia.

O conceito de homotopia simples é mais geométrico que o de equivaléncia de
homotopia, e J. H. C. Whitehead estudou o seguinte problema: Equivaléncia de ho-
motopia implica homotopia simples? J. H. C. Whitehead mostrou que isto depende

de Wh(m[X]).

Sejam (K, L) e (K', L) pares de CW-complexos tais que L é retrato por de-
formacao forte de K, K’. Definimos (K,L) ~ (K',L) se K\, K'rel L, isto é,
se existir uma sequencia de operagoes, cada uma das quais consistindo de uma
expansao ou colapso, tal que, K deforme em K’ sem remover células de L. De-
notamos a classe de (K, L) por [K,L]. A adicao entre as classes é definida por
[K,L] + [K',L] = [K U K',L], onde K Uy K’ é a unido disjunta de K e K’,
identificados pela identidade sobre L. Defina o grupo de Whitehead de L como
Wh(L) = {(K,L)}/ ~, onde ~ é a relagdo acima citada. Wh(L) é um grupo

abeliano com a operagao acima definida.
Proposigao 0.1.13:  Os grupos Wh(L) e Wh(m[L]) sao isomorfos.

Portanto, “ homotopia simples” coincide com “equivaléncia de homotopia” se
e somente se Wh(m[L]) = 0. Por exemplo: Como Wh(1)=0 (ver exemplo 0.1.12),
“homotopia simples” coincide com “equivaléncia de homotopia” quando L é sim-

plesmente conexo.



O grupo de Whitehead também aparece em topologia geométrica: Seja W uma
variedade compacta com bordo M; [[ Ms. Dizemos que W é um cilindro homotdpico
sobre M; (ou M;), se My e M, s@o retratos por deformagao de W. Se M; (ou M,
ou W) é simplesmente conexo também chama-se h-cobordismo. Na década de 60
Smale provou que todo h-cobordismo de dimensao > 5 é de fato difeomorfo ao
cilindro M; x [0,1]. Particularmente M; é difeomorfa a M. O resultado de Smale
implica a conjectura de Poincaré em dimengao > 6. Por este trabalho Smale recebeu
a medalha Fields. Quando M; (ou M, ou W) nao é simplesmente conexo, o teorema
de Smale nao vale. Para cada cilindro homotépico W sobre M, existe um elemento
em Wh(m[M]), chamado tor¢ao de Whitehead de W, 7(W), tal que, 7(W) = 0 se

e somente se W é um cilindro.

K-grupos em dimensoes altas

Os grupos K, e K; entram na sequéncia exata
K\(R,T) = Ki(R) — Ky(R/T) — Ko(R, I) — Ko(R) — Ko(R/I),

onde R é um anel e I C R é um ideal de R. No inicio dos anos 70 Milnor definiu o

grupo K. Se R é um anel e [ C R é um ideal de R, K, entra na sequéncia exata
Ky(R,I) — Ky(R) — Ko(R/I) — Ky(R,I) —

Ki(R) — Ki(R/I) = Ko(R,I) — Ko(R) — Ko(R/I).

Dai, iniciou-se a procura pela definicao de K-funtores altos K;, i > 2 com a pro-
priedade de sequéncia exata. No entanto, por um tempo pareceu nao ser possivel um
esperado funtor K;, i > 2. Esta situagao mudou dramaticamente com o trabalho de
Daniel Quillen ainda na década de 70, com o qual ganhou medalha Fields em 1978.
Quillen teve a idéia que deveria tentar construir os K-funtores altos nao um a um,

mas sim, todos de uma sé vez, como grupos de homotopia de um espago topolégico.



K-grupos em dimensoes negativas

Uma consequéncia do teorema de Bass-Heller-Swam (ver [28]) é que para qual-

quer anel R,
Ko(R[t]) = Coker(K (R[t]) ® Ki(R[t™']) — Ki(R[t,t7'])),

onde R[t], R[t™'], R[t,t'] sdo aneis de polindmios. Isto motiva a seguinte defini¢ao

indutiva:

Definigao 0.1.14: Para um anel R com unidade, K_;(R) é definido como sendo o

cokernel do mapa natural
Ko(R[t]) ® Ko(R[t™']) — Ko(R[t,t71]).
Definimos K_,(R) como sendo o cokernel do mapa natural

K1) (R[t]) ® K_(un)(R[t™]) — K_u-1y (B[t t7)).

Para uma interpretacao geométrica dos K_; (usando pseudoisotopia) ver [1].

0.2 Breve caracterizacao dos grupos cristalograficos

Daremos nessa se¢ao uma breve caracterizacao dos grupos cristalograficos. Tais
grupos sao de interesse tanto de matematicos quanto de fisicos e quimicos. De
fato, foram os fisicos os primeiros a classificarem os 230 grupos cristalograficos em

dimensao trés. As referéncias para esta se¢ao sao essencialmente [29], [30] e [36].

Seja E(n) o grupo dos movimentos rigidos do espaco Euclideano IR". Sabemos
que todo movimento rigido consiste de uma rotagao J € O(n), seguido por uma
translagao 7, por um vetor a de R", onde O(n) denota o grupo das matrizes

ortogonais, (matrizes tais que J~! = J'). Escrevemos um movimento rigido como
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(J,74). Portanto E(n) é o grupo de Lie O(n) x IR", com a multiplicagdo dada
por (J,7)(J', 1) = (JJ',Typra)- A aplicagao (J,7,) — J define uma aplicagao

7 : E(n) — O(n). Note que Ker(m) estd formado por translagoes.

Defini¢ao 0.2.1: Um grupo cristalogrifico de E(n) (ou grupo n-cristalogréfico), é

um subgrupo discreto e uniforme (isto ¢, cocompacto) de E(n).

Se I é um grupo n-cristalografico, temos a sequéncia exata 1 — H — ' & F —
1, onde F = 7(T") é finito, e H = Ker(m) é isomorfo a Z".

Proposicao 0.2.2: Um grupo abstrato A € isomorfo a um grupo n-cristalogrdfico
se e somente se A tem um subgrupo abeliano normal livre A* de posto n e indice

finito o qual € abeliano maximal em A.

Esta proposicao caracteriza os grupos n-cristalograficos I' sobre IR" como ex-
tensdes 1 — H — I' — F — 1 do grupo H, isomorfo a Z", pelo grupo finito
F < O(n), onde H é normal e abeliano maximal em I". Denominamos H de rede de

I' e F de grupo ponto de I'.
A proposicao a seguir é conhecida como restri¢ao cristalogrdfica.

Proposicao 0.2.3: Seja F' < O(n) um grupo ponto de um grupo n-cristalogrdfico.
Seja v € F um elemento de ordem m. FEntio n > ¢(m), onde ¢(m) denota o
numero de inteiros 0 < d < m, primos de m. Assim se n = 2,3 tem-se as sequintes
possibilidades: m = 1,2,3,4,6.

Proposicao 0.2.4: Se F' € o grupo ponto de um grupo 3-cristalografico I', entdao F
¢ trivial ou isomorfo a um dos sequintes grupos: As, Sy, Ay X Zo, Sy X Zo, Zy, Z; X
o, D, Dy X Zo,i = 1,2,3,4,6, onde Z; denota o grupo ciclico de ordem i, D; o
grupo diedral de ordem 2i, S,, o grupo das permutacoes de ordem n! e A, denota o

grupo alternado de ordem n!/2 (ver [30]).

Definicao 0.2.5: Um grupo G é virtualmente ciclico se este é finito ou contém um
subgrupo ciclico infinito de indice finito. Ou seja, existe uma sequéncia exata curta

de grupos 1 - H —- G — F — 1, com F finito e H isomorfo a Z. Denotaremos o

11



conjunto dos subgrupos virtualmente ciclicos de um grupo I por VC(T).

Uma descrig¢ao geral de um grupo virtualmente ciclico infinito é dada na seguinte
proposicao devido a P. Scott e T. Wall, [29].

Proposicao 0.2.6: As condicoes sequintes sobre um grupo G finitamente gerado

sao equivalentes:

(1) G tem um subgrupo normal ciclico infinito de indice finito (isto é, 0 — H SR
G5 F — 1 € exata onde H € isomorfo a Z e F € finito).

(2) G tem um subgrupo normal finito com quociente Z ou Zy * Zy = Dy.

(3) G = Fxg com F finito, quando o quociente é Z ou G = A xc B, com C finito
e|[A:C|=|B:C|=2, quando o quociente é Zy  Z.

Proposicao 0.2.7: Considere a sequéncia exata 0 - H — G — F — 1, onde G
é um subgrupo virtualmente ciclico infinito do grupo n-cristalografico I'. Entao G

deiza invariante ao menos uma reta em IR".

0.3 Uma breve contextualizacao da conjectura do
isomorfismo de Farrell-Jones

A conjectura do isomorfismo de Farrell-Jones [14] diz que a K-teoria algébrica
de Z[I'] pode ser computada, através da K-teoria algébrica dos subgrupos virtual-
mente ciclicos do grupo T', via um apropriado “assembly map”. Em [14] Farrell
e Jones provam essa conjectura para a K-teoria algébrica baixa de grupos discre-
tos cocompactos agindo propriamente e descontinuamente por isometrias sobre uma
variedade Riemanniana simétrica, simplesmente conexa com curvatura nao positiva.

As referéncias para esta se¢ao sao essencialmente [1], [14] e [16].

Notagao : Seja I' um grupo, e seja X um ['-espaco (a esquerda), i.e. I' age sobre
X. Se S < T é um subgrupo, entdao X = {z € X;sx = z para todo s € S}, isto
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é, X° é o conjunto de pontos fixos por S. Se z € X, entdo I'* é o subgrupo de
isotropia que fixa z, isto é, I'* = {g € I'; gz = x}. Mais geralmente: Seja B C X
um subespaco. Entao I'P é o subgrupo de isotropia que fixa (pontualmente) B, isto
6, TP =N,z Também, I'® = {g € I';gB = B}, isto ¢, I'® ¢ o subgrupo
que deixa B invariante. Se I' age sobre outro espaco Y, X=rY significa que X é

I'-homeomorfo a Y.

Vamos agora descrever a “maquinaria” de Farrell-Jones para “calcular” a K-
teoria do anel inteiro Z[I'] de um grupo I', em termos da K-teoria dos subgrupos
virtualmente ciclicos de I'. Esta “maquinaria” é um tanto complicada, e demanda

do leitor um pouco de paciéncia.

(V,C)-espago universal

Definigao 0.3.1: Seja C um conjunto (nao vazio) de subgrupos de I'. Entao X é
dito C-contrdtil se e somente se X° é nao vazio e contratil para todo S € C. Ainda

mais, X é C-livre se e somente se ['* € C para cada x € X.

Definicao 0.3.2: Uma acao celular de I" sobre um complexo celular regular X, é

uma acao que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Para cada v € I', 0 homeomorfismo  — vz mapeia célula em célula.
(2) Para cada célula (fechada) o de X, I'®) =T,

Neste caso, note que I' = I'*| para cada = € Int(c). Consequentemente, {I'?; o
¢ uma célula de X }={I'";z € X}.

Definigao 0.3.3: Uma classe de subgrupos C de I é dita completa se e somente se

esta é fechada com respeito a subgrupos e conjugacoes.

Definigao 0.3.4: Seja I' um grupo e seja C uma classe de subgrupos de I'. Um
(I, C)-espago universal é um CW-complexo regular Z junto com uma agao I' X Z —

Z, que satisfaz as seguintes propriedades:
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(1) Para cada v € T' 0 homeomorfismo Z — Z dado por z — 7(z) é celular. Ainda

mais, para cada célula o € Z, se y(0) = o, entdo, v|,= inclusao.
(2) Para cada z € Z temos I'* € C.

(3) Para cada G € C o conjunto de pontos fixos de G x Z — Z é um subcomplexo

de Z nao vazio e contratil.

Proposicao 0.3.5: Seja C uma classe completa de subgrupos de I'. Entao existe
um (T, C)-espago universal para essa classe. Ainda mais, o (T',C)-espago universal

¢ unico salvo I' homotopia.
Exemplos 0.3.6: Seja I' um grupo qualquer.
(1) Se C = {todos os grupos de I'}, entdo Z = {ponto} é um (I', C)-espago universal.

(2) Se C = {0} < I' é o subgrupo trivial de I'; Z é um (I", C)-espag¢o universal, entao,
Z = BT, o recobrimento universal do espaco classificante BT, com acio [-celular is-

to é, I" age livremente e propriamente descontinuamente sobre Z. Logo m(Z/T") =T.

()-espectros

Definigao 0.3.7: Um Q-espectro consiste de uma sequéncia bi-infinita ¢, = {¢; :
J € Z} de subespagos com ponto base, junto com equivaléncias fracas de homotopia
{h; : ¢ = Q+1}, denominado de mapa estrutura para o (2-espectro. Aqui Q.

denota o espacgo dos lacos de (,.

Definicao 0.3.8: Para qualquer inteiro k£ o k-grupo de homotopia do Q2-espectro (.
é denotado por m((,) e é definido como sendo o grupo de homotopia m4;({;) para

algum inteiro j satisfazendo k£ + j > 0.

Definigao 0.3.9: Um mapa de Q-espectros r, : (, — (., consiste de uma colecao de
mapas {r; : (; — (}} tais que (Qr;11) o h; é homotépico a b’ or; para todo j. Um
mapa de (2-espectros é dito uma equivaléncia fraca se este induz um isomorfismo so-

bre os grupos de homotopia do 2-espectro, e este é denominado de uma equivaléncia
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se existe um mapa inverso de Q-espectro 7, : (, — (, tal que cada composigao de

l' T,-

mapas 1; o 1y, 17

o r; ¢ homotdpico ao mapa identidade.

O funtor pseudoisotopia estavel

Se X é uma variedade e i > 0 um inteiro, denotamos por P’(X x ]R’) 0 espaco
das pseudoisotopias topoldgicas h : X x IR x [0,1] — X x IR’ x [0,1], as quais sdo
limitadas no fator IR” e tém suporte compacto no fator X, isto é, h : X xIR"x[0,1] —
X xIR" x [0, 1] é um homeomorfismo tal que h|x xrixo =inclusio, e existe um niimero
a > 0 tal que para todo (z,%,t) € X x IR" x [0,1], tem-se que |y — 3| < «a, onde
h(z,y,t) = (2/,y/,t'). Note que, se I? denota o produto cartesiano de [0, 1] g-vezes,
entdo, existe um mapa inclusdo P°(X x I? x IR') — P’(X x I9' x IRY), obtido
fazendo-se o produto de qualquer pseudoisotopia topoldgica h : X x 17 x IR x 0,1] —
X x 17 x R" x [0,1] com a identidade I — 1.

Definigao 0.3.10: Definimos P;(X), i > 0 como sendo o limite direto lim P’(X x

q—00

I x RY). Para os inteiros i < 0 ponha P;(X) = Q7"Py(X). Assim definimos
P(X) ={Pi(X);i e Z}.

Em [19] o autor mostra que P;(X) = QP;11(X) (onde = denota equivaléncia de
homotopia) e que P.(X) é um Q-espectro.

P.(X) pode ser definido para CW-complexos localmente finitos, obtendo assim
um funtor P, : CW — (2 — espectros), da categoria dos CW-complexos localmente
finitos a categoria de (2-espectros. Pode-se mostrar que P, () é um funtor homotdpico
(ver [19]).

A relagao entre P,(X) e K-teoria algébrica mais baixa é dada pela proposi¢ao

abaixo devido a Anderson e Hsiang [1].

Proposicao 0.3.11:



O assembly map

Definicao 0.3.12: Um mapa p: E — B é dito uma fibracao de Serre, se este tem

a propriedade do levantamento de homotopias para pares (X, A) de CW-complexos.

Definicao 0.3.13: Um mapa f : E — X é uma fibracao simplicial estratificada, se

existir uma triangulacao K para o espago X tal que:

(1) Para cada simplexo A € K, o mapa f : f7'(A — 0A) — (A — 9A) é uma
fibracao de Serre.

(2) Para cada simplexo A € K, existe um colar ¢ : 0A x [0,1] — A, para 0A em
A com ¢(0A x 0) = OA. Ponha U = Imagem (c). Existem também retratos por
deformagao r : Ux[0,1] - UdeUem dAer : f~HU)x[0,1] — f~HU) de f~H(U)
em f~1(OA) tal que f(r'(p,t)) = r(f(p),t) e r(c(z,s),t) = c(x, (1 —t)s), para todo
pe f[FYU), x € DA e s, t €[0,1].

Seja f : ' — X uma fibracao simplicial estratificada e K a triangulacao corre-
spondente. Seja KV a primeira subdivisao baricéntrica da triangulacio K e seja C,
CW — (Q—espectros pontuados) um funtor homotépico qualquer. Para cada inteiro
j defina o espaco (;(f) como sendo o espago quociente (g ¢ (f7HA)) X A)/ ~
onde a relagao ~ simplesmente identifica (;(f~'(A’)) x A’ com sua imagem em
G(fH(A)) x A sob o mapa induzido pela inclusao A’ C A. Note que X pode ser
identificado com o subespaco ((Uacxa Ia X A)/ ~ de (;(f), onde Ix é o ponto base
do espago (;(f'(A)) (por exemplo, se ¢, = P, o ponto base de P;(f~1(A)), j >0

é a pseudoisotopia identidade).

Definigao 0.3.14: O espectro de homologia H.(X, (.(f)) para X com coeficientes
(torcidos e estratificados) em (.(f) é a colegao de espacos {H;(X, (. (f)),i € Z}
definido por Hz (X, C*(f» = hm]—>oo Qj (CJ—FZ(f)/X)

O espectro de homologia H,. (X, (.(f)), é um Q-espectro. O k grupo de homologia
Hi (X, (f)) para X com coeficientes torcidos e estratificados em (,(f) é definido
como sendo o k grupo de homotopia do Q2-espectro H..(X, (.(f)).
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Proposicao 0.3.15: Seja f: E — X uma fibracao simplicial estratificada. Entao:
(1) O espectro de homologia H.(X, (. (f)) € independente da triangulacao K.

(2) Euziste uma sequéncia espectral com 52]- = H,(X,m;¢.(f)) a qual converge para
Hiyi (X, 6(f)). Aquim;C(f) denota um sistema estratificado de grupos {m;C.(f~(z));
x € X} sobre X, onde m;¢.(f 1 (x)) € 0 j-grupo de homotopia do Q-espectro (. (f~!(x)).

Os mapas inclusdo {f7}(A) € E;A € KO} induzem os mapas (;(f~1(A)) —
¢;(E), os quais, por sua vez, induzem os mapas ¢; : (;(f) — (;(E). Mostra-se que
¢;(X) é o ponto base de (;(E). Defina A; : H;(X,(.(f)) — ¢;(E) como sendo o
limite direto quando ¢ — oo da composi¢ao Q*((4i(f)/X) ¥ (Bay) Q((i(E)) =
G(E). A colegao de tais mapas denotados por A, : HL (X, (.(f)) — ((E), é um
mapa de Q-espectro (ver [14]), o qual é denominado de Assembly map, para o funtor

¢+()-

Proposicao 0.3.16: Se f : E — X ¢é uma fibragdo simplicial estratificada, o As-
sembly map A, : H. (X, ((f)) — C(F), € independente da triangula¢ao K.

A conjectura do isomorfismo de Farrell-Jones

Seja I' um grupo e X um espago tal que m[X] = I'. Seja X o recobrimento
universal de X e seja I' x (X x A) — (X x A) a acio diagonal. Defina p : £(X) —
B(X) como sendo o quociente da projegdo candnica X x A — A sob aacao de T,
e defina f : £(X) — X como sendo o quociente da proje¢ao condnica XxA—X

sob a acao de I'.

Proposicao 0.3.17: p : £(X) — B(X) € uma fibracao simplicial estratificada.
Cada fibra p~'([2]) de p, é um recobrimento conexo Xy de X, onde Xy = X/H e
H =T%. Note que m(p~'([2])) = m(Xy) = I'*. Mais ainda p : £(X) — B(X) €

univocamente determinada salvo homotopia da fibra e homotopia de X .

Conjectura do isomorfismo de Farrell-Jones para o funtor P,.() 0.3.18: Seja
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P.() o funtor pseudoisotopia. Entao, para todo grupo (discreto) I', o mapa

Pu(f)oAx
HL(B(X), P.(p)) == Pu(X)
é uma equivaléncia de -espectros, onde A, é o Assembly map para a fibracao
simplicial estratificada p : £(X) — B(X), e P.(f) é a imagem do mapa f : E(X) —
X sob o funtor P,().

Proposicao 0.3.19: Seja I' um grupo e M uma variedade Riemanniana simétrica
simplesmente conexa com curvatura seccional K < 0. Suponha que existe uma acao
propriamente descontinua cocompacta de grupo, I' x M — M por isometrias de

M. Entao a conjectura do isomorfismo de Farrell-Jones vale para I'.

Corolario 0.3.20: A conjectura do isomorfismo de Farrell-Jones vale para grupos

cristalograficos.
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Capitulo 1

Uma férmula para o grupo de
Whitehead de um grupo
cristalografico tridimensional

1.1 Apresentacao dos resultados

Lembre que um grupo I' < O(n) x IR™ é n-cristalografico se I" age propriamente

descontinuamente, cocompactamente e por isometrias sobre IR".

Seja I' um grupo e G < I, isto é, G é um subgrupo de I'. G é um subgrupo
maximal finito de I', se G < G’ < I" com G’ finito, implica G = G’. Analoga-
mente, definimos um subgrupo maximal virtualmente ciclico infinito de I'. Escreva
F(I") para o conjunto das classes de conjugacao dos subgrupos maximais finito de
[, e VO (I') para o conjunto das classes de conjugacdo dos subgrupos maximais

virtualmente ciclico infinito de I'.
Nosso principal resultado é

Teorema 1.1.1: Seja I' um grupo 3-cristalogrdfico. Entao
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Whl) = & WhG).
GEVCoo(T)

Ainda mais, a soma direta na férmula acima é finita.

Corolario 1.1.2:  Seja I um grupo 3-cristalogrdfico. Entao, Wh(I') € infinitamente
gerado, se e somente se, I' contém um subgrupo mazximal virtualmente ciclico infinito
G com Wh(G) infinitamente gerado.

Exemplo 1.1.3: Considere o grupo 2-cristalografico Pmm. Este grupo é gerado
pelas translacdes 7.,(p) = p +e;, p € R?, e; = (1,0), ex = (0,1) e pelas reflexdes
em torno dos eixos x e y. Entao Zs X Zs é um subgrupo de Pmm. Portanto
Uy x Mo x 7 é um subgrupo do grupo 3-cristalografico I' = Pmm x Z. De fato,
o x o x % é maximal pois Zy x Zy x % = T'®) (ver Lema 1.5.1) e a acdo de
Ao x 2o x 7 sobre Res é cocompacta. Também, pela formula-Bass-Heller-Swan
(ver [28], p. 152) Wh(Zy x %o x 7) = 2 Nily(ZL[Zy x 7Ls)), o qual é infinitamente
gerado (ver Lema 1.6.2). Portanto o Corolario 1.1.2 implica que Wh(Pmm x Z) é

infinitamente gerado.

Corolario 1.1.4: Seja I' um grupo 2-cristalogrdfico. Entao

2Nily(Z[T) =2 | @ Nil(Z[F))

1.2 Um modelo parao (I', VC(I'))-espago universal

Nesta se¢ao construiremos um modelo para o (I', VC(I'))-espaco universal, onde
[' é um grupo cristalografico e VC(I') é o conjunto dos subgrupos virtualmente

ciclicos de T'.

Seja I' um grupo n-cristalografico. Entao, I' entra na sequéncia exata curta de
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grupos 0 — T LT 5 F —1com T isomorfo a Z" ¢ F um subgrupo finito de
O(n). Os elementos em T sao translagoes. Para h € IR" escrevemos 7,(z) = = + h,
para todo x € R". Seja H = {h; 7, € T}. Entdao H < IR" é um subgrupo aditivo
de IR™.

Note que para v € ', vz = (py)x + b, py € O(n), b € R™ (ndo necessariamente
em H). Note também que se h € H e~y €T, (py)h € H. De fato: v = Jz + b,
para todo x € IR", onde J = py € O(n). Entao vy~ lz = J 'z — J~'b, para todo
r € R". Temos que y7,y' € T' (pois I é um grupo). Mas (y7,7 Yz = x + Jh.
Assim vyt = 75, € T, que implica (yp)h = Jh € H.

Defina C" := IR"/ ~, onde x ~ y < x = +y. Portanto, C™ é homeomorfo a
C(IRP™1), o cone aberto sobre o espago projetivo real IRP" L. O wvértice de C™
é o ponto [0] € C". Um subconjunto da forma {[Az],\ € IR}, z # 0 é denominado

um rato de C™.

Note que todo elemento [r] € C™ tem uma “norma” bem definida || [z] || =
l|z|| = || — = ||, que satisfaz || [A\z] || = |A\|||z|], A € R. Note também que I' age sobre
C™ via p: v[z] = [(py)z]. Consequentemente I' age sobre C™ x R": ~([z],y) =

(vzl,vy) = ([(py)z], vy)-

Para cada h € H < R",h # 0, escreva I, = Rh = {th,t € R} e L, = {I,
reta em IR™;1 || I,}. Note que £;, é homeomorfo a IR"™" (considerando £ com a
topologia quociente). Escreva também £ = (J, ., L. Observe que I' age sobre L,

pois, se I || I, entdao v || lpyyn, h € H,y € T.

Escreva A = {Ly,h € H}. Observe que I' age sobre A: 7L, = L), (esta bem
definida pois, I || ln,h € H, entdao Yl || lgyn, h € H,v € I'). Em particular, se y é
uma translagao entao vL, = Ly, para todo h € H. Desde que py € F' e F' é finito,
temos que as orbitas I'Ly, de £, sao finitas, para todo h € H. Enumeremos essas

orbitas: Aq, Ag, As, ... entao:

(1) Cada Ay é finita.
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(2) TA; = Ay

(3) Up A = A

Para cada | € L defina ¢(l) € C", a altura de [, da seguinte maneira: Se
[l € L, entao [ || I, para algum h € H logo existe k tal que £, € Aj. Defina
c(l) = [ﬁ} € C™. Note que c(l) esta bem (e unicamente) definida. Note também
que ve(l) = ¢(yl) e que ¢ é constante sobre cada Lj,.

Para | € £, escreva | = {c(I)} x I € C™ x IR™. Pensamos [ como a reta | C R"
levantada na altura c¢(l) € C™. Defina £ = {I,1 € L}, e £, = {I,] € L,}. Note que
L= Unen L;,. Entdo £ é um conjunto de “retas” disjuntas em C™ x IR™. Isto é, se
Loise L,oulyNily=0ouly =ls.

Finalmente, defina A = C" x R"/ =, onde * & y < 2 = y ou 2,y € [, para
algum [ € L, isto é, A é obtido de C™ x IR" identificando cada reta em £ com um

ponto.

Seja Y = ;s € C"xIR™. Entao 'Y =Y e I((C"xIR")-Y) = (C"xIR")-Y.
Assim a acao de I' sobre C" xIR" induz uma acao de I' sobre A. Sejaw : C"xIR" — A
o mapa de colapso, e escreva Z = Y. Entao I'Z = Z e I'(A— Z) = A— Z. Note
que (C" xIR") =Y = A— Z. Desde que £ = J, .y L, entao Y = Uner(Uiez, ).
Consequentemente Z = 7Y = {J,cpy 7Yn = U ey Zn, onde V3, = Uiefh le Z, =7Y5.

A acao de I sobre Z

Desde que as componentes conexas de Z sao os Zp, temos que: ou yZ, = Z, ou
vZ, N Zy = 0, para v € T'. Considere 'Zr) = {yeT;vZ, = Z,}. Note que [%n) =
[(£n) = D) Nés queremos estudar a agao de I'Zr) sobre Zy,, ou equivalentemente,
a acdo de I'“») sobre £;,. Para isto precisamos de um homeomorfismo explicito
entre £, e R™™'. Defina oy, := (I)* € R™, isto é, ay é o (n — 1)-espaco ortogonal
a reta gerada por h. Entao para todo [ € L, definimos p; como o Unico ponto tal

que {pi} := 1N ay. Escreva ¢(l) = p;. E facil verificar que ¢ é um homeomorfismo
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entre £y e oy, =2 IR™'. Seja v € I'. Entdo existe J € O(n),a € R" tal que
yr = Jx + a, para todo x € IR". Escrevemos v = (J,a). Entdo v € I'“») se e
somente se, Jh = £h. Isto implica que JI, = I, e Jay, = ay,. Assim, J|,, 1 ap — oy
e J|a, € O(ay) (o, com o produto escalar de R"™). Escreva a = ag + Ah, com
ag € ay, isto €, ag = Proj,, a. Defina 5 : a; — oy, por 7 := ©yp~t. Portanto

temos o diagrama comutativo:

L, L Ly
Ly Lo

5
ap — O

Um simples célculo mostra que § = (J|q,, ao), assim T'(“»)

age por isometrias so-
bre L, onde consideramos L como um espaco vetorial com produto escalar obtido
identificando £, com oy, C IR". Ainda mais, esta acao é cristalografica, isto é, pro-

priamente descontinua e cocompacta (ver [14]).

A triangulacao de A

C™ e IR" sao I'espacgos PL, portanto C™ x IR" é um I'-espaco PL. Seja 7 uma
triangulacao ['-equivariante de C™ e 7z uma triangulacao ['-equivariante de IR". Seja
T a estrutura celular sobre C™ x IR” com células produto o¢c X o, 00 € Tc,0r € Ti.
Entdo, 7 é [-equivariante. Podemos supor que cada Yj, ¢ um subcomplexo de
C™ xIR™ (pois sua projecao em C” é um ponto). Portanto 7 induz uma triangulacio

['-equivariante 7 sobre A com as seguintes propriedades:
(1) Cada Z;, é um subcomplexo de A.

(2) Se ¢ é uma k-célula aberta em A — Z =p (C™ x R") =Y, entdo 0 = 0}, X o',

k=it
(3) A agdo de T é regular: yo = 0 = & = x, para todo = € 0.

Dizemos que uma 1-célula o}, em C™ é uma célula raio, se o, esta contida num
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raio de C".
Teorema 1.2.1: ' x A — A é um (', VC(I'))-espaco universal.
Prova: Devemos verificar as seguintes propriedades:

(1) A pode ser equipado com uma triangulacao K tal que I' x A — A é uma agao
simplicial. Ainda mais, se para v € I' e A € K tivermos que y(A) = A, entao

7| a=inclusao.
(2) Para qualquer p € A temos que I'? € VC(I').

(3) Para cada subgrupo G € VC(T') temos que AY é um subcomplexo nio vazio
contratil de K.

Para verificar (1), note que A/T" é um espago C'*-estratificado e pode portanto
ser triangulado. Agora defina K, triangulacao para A, como um levantamento da

triangulacao para A/T.

Para verificar (2), primeiro note que se p € A — Z entao I'’ é um grupo
finito. Por outro lado, se p € Z, entdao, p € Zj,, para algum h € H. Assim,
[? ={y el :v(¢g+Rh) = ¢+Rh}, onde 771 (p) = ¢+IRA. Portanto I'” age propri-
amente descontinuamente e cocompactamente sobre a reta g + IRh por isometrias;

consequentemente, I'? € VC(T).

Finalmente verifiquemos (3). Primeiro considere o caso onde G € VC(I') contém
um elemento g € G de ordem infinita, isto é, G contém translacdes. Entdo A% N
(C" x R") —Y) = 0. Assim AY C Z. Ainda mais A C Z,, onde h € H 6 tal
que 7, € G. Seja | = a + IRh a reta tal que Gl = [, isto é, G < ', Também
(1] € Z, ¢ Z C A. Desde que Gl = [, temos que G[1] = [1], isto é [I] € A®. Segue
que A% £ 0.

Note que G < I'“n) e A% C Z, é precisamente o conjunto de pontos fixos de

Zn,

acdo de G sobre Z,. Sabemos que a acdo de I'“») sobre Z, ¢ linear (de fato, é

cristalografica). Assim A% = e Ald} e cada A9} 6 um espaco vetorial. Portanto
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AC & contratil.

Considere agora o caso onde F' € VC(I') é finito. Se F' é um grupo finito, entao,

existe yo € IR” tal que Fyy = yo. Portanto ([0], o) € AT

Agora provemos que A é contrétil. Desde que 7 : C" x IR™ — A é um mapa
celular, é suficiente provar que B = 7~ 1(AF) é contratil. Sem perda de generalidade,
podemos supor que yop = 0 € IR", isto é, F0 = 0. Entao, todo f € F' é linear. Seja
R" = Ey & E; @ E> uma decomposicao ortogonal tal que:

(1) F|Eo = 1E0'
(2) By ={y € R"; fy = +y para todo f € F e existe f € F tal que fy = —y}.
(3) By = (Ey @ Ep)*.

Seja PE; C RP™! a projetivisagao de E; C R" e C(PE;) C C(RP™) =C"
o cone de PE;.

Afirmagao 1: B = {[C(PE;) UC(PE1)] x Eo} U{Uer.pi ! }-

Prova: Considere By = BN[(C" x R") = Y] e B, =BNY. Entdao B = B, [| Bo.
Note que, se ([z],y) € [C(PEy) UC(PE))] x Ey, temos Fy =y e Fr = +x. Assim
([z],y) € By. Note também que By = BNY = ;e gy [. Portanto

{[C(PE)UC(PE)] x Eoyu{ |J [}cB

Reciprocamente, se ([z],y) € By, entao Fy =y e Fr = +x. Assimy € Ey e x € Ey
ou Fi. Logo [z] € C(PEy) UC(PE). Portanto ([z],y) € [C(PEy) UC(PE;)] x Ej.

Isto prova a afirmacao .

Afirmacao 2: Se Fl =1, entao INEy # 0. Ainda mais, oul C Ey oul C Ey +y,

Prova: Desde que Fl =1 e F' ¢ finito, existe a € [, tal que Fla = a. Assim a € Ej,
e segue que [ N Ey # 0.
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Suponha que | ¢ Ey. Sabemos que [ || I, para algum h € H. Entdo, y + h € [,
onde {y} = I[N Ey. Desde que fy =y para todo f € F, temos que F(y+h) = y=+h.
Como existe um f € F tal que f(y + h) = y — h, segue que fh = —h para algum
f € F. Assim h € E,. Portanto, [ C Fy + y. Isto prova a afirmacao .

Sel C Ey, l ||l = Rh, h € Ey. Entao c¢(l) € C(PEy). Assim, se a € [ temos
(c(l),a) € C(PEy) x Ey. Logol C C(PEy)x Ey. De outra forma, se | C E;+y, [ || I,
h € Ey. Assim ¢(l) € C(PE,). Sea € [, entao (¢(l),a) € [C(PEy)UC(PE,)] x Ey se
e somente se a € FEy, isto é, a = y. Portanto, IN[C(PEy)UC(PE,)] x Ey = {ponto}.
Agora considere o mapa celular B — B/ ~, onde ~ colapsa cada reta [, a um
ponto p;, onde | é tal que | C Ey1 +y, {y} = [N Ey. Mas, para cada [, temos
IN[C(PE)UC(PE,)]x Ey = {ponto}. Assim [B/ ~] %, [C(PEy)UC(PE})]x E,.
Desde que [C(PEy) U C(PE})] x Ey é contratil e B — B/ ~ é um mapa celular,
temos que B é contratil. Também, porque m é um mapa celular temos que A’ é
contratil. Isto prova a propriedade (3). Portanto I' x A — A é um (I, VC(I'))-

espago universal. Isto prova o teorema.

1.3 Subgrupos virtualmente ciclicos infinitos em
dimensao treés

Nesta se¢ao calcularemos, modulo isomorfismo, os subgrupos virtualmente ciclicos

infinitos de um grupo 3-cristalografico.

Seja G um subgrupo virtualmente ciclico infinito do grupo 3-cristalografico I'.
Lembre-se que G deixa invariante uma reta [ em IR?, isto é, G < T'® (ver Proposicdo

0.2.7), e G age cocompactamente sobre [. Assim temos duas possibilidades:

(1) G age por translagoes e por reflexdes sobre [, isto é, G tem uma acao diedral

sobre [.

(2) G age apenas por translagdes sobre I.
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No primeiro caso termos a sobrejecao G — Dy, e no segundo caso temos a

sobrejecao G — Z. Em qualquer caso, temos
0—-F—>G2H-0,

onde H é isomorfo a Dy, ou Z, p(g) = g|; : | — 1, e F, é o subgrupo de todos
elementos g € G, que fixam [ pontualmente, isto é, g|; = 1;. Assim, F' age sobre
um plano « ortogonal a [ (escolha qualquer plano ortogonal a [). Pela restrigao
cristalogréfica (ver Proposigao 0.2.3), segue que F' ¢é trivial ou isomorfo a Z; ou D,

1 =2,3,4,6. Analisemos os dois casos separadamente.

H= Dy

Entdo, G tem uma acdo diedral sobre I. Escreva Do, = Z$ % Z5, onde a e
b sao reflexdes em torno dos pontos p,, py € I, p, # pp respectivamente. Assim
G =G%*+pG® onde G* = p~ YY), G* = p~Y(Z5) e F — G, F — G sdo inclusdes
(ver [29], p. 178).

Lema 1.3.1: Sejam F' e G como acima. Entao

(1) F tem indice dois em G* e em G, isto ¢,

Go/F| = |GY/F| = 2.

(2) G® e G sdo as isotropias de p, e p, Tespectivamente, isto é, G* = Gira} ¢
Gb = Gipe}

Prova de (1): Ver Proposi¢ao 0.2.6 (3).

Prova de (2): Seja a € G, tal que p(a) = a. Se g € G*, entdo g = f ou g = af,
para algum f € F. Desde que @, f € G{Pa}_ segue que g € G1P<}. Reciprocamente, se
g € G1P} | gp, = p,. Portanto p(g)(pa) = pa. Assim p(g) é a identidade ou a € D,
Isto prova G¢ = G{ra}. A prova de G* = G} é andloga.

Teorema 1.3.2: Seja G um subgrupo de um grupo 3-cristalogrdfico. Suponha que

G tem uma acdo diedral sobre uma reta l. Entdo, G € isomorfo a G* xp G®, onde
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as possibilidades para (F,G* G°) sao mostradas na tabela abaizo.

I <<
trivial /A /o
/e y/” y/m
Dy y/m
Dy Dy
23 s /5
D3 U
D3 D3

/M Uy X Mo | 2y X Uo
D, Uy X o
D, D,

/i U X W | e X 2o
Dy /R
Dy Dsg

D, Dy X Zo | Doy X X
D, Dy x Xy
D, D,

D5 Dy x Xy | D3 x 2o
D4 D4 X Zg D4 X ZQ
Dg D¢ X o | Dg X Zio

Observacao : Na tabela acima ndo damos as inclusdes F' < G® ou F' — G® pois
nao ¢é dificil mostrar que se ¢; : F — G%, iy : F' — G* sao um a um, entao existe
© € Aut(G*) tal que is = ¢ o4;. Analogamente para G®. Portanto a classe de

isomorfismo G p G® nao depende em particular das inclusées.

Prova: Suponha que G age cocompactamente sobre a reta [. Pela discussao acima,
0 F— G2 U, —0eG=G"xp G, onde:

(1) F é trivial ou isomorfo a Z;, D;, i = 2,3,4,6.
(2) F tem indice dois em G* e G°.

(38) F={g € G;gli =1}, G* = Gire} e G* = GI?} para algum p,, py € I, pa # Do-
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Desde que G*, G* fixam um ponto em IR?, G* G® sdo isomorfos a um dos
seguintes grupos ZHZ@ X ZQ’Di,DrL’ X ZQ,A4,A4 X 22,54,54 X Zg,i = 273,4,6.

Por (1) e (2) temos as seguintes possibilidades, mostradas na tabela abaixo:

6 | &
trivial /a5 /5
/e y/m y/m
Dy y/m
Dy Dy
/e /a0 /s
Ds /e
Ds D3

/M Uy X U | iy X 2o
D, 2y X o
D4 D4
/R U X U | e X 2o
Dy e X o
D6 D6
Dy Dy X Zo | Doy X Xy
D, Dy x Xy
D, D,
2y X Uo | Dy X 2o
D, Uy X o
Uy X Mo | 2y X Uo
Ds Ds x Zo | Dy X Xy
Dy Dy x 2o | Dy X %o
Dsg D¢ X Xy | Dg X 2o

O grupo Z, x Zs, age por isometria sobre IR* de uma tinica maneira (médulo
conjugacgao ). Isto é, o fator Z, fixa uma reta [ pontualmente e age sobre um plano
a ortogonal a l~, por rotacoes. O fator Z, age trivialmente sobre & e por reflexao
sobre I. Note que a tnica reta em IR? fixada (como conjunto) por Zy x sy é [. Se
F =Dye G*ou G = %y, x s, entdo Zs, age trivialmente sobre o e por reflexdes
sobre a reta [. Também 7Z, age trivialmente sobre [ e por rotacoes sobre a. Mas,

por (3) acima, devemos ter Dy = 74, 0 que é uma contradigao . Portanto, os grupos
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(ZLy X o) xp, (Zy X Ws), (Zy X o) *p, Dy € (Zy X o) *p, (Dy X Zs) nao ocor-
rem geometricamente como subgrupos virtualmente ciclicos infinitos de um grupo

3-cristalografico I'. Isto prova o teorema.

H=7Z

Entao, G age apenas por translagoes sobre [ e entra na sequéncia
0>F—G2%H-—0,

com F' trivial ou isomorfo a Z; ou D;, i = 2,3,4,6. Assim G = Fxp = F x, Z para

algum automorfismo ¢ : F' — F (ver [29], p. 178).

Dar uma acao de 7 sobre F', significa dar um automorfismo ¢ de F. Como
a classificagao dos grupos Fxp = F X, Z ¢ modulo isomorfismo, ¢ deve ser um
automorfismo externo, isto é, ¢ € Out(F'). Ainda mais, se p; e s sdo conjugados

em Out(F), F X, % e F X, 7Z sao isomorfos. Um célculo direto mostra que:
(1) Out(F) é trivial, para F isomorfo a Zsy ou Ds.

(2) Out(F) = 7y, para F isomorfo a Zs, Zy, %, Dy ou D.

(3) Out(Dy) = Ds.

Note que D3 tem apenas trés classes de conjugacao : [1],[¢],[¢], onde

@ : Dy — Dy tem ordem 2 e ¢ : Dy — Dy tem ordem 3.

Quando é que um grupo da forma F' x, Z, com F' trivial ou isomorfo a Z; ou
D;, 1 = 2,3,4,6, ocorre como subgrupo virtualmente ciclico infinito de um grupo

3-cristalografico?

~

Para simplificar a notacio , assuma que ! é o eixo-z. Segue que a = [+ = IR?
R* x {0} € IR®. Assuma também que todo g € G é da forma g = (J,nes), J €
O(2) C O(3), n € Z, e3 = (0,0, 1) (isto significa gr = Jx + nes, para todo = € IR?)

e a agao de G sobre | = IRes é gerada por 7.,, onde 7., denota translagao por es.
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Como p é sobre, existe J € O(2) C O(3) tal que (J,e3) € G. Entao aacao de H = 7
sobre F' é gerada por conjugacio por gy = (J,e3), isto é, g5 ' fgo = J~LfJ = of.
Assim F' X, Z ocorre geometricamente se existir um J € O(2) tal que J~'fJ = of
para todo f € F.

Teorema 1.3.3: Seja G um subgrupo de um grupo 3-cristalogrdfico. Suponha que G
age cocompactamente, descontinuamente e por translacoes sobre uma reta l. Entdo

G € isomorfo a um dos sequintes grupos, mostrados na tabela abaizo:

P P
trivial /4
ZQ ZQ X
Zg Zg X
Zg N@Z
4 Y/ R//
Z4 N@Z
Z(; ZG X
ZG N@Z
D2 DQ /A
D2 N¢Z
D3 D3 X
D4 D4 /4
D4 NQPZ
D6 D6 X
D6 sz

onde ¢ #1 € Out(F), e para F = Dy, ¢ tem ordem 2.

Prova: Pela discussao acima, devemos determinar um automorfismo ¢ : F' — F' e
J € O(2) tal que J7'fJ = pf, para todo f € F.

Se F' é o grupo trivial, entao G = Z

Se F'=7;,1=3,4,6, entao Out(Z;) = Aut(Z;) = {1p, ¢}, onde
Zi = (t; ' =1) e ¢:Z; — Z;, definido por ¢(t) — t*~1. Portanto, geometri-
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camente, obtemos os grupos 7; My, =2 x 7, 1=2,3,4,06 tomando J = 1p2.
Também obtemos ZZ; %, Z, tomando J(x,y) = (z,—y), se i = 3, e J(z,y) = (y, x),
se 1 =4,06.

Se F' = Dy = {1,r,,r,,—1}, onde r,,7, denota as reflexdes em torno dos eixos

x,y respectivamente, e (-1) denota a rotagdo por 7, entao,
OUt<D2) = AU’t(DQ) = D3 = <Q0a ¢a ¢3 =1, 902 =1, (QDQS)Q = 1>

Desde que existem trés classes de conjugagoes em D3, [1],[¢] e [¢], existem no
maximo (moédulo isomorfismo) trés possibilidades: Dy x4 py Ly Do X, 7L, € Dy x4 ZL.
Mas, nao existe J € O(2) tal que J1(=1)J # (—1). Assim o grupo Dy x4 Z, nao
ocorre geometricamente. Portanto, existem apenas duas possibilidades: Dy X1,
2 = Dy x U e Dy ¥, 7, 0s quais, obtemos geometricamente tomando J = 12 e

J(z,y) = (y, z) respectivamente.

Se F' é isomorfo a Zy ou Ds, entdao Out(F') = 1 e obtemos os grupos Zs X Z e

D3 x 7 respectivamente.

Se F ¢ isomorfo a Dy ou Dg, entdao F = (s, t;¢* = 1,s* = 1, (st)? = 1),
i = 4,6, e temos Out(Dy) = Out(Dg) = {1,¢}, onde ¢(s) = s e ¢(t) = ¢t
1 = 4,6. Portanto, existem duas possibilidades: D; Xip, U =7 xUeD;x, 7,
1 = 4,6, e podemos mostrar que eles ocorrem geometricamente tomando J = 12 e

J(x,y) = (y, r) respectivamente. Isto prova o teorema.

1.4 Isotropia em dimensao trés

Nesta segao calcularemos os possiveis grupos de isotropia I'” = {y € I'; yo = o},
para ¢ uma célula aberta no (I', VC(I'))-espago universal A. Usaremos também os

seguintes fatos sobre um grupo 3-cristalografico I' e um subgrupo finito F' de I'.

(a) Se v € T" tem ordem finita, entdo 1 < |y| < 6. Isto é devido a restrigao

cristalogréfica (ver Proposic¢ao 0.2.3).
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(b) Se F é finito, entao F é trivial ou isomorfo a um dos seguintes grupos: Z;, D;, Z; X

ZQ, D; x ZQ, A4, 54, A4 X ZQ, S4 X ZQ7 1= 2, 3,4, 6 (ver PI‘OpOSi(}éO 024)

(c) Se F é isomorfo a um dos grupos Ay, Sy, Ay X 2o, Sy X Zs, entdo Fl # | para
toda reta em IR®, isto é, F ndo deixa nenhuma reta invariante. Em particular
(R*)F = {2 € R*; yo = =, para todo v € F} = {ponto} (ver [30], p. 48).

(d) Se F fixa um ponto x, e deixa invariante uma reta [ que contém x, (ou equiva-
lentemente, um plano « que contém (). Entao, por (b) e (¢) acima, segue que F' é

trivial ou isomorfo a um dos grupos Z;, D;, 2Z; X %o, D; X %, 1 = 2,3,4,6.
Noés vamos precisar do seguinte lema.

Lema 1.4.1: Seja G um subgrupo virtualmente ciclico infinito de um grupo 3-
cristalogrdfico I'. Se G deiza invariante duas retas diferentes, entao G € trivial ou
1somorfo a Z, Dy, Z X Zy ou Dy X Zs.

Prova: Suponha que £¢ D {I, l~}, com | # [, e G agindo cocompactamente sobre
I. Assim [ || I (se I,1 nfio estdo contidas num plano, G é trivial). Portanto G deixa
invariante o plano « que contém [, [. Ainda mais, G deixa invariante toda reta em «
que é paralela a [. Note também, que se g € GG age trivialmente sobre [, entao, g age
trivialmente sobre .. Seja 3 o plano que contém [ e é ortogonal ao plano a. Entao G
deixa invariante 3. Note que, se g € GG age trivialmente sobre (3, entao g age trivial-
mente sobre IR?, isto é, ¢ é a identidade. Assim G é um virtualmente ciclico infinito
agindo apenas sobre IR?. Portanto G é isomorfo a %, Do, Z X %y, Do X iy (ver [24]).

Isotropia de 0-células

O uma 0-célula em A e v € I'. Temos dois casos:

Seja o
Primeiro caso: ¢ C A — 7.

Lembre-se que A — Z é I'-homeomorfo a (C® x IR*) — Y. Entdo 0° = 02 x o¥%.
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Se v0¥ = 0°, temos que yo¥ = 02 e yo% = 0%. Como 7 fixa o ponto 0% em R?, 7

é uma rotacao . Assim temos duas possibilidades:

(1) Se 02 nao é o vértice [0] de C? (o vértice nao determina nenhuma dire¢ao ), v

fixa uma dire¢io em IR®) a direcdo determinada por o2 # [0]. Portanto, v deixa

invariante uma reta [ em IR? (a reta que passa por 0% e tem diregdo determinada
0 . o0 - . . .

por o). Por (d) acima, segue que I'”" é trivial ou isomorfo a um dos grupos

Di,Zi,Di X ZQ,Zi X ZQ, 1= 2,374,6.

(2) Se 2 é o vértice [0] de O3, 0% ndo determina nenhuma direcao em IR*. Neste
caso a lnica coisa que podemos dizer é que 7 fixa um ponto em IR®. Portanto, por
(b), [°° ¢ trivial ou isomorfo a um dos grupos Dy, 2, Ay, Sy, Dy X Ug, 2 X o, Ay X
Ty, Sy X Uy, i = 2,3,4.6.

Segundo caso: ¢° C Z.

Lembre-se que Z = | J;,cy Zn. Entao 0° C Z), para algum h € H. Se v0° = 0%, v
fixa um ponto em Z;,. Lembre-se também que um ponto em 7, é obtido colapsando

uma reta em C® x IR®. Seja [ a reta que colapsa em ¢°. Entdo [V = I'®.

Isotropia de 1-células

Seja o! uma 1-célula aberta em A, e v € I'. Temos dois casos:

Primeiro caso: ¢! C A — Z.

SIE .1 _ 0 1 1_ 1 0
Temos duas possibilidades: ¢* = 05 X o ou 0" = 05 X 0p.

0

(1) Suponha o' = ¢ x ok. Se yo!' = o!

, entdo Yok = o. Assim 7 fixa uma

reta pontualmente. Portanto, v deixa invariante qualquer plano ortogonal a esta
reta e age por rotacdo sobre esses planos. Por (d) acima, temos que [ é trivial ou

isomorfo a um dos grupos D;, Z;,i = 2, 3,4, 6.

1 0

(2) Suponha o' = o}, x 0%. Assim se yo! = o'

5 0 0 1
, entao yop = op € Yoo = 0.
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Portanto, v fixa um ponto em IR® e no méximo, uma direcio em IR* (a direcdo
determinada por um ponto em o, diferente do vértice [0]). Por (d) acima IV é

trivial ou isomorfo a um dos grupos D;, Z;, D; X o, 2 X Zso,i = 2,3,4,6.
Segundo caso: ¢! C Z.

Desde que Z = U,cpy Zn: ol C Z, para algum h € H. Entao, se yo! = o!, v
fixa pontualmente uma reta em Z,. Assim, ['' fixa no minimo dois pontos em Z.
Portanto " deixa invariante, no minimo, duas retas em IR®. Entdo, o Lema 1.4.1

implica que [ é trivial ou isomorfo a Z, Doy, Z X s, Doy X Zs.

Isotropia de 2-células

Seja 02 uma 2-célula em A e v € I'. Temos dois casos:

Primeiro caso: 02 C A — 7.

2 2

Temos trés possibilidades: 0% = 02 X 0%, 0% = 02 X 0% ou 6% = 0}, X oF,.

(1) Suponha 0? = 02 x 0%. Se y0? = 02, entdo yo% = 0%, e segue que v fixa um

. 2, . . .
plano em IR® pontualmente. Assim, I'"" é trivial ou isomorfo a Zs.

(2) Suponha 02 = 02 x 0%. Assim se y0? = o2, entdo o = 02 e yo¥% = o%. Logo,
~ fixa infinitas direcoes em IR?, e fixa um ponto em IR*. Entéo 7 deixa invariante no
minimo um plano em IR? e age sobre este (no méximo) por rotacio por 7. Também,
v age (no maximo) por reflexdo sobre a reta ortogonal a este plano. Portanto, re*

é trivial ou isomorfo a Zq ou Zoy X Zs.

1 1

(3) Suponha 0? = o}, X 0. Assim se yo? = o?

, entdo yok = ok. Logo, v fixa
uma reta em IR? pontualmente. Entdo ~ age (por rotacio ) sobre o plano ortogonal
a esta reta (se o}, determina a mesma dire¢ao que o). Portanto, 7" é trivial ou

isomorfo a um dos grupos D; ou Z;, i = 2, 3,4,6.
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2, . . ~ , , .
Note que, se I'?" é isomorfo a D; ou Z;, i = 2,3,4,6, entao o}, é uma célula raio,
e a diregio que o}, determina é exatamente a diregao de of. Neste caso, dizemos

que 0% = o X o é uma 2-célula especial.
Segundo caso: 0% C Z.

Desde que Z = J,,cyy Zn, entao 0% C Zy para algum h € H. Se yo? = o2, v fixa
Z, pontualmente. Entao v deixa invariante toda reta paralela a h. Desde que re’
age cocompactamente sobre [, segue que re age apenas sobre [;,. Portanto o ¢

trivial ou isomorfo a D, ou Z.

Isotropia de 3-células

Seja 0 uma 3-célula aberta em A e v € I. Como Z = J,,cpy Zn € Z), = IR?,

3 3 0 3

C A — Z. Assim, existem quatro possibilidades: ¢° = o X oy,

3 3

temos que o

03 =0l x 0%, 0% =02 X op ou 0 =0} X Y.

(1) Suponha ¢® = 6% x 03, Se y0° = 03, entdo o}, = 0. Assim 7 fixa todo R?

pontualmente. Portanto, I'° ¢ trivial.

(2) Suponha 0® = o}, x 0%. Se y0* = 03, entdo yo% = 0% e yo& = 0. Assim v
fixa pontualmente um plano « e fixa uma direcdo em IR®. Entdo v age trivialmente

~ 3, .« . .
ou por reflexao sobre a reta ortogonal a «. Portanto, I'" é trivial ou isomorfo a Zs.

(3) Suponha ¢® = 02 X 0}. Se y0? = 03, entdao yoj, = 0}, € yo0& = 0Z. Assim v fixa
uma reta pontualmente e fixa infinitas direcdes em IR?. Logo, v deixa invariante no
minimo um plano em IR? (um plano ortogonal a reta fixada por 7) e age sobre este

s . ~ 3, o e .
(no méximo) por rotagao por m. Portanto, ['"" é trivial ou isomorfo a ZZs.
(4) Suponha o3 = ¢} x 6%. Se vo? = 03, entao v0% = 0% e yol = of. Assim

~ fixa um ponto e fixa toda dire¢ao em IR®. Portanto, ['"° é trivial ou isomorfo a Zs.
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Isotropia de 4-células

Seja o uma 4-célula aberta em A e v € I'. Desde que Z = ey Z1 € Zp = IR?,

temos 0 C A — Z. Assim, existem trés possibilidades: 0% = o}, x 0%, 0t = 0% x 0%

4_ 3 1
ouoc® =og X 0p.

(1) Suponha o* = 0} x 0%. Se yo* = 0%, entdo o}, = 0%. Assim 7 fixa todo IR?

pontualmente. Portanto, " é trivial.

(2) Suponha 0% = 02 x 0%. Se yo! = 0%, entdo yo% = 0% e y02 = 0. Assim 7y

fixa um plano pontualmente. Portanto, [ ¢ trivial ou isomorfo a Zs.

(3) Suponha o* = 03, x ok. Se yo! = 0%, entdao yol, = ok e yol = of. Assim

fixa uma reta pontualmente e todas as direcoes em IR®. Portanto, I 6 trivial.

Isotropia de 5-células

Seja 0® uma 5-célula aberta em A e v € T'. Desde que Z = ey Z1 € Zp = R?,
temos 0° C A — Z. Assim, existem duas possibilidades: ¢° = 02 X 0% ou ¢° =

3 2
Oc XO'R.

(1) Suponha 0° = 0% x 0%. Se y0° = 0°, entdo Yo}, = 0%. Assim 7 fixa todo IR?

pontualmente. Portanto, 1" é trivial.

(2) Suponha ¢® = 0}, X 0%. Se y0° = 0°, entdo Yo% = 0% € Yo, = 02, Assim 7y

fixa um plano pontualmente e todas as direcdes em IR*. Portanto, " 6 trivial.

Isotropia de 6-células

Seja 0% uma 6-célula aberta em A ey € I'. Como Z = Jycpy Zn € Zp = R?,

temos 0® C A — Z. Assim 0% = 0}, x 0},. Se v0°® = 0%, entdao yo}, = o},. Portanto,
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6 , ..
7" é trivial.

1.5 Calculo dos Grupos H;(A/T, P.(p))

Lembre que uma célula o em A/T" corresponde a uma érbita I'G, & € A. Sabemos
que existe uma sequéncia espectral com &2 = H,(A/T', m,(P.(p))) (ver Proposicao
0.3.15), a qual, converge para H, ,(A/I",P.(p)). Estamos interessados no caso
p+q = —1. Pela Proposicao 0.3.11, por [8] e por [15], m,(P.(p)) =0, if ¢ +2 < —2.
Assim H,(A/T, 7,(P.(p))) = 0if g+2 < —2. Portanto, os possiveis termos diferentes
de zero na sequéncia espectral com p+ ¢ = —1 sdo: & _; = Ho(A/T,m_1(P.(p))),
£2_y = I (AT, 7 5(Pu(p) ¢ £y = H(A/T, 1 5(Pu(p))).

Calculo do termo 5&_1

0

Sejam o, e 0]1 0-células e 1-células em A, respectivamente. Considere a cadeia

celular associada ... «— Cy <> Cy « ..., para &y, onde Cy = &P, Wh(T?),
C1 =@, WHh(I%). Pelos calculos da Secdo 4 (isotropia de 1-células), " é trivial
ou isomorfo a um dos grupos Z, ZZ X 2o, Do, Doo X 2o, D;, i, 2 X 2o, D; X Zo, i =
2,3,4,6. Em [35], Whitehead mostra que Wh(F') = 0 se F' é trivial ou isomorfo a
Zi, i = 2,3,4. Em [8], Carter mostra que Wh(Zg) = 0. Em [3], Bass mostra que
Wh(Z) = Wh(Dy) = 0. Em [24], Pearson mostra que Wh(Z x Zy) = Wh(Ds X
Zy) = 0. Em [2], Bass mostra que Wh(F) = Z"9 + SK,(Z[F]), onde F é um
grupo finito, r é o niimero de representacoes reais irredutiveis de F' e ¢ é o nimero de
representagoes racionais irredutiveis. Por [23], Teoremas 14.1 e 14.2, SK,(Z[F]) =
0, se F' é isomorfo D;, D; X o, 2y X Xy, Uig X s, 1 = 2,3,4,6. Um calculo direto
mostra que r = ¢ para tais grupos. Assim Wh(I'”") = 0, entéo Cy = D, Wh(I%) =
0. Portanto,
E2_, = Ho(A/T,7_1(P.(p)) = P Wh(T?).
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Os seguintes lemas mostram que o termo £2 _; pode ser escrito em termos dos

grupos de Whitehead dos subgrupos maximais virtualmente ciclicos infinitos de T'.

Lema 1.5.1: Sejal € L e suponha que T'D ¢ um subgrupo virtualmente ciclico

infinito de . Se LTV = {1}, entdo T® € um subgrupo mazimal virtualmente ciclico
infinito de I

Prova: Suponha que G é virtualmente ciclico infinito e que 'V < G. Desde que G
deixa invariante no minimo uma reta [, temos ') < G < '@ entdo [ € £ = {l}.

Assim [ = [. Isto prova o lema.

Lema 1.5.2: Seja 0 € A e suponha que e’ ¢ um subgrupo virtualmente ciclico

de . Se T fiza apenas o°, entdo I ¢ um subgrupo maximal finito de I.

Prova: Suponha que F é um subgrupo finito de T' e que " < F. Como F ¢ finito,

0

este fixa no minimo um ponto 6° em A. Entao [ < F <T%°. Assim 0° = 5°. Isto

prova o lema.

Lema 1.5.3: Seja G um subgrupo virtualmente ciclico infinito de I'. Se Wh(G) # 0,

entio LY = {l}, ou equivalentemente, G = I'!, para alguma reta [.

Prova: Se £% D {l,l~}, l # 1, pelo Lema 1.4.1, G é isomorfo a Z, Do, Z X Zy ou
Do X Zs. Segue que Wh(G) = 0. Isto prova o lema.

Observe que I'*, z € Z, é um grupo virtualmente ciclico infinito (pois um ponto
em Z é obtido por colapso de uma reta em C® x IR?). Assim se Wh(I'¥) # 0, T'* é

maximal virtualmente ciclico infinito . Logo, podemos escrever
.= P wupr|e| P W,
FeF(T) GEVCo(T)

onde as somas sao feitas tomando-se um representante F', G para cada elemento em
F(T'), VC(I') respectivamente.

Os grupos A4, Sy, Ay x %o, Sy x s, agem sobre IR? fixando apenas um ponto

(ver 1.4 (d)). Assim, pelo Lema 1.5.2, esses grupos sdo maximais. Por [23], Teorema
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14.1, segue que Wh(Sy) = Wh(Sy x Zs) = 0. Por [23], Teorema 14.6, segue que
SKi(Z[A4]) = 0. Por 2], Wh(A4) = Z" 1@ SK,(Z]A,4]). Um célculo direto mostra
que r = q. Portanto, Wh(A4) = 0.

Lema 1.5.4: Se F'= Ay X Zy, entao Wh(F) = 0.

Prova: Lembre que Wh(F) = 7Y @ SK,(Z[F]) (ver [2]). Desde que os subgrupos
elementares de Ay x Zs sao ciclicos ou soma de subgrupos ciclicos de ordem 2, por
23], Exemplos 1 e 2 pagina 14, Teorema 5.3 e pagina 7, temos que SK;(Z[F]) = 0.
Agora o posto da parte livre de torgdo de Wh(F) é y = r — ¢, onde r é o nimero
de classes conjugadas de conjuntos {g,g '}, onde g estd em F e ¢ é o ntimero
de classes conjugadas de subgrupos ciclicos de F' (ver [22]). Os subgrupos ciclicos
(médulo conjugacao ) de Ay x Zs sao: O subgrupo trivial, trés subgrupos isomorfos
a s, um subgrupo isomorfo a Zs3 e um subgrupo isomorfo a Zg, num total de seis
subgrupos ciclicos. Por outro lado, em A, hé exatamente trés elementos de ordem
2 todos conjugados e oito elementos de ordem 3. Sejam a,b € A, com a® = b3 =1
e a,b nao triviais. Um célculo direto mostra que a = b? ou a e b sdo conjugados.
Logo, h4 seis classes conjugadas de conjuntos {g, g~ '} em Ay X Zsy. Portanto, r = ¢
e Wh(Ay x Zs) = 0.

Em vista de Wh(F) = 0, se F' é um subgrupo finito de um grupo 3-cristalografico
I', podemos escrever

&= P wha.

GeVC(T)

Calculo do termo 5227_3

. . . 8
Considere a cadeia celular associada ... < C} «— Cy « ..., para £ _,, onde

C1 =@, K_(Z[T%]) e Cy = @, K_(Z[17%]). Pela Segio 4 (isotropia de 2-células),
[ é trivial ou isomorfo a Z;, D;, Z ou Do. Temos por (3], que K_1(Z[G]) =0, se
G éisomorfo a Dy, Z, Do, ou Zs, i = 2,3,4, e que, K_(Z[%¢]) = 7. Por [24] temos
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que K_1(Z[G]) =0, se G é isomorfo a D3 ou Dy e que, K_1(Z[Dg]) = Z. Assim, é

suficiente estudar o caso no qual 02 é uma 2-célula especial. isto é, 0% = o} X ok,

onde ¢}, é uma célula raio que determina a mesma dire¢ao que of.

No que segue, a barra denota o “fécho” do conjunto.

Lema 1.5.5: Seja 0? = 0, X 0p, 02 = 04 X 05 2-células especiais. Se o N G2 €
uma 1-célula da forma 0%, x o'}y, entio o = 6%, € 0, G4 estao num mesmo raio

de C8.

. 7252 — 50 /1 1 =1 ; 1 o5l ;
Prova: Desde que 02 N 62 = 0/ X 0’ temos o, = 0p. Assim o5 e 6 determina a
mesma diregao que oy = G5. Portanto o}, e 6 estdo num mesmo raio. Isto prova

o lema.

Segue do lema acima que a unica 2-célula especial que contém uma célula da
forma [0] x o}, é a 2-célula especial o}, X o, onde o, é uma célula raio que contém o
ponto [0] do cone e determina a mesma diregao que og. Provaremos que 9 : Cy — C

é injetiva. Entao, segue que £ 5 =

Fixe o}, (fechada) e enumere todas células raio of, (fechadas) que determinam a
mesma dire¢ao que o. Entao, temos a familia de 2-células {o? = (c}); x o) }. Note
que U;(a); é um raio r 2 [0, 00), determinado pela dire¢ao de o). Denote por [ a
reta que contém ok. Apés reindexacio das células, podemos identificar cada (o});

com o intervalo [i,7 + 1]. Portanto, o = [i,4 + 1] X ok.

Da definicao da relacdo = sobre C* x IR* (Secdo 2), colapsamos no maximo uma
célula da forma {n} x o} a um ponto, onde n > 0 depende de o}. De fato, se [ ¢
paralelo a [;, € L}, € A, para algum h € H, entdo c¢(l) = wThH] Assim {n} x op
colapsa num ponto. Portanto, n depende de . Escrevemos n = n(c}). Entao,
ou U;o? = [0,00) x ok, ou U;a? é obtido de [0,00) X ok colapsando {n} x o num

ponto {n}, ( sel | I, para algum &), onde n = n(ok) > 0.
O lema seguinte implica que 822,,3 =0.

Lema 1.5.6: 0 : Cy; — C € injetivo.
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Prova: Seja 3., mpo? € Cy. Como my, € K_,(Z[[’F]), podemos supor que o7 é
uma 2-célula especial (fechada), ou seja, ¢ da forma o} x ok, com ol uma célula
raio que determina a mesma dire¢io que ok (nos outros casos K_;(Z[I"%]) = 0).

Assim podemos escrever

kaaz = Z <Z ni((08)s % 02)) :

ok
Provaremos que my, = 0, para todo k, provando que para cada o}, todos n; sao

Zero.

Fixe um k. Como antes, identifique (c},); com [i,i+ 1], e note que Tl+11x7k —

[0k — 7k para todo i + 1 # n(ok), pois (o&); = [i,i + 1] é uma célula raio
tendo a mesma direcio que ok. Assim n; € K_1(Z[I'"%]) e os mapas bordo no

ambito de coeficientes sao justamente a identidade:

K,l(Z[F[i’i+l]Xoll¥]) i) K,l(Z[F{H_l}XU}?])
I |
K (Z[T°R]) =% K (Z[T7R).
Desde que todos o} sao 2-células especiais, o Lema 1.5.5 implica que, para i > (
ei+1#n(og), [i,i+1] x ok e i+ 1,i+ 2] X o) sdo as unicas 2-células na familia

{o?} cujos bordos contém {i + 1} x ok. Assim, se
oY _ni((o¢)i x op)) =0,

temos que n; = n; 1. Mas [0,1] X oF é a tnica 2-célula da familia {[i,7 + 1] x ok }
cujo bordo contém [0] x ok. Entao ny = 0. Portanto n; = 0, i < n(o}). De outra
forma, se n;, # 0, ip > n(ok) terfamos n; # 0 para todo i > ig, 0 que mostra que,

asoma Y. n;(([i,i4+1] X 0F)) ¢ infinita. Assim n; = 0 para todo i. Isto prova o lema.

Calculo do termo 5127_2

42



: . . 0
Considere a cadeia celular associada ... < Cy «— Cy «+ ..., para & _,, onde

Co =D, Ko(Z[I7 ) e Cy, = @, Ko(Z[T7]). Pela Secio 3 (isotropia de 1-células),
[ é trivial ou isomorfo a Z, Du, Z X g, Doy X Ziy, Zi, Dy, Z; X iy, D; X g, i =
2,3,4,6. Por [27], [28], Ko(Z[F]) = 0, para F isomorfo a D; ou Z;, i = 2,3,4. Por
27], Ko(Z[Zs)) = 0. Por [3], Ko(Z[F]) = 0, se F ¢ isomorfo a Dy, ou Z. Por [24],
Ko(Z[F)]) = 0, se F é isomorfo a Do X Zo, % X %y, ou Dg. Ko(Z[F]) nio se anula
para F' isomorfo a Zy X o, Ze X 2o, Dy X 2y, Dy X 2y ou Dg X s (ver (3] e
[4] ). Assim, é suficiente estudar o caso o' C A — Z = (C° x R?) — Y, no qual
o' = oL x 0%, onde o}, é uma célula raio e 6% é uma O-célula (nos outros casos K

se anula).

No seguinte lema consideramos Do, = o * s, € escrevemos D, = 75 * Zg

para distinguir os dois fatores como em 1.3.

Sejam i® : 73 — HIx7LY, i« WY — H3*7LY as inclusdes. Seja (3 : Ly« — 3
um homomorfismo, tal que 3(a) = a e f(b) = 0. Entao, §o0i* = 1z e foi’ = 0.

Seja F' um grupo finito. Defina os homomorfismos de grupos
% UG} F — (LS« U5) x F, of - U5 x F — (%Y Z5) x F por: a® =i x 1p,
ab =i x 1p. Sejam o : Ko(Z[ZS x F]) — Ko(Z[(Z2 « ZY) x F)),

o Ko(Z[ZY x F)) — Ko(Z[(Z3 * Z5) x F]) os homomorfismos induzidos pelo
funtor f(o.

Lema 1.5.7: Seja F' um grupo com Ko(Z[F]) = 0. Entio a® e ob sio injetivos.
Ainda mais Im(a%) N Im(ab) = {0}.

Prova: Considere o seguinte diagrama de grupos e homomorfismos

e x P25 (ZEx WY x B s %8 x F.
Ta

x5 x F
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Aqui v = 3 x 1p. Note que yoa® = lzaxp, € 70 o = 0. Aplicando o funtor Ko,

temos
Ro(Z[ZS x F]) 2% Ro(Z[ZS+ b x F)) 5 Ko(Z[ZS x F)).
Tal
Ko(Z[2Z5 x F))
Entdo 7, o a? = 1. Assim a? é injetivo. Analogamente o’ ¢ injetivo. Se z €
Im(a®) N Im(al), entdo * = a2y e v = alz. Assim yx = v, 0a%y = y e

Yx = v, 0 a® z = 0. Portanto x = 0. Isto prova o lema.

Lema 1.5.8: Considere o X 0%, 64 X 6%, onde of,,65 sio células raio. Suponha

(o0& x a%) N (at x a%) #0.

(a) Se 0%, = a%, entdo, ou o}, e G¢, estao no mesmo raio (isto €, determina mesma

direcio em IR®) ou o0& N &L = [0].

(b) Se 0% # 6%, entao, ot N5 # 0, com of, 64 no mesmo raio e a reta |

que contém o% e % tem a dire¢io determinada por ol. Ainda mais | € L e

(06 x o) N (64 x o) = [1].

Prova (a): Se 0% = %, entao o, e ¢}, estao num mesmo cone baseado em 0% = G%.

Assim (o x 0%) N (64 x 3%) # 0, implica ou o}, X 0% = 64 x 7% ou (b X o%) N
5L x %) = 0% x 6%. Se 0% = [0], entdo o& N GL = [0]. Doutra forma o} e G}
cXOpR c X OR c cog c €0c

estao num mesmo raio, pois o N GL = 0 e o4, 64 sao células raio.

. 0 4 =0 : oy 40 50 ’
Prova (b): Se o} # &}, considere a reta [ que contém oy, e ¢3,. Lembre-se que s6
colapsamos retas que estao em L. Lembre-se também que a altura na qual dé-se o
colapso depende apenas da direcao da reta, e que, se dois raios estao identificados

num ponto, esses raios determinam uma mesma dire¢do . Assim se (0f x %) N

(& x 3%) # 0 com 0%, # %, temos que [ € L. Ainda mais (ol X 0%)N (54 x 7%) =
!

[1] e o5 NGL # 0. Isto prova o lema.
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O seguinte lema implica que 512’_2 = 0.
Lema 1.5.9: 0, : C; — C5 € injetiva.

Prova: Seja 3., myop € Cy. Desde que my, € Ko(Z[I'?+]), podemos supor que o}
é da forma o} x 0%, com o} uma célula raio (nos outros casos Ko(Z[I'7¢]) = 0).

Assim podemos escrever

S =3 (S ntteby o)

0
R

Aqui, assumiremos que U;(0), é um raio e que os (0f); estdo enumerados de tal

maneira que (02); := (04), N (05),., # 0. Entdo todos os I'"e) X7k sio iguais, para

todo i. Nés provaremos que my = 0, para todo k, provando que para cada ¢%, todos

0S M; Sa0 Zero.

Suponha existir uma 0-célula 0%, para a qual exista um n; com n; # 0. Desde
que n; € Ko(Z[06)9R]), entdao Ko(Z[@e)*7r]) £ 0. Assim [(&)X7% & isomorfo
a o X Ty, Mo X W, Uiy X Do,y x Dy ou Zs X Dg, isto é, ['@&)ixo% & isomorfo a
Xy x F, com F isomorfo a Zy, Zg, Dy, Dy ou Dg.

Seja [ a reta com direcdo determinada pelos (of,); (lembre-se que U;(0), ¢ um
raio) que contém o%. Seja a o plano ortogonal a I. Seja G = I'’. Note que
D)Xk — Gok | para todo 7. Ainda mais G7% age por reflexdes sobre | (se a agao
fosse trivial, Gk = ['@6)i%9% geria isomorfo a Zi,D; i =2,3,4,6). Também para
[e)ixoh o 77, x F, o fator Zsy age por reflexao sobre [, e F' age sobre o plano a.

Note que F' = G'. Assim temos dois casos: /G nao é compacto ou [/G é compacto.
Primeiro caso: [/G nao é compacto.

Entao G contém translagoes. Assim G = Gor = DOL)ixoh = 77, x F, o qual

é finito. Portanto | ¢ L. Desde que r = U;(0f), é o raio determinado por I,
temos que (r x 0%) N Z = () (nés apenas colapsamos retas [ com [ € £).  Assim
[o8)ixoh — I‘("Oc)“rlx"OR, e os mapas bordo, no ambito de coeficientes

0

Ko(Z[D00)ixoR]) — Ko(Z[T0e)i+1%9%]) sio justamente a identidade.
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Agora lembre que estamos assumindo n; # 0 € Ko(Z[G]). Desde que G = G%,
entdo Ko(Z[[@6)*%R]) é trivial, para 0% # 6% € [. Assim, o Lema 1.5.8 implica

que as tnicas 1-células ¢! (médulo T') em ZJ% (>ini((cb)i x a%)) que  contém

(0%)i41 % 0%, com Ko(Z[[7']) # 0 sdo (aL); x 0% e (aL)is1 X 0%. Segue que ny; #
0 € Ko(Z[G]). De maneira andloga prova-se que n; # 0 € Ko(Z[G]) para todo

j > 1 0 que é uma contradicao , pois a soma acima é finita.
Segundo caso: [/G é compacto.

Entao G contém translagoes. Desde que G age por reflexoes sobre [, temos que a
acao de GG sobre [ é uma acao diedral. Entao G = Gk pGo% onde F = G' é isomorfo
a Zy, g, Dy, Dy ou Dg, e 6% € 1, 6% # 0%. Como G contém translagoes, [ € L.

Assim | € L,, para algum m. Desde que r = U;(0f,), é um raio determinado por [,

temos que (rx o%)NZ = (rx %) NZ = (rxo%)N(rxas%) ={[1]} = [{m}xo% =

[{m} x %] (I é colapsado num ponto). Escreva ¢ = {[I]}, para esta 0-célula.

Note que G = ') = [({m}xoR]) — piponto} o que [egixey — T(eg)itixoy — ok
para todo i com 7 + 1 # m. Entdo os mapas bordo, no ambito de coeficientes
Ko(Z[D00)ixoR]) — Ko(Z[[@e)+1%9%]) sdo justamente a identidade se i + 1 # m,
isto é, parai+ 1 #m

f{O(Z[I‘(Ué)iXJ%]) 9. KO(Z[F(J%)i+1 Xo’%])

[ [
Ko(z[Go®) % Ko(Z[GR)).

Para i + 1 = m, temos

Ro(Z[Dedixo]y 25 Ko(Z[T°°))

[ I
Ko(Z[G°R) 25 Ko(Z[G)),

6 induzido pela inclusdo a : G — G = G% xp G%. Pelo Lema 1.5.7, o, é injetivo.

Analogamente, &, é injetivo, onde & : Go" — G = Gk xp G7% 6 a inclusao.
Afirmacgao : Im(a.) N Im(a,) = {0}.
Prova: Note que |G%/F| = |G%%/F| = 2. Se G°% = G%% = 7, x F, a afirmacdo
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segue pelo Lema 1.5.7 (Ko(Z[F]) = 0 para F isomorfo a Zy, Zg, Do, Dy ou D).
0
R

Nos outros casos temos Ko(Z[G?%]) = 0. Isto prova a afirmacéo .

0

Agora, lembre que estamos assumindo n; # 0 € Ko(Z[[)*9r]) = Ko(Z[G#]).

Se i 4+ 1 # m, Lema 1.5.8, implica que as tinicas 1-células o (médulo I') na soma

kaali = Z (Z nz((aé’)z X U%))

0
R

que contém (6%);41 x 0%, com Ko(Z[I7']) # 0 sdo (aL)i x 0% e (0L)is1 X 0%. As-
sim n; = n;41 para i + 1 # m. No outro caso (i + 1 = m), Lema 1.5.8, implica

que as tnicas 1-células o1 que contém ¢ com Ko(Z[[7']) # 0 sio (05)m_1 X 0%,

(08 ) m—1 X 0%, (0L)m X 0% € (04)m X 0%. Pela afirmagao acima n,,—; = n,, temos,
0 # n; = n;y1, para todo 7, o que é uma contradi¢ao pois a soma acima ¢ finita. Isto

prova o lema.

1.6 Prova dos Resultados

Aqui provamos os resultados apresentados na Secao 1 deste capitulo.
Para provar o Corolério 1.1.2, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.6.1: Seja I um grupo 3-cristalogrdfico. Entao, o subconjunto {G <T';G €
VCu,Wh(G) # 0} € finito.

Prova: Se G € VCy, com Wh(G) # 0, entdo G deixa invariante uma unica reta

em IR? (ver Lema 1.5.3). Seja l¢ a reta invariante por G.
Afirmacédo 1: g estd contida no 1-esqueleto da triangulacdo T de IR®.

Prova da Afirmacgao 1: Desde que G € V', temos a sequéncia 0 — F — G —
H — 0, com H isomorfo a Z ou D, e F' um subgrupo finito de I'. Lembre-se que

F fixa I pontualmente. Lembre-se também, que a acdo de I' sobre IR® é celular.
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Assim:

Se 0 é uma 3-célula aberta de T e lg N o # 0, entdo, yo° = o2 para todo
v € F, logo, F fixa pontualmente IR® e segue que F é o grupo trivial. Portanto, G
¢ isomorfo a Z ou D, ¢ Wh(G) = 0.

Se 02 é uma 2-célula aberta de 7 e Ig N o? # ), temos que yo? = o2 para todo
v € F, logo, F fixa pontualmente um plano o em IR? e pode agir por reflexdo em
a*. Portanto F é trivial ou isomorfo a Z,. Pelos Teoremas 1.3.2 e 1.3.3, segue que
G ¢é isomorfo a um dos seguintes grupos: Z X 2o, Do %z, Do, Doxy, 2y 00 2%y, 2,.
Considere o grupo G = (1 *4, G, onde G;, i = 1,2 sao finitos. Por [33], obtemos a

sequencia exata
Wh(Zs) — Wh(Gy) ® Wh(Gs) — Wh(G) — Ko(Z|Zs)).

Desde que Wh(Zsy), Wh(Zs), Wh(Ds) e Ko(Z[Zs]) sao triviais, pela sequéncia
acima temos que Wh(Dg %y, Do), Wh(Da %y, Zy) € Wh(Zy %, 7Z4) sdo triviais. Por
124], Wh(ZL x 73) também é trivial. Isto prova a afirmagao .

Afirmacao 2: Sejam I'™) e T'2) os grupos de isotropia das retas l; e ly respecti-
vamente, 0s quais sao conjugados e fizam apenas ly e ly. Entdo existe v € T" tal que

vly = ly. Reciprocamente, se yly = ls, entao ) ¢ conjugado de ),

Prova da Afirmacao 2: Se v € I é tal que yT'Wy=t =T) ¢ g € W) g, € T(2)
com go = yg1v ' temos : ga(vh) = (v1y ") (vh) = vgilh = . Assim I'(2)
fixa a reta yl;. Como I'2) fixa uma tnica reta por hipdtese, segue que vl = l.
Reciprocamente, se g; € T, entao vg17 'y = yg1ls = vl; = ly. Logo '™ ¢

conjugado de I'®®) . Isto prova a afirmacao

Lembre-se que a acdo de I' sobre IR é cocompacta. Assim existe um compacto
D ¢ IR?, denominado de dominio fundamental da acéo , tal que, para todo z € IR?
existem zp € D e v € I com yxp = 2. Portanto, se [ é uma reta de IR?, existem
uma reta lp e y € I' com Ip N D # 0, tal que, vlp = [. Desde que D é compacto, D
intercepta s6 um numero finito de 1-células da triangulacao 7. Pelas afirmagoes 1 e

2, segue que existe, médulo conjugagao , finitos grupos G € VCy com Wh(G) # 0.
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Isto prova o lema.
Prova do Corolario 1.1.2: Segue do Teorema 1.1.1 e do Lema 1.6.1.
Lema 1.6.2: Seja G = Zy X Zy, entao Nili(Z|G]) # 0.
Prova: Considere o quadrado cartesiano com todas as aplicagoes sobrejetivas:
Z|G) — U]
! !

Uy — Fy|s).

onde F, denota o corpo com dois elementos. Por [17], Nily(Z[Z]) = 0. Portanto,

a sequencia de Mayer-Vietoris deste quadrado produz um epimorfismo

Como Nily(Fs[Zs]) nao é trivial (isto segue das técnicas de van der Kallen [29]),
temos que Nily(Z[G]) # 0. Lembre-se que se Nily(Z[G]) # 0, entao Nil,(Z[G]) é

infinitamente gerado (ver [12]). Isto prova o lema.
Para provar Corolario 1.1.4 precisamos do seguinte lema:

Lema 1.6.3: Seja I' um grupo n-cristalogrdfico e G um subgrupo maximal virtual-

mente ciclico infinito de I' x Z. Entdo (no minimo) uma das afirmacdes seque:
(1) G éisomorfo a um subgrupo maximal virtualmente ciclico infinito de T'.
(2) G=F xZ, F <T, F um mazimal finito.

Prova: Seja 7 : I' Xx Z — T' a projecao . Entao Ker(mw) = Z. Temos duas
possibilidades: 7(G) finito ou 7(G) infinito.

Afirmacao : Se n(G) € infinito entio n(G) = G.

Prova da Afirmagao : De fato, se 7|g nao é um a um entao temos a sequéncia
exata 0 — Ker(r|g) — G — 7(G) — 0 com Ker(n|g) e 7(G) infinitos. Isto é

impossivel desde que G é virtualmente ciclico. Isto prova a afirmacao .
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Suponha 7(G) finito. Escreva F' = 7(G). Entao G < F x Z. Mas G é maximal,

portanto G = F' x Z. Certamente, F deve ser maximal. Isto prova o lema.

Usaremos na prova do Corolario 1.1.4 os seguintes fatos:
(1) F(I' x Z) = F(I).

(2) Wh(G) = 0, se G é um subgrupo finito ou virtualmente ciclico infinito de um

grupo 2-cristalografico (ver [24]).

(3) Se F' é maximal finito em I', entdo F' x Z é maximal virtualmente ciclico infinito
em [' x Z.

Prova do Corolario 1.1.4: Seja I' um grupo 2-cristalografico. A féormula-Bass-
Heller-Swan (ver [28], p. 152) implica que Wh(I' x Z) = Wh(T') & Ko(Z[[']) ®
2Nl (Z[T]). Mas Wh(I'), Ko(Z[I']) se anulam se I' é um grupo 2-cristalografico
(ver [24]). Assim Wh(I' x ZZ) = 2Nily(Z[I']). Também, pelo Teorema 1.1.1 e pelo
Lema 1.6.3,

WhxZ)= @ WhG) =
GeVCo(I'xz)
B wh(r xz) @ Nl (Z @ Nil,\ (%
FeF(I) FeF(T FeF(T

Isto prova o corolario.

Lema 1.6.4: Os termos £ anulam-se para p+q = —1 com excegao de

&= @ wna).
GeVCs(T)

Prova: Para calcular o termo &£5°; precisamos dos termos £ _, e £ ;. Lem-

2

bre que se 0® é uma 2-célula em A, pela Secao 4 (isotrapia de 2-células) e ¢

trivial ou isomorfo a Z, Do, D;, Z;, i = 2,3,4,6. Entao, KO(ZZ[F"QD = 0. As

sim & _, = 0. Lembre também, que se ¢® é uma 3-célula em A, I 6 triv-
ial ou isomorfo a Z,. Entdo, K_1(Z[[°’]) = 0. Assim &3 _3 = 0. Portanto,
&1 =& 1= =& = Doeve, ) Wh(G). Na Segio 5 provamos que &7 _, e
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&2 5 se anulam. Assim £, e £° 5 se anulam. Isto prova o lema.

Prova do Teorema 1.1.1: Lembre-se que nossa sequéncia espectral, para p + q =

—1, converge para H_1(A/T,P.(p)) = n_1(H(A/T,P.(p))), onde P, é o funtor
pseudoisotopia estavel (ver 0.3.10). Desde que &% = 0,se p+q=—1,q¢# —1le

&1 = Deeveo. ry Wh(G), temos pela Proposicao 0.3.11 e pelo Corolario 0.3.20
que

Wh(T) = Wh(m (X)) =m4(P.(X)) = D Wh(G),
GeV (D)

onde X é um espago tal que m(X) =T

ol
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