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Resumo

O proposito desta dissertacao é estudar existéncia e unicidade de solugoes quase au-
tomorficas e pseudo-quase automorficas para equacoes diferenciais semilineares definidas
sobre espagos de Banach utilizando métodos provindos da Analise Funcional juntamente
com métodos Topologicos, ressaltando por exemplo a teoria do ponto fixo.

Palavras-Chave: Equacoes de evolucao; Fungoes quase automorficas; Fungoes pseudo-
quase automorficas; Operadores de Hille-Yosida.



Abstract

The purpose of this dissertation is to study existence and uniqueness of almost au-
tomorphic and pseudo-almost automorphic mild solutions of semilinear differential equa-
tions defined on Banach spaces, using methods from Functional Analysis with Topological
methods, highlighting for example the fixed point theory.

Keywords: Evolution equations; Almost automorphic functions; Pseudo-almost au-
tomorphic functions; Hille-Yosida operators.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar condigoes suficientes para existéncia de solucoes
brandas quase automorficas e pseudo-quase automorficas para equagoes semilineares de
primeira ordem da forma

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teR, (1)

onde A: D(A) C X — X é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo e cujo dominio
D(A) esta contido num espago de Banach X, f : R x Xy — X é uma funcao dada e
Xo = D(A). Em nossos resultados nao fazemos consideragoes a cerca da densidade do
dominio do operador A.

Existéncia de solugbes brandas para a Equagao (1) esté intimamente ligada & condigao
do operador A ser o gerador de um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados. Porém,
vide Teorema de Hille-Yosida, para que tal situacao ocorra é necessario que esse operador
seja densamente definido, isto é, se Xy é um subespaco préprio de X a teoria cléssica de
semigrupos nao pode ser imediatamente utilizada. Para contornar esse problema usaremos
a teoria de espacos de extrapolacao, a qual foi introduzida por Da Prato e Grisvard em
[5]. Grosso modo, tal teoria consiste em construir o chamado espago eztrapolado associado
ao operador A e considerar uma extencao desse operador para esse espaco.Por se tratar
de espacos de dimensao infinita, as técnicas utilizadas neste texto provém da Anélise
Funcional juntamente com métodos topologicos, como por exemplo, a teoria de ponto
fixo. Ressaltamos que esta tltima é uma ferramenta muito eficiente no tratamento de
problemas nao lineares.

O estudo de comportamento quase automoérfico para equagoes diferenciais possui
grande importancia e tem sido objeto de pesquisa de muitos cientistas. De fato, grande
parte desse interesse deve-se & imensa aplicabilidade de tais temas. O estudo de quase
automorficidade remonta ao inicio dos anos 60 quando o matematico S. Bochner intro-
duziu o conceito de fungoes quase automorficas. Segundo Bochner, tal classe de fungoes
apareceram de forma natural em seus trabalhos sobre Geometria Diferencial como es-
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INTRODUCAO 11

calares e tensores sobre variedades com grupo de automorfismo discreto. Do ponto de
vista estrutural, as fungoes quase automorficas receberam grande atencao por serem gen-
eralizacao imediata das fungoes quase periddicas, as quais foram introduzidas no inicio
dos anos 20 pelo matematico H. Bohr. Nos tltimos 10 anos uma importante classe de
funcoes foi apresentada, a saber as fungoes pseudo-quase automorficas, apresentadas pelos
matematicos T. J. Xiao, J. Liang e J. Zhang. Tais fungoes sao generalizagoes de fungoes
quase automorficas e sao construidas de forma similar as fun¢oes pseudo-quase periddicas
introduzidas na tltima década do século 20 por C. Y. Zhang.

O seguinte diagrama ilustra nossos comentarios.

AP(X) AA(X)
PAP(X) PAA(X)

Nesse diagrama as setas indicam inclusoes continuas.

Esta dissertacao esta dividida em dois capitulos. O primeiro deles, intitulado "Prelim-
inares", possui o objetivo de tornar o texto o mais auto contido possivel. Nele algumas
defini¢oes e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho sao relembrados. Por
exemplo, fazemos uma revisao das fungoes quase automorficas e pseudo-quase automor-
ficas. Revisamos também alguns elementos de Analise Funcional, tais como operadores
de Hille-Yosida e espacos de extrapolacao. Na tltima se¢ao deste capitulo enunciamos os
teoremas de ponto fixo que sustentam nossos resultados de existéncia de solugoes.

No segundo capitulo, nomeado "Automorficidade e ergodicidade para equagoes de
evolucao", exibimos condi¢oes suficientes para existéncia de solugoes brandas quase au-
tomorficas e pseudo-quase automorficas para a Equagoes (1).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Funcoes Quase Automorficas e Pseudo-Quase Au-
tomorficas

No decorrer desta secao fixaremos (X, || - ||), (Z,] - ||) e (W,|| - ||) como espagos de
Banach. A notagao BC(R, Z), respectivamente BC'(R x W, Z), representaré o conjunto
de todas funcgoes continuas e limitadas definidas em R, respectivamente em R x W e
tomando valores em Z. Iniciaremos esta se¢ao introduzindo o conceito de fungoes quase
automorficas.

Definicao 1.1.1 Uma func¢ao continua f: R — Z € chamada quase automdrfica se para
toda sequéncia (s))nen C R existe uma subsequéncia (s,)nen C (), )nen tal que a fungdao

g(t) := lim f(t+ s,)

n—oo

estd bem definida para cadat € R e

F(t) = Tim gt — s)

n—oo

para cada t € R.

Como de praxe, representaremos o conjunto das fung¢oes quase automorficas por AA(Z).

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Exemplo 1.1.1 A funcdo f: R — R definida pela regra

F(t) = sen ( ! > (1.1)

2 + sen(t) + sen(v/2t)

€ um exemplo tipico de funcao quase automorfica que nao € quase periddica como

F(t) = sen(t) + sen(V/2t).

A seguir lista-se as principais propriedades das fungoes quase automorficas utilizadas
na dissertacao.

Observagao 1.1.1 Se f € AA(X), entao o conjunto {f(t) : t € R} € relativamente
compacto.

Uma consequéncia imediata do resultado anterior é que o conjunto das fungoes quase
automorficas esta contido no conjunto das func¢oes continuas e limitadas.

Proposicao 1.1.1 O conjunto AA(Z) munido da norma do supremo € um espago de
Banach.

Demonstracgao: Pelas propriedades de limite segue que o conjunto das fungoes quase
automorficas é um espaco vetorial.

Seja (fm)men uma seqiiéncia de Cauchy em AA(Z), com a norma do sup ||.||s. Como
AA(Z) é um subespago métrico de BC(R, Z), (fm)men € convergente em BC(R, Z), por
BC(R, Z) ser Banach. Seja f € BC(R, Z) a funcao tal que (f,)men — f, entao Ve > 0,

dmg € N tal que ||f — fil|oo < =, sempre que m > mg com m € N. Dado (s,)nen, tem-se

que, por f; € AA(Z),3(S1.n)nen C (8),)nen tal que para cada (S1.,)nen,

3g1(t) == lim fi(t + Sin), (1.2)

estando a aplicacdo g; bem definida para cada t € R, a partir de (S1,,)nen, tem-se
que, por fo € AA(Z),3(S2.n)nen C (S1:n)nen C (8),)nen tal que para cada (Sa.,)nen,

3g2(t) := lim fo(t + San), (1.3)
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estando a aplicacdo ¢g» bem definida para cada t € R, (...) , a partir de (Sp.n)nen,

a
tem-se que, por fu11 € AA(Z),3(Smi1m)nen € (Smm)nen € () € (Sin)nen € (8),)nen
tal que para cada (Sp+1:n)nen,

E]gm—i—l(t> = nh—>Ho10 fm-l—l(t + Sm+1;n>7 (14)

estando a aplicagao ¢,,+1 bem definida para cada t € R, (...). Definindo a sequéncia
(Sn)nen pelas igualdades s, = Sy, Vn € N, temos que (S,)nen € (), )nen € para cada
m € N, Vn > m tem-se a garantia de que (s,) C (Sm;), garantindo Vn > m que
fm(t + sn) € fin(t + Smen), garantindo portanto que

Agm(t) = T}g{olo fm(t+ Simn) = 7}13)10 fn(t+ 8n), (1.5)

estando a aplicagdo ¢, bem definida pela sequéncia (s,) para cada t € R em cada
m € N. Tem-se entao que (gm)men ¢ uma sequéncia em BC(R, 7). Para cada m € N,
Vt e ReVe >0, € R, 3n, € Ntal que ||gn(t)— fin(t+s,)|| < esen > n,. Como (f)men
é uma sequéncia de Cauchy em AA(Z), Ve > 0, € R, Im, € Ntal que || fin, — fiplloo < €
se ma, mp > m,. Segue entao que para cada t € R, Ve > 0,e € R, In, € Ne Im, € N
tal que

1gma (8) = G O = 1gma (8) = Frna (8 + 80) + fins (E+ 80) = fonps (4 50) + fonp (E+ 80) — G (D[] <

< Mlgma(®) = Frna (84 )l 4 (84 5n) = S (8 S0l + {1 i (£ + 50) = gm (D] <
<§+§+§=€ Se M>MN,y, € M > My
(1.6)

Portanto Vt € R as sequéncias (g (t))men sao de Cauchy em Z, convergindo para um
vetor de Z. Definindo a aplicagao g : R — Z pelos limites gt) := lim g(¢ + s,), para

cadat € R, Ve > 0,e € R, dn, € N e dm, € N tal que

1+ 50) = g = [+ 50) = fiult + 80) + frnt + 80) = gmn(t) + gun(t) = 9(A)]| =
<+ s0) = fnt £ s0)ll + [ fn(t + 50) = g (O)I] + g (8) = 9(B)]] <
<§+§+§:€ Se M>MN, € M > My,
(1.7)
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assim, ¢g(t) = lim f(t+s,),Vt € R e paracadat € R, Ve > 0,e € R, 3n, € Ne
dm, € N tal que

lg(t = sn) = FOI = [lg(t = $0) — gm(t = $0) + g (t = 50) = fin(t) + fin(t) — F()]] <
< llgCt = sn) = gm(t = sn)l[ 4 [lgm(t = sn) = fm @[] 4[| fm () = FO)] <

<§+§+§:€ S M >N, e M > My,
(1.8)

concluindo que lim g(t—s,) = f(t),Vt € R. Dos altimos dois limites obtidos chega-se

a conclusao de que a aplicagao f € AA(Z). Portanto AA(Z) é um espago de Banach. m

Definicao 1.1.2 Uma funcao continua f : Rx W — Z € chamada quase automorfica
se a fungdo f(-,z) : R — Z € quase automdrfica uniformemente para x em subconjuntos

limitados de W'

O conjunto das fungodes quase automorficas f : R x W — Z sera representado por
AA(W, Z). Como veremos no proximo capitulo, é de fundamental importancia, por ex-
emplo para a teoria de existéncia de solugoes para equacgoes diferenciais, saber quando
a composigao de fun¢oes em AA(W) com fungoes em AA(W,Z) é uma fungao quase
automorfica. Neste sentido o seguinte resultado sera de grande valia.

Proposicao 1.1.2 Seja f € AA(W, Z) e suponha que existe L > 0 tal que
1f(t,x) = f&y)ll < Lllz—yll, VieR, Yo,y eW.

Seu € AA(W) entdo a fungao f(-,u(-)) € AA(Z).

Demonstracao: De fato, dada (s),),eny C R considere (s,,)nen C (), )nen € um conjunto
limitado K C W tal que para todo t € R e x em subconjuntos limitados de W tenhamos

(¢) lim f(t+ sy, x) = g(t,x);

n—oo

(17) lim g(t — sp,x) = f(t, z);

n—oo

(737) lim wu(t + s,) = v(t);

n—oo
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(iv) lim v(t — s,) = u(t).

n—oo

Observe que para cada t € R temos

[+ s, ult + 50)) = g(G0@) | < [F(E+ sp, ult +50)) = F(E+ 50, 0(0)) ]
+ S+ sn,0() = g(t, @)

< Llfu(t 4 sn) = v(@)|| + [ (£ + 50, 0(t)) — g (&, 0@)) ]|
Pelo item (i) obtemos que

i [ £t + s, 0()) = g(t, 0(1))]| = 0.

n—oo

Por outro lado, o item (iii) assegura que

lim [Ju(t + $,) — v(t)]| = 0.

n—oo

Portanto,
Hm ||f(t+ sp, u(t + s,)) — g(t,v(t))|| = 0.

Usando os itens (ii) e (iv) pode-se provar de modo analogo que
T g = 50,00t = 50)) — £t u(t)) ]| = .
mostrando que a func¢do f(-,u(:)) € AA(Z). m

Definicao 1.1.3 Uma funcao continua e limitada ¢ : R — Z € chamada ergddica se
possut valor médio de anulamento, isto é

T—oo 2T

1 T
lim — dt = 0.
im / ot

O conjunto das fungdes continuas limitadas com valor médio de anulamento é repre-
sentado por Py(Z).

Exemplo 1.1.2 A funcio ¢ : R — R definida pela regra
¢(t) = max {exp (— (t £ £%))}.

kEZ

¢ um exemplo de funcao ergddica que nao converge ao valor "0"quando ||t|| — oo.
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Lema 1.1.1 Seja f € BC(R, Z). Entao f € Py(Z) se, e somente se, para qualquer e > 0,
) 1
Tlgroloﬁ med(Mr.(f)) =0,

onde med(-) denota a medida de Lebesgue e

My (f) :={t € [T, T [[f(B)]| = }.

1
Demonstragao: Seja f € Py(Z) e suponha que existe g9 > 0 tal que Tlim 3T med(MTﬁo(f)) +
0. Entao, dada uma sequéncia (T,)nen C R, com T, > n, existe § > 0 tal que
1
ﬁmed(MTmao(f)) Z 0.

para todo n € N. Entao
I 1

1
— f(s)l|lds = — f(s)||ds + — f(s)||ds
T . 1 () T, S 1£(s)llds + 57 S 1 ()l

1
2T,
1
> Emed(MTmso(f)) €0 > 0 <o,

contradizendo a hipotese de que f € Py(Z).

>

1f(s)lids

My, e

Reciprocamente, seja f € BC(R; Z) tal que para todo € > 0,

lim %med(MT,s( f)) =o.

T—o00

Considere M > 0 tal que || f(¢)|| < M para todo ¢t € R. Dado ¢ > 0, existe Ty > 0 tal que

se T' > Ty entao .
ﬁmed(MT,a(f)) <

g
M+1

Entao,

1 1

T
1
— fs)|lds = — f(s)||ds + — f(s)||ds
o7 | WO = o [ W@dstap [

€
M+1

IN

M 1
oo Mre(D) + o7 2T = med(Mre(1))]

Me €

Ml M1

IN

E.
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Portanto f € Fy(Z). m

Fungoes ergddicas como definidas anteriormente serao extremamente importantes para
nosso proposito. Um fato conhecido é que, assim como as fungoes quase automorficas, o
conjunto das fungoes ergddicas munido com a norma do supremo é um espaco de Banach.
Para uma demonstracao de tal fato sugerimos ao leitor a referéncia [16].

Definicao 1.1.4 Uma funcao f : R — Z é chamada pseudo-quase automorfica se existem
g€ AA(Z) e p € Py(Z) tais que f =g+ ¢.

Exemplo 1.1.3 Pelos exemplos 1.1.1 e 1.1.2 seque-se que a func¢ao f : R — R dada por

1 22

€ um exemplo de func¢ao pseudo-quase automorfica.

O conjunto das funcdes pseudo-quase automorficas é representado por PAA(Z). E
importante observar que PAA(Z) = AA(Z) @ Py(Z) e portanto (PAA(Z),|| - ||o) € um
espago de Banach. Dada uma fungao f € PAA(Z), com decomposi¢iao f = g + ¢, é
comum chamar a funcao g de parte quase automorfica e a funcao ¢ de parte ergodica de

f.

Seja Py(W; Z) o conjunto das funges continuas e limitadas f: R x W — Z tais que

1 T
Jim s [ ettt =0

uniformemente para x em subconjuntos limitados de W'.

Definicao 1.1.5 Uma funcao f : R x W — Z é chamada pseudo-quase automdrfica se
existem g € AAW,Z) e ¢ € PBy(W, Z) tais que f = g+ ¢.

Utilizamos a notagdo PAA(W, Z) para representar o conjunto das fungdes pseudo-
quase automorficas f: R x W — Z. Assim como no caso de fungoes quase automorficas
podemos estabelecer um resultado de composigao para essas funcoes.

Lema 1.1.2 Seja f € PAA(W; Z) uma fungao uniformemente continua em subconjuntos
limitados de W uniformemente para t € R. Se uw € PAA(W), entao a fung¢ao t —
f(t,u(t)) pertence a PAA(Z).
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Demonstragao: Seja F(t) = f(t,u(t)), t € R. Considere g € AA(W;Z) e ¢ € Poy(W; Z)
tais que f = g + ¢. De forma similar considere v € AA(W) e ¢ € Py(W) tais que
u = v+ 1. Assim a funcao F' pode ser escrita na forma

F(t) = gt 0(t)+ (T, ut)=g(t, v(t) = g(t, v(t))+F({E, u(t)) = [t 0(t))+¢(E,v(1)), t € R.

Para t € R, sejam
G(t) = g(t, v(t))

O(t) = f(t, u(t)) = f(t,0(t) + o(t, v(t)).

Pelo Lema 1.1.2 segue-se que G € AA(Z). Resta entdo mostrar que ¢ € Py(Z). Inicial-
mente observe que a aplicagdo f(-,u(-)) — f(-,v(:)) é um continua e limitada. Ademais,
como as aplicagoes u e v sao limitadas, pode-se escolher um subconjunto limitado K C W
tal que u(t) € K e v(t) € K, para todo t € R. Como f é uniformemente continua sobre
subconjuntos limitados de W, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se z,y € K com ||z —y| <o
implica que

1f(t,2) = f(ty)ll <e Vvt eR.

Entao tem-se que

%med(]\/[ge(f(t,u(t)) — ft,u(@)) < %med(MT,g(u(t) —v(t)))

— %med(MT,a(i/J(t)))?

onde ¥ (t) = u(t) — v(t) € Py(W). Pelo Lema 1.1.1 segue-se

i 1
lim ﬁmed(MT,g(f(t,u(t)) — f(t,v(t)) = 0.

Portanto, f(-,u(-)) — f(t,v(-)) € Po(Z).

Por outro lado, observe que ¢(-,v(-)) é uniformemente continua no intervalo [T, 7.
Como o conjunto YT = v([-T,T]) C W & compacto, podemos considerar bolas abertas
Or(k =1,2,...,m), centradas em x;, € Y e de raios § suficientemente pequenos para que
YE U O e

k=1

o(t, v(t)) — (t, z2)|| < g sev(t) €O, e te[-T,T). (1.9)
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Considere os abertos By, := v~!(0},). Claramente [-T,T] C U By, Defina os conjuntos

k=1
E,i=1,--- ,m, por
Bl7 k= 17
2 k—1
7Y BB, 2<k<m
j=1
Entdo E;(E; =0 quando i # j e 1 <4, < m. Além disso,
{t e [T, 1] : lo(t, vl = e} < [ J{t € Bu: [lo(t, v(t) — o(t, @)l + |6(t i)l = €}
k=1

c U ({te B lo(t.00) —(tan)l| = G0t € B Jote.nl = 3)).
Segue-se da desigualdade (1.9) que
{t € By : llo(t,v(t) — ot zi)|| =

sao conjuntos vazios para todo 1 < k < m. Assim

m

%med(MTﬁa(gb(t,v(t)))) < ; %med(MT,;(gzﬁ(t,xk))).

Uma vez que ¢ € Py(W;7Z) e

1
Fpmed(Mr g (6(t, 1)) — 0,

quando 7" — oo, obtemos que

) 1
lim —Tmed(MT (o(t,v(t)))) =0.

£
T—o0 2

Logo, ® € Py(Z) concluindo-se que F' € PAA(Z). m

1.2 Semigrupos de Operadores Lineares e Espacos de
Extrapolacao

Nesta segao (X, || - ||) representard um espago de Banach. O conjunto dos operadores
lineares limitados sobre X sera denotado por £(X). Ademais, para um operador linear
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A:D(A) C X — X usaremos as notagoes canonicas p(A) := {\ € C: (\—A)~! & bijetivo
e limitado} para representar o conjunto resolvente e o(A) := C \ p(A) para o conjunto
espectro do operador A. Finalmente, se A € p(A), denota-se R(\, A) := (A — A)~L.

Definicao 1.2.1 Uma familia de operadores lineares (T'(t))i>0 C L(X) é um semigrupo
se

(7) T(0) = I; (identidade)
(i1) T(t+s)=Tt)T(s),¥V t,s > 0.

Se, além disso

(wii) | T(t)x — x| — 0 quando t — 0%,V & € X, dizemos que o semigrupo € fortemente
continuo ou um Cy-semigrupo.

Definigao 1.2.2 Se (T'(t))i>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares,
seu gerador infinitesimal € o operador A : D(A) C X — X definido por

Az = Jim LHT =
t—0t t

onde T
D(A) = {m € X: lim M em'ste} :

t—0t

Exemplo 1.2.1 Seja A € L(X) e defina

Entao (e?);>0 define um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares sobre X
satisfazendo
ledt|| < et ¢ > 0.
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A idéia de semigrupo esta associada a equacoes diferenciais lineares da forma
2'(t) = Az(t), t > 0, (1.10)

z(0) = xo,

onde A: D(A) C X — X ¢ o gerador de um semigrupo fortemente continuo (7°(¢));>o. O
semigrupo (7T'(t)):>0 € o operador solugao desta equagao, isto é, para cada z¢ € X, T'(t)xg
¢ a solucao de (1.10).

O seguinte resultado exalta algumas propriedades de Cy-semigrupos de operadores
lineares.

Teorema 1.2.1 Dado A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de operadores lineares
(T'(t))e>0 em X. Entao

(i) Para x € X,

t+h

1
}IZILI(I) n ) T(s)xds =T(t)x; (1.11)

t
(i) Para xz € X, / T(s)xds € D(A) e
0

A ( /O t T(s)xds) ~ Tt — (1.12)

(iii) Para x € D(A), T(t)xr € D(A) e

%T(t):c = AT (t)x = T(t)Ax; (1.13)
(iv) Para x € D(A)
T(t)x —T(s)x = /t T(1)Azxdr = /t AT (T)xdr. (1.14)

Demonstracao: (i) Segue da continuidade da aplicacao t — T'(t)x;
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(17) Dados x € X e h > 0 tem-se

% /0 T(s)ads — %( /0 (s + )eds - /0 tT(s)xds)

t+h h
= %/t T(s)a:ds—%/o T(s)xds. (1.15)

Fazendo h — 0%, o primeiro membro das igualdades em (1.15) converge para A( fot T(s)xds)
e o ultimo membro converge para T'(t)x — z, completando a prova;

(77i) Dado z € D(A) e h > 0 tem-se

(%) Tt = T(1) (%) . (1.16)

Fazendo h — 0%, o segundo membro de (1.16) converge para T'(t) Az. Assim T'(t)xz € D(A)
e AT(t)x = T(t)Az. Tal convergéncia implica também que
+

d
—T(t)r = AT(t)w = T(t) Az,

mostrando que a derivada direita de T'(t)x é T'(t)Az. A derivada a esquerda, para t > 0,
de T'(t)z existe e também ¢é T'(t)Az. De fato, observe que

lim (T(t)x —Tt=hr T(t)Ax) — lim T(t— h) (M _ Ax)

h—0+ h h—0+ h

+ lim (T'(t —h)Az —T(t)Ax).

h—0t+

como x € D(A) e |T(t — h)|| é limitada para 0 < h <t segue-se que o primeiro termo da
soma converge para 0. Ademais, como (7'(t)):>o ¢ um Cp-semigrupo o segundo converge
a 0, concluindo a prova;

(iv) Conclui-se integrando a equagao (1.13) do valor s ao valor t. m

Uma consequéncia importante do teorema anterior é dada no seguinte corolario.

Corolario 1.2.1 Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores lin-
eares (T'(t))i>0, entao D(A) € denso em X e A € um operador linear fechado.
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Demonstracao: Para todo x € X et > 0 define-se

1 t
Ty = —/ T(s)xds.
tJo

Pelo item (i7) do Teorema 1.2.1 | segue-se que x; € D(A) para t > 0. Pelo item (i), temos
que r; — x quando ¢t — 0%. Assim D(A) = X. Seja (z,)neny C X tal que z,, € D(A),
(Tn)nen — T € (Azp)neny — y quando n — oo. Pelo item (iv) do Teorema 1.2.1 tem-se

Tz, —x, = /OtT(s)Aaznds. (1.17)

Dividindo (1.17) por ¢t > 0 e fazendo t — 07 tem-se que, usando (i), x € D(A) e que
Ar=y. m

Seja A : D(A) € X — X um operador linear. Segue-se imediatamente do Corolario
1.2.1 que se D(A) nao é denso em X entdo A nao gera um Cp-semigrupo de operadores
lineares.

E importante observar que se (T(t));>o ¢ um Cop-semigrupos de operadores lineares
entao existem constantes w € R e M > 1 tais que

IT(t)| < Me“*, t > 0. (1.18)

Um resultado importante na teoria de semigrupos de operadores lineares é o famoso
Teorema de Hille-Yosida, o qual pode ser encontrado, por exemplo, em [8], que fornece
critérios espectrais para que um operador linear fechado A : D(A) C X — X seja o
gerador de um Cj semigrupo de operadores lineares com uma dominag¢ao exponencial
como em (1.18).

Teorema 1.2.2 (Teorema de Hille-Yosida) Dados A: D(A) C X — X um operador
linear fechado e constantes w € R e M > 1, as sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) (A, D(A)) é o gerador de um Cy-semigrupo de operadores lineares (T'(t))i>o satis-
fazendo
I1T(t)|| < Me**, vt > 0. (1.19)

(i1) A € densamente definido, (w,00) C p(A) e

sup{(A —w)"[[(A = A)"[[:n e N, A > w} < M.
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Tal resultado motiva introduzir a seguinte classe especial de operadores lineares.

Definicao 1.2.3 Dado X um espaco de Banach e A um operador linear com dominio
D(A). Diz-se que (A, D(A)) é um operador Hille-Yosida se existem constantes w € R e
M > 1 tais que (w,0) C p(A) e

sup{( A = w)"*||[A=A)"|| :neNA>w} < M.

E comum chamar o infimo das constantes w de tipo do operador A. Se tal infimo
pode ser escolhido menor do que zero, o operador A é chamado operador de Hille-Yosida
de tipo negativo. Observe que nenhuma hipotese quanto a densidade de D(A) foi feita
na definicao anterior. O caso interessante, e mais dificil, é quando W ¢ um subespaco
propio de X. De fato, em tal situacao a teoria usual de semigrupos nao pode ser imedi-
atamente empregada, por exemplo, para tratar de existéncia de solugdes para equagoes
de evolucao. Porém, tal fato pode ser contornado através da introducao de espacos de

Banach apropriados, os chamos espacos de extrapolacao.

Os espagos de extrapolacao tem sido usados em varias oportunidades, por exemplo
para o estudo de equacgoes integro-diferenciais de Volterra e equagoes diferenciais com
retardo, ver [7, 8|. Para finalizarmos essa se¢ao apresentaremos a defini¢ao e recordaremos
algumas propriedades bésicas dos espagos de extrapolacao para operadores Hille-Yosida.

Sejam A : D(A) C X — X um operador de Hille-Yosida de tipo negativo w e Xy =
D(A). Considere a resolugao de A sobre Xy, isto é, considere o operador definido por
Apx = Ax com dominio

D(A()) = {ZE S D(A) cAx € X()}
O seguinte ressultado pode ser encontrado em [8].

Lema 1.2.1 O operador Ay € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (To(t))i>0 em
Xy com
ITo(®)] < Me*",

para t > 0. Além disto, p(A) C p(Ap) e R(\, Ag) = R(\, A)|x,, para X € p(A).

Ora, A operador de Hille-Yosida de tipo negativo implica que 0 € p(A), ou seja,
A~ € £(X). Considere sobre Xy a norma ||z||_; = || A ||.
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Definigao 1.2.4 O completamento topoldgico de (Xo, || - ||-1) serd denotado por X_; e
serd chamado o espaco de extrapolacao de Xq associado com Ag.

Vale ressaltar que
Xo—= X — X 4,

isto é, X é um espaco intermediério entre Xy e X_;. Ademais, tais inclusoes sao continuas.
Como

Ag'To(t) = To(t) Ag Y,

tem-se que
ITo(8) ]l < o)l cexo ]l -

implicando que T(t) possui uma tnica extensao linear limitada 7_1(¢) em X_;. A familia
de operadores (T-1(t)):>0 ¢ um Cp-semigrupo de operadores lineares e sera chamada de
semigrupo extrapolado associado a (Ty(t)):>0. Na sequéncia desse trabalho, (A_1, D(A_1))
seré o gerador infinitesimal de (71 (%))¢>0-

No seguinte lema resumimos as principais propriedades de semigrupos extrapolados e
espagos de extrapolacao que serao utilizadas nessa dissertagao. A demonstracao de tais
fatos podem ser encontradas na referéncias [7, 10].

Lema 1.2.2 Sobre as condi¢oes prévias, as sequintes propriedades sao verificadas:

(i) D(A_1) = Xo e [[T-1]lzx_y) = 1 Tolle(xo) para todo t > 0;
(ii) O operador A_y : Xo C X_1 — X_1 € a unica extensdo continua de
Ag : D(Ao) C (Xo, || - 1) = (X=as 1+ [[-1)
e A1 é uma isometria de (Xo, || - ||) sobre (X_1,] - [|-1);

(iii) Se A € p(Ap), entio (A — A_1)~! emiste e (A — A_1)™' € L(X_1). Em particular,
A€ ,O(A_1> € R()‘7 A—1)|X0 = R(/\a AO)

(iv) O espago Xog = D(A) € denso em (X_1,]|-||-1). Assim o espago de extrapolagio € o
fecho de (X, - ||-1) e X — X_41. Além disto, A_; € uma extensio de A para X_;.
Em particular, se A € p(A), entao

RO\ A1) |x = RO\ A) e RO, A_DX = D(A).
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1.3 Teoremas de ponto fixo

Nesta secao relembra-se os teoremas da teoria de ponto fixo que utiliza-se neste tra-
balho. Comega-se relembrando a defini¢ao de ponto fixo.

Definicao 1.3.1 Sejam X um espaco topologico e f : X — X uma func¢ao continua. Um
ponto fizo para f € um elemento x € X tal que f(x) = x.

Dados um espaco topoldgico X e uma fungao continua f : X — X a existéncia de
um ponto fixo para f pode ser devida apenas a natureza do espago X. Por exemplo,
se X = [a,b] C R, entdo segue-se do teorema do valor intermediario que toda fungao
continua f : X — X possui ao menos um ponto fixo. Entretanto, neste trabalho, tem-se
interesse em resultados que fornecam hipoteses sobre uma funcao continua f : X — X de
modo que ela possua um ponto fixo. No decorrer desta subsecao apresenta-se alguns de
tais resultados.

Definigao 1.3.2 Sejam (X, d) e (Y, p) espagos métricos. Uma fungio f: X — Y para a
qual existe uma constante L > 0 tal que

p(f(x), [(2)) < Ld(z, 2),

para todos x,z € X € chamada Lipschitziana. A constante L € chamada constante de
Lipschitz de f.

Observacao 1.3.1 Observe que naturalmente uma fungao Lipschitziana € uniformemente
continua. Quando f : (X,d) — (Y,p) é Lipschitziana e a constante de Lipschitz L < 1
dizemos que f € uma contragao.

Observacao 1.3.2 Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Tem-se interesse particu-
lar na situagao onde f: I x X —Y € uma func¢ao continua que satisfaz a condi¢ao

17t 2) = fE )l < L)z =y,

para todos x,y € X, t € I, onde =R ou I = [0,00), e L : I — [0,00) € uma fun¢ao
dada. Nesta situacao diz-se também que f € uma fung¢ao Lipschitziana.

A seguir enuncia-se o Principio da Contragao de Banach. Esse resultado é um dos
mais simples e aplicados teoremas de ponto fixo.
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Teorema 1.3.1 (Principio da Contragao de Banach) Seja (X, d) um espago métrico
completo e f: X — X uma contracao. Entao f possui um unico ponto fizo.

Uma variacao deste resultado é teorema a seguir, o qual nos permite considerar
condi¢oes mais gerais nos resultados no proximo capitulo.

Teorema 1.3.2 (Principio dos iterados) Seja (X,d) um espa¢o métrico completo e
f: X — X uma fungao continua. Se para algum n € N o iterado f™ € uma contragao,
entao f possui um unico ponto fixo.

1.4 Solucoes Brandas para equacoes diferenciais nao
homogéneas

Seja X um espaco de Banach. Considere a equacao de evolugao linear
o' (t) = Ax(t) + f(t), teR, (1.20)

onde A: D(A) C X — X éum operador de Hille-Yosida de tipo negativoe f € BC(R, X).
Na situagao onde Xy := D(A) = X, a teoria de semigrupos aplica-se de forma imediata
ao estudo de existéncia de solugoes para a Equacao (1.20). Porém, se X é um subespago
proprio de X segue-se que A nao gera um Cp-semigrupo.

Por outro lado, como vimos na secao anterior podemos considerar uma extensao do
operador A para um espaco conveniente de modo que tal extencao é o gerador de um
Co-semigrupo, o qual denominamos de semigrupo extrapolado. Nesta se¢ao relembramos
alguns resultados que relacionam existéncia e solugao para a Equagao (1.20) e semigrupos
extrapolados.

Como vimos no capitulo anterior, a hipotese de A : D(A) C X — X ser um operador
de Hille-Yosida de tipo negativo acarreta na existéncia de constantes C' > 1 e w < 0 tais
que o semigrupo extrapolado possui a seguinte limitagao exponencial:

T2 ()] < Ce’, t>0.

No decorrer desta secao C' e w serao as constantes dessa desigualdade.

Lema 1.4.1 Dado f € BC(R, X), as sequintes propriedades sio verificadas.
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t

() 172 % F(0)]] < Cet / )| £(s) | ds;

—0o0

(i) O operador linear I' : BC(R, X) — BC(R, X) definido por T'f(t) = T_1 * f(t) é

continuo;

Demonstracao: (i) De fato, observe que

T2+ f@O S/ T2 (t = 5)f(s)lds

—0o0

< / 1Tt — s)[[1£(5)]lds

— 00

t
< / Ce“ || £(s)ds

= Ce“’t/ e || f(s)]|ds.

(#7) De fato, basta observar que

0@ - T < ce [ i) - gls)las

—00

_ (cewt/_ e—des) 1f = gl
c

< (—) 1F = gl
|w|

Finalmente, em [7] os autores mostram que a fungao x : R — X dada por

o que conclui a demonstracao. m

t
2(#) =Ty % f(t) = / T\t — 5)f(s)ds, (1.21)
é a unica solu¢ao branda da Equacao (1.20). Ademais,
T % f(t) € Xo,

para todo t € R.



Capitulo 2

Automorficidade e ergodicidade para
equacoes de evolucao

Neste capitulo trataremos da existéncia e unicidade de solugoes brandas quase au-
tomorficas e pseudo-quase automorficas para a equacao de evolugao semilinear

2'(t) = Ax(t) + f(t,2()),t € R, (2.1)

onde A : D(A) € X — X & um operador de Hille-Yosida de tipo negativo definido
sobre um espago de Banach X e f : R x Xy — X é uma func¢ao apropriada. Fixamos
a notagao Xo = D(A) e nao faremos nenhuma suposi¢ao quanto a densidade de D(A).
Chamaremos de solucao branda para Equagao 2.1 uma fungao continua x : R — X, que
satisfaz a equacao integral 1.21, para todo t € R.

Observagao 2.0.1 Como vimos no capitulo anterior, a hipétese de A: D(A) C X — X
ser um operador de Hille-Yosida de tipo negativo acarreta na existéncia de constantes
C>1ew<0 tats que o semigrupo extrapolado possui a sequinte limitacao exponencial:

|7 ()] < Cet, >0,

No decorrer deste capitulo C' e w serao as constantes dessa desigualdade.

2.1 Solucoes quase automorficas

Iniciamos esta secao com um resultado que assegura a regularidade do semigrupo
extrapolado com funcoes quase automorficas.

30
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Proposicao 2.1.1 Se f € AA(X) entao a fungao T_1 % f : R — X, dada pela regra

t

(Toy # £)(1) = / T o(t— 8)f(s)ds,

—00

€ uma fung¢ao quase automorfica.

Demonstragao: De fato, dada (s),),eny uma sequéncia de nimeros reais, existem uma
subsequéncia (S,)nen € (8 )nen € uma funcdo g : R — X tais que, para cada t € R,
lim, oo f(t + s,) = g(t) € lim, o g(t — s,) = f(t). Observe que

(Toy + f)(t+s0) = /t+5n Ty (t+ s, —s)f(s)ds

—00
t

_ / T o(t =) f(s+ s)ds

—00

_ /t T ot —s) fo(s)ds,

—00

onde f,(t) = f(t+s,), parat € R en € N. Logo, pelo teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue segue-se que

t

lim (71 * f)(t+s,) = lim T 1(t —s)fn(s)ds

n—od n—oo

t

= / lim [T,l(t - S)fn(s)]ds

n—oo
—00

—0o0

= /t T_1(t —s)g(s)ds, VteR.

—00

Analogamente, pode-se mostrar que (T_1 * g)(t — §,) converge para (T_1 * f) (t), para
todot € R. m

Observacao 2.1.1 Uma consequéncia imediata do Lema 2.1.1 € a reqularidade do prob-
lema linear. De fato, se f : R — X uma funcao quase automorfica. Entao o problema

'(t) = Azx(t) + f(t), teR,

onde A : D(A) C X — X € um operador de Hille-Yosida de tipo negativo definido
sobre um espago de Banach X, possui uma tnica solugao branda em AA(X,) dada por

a(t)= ' T i(t—s)f(s)ds, t €R.
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No resultado a seguir usamos a regularidade da convolugao do semigrupo extrapolado
com fungbes quase automorficas para garantir a existéncia de uma tunica solugao em
AA(Xy) para a Equagao (2.1).

Teorema 2.1.1 Seja f € AA(Xo, X) satisfazendo a condi¢ao de Lipschitz

Se CL < |w|, entdo a Equacao (2.1) possui inica solugdo branda quase automdrfica.

Demonstragao: Defino o operador I' : AA(Xy) — BC(R, X) por

t
Fz(t) = / T 1(t—s)f(s,z(s))ds, teR.
Pelo Lema 1.1.2, segue-se que se x € AA(Xy) entao a fungao f(-,z(-)) € AA(Xp).
Portanto, usando o Lema 2.1.1 podemos concluir que AA(X,) é T-invariante, isto é,
I' : AA(Xy) — AA(X,) esta bem definido. Resta entdo mostrar que I' possui um tnico
ponto fixo em AA(X,). Para isto considere u e v em AA(Xj). Temos que

t
[Pu(t) =To@)[| = || [ T2 = s)[f(s,uls)) — f(s,0(s))]ds]|
t
< [Tl s ule) — s, o)) s
t
< C’L/ =) |lu(s) — v(s)||ds
< CL (/ e“sds) lu — v||oo
0
CL
Tl — vl
|w]
Uma vez que — < 1, segue-se que [' é uma contracao. Portanto, o resultado é conse-

|l

quencia do teorema do ponto fixo de Banach. m

Exemplo 2.1.1 Seja g : R — R defina por

glt) = sen (2 + sen(t) i sen(ﬂt)) '
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Sejam a, i € Ry constantes e considere o problema de Dirichlet

{ Ut = Ugy — HU + QGU, R x [Ouﬂ-]

u=0, R x {0, 7} (2:2)

Para tratar o problema (2.2) na formulagao abstrata dada pela Equagdo (2.1) consider-
amos X = C([0,7];R) e A o operador linear definido sobre X pela regra Au = u" — uu e
com dominio

D(A)={ue X :u" € X,u(0) = u(r) = 0}.

Sabe-se que A € um operador de Hille-Yosida de tipo —u. Além disso,
Xo=D(A) = Co([0,7];R) :={u € X : u(0) = u(r) = 0},

donde seque-se que A possui dominio nao denso. Finalmente, escrevendo u(t)(s) = u(t, s)
e considerando a funcao f: R x Xg — X definida por

f(t,9)(s) = a(s)g(t),

onde s € [0, 7], obtemos que o problema (2.2) pode ser reformulado na versao abstrata
(2.1). Por outro lado, seque-se do exemplo 1.1.1 que f € AA(Xy,X). Logo, se a é
suficientemente pequeno, pela funcao g ser limitada, o Teorema 2.2.2 assequra que o
problema (2./) possui uma unica solu¢ao branda quase automdrfica.

2.2 Solucoes pseudo-quase automorficas

Como vimos na se¢ao anterior, a regularidade do semigrupo extrapolado com fungoes
quase automorficas foi fundamental para assegurar a existéncia de solu¢oes brandas em
AA(X)) para a Equacao (2.1). Motivados por este fato iniciamos esta se¢ao com o seguinte
lema de convolucao:

Proposicao 2.2.1 Seja f € PAA(X). Se T 1 * [ € a funcao definida na Proposi¢ao
2.1.1, entao T_1 * f € PAA(X)).

Demonstragao: Com efeito, sejam g € AA(X) e ¢ € By(X) tais que f = g + ¢.
Claramente,

(T f)(t) = (T % 9) (1) + (T-1 % ¢)(t), VteR.



CAPITULO 2. AUTOMORFICIDADE E ERGODICIDADE DE SOLUCOES 34

Ademais, segue-se do Lema 2.1.1 que T x g € AP(Xj) e portanto resta apenas mostrar
que T4 x ¢ € Py(Xp). Ora, para T > 0 temos que

T t 1 [T I
wt |wl|s |w[(T+s) _
/Te /Ooe [o(s)||dsdt < ] /Oo eIt ||<b(8)||d8+|w| /T||¢(S)||d8'

Além disso,

o [Tl < o / [ ot s
< g [T + o [l
< grlolle | TM“%MTH [ otoas
Ty -

Portanto, fazendo T — oo obtemos que
1 /7
— T 1x¢)(t)||dt =0
57 | (T =g @t o
o que completa a demonstragao. m

De posse do resultado anterior estamos em condi¢oes de estabelecer nosso primeiro
resultado acerca de existéncia de solucoes brandas pseudo-quase automorficas para a
Equagao (2.1).

Teorema 2.2.1 Seja f € PAA(Xo, X). Se existe uma fungao limitada e integravel Ly :
R — [0,00) tal que
1f(t ) = fty)ll < Li@)llz —yll, VEeR, Yo,y € X,. (2.3)

Entao a Equagao (2.1) possui uma tnica solugdo branda pseudo-quase automdrfica.
Demonstragao: Defina o operador I' : PAA(Xy) — BC(R, X) por

Fa(t) = /t T (t—s)f(s,z(s))ds, teR.

—00
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Observe que a condigao de Lipschitz (2.3) e o Lema 1.1.2 asseguram que se x € PAA(Xj)
entdo a fungao f(-,z(-)) € PAA(Xy). Consequentemente, usando o Lema 2.2.1 podemos
concluir que o operador I' : PAA(X,) — PAA(X,) esta bem definido. Resta entdo
mostrar que I" possui um tnico ponto fixo em PAA(Xj). Para isto considere u e v em
PAA(Xy). Temos que

IPu(t) - To(t)] = H [t 915 uls)) — S0t

< o eI )uls) o) ds

—00

IN

¢ [ Liluts) ~ ols)lds

< OllLfll vl

Analogamente, obtemos que

IT*u(t) = T*o(@)] < 0/_ Ly(s)|[Tu(s) = T'v(s)]|ds

< 0/_; Ly(s) (c/_;Lf(T)Hu(T)—v(T)HdT) ds
< ([ 1)
< L)y,

Procedendo recursivamente, obtemos, para todo n € N, que

(ClILsle)"

Tu(t) = To(e)] < L

[t = |-

Considere n suficientemente grande tal que (C||L¢|z1)"/n! < 1. Entdo segue-se que I'™
possui um tnico ponto fixo em PAA(Xj) e portanto, pelo principio das contragoes, segue-
se que a Equagao (2.1) possui uma tunica solu¢ao branda pseudo-quase automorfica. m

Observe que o teorema anterior nao cobre o caso onde a fungao f satisfaz uma condigao
do tipo L-Lipschitz com L > 0 constante. Para tal situacao temos o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.2 Seja f € PAA(Xy, X). Suponha que f verifica a condigao (2.3) com Ly
t

uma fungao continua limitada. Seja u(t) = / eI L,(s)ds, t € R. Se existe uma

constante o > 0 tal que Cu(t) < a < 1 para todo t € R, entao a Equagao (2.1) possui
uma unica solugao branda pseudo-quase automorfica.

Demonstragao: Defina o operador ' sobre PAA(R, X;) por

t

Fz(t) = / T 1(t—s)f(s,x(s))ds, teR.

[e.e]

De forma anéloga a demonstracao do teorema anterior segue-se que I' esta bem definido
e PAA(Xy) é T-invariante. Por outro lado, se u,v € PAA(X,) temos que

ITu(t) = Te@)| < C/ eI L (s)|[uls) — v(s)|lds

—0o0

t
< C (/ e“’(t_s)Lf(s)ds) |t — V]|

= Cut)[lu = vl < affu = vl

Portanto, I' é uma contracao e o resultado é consequéncia do teorema do ponto fixo de
Banach. m

Um corolario imediato do teorema anterior ¢ dado a seguir.

Teorema 2.2.3 Seja f € PAA(Xo, X). Suponha que f verifica a condi¢io de Lipschitz
||f(t,l')—f(t,y)|| SLH‘T_y”? VtGR, VIL‘,QGX(),

com L > 0 constante. Se CL < |w|, entao a Equagao (2.1) possui uma unica solu¢ao
branda pseudo-quase automorfica.

Para finalizar esta secao consideramos um exemplo proveniente da teoria da conducao
do calor.

Exemplo 2.2.1 Sejam g : R —- R e ¢ : R — R definas por

g(t) = sin < ! > e ¢(t) =max{exp (— (t£k%)?)}.

2 + sin(t) + sin(v/2t) =4
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Seja oo > 0 constante e considere o problema de Dirichlet

{ Up = Ugy — U+ agu + a¢sin(u), R x [0,7]

=0, R x {0, 7} (2:4)

Para tratar o problema (2.4) na formulagao abstrata dada pela Equagao (2.1) consider-
amos X = C([0,7];R) e A o operador linear definido sobre X pela regra Au = u" —u e
com dominio

D(A)={ue X :u" € X,u(0) = u(r) = 0}.

Sabe-se que A € um operador de Hille-Yosida de tipo —1. Além disso,
Xo=D(A) =Cy([0,7];R) := {u € X : u(0) = u(r) = 0},

donde seque-se que A possui dominio nao denso. Finalmente, escrevendo u(t)(s) = u(t, s)
e considerando a funcao f: R x Xg — X definida por

ft,9)(s) = arp(s)g(t) + ag(t) sin(t(s)),

onde s € [0, 7], obtemos que o problema (2.4) pode ser reformulado na versao abstrata
(2.1). Por outro lado, seque-se dos exemplos 1.1.1 e 1.1.2 que f € PAA(Xy, X). Logo, se
a € suficientemente pequeno o Teorema 2.2.2 assequra que o problema (2./) possui uma
unica solucao branda pseudo-quase automorfica.
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