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Resumo

Seréd apresentado neste trabalho um estudo acerca da existéncia de solucoes peri-
6dicas com periodos diferenciaveis do sistema nao linear no problema dos N+1 vortices
na esfera com um vortice no polo norte, garantidas pelo Teorema do Centro devido
a Liapunov. E feita uma analise para garantir que as hipoteses do Teorema sdo sa-
tisfeitas pelos autovalores da matriz da parte linear do sistema. Usamos resultados
obtidos por Hildeberto Cabral, Meyer e Schmidt no artigo Stability and Bifurcations
the N-+1 wvortex problem on the sphere, para os autovalores da matriz de estabilidade
do sistema associado ao problema dos N1 vortices na esfera com um vértice no polo
norte. Mostraremos que existem conjuntos abertos nos quais o quociente dos autova-
lores por um fixado é nao inteiro. Mostrando que além de ser estével o problema ainda

tem propriedades periodicas de forma diferenciavel.

Palavras Chave: Existéncia, Mecanica Celeste



Abstract

In this work we present one study above exist of periodics solutions of the no-
linear system in the N+1 vortex problem with vortex at the north pole, with diferencial
period, garanted for the Theorem of the center by Liapunov. Is make one analises for
garanted with the hipoteses of the Theorem are satisfied for the eigenvalues of the
matrix of the part linear of the system. We used result obtained by Hildeberto Cabral,
Meyer e Schmidt in the paper Stability and Bifurcations the N-+1 vortex problem on the
sphere, for the eigenvalues of the stability matrix of the system associate N+1 vortex
problem in the sphere with vortex north pole. Show will with exist open sets where
the rate of the others eigenvalues by one fixed not is entire. Showing with over there

of to be stable the problem have periodic solution of form diferencial.

Kaywords: Existence, Celestial Mechanics
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Introducao

O problema dos N+1 vortices na esfera teve suas equagoes derivadas por V.A.Bo-
gomolov em 1977. Em 1883, G. Kirchhoff derivou as equagoes de movimento para o
problema dos N+1 vortices na linguagem de Mecanica Hamiltoniana. No entanto o
interesse na teoria dos vortices vem de antes, ja em 1882 J.J.Thomson discutiu o prob-
lema de vortices num fluido ideal com o intuito de entender a estrutura do &tomo.
Faremos uma analise do problema dos N+1 vortices numa vizinhanca do equilibrio
relativo definido pela configuragao em que N vortices de intensidade igual a um estao
nos vértices de um poligono regular numa dada latitude e o (N+41)-ésimo vortice, de
intensidade &, estd no polo norte. Comecamos apresentando nocoes preliminares no
capitulo 1, para uso nos capitulos 3 e 4. No capitulo 2, enunciamos um resultado
devido a Liapunov, que garante a existéncia de solucoes periodicas, bifurcando-se de
um equilibrio (o0 Teorema do Centro). No capitulo 3, trataremos do problema dos N-+1
vortices no contexto apresentado em [4], de onde tiramos resultados obtidos sobre a es-
tabilidade desta configuracao. No capitulo 4, faremos uma anélise dos autovalores com
expressoes conhecidas e fazemos algumas consideragoes sobre os demais cuja expressao
nao é conhecida, na tentativa de obter as informacoes necessarias para usar o Teorema

do Centro e poder garantir em alguma regiao a existéncia de solugoes periodicas.



Capitulo 1

Sistemas Hamziltonianos

1.1 Teoria Fundamental

Comecamos por introduzir conceitos e definicoes que serao usados no decorrer do
texto. O primeiro conceito é de Sistemas Hamiltonianos.
1.1.1  Sistemas Hamiltonianos

Seja o sistema de equacoes diferenciais ordinérias

z = [(z) (1.1)

onde f(z) é uma fungao diferenciavel em R?". Dizemos que este é um Sistema Hamil-

toniano se ele puder ser escrito na forma

oH oH
ayl ) yl axl (Z J ) n) ( )

z;

onde a funcdo H = H(x1, %2, ..., Tn, Y1, Y2, ---, Yn) € chamada a funcado Hamiltoniana
do sistema. Dizemos ainda que as variaveis x; sao conjugadas das variaveis y;, e estas
conjugadas daquelas. Dizemos também que n é o nimero de graus de liberdade do

sistema.



Exemplo 1

Consideremos o sistema formado por N particulas materiais no espaco de massas
my, ..., my, CUjos vetores-posicao designaremos por X, ..., XN, movendo-se sob a agao
de um campo de forgas derivado de um potencial U = U(xy,...,xn). As equagoes

Newtonianas do movimento sao

. ou
mrXk = —8—Xk (kf = 1, ,N)

Introduzindo os momentos lineares, yx = m;X; estas equagoes podem ser escritas na

forma de um sistema de primeira ordem

1 ou
K = — K= ——. k=1,..,.N
XKk -~ Yk Yk % ( -
Considerando a fun¢ao H das variaveis x = (27, ...,2y), ¥ = (Y1, ..., yn) definida
por
1
Hixy) =Y 5 =llyill* + Ulx.y)
—
resulta que este sistema assume a forma
0OH OH
Lo o= k=1,...N

que é um sistema da forma (1.2) com n = 3N.

Forma Matricial

Fazendo x = (77,....,7,) 7, y = (y1, .., yn) " e 2= (x y)T podemos reescrever o

sistema Hamiltoniano (?7) como
z=JVH(z) (1.3)

com I representando a matriz identidade n X n e J, a seguinte matriz simplética

0 I
-1 0

J:
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Defini¢ao 1.1 Seja @ = f(x) , onde f : W — R", com W C R". Uma integral
primeira,V, é uma fun¢do que é nao constante em W, porém W (x(t)) é constante para

toda solugao x(t) do sistema.
Teorema 1.2 H é uma integral do sistema (?7)

Prova. Temos que H é uma funcao real nao constante. Assim precisamos mostrar
apenas que H(z(t)) é uma fungao constante se z(t) for solugao do sistema (?7). De

fato,

dH dz dz
E(Z(t)) = DH(z(t))(E) =< VH(z(t)), o >=< VH(z(t)),/VH(z(t)) >= 0

visto que J é uma matriz anti-simétrica, e assim concluimos a demonstracao. m

Coordenadas Canoénicas

Das transformacoes de varidveis, as que tém uma importancia relevante no pre-
sente contexto sao aquelas que preservam a estrutura hamiltoniana do sistema. Seja
z = ¢(s) a nova variavel provinda da variavel z pela transformacio ¢. Diremos que ¢

preserva a estrutura hamiltoniana se o novo sistema tiver a forma
¢ = JVH*(s)

para alguma fungao H* = H*(&y, ..., &, M1y ey ). Temos,

D¢(s). =z = JVH(z)
Fazendo H(<) = H(¢(s)) = H(z) temos pela regra da cadeia
DH(<).v = DH(z)(D¢(s).v)
e assim, para todo v

< VH(),v >= DH(s).v = DH(z).(D¢(s).v) =

=< VH(z),D¢(c).v >=< D¢(s)"VH(z),v > .
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Portanto, VH(s) = D¢(s)'VH(z), donde VH(z) = [Dé(s)T]"'VH(s). Deste

modo encontramos que
¢ = D¢(s) "t I[D¢(s)"] 'V H(s)

Assim , se Do (c) 1 J[Dg(s)T]7t = L J, entdo ¢ = iJVﬁ(q) = JV(iﬁ(g))

T
Diremos que ¢ ¢ uma transformagao pu-simplética se a matriz D¢(s) for p-simplética,

para todo g, isto é,

Do ()" JDg(s) = puJ

Teorema 1.3 Se z = ¢(s) € uma transformacao p-simplética, entao todo sistema

Hamiltoniano (1.3) € levado noutro
¢ = JVH()
onde H(s) = LH(G(6)).

Quando p = 1, dizemos que z = ¢(<) é simplética e que a transformacao ¢ define
uma mudanca de variaveis canonicas.
Seja X = (X1, ...,Xn) € N = (N1, ...,n,). Dada uma fun¢do W (x,n) com Hessiano

nao nulo, isto é, detW,, # 0, as equacoes

y=Wy(x,n), &= Wn(xvn)

define implicitamente uma mudanga de coordenadas

v=ux(mn), y=y&mn) (1.4)

a qual é simplética. Para uma demonstragao ver [5]. A funcdo W é chamada uma

funcao geradora da transformacao (77).

1.1.2 FEstabilidade

Seja zp uma posigao de equilibrio do sistema (1.1), isto é, um ponto do dominio

da equacao tal que f(z) = 0.
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Definicao 1.4 Dizemos que zy € um equilibrio estdvel no sentido de Liapunowv, se
para todo € > 0, existe § > 0 tal que se ¢(t) € uma solugdo do sistema com ||p(0)—zp|| <

J, entdao ¢(t) € definida para todo o tempo e ||p(t) — 2o|| < €, para todo t.
Definicao 1.5 Dizemos que um equilibrio € instdvel se nao for estavel.

Teorema 1.6 (Dirichlet) Se existe integral definida positiva (ou negativa) em torno

do equilibrio, entao este € estavel.

Supondo zp = 0 e f(z9) = 0 temos que o sistema (1.1) pode ser reescrito na forma

Z=Az+g(2)
onde g(z) é uma fungao diferenciavel. Neste contexto enunciamos os seguintes resulta-
dos devido a Liapunov. Para sua demonstragio indicamos a referéncia [12]

Teorema 1.7 Se Re(\) < 0 para todo A autovalor de A, entdo o equilibrio é estdvel.

Teorema 1.8 Se existir um autovalor X de A com Re(\y) > 0, entdo o equilibrio é

instavel.

Definicao 1.9 O equilibrio € linearmente estdvel se a origem z=0 é um equilibrio

estdvel do sistema linear 2 = Az.

Outro resultado obtido por Liapunov permite garantir a estabilidade do equilibrio
desde que conhegamos uma funcao que é mondtona nao-crescente. A fim de enuciarmos

este resultado precisamos da seguinte defini¢ao

Defini¢ao 1.10 Seja zo um equilibrio do sistema (1.1). Uma fun¢do de Liapunov
para zg € uma fungao V : U C R — R diferencidvel definida em um aberto U contendo

20, satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) V(z0) =0 eV (2) >0V z # 2
(b) V<0 em U, onde V=DV (z)- f(z)

O critério de Liapunov para o sistema é o seguinte:
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Teorema 1.11 (Liapunov) Seja zy um equilibrio do sistema (1.1). Se eziste uma

funcao de Liapunov para zg, entao zg € estdvel.

Prova. Seja V : U C R” — R uma funcao de Liapunov para z;. Dado B = {z €
R™: |z — 29| < 6} tal que B C U. Temos, por (a), que os valores de V.em U — {2}
sdo positivos, assim se tomarmos m = minV |sp obteremos um niimero real positivo.
A funcgao V é diferenciavel em U, logo continua. Portanto se tomarmos € = m existira
um d,,, tal que para |z — zo| < 0, = |V (2) — V(20)| < m, donde, por (a), se tomarmos
U ={z € R": |z — 2| < dn}, teremos V(z) < m Vz € U;. Como V decresce ao
longo das orbitas do sistema, temos que z(t) permanece no interior de B para todo t e

z € U;. Portanto, 2y é estavel. m

Exemplo 2 Consideremos o sistema
i=—v+2r(r+y)?, g=-y’ +2° (@ +y)?, (v,y) ER?

A origem (0,0) é um equilibrio isolado. Consideremos a funcao V(z,y) = %(xQ + 2.

Temos
V(0,0) =0 e V(z,y) > 0 para todo (x,y) # (0,0).

Ainda V(z,y) = 2@ + yy = [2(z + y)? — 1](2® + y*), donde V(z,y) < 0 em uma
vizinhanga de (0,0) (exceto em (0,0)). Em virtude do teorema de Liapunov, (0,0) é

estavel,de fato, ¢ assintoticamente estével, ver [6].

Estabilidade em Sistemas Hamiltonianos

Continuamos esta se¢ao com uma definicao que servira para introduzir os demais
conceitos relacionados com a estabilidade de um sistema Hamiltoniano.

Seja o sistema Hamiltoniano (1.3), e seja zy equilibrio deste sistema. Suponhamos
que zp =0 e que VH(0) = 0.

Entao,

H(z)=H(0)+VH(0)z + %ZTDQH(O)z + f(2)



13

onde f(z) = O(]z|*). Assim o sistema (1.3) pode ser reescrito na forma
= JD*H(0)z + F(2)
onde F = JV fy. Fazendo D*H(0) = G, obtemos
2 =JGz+ F(z).
Lema 1.1 O polimonio caracteristico de JG € par.

Prova. Observando inicialmente que a matriz simplética canonica satisfaz as
seguintes propriedades; J? = —I,J7 = —J e que a Hessiana é simétrica, ou seja,

GT = @, obtemos a sequéncia de identidades;
M —JG)T = (ANDT — (JG)T = M -GTJT = M +GJ = J(=M - JG)J

onde esta tltima sentenca é facilmente obtida pelo uso das duas propriedades da matriz
J citadas acima. E desta forma temos o Lema, visto que o determinante de uma matriz

¢ igual ao de sua transposta. m

Assim, se \ é autovalor de JG, entao —\ também é. Logo, se existe um autovalor
A de JG com Re) # 0, existirdA um com parte real positiva. Assim, pelo Teorema de

Liapunov (1.7) temos imediatamente o seguinte

Teorema 1.12 Se existe A\, autovalor da matriz A, com Re(\) # 0, entdo o equilibrio

€ instavel.

Se z = 0 é estavel, entao todo autovalor de JG é imaginério puro.

Suponhamos todos imaginarios puros. Se a forma quadratica 2T D?H(0)z é
definida positiva ou negativa, o Teorema de Dirichlet garante que z = 0 é estavel,
pois H é integral do sistema.

Assim o estudo da estabilidade s6 é nao trivial quando todos os autovalores sao
imaginarios puros e a parte quadratica é indefinida. Veremos o conceito de forma

normal.
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1.2 A Forma Normal

Seja o sistema Hamiltoniano
¢ = JVH(2)
com um equilibrio em zy = 0. Entao, VH(0) = 0, e temos que
z2=JGz+ ..

onde G = D?H(0). Procuramos uma mudanga de variaveis canonica z = ¢(¢) numa
vizinhanga da origem , de tal forma que o novo Hamiltoniano esteja na forma I'(¢) =
['5(¢) +T'3(¢) + ... , onde I'k(¢) é um polinémio homogéneo de grau k nas coordenadas

S1,..ry Sop, de 6.

Corolario 1.13 Podemos sempre tomar coordenadas candnicas lineares de modo que

0s autovalores de JG sejam ordenados numa sequéncia da forma

Ay oo Ay = Al ooy = A (1.5)

Prova. Seja P(x) o polinémio caracteristico da matriz JG. Pelo Lema (1.1),
P(x) ¢ um polinomio par, logo se P(A) = 0, também P(—A) = 0. Donde resulta
que teremos n pares de autovalores £\q, ..., £\,. E pelo fato de que se duas matrizes
diferirem por multiplicagao de uma matriz diagonal, entao elas terao os mesmos au-
tovalores, podemos usar matrizes elementares diagonais para transformar a matriz JG
diagonalizada sob a base de seus autovetores, numa matriz cujas entradas na diagonal
respeitam a ordem \q, ..., \,, — A, ..., —A,. Como estas transformacoes elementares sao
troca de linhas e colunas, suas transpostas irao reverter o processo, trocando colunas e
linhas, e assim, se denotarmos por A a matriz destas transformacoes, temos AT JA = J,
donde estas transformacoes sao simpléticas. Temos assim concluido a demonstracao.

Supomos a partir de agora que Re();) = 0 para j = 1,...,n, pois queremos
estudar a estabilidade do equilibrio zp = 0 e ja vimos que se algum dos autovalores tem

parte real diferente de zero, o equilibrio é instavel.
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Teorema 1.14 Sejam A1, ..., \n, — A1, ..., — A\, 08 autovalores da matriz JG e suponha
A1, oy Ap distintos.  Entao, existe uma matriz simplética D tal que a transformacao
candnica linear z = Dw leva o sistema z2 = JGz no sistema w = JH*w com o Hamal-

toniano H* dado por
H*(u,v) = Z A ULV
k=1

onde W = (U, .., Up, V1, vy Up)

Prova. Como A\, # A; se i # j, entao JG é diagonalizdvel, logo, existe uma
matriz C invertivel tal que

ClJGC =1L (1.6)

onde L = diag[A1, ..., \n, =1, ..., —An]. De (??) encontramos que CTGJ = —LCT | pois
JI'=—JeG" =G. Como J? = —I (J7' = —J), encontramos que CTJJGJ = LCT
e entdo J'CTJJGJ = —JLCT = LJCT. Portanto, temos

(JrCtn.JG.(J et =L

Desta forma obtemos P = (J7'CT.J)™! matriz que diagonaliza JG, e como os

autoespacos sao unidimensionais, existe B diagonal tal que C' = PB onde

By 0
0 B,

B =

Mas JB = CTJC, pois como P = (J7!CTJ)™t e P = CB™!, temos que
CB™' = JH(C™HTJ, donde B~ = C7LJH(CHTJ e assim JB = CTJC, logo,
JB ¢ antisimétrica. Da antisimetria de JB, concluimos que By = Bs.

Seja

e seja D = CQ. Um calculo mostra que Q7JBQ = J, logo, DTJD = QTCTJCQ =
QTJBQ = J, logo, a matriz D é simplética. Como @ é uma matriz diagonal, D também
diagonaliza JG, isto € D™1JGD = L. Assim a transformagao z = Dw é canonica e

leva o Hamiltoniano Z = JGz em w = Lw. Portanto, se w = (u,v), temos
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Uk = )\kuk s Uk; = _)\k'Uk: (k :1, ceey n)
Destas equacoes vemos que o novo Hamiltoniano é dado por

H*(u,v) =Y Mgty

Obs.: Fazendo a mudanca linear de coordenadas

uj = (& — iny)
vj = o5 (& + i)

J

que é simplética, obtemos para o Hamiltoniano o polinémio real
1
Da(&m) = 5 > &+ )
k
onde ap = —i\.

Seja agora um Hamiltoniano ji na forma

Hr,y) = 3 3 ou(ed +9) + Hy(e,0) + Halr,) + . (17)

Para obter uma mudanca de coordenadas simplética que simplifique os demais
termos do Hamiltoniano, vamos introduzir a nocao de forma normal.

Uma mudanca simplética real da forma
z =&+ (€ n)

y=n+y&n)

leva a um outro Hamiltoniano da forma

H*(&m) =Y (& +n3) + Ha(§,m) + .. (1.8)

onde H;(§,n) sdo polinomios homogéneos de grau j em &y, ..., &, M1y ooy M
Considere a mudanca simplética de variaveis complexas, &, ..., &0, 71, ..., ) ParTa

as variaveis complexas (i, ..., ¢y, (1, ..., ¢, definida por

1 1
G = T(fj —m;) G = ﬁ(é} +1;). (G1=1..n)

~
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Note que se §;,n; sao reais, entao f’j ¢ o conjugado complexo de (.

Expressemos o Hamiltoniano H* nas varidveis (j, fj, obtendo
H(¢ ) =Y amcd (1.9)
el
onde k = (k1,....k,), l = (I, ..., 1,) com k;,[; inteiros ndo negativos e

k ~l k1 Fl1 fko L kn ~ln
f)/klc C = Vkl,...,kn,ll,.‘.,ln 11 11C22 22 T Cn C’n

Note que o termo quadratico
n 1 B
ZZ@jCjCj (1.10)
j=1
é funcio apenas dos produtos (1(i, ..., GuCa.

Para todo k = (kq, ..., k,) € Z™, seja
<k, a>=ka + ..+ k.,
e considere o Z- modulo
M,={keZ";< k,a>=0}

Note que se k =1=(1,1,...,1), entdo k — [ = (0,0, ...,0) € Z.
Por (??), vemos que para o termo quadratico do Hamiltoniano (?7?) temos k—1 €
Z. Dizemos que o Hamiltoniano H* ¢ a forma normal de H em (??) se H em (??)

s6 contém termos para os quais k — [ € Z, isto é , se
Yo =0 para k—1¢7Z

PS.: Se aq, ..., a,, sao linearmente independentes sobre os racionais, entao M, =
{0} e a forma normal s6 contém termos produtos (¢, j=1,..,n , logo, o Hamiltoniano &
uma série nas variaveis

RSP

Esta é a chamada forma normal de Birkhoff. Dizemos que o sistema Hamilto-
niano apresenta ressonincia quando os autovalores A,... ,\, sdo linearmente depen-
dentes sobre os racionais. No caso de ressonancia entre os autovalores, temos M, # {0}
e o Hamiltoniano simplificado H* é chamado a forma normal de Gustavson.

Temos o seguinte resultado acerca da forma normal
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Teorema 1.15 FEziste uma transformagao canonica formal x = x(&,n) vy = y(&,n),
que leva o Hamiltoniano H(x,y) = > ay(ai +y3) + Hs(x, y) + Hi(z, y) + ... na forma
normal I'(&,n)

Prova. Por indugao. Os termos quadraticos ja estao normalizados. Tomemos a

transformacao canonica definida implicitamente, por
y=W, &=W,
com W(z,n) = mek + Ws(x,n) + ... onde os W; sdo polinémios homogéneos de
k
grau j em x e 1. Sob a correspondente mudanca de varidveis

v=x(mn), y=y&n)

o novo Hamiltoniano é dado por I'(§,n) = H(z,y). Portanto, temos a identidade em

:E7 777
H(z,W,) =T(W,,n) (1.11)

Suponhamos que W3, ..., W, 1 e I's,....['s_; da funcao geradora e do novo Hamil-
toniano ja sao conhecidos e comparemos os termos de grau s na identidade (?7) isto é,

na identidade

1
5 > ap{ai + 0+ Waa, + )% + Hs(w,n + Wag + ) + . =
k

1
3 > ap{(wk+ Wy, + )7+ 0i} + sl + Way + o) + oo
k

A comparacao dos termos de grau s nos da

ZaknkWs,xk + Ol(HSa ooy HS—1> W3a ~-'Ws—1) + Hs(xvn) =
k

ZakmkW&nk + CQ(Fg, ey stla Wg, ceey stl) —+ Fs(l’,n)
k

onde por hipdtese de indugao as funcgoes Ci(Hs, ..., He 1, W3, .. Ws_1) e
Co(T3, ..., Ts_1, W3, ..., W,_1) sdo conhecidas.

Reescrevamos esta igualdade na forma

Zak{kasmk — MWaa,) + Ls(@,n) = Cor(@, ) + Hy(x, 1),



onde Cs_4(z,n) = C1(Hs, ...,

Hs—b W37

Introduzindo o operador diferencial

D:Zak(

temos

7Ws—1) —Cg(rg,...,
NS

Ly(z,m) + DWi(x,n) =

Cs—1(Hs, ... Hi — 1,3, ..., s — 1, W3, ...
Agora, fazendo (; = x; + in;, (; = x; — in; temos que
Q(Ckg_l) _ ikjgkél o iljgkél
N G G
o _ k. k1 L kol
9 gy T 1
T G G
donde
Z Ckgl . Zl Ckgl '
Zoz][ D (a + i) — (2; — }:
J Cj
e, portanto,
D(C*E) =i <k —La> '

Fs—la W37

(Xt

3 Ws—l)

7Ws - 1) + Hs(xun)

, ) ke
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Assim, expressando a identidade que define I'; por meio do operador D em termos

de ¢, ¢ veremos que se k — [ € M,, o coeficiente 7, ; de 'y ¢ igual ao correspondente

em Cs_1 + Hy, enquanto que se k—1 ¢ M, entdo, por defini¢do da forma normal, temos

Vst = 0 e o coeficiente de Wy, de W, é o corresponente coeficiente do lado direito

da identidade dividido por ¢ < k — [, o >. Portanto temos determinado os polindmios

homogéneos I'; e Wy, concluindo a demonstracao. m

Exemplo 3 Obter a forma normal até o quarto grau, do Hamiltoniano

1
Q(ﬁ +y7) +

H —

Temos que para ressonancia 1:1, ou seja, .

em grau 3, k — 1 ¢ M, V k,l, donde I's

2

Ak

1
—(x% + y%) + x%mg + )\x;’

=1V k, o M, é gerado por (1,-1). Assim

0. Vemos que neste Hamiltoniano temos
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ressonancia 1:1. Em grau 3, C; = 0 e em grau 4, temos C3 = £ >~ ak(Wim —Wink)—i-Q,

onde Q consiste dos termos de quarto grau em
H(x,n+ Ws(x,n)) — Ts(z,n + Ws(z,n))

Mas pela ressonancia 1:1 temos que Q = 0, ja que H3 s6 depende de x. Donde

para calcular C3 precisamos calcular W3. Temos
Hs(z,n) = 2329 + \75.

Tomando (; = z + i1 € Co = Tpp — 1Mk, obtemos

Hy(6,0) = 5l(G + GG+ ) + MG + &)

Temos que o coeficiente Wy de W3 serd o coeficiente Hsj; de Hs dividido por
H3

—=— . Expandindo a expressao de H; acima
<k—-Il,a> P P ’

it < k—1,a>,ouseja, iWsp —

em ( e ¢ obtemos

Hs(¢.¢) = %[Qz(z +26GG+ GG+ GG +200GG+ Gh+ME +3G6+ 366G +G))

Calculamos entao os coeficientes de Wi j;

GG k=(2,1) 1=(0,0) a=(1,1) = <k—IlLa>=3
GGG k=(1,1) 1=(1,0) = <k-lLa>=1
(G k=(0,1) 1=(2,0) = <k-lLa>=-1
GG k=(2,0) 1=(0,1) = <k-lLa>=1
GGG k=(1,0) 1=(1,1) = <k—-la>=-1
(3G k=(0,1) 1=(2,0) = <k—lLa>=-1
¢ k=1(0,3) 1=(0,0) = <k-lLa>=3
(3G k=1(0,2) 1=(0,1) = <k-lLa>=1
GG k=(0,1) 1=(0,2) = <k—lLa>=-1
3 k=(0,00 1=(0,3) = <k-la>=-3

Temos entao que

, 1.1 L _ . 1 _ I
iWs k= g[g@f@ +2066 - GO+ GG -200G6 -Gk + )\(gﬁg +30G6G—366 - gCS)]
2
E entao calculamos C' = Z(chk + W;C—k), pelo fato de em I'y s6 aparecerem certos
k=1

termos, temos que a expressao de I' até quarta ordem seré;
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PO = (G +1GP) + g[=31G1" = (6A + DIGLIGE = FA%IGl* + (54 = DRe(Gi¢)?]



Capitulo 2

O Teorema do Centro

2.1 Preliminares

Dada uma equagao diferencial

= f(r) = Az + ... (2.1)

com um equilibrio z* = 0, é possivel que o sistema linear © = Ax tenha solugoes
periodicas sem que isto ocorra para o sistema completo, nao-linear. Este fato é ilustrado
em [5], com exemplos.

Para sistemas Hamiltonianos, um Teorema de Liapunov assegura que sob uma
hipotese adicional sobre os autovalores da parte linear, uma solugao peri6dica do sis-
tema linear garante a existéncia de solucoes periodicas do sistema nao-linear.

Dado o sistema Hamiltoniano
z=JVH (2.2)

com um equilibrio na origem, temos que a expansao da funcao Hamiltoniana em série

de Taylor no equilibrio sera

H(z) = H(0) + %ZTG,Z + ... (2.3)
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onde G = D?H(0) é a matriz Hessiana de H em 2* = 0. Assim, o sistema de equagoes
pode ser escrito na forma;

2=JGz+ .. (2.4)

Partamos para uma anélise do sistema escrito nesta forma. Recordemos do capi-
tulo 1 que o polinomio caracteristico da matriz JG é par e que os autovalores de JG
podem ser ordenados da seguinte forma Ay, ..., A\, —Aq, ..., = Ap.

O Teorema do Centro, devido a Liapunov, ¢ o seguinte

Teorema 2.1 Suponhamos que para os autovalores da parte linear, JG, do sistema
Hamiltoniano diferencidvel
2=JGz+ ...,

. L. A . ~ . 1 -
tenhamos A\ imagindrio puro e ™ ¢ Z, para j = 2,...,n , entao existe uma familia

de solugoes periddicas, z,(t), do sistema nao-linear, com periodo diferencidvel 7(p),

prozimo ao periodo 2% das solucdes do sistema linear, correspondentes ao autovalor

[A1]
Al

Na proxima secao provaremos o Teorema do Centro num contexto mais geral, em
que o sistema nao é, necessariamente, Hamiltoniano. Apresentaremos a demonstracao

dada em [11].

2.2 0O Teorema do Centro

Antes de enunciarmos o Teorema do Centro, devemos como preliminar enunciar
e demonstrar um lema.

Seja uma equagao diferencial

&= f(z) (2.5)

onde f: W — R" é analitica no aberto W C R"™.
Seja g € W um equilibrio desta equacao e suponha que a mesma admite uma

integral primeira ¥ (z).
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Lema 2.1 Se o vetor Vi)(xo) ndo € nulo, entio ele é um autovetor de D f(xo)" com

autovalor 0.

Prova. Podemos supor que 2o = 0 !, de modo que
flz) =Az+ ... e Vy(x) = Vy(0) + ...

onde A = Df(0).
Entao

Di(x) - f(x) = Vip(x)" f(2) = Vi(0)" Az + O(|z]*).

Como 1 é uma integral primeira, temos que Dy (zx) - f(z) = 0 para todo =z € W,
=0

)
donde, segue-se que Vi(0)TA = 0, e portanto, ATV(0) [

Teorema 2.2 Seja xo um equilibrio da equacao (?7) e suponha que o imagindrio puro
i € um autovalor simples de D f(xo). Suponha que % ¢ 7, para todos os autovalores
de A = Df(xo) diferentes de +ia. Suponha, ainda, que eriste uma integral primeira

() da equagao 77?7 tal que

D*(o) - (v,0) #0

onde v € a parte imagindria de um autovetor de ic. Entdo, existe uma familia uni-

paramétrica de solugdes periddicas, x(t, ), tal que x(to, ) = xo, com periodo T(u) e
lim (1) = -
o T

Prova. Para € # 0, sob a mudanga de coordenadas
T =m0+ € = € (2.6)

obtemos,

e = Az + O(|2?|) = eA¢ + O(|€%))

1Seja Z(t) solugao de 77, entdo se tomarmos a mudanga z(t) = z(t) +Z(t), vemos que x(t) é solugio
de ?7 se, e somente se, z(t) for solugdo do sistema 2 = g(z,t) = f(z + Z,t) — f(Z,t) , e desta forma

concluimos que o equilibrio z = xg pode ser trocado por zy = 0.
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,donde
£ = AE +O(e) (2.7)

Esta equacao esté definida também para € = 0 e é analitica, mesmo quando ¢ = 0.
O fluxo de (??) & dado por (t, &, €) = ¢ + O(e).
Seja u + iv um autovetor de A associado a i« e consideremos a solugao £*(t) =

Im(e"*(u +iv)) da equacio linear £ = AE, isto é
£*(t) = sin(at)u + cos(at)v (2.8)

Observemos que £*(t) é uma solu¢ao periddica do sistema nao perturbado (?7),
que seu periodo é 7" = %’r e que a condi¢do inicial é £*(0) = v.

Vamos mostrar que existe uma familia de solugbes periodicas de (?7), &(t, p),
dependendo de um parametro real p tal que &.(¢,0) = £*(t) e que o periodo 7.(u)
satisfaz a condi¢do 7.(0) = 2%. Como para cada € # 0, a transformacio em (?77)
representa, a menos de uma translagao, apenas uma escala diferente do espaco original
dos x, segue-se que a solucdo w.(t, ) = xo + €£(t, u) efetivamente independe de € e
assim obtemos uma familia uni-paramétrica z(t, u) de solucoes periodicas de 7?7 com
periodo T(u) = (p).

Para garantir a existéncia da solugao periodica & (¢, 1) consideremos, a equacdo

de periodicidade
h(Ta §7 E) = ()0(7_7 57 6) - f = 0. (29)

Observemos que
h(r*,£*,0) =02
Agora,

Deh(7*,&%e) =€ 4 — 1

nao é invertivel, uma vez que e**®

= 1. Assim, nao podemos garantir a existéncia de
¢ = (e, 7) de forma a obter solugbes periddicas ¢(t,&(€,7), €) com periodo fixo 7.
Mas veremos que é possivel obter solugoes periodicas com o périodo variavel.

Consideremos uma base de Jordan para A da forma

2pela expressio do fluxo, temos ¢(7*,£*,0) = €7 AL = ¢*.
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ﬁ = {u7V>V3> L) Vn}

de modo que tenhamos

—a 0

Ty

com Jy, ..., J, blocos elementares de Jordan. Entao a matriz M(t) = !4 — I é dada

por3

cos(at) —1  sin(at)
—sin(at) cos(at) — 1

M(t) = et —

eth -7

Por outro lado
Gh(r,£%,0) = 2p(7%,£%,0) = AL* = au.

Agora, se o bloco J; esta associado ao autovalor \; e tem tamanho ny, entao

et — I = diagle™ — 1,...,e* — 1] e portanto
Ak(t) _ det(e“’“ _ [) — (et)\k _ 1)nk

Como 7"\, = 27ri% e, por hipotese, %}“ nao é inteiro, segue-se que Ay (7*) # 0.
Logo, a matriz obtida de M (7*), substituindo-se a primeira coluna por (o,0,...,0)T e
suprimindo-se a segunda linha e a segunda coluna, ¢ invertivel.

Assim, fazendo-se & = & + p da equagao (?77) podemos, pelo Teorema das
Funcdes Implicitas, tomar 7 = 7(e, ) e & = &;(€, p) para i # 2, como funcoes analiticas

numa vizinhanca de (0,0) tais que

*Pois exp 0 « _ cos(at)  sin(at) .
—a 0 —sin(at) cos(at)
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7(0,0) =77 e &(0,0) =&
Fazendo
§e, 1) = (§1(€, 1), &5 + 1, Eale, 1) oo Enle, 1))
as n — 1 equacdes
pi(T(e, 1), &(€, 1) €) = &ile, ) =0, i #2 (2.10)

estdo automaticamente satisfeitas para (e, u) numa vizinhanca de (0,0).
Agora, U(,€) = Y(xg + €£) é uma integral primeira do sistema (?7) e, por

conseguinte,

\IJ(QD(T(@ :u)vg(@:u)’ 6)76) - ‘I’(f(e»#)>€) =0

donde
VU (e, 1), €)lo(T(e, ), E(e, 1), €) — (e, )] = 0 (2.11)

onde (e, 1) € um ponto no segmento de reta que une o ponto p(7(e, 1), E(€, 1), €) ao

ponto &(e, ). Por (?77), temos que

o(7(€ p), §(e, 1), €) = &(€, ) = (2(7(€, 1), E(€, ) €) — &)V
a equacao (?7) se reduz a
[pa(T (€, 1), &€, 1), €) = &)V W (E(e, ), €).v = 0 (2.12)

_ . ~ Ao A
Mas, pelo lema, Dv(zy) = 0, uma vez que a condi¢do de ndo-ressonancia 2 ¢ Z

garante que D f(z) ndo tem autovalores nulos. Logo,
U(E, €) = v(xo) + 36 D*(20) (€, €) + O(?)
donde
Vel(§ €).v = €D (20).(€, v) + O()

ora

§(e, ) = s€(e; 1) + (1 = 5)p(7(e, 1), £(€, 1), €) = & + O(le] + [ul)
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de modo que
Vel (&(e, ), €).v = €[D*P(0).(v, V) + O([e] + |])]

Como, por hipotese, D*1)(xy).(v,v) # 0 segue-se, por continuidade, que para
e e p suficientemente pequenos, a expressao entre os colchetes é diferente de zero.
Resulta, entao, de (??) que para tais valores de € e u, a segunda equagao do sistema

de periodicidade (?7?)

¢2<T<€7 M)? 5(67 :u)7 6) - ’52(57 ,lj,) =0

também é satisfeita e isto estabelece a existéncia da solucdo periodica & (t,p) =

©o(t,&(e, 1), €) com periodo 7(e, 1), concluindo a demonstragao do teorema. =



Capitulo 3

O problema dos N-+1 vortices na

esfera com um vortice no polo norte

O Problema a ser considerado é o movimento de N vortices pontuais numa esfera
de raio 1. Seja I'; a intensidade z;(¢) a posicdo do j-ésimo voértice. A equacdo de

movimento do vortice z; sob a influéncia dos outros é;

N
. Fi Ti X Tj
Tj = E P e— (3.1)
—— 2 | — x4
i#]
onde |z; — x;| é a distancia cordal entre os dois vortices. Evitamos escrever o fator 2w
fazendo k; = 32 e referimos a este também, como a intensidade do vortice.

A posicao de um vortice na esfera pode também ser dada em coordenadas cilin-
dricas, isto é, pela distancia de um vortice ao plano equatorial z e pela sua longitude
¢. Quando nenhum dos vortices de mesma intensidade estd nos polos da esfera as
equacoes de movimento podem ser dadas por uma funcao Hamiltoniana nessas coorde-
nadas. Um vortice adicional, de diferente intensidade, colocado no po6lo norte destroi a
natureza Hamiltoniana do sistema de equagoes diferenciais. Todavia, a funcao obtida
¢ ainda uma integral do movimento.

Consideremos n vortices, situados nos vértices de um poligono regular. A Hes-

siana de tal configuracdo tem o seguinte formato (ver [4])
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Qo ai a2 st Qp—1
ap—1 Qo ap -+ Gp-2
A=
ap Ap—2 QAp—1 - Qo

27

Uma matriz desta forma é conhecida como uma matriz circulante. Seja w =e™n
e ponhamos

-1
Y1 = ag +wai + ... + ap_w"

temos que y; satisfaz o sistema

U1 = Qo +a;w +... —|—an_1w"_1
WY1 = ap_1 4aw +... Fa,_ow" !
2 _ n—1
WYy = Qp—g +TaAp W +... FCp_3Ww
wly = o +asw  +... Fagw™ !
logo (1,w,w?, ..., w" 1) é um autovetor de A associado ao autovalor y;. Donde seguindo
Y Y ) )

este processo, encontramos a matriz cujas colunas sao os autovetores de A;

1 1 1 1

1 w w? wn !
1 w2 W W2(n=1)
1 L w2(n71) w(nfl)Q

e o j-ésimo autovalor é

n—1
Yi = Zakwjk (3.2)
k=0

Como a Hessiana é uma matriz real simétrica, seus autovalores sao reais, pelo

teorema espectral da Algebra linear. No presente contexto esta informacao sai do fato
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deay =a,_rparak=1,...n—1, e

W =@ (pois w'=1 e wl=0),

pois,
Y1 = ao+ (W + @) + ag(w® +0%) + -
logo, y; é real. Mesma coisa para os demais.
Agora, se u + iv é um autovetor de A associado a y;, entao da equagao

Au + iAv = yu + iyv,

vemos que a parte real e a parte imaginaria sao também autovalores associados a y.
Tomando a base de autovetores ordenado na forma ug, uy, us, ..., va, vy segue-se

que o conjunto de autovetores é dado pela seguinte matriz;

1 1 1 0 0
2 2
1 cos 2™ cosi™ senim sen 2T
n n n n
vn \/E \/E n n
2 2 2 2
4am 8m 8m 4an
T — 1 cos cos =" sen=7 sen <’ (3 3)
vn V5 V5 V5 V5
2 2 2 2

(n—1)m
CcoS CO.
n

L B

A matriz foi feita ortogonal por divisao dos vetores coluna por /n ou \/n/2

2(n—1
s (n—1)m

3

respectivamente.

3.1 Um anel de vortices numa latitude fizada.

Discutiremos um anel de n vortices de intensidade unitaria para uma dada latitude
fixada. Este caso pode ser tratado completamente dentro da teoria de Mecanica Ha-
miltoniana.

Os n vortices em uma esfera de raio 1, podem ser localizados por coordenadas
cilindricas (z;,;), 7 =0,1,...,n —1, onde z; é a distancia relativa ao plano equatorial,
e ¢; ¢ a longitude. Nestas coordenadas o movimento dos n vortices de intensidade

unitaria é dado pelo Hamiltoniano (ver [4])
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[y

3

1
Hy( —%; n[l — zz; — \/1—2 \/1—2 cos(pi — ;)] (3.4)

Nesta notacao; os zjs sao coordenadas de posicao e os gp}s sao as correspondentes

+M

coordenadas de momento, com as equagcoes diferenciais dadas por;

OH, . om,
¢, LCP

Estas coordenadas tém singularidades na proximadamente dos po6los. Solucoes

(j=01,..,n—1) (3.5)

Zj =

estacionarias do sistema s6 podem ser encontradas bos o ponto de vista de um sis-
tema de coordenadas rotacional. Portanto, introduzimos um sistema coordenado que
rotaciona uniformemente com velocidade angular w em torno do eixo polar. Nos us-

aremos a mesma notacao para as novas coordenadas, porém, o Hamiltoniano terd que

ser trocado por;

n—1
HzHl—wZzi. (36)
i=0
Coloquemos n vortices de intensidade unitaria numa latitude fixada z com —1 <
2z < 1 e nos vértices de um poligono regular, isto é, z; = z e p; = Qﬂ para j =

0,1,...,n — 1. Entao esta configuracao sera estacionaria neste sistema rotacional se !

(n—1)z

—_ 3.7
2(1 — 22) (3.7)
Encontramos com a ajuda das formulas
1 -1 j
— n?—1 < senz%7r
2]7r o ’ 247 = k(n — k)
— sen 3 — sen2lt
j=1 j=1 n
n—1 . o n—1 _
o, 2J7 0, se n=2 237r 2, se n=2
sen”(—) = g cos® (3.8)
= n 5, se n>2. =0 %, se n>2.
12 ¢ solugao estacionéria se VH(z) = 0, assim calculando VH = (%7 %7 s aiﬂil , g—z, e agH_l)
,/17z2
J

n—1 —zj + zicos(i — ;)

e 21 13- -
=0 jmitl 1 — 22 — /1 — 22 1—22005(%—%)

n—1 —/1 =27, /1 = 2Zsen(pi — @)
iouoj#kotermoénulo,e— fzz :
i=0 j=it1 1 — z,;zj—\/l—ziz,/l—z?cos(go —

VH(2) = 0= w = —3i=25.

)
1—2z7

— w, onde na expressao quando o

, entao
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que

OPH, -1 o,
02;0z; - 4(1 — 22)2sen? (j—ni)fr Jpara i # j
PH,  (n—1)(n—5-62%
022 12(1 — 22)2
OPH, 1
o%ds T meni P
82H1 . n2 —1
o0 12
0*H, _ 0
8zi8<pj

Em forma de blocos a matriz Hessiana consiste de duas matrizes circulantes. Os

blocos laterais a diagonal sao zero. Seja z o representante para o vetor da latitude.

- . 2 . 11 e
Os autovalores da matriz circulante 885211 avaliada no equilibrio podem ser computados
com a ajuda de (27?) e eles sao?

—(n =11+ 2% +k(n—k)

A:
g 2(1 — 22)2

comk=0,1,...n—1.

Similarmente com ¢ representando o vetor das longitudes nés computamos os

0%Hy

autovalores de 575+ e encontramos que estes sao dados por3

n—1
?Temos que \; = E apw’®, e que A; € R. Pela simetria da Hessiana observamos que precisaremos
k=0 _
apenas da parte real do fator w/*, donde, usando as férmulas (77)

A = (n—1)(n—5—622) n nil 1= 2$en2jk7r/n _
12(1 — 22)2 4(1 — 22)2sen?jm/n

j=1
(n—l)(n—5—6z +n71 1 +27§ sen jkw/n. _
12(1 — = 4(1 — 22)2sen?jm/n e 4(1 — 22)2sen?j/n
(n—l)(n—5—6z2) (_n -1 1 ) k(n — k)
12(1 — 22)2 3 4(1-22)2) T 21— 22)

seguindo o resultado da soma deste trés termos.
3Assim como Mg, o autovalor o, é real, portanto da mesma forma encontramos sua expressio
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k(n—k
comk=0,1,...n—1.
Vemos destas expressoes que qualquer um destes autovalores sao repetidos, pois,
M= A €0 = 0p_p para k =1, ..., ng Em [4] é feita a analise acerca da estabili-

dade desta configuracao.

3.1.1 Anel com um vortice no polo norte

Se um vortice aproxima-se do polo norte na esfera nés nao podemos usar coordenadas
cilindricas, pois o p6lo é uma singuralidade, e n6s temos que usar coordenadas carte-
sianas para este vortice. Usaremos (Z,,Yn, 2,) para denotar a posi¢ao deste (n+1) -
vortice de intensidade x proximo do poélo norte.

O sistema de equacoes diferenciais é agora

oH oOH
- = k=0.1.. n-1
Pk azk k 39% ( ) , )
KL, = —Z _8H KT z _(9]:1

(ver [10]) sendo a funcao H dada agora por H = Hy + Hy com H; definida em (?7) Ho
dada por

n—1

K
H, = 3 Z In[l — zjzn — /1 — 23 (xnco80; + ynseny;)].

Jj=0
Assim o sistema nao é mais Hamiltoniano, porém H ainda é uma integral de

movimento. Se o problema for considerado em um sistema coordenado rotacional

uniforme, entao H serd da forma

n—1
H=H + Hy—w()_ 2+ k) (3.9)
=0
usando a parte real de w7,
-1 ‘= 1 < -1 ‘A 1 — 2sen?jkm/n k(n—k)
= — Jk = — — = —
ok 12 + Z 4sen2j7r/nw 12 + Z dsen?jm/n ;} dsen?jm/n 2

=0 =0
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Um anel poligonal de n vortices unitarios na latitude z e um voértice de intensidade

k no poélo norte (isto é, xz, = 0,y, = 0) estd em equilibrio se VH = 0. Assim

encontramos que *

(n—1)z K

2(1—22) 2(1—2z)

Nos estendemos os vetores z e @ por 2 = (29, 21, -+, Zn—1,Yn) € @ = (L0, 1, -y Pr—1, Tn)-

Seguimos computando a Hessiana de H. Os novos termos provindos de Hs, sao;

0*H,
_ 0 .,
02;0z; para i 7 j
aQHQ . —K
022 2(1—=2)
0*H,
— = 0 para 0<4¢,7<n-1
DpiOp;
0*H, krsen?T
2 X7 0<i<n-—1
00,01y, 21— 2) pata V=g =n
0*H, Krcos2T
—_— = —— para 0 <j<n—1
90;0yn 2(1 - 2)
0*H, KkcosT
= 0<i<n-—1
0z;0x, 2r(1 — 2) pata =7 =1
02 H,y /435677/2]% 0<i< |
= ——0n para 0 < j<mn-—
02;0yn 2r(1 —2)
0*H, B 0*H, KR
or2 Oy 4
0*H, 0
0rnOyn,
n—1 n—1
‘Como H = Hy + H> _"J(Z zi—Kzpn), entdo VH = VH; +VHy — V(w Z 2; — Kz, ) donde para a

i=0 i=0
funcao H; temos o mesmo resultado obtido anteriormente, tendo apenas o acrescimo dado pela fungao

Hj e o fator de rotagdo. Como estamos interessados nas coordenadas do poélo, temos que z, = 1 e

OHy __ —1

i &
assim 9z, — 21-2

e portanto seguindo o resultado.
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Nas formulas acima foi usado r = 1 —22. Em (7?) o ultimo termo de H
contribuird para as derivadas de segunda ordem uma vez que z, = /1 —22 —y2 e

portanto

Pzy Pz .
ox2  Oy2

quando x, = 0 = y,.
Para a funcao H;, temos que os autovalores sao mantidos com o uso da matriz
de transformacdo 7" em (??). Se denotarmos os vetores das novas varidveis por ¢ e ¢

respectivamente entdo a transformacao completa serd;

0
o 2
7= T ST R
< 2(n—1)7

n

A transformacgao é simplética. Nas novas varidveis a origem é um equilibrio e os

termos quadraticos do Hamiltoniano transformado na forma normal é
n—1 n—1
H—1 (2 1 2
=3 ka+§ Ok¢k+...
k=0 k=1
Afim de usar a forma normal de D?H; nés temos que transformar o novo termo

do mesmo modo. Para este proposito nos estendemos a matriz T em (??) de modo

natural; esta transformacao em forma de blocos é;

T 0 0 0

- 0ot 1 0t 0
T =

0O 07T 0

0t 0 0 1

onde 0 representa uma matriz n X n, um vetor n-dimensional ou mesmo um escalar,
conforme o caso. O indice superior t denota transposta. Para D?H,, podemos ignorar
os termos da diagonal por um momento. Sem eles a Hessiana de Hs fica, em forma de

blocos,
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onde u,, ¢ o vetor coluna formado por 8f’jg~;n com j =0,1,...,n—1; similarmente para
0s outros vetores.
Como
T80 0 0
- 0t 1 0 0
Tt =
0 0 7Tt 0
ot 0 0 1

temos entao que

vemos que temos que encontrar o produto T"u,, e outros mais. Usando as expressoes
das derivadas parciais de segunda ordem da funcao H,, vistas anteriormente, temos
que

n

21—2) 7 21—z 777 2(1 —2)

2n—1
(0 kV1 — 22sen?E k1 — zzsen‘%r KV 1 — 223671(”7)”)
Uy = )
oz ) )

observamos que este vetor é perpendicular as colunas da matriz T em (?7), exceto a
ultima, e portanto serd perpendicular as linhas de 7%, a menos da altima linha e isto
d& o tinico valor nao nulo na posicao n — 1 obtido pela multiplicacao, chamaremos este
valor de a. O valor —a ocorre na posicao 1 em T"ug,. Um valor ndo nulo denotado

por 3 ocorre na posi¢ao 1 de T"u,, e na posigdo n — 1 de T u,,. Os dois valores nao

RN RN

T 21—z U 21— 2)

nulos sao °

5Observamos que a expressao de Uy € formada por uma coluna na matriz T, temos que suas colunas
n—1

KT sen(2km/n)

sao ortogonais, e portanto que o tnico valor ndo nulo do produto T"u,,, sera
k=0

Kry/m/2

31— usando a férmula em (??). De modo analogo obtemos § usando a

assim obtemos que a =

soma em COoSSenos.
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Combinando tudo, a Hessiana de H em (77?) avaliada na solucdo estacionaria e

dado em acordo com o vetor (¢, x,, 2, Yn) €

o0 0 -- 0 0 0 0 0 - 0 0
0 oy 0 --- 0 0 0 0 0 -+ 0 -«
0 0 oo - 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 i a 0 0 0 0 0
a_ |00 0 a o0, 0 B 0 0 0 (3.10)
0 0 0 0 0 X 0 O 0 0
0 0 0 0 B8 0 A O 0 0
0 0 0 0 0 0 0 X 0 0
00 0 ... 0 0 0 0 0 ... A1 B
0 —a 0 ... 0 0 0 0 0 ... B A\

Esta matriz foi construida a partir da soma das matrizes Hessianas de H; e H,
com o acréscimo do fator de rotagdo. Assim, a primeira submatriz (n — 1) x (n — 1)
tem na diagonal os mesmo termos que a Hessiana de Hy, j4 que Hs nao depende de
@, e os termos na diagonal da segunda submatriz (n — 1) x (n — 1) sdo simplesmente
a soma das diagonais das matrizes Hessianas de H; e Hs, em funcao da variavel z. Os
fatores da diagonal acrescidos por influéncia de z, sao formados pela simples soma da
Hessiana de Hy com o fator de rotacao. Os demais fatores véem dos resultados obtidos
pela transformacao T.

Os termos ao longo da diagonal tém os seguintes valores:

k(n —k
O'k——¥ para k=0,...,n—1
—(n—1)1+2*)+k(n—k) — r(1+2)?
— k=0,..,n—1
Ak I para 0,....m
Un:)\n:—%+/<w

Visto que parte da matriz GG ja estd na forma diagonal, alguns autovalores podem

ser vistos facilmente, estes sao

0'0:0
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(n —1)(1+ 2%) + k(1 + 2)?

)\0:—

2(1 — 22)2
Uk__@ para k=2, ...n—2
—(n—1)(1+ 22 —k)—r(1 2
A = (=D +27) + kn — k) = x{1 +2) para k=2,....n —2
2(1 — 22)?

Restando encontrar seis autovalores. No entanto temos que o7 = 0,_1, A\ =

An—1e A\, =o0,. Como os seis autovalores véem das duas submatrizes

o 0 —Q Opn_1 o O
0 Ao B a o, B
—a B 0 B8 X\
encontramos que
ozl 0 -« Op—1 « O
0 X\t B |=| a o, B
—a fp An 0 B M\

Assim obtemos que elas tém o mesmo conjunto de autovalores reais. Portanto a
analise pode ser reduzida a uma dessas matrizes. Em [4] é feita tal analise. Encontrar
a expressao destes autovalores é dificil. No entanto é possivel determinar regioes onde
certamente estes e os demais autovalores sejam negativos e portanto pelo Teorema (1.7)
devido a Liapunov, nestas regioes a origem serd estavel. Por esta analise é obtido o

seguinte resultado.

Teorema 3.1 Um anel de n vortices com a latitude z e uma forca de vorticidade k no

polo norte da esfera é estdvel nas sequintes regioes
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Caso n=3:
para —1<z<(2-+13)/3 onde g¢3(z)<k<0 ou gs(z)<Er,
para (2 —V13)/3<z<—1/3 onde 0<k<gs(z) ou go(2) <k,

para 1 —/3<z<0 onde 0 <k <gs(z) ou gs(2) <Kk,
para 0<z<1/8 onde 0 < K,
para 1/3 <z <1 ondel < Kk < g3(z).

Caso n=4,5 ou 6:

para  —1 <z < —aq onde go(2) <k <0 ou gs(2) <k,
para  — o, <z <[, onde g2(z) < K,
para B, <z <, onde go(z) < K,
para Y, <z <y, onde gp(z) < Kk < g3(2),
para o, <z <1 onde 0 <k < gs(2).
Caso n>T:
para — 1 <z <, onde gp(z) < R,
para Y, < z <1 onde go(2) < Kk < g3(2).
onde
n—1)z?
(14 2)
n—1)z
Yo 1)
1+ 2
_ (n—1)z(2z2 —n —2nz +n2?)
9= (2—n+nz)(1+2)?
—2)/2)%2 — (n —1)22
(=22 - (-1
_ (EE
PN DA (-2
TEE n impar

1 1 4
54:__7 55:_57 56:_3

para todo mn > 3.
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Pelo teorema (1.7), temos que onde a configuracao for estavel os autovalores da
matriz G em (?7), que sdo reais, sera negativo, logo seu produto sera positivo, resultado
que serd fundamental em nossa analise futura. Assim destas regioes devemos encontrar
um aberto para ser usado no estudo do capitulo 4. Tomando z = 0, usaremos a funcao
go(2) para definir o valor de k, tomaremos k = ¢o(0) + 1, temos entdo que a bola de
centro (0, go(0) + 1) e raio € > 0 tal que B(0, go(0) + 1) esteja contida em todas as
regides de estabilidade dadas no teorema (3.1), servird para ser o nosso aberto. Os
valores de k variam da seguinte forma

(”7_2)2 +1 n par

(n—1)(n—3) .
— —— +1 nimpar

Para estes valores teremos assegurado que os autovalores sao todos imaginarios
puros, visto que a formacao das regioes de estabilidade sao determinadas pela curva
go(2), e portanto as bolas de centro (0, k) serdo nosso aberto base, isto ¢, onde verifi-

caremos as condi¢oes do Teorema do Centro.



Capitulo 4

Existéncia de Solucoes Periodicas

4.1 Solucoes Periodicas

Estamos interessados em investigar a existéncia de solucoes periddicas para o
problema descrito no capitulo 3. Para tal vamos usar o Teorema do Centro de Liapunov
na formulacdo nao-hamiltoniana dada em [11]. Portanto, devemos averiguar se, de
fato, os autovalores apresentados satisfazem as hipoteses deste Teorema. Faremos
isto em duas etapas. Primeiro examinaremos os autovalores explicitados no capitulo 3,
numa abordagem direta com suas expressoes. Em seguida partiremos para uma analise
indireta a respeito dos autovalores nao conhecidos decidindo assim, sobre a existéncia
de tais solucoes.

Relembremos a seguinte definicao.

Definicao 4.1 Seja 2 = f(z), dizemos que z(t),solucdo deste sistema, € periddica se
eziste T € R tal que z(t +T') = z(t) para todo t. Diremos que o menor dos T positivos

que satisfaca esta tqualdade € o periodo fundamental da solucao.

A fim de verificar as hipoteses, faz-se necessario conhecer os autovalores da matriz

da parte linear do sistema em questao, isto é, da matriz JG, onde

kz=JGz+ ..,
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Com G dada em (?7). Observamos que esta matriz pode ser representada por

uma matriz em blocos da forma

A B
BT C
oo 0 -~ 0 0 000 -0 0
0O oy O -~ 0 O 000 - 0 —«
00 oo -+ 0 O 0O00-- 0 0
onde A= | . . B =
0 0 0 Opn-1 @ 0 0 0 0
0 0 O a o, 0 B8 0 0 0
X 0 0 0 0
0 A O 0 0
0 0 X 0 0
e C =
0 0 0 D R
0 0 0 B A
Assim a matriz JG tem a forma
BT C
JG =
—-A -B
O polinémio caracteristico desta matriz ¢ P(u) = |JG — ul|. No entanto, temos
que
BT — uI C —A —B —ul A B+ pl
—A —B —pul BT — ul C BT — ul C

— V|CA = C(B+ pl)C~Y (BT — ul)|

1Reescrevendo a matriz
A B+ ul B I B+ul A—(B+MI)C_1(BT—MI) 0
BT — uI C 0 C C’*l(BT—pI) I

obtemos a igualdade facilmente. Para tal encontramos a restricdo; ApAn—1 — 32 # 0 a fim de que a

matriz C seja invertivel.
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Encontramos entao que

u? 0 0 0 0 0
0 a 0 0 b ¢
0 0 Moo+ p? 0 0 0
|JG — pl| = :
0 0 0 ce )\n,QO'n,Q —+ /LQ 0
0 d 0 0 e f
0 g 0 0 h 1
onde
M A oS A A1
¢ 171 * a /\n/\n—l - ﬁQ’ /\n/\n—l - 52’ ‘ lu(ﬂ * )\n)\n—l - 62)
2 3
A=t e af i Mau, [ = eaatouf—
A1 A1
A . 32
g::u( )\B—’_a)a h = pon,1+ al, Z:,LLQ— )\B +alb+ o\,
1 1

Alternando a segunda e a (n — 2)-ésima linhas e em seguida a segunda e a (n-2)-

ésima colunas, conseguimos obter o seguinte resultado

n—2
JG = pI| = p*(J [ Aoy + 1°)@Q (4.1)
j=2

a b c
onde Q= |d e f
g h 1

Os autovalores de JG sao raizes do polinomio P(u) = |JG — pl|. Por 77 encon-

tramos que eles sao dados por p = 0 com multiplicidade 2,

/Lj::ti\//\jgj (]ZQ,,W,—2>

e mais trés das raizes da equagao ) = 0, as quais nao conhecemos explicitamente.
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4.1.1 Andlise para os autovalores conhecidos

Descartamos o autovalor nulo, pelo fato dele aparecer devido a invariancia por
rotacoes. Fstaremos interessados em investigar a existéncia de solugoes periodicas no
espaco das orbitas.

Para usar o Teorema de Liapunov, devemos garantir que fixado um autovalor
imaginario puro, o quociente dos demais por este, exceto o seu simétrico, seja nao
inteiro. Por esta razdo, iremos restringir nossa anélise para B.(0, go(0) + 1), onde de
fato cada p; é imaginério puro. Para j = 2,...,n—2 temos que a expressao do autovalor

p; de JG & dada por

=iy 2= Dl = 1A+ 27 — (0= ) + K1+ 2)7]
/ 4(1 — 22)?
Se pensarmos nesta expressao como uma funcao na variavel j, podemos decidir
de fato a respeito destes quocientes. Neste contexto, pensamos j uma variavel real e

denotemos o numerador do radicando por
fG) ==in=3)li(n = 3) = Pu(2)]

onde P,(2) = (n— 1)(1+ 2%) + (1 + 2)2

P,(z) sendo independente de j, podemos fazer nossa analise apenas na variavel

n
Fazendo a mudanca de variavel y = j — > obtemos

0= 100+ 2) (G -3) [+ D) (3-1) - 09

e claramente observamos que g(y) = g(—y), logo ¢g(y) é uma funcao par. Este compor-
tamento nos dé a informacgao de que a expressao de p; é simétrica em relacao ao valor
g, isto é, para valores de j equidistantes de g obtemos os mesmos valores para f(j), e
assim para os indices dos autovalores com esta simetria terfamos o mesmo valor para
os autovalores, isto &, (i, ; = [;.

Desta forma temos o seguinte resultado; para n impar, j = 7 nao serd um nimero
inteiro, e assim para este valor de j nao teremos um autovalor, logo todos os autovalores

n

se distribirao simetricamente em relagdo a 7 e desta forma nao poderemos usar o
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Teorema de Liapunov, pois para qualquer autovalor fixado, o quociente dele por seu
n

simétrico seria um inteiro. No entanto para n par, temos que j = 5 ¢ um nimero
inteiro, e associado a ele teremos um autovalor. Este terda médulo maximo, ja que a

expressao do numerador do radicando de y1; como fun¢ao de j ¢ uma quédrica, portanto

pelo fato de g ser uma fungao par, o que ocorrer a direita de  ocorrerd a esquerda,

assim os p; com j # 3 terao modulo menor que o médulo de pz. Donde |%\ <1
2
e portanto nao podera ser inteiro. Assim podemos usar o Teorema do Centro para

garantir a existéncia de solucoes periddicas com as propriedades 14 citadas.
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4.1.2 Andlise para os autovalores nao conhecidos

De acordo com a anélise feita na secao 4.1, precisamos confirmar que os autovalores
provindos de Q, quocientados por pz resulte num valor nao inteiro, para e z variando
em B.(0, go(0) + 1).

Expandindo Q, encontramos uma expressao simplificada para o polindmio carac-
teristico

Q= p(p) = p° + Ap" + Bp? + C

onde A , B e C sdo funcoes em e z. Fazendo u? = x, obtemos
p(z) = 2° + Az* + Bz + C.

A luz do Teorema de Rouche (enunciado). Encaminhamo-nos a mostrar que os

autovalores de () tém modulo menor que pz. Visto que se tomarmos a fungao g(x) = 3

restrita a curva v = {z € C: |z = |uz|*} e p(v) = 2° + A2? + Bz + C. Caso seja

verificado que |p(x) — g(z)| < |g(x)| em 7, entdo teremos mostrado que p(z) e g(z) tém
o mesmo nimero de zeros na regiao delimitada por v e assim os autovalores que sao os
zeros de p(x) teriam médulo menor que pn e portanto

|Mz‘|

<1
|y

e por conseguinte terfamos mostrado que o quociente é nao inteiro. E assim pela anélise

feita em 4.1 e por esta andlise que teriamos feito aqui, obteriamos o seguinte resultado

Teorema 4.2 Um anel de n vortices unitdarios com latitude z e uma forca de vor-
ticidade Kk para o vdrtice no pdlo norte da esfera, possue solucoes periddicas com

as propriedades dadas no teorema 2.2, para valores de z e k variando no conjunto

B(0,90(0) +1).
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