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Departamento de Matemática- UFPE



Resumo da Tese

Em linhas gerais, este trabalho consiste em estudar o movimento de uma part́ıcula, de

massa infinitesimal, submetida unicamente à força de atração gravitacional induzida por

um fio circular homogêneo fixo, contido no espaço tri-dimensional.

Iniciamos este trabalho apresentando a formulação do problema e um estudo prelimi-

nar do potencial. Fazemos o estudo das simetrias e dos conjuntos invariantes. No caṕıtulo

2, verificamos que todas as singularidades do problema do fio circular são devidas à colisão.

No caṕıtulo 3, verificamos que o potencial ou o gradiente da função potencial V , pode

ser visto como uma aproximação de outros potenciais, ou do gradiente de outros potenciais

de mais fácil manipulação. E, no caṕıtulo 4, provamos a existência de soluções periódicas

de problemas perturbados próximas a soluções circulares de problemas não perturbados.

No caṕıtulo 5, apresentamos o estudo da dinâmica do problema do fio circular ho-

mogêneo. Inicialmente estudamos a dinâmica da part́ıcula restrita aos conjuntos invari-

antes. No estudo da dinâmica restrita ao eixo z verificamos a existência de soluções

limitadas, as soluções periódicas, e soluções ilimitadas, as que escapam para o infinito.

Além disso, observamos que a origem é ponto de equiĺıbrio estável do sistema restrito e

que todas as soluções deste problema estão definidas em todo o tempo. No estudo no

plano horizontal verificamos a existência de soluções circulares passando por qualquer

ponto no exterior do fio circular e a não existência de soluções circulares no interior do

fio. Fazemos um estudo sobre a existência de soluções circulares no exterior do fio cir-

cular para um certo momento angular fixado. No interior do fio circular, provamos que

as soluções ou colidem ou convergem para a origem (a menos da solução de equiĺıbrio).

Verificamos que todas as soluções não radiais descrevem uma curva cujo traço tem uma

forma particular. No exterior do fio circular, fazemos também uma análise da dinâmica,

a partir do retrato de fase. Por fim, apresentamos a região de Hill do problema e o estudo

da solução de equiĺıbrio restritos a este plano. No estudo no plano vertical provamos a

existência de soluções periódicas longe do fio circular e soluções periódicas próximas ao

fio circular, intersectando a região planar interior ao fio circular, com um raio qualquer.

Além disso, verificamos a existência de soluções em forma de oito, passando pela origem.

Provamos também a existência de certas soluções periódicas no espaço tri-dimensional,

perto do fio circular. e apresentamos a análise da solução de equiĺıbrio do problema.
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Introdução

Em linhas gerais, este trabalho consiste em estudar o movimento de uma part́ıcula,

de massa infinitesimal, submetida unicamente à força de atração gravitacional induzida

por um fio circular homogêneo fixo, contido no espaço euclidiano IR3. A este problema

chamaremos de problema do fio circular homogêneo.

Foi surpreendente perceber, através de nossas pesquisas bibliográficas, que muito

pouco se sabia sobre este problema. De fato, com relação ao estudo da dinâmica deste

problema, nada tinha sido feito, e tudo o que pudemos encontrar foram diferentes for-

mas de expressar o potencial. Por exemplo, uma expressão anaĺıtica para o potencial é

dada em termos da integral eĺıptica completa de primeira espécie (ver [Mc]). Uma outra

expressão, devida à Gauss, mostra que o valor do potencial em um ponto é dado pelo

inverso da média aritmético-geométrica das distâncias máxima e mı́nima do ponto ao fio

circular (ver [Po]).

Nos vimos assim, diante de um problema rico e belo pelas suas simetrias, no entanto,

e para a nossa alegria, nada explorado. Desta forma, todo o trabalho apresentado nesta

dissertação, a menos das expressões do potencial, é um trabalho novo na literatura, e

representa todo o estudo (anaĺıtico) existente sobre a dinâmica do problema do fio circular

homogêneo.

Iniciamos este trabalho, no caṕıtulo 1, apresentando a formulação do problema e um

estudo preliminar do potencial, onde mostramos algumas das expressões conhecidas equi-

valentes do potencial do fio circular homogêneo, bem como algumas de suas propriedades.

Fazemos também neste caṕıtulo, o estudo das simetrias do problema e o estudo dos

conjuntos invariantes.

No caṕıtulo 2, continuando o estudo do potencial V , induzido pelo fio circular, veri-
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ficamos que o potencial ou o gradiente da função potencial V , pode ser visto como uma

aproximação de outros potenciais gravitacionais, ou do gradiente de outros potenciais

gravitacionais de mais fácil manipulação.

No caṕıtulo 3, estudamos um tema de bastante relevância no problema de n-corpos,

o estudo das singularidades das soluções. Verificamos que todas as singularidades do

problema do fio circular homogêneo são devidas à colisão.

No caṕıtulo 4, motivados pelos resultados do caṕıtulo 2, fizemos um estudo sobre per-

turbações cont́ınuas com simetrias, no plano. Provamos a existência de soluções periódicas

de problemas perturbados próximas a soluções circulares de problemas não perturbados.

Os problemas não perturbados a que nós nos referimos, são da forma
..
r= − κ

||r||α+2 r , κ > 0,

com 0 ≤ α ≤ 1. Em particular, se α = 1 recáımos no problema de Kepler. Estes resultados

são fundamentais para o estudo de existência de soluções periódicas no problema do fio

circular homogêneo. Vale ressaltar que os resultados deste caṕıtulo são de natureza geral,

isto é, podem ser aplicados a diversos problemas com simetria, não apenas ao problema

do fio circular.

Para α = 1, um resultado análogo ao provado neste caṕıtulo aparece em Vidal [V1].

Nosso resultado é mais geral em certos aspectos. Por exemplo, nosso sistema não precisa

possuir integrais primeiras. O resultado de [V1] é mais geral no sentido de exigir menos

simetria.

O método usado em [V1] é o método da continuação de Poincaré. Por outro lado,

usando métodos de Cálculo de Variações, podem ser obtidos alguns resultados relaciona-

dos, mas estes métodos funcionam bem para α ≥ 2 (força forte), ver [B1], [AB]. Para

0 < α < 2, α 6= 1, assumindo mais hipóteses, os métodos de Cálculo de Variações podem

ser estendidos e usados para provar a existência de soluções periódicas em problemas per-

turbados, mas estas perturbações têm uma forma bastante restritiva, além de assumir o

domı́nio com forma muito particular (ver [B2], [AC1], [AC2]).

Para α = 0, não conseguimos encontrar na literatura resultados relacionados ao nosso,

usando Cálculo de Variações. O único resultado que conseguimos encontrar para o caso

α = 0, foi em [V2]. Os métodos usados em [V2] são uma extensão dos usados em [V1].

Ressaltamos que o caso α = 0 é justamente um dos casos que precisamos usar no caṕıtulo

5. Neste caso, os resultados de [V2] não são suficientes, pois precisamos de outro tipo
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de simetria e que as perturbações sejam só cont́ınuas. É interressante notar também que

o método usado para a prova dos resultados do caṕıtulo 4 é geométrica e é totalmente

diferente ao usado em [V1], [V2] (continuação anaĺıtica de Poincaré), ou em [B1], [B2],

[AB], [AC1], [AC2] (Cálculo de Variações). Acreditamos que este é um método novo na

literatura.

Finalmente, no caṕıtulo 5, apresentamos o estudo da dinâmica do problema do fio

circular homogêneo, isto é, estudamos o movimento de uma part́ıcula, de massa infinite-

simal, no espaço euclidiano IR3, submetida unicamente à força de atração gravitacional

induzida por um fio circular homogêneo, contido no plano-(x, y) e com centro na origem.

Neste estudo damos ênfase ao estudo da existência de soluções periódicas. A complexidade

em se fazer um estudo completo anaĺıtico radica na dificuldade de manipular a expressão

do potencial e no fato deste problema possuir três graus de liberdade. Buscamos assim,

inicialmente obter informações sobre a dinâmica da part́ıcula restrita aos conjuntos inva-

riantes, ou seja, estudamos subproblemas do caso geral. Estes conjuntos invariantes são o

eixo z (um grau de liberdade), o plano-(x, y) que contém o fio circular, a que chamamos

de plano horizontal (dois graus de liberdade), e os planos que contêm o eixo z, planos aos

quais denominamos planos verticais (dois graus de liberdade).

O estudo da dinâmica restrita ao eixo z está completo. Verificamos a existência de

soluções limitadas, as soluções periódicas, e soluções ilimitadas, as que escapam para o

infinito. Além disso, observamos que a origem é ponto de equiĺıbrio estável do sistema

restrito e que todas as soluções deste problema estão definidas em todo o tempo (as

soluções não possuem singularidades).

No estudo da dinâmica no plano horizontal verificamos a existência de soluções cir-

culares passando por qualquer ponto no exterior do fio circular e a não existência de

soluções circulares no interior do fio. Em seguida, fazemos um estudo sobre a existência

de soluções circulares no exterior do fio circular para um certo momento angular fixado.

Em outras palavras, procuramos conhecer para que valores do momento angular o sistema

teria soluções circulares associadas.

Determinamos por completo, a dinâmica no interior do fio. Provamos que, no interior

do fio circular, as soluções ou colidem ou convergem para a origem (a menos da solução

de equiĺıbrio). Verificamos que todas as soluções não radiais descrevem uma curva cujo

traço tem uma forma particular.
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No exterior do fio circular, fazemos também uma análise da dinâmica, a partir do

retrato de fase. Por fim, apresentamos a região de Hill do problema restrito ao plano

horizontal e o estudo da solução de equiĺıbrio restrito a este plano.

Pela dificuldade de estudar a dinâmica no plano vertical, devida à expressão do po-

tencial, buscamos estudar o problema restrito a este plano como aproximação de outros

problemas, e, usando os resultados dos caṕıtulos 1,3 e 4, obtemos os resultados descritos

a seguir. No estudo da dinâmica no plano vertical, estudamos o problema considerando

fios circulares com raios muito pequenos, de modo que o sistema resultante fosse uma per-

turbação simétrica do problema de Kepler. Sob esta abordagem, provamos a existência

de soluções periódicas longe do fio circular. Em seguida, consideramos fios circulares com

raios muito grandes, de modo que o sistema resultante, restrito ao plano vertical, fosse

uma perturbação simétrica do problema do fio infinito, e sob esta abordagem, verificamos

a existência de soluções periódicas suficientemente próximas ao fio circular, intersectando

a região no plano horizontal interior ao fio circular. Finalmente, verificamos a existência

de soluções periódicas em forma da figura do oito, contidas neste plano e passando pela

origem. Os métodos usados nesta verificação aplicam-se ao problema de Euler simétrico,

para mais detalhes ver observação 5.3.12 e final da seção 5.3.3.

Também, no caṕıtulo 5, provamos a existência de certas soluções periódicas no espaço

tri-dimensional, perto do fio circular. Por fim, apresentamos a análise da solução de

equiĺıbrio do problema do fio circular.

Quero apresentar aqui os meus sinceros agradecimentos ao Prof. Hildeberto Cabral

por ter proposto este belo problema, pelas nossas discursões em torno deste e pelas su-

gestões sobre a apresentação do texto. Ao Prof. Claudio Vidal por ter revisado o texto,

avaliado o trabalho e pelas sugestões sobre a apresentação do mesmo. Ao Mário Sansuke

por ter me presenteado com as belas figuras contidas neste trabalho. Ao Prof. Pedro

Ontaneda por ter participado de maneira efetiva na pesquisa deste trabalho, tornando

posśıvel a realização do mesmo. Agradeço também a todos que participaram dos se-

minários. Aos professores, funcionários e colegas deste departamento. Ao CNPq por ter

financiado meus estudos. E finalmente, o meu muito obrigada à minha famı́lia.
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Caṕıtulo 1

Formulação do Problema e um
Estudo Preliminar

Neste trabalho estudamos o movimento de uma part́ıcula, de massa infinitesimal, sub-

metida unicamente à força de atração gravitacional induzida por um fio circular ho-

mogêneo fixo, contido no espaço euclidiano IR3. A este problema chamaremos de proble-

ma do fio circular homogêneo.

Este caṕıtulo está dividido em duas seções. Na primeira seção, apresentamos a for-

mulação do problema, e na segunda seção, fazemos um estudo preliminar do potencial do

fio circular homogêneo.

1.1 Formulação do problema

Seja C um fio circular homogêneo contido no espaço euclidiano IR3. Consideremos uma

part́ıcula P, de massa infinitesimal, movendo-se neste espaço, submetida unicamente à

força de atração gravitacional induzida pelo fio circular C. Denotaremos por r = (x, y, z) ∈
IR3 a posição da part́ıcula P e por ṙ = (ẋ, ẏ, ż) a sua velocidade.

De acordo com a lei de atração Newtoniana, o movimento desta part́ıcula no espaço

obedece ao sistema de equações diferenciais de segunda ordem:
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..
r= −∇V (r), (1.1.1)

onde os dois pontos denotam a segunda derivada com respeito ao tempo, e V a energia

potencial Newtoniana, induzida pelo fio circular C, cuja expressão é dada por

V (r) = −
∫

C

λ du

||r− u|| , (1.1.2)

sendo λ a densidade constante do fio circular. A massa do fio é dada por M =
∫

C
λ du =

2πλρ, onde ρ é o raio do fio circular, desde que estamos considerando a constante gravi-

tacional G = 1.

Note que, como a aplicação r 7→ 1
||r−u|| é anaĺıtica, para r 6= u, então o potencial

V (r) = − ∫C λ du
||r−u|| também é anaĺıtico, para todo r /∈ C.

Para nossa análise vamos considerar o fio circular C contido no plano-(x, y) e centrado

na origem, desta forma, o potencial V em (1.1.2) assume a forma

V (r) = −
∫ 2π

0

λ ρ dθ

||r− ρeiθ|| = −λρ
∫ 2π

0

dθ
√

(x− ρ cosθ)2 + (y − ρ senθ)2 + z2

= −λρ
∫ 2π

0

dθ√
x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2xρ cosθ − 2yρ senθ

,

(1.1.3)

onde eiθ = (cosθ, senθ, 0).

Assim, o sistema (1.1.1) é equivalente a:































































..
x = −λρ

∫ 2π

0

(x− ρ cosθ) dθ

{x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2xρ cosθ − 2yρ senθ }3/2

..
y = −λρ

∫ 2π

0

(y − ρ senθ) dθ

{x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2xρ cosθ − 2yρ senθ }3/2

..
z = −λρ z

∫ 2π

0

dθ

{x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2xρ cosθ − 2yρ senθ }3/2

(1.1.4)
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Observação 1.1.1 Olhando o potencial V como função das variáveis x, y, z e ρ, temos

que ela é anaĺıtica no conjunto { (x, y, z, ρ) ∈ IR4 ; x2 + y2 6= ρ2 ou z 6= 0 }, e também a

função

(x, y, z, ρ) 7→ −
∫ 2π

0

dθ
√

(x− ρ cosθ)2 + (y − ρ senθ)2 + z2

é anaĺıtica em x, y, z e ρ, neste mesmo conjunto. Note que ρ pode tomar valores negativos

ou zero.

Algumas outras expressões equivalentes de V serão apresentadas na próxima seção.

Observação 1.1.2 Observando o sistema (1.1.4), verificamos que a origem é um equiĺıbrio

do sistema, o qual é instável. Para provar esta última afirmação basta analisar a parte

linear A do sistema de primeira ordem, associado ao sistema (1.1.4). Desde que os au-

tovalores (λ) de A se relacionam com os autovalores (σ) da matriz HessV (0, 0, 0), pela

relação λ = ±√σ, e como , em nosso caso, temos σ1 = σ2 = −πλ
ρ2
, σ3 = 2πλ

ρ2
, segue-se a

instabilidade.

De fato, a origem é o único equiĺıbrio do sistema, para a verificação deste fato pre-

cisamos da informações adicionais, por isto esta prova será apresentada no final deste

trabalho.

As equações de movimento (1.1.1) podem ser escritas como um sistema de equações

diferenciais de primeira ordem, com três graus de liberdade, na forma canônica











ṗ = −Hr,

ṙ = Hp,
(1.1.5)

com Hamiltoniano

H(r,p) =
1

2
||p||2 + V (r), (1.1.6)

onde r = (x, y, z) é a posição da part́ıcula, p = ṙ é a sua velocidade, e V é a energia po-

tencial Newtoniana, induzida pelo fio circular. Em (1.1.5), Hr e Hp, indicam as derivadas

parciais de H em relação a r e p, respectivamente.
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O espaço de fase de (1.1.5) é dado por

M =
{

(r, ṙ) ∈ (IR3 × IR3) ; r /∈ C
}

= (IR3 \ C)× IR3.

Chamamos IR3 \ C de espaço das configurações.

Note que (Hp,−Hr) é um campo vetorial anaĺıtico sobre M.

A Teoria de Equações Diferenciais Ordinárias nos garante o seguinte:

Teorema 1.1.3 Dado (r0, ṙ0) ∈ (IR3 \ C)× IR3, existe uma única solução r(t) de (1.1.1)

definida em um intervalo máximo a < t < b, contendo t = 0, com condições iniciais

r(0) = r0, ṙ(0) = ṙ0. Além disso, como V é anaĺıtica, todas as componentes de r(t) são

funções anaĺıticas de t e das coordenadas de r0 e ṙ0.

Desde que a função Hamiltoniana (1.1.6) é autônoma, segue-se que ela é uma integral

primeira para o movimento, isto é, H(r(t), ṙ(t)) é constante, para r(t) solução de (1.1.1).

Logo, para cada h ∈ IR, o conjunto

Σh =
{

(r,p) ∈ (IR3 \ C)× IR3 ; H(r,p) = h
}

⊂M

é invariante pelo fluxo definido pelo campo (Hp,−Hr).

Note que, se h ∈ IR é um valor regular para a função hamiltoniana H, temos que o

conjunto definido acima é uma subvariedade diferenciável de M, de dimensão 5. Note

também que, como a energia cinética 1
2
||p||2 é não negativa, segue-se de (1.1.6) que, sobre

Σh, temos V (r) ≤ h.

Ao conjunto { r ∈ IR3 \ C ; V (r) ≤ h } chamamos de região de Hill correspondente a

energia h. Como este conjunto coincide com a projeção de Σh sobre o espaço de confi-

gurações IR3 \ C, temos que se (r(t),p(t)) é uma curva solução de (1.1.5) sobre Σh, então

r(t) deve estar na correspondente região de Hill, para todo o tempo t em que estiver

definida.

Note que, como V (r) < 0, se tomamos h ≥ 0, a região de Hill correspondente é todo

o espaço IR3 \ C.
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Comentário

O sistema (1.1.5) é um sistema reverśıvel, isto é, se (r(t),p(t)) é uma solução de (1.1.5),

então também o será (r(−t),p(−t)).

1.2 Estudo preliminar do potencial

Nesta seção, apresentamos algumas expressões equivalentes do potencial do fio circular

homogêneo, bem como algumas propriedades do potencial. Também fazemos o estudo

das simetrias do potencial e dos espaços invariantes.

1.2.1 Expressões equivalentes do potencial

Consideremos um fio circular homogêneo C (fixado), contido no plano-(x, y) e centrado

na origem O do sistema, conforme mostra a figura 1.2.1.

Estamos denotando por ρ o raio do fio circular, e por P = (x, y, z) uma part́ıcula no

espaço (fora do fio). D e d denotam as distâncias máxima e mı́nima da part́ıcula P ao fio

circular, respectivamente (veja figura 1.2.1).

Figura 1.2.1: Fio circular com centro na origem

Temos as seguintes expressões para as distâncias,

D2 = (
√

x2 + y2 + ρ)2 + z2 e d2 = (
√

x2 + y2 − ρ)2 + z2. (1.2.7)
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Vejamos agora algumas expressões equivalentes para o potencial (1.1.2) induzido pelo

fio circular C.

Primeira Expressão

A energia potencial (1.1.2) pode ser escrita na forma

V (P ) = −λρ
∫ 2π

0

dw√
z2 + r2 + ρ2 − 2rρ cosw

, (1.2.8)

onde r =
√
x2 + y2.

Para mostrar isto, seja A o ponto do fio circular mais próximo de P = (x, y, z) e sejam

Q um ponto qualquer do fio e ∆ a distância de P a Q. Se o ângulo QOA é representado

por w (veja figura 1.2.2), a expressão usual para o potencial é dada por:

V (P ) = −
∫ 2π

0

λρ dw

∆
, ∆ = ||QP || = ||P −Q||

Figura 1.2.2: Fio circular homogêneo

Pela lei dos cossenos, QB
2
= (x2 + y2) + ρ2 − 2ρ(x2 + y2)

1
2 cosw, segue que ∆2 =

QP
2
= QB

2
+ PB

2
. Assim

∆2 = x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2ρ(x2 + y2)
1
2 cosw,

logo

V (P ) = −λρ
∫ 2π

0

dw
√

x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2ρ(x2 + y2)
1
2 cosw

, (1.2.9)
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e tomando r =
√
x2 + y2 obtemos então a expressão desejada.

Comentário

Usando esta expressão de V , o sistema (1.1.1) torna-se:















































































..
x = −λρ

∫ 2π

0

x
(

1 + ρ cosw√
x2+y2

)

dw

{x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2ρ(x2 + y2)
1
2 cosw }3/2

..
y = −λρ

∫ 2π

0

y
(

1 + ρ cosw√
x2+y2

)

dw

{x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2ρ(x2 + y2)
1
2 cosw }3/2

..
z = −λρ z

∫ 2π

0

dw

{x2 + y2 + z2 + ρ2 − 2ρ(x2 + y2)
1
2 cosw }3/2

(1.2.10)

Segunda Expressão

Se M = 2πλρ é a massa do fio circular, podemos também re-escrever o potencial

na forma

V (P ) = − 2

π
M
∫ π

2

0

dθ√
D2cos2θ + d2sen2θ

, (1.2.11)

onde d e D são as funções de P = (x, y, z) definidas em (1.2.7).

Esta igualdade é obtida da seguinte maneira. Utilizando as identidades cos2w
2
+

sen2w
2
= 1 e cosw = cos2w

2
− sen2w

2
, podemos re-escrever ∆2 acima, na forma

∆2 = d2cos2w
2
+D2sen2w

2
,

e, por conseguinte, a expressão (1.2.9) vem a ser

V (P ) = −λρ
∫ 2π

0

dw
√

d2cos2w
2
+D2sen2w

2

. (1.2.12)
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Pela mudança de variável ψ = w
2
em (1.2.12), e observando que a integral obtida de

0 a π
2
é igual a integral de π

2
a π, temos

V (P ) = −4λρ
∫ π

2

0

dψ√
d2cos2ψ +D2sen2ψ

.

Seja T : IR2 − {(0, 0)} −→ IR, definida por

T (d,D) =
∫ π

2

0

dψ√
d2cos2ψ +D2sen2ψ

, (1.2.13)

logo temos V (P ) = −4λρT (d,D), onde d e D são as funções definidas em (1.2.7).

Note que, pela mudança de variável ψ = π
2
− θ, T é simétrica em relação a d e D,

isto é,

T (d,D) = T (D, d). (1.2.14)

Assim, V (P ) = − 2
π
M T (D, d), onde M = 2πλρ é a massa do fio circular, e obtemos

a expressão desejada.

Os cálculos da primeira e segunda expressões do potencial podem ser encontrados em

[Po], pags. 32-39, [Mc], pags. 195-200. Uma outra forma similar de obter a expressão

(1.2.11) pode ser vista em [Ke], pags. 58-62.

Comentário

Usando a expressão (1.2.11) de V , o sistema (1.1.1) torna-se:







































































..
x = − 2

π
M
∫ π

2

0

x
(

1 + ρ cos 2θ√
x2+y2

)

dθ

{D2cos2θ + d2sen2θ }3/2

..
y = − 2

π
M
∫ π

2

0

y
(

1 + ρ cos 2θ√
x2+y2

)

dθ

{D2cos2θ + d2sen2θ }3/2

..
z = − 2

π
M
∫ π

2

0

z dθ

{D2cos2θ + d2sen2θ }3/2
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Observações 1.2.1

1) É importante ressaltar que a igualdade V (P ) = − 2
π
M T (D, d), onde d e D são as

distâncias mı́nima e máxima de P ao fio circular, respectivamente, é independente das

coordenadas usadas.

2) A expressão (1.2.11) pode ser escrita na forma

V (P ) = −2M

πD
K(k),

onde K(k) =
∫

π
2
0

dθ√
1−k2sen2θ

é a integral eĺıptica completa de primeira espécie, e o módulo

k é dado por k2 =
√
D2−d2
D

.

Sabemos que

2

π
K(k) =

[

1 +
(

1

2

)2

k2 +
(

1 · 3
2 · 4

)2

k4 +
(

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)2

k6 + ...

]

(1.2.15)

(ver [Mc], pag. 197, [H], pag. 26).

Terceira Expressão

Antes de enunciarmos a terceira expressão, vamos lembrar a definição da média arit-

mético-geométrica.

Sejam m,n, m > n, dois números positivos. Então m > m+n
2

>
√
mn > n.

Chamando m1 =
m+n
2

e n1 =
√
mn , e construindo as seqüências {mi}, {ni} com

mi+1 =
mi + ni

2
, ni+1 =

√
mini

temos m > m1 > m2 > ... > n2 > n1 > n.

Tomando o limite quando i tende para infinito, mostra-se que as seqüências convergem

para um mesmo limite σ(m,n). Este limite foi chamado por Gauss ([H], pag. 78), de

média aritmético-geométrica de m e n. Note que se m = n, então σ(m,m) = m.

Passemos, finalmente, à terceira expressão,
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O potencial V de nosso problema é dado por

V (P ) = − M

σ(D, d)
, (1.2.16)

onde σ(D, d) é a média aritmético-geométrica de D > 0 e d > 0, e d, D são as funções

de P = (x, y, z) definidas em (1.2.7).

Como a prova de (1.2.16) envolve vários cálculos, apresentamo-la no apêndice A.

Segundo nossa revisão bibliográfica, as expressões (1.2.8), (1.2.11) e (1.2.16) foram

inicialmente mencionadas por Poincaré em 1899 ([Po]), e depois nos livros [Ke], [Mc].

Outra forma de expressar o potencial do fio circular usa polinômios de Legendre (ver

[StiSch], pags. 100-103, [Ke], pags. 255-256).

Comentário

Usando a primeira ou segunda expressão do potencial V , facilmente obtemos a expressão

do seu gradiente ∇V . Porém, quando escrevemos o potencial de um ponto como o inverso

da média aritmético-geométrica das distâncias máxima e mı́nima do ponto ao fio circular,

não é claro como é a expressão do gradiente. Fizemos esta análise e obtivemos uma

expressão para o gradiente do potencial ∇V neste caso. Estes cálculos aparecem no

apêndice A.

1.2.2 Simetrias do potencial

Nesta seção, estudaremos as simetrias do problema do fio circular homogêneo.

Como antes, estamos considerando o fio circular C, contido no plano-(x, y) e centrado

na origem. No decorrer deste trabalho, chamaremos de plano horizontal ao plano-(x, y)

que contém o fio circular, e de plano vertical a um plano que contém o eixo z.

Antes, lembremos a seguinte definição:
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Definição 1.2.1 Se N é um aberto em IRn, ψ : N → N é uma aplicação linear e

V : N → IR, dizemos que V é ψ-invariante (ou que ψ é uma simetria de V ) se

V (r) = V (ψ(r)), para todo r ∈ N.

Se X é um campo de vetores sobre N , dizemos que X é ψ-invariante (ou que ψ é uma

simetria de X) se

ψX(r) = X(ψ(r)), para todo r ∈ N.

Estudamos agora as simetrias do problema do fio circular homogêneo. As provas

dos resultados seguintes são standard, e, em poucas palavras, devem-se ao fato de que o

fio circular homogêneo, com centro na origem, é invariante por todas as simetrias abaixo

mencionadas.

Proposição 1.2.2 A função potencial V é invariante por:

(i) Rotações em torno do eixo z.

(ii) Reflexão em relação ao plano−(x, y) (plano horizontal).

(iii) Reflexão em relação a um plano contendo o eixo z (plano vertical).

Prova: É evidente de (1.2.11) e das expressões das distâncias D e d em (1.2.7) que V é

invariante pelas transformações mencionadas em (i), (ii) e (iii).

Corolário 1.2.3 O campo gradiente ∇V de V é invariante por:

(i) Rotações em torno do eixo z.

(ii) Reflexão em relação ao plano−(x, y) (plano horizontal).

(iii) Reflexão em relação a um plano contendo o eixo z (plano vertical).

Prova: (i) Pela proposição anterior V (r) = V (gθr), onde gθ representa a rotação em

torno do eixo z, pelo ângulo θ. Diferenciando temos

dV (r)ξ = dV (gθr)dgθ(r)ξ

logo 〈∇V (r), ξ 〉 = 〈∇V (gθr), dgθ(r)ξ 〉 = 〈 (dgθ(r))T∇V (gθr), ξ 〉, para todo ξ.
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Como gθ = dgθ(r) e g
T
θ gθ = I, concluimos que gθ é uma simetria de ∇V (r). De modo

análogo, verificamos (ii) e (iii), concluindo assim a prova do corolário.

Corolário 1.2.4 Se r(t) é uma solução da equação diferencial (1.1.1), então ψr(t) também

é solução de (1.1.1), onde ψ é:

(i) uma rotação em torno do eixo z, ou

(ii) a reflexão em relação ao plano-(x, y) (plano horizontal), ou

(iii) a reflexão em relação a um plano contendo o eixo z (plano vertical)

Prova: Seja α(t) uma solução de (1.1.1) e seja γ(t) = gθα(t), onde gθ é a rotação em

torno do eixo z pelo ângulo θ. Temos, usando o corolário anterior,

..
γ (t) = gθ

..
α (t) = gθ(−∇V (α(t))) = −∇V (gθα(t)) = −∇V (γ(t)).

Analogamente, provamos para as transformações em (ii) e (iii).

Corolário 1.2.5 O eixo z, o plano horizontal e os planos verticais são espaços invarian-

tes, isto é, uma solução de (1.1.1) que começa num destes espaços com velocidade inicial

contida nele, permanece neste espaço para todo o tempo em que a solução estiver definida.

Prova: Seja α(t) uma solução da equação
..
r= −∇V (r), com condições iniciais p0 =

(0, 0, z) e v0 = (0, 0, ż). Pelo corolário 1.2.4 gθα(t) é uma solução de (1.1.1), para todo θ,

onde gθ é uma rotação por um ângulo θ em torno do eixo z. Como gθp0 = p0 e gθv0 = v0,

temos que gθα(t) = α(t) para todo θ, ou seja, esta solução tem as mesmas condições

iniciais que α(t), logo, por unicidade das soluções gθα(t) = α(t). Ora, os pontos fixos de

gθ são os pontos do eixo z, logo, α(t) é um ponto deste eixo, para todo t. Isto prova que

o eixo dos z é um espaço invariante.

De modo análogo, verificamos que os planos verticais e o plano horizontal são espaços

invariantes.

Observações: 1) Este resultado nos permite o estudo da dinâmica nestes subespaços

invariantes. De fato, no caṕıtulo 5, ao estudar a dinâmica do problema, começamos

estudando a dinâmica nestes casos particulares.
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2) O corolário 1.2.5 também pode ser verificado diretamente do sistema de

equações. Por exemplo, segue diretamente do campo associado ao sistema (1.1.4), que o

eixo z e o plano-(x, y) são conjuntos invariantes. Para verificar que os planos verticais são

conjuntos invariantes, considere o campo associado ao sistema (1.2.10).

1.2.3 Propriedades do potencial

Nesta seção, veremos algumas propriedades do potencial em relação à massa e ao raio

do fio circular. Para isto, precisamos explicitar a dependência do potencial em relação a

estas variáveis. Escrevemos V (r, ρ,M) para denotar o potencial induzido pelo fio circular,

contido no plano -(x, y) e centrado na origem, com raio ρ e massa M , e ∇V (r, ρ,M) para

denotar o gradiente (em relação a r) de V (r, ρ,M).

Os resultados desta seção serão usados no caṕıtulo 5.

Lema 1.2.6 Para o potencial V do problema do fio circular temos as seguintes identida-

des:

(i) V (r, ρ, cM) = c V (r, ρ,M), para cada c ∈ IR

(ii) V (c r, c ρ,M) = 1
c
V (r, ρ,M), para cada c > 0

(iii) ∇V (c r, c ρ,M) = 1
c2
∇V (r, ρ,M), para cada c > 0

(vi) ∇V (r, ρ, cM) = c∇V (r, ρ,M), para cada c ∈ IR

Prova: Segue direto da definição, uma vez que V (r, ρ,M) = −M
2π

∫ 2π
0

dθ

||r−ρeiθ ||
, onde

eiθ = (cosθ, senθ, 0).

Corolário 1.2.7 Sejam ρ, ζ,M,N números positivos.

Se r(t) é uma solução do problema
..
r (t) = −∇V (r, ρ,M), então s(t) = ζ

ρ
r
(√

Nρ3

Mζ3
t
)

é

uma solução do problema
..
s (t) = −∇V (s, ζ, N).
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Prova: Defina s(t) = βr(σt), com β, σ constantes. Derivando s(t) duas vezes e aplicando

o lema anterior, obtemos:

..
s (t) = βσ2 ..

r (σt) = −βσ2∇V (r(σt), ρ,M) = −βσ2∇V (
1

β
s(t), ρ,M) =

= −β3σ2∇V (s(t), βρ,M) = −∇V (s(t), βρ, β3σ2M)

Assim, tomando σ =
√

Nρ3

Mζ3
e β = ζ

ρ
, temos que s(t) satisfaz

..
s (t) = −∇V (s, ζ, N),

como queŕıamos mostrar.

Observação 1.2.8 1) O lema 1.2.6 e o corolário 1.2.7 implicam que para estudar o pro-

blema do fio circular homogêneo, basta estudar o caso de raio e massa unitários.

2) Note que se r(t) e s(t) são como acima, elas têm as mesmas pro-

priedades qualitativas (periódica, solução de equiĺıbrio, etc.). Em particular, se r(t) é

periódica de peŕıodo T , então s(t) é periódica de peŕıodo
T
√
Mζ3√
Nρ3

.

O seguinte resultado é geral e o enunciamos devido ao fato de que o utilizaremos no

caṕıtulo 5.

Lema 1.2.9 Seja q ∈ IRn, Ω ⊂ IRn aberto e V : Ω→ IR uma função C1.

Se r(t) é solução do problema
..
r (t) = −∇V (r), então s(t) = r(t) + q é uma solução

do problema
..
s (t) = −∇W (s), onde W : Ω + q→ IR, W (s) = V (s− q).

Aqui Ω + q = {u+ q ; u ∈ Ω } .

Prova: Segue por substituição direta.

Observação 1.2.10 Neste caso também temos que se r(t) e s(t) são como no lema 1.2.9,

elas têm as mesmas propriedades qualitativas (periódica, solução de equiĺıbrio, etc.). Em

particular, se r(t) é periódica, então s(t) é periódica com mesmo peŕıodo.

Note também que o traço de s(t) é o transladado de r(t) (ou vice-versa).

20



Caṕıtulo 2

O Problema do Fio Circular como
Perturbação de Outros Problemas
Gravitacionais

Neste caṕıtulo, verificamos que o potencial ou o gradiente da função potencial V , in-

duzido pelo fio circular homogêneo, pode ser visto como uma aproximação de outros

potenciais ou como uma aproximação do gradiente de outros potenciais. Estes resultados

serão usados no caṕıtulo 5 para o estudo da dinâmica do problema do fio circular, mais

precisamente para o estudo de soluções periódicas deste problema.

2.1 O potencial como perturbação do problema de

Kepler

Mostraremos nesta seção que o potencial do fio circular, de raio ε pequeno, pode ser

escrito como uma perturbação do potencial do problema de Kepler.

Fixe M > 0. Denotamos por Cε o fio circular, contido no plano-(x, y), centrado na

origem, com raio ε e massa M . Denotamos também por

V (r, ε) = −M
2π

∫ 2π

0

dθ
√

(x− ε cosθ)2 + (y − ε senθ)2 + z2
= − 2

π
M
∫ π

2

0

dθ√
D2cos2θ + d2sen2θ

,
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onde r = (x, y, z), D2 = (
√
x2 + y2 + ε)2 + z2 e d2 = (

√
x2 + y2 − ε)2 + z2, o potencial

gravitacional induzido por Cε. Note que o domı́nio de V (r, ε) é { (r, ε) ; r /∈ Cε } e que

V (r, ε) é anaĺıtica neste domı́nio. Note também que faz sentido permitir valores negativos

de ε. Neste caso o domı́nio de V (r, ε) é { (x, y, z, ε) ; x2+y2 6= ε2 ou z 6= 0 } (ver observação
1.1.1), e observamos que V é par, isto é, V (r, ε) = V (r,−ε). De fato,

V (r,−ε) = −M
2π

∫ 2π
0

dθ√
(x+ε cosθ)2+(y+ε senθ)2+z2

= −M
2π

∫ 2π
0

dθ√
(−x−ε cosθ)2+(−y−ε senθ)2+z2

= V (−r, ε)

= V (r, ε)

onde a última igualdade é devida à simetria de V , ou segue diretamente da expressão

(1.2.9).

Podemos agora enunciar a seguinte proposição:

Proposição 2.1.1 O potencial do problema do fio circular homogêneo, de raio ε, V (r, ε),

definido em (1.2.11), é uma perturbação, de ordem 2 em ε, do potencial de Kepler, isto

é,

V (r, ε) = − M

‖r‖ + ε2f(r, ε),

e f é anaĺıtica em { (r, ε) = (x, y, z, ε) ∈ IR4 ; 0 6= x2 + y2 6= ε2 ou z 6= 0 } .

Prova: Por (1.2.11), temos que

V (r, ε) = − 2

π
M
∫ π

2

0

dθ√
D2cos2θ + d2sen2θ

,

onde D2 = (
√
x2 + y2+ε)2+z2, d2 = (

√
x2 + y2−ε)2+z2, r /∈ Cε. Note que V (r, 0) = − M

‖r‖ ,

r 6= 0.

Como V (r, ε) é anaĺıtica em Ω = { (x, y, z, ε) ; x2 + y2 6= ε2 ou z 6= 0 }, temos que a

função V (r, ε) + M
‖r‖ é anaĺıtica em { (r, ε) = (x, y, z, ε) ∈ IR4 ; 0 6= x2 + y2 6= ε2 ou z 6=
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0 }. Definimos f(r, ε) = 1
ε2

(

V (r, ε) + M
‖r‖

)

, logo f é anaĺıtica em { (r, ε) = (x, y, z, ε) ∈
IR4 ; 0 6= x2 + y2 6= ε2 ou z 6= 0, ε 6= 0 }. Vamos mostrar que f estende-se para uma

função anaĺıtica definida em { (r, ε) = (x, y, z, ε) ∈ IR4 ; 0 6= x2 + y2 6= ε2 ou z 6= 0 }.

Sendo V (r, ε) uma função anaĺıtica em Ω, podemos fazer o seu desenvolvimento em

série de potências. Pelo comentário acima V é par em ε, e segue que suas derivadas

em εde ordem ı́mpar são funções ı́mpares, isto é, V (2n−1)(r, ε) = −V (2n−1)(r,−ε), o que

implica que V (2n−1)(r, 0) = 0. Sendo assim, desenvolvendo V em potências e rearrumando,

obtemos, para ε próximo de 0,

V (r, ε)− V (r, 0) = ε2f̃(r, ε),

com f̃ anaĺıtica.

Assim, para ε próximo de 0, f(r, ε) = f̃(r, ε) Logo f pode ser estendida analiticamente.

Isto prova a proposição.

Como M = 2πελ e, nesta seção, M está fixo, temos que a densidade λ depende de ε,

mais especificamente, λ = M
2πε

. Assim, se ε→ 0, então λ→ +∞.

2.2 O gradiente do potencial próximo ao fio circular

Nosso objetivo nesta seção é verificar que, em um plano vertical, o gradiente do poten-

cial ∇V próximo ao fio circular pode ser estudado como uma aproximação do potencial

induzido por um fio infinito (fio reto de comprimento infinito, de densidade constante e

massa infinita) ortogonal ao plano (veja figura 2.2.1).

Lembre que o potencial do fio infinito é dado por 2λ ln r, onde r é a distância de

um ponto P ao fio infinito e λ a densidade constante do fio. Note que, se P está no

plano vertical, a distância r de P ao fio infinito é igual à distância de P a O, onde O é a

interseção do fio infinito com o plano vertical (ver [Ke], pags. 62-63).

Vejamos antes uns preliminares.
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Figura 2.2.1: Fio infinito

Seja V (x, y, z; ρ) o potencial do fio circular homogêneo, contido no plano-(x, y), cen-

trado na origem, de densidade constante λ e com raio ρ. Por (1.2.11), temos que

V (x, y, z; ρ) = −4λρT (D, d) = −4λρ
∫ π

2

0

dθ√
D2cos2θ + d2sen2θ

, (2.2.1)

T como definida em (1.2.13).

Defina f(t) =
∫ π

2

0

dθ√
cos2θ + tsen2θ

, 0 < t ≤ 1.

Logo V (x, y, z; ρ) = −4λρ

D
f

(

d2

D2

)

.

Observações 2.2.0

1) f(t) =
∫ π

2

0

dθ√
cos2θ+tsen2θ

=
∫ π

2

0

dθ√
1−(1−t)sen2θ

= K(
√
1− t )

onde, como foi dito antes, K é a integral eĺıptica completa de primeira espécie.

2) f(t) = π
2

(

1 +
+∞
∑

n=1

(

1·3···(2n−1)
2·4···2n

)2
(1− t)n

)

Esta série pode ser obtida da série de potências (1.2.15) de K.
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3) T (d,D) =
f
(

d2

D2

)

D
, d ≤ D, D 6= 0.

4) T (d,D) =
π

2σ(d,D)
, onde σ(d,D) é a média aritmético-geométrica de d e D.

Por 3) e 4) temos

f

(

d2

D2

)

=
πD

2σ(d,D)
, d ≤ D. (2.2.2)

Fazendo D = 1, temos que f(d2) = π
2σ(d,1)

, d ≤ 1.

Lema 2.2.1 (i) f é decrescente e f ′ é crescente.

(ii) σ(d, 1) ≥
√
d

(iii) f(t) ≤ π
2

1
4√t (t ≤ 1)

(iv) |f ′(t)| ≤ 1
2
f(t)
t

(v) |f ′(t)| ≤ π
4

1
t5/4

Prova: (i)

f ′(t) = −1

2

∫ π
2

0

sen2θdθ

(cos2θ + tsen2θ)3/2
< 0, o que implica que f é decrescente.

f ′′(t) =
3

4

∫ π
2

0

sen4θdθ

(cos2θ + tsen2θ)5/2
> 0, o que implica que f ′ é crescente.

Note que em geral f (n)(t) < 0, se n é ı́mpar, e f (n)(t) > 0, se n é par.

(ii) Por definição de σ, temos que σ(d, 1) ≥ (média geométrica de d e 1) =
√
d.

(iii) Por (2.2.2), tomando D = 1, d2 = t, e aplicando (ii), obtemos (iii).
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(iv)

|f ′(t)| =
1

2

∫ π
2

0

sen2θdθ

(cos2θ + tsen2θ)3/2

=
1

2

∫ π
2

0

1

t

1

(cos2θ + tsen2θ)1/2
tsen2θ

(cos2θ + tsen2θ)
dθ ≤ 1

2

f(t)

t
,

pois
tsen2θ

(cos2θ + tsen2θ)
< 1, t > 0.

A prova de (v) segue direto de (iii) e (iv).

Com isto, conclúımos nossos preliminares.

Estamos interessados em estudar o potencial próximo ao fio circular. Para este estudo

consideremos o fio circular de densidade constante λ, contido no plano-(x, y) e passando

pela origem, com raio c
2
e centro ( c

2
, 0, 0), conforme à figura 2.2.2. Observe que o plano-

(x, z) é um conjunto invariante. Denotaremos o potencial deste fio circular transladado,

e restrito ao plano-(x, y), por W
(

x, z; c
2

)

.

O potencial é escrito na forma

W
(

x, z;
c

2

)

= −4λc
2
T (D, d) (ver (2.2.1) e observação 1.2.1, (1)). (2.2.3)

Figura 2.2.2: Fio circular centrado em (c/2, 0, 0)

Restrito à faixa { (x, 0, z) ; x ≤ c
2
, z ∈ IR }, e chamando z = y, observe que, neste

caso, D2 = (c− x)2 + y2 e d2 = x2 + y2. Assim, por observação 2.2.0, (3),
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W
(

x, y;
c

2

)

= −4λc
2
f

(

x2 + y2

(c− x)2 + y2

)

/
√

(c− x)2 + y2

Note queW
(

x, y; c
2

)

= V
(

(x, 0, y)− ( c
2
, 0, 0); c

2

)

, onde V é o potencial do fio circular

contido no plano-(x, y), centrado na origem, de densidade constante λ e com raio c
2
. Isto

é, W é obtido de V por uma translação. Observe que quando c tende para o infinito, a

massa M = 2πλ c
2
também tende para o infinito.

Lema 2.2.2 Numa vizinhança da origem

∇W
(

x, y;
c

2

)

= 2λc
f(t)

D3
(x− c, y)− 4λ

c2

D5
f ′(t) [c(x, y) + (y2 − x2,−2xy)],

onde t = x2+y2

(c−x)2+y2 e D =
√

(c− x)2 + y2.

Prova: Segue direto do cálculo do gradiente ∇W =
(

∂W
∂x
, ∂W
∂y

)

.

Observação: Se z = x+ iy, então z2 = (x2 − y2, 2xy), assim, em números complexos, a

igualdade do lema acima escreve-se

∇W
(

z; c
2

)

= 2λ c
|z−c|3f

(

|z|2
|z−c|2

)

(z − c)− 4λ c2

|z−c|5f
′
(

|z|2
|z−c|2

)

(cz − z2) =

= −2λ c2

|z−c|3f
(

|z|2
|z−c|2

)

+
[

2λ c
|z−c|3f

(

|z|2
|z−c|2

)

− 4λ c3

|z−c|5f
′
(

|z|2
|z−c|2

)]

z + 4λ c2

|z−c|5f
′
(

|z|2
|z−c|2

)

z2

= −2λ c
|z−c|3

{

f
( |z|2
|z−c|2

)

+ z
(

2c
|z−c|2

)

f ′
( |z|2
|z−c|2

)}

(z − c)

(Note que o vetor gradiente tem suas componentes nas direções z, z2 e na direção real

(1, 0))

Para simplificar a notação, de agora em diante, nesta seção, escreveremos
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E(x, y; ε) = ∇W
(

x, y;
1/ε

2

)

.

Note que o domı́nio de E é { (x, y, ε) ; x < 1
2ε
, ε > 0 }.

Definição 2.2.3 Dizemos que h(x, y; ε) é C∗-limitada se,

1) Para todo C ⊂ IR2 compacto com (0, 0) 6∈ C, existe ε0 tal que h(x, y; ε) está definida

para (x, y) ∈ C, 0 < ε ≤ ε0.

2) Existe KC tal que |h(x, y; ε)| ≤ KC, para todo ε ≤ ε0 e para todo (x, y) ∈ C.

Lema 2.2.4

(i)E(x, y; ε) = ε
3
2h1(x, y; ε)(x, y) +

√
ε h2(x, y; ε)(1, 0)+

+ ε2f ′(t)h3(x, y; ε)(x, y)
√
ε h4(x, y; ε)(x

2 − y2, 2xy),

onde hi(x, y; ε) é C
∞ e é C∗-limitada, para i = 1, 2, 3, 4.

(ii) E(x, y; ε) = −4λε2f ′(t)(x, y) +√ε U(x, y; ε), onde U é C∗-limitada.

Prova: (i) Do lema anterior, parte (i), temos:

∇W
(

x, y; 1/ε
2

)

= 2λ1
ε
f(t)
D3 (x, y)− 2λ 1

ε2
f(t)
D3 (1, 0)− 4λ 1

ε3
f ′(t)
D5 (x, y) + 4λ 1

ε2
f ′(t)
D5 (x2 − y2, 2xy)

= ε
3
2h1(x, y; ε)(x, y) +

√
ε h2(x, y; ε)(1, 0)+

+ ε2f ′(t)h3(x, y; ε)(x, y) +
√
ε h4(x, y; ε)(x

2 − y2, 2xy)

com h1(x, y; ε) =
2λ

ε

f(t)

D3

1

ε3/2
, h2(x, y; ε) = − 2λ√

ε

f(t)

D3

1

ε2
, h3(x, y; ε) = −4λ

ε3
1

D5

1

ε2
e

h4(x, y; ε) =
4λ

ε2
f ′(t)

D5

1√
ε
, que são funções C∞.

Vejamos que hi(x, y; ε) é C∗-limitada, para i = 1, 2, 3, 4.

Dado C ⊂ IR2 compacto, (0, 0) /∈ C, existem constantes C1, C2, tais que

0 < C1 ≤ ‖(x, y)‖ =
√

x2 + y2 ≤ C2, para todo (x, y) ∈ C. (2.2.4)
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Para ε0 <
1

C2
, temos C2 <

1
ε0 , o que implica que

C ⊂ {(x, y);x < 1

ε
, y ∈ IR}, para todo ε ≤ ε0,

e hi(x, y; ε) está definida em C, para ε ≤ ε0, i = 1, 2, 3, 4.

Majorando h1(x, y; ε):

|h1(x, y; ε)| =

∣

∣

∣

∣

∣

2λ

ε

f(t)

D3

1

ε3/2

∣

∣

∣

∣

∣

=
2λ
√
ε f(t)

((1− εx)2 + ε2y2)3/2

Como
√

(1− εx)2 + ε2y2 = ‖(1, 0)− ε (x, y)‖ ≤ ‖(1, 0)‖+ ε ‖(x, y)‖ = 1 + ε ‖(x, y)‖
e ‖(1, 0)− ε (x, y)‖ ≥ ‖(1, 0)‖ − ε ‖(x, y)‖ = 1− ε ‖(x, y)‖, usando (2.2.4) obtemos

1− ε C2 ≤
√

(1− εx)2 + ε2y2 ≤ 1 + ε C2 (2.2.5)

Logo, usando o lema 2.2.1, parte (iii), (2.2.4) e (2.2.5) temos, para todo ε, com

0 < ε ≤ ε0 e C2 ε0 < 1,

|h1(x, y; ε)| ≤
2λ
√
ε f(t)

(1− εC2)3
≤ πλ

√
ε

(1− εC2)3
4
√
t

=
πλ
√
ε [(1− εx)2 + ε2y2]1/4

(1− εC2)3
√
ε(x2 + y2)1/4

≤ πλ(1 + εC2)
1/2

(1− εC2)3C
1/2
1

≤ πλ(1 + ε0C2)
1/2

(1− ε0C2)3C
1/2
1

= K1(C, ε0).

Isto prova que h1(x, y; ε) é C∗-limitada.

Como |h2(x, y; ε)| = |h1(x, y; ε)|, segue que h2(x, y; ε) também é C∗-limitada.

Agora, aplicando (2.2.5), temos

|h3(x, y; ε)| =
4λ

D5ε5
=

4λ

((1− εx)2 + ε2y2)5/2
≤ 4λ

(1− εC2)5
≤ 4λ

(1− ε0C2)5
= K3(C, ε0),
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logo h3(x, y; ε) é C∗-limitada.

Finalmente, usando o lema 2.2.1, parte (v) e (2.2.5), temos

|h4(x, y; ε)| =
∣

∣

∣

∣

∣

4λ

ε2
f ′(t)

D5

1√
ε

∣

∣

∣

∣

∣

=
4λ

ε5/2
|f ′(t)|

[

(1−εx)2+ε2y2
ε2

]5/2
=

4λε5/2|f ′(t)|
((1− εx)2 + ε2y2)5/2

≤ λπ

(x2 + y2)5/4
1

((1− εx)2 + ε2y2)5/4
≤ λπ

C
5/2
1

1

(1− εC2)5/2
≤ λπ

C
5/2
1

1

(1− ε0C2)5/2
= K4(C, ε0),

portanto h4(x, y; ε) é C∗-limitada.

Prova de (ii):

Escrevendo h3(x, y; ε) na forma h3(x, y; ε) = − 4λ
((1−εx)2+ε2y2)5/2 = −4λ+4λ(1−h̄(x, y; ε)),

onde h̄(x, y; ε) = ((1− εx)2 + ε2y2)−5/2 e substituindo na expressão de E(x, y; ε) da parte

(i), obtemos, após um rearranjamento conveniente dos termos,

E(x, y; ε) = −4λε2f ′(t)(x, y) + ε
1
2 U(x, y; ε)

onde

U(x, y; ε) = ε h1(x, y; ε)(x, y) + h2(x, y; ε)(1, 0)+

+ 4λε2f ′(t)ε−1/2 (1− h̄(x, y; ε))(x, y) + h4(x, y; ε)(x
2 − y2, 2xy).

A parcela 4λε2f ′(t)ε−1/2 (1 − h̄(x, y; ε))(x, y) de U é C∗-limitada, pois pelo lema 2.2.1,

parte (v),

4λε5/2|f ′(t)| ‖(x, y)‖ ≤ λπ
((1− xε)2 + ε2y2)5/4

(x2 + y2)5/4
C2 ≤ λπ

(1 + ε0C2)
5/2

C
5/2
1

C2

e por cálculo direto também verificamos que (1 − h̄(x, y; ε))ε−1 é C∗-limitada. Como já

vimos que todas as outras parcelas também são C∗-limitadas, segue-se que U é C∗-limitada.

Lema 2.2.5 limt→0tf
′(t) = −1

2
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Prova: Temos a seguinte expressão em série de potência da integral eĺıptica K(k) (ver

[Mc], pag. 203)

K(k) =
∫ π

2

0

dθ√
1− k2sen2θ

=

[

1 +
k21
4

+
9

64
k41 + . . .

]

ln
4

k1
−
[

k21
4

+
21

128
k41 + . . .

]

,

onde k21 = 1− k2.

Como f(t) = K(
√
1− t), tomando k21 = t, temos

f(t) =
[

1 +
t

4
+

9

64
t2 + . . .

]

ln
4√
t
−
[

t

4
+

21

128
t2 + . . .

]

, (2.2.6)

donde

f ′(t) =
[

1

4
+

18

64
t+ . . .

]

ln
4√
t
−
[

1

4
+

42

128
t+ . . .

]

+
[

1 +
t

4
+

9

64
t2 + . . .

] (

−1

2

1

t

)

e dáı se vê que

limt→0f
′(t)t = −1

2
,

como queŕıamos provar.

Lema 2.2.6 E(x, y; ε) = h(x, y; ε)
(

(x,y)
x2+y2

)

+
√
ε U(x, y; ε) com h satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) Se (xn, yn, εn)→ (x, y, 0) 6= (0, 0, 0), com εn 6= 0, (xn, yn) /∈ Cεn , então

limn→+∞h(xn, yn; εn) = 2λ

(ii) h(x, y; ε) é C∞ em { (x, y, ε) ; x < 1
2ε
, ε > 0 }

Prova: Pelo lema anterior:

E(x, y; ε) = −4λε2f ′(t)(x, y) +√ε U(x, y; ε)

= −4λε2f ′(t)t[ ((1/ε)− x)2 + y2]
(

(x,y)
x2+y2

)

+
√
ε U(x, y; ε).

Defina h(x, y; ε) = −4λε2f ′(t)t [ ((1/ε)− x)2 + y2]. Como tn = x2
n+y

2
n

(xn− 2
εn
)
2
+y2n

→ 0,

quando n→ +∞, temos que limn→+∞ tnf
′(tn) = −1

2
.
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Assim, limn→+∞ h(xn, yn; εn) = limn→+∞−4λf ′(tn)tn((1− εnxn)
2 + (εnyn)

2) = 2λ.

Por definição de h, h é C∞.

Pelo lema anterior, podemos definir E(x, y; 0) := 2λ (x,y)
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0). Assim,

E(x, y; ε) está definida em A = { (x, y; ε) ; x2 + y2 6= 0, xε < 1
2
}, e para cada ε fixo, E é

anaĺıtica.

Podemos, finalmente, provar o principal resultado desta seção:

Lema 2.2.7 E é cont́ınua em A.

Prova: Sabemos que E é cont́ınua em (x, y, ε), com ε 6= 0. Seja { (xn, yn, εn) } seqüência

em A, com (xn, yn, εn)→ (x, y, 0), (x, y) 6= (0, 0), εn 6= 0.

Logo C = { (xn, yn), n ∈ IN } ∪ { (x, y) } é compacto e (0, 0) /∈ C. Como U é C∗-

limitada, existe n0 e KC > 0, tal que |U((xn, yn, εn)| < KC , para n ≥ n0.

Logo, (do lema 2.2.6, segue-se que)

| lim
n→+∞

E((xn, yn, εn)− h(xn, yn; εn)
(xn, yn)

x2
n + y2n

| ≤ lim
n→+∞

|E((xn, yn, εn)− h(xn, yn; εn)
(xn, yn)

x2
n + y2n

|

= lim
n→+∞

√
εn|U(xn, yn, εn) |

≤ lim
n→+∞

KC

√
εn = 0.

Logo, lim
n→+∞

E((xn, yn, εn) = lim
n→+∞

h(xn, yn; εn)
(xn, yn)

x2
n + y2n

= 2λ
(x, y)

x2 + y2
.

Note que E(x, y; 0) = 2λ∇ln(√x2 + y2) e lembre que 2λ ln(
√
x2 + y2) = λln(x2 + y2)

é o potencial do fio infinito (de densidade constante λ e massa infinita) ortogonal ao

plano-(x, y), com interseção na origem do plano. Assim, o problema do fio circular com

raio grande c
2
(o fio circular passando pela origem, com centro em ( c

2
, 0, 0)) pode ser

considerado como uma perturbação do problema do fio infinito.
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Caṕıtulo 3

Singularidades

Neste caṕıtulo, fazemos o estudo das singularidades de uma solução do problema do fio

circular homogêneo.

Dizemos que uma solução r(t) do problema do fio circular, definida no intervalo maxi-

mal (a, b), tem singularidade em b (respectivamente, em a), se b < +∞ (respectivamente,

se a > −∞).

Nosso objetivo é mostrar que, neste problema, todas as singularidades são devidas à

colisão. Para obter este resultado, provamos inicialmente a seguinte proposição que é de

natureza geral:

Proposição 3.0.8 Seja V : Ω→ IR, Ω ⊆ IRn aberto. Seja r(t), t ∈ (a, b), uma solução

de
..
r = −∇V (r) tal que existem:

1) v0, v1 ∈ IR, v0 < v1, com dist (V −1(v0), V
−1(v1)) > 0,

2) t1 < s1 < t2 < s2 . . . , ti, si ∈ (a, b), i ∈ IN, satisfazendo

V (r(ti)) = v0
V (r(si)) = v1.

Então b = +∞.

Prova: Como V é cont́ınua, para cada intervalo [ti, si], podemos escolher, para cada i,
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um intervalo [t∗i , s
∗
i ] ⊆ [ti, si] tal que

v0 = V (r(t∗i )) ≤ V (r(t)) ≤ V (r(s∗i )) = v1, para todo t ∈ [t∗i , s
∗
i ]. (3.0.1)

Como a energia total E = E(r(t)) = V (r(t)) + 1
2
||ṙ(t)||2 é constante, temos que

||ṙ(t)|| =
√

2(E − V ), com V = V (r(t)) e E constante. Logo, por (3.0.1), temos ||ṙ(t)|| ≤
√

2(E − v0), para t ∈ [t∗i , s
∗
i ].

Como o comprimento da curva r(t) entre [t∗i , s
∗
i ] é maior que d = dist(V −1(v0), V

−1(v1)) >

0, temos

d ≤
∫ s∗i

t∗i

||ṙ(t)||dt ≤
∫ s∗i

t∗i

√

2(E − v0)dt = (s∗i − t∗i )
√

2(E − v0) ≤ (si − ti)
√

2(E − v0).

Assim, d√
2(E−v0)

≤ (si − ti), para todo i.

Como temos uma quantidade enumerável infinita de intervalos (ti, si) disjuntos, com

0 < d√
2(E−v0)

≤ (si − ti) para todo i, somando em i conclúımos que b = +∞.

É intuitivo ver que as singularidades de uma solução devem estar relacionadas com

as singularidades do potencial V . De fato, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.0.9 Seja C um fio circular em IR3 com densidade constante λ, e V o po-

tencial Newtoniano induzido pelo fio circular C. Seja r(t) uma solução de
..
r= −∇V (r),

com intervalo de definição maximal (a, b). Se b < +∞, então limt→b−dist(r(t), C) = 0.

Também, se a > −∞, então limt→a+dist(r(t), C) = 0.

Para provar este teorema usamos os seguintes lemas:

Lema 3.0.10 limn→+∞V (rn) = 0 se, e somente se, limn→+∞||rn|| = +∞.

Prova: Suponhamos primeiro que ||rn|| → +∞.

Para todo u ∈ C, C fio circular centrado na origem e com raio ρ, temos ||u|| = ρ. Assim,

para ||r|| > ρ, e u ∈ C, temos

||r− u|| ≥ |||r|| − ||u||| = |||r|| − ρ| ≥ ||r|| − ρ,
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logo

0 ≤ −V (r) =
∫

C

λ

||r− u||du ≤
∫

C

λ

||r|| − ρ
du =

M

||r|| − ρ
,

onde M =
∫

C λ du é a massa do fio circular C.

Segue-se que limn→+∞V (rn) = 0.

Suponhamos agora que V (rn)→ 0. Como ||u|| = ρ, para u ∈ C, temos 1
||r−u|| ≥ 1

||r||+ρ
donde,

0 ≤ M

||r||+ ρ
=
∫

C

λ

||r||+ ρ
du ≤

∫

C

λ

||r− u||du = −V (r).

Portanto, limn→+∞||rn|| = +∞, como queŕıamos provar.

Lema 3.0.11 limn→+∞V (rn) = −∞ se, e somente se, limn→+∞dist(rn, C) = 0.

Prova: Suponhamos que limn→+∞V (rn) = −∞.

Como 0 < dist(rn, C) ≤ ||rn − u||, para todo u ∈ C, temos

0 < −V (rn) =
∫

C

λ

||rn − u||du ≤
∫

C

λ

dist(rn, C)
du =M

1

dist(rn, C)
.

Segue-se disto que dist(rn, C)→ 0.

Reciprocamente, suponhamos que dist(rn, C) → 0. Como d(rn) = dist(rn, C), temos

que D(rn)→ 2ρ, onde ρ é o raio do fio circular e d e D são como definidas na seção 1.2.1.

Segue de (2.2.1) e de (2.2.6) que V (rn) =
1

D(rn) f(
d2(rn)
D2(rn))→ +∞.

Passemos agora à prova do teorema 3.0.9:

Prova do teorema 3.0.9: Primeiro observemos que V −1(c) é compacto, para todo c < 0.

De fato, o conjunto V −1(c) é fechado em IR3 \ C por continuidade, e o lema 3.0.11 mostra

que ele é fechado em IR3. Também, o lema 3.0.10 mostra que V −1(c) é limitado.

Agora, seja r(t), t ∈ (a, b), b < +∞, uma solução maximal de
..
r= −∇V (r). Então,

limt→b−V (r(t)) existe (sendo finito ou infinito), do contrário, pela continuidade de V
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podeŕıamos escolher duas seqüências (tn), (sn) tais que t1 < s1 < t2 < s2 < . . . , ti, si ∈
(a, b), com V (r(ti)) = v0, V (r(si)) = v1, v0 < v1. Como V −1(v0) e V

−1(v1) são compactos,

disjuntos e não vazios, temos que dist(V −1(v0), V
−1(v1)) > 0. Logo, pela proposição 3.0.8,

temos que b = +∞, contradição.

Como ImagemV ⊂ (−∞, 0), segue-se que limt→b−V (r(t)) ou é 0, ou é um número

v∗ 6= 0, ou é igual a −∞.

Provaremos que as duas primeiras possibilidades não podem ocorrer, de modo que

limt→b−V (r(t)) = −∞, e portanto, pelo lema 3.0.11, teŕıamos que limt→b−dist(r(t), C) =
0, o que prova o teorema.

Se limt→b−V (r(t)) = 0, então existe t0 tal que para todo t > t0, v0 < V (r(t)) < 0,

com v0 = V (r(t0)). Pelo lema 3.0.10, temos que ||r(t)|| → +∞ quando t→ b−. Além disso,

E = V (r(t)) +
1

2
||ṙ(t)||2, t ∈ (t0, b), E constante,

logo ||ṙ(t)|| <
√

2(E − v0), para todo t ∈ (t0, b), ou seja, a velocidade é limitada neste

intervalo.

Temos também que

∫ t

t0
||ṙ(t)||dt ≥ ||r(t)− r(t0)|| ≥ dist(r(t), V −1(v0)) =: dt.

Assim, dt ≤ (t− t0)
√

2(E − v0), logo,

t0 +
dt

√

2(E − v0)
≤ t, para todo t ∈ (t0, b).

Como V −1(v0) é compacto, existe r > 0 tal que V −1(v0) ⊂ B(0, r) e como ||r(t)|| →
+∞, dado n > 0, existe tn tal que para todo t, b > t ≥ tn, r(t) /∈ B(0, n). Isto implica

que, dt = dist(r(t), V −1(v0)) > n− r, para todo b > t ≥ tn. Em particular, dtn ≥ n− r, e
para b > tn > t0, temos b ≥ tn ≥ t0 +

n−r√
2(E−v0)

.

Assim, limn→∞

(

t0 +
n−r√
2(E−v0)

)

= +∞, e conclúımos que b = +∞, contradição.
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Suponhamos, finalmente, que limt→b−V (r(t)) = v∗, com v∗ ∈ (−∞, 0). Assim, dado

ε > 0, existe tε tal que para todo t > tε, V (r(t)) ∈ (v∗−ε, v∗+ε). Sejam v0 = v∗−ε, v1 =
v∗ + ε; podemos supor 0 < ε < |v∗|, assim v1 < 0. Claramente o conjunto V −1([v0, v1]) é

não-vazio e como V é cont́ınua, ele é fechado em IR3 \ C. Além disso, pelo lema 3.0.11,

ele é fechado em IR3, e pelo lema 3.0.10 ele é limitado, já que v1 < 0.

Assim, V −1([v0, v1]) é compacto e r(t) ∈ V −1([v0, v1]), para todo t > tε.

Por outro lado, da equação da energia, temos ||ṙ(t)||2 = 2(E − V (r(t))), e portanto,

para todo t > tε, temos ||ṙ(t)|| ≤
√

2(E − v0) = c2.

Segue-se que a solução maximal (r(t), ṙ(t)), t ∈ (a, b) do sistema de primeira ordem

{

ṙ = v
v̇ = −∇V (r)

está contida no compacto V −1([v0, v1])×B(0, c2), para todo t, tε < t < b. Por um teorema

da Teoria Fundamental das Equações Diferenciais Ordinárias (ver [S]), resulta que b =

+∞, uma contradição.

Analogamente, tomando t → a+, a > −∞, o mesmo resultado vale, bastando tomar

a solução r(−t) em (−b,−a). Isto conclui a prova do teorema.

A pergunta natural que surge é: Se limt→b−dist(r(t), C) = 0, b < +∞, r(t) deve

aproximar-se a um ponto bem definido sobre C ?

Em prinćıpio, r(t) poderia aproximar-se do fio, sem tender a nenhum ponto espećıfico do

mesmo. Se r(t) aproxima-se de um ponto r∗ ∈ C quando t → b (a part́ıcula tem uma

posição limite no tempo b), isto significa que a part́ıcula deve colidir com o fio circular C,
quando t→ b = t∗.

Definição 3.0.12 Suponhamos que r(t), solução do problema do fio circular, tem uma

singularidade em t∗. Esta singularidade é chamada uma singularidade de colisão, se existe

r∗ ∈ C tal que r(t) → r∗, quando t → t∗. Em caso contrário, a singularidade é chamada

singularidade sem colisão.
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Podemos agora provar o resultado principal deste caṕıtulo.

Teorema 3.0.13 No problema do fio circular homogêneo todas as singularidades são de

colisão.

Prova: Sem perda de generalidade, seja r(t), t ∈ (a, b), b < +∞, uma solução maximal do

sistema de equações
..
r = −∇V (r). Pelo teorema 3.0.9, temos que limt→b−dist(r(t), C) = 0.

Para provar que limt→b−r(t) = r∗ ∈ C, escrevemos este sistema em coordenadas ciĺındricas

(r, θ, z) em (IR3 \ {eixo z}). Obtemos

..
r =

K2

r3
− ∂U

∂r
,

..
z = −∂U

∂z
,

com θ̇ =
K

r(t)2
, onde K é constante e U(r, z) = V (r cosθ, r senθ, z).

Como o fio, em coordenadas ciĺındricas, é dado por C = {(ρ, ϕ, 0), ϕ ∈ IR}, temos

que, mostrar que limt→b−r(t) = r∗ ∈ C é equivalente a mostrar que limt→b−r(t) = ρ,

limt→b−z(t) = 0 e limt→b−θ(t) = θ0, para algum θ0. Os dois primeiros limites seguem do

fato que limt→b−dist(r(t), C) = 0. Vamos agora provar que limt→b−θ(t) = θ0:

Se K = 0, θ(t) é constante, e não temos nada a provar.

Suponhamos então K > 0. Logo θ(t) é crescente e, assim, para provar que o limite de

θ(t) existe, basta provar que θ(t) é limitada superiormente, para t numa vizinhança de b.

Como r(t)→ ρ, existe t0 tal que, para t > t0, r(t) >
ρ
2
. Assim,

θ(t) =
∫ t

t0

K

r(s)2
ds + θ(t0) ≤

∫ t

t0

4K

ρ2
ds + θ(t0)

≤ 4K(b− t0)

ρ2
+ θ(t0) < +∞

para todo t ∈ (t0, b).

Portanto, o limite de θ(t), quando t → b−, existe e a demonstração do teorema está

conclúıda.
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Caṕıtulo 4

Soluções Periódicas de Perturbações
Cont́ınuas com Simetrias

Neste caṕıtulo, provaremos a existência de soluções periódicas de problemas perturbados

próximas a soluções circulares de problemas não perturbados. O estudo feito aqui é planar

e os problemas não perturbados a que nós nos referimos, são da forma
..
r= − κ

‖r‖α+2 r , κ >

0, com 0 ≤ α ≤ 1. Em particular, se α = 1 temos o problema de Kepler. Os resultados

deste caṕıtulo são fundamentais para o estudo de existência de soluções periódicas do

problema do fio circular homogêneo, apresentado no próximo caṕıtulo.

É interessante notar que tudo o que consideramos para obter os resultados a seguir,

são perturbações cont́ınuas, com alguma simetria (ou algumas simetrias). Para resultados

relacionados na literatura veja comentários na introdução.

Iniciamos este caṕıtulo, apresentando dois lemas que mostram que para encontrar

soluções periódicas de problemas com simetrias, basta construir só um pedaço das soluções

com certas propriedades.

Lema 4.0.14 Seja Ω ⊂ IR2 aberto, com ϕΩ = Ω, onde ϕ(x, y) = (x,−y). Seja f :

Ω → IR2, invariante por ϕ, isto é, f(ϕp) = ϕf(p), p ∈ Ω. Se r : [0, τ ] → Ω, τ > 0,

r(t) = (x(t), y(t)), é solução do problema

..
r= f(r) (4.0.1)
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tal que r(0), r(τ) ∈ {eixo x} (isto é, y(0) = y(τ) = 0) e ṙ(0), ṙ(τ) são verticais (isto é,

ẋ(0) = ẋ(τ) = 0), então a extensão r̄ de r, definida por:

r̄(t) =











r(t− 2nτ), t ∈ [2nτ, (2n+ 1)τ ], n ∈ ZZ

ϕr(2nτ − t), t ∈ [(2n− 1)τ, 2nτ ], n ∈ ZZ

é solução periódica, de peŕıodo 2τ , do problema (4.0.1). Mais ainda, o traço de r̄ é

simétrico em relação ao eixo x.

Prova: Como r(t), t ∈ [0, τ ] é solução de (4.0.1), então, desde que o sistema (4.0.1) é

autônomo, r(t− a) e r(a+ τ − t), t ∈ [a, a+ τ ] também são soluções de (4.0.1), para todo

a ∈ IR. Como f é invariante por ϕ, ϕr(a− t), t ∈ [a− τ, a] também é solução de (4.0.1)

Assim, cada parte na definição de r̄ é solução de (4.0.1).

Um cálculo direto mostra que estas partes, e suas primeiras derivadas coincidem nos

extremos dos intervalos de definição. Desta forma, r̄ está bem definida e é solução de

(4.0.1). Mais ainda, verifica-se diretamente que r̄(0) = r̄(2τ) e ˙̄r(0) = ˙̄r(2τ), e que o traço

de r̄ é simétrico em relação ao eixo x (veja figura abaixo).

Figura 4.0.1: Solução simétrica em relação ao eixo x

Analogamente temos:

Lema 4.0.15 Seja Ω ⊂ IR2 aberto, com ϕiΩ = Ω, i = 1, 2, onde ϕ1(x, y) = (−x, y) e

ϕ2(x, y) = (x,−y). Seja f : Ω→ IR2, invariante por ϕ1 e ϕ2. Se r : [0, τ ]→ Ω, τ > 0, é

solução do problema
..
r= f(r) (4.0.2)

tal que r(0) ∈ {eixo x}, r(τ) ∈ {eixo y}, ṙ(0) é vertical e ṙ(τ) é horizontal, então a

extensão r̄ de r, definida por:
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r̄(t) =



















































r(t− 4nτ), t ∈ [4nτ, (4n+ 1)τ ]

ϕ1r(4(n+ 2)τ − t), t ∈ [(4n+ 1)τ, (4n+ 2)τ ]

ϕ2ϕ1r(t− (4n+ 2)τ), t ∈ [(4n+ 2)τ, (4n+ 3)τ ]

ϕ2r(4nτ − t), t ∈ [(4n− 1)τ, (4n)τ ],

com n ∈ ZZ, é solução periódica de peŕıodo 4τ do problema (4.0.2). Mais ainda, o traço

de r̄ é simétrico em relação aos eixos x e y.

Prova: Análoga à prova anterior (veja figura abaixo).

Figura 4.0.2: Solução simétrica em relação aos eixos x e y

Definição 4.0.16 Seja I um intervalo qualquer, α : I → IRn de classe C1 e Hn−1

uma hipersuperf́ıcie de IRn. Dizemos que α intersecta transversalmente Hn−1 se α(∂I) ∩
Hn−1 = ∅, α(I)∩ ∂Hn−1 = ∅, e para todo t tal que α(t) ∈ Hn−1 temos α̇(t) /∈ Tα(t)Hn−1.

Além disso, dizemos que α intersecta transversalmente Hn−1 em um único ponto, se α

intersecta transversalmente Hn−1 e existe único t tal que α(t) ∈ Hn−1.

A seguinte proposição mostra que a propriedade “α intersecta transversalmente em

um único ponto” é aberta na topologia C1.

Proposição 4.0.17 Seja E um segmento fechado de uma reta em IR2 e seja α : [0, t̄ ]→
IR2, t̄ > 0, de classe C1, tal que α intersecta transversalmente E em um único ponto.

Então, existe ε > 0 tal que, se β : [0, t̄ ]→ IR2 é de classe C1 e ‖α−β‖ < ε, ‖α̇− β̇‖ <
ε, então β intersecta E transversalmente em um único ponto.

41



Figura 4.0.3: E fechado, α e β transversais

Prova: Consideremos E contido no eixo y.

Seja π1(x, y) = x e seja α(t0) o único ponto de intersecção transversal de α com E.

A condição α(t0) ∈ E equivale a π1(α(t0)) = 0, e a condição α̇(t0) /∈ E equivale a

π1(α̇(t0)) 6= 0. Suponhamos π1(α̇(t0)) > 0.

Como α̇ é cont́ınua, existe um intervalo [a, b] ⊂ (0, t̄ ), t0 ∈ (a, b), tal que π1(α̇(t)) >

0, para todo t ∈ [a, b]. Também podemos supor que diam(α[a, b]) < 1
3
dist(α(t0), ∂E) = γ.

Assim, a função π1α(t) é crescente em [a, b], logo π1α(a) < 0 e π1α(b) > 0, pois π1α(t0) =

0.

Sejam ε1 = min{dist(α(t), E); t ∈ [0, t̄ ] \ (a, b)} , ε2 = min{π1α̇(t); t ∈ [a, b]} e

considere ε = 1
2
min{ε1, ε2, γ}. (Note que ε1, ε2 e γ são positivos.)

Seja β : [0, t̄ ] → IR2, de classe C1, tal que ‖α − β‖ < ε, ‖α̇ − β̇‖ < ε. Temos as

seguintes afirmações:

Afirmação 1: β(t) /∈ E, t ∈ [0, t̄ ] \ (a, b).

De fato, para todo x ∈ E, temos dist(x, β) ≥ dist(x, α) − dist(α, β) ≥ dist(E,α) −
dist(α, β), e como t ∈ [0, t̄ ] \ (a, b), obtemos dist(x, β) ≥ ε1 − ε1

2
= ε1

2
. Como isto vale

para todo x ∈ E, temos dist(E, β) ≥ ε1
2
> 0.

Afirmação 2: Existe um único t1 ∈ (a, b) tal que β(t1) ∈ E. Além disso, β(t1) é um

ponto interior de E e β̇(t1) /∈ E.

Com efeito, primeiro verificamos que π1β(t) é crescente em [a, b] e que π1β(a) < 0 e

π1β(b) > 0. De fato, como |α̇(t)− β̇(t)| < ε2
2
, temos que |π1α̇(t)− π1β̇(t)| < ε2

2
, logo

π1β̇(t) > π1α̇(t)−
ε2
2
> 0, para t ∈ [a, b].

Também |β(t)− α(t)| < ε1
2
, logo |π1β(t)− π1α(t)| < ε1

2
, donde, para t = a, temos
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π1β(a) < π1α(a) +
ε1
2
< π1α(a) +

|π1α(a)|
2

< 0.

De modo análogo, verificamos que π1β(b) > 0.

Temos então que existe um único t1 ∈ (a, b), com π1β(t1) = 0, ou seja, β(t1) ∈
{eixo y}, não necessariamente em E. Por outro lado,

|β(t1)− α(t0)| ≤ |β(t1)− α(t1)|+ |α(t1)− α(t0)| ≤ ε+ γ ≤ 2γ =
2

3
dist(α(t0), ∂E).

Isto é, existe um único t1 ∈ (a, b) com β(t1) ∈
◦
E . Além disto, como π1β̇(t1) 6= 0, temos

que β̇(t1) /∈ E, concluindo assim a prova da afirmação 2.

Das afirmações 1 e 2, conclúımos que existe um único t1 ∈ [0, t̄ ] com β(t1) ∈ E. Além

disso, β(t1) ∈
◦
E, β̇(t1) /∈ E e t1 ∈ (0, t̄), provando assim a proposição.

Observações:

1) A condição de E ser fechado é fundamental (veja figura 4.0.4, onde α intersecta trans-

versalmente E em um único ponto e β está perto de α, mas β intersecta E em dois

pontos).

Figura 4.0.4: E aberto

2) A teoria de transversalidade nos garante a transversalidade das curvas, mas não garante

unicidade, e esta é a importância da proposição, que garante a unicidade da intersecção.

Para provar os principais resultados deste caṕıtulo, precisamos também da proposição

4.0.18 a seguir. Antes, introduziremos a seguinte notação:
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Seja U × Uµ0
⊂ IR2 × IR aberto, onde µ0 ∈ Uµ0

, e seja g : U × Uµ0
→ IR2 cont́ınua e

de classe C1 em r ∈ U, para cada µ fixo.

Para cada µ ∈ Uµ0
, considere a equação diferencial ordinária

..
r= g(r, µ) (4.0.3)

Denotamos por r(t,x,v, µ) uma solução de (4.0.3), com condições iniciais r(0,x,v, µ) =

x e ṙ(0,x,v, µ) = v. Sejam x0 ∈ U, v0 ∈ IR2, µ0 ∈ IR fixos. Escrevemos r0(t) =

r(t,x0,v0, µ0).

Nesta situação temos a seguinte proposição:

Proposição 4.0.18 Seja [0, t̄ ], t̄ > 0, um intervalo de tempo no qual r0(t) intersecta

transversalmente um segmento fechado E de IR2, em um único ponto.

Então, existe δ > 0 (δ dependendo de (x0,v0, µ0, t̄ ) ) tal que para x,v, µ satisfazendo

||x − x0|| < δ, ||v − v0|| < δ, |µ − µ0| < δ, a solução r(t,x,v, µ) do problema perturbado

(4.0.3) está definida em [0, t̄ ] e, restrita ao intervalo [0, t̄ ], intersecta transversalmente o

segmento E, em um único ponto. Além disso, a função 0 < t(x,v, µ) < t̄, definida por

r(t(x,v, µ),x,v, µ) ∈ E, é cont́ınua.

Prova: Tomando α = r0 na proposição 4.0.17, seja ε > 0 obtida desta proposição.

Da teoria das equações diferenciais ordinárias, existe δ > 0 (δ dependendo de (x0,v0, µ0, t̄ ))

tal que, se (x,v, µ) satisfaz:

||x− x0|| < δ, ||v− v0|| < δ, |µ− µ0| < δ, (4.0.4)

então, a solução r = r(t,x,v, µ) do problema (4.0.3) está definida em I := [0, t̄ ] e satisfaz:

(ver [S], pag. 34)

‖r− r0‖ = supt∈I‖r(t,x,v, µ)− r0(t,x0,v0, µ0)‖ < ε;

‖ṙ− ṙ0‖ = supt∈I‖ṙ(t,x,v, µ)− ṙ0(t,x0,v0, µ0)‖ < ε.

Pela proposição 4.0.17, temos que r([0, t̄ ]) intersecta E transversalmente em um único

ponto e também, por esta mesma proposição, temos que a função t(x,v, µ) está bem
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definida para (x,v, µ) satisfazendo (4.0.4). Escrevemos (x,v, µ) = u. Desde que t é

limitada, para provar sua continuidade, é suficiente mostrar que, se un → u e t(un)→ b,

então b = t(u).

De fato, por definição de t, temos que r(t(un),un) ∈ E. Pela continuidade de r

segue que limn→+∞r(t(un),un) = r(b,u), logo r(b,u) ∈ E pois E é fechado em IR2.

Mas r(t(u),u) ∈ E e, pela proposição 4.0.17, t(u) é único. Isto implica que b = t(u),

concluindo assim a prova desta proposição.

4.1 Perturbações do problema de Kepler

Nesta seção, provamos a existência de soluções periódicas de problemas perturbados

com simetrias, próximas a uma solução circular do problema de Kepler (o problema não

perturbado).

Como antes, r(t,x,v, µ) denota uma solução do problema
..
r= g(r, µ), com condições

iniciais r(0,x,v, µ) = x e ṙ(0,x,v, µ) = v.

Considere o problema de Kepler no plano−(x, z) dado por
..
r= − κ

||r||3 r, κ > 0.

Teorema 4.1.1 Sejam C um ćırculo com centro na origem (0, 0) de IR2 e raio arbitrário,

x0 ∈ C∩{eixo x} e U uma vizinhança aberta do ćırculo da forma C ⊂ U ⊂ (IR2−{(0, 0)}).
Sejam a > 0 e g : U × (−a, a)→ IR2 cont́ınua, tal que

(i) g(r, 0) = − κ
||r||3 r

(ii) g(r, µ) é C1 na variável r ∈ U , para cada µ.

(iii) para todo µ fixo, g é invariante (como campo de vetores) pelas reflexões

ϕ1(x, z) = (−x, z), ϕ2(x, z) = (x,−z)

Então, existe δ0, 0 < δ0 < a, com a seguinte propriedade. Para cada µ ∈ (−δ0, δ0), existe
uma velocidade vµ, tal que a solução rvµ

,µ(t) := r(t,x0,vµ, µ) do problema
..
r= g(r, µ), é

periódica. Mais ainda, podemos escolher δ0 > 0 tal que estas soluções tenham como traço

uma curva fechada simples, simétrica em relação aos eixos x e z, que enlaça a origem.

Observações 4.1.2:
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1) Uma curva fechada simples S, no plano IR2, enlaça um ponto p /∈ S, se p pertence à

componente conexa limitada de IR2 \ S.

2) δ0 do teorema 4.1.1 depende somente de g, U e do raio de C.

3) Seja v0 tal que rv0
,0

é solução circular, cujo traço é C. Dado η > 0, da prova do teorema

verifica-se que as velocidades vµ do enunciado podem ser tomadas tais que ‖vµ−v0‖ < η.

4) Da prova do teorema (ou do fato que as soluções rvµ
,µ são simétricas) segue que vµ é

vertical, isto é, vµ = (0, vµ) ou, equivalentemente, ortogonal ao eixo x.

5) Em geral, não podemos garantir que µ 7→ vµ seja cont́ınua, mas, é posśıvel provar

uma propriedade da aplicação µ 7→ vµ, um tanto mais fraca que continuidade, dada por:

existe uma correspondência µ 7→ Vµ ⊂ IR2, Vµ 6= ∅, tal que rv,µ é periódica, para todo

v ∈ Vµ. Mais ainda, o conjunto V = ∪µ∈[0,δ0]Vµ = {(v, µ); v ∈ Vµ} é conexo e compacto.

Veja figura.

No caso especial em que µ 7→ vµ é cont́ınua, podemos tomar Vµ = {vµ}, e o conjunto

V seria o gráfico de µ 7→ vµ, µ ∈ [0, δ0], que é certamente conexo e compacto.

Fazemos então a seguinte adição ao enunciado do teorema acima:

Addendum (ao teorema 4.1.1) Seja a velocidade v0 tal que rv0
,0

é a solução circular

do problema de Kepler
..
r= g(r, 0) = − κ

||r||3 r, κ > 0, cujo traço é C.

Então, podemos escolher δ0 > 0 no teorema 4.1.1, tal que existe conjunto conexo,

compacto V ⊆ IR2 × IR com as seguintes propriedades:

1) Vµ := V ∩
(

IR2 × {µ}
)

6= ∅, para todo µ ∈ [0, δ0].

2) rv,µ é periódica, para (v, µ) ∈ V .
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Mais ainda, o traço de rv,µ é uma curva fechada simples, simétrica em relação aos

eixos x e z, que enlaça a origem.

Prova do Teorema 4.1.1: Primeiro, lembre que todo ćırculo com centro na origem é o

traço de uma única solução periódica do problema de Kepler. Esta solução tem velocidade

angular w constante, com w =
√
κa−3/2, onde κ é a constante de Kepler e a é o raio da

solução circular.

Seja r0(t) a solução circular do problema de Kepler no plano−(x, z), que tem como

traço o ćırculo C. Suponha, sem perda de generalidade, que r0(0) = x0 e que ṙ0(0) = v0

tem o mesmo sentido do eixo z, isto é, v0 = (0, v0), v0 > 0.

Escolha t̄ > 0 tal que r0(t) = r(t,x0,v0, 0), restrito ao intervalo [0, t̄ ], intersecta

(transversalmente) o eixo z em um único ponto (veja figura abaixo).

Figura 4.1.5: r0(t), t ∈ [0, t̄ ], intersecta transversalmente o eixo z em um único ponto

Considere δ, 0 < δ < 1, δ suficientemente pequeno (como na proposição 4.0.18, com

t̄ como acima e E = eixo z), e defina Vδ := {σv0 ; σ ∈ (1 − δ, 1 + δ) } ⊂ IR2. Definimos

l : Vδ× (−δ, δ)→ IR, l(v, µ) = ż(t(v, µ),x0,v, µ), onde ż(t(v, µ),x0,v, µ) é a segunda co-

ordenada do vetor velocidade ṙ(t(v, µ),x0,v, µ) = (ẋ(t(v, µ),x0,v, µ), ż(t(v, µ),x0,v, µ))

e t(v, µ) é o tempo em que a solução intersecta o eixo z. Aqui t(v, µ) := t(x0,v, µ)

como na proposição 4.0.18 (foi para isto que escolhemos t̄ e quisemos δ suficientemente

pequeno). Note que, como δ < 1, v ∈ Vδ tem o mesmo sentido de v0.

Observe que l(v, µ) = 0 se, e somente se, rv,µ , restrita a [0, t̄ ], intersecta o eixo z

ortogonalmente (e em um único ponto).

Afirmação 4.1.2 Seja η > 0. Então existe δ0, 0 < δ0 < δ, e v+,v− ∈ Vδ tais que,
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||v0 − v−|| < η, ||v0 − v+|| < η, ||v−|| < ||v0|| < ||v+||, e para todo µ ∈ (−δ0, δ0), temos

l(v+, µ) > 0 e l(v−, µ) < 0.

Prova da afirmação: Para µ = 0 recaimos no problema de Kepler. Logo existem v+ e

v− pertencentes a Vδ, tais que ||v−|| < ||v0|| < ||v+|| e ||v0 − v−|| < η, ||v0 − v+|| < η, com

l(v+, 0) > 0 e l(v−, 0) < 0, (veja figura abaixo).

Como l é cont́ınua, para ε = 1
2
min{l(v+, 0), |l(v−, 0)|} > 0, existe δ0 > 0 tal que

0 < δ0 < δ e |l(v−, 0) − l(v−, µ)| < ε, |l(v+, 0) − l(v+, µ)| < ε, para µ ∈ (−δ0, δ0). Segue

que l(v+, µ) > 0, l(v−, µ) < 0, para µ ∈ (−δ0, δ0). Isto prova a afirmação.

Pela afirmação acima (escolher qualquer η positivo) e pelo teorema do Valor Inter-

mediário, existe δ0 > 0 tal que, para cada µ, µ ∈ (−δ0, δ0), existe vµ ∈ Vδ satisfazendo

l(vµ, µ) = 0. Portanto, para cada µ, a solução do problema perturbado rµ(t) := rvµ
,µ(t) =

r(t,x0,vµ, µ), intersecta ortogonalmente o eixo z no instante t = t(vµ, µ).

Finalmente, o lema 4.0.15 implica que rµ(t) pode ser estendida a uma solução periódica,

com peŕıodo 4t(vµ, µ), cujo traço é simétrico em relação aos eixos x e z.

Para mostrar que podemos escolher δ0, tal que o traço de rµ(t), µ ∈ (−δ0, δ0), é uma

curva fechada simples, seja r̃µ(t) a aplicação rµ(t) considerada como uma aplicação com

domı́nio S1 = {z ∈ IC; ||z|| = 1} (isto é, r̃µ(e
iθ) = rµ(

τµ
2π
θ), τµ = 4t(vµ, µ)). Note que r̃µ e

rµ têm o mesmo traço.

Da dependência cont́ınua das soluções em relação às condições iniciais, e do fato de

que t(v, µ) é cont́ınua, verifica-se facilmente que, escolhendo δ0 suficientemente pequeno

e η da afirmação anterior, também suficientemente pequeno, temos que r̃µ, µ ∈ (−δ0, δ0),
está perto de r̃0 na topologia C1 do espaço de aplicações C1, de S1 em IR2.

Como r̃0 é um mergulho e o espaço dos mergulhos é aberto na topologia C1, obtemos
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que podemos escolher δ0 suficientemente pequeno (e η suficientemente pequeno), tal que

r̃µ, µ ∈ (−δ0, δ0), é também um mergulho, o que implica que o traço de r̃µ é homeomorfo

a S1, isto é, é uma curva fechada simples em IR2.

Para mostrar que podemos escolher δ0 suficientemente pequeno, tal que o traço de

rµ(t), µ ∈ (−δ0, δ0), enlaça a origem, lembre primeiro que o traço de r0 enlaça a origem.

Isto significa que (0, 0) está na componente limitada de IR2−(traço r0)= IR2 − C. E-

quivalentemente, r̃0 : S1 → IR2 − {(0, 0)} não é homotopicamente trivial. Escolhendo

δ0 suficientemente pequeno (e η na afirmação, suficientemente pequeno), temos que r̃µ,

µ ∈ (−δ0, δ0), está perto de r̃0. Portanto r̃µ : S1 → IR2 − {(0, 0)} é homotópica a r̃0 em

IR2 − {(0, 0)}. Logo r̃µ também não é homotopicamente trivial. Segue que o traço de rµ

enlaça a origem, µ ∈ (−δ0, δ0).

Para a prova do addendum usaremos o seguinte lema, cuja prova apresentamos no

apêndice B .

Lema 4.1.3 Sejam [a, b], [c, d] ⊂ IR intervalos fechados e f : [a, b]× [c, d]→ IR cont́ınua,

tal que










f(x, c) < 0, x ∈ [a, b]

f(x, d) > 0, x ∈ [a, b].

Então, existe W ⊂ f−1(0) compacto, conexo, tal que Wx := W ∩ ({x} × [c, d]) 6= ∅,
para todo x ∈ [a, b].

Prova do Addendum: Continuamos usando a notação da prova do teorema.

Lembre que as soluções rµ(t) = r(t,x0,vµ, µ) são tais que l(vµ, µ) = 0. Mais ainda,

se l(v, µ) = 0, então (v, µ) determina uma solução periódica rv,µ de
..
r= g(r, µ).

Lembre também que para l : Vδ × (−δ, δ) → IR, pela afirmação anterior, existem

v+, v−, δ0 > 0, tais que l(v+, µ) > 0, l(v−, µ) < 0, para µ ∈ (−δ0, δ0).

Como v+ ∈ Vδ, podemos escrever v+ = (1 + ε+)v0, ε+ > 0 (pois ||v0|| < ||v+|| e v+ e

v0 têm o mesmo sentido). Analogamente, v− = (1 + ε−)v0, ε− < 0 (pois ||v−|| < ||v0|| e
v− e v0 têm o mesmo sentido).
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Seja f : [ε−, ε+] × [0, δ0/2] → IR, f(s, µ) = l((1 + s)v0, µ). Como f(ε+, µ) >

0, f(ε−, µ) < 0, µ ∈ [0, δ0/2], o lema acima garante que existe um conjunto conexo,

compacto W ⊂ f−1(0), tal que

Wµ :=W ∩
(

[ε−, ε+]× {µ}
)

6= ∅,

para µ ∈ [0, δ0/2]. Portanto, para (v, µ) ∈ V :=
{ (

(1+ s)v0, µ
)

; (s, µ) ∈ W
}

, temos que

l(v, µ) = 0 e V satisfaz as condições do addendum ao teorema.

Observação 4.1.4 Para a prova da existência de soluções periódicas em forma da figura

do oito, apresentada no caṕıtulo 5, precisamos também que as soluções rvµ
,µ dadas

no teorema 4.1.1 acima, satisfaçam também a seguinte propriedade: rvµ
,µ intersecta o

eixo x em exatamente dois pontos, segue que estes pontos são x0 e −x0. Para verificar

que as soluções rvµ
,µ satisfazem esta propriedade, basta aplicar a proposição 4.0.17 às

soluções r̃µ(e
iθ) = rµ(

τµ
2π
θ) duas vezes (veja final da prova do teorema 4.1.1): uma vez

para { eiθ ; −π
2
≤ θ ≤ π

2
} e outra vez para { eiθ ; π

2
≤ θ ≤ 3π

2
}.

4.2 Outras perturbações

Nesta seção, dada uma solução circular do problema não perturbado no plano-(x, z),
..
r= − κ

||r||α+2 r , com 0 ≤ α < 1 e κ > 0, provamos a existência de soluções periódicas de

problemas perturbados simétricos em relação ao eixo x.

Antes de enunciar e provar o resultado principal desta seção, vamos lembrar alguns

fatos gerais sobre o problema de Força Central, (ver [G], pags. 70-81, [L], pags. 30-35,

[Arn], pags. 33-41).

Seja U : (0,+∞)→ IR, U ∈ C∞. Consideremos o problema planar

..
r= −∇U(r), (4.2.5)

onde r = (x, z) e U(r) = U(r), r = ||r|| =
√
x2 + z2. Usando coordenadas polares (r, ϕ), o
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Hamiltoniano e o momento angular escrevem-se na forma:











H(r, ṙ) = 1
2
ṙ2 + K2

2r2
+ U(r)

K = r2ϕ̇

(4.2.6)

Seja r(t) uma solução deste problema.

Observações 4.2.0

1) As seguintes afirmações são equivalentes:











i) ṙ(t0) = 0

ii) r(t0) ⊥ ṙ(t0)

2) Suponhamos que existem t1 < t2 tais que, ṙ(t1) = ṙ(t2) = 0 e r(t1) 6= r(t2), tal que

ṙ(t) 6= 0, t ∈ (t1, t2). Então temos duas possibilidades:

a) ṙ(t) > 0, para todo t ∈ (t1, t2), segue que











r(t1) = rmin

r(t2) = rmax

b) ṙ(t) < 0, para todo t ∈ (t1, t2), segue que











r(t1) = rmax

r(t2) = rmin

Certamente, se ṙ(t) ≡ 0, para todo t, então rmax = rmin = r(t), para todo t, e a

solução r(t) é circular.

Os pontos onde r = rmin são chamados pericentros, e os pontos onde r = rmax são

chamados apocentros.

Assim, se a órbita r(t) não é circular e possui ao menos um pericentro e um apocentro,

a órbita descreve uma curva que vai de um apocentro a um pericentro sucessivamente

(ou vice-versa), (veja figura abaixo). Além disso, r(t) está definida para todo t e o

movimento ocorre no interior de um anel definido pelas circunferências de raios rmin

e rmax. Conseqüentemente, se conhecemos r(t), entre um pericentro e um apocentro

(ou vice-versa), conhecemos toda a função r(t). A prova destes fatos usa a simetria do

problema e é similar à prova dos lemas 4.0.14 e 4.0.15 (ver [Arn], [G]).
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Figura 4.2.6: Órbita de r(t)

Figura 4.2.7: Função periódica r

Note que, se r(t) possui apocentro e pericentro, então |ϕ̇(t)| = |K|
‖ṙ(t)‖ ≥

|K|
rmax

> 0.

Assim, como r(t) está definido para todo t, limt→+∞|ϕ(t)| = +∞, isto é, r(t) “dá

infinitas voltas” ao redor da origem.

3) O ângulo entre um pericentro e um apocentro sucessivos é dado por

Φ =
∫ rmax

rmin

K/r2 dr
√

2(E − Uff (r))
,

onde Uff =
K2

2r2
+ U(r) é o potencial efetivo e K o momento angular.

Pela simetria do potencial, podemos observar que Φ não depende de quais rmax, rmin

sucessivos tomamos (veja figura 4.2.6).

Seja {rn(t)} uma sucessão de soluções que se aproximam a uma solução circular r0(t),

de raio r0. Suponha que rn(t) possui apocentro e pericentro. Então Φn → π
√

U ′(r0)
3U ′(r0)+r0U ′′(r0)

,

onde Φn é o ângulo entre um pericentro e apocentro sucessivos de rn, (ver [Arn]). Aqui,

{rn(t)} aproxima r0(t), significa que (rn(0), ṙn(0))→ (r0(0), ṙ0(0)).

4) Se consideramos (4.2.5) da forma

..
r= − κ

||r||α+2
r, onde r = (x, z), κ > 0, com 0 ≤ α < 1,
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o potencial U do problema é dado por:

U(r) =















− γ

rα
, com αγ = κ, 0 < α < 1,

κ ln r, α = 0.

(4.2.7)

Observe que se r0(t) é uma solução circular de um problema central atrativo, com

potencial U , temos que, para r0(0) = x0 e ṙ0(0) = v0,

||v0|| =
√

pU ′(p), com p = ||x0||.

Para U como em (4.2.7), se 0 < α < 1, ||v0|| =
√
αγ√
pα

e se α = 0, ||v0|| =
√
κ. Observe

que, neste último caso, ||v0|| é independente de x0.

Apresentamos a seguir o principal resultado desta seção.

Teorema 4.2.1 Sejam C um ćırculo com centro na origem (0, 0) de IR2 e raio arbitrário,

x0 ∈ C∩{eixo x} e U uma vizinhança aberta do ćırculo da forma C ⊂ U ⊂ (IR2−{(0, 0)}).
Sejam a > 0 e g : U × (−a, a)→ IR2 cont́ınua, tal que

(i) g(r, 0) = − κ
||r||α+2 r, onde r = (x, z), κ > 0, e 0 ≤ α < 1

(ii) g(r, µ) é C1 na variável r, para cada µ.

(iii) para todo µ fixo, g é invariante (como campo de vetores) pela reflexão

ϕ(x, z) = (x,−z)

Então, existe δ0, 0 < δ0 < a, com a seguinte propriedade. Para cada µ ∈ (−δ0, δ0), existe
uma velocidade vµ, tal que a solução rvµ

,µ(t) = r(t,x0,vµ, µ) do problema
..
r= g(r, µ), é

periódica. Mais ainda, podemos escolher δ0 > 0 tal que estas soluções tenham como traço

uma curva fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça a origem.

As observações 4.1.2 feitas após o enunciado do teorema 4.1.1, valem também neste

caso, e também fazemos uma adição ao teorema:

Addendum (ao teorema 4.2.1) Seja a velocidade v0 tal que rv0
,0

é a solução circular

do problema
..
r= g(r, 0) = − κ

||r||α+2 r, 0 ≤ α < 1, κ > 0.
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Então, podemos escolher δ0 > 0 no teorema 4.2.1, tal que existe conjunto conexo,

compacto V ⊆ IR2 × IR com as seguintes propriedades:

1) Vµ := V ∩
(

IR2 × {µ}
)

6= ∅, para todo µ ∈ [0, δ0].

2) rv,µ é periódica, para (v, µ) ∈ V .

Mais ainda, o traço de rv,µ é uma curva fechada simples, simétrica em relação aos

eixos x e z, que enlaça a origem.
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A prova do teorema 4.2.1) é similar à prova do teorema anterior (perturbação do

problema de Kepler), precisamos apenas estudar o comportamento das soluções próximas

à solução circular do problema não perturbado (que no caso de Kepler já conhećıamos

(elipses)).

Seja r0(t) a solução circular do problema planar não perturbado

..
r= − κ

||r||α+2
r, 0 ≤ α < 1, κ > 0 (4.2.8)

que tem como traço a curva C. Suponhamos, sem perda de generalidade, que r0(0) =

x0, ṙ0(0) = v0, v0 com o mesmo sentido do eixo z e x0 no eixo positivo do x.

Seja r(t) uma solução de (4.2.8), com mesma posição inicial x0 e com velocidade inicial

v próxima de v0 (v com mesma direção e sentido de v0 e ||v|| próxima de ||v0||).

Escrevemos v = ||v|| e v0 = ||v0||. Como ṙ(0) é ortogonal a r(0), temos ṙ(0) = 0 (ver

observação 1, de 4.2.0) e r(0) é um máximo ou mı́nimo de r(t), logo um apocentro ou

pericentro da solução r(t).

Lema 4.2.2 Na situação acima, para v suficientemente próximo de v0, r(t) possui peri-

centro e apocentro. Mais ainda, se v > v0, r(0) é um mı́nimo de r(t), e se v < v0, r(0)

é um máximo de r(t), onde r(t) = ||r(t)||.

Figura 4.2.8:
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Prova: Seja v(t) = ||ṙ(t)|| e U como em (4.2.7). Como ṙ(0) = 0, temos v(0) =
√

ṙ2(0) + r2(0)ϕ̇2(0) = r(0)ϕ̇(0). Isto implica que, por (4.2.6),

K = r(0)v(0) = pv(0), onde r(0) = ||r(0)|| = p. (4.2.9)

Além disso,
H(r, ṙ) = 1

2
||ṙ||2 + U(r) = 1

2
v(t)2 + U(r(t))

= 1
2
v2(0) + U(r(0)) = 1

2
v2(0) + U(p).

(4.2.10)

Quando ṙ = 0, temos por (4.2.6) e (4.2.9), H(r, ṙ) = p2v2(0)
2r2

+ U(r) e igualando com

(4.2.10), temos então:
1

2
v2(0)

(

1− p2

r2

)

= U(r)− U(p)

Assim, para r 6= p, ṙ(t) = 0 se, e somente se, r = r(t) satisfaz

||v|| = v(0) =

√

2r2 (U(r)− U(p))

r2 − p2
(4.2.11)

temos v(0) em função de r, mas queremos r em função de v(0), isto é, queremos resolver

esta equação para r em função de v(0). Para evitar confusão, vamos escrever v(0)(r) =

u(r).

Defina










u(r) =

√

2 r2 (U(r)−U(p))
r2−p2

u(p) =
√

pU ′(p)

Note que u(p) = ||v0||, (ver observação 4, de 4.2.0), u é de classe C1 e u′(p) = 1
4
3U ′+pU ′′√

pU ′
.

Para α = 0, u′(p) = 1
2p
√
κ
> 0 e para 0 < α < 1, u′(p) = 1

4
α(2−α)√
pα+2 αh

> 0. Pelo teorema

da função inversa, existe r = r(u), inversa da função u, definida numa vizinhança de ||v0||.
Assim, dado ||v|| próximo de ||v0||, existe único r(u) = r, r 6= p, com r próximo de p, tal

que r(u) satisfaz (4.2.10), lembre que u = v(0) = ||v||.

Além disso, como u′(p) > 0, a função u e sua inversa são crescentes, logo se ||v|| < ||v0||,
então r(u) < p é um mı́nimo (e r = p é máximo), e se ||v|| > ||v0||, então r(u) > p é um

máximo (e r = p é mı́nimo), concluindo assim a prova da afirmação.
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Como antes, r(t,x,v, µ) denota uma solução de um problema
..
r= g(r, µ), com condições

iniciais r(0,x,v, µ) = x e ṙ(0,x,v, µ) = v.

Agora estamos prontos para provar o teorema.

Prova do teorema 4.2.1: Fixe α, 0 < α ≤ 1. Seja r0(t) a solução circular do problema

de Kepler no plano−(x, z), que tem como traço o ćırculo C. Suponha, sem perda de

generalidade, que r0(0) = x0 e que ṙ0(0) = v0 tem o mesmo sentido do eixo z, isto é,

v0 = (0, v0), v0 > 0.

Seja r(t) = r(t,x0,v, 0) uma solução do problema não perturbado
..
r= g(r, 0) =

− κ
||r||α+2 r. Pelo lema 4.2.2, para v = ||v|| suficientemente próximo de v0 = ||v0||, r(t)

possui pericentro e apocentro. Seja Φ(v) o ângulo formado entre um pericentro e um

apocentro sucessivos descritos pela curva solução r(t). Como 0 ≤ α < 1, temos que
π
2
< limv→v0Φ(v) = π√

2−α < π (ver observação 3, de 4.2.0).

Lembremos que ṙ(0) = 0. Considere t1 > 0 o tempo mı́nimo onde ṙ = 0. Se

||v|| < ||v0||, com v suficientemente próximo de v0, então, pelo lema 4.2.2, r(0) é um

máximo e r(t1) é um mı́nimo, e assim r(0) é o apocentro e r(t1) é o pericentro.

Observemos o esboço do gráfico das funções ϕ = ϕ(t) e r = r(t), neste caso (ver

observação 3, de 4.2.0):

Figura 4.2.9: Esboço gráfico de r e ϕ

Seja t∗ o tempo em que ϕ(t∗) = π (t∗ existe pois r(t) “dá infinitas voltas”, veja

observação 2, de 4.2.0). Pelo gráfico acima, ṙ(t∗) > 0, e desde que ṙ = xẋ+zż√
x2+z2

, a curva

solução r(t) intersecta o eixo x negativo com vetor velocidade ṙ = (ẋ, ż) tal que ẋ(t∗) < 0.

Analogamente, se ||v|| > ||v0||, com v suficientemente próximo de v0, a curva solução
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r(t) intersecta o eixo x negativo com vetor velocidade ṙ = (ẋ, ż) tal que ẋ(t∗) > 0 (veja

figura).

Procederemos agora de modo similar à parte final da prova do teorema da perturbação

de Kepler.

Escolha t̄ > 0 tal que r0(t) = r(t,x0,v0, 0), restrito ao intervalo [0, t̄ ], intersecta

(transversalmente) o eixo x negativo em um único ponto.

Seja δ > 0, δ suficientemente pequeno (como na proposição 4.0.18, com t̄ como acima

e E = {(x, 0);x ≤ 0}), e defina Vδ = {σv0; σ ∈ (1− δ, 1 + δ)} ⊂ IR2. Definindo a função

l̃ : Vδ×(−δ, δ)→ IR, l̃(v, µ) = ẋ(t(v, µ),x0,v, µ), onde ẋ(t(v, µ),x0,v, µ) é a primeira co-

ordenada do vetor velocidade ṙ(t(v, µ),x0,v, µ) = (ẋ(t(v, µ),x0,v, µ), ż(t(v, µ),x0,v, µ))

e t(v, µ) > 0 é o tempo mı́nimo em que a solução intersecta o eixo x negativo. Aqui

t(v, µ) := t(x0,v, µ) como na proposição 4.0.18 (foi para isto que escolhemos t̄ e quisemos

δ suficientemente pequeno).

Com uma análise similar à prova da afirmação, verificamos que existe δ0, 0 < δ0 < δ,

e v1, v2 ∈ Vδ, tais que, para todo µ ∈ (−δ0, δ0), temos l̃(v1, µ) > 0 e l̃(v2, µ) < 0.

Por este resultado (e teorema do Valor Intermediário), existe δ0 > 0 tal que, para

todo µ ∈ (−δ0, δ0), existe vµ ∈ Vδ tal que l̃(vµ, µ) = 0. Portanto, para cada µ ∈
(−δ0, δ0), a solução do problema perturbado rµ(t) := rvµ

,µ(t) = r(t,x0,vµ, µ), intersecta

ortogonalmente o eixo x no instante t = t(vµ, µ).

Finalmente, o lema 4.0.14 implica que rµ(t) pode ser estendida a uma solução periódica,

com peŕıodo 2t(vµ, µ), cujo traço é simétrico em relação ao eixo x. O restante da prova

é exatamente igual que no teorema 4.1.1.
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A prova do addendum ao teorema 4.2.1 é igual à prova do addendum ao teorema

4.1.1.

Observação 4.2.3 Para a prova da existência de soluções periódicas em forma da figura

do oito, apresentada no caṕıtulo 5, precisamos também que as soluções rv,µ dadas no

teorema 4.2.1 acima, satisfaçam também a seguinte propriedade: rvµ
,µ intersecta o eixo

x em exatamente dois pontos, um destes pontos é x0 = (x0, 0) e o outro é (x
′

0, 0), e

podemos tomar x0 > 0 e x′0 < 0. Para verificar que as soluções rvµ
,µ satisfazem esta

propriedade, basta aplicar a proposição 4.0.17 às soluções r̃µ(e
iθ) = rµ(

τµ
2π
θ) duas vezes

(veja final da prova do teorema 4.1.1): uma vez para { eiθ ; −π
2
≤ θ ≤ π

2
} e outra vez para

{ eiθ ; π
2
≤ θ ≤ 3π

2
}.

Observação 4.2.4 Para o estudo da dinâmica do problema do fio circular, usaremos este

resultado apenas no caso α = 0, e chamamos o problema (4.2.8), neste caso, de problema

do fio infinito.
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Caṕıtulo 5

Estudo da Dinâmica do Problema do
Fio Circular

Neste caṕıtulo estudamos a dinâmica do problema do fio circular homogêneo, isto é,

estudamos o movimento de uma part́ıcula, de massa infinitesimal, no espaço euclidiano

IR3, submetida unicamente à força de atração gravitacional induzida por um fio circular

homogêneo, contido no plano-(x, y) e com centro na origem.

Buscamos inicialmente obter informações sobre a dinâmica da part́ıcula restrita aos

espaços invariantes. São eles, o eixo z, o plano-(x, y) que contém o fio circular, a que cha-

mamos de plano horizontal, e qualquer plano que contenha o eixo z, planos aos quais de-

nominamos planos verticais. Neste estudo damos ênfase ao estudo de soluções periódicas.

Provamos em seguida a existência de certas soluções periódicas no espaço tri-dimensional

perto do fio circular. Finalmente, apresentamos a análise da solução de equiĺıbrio do pro-

blema.

5.1 Dinâmica no eixo z

Seja C um fio circular homogêneo (fixado), contido no plano-(x, y) e centrado na origem

do espaço euclidiano IR3. Como antes, estamos denotando por ρ o raio do fio circular, e

por M a sua massa. Consideremos uma part́ıcula P, de massa infinitesimal, movendo-se

ao longo do eixo z, submetida unicamente à força de atração gravitacional induzida pelo
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fio circular C. O potencial neste problema unidimensional é bem simples, e por (1.2.8), a

expressão do potencial restrito ao eixo z é dada por:

V (z) := V (0, 0, z) = − M√
ρ2 + z2

.

Assim, restrito a este conjunto, o sistema (1.1.1) se escreve como:

..
z= − Mz

(ρ2 + z2)3/2
(5.1.1)

cuja função Hamiltoniana associada é

H(z, ż) =
1

2
ż2 −M

(

z2 + ρ2
)− 1

2 .

Pelo teorema 3.0.9, as soluções de (5.1.1) estão definidas para todo o tempo.

Pelo estudo das curvas de ńıvel, H = h, para h ≥ −M
ρ

(veja figura 6.1.1), observa-

mos que existem soluções limitadas, as soluções periódicas (−M
ρ
< h < 0), e soluções

ilimitadas, as que escapam para o infinito (h ≥ 0).

Para h = 0, temos órbitas parabólicas, que saem e chegam ao infinito com velocidade

zero; h > 0, temos órbitas hiperbólicas, que saem e chegam ao infinito com velocidade

positiva.

Figura 5.1.1: Retrato de fase

Observamos também, pela figura acima, que a origem z = ż = 0 é o ponto de equiĺıbrio

estável do sistema, com energia h = −M
ρ
.
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Note que, neste problema, a região de Hill para h, com −M
ρ
< h < 0, é um segmento

de reta da forma [−a, a], a ∈ IR.

Comentário

A equação (5.1.1), cujas soluções descrevem o movimento da part́ıcula P ao longo

do eixo z, sob a atração gravitacional do fio circular homogêneo C, é idêntica aquela do

”problema circular de Sitnikov”, cujas soluções descrevem a dinâmica de uma part́ıcula

no eixo z, de massa infinitesimal, sujeita a ação devida aos primários de massa m1 = m2,

movendo-se no plano-(x, y) numa órbita circular em torno da origem. Para mais detalhes

ver [BLO], [M].

5.2 Dinâmica no plano horizontal (plano-(x, y))

Nesta seção, estudamos a dinâmica de uma part́ıcula, de massa infinitesimal, atráıda

pelo fio circular homogêneo, com seu movimento restrito ao plano-(x, y), o plano que

contém o fio circular. Como dissemos anteriormente, a este plano chamaremos de plano

horizontal.

Pelo estudo do sinal do gradiente da função do potencial V , verificamos a existência

de soluções circulares passando por qualquer ponto no exterior do fio circular e a não

existência de soluções circulares no interior do fio. Em seguida, fazemos um estudo sobre

a existência de soluções circulares no exterior do fio circular a partir de um certo momento

angular fixado, isto é, procuramos conhecer para que valores do momento angular o

sistema tem soluções circulares associadas.

Determinamos por completo, a dinâmica no interior do fio. Provamos que, no interior

do fio circular, as soluções ou colidem ou convergem para a origem (a menos da solução

de equiĺıbrio). Verificamos que todas as soluções não radiais descrevem uma curva cujo

traço tem uma forma particular.

No exterior do fio circular, fazemos também uma análise da dinâmica, a partir do

retrato de fase. Por fim, apresentamos a região de Hill do problema restrito ao plano

horizontal e o estudo da solução de equiĺıbrio restrito a este plano.
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5.2.1 Considerações gerais

Consideremos o fio circular C, contido no plano-(x, y), centrado na origem, com raio

ρ = 1 e massaM = 1 (veja observação 1.2.8). Seja r = (x, y, 0) a posição de uma part́ıcula

neste plano sujeita a atração gravitacional deste fio. Escrevemos r = ||r||. No que segue

da seção 6.2, escrevemos r simplesmente por (x, y) ao invés de r = (x, y, 0).

No plano horizontal temos, por (1.2.7), D2 = (r + 1)2 e d2 = (r − 1)2, e a expressão

(1.2.11) do potencial vem a ser

V (r) = − 2

π

∫ π
2

0

dθ
√

(r + 1)2cos2θ + (r − 1)2sen2θ
= − 2

π

∫ π
2

0

dθ
√

x2 + y2 + 1 + 2
√
x2 + y2 cos 2θ

.

Logo r satisfaz a seguinte equação de movimento:

..
r= −∇V (r), (5.2.2)

onde V é o potencial do fio circular unitário restrito ao plano horizontal.

Usando a expressão de V , o sistema (5.2.2) é equivalente a











































..
x = − 2

π

∫ π
2

0

x
(

1 + cos 2θ√
x2+y2

)

dθ

{x2 + y2 + 1 + 2
√
x2 + y2 cos 2θ }3/2

..
y = − 2

π

∫ π
2

0

y
(

1 + cos 2θ√
x2+y2

)

dθ

{x2 + y2 + 1 + 2
√
x2 + y2 cos 2θ }3/2

Definimos U(r) = V (r) e F (r) = U ′(r)
r

, r 6= 0 e F (0) = U ′′(0) (′ derivada em relação

a r). Assim, ∇V (r) = F (r) r.

Como o potencial V , neste caso, é radial, o problema (5.2.2) é um problema de

força central. Assim, (5.2.2) é integrável, tendo como integrais primeiras a energia total

h = 1
2
||ṙ||2 + V (r) e o momento angular K = 〈 r× ṙ, e3 〉 = xẏ − ẋy.
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O sistema de equações (5.2.2) em coordenadas polares (r, ϕ) é dado pelo sistema:























..
r =

K2

r3
− F (r) r, r > 0

.
ϕ =

K

r2

(5.2.3)

onde K é o momento angular.

Observe que
..
r= K2

r3
− U ′(r) = d

dr

(

−K2

2r2
− U(r)

)

, que é equivalente a

..
r= −U ′ff (r), (5.2.4)

com Uff (r) =
K2

2r2
+ U(r) chamado potencial efetivo.

Temos assim que o sistema (5.2.4) é dado pelo seguinte sistema Hamiltoniano:

{ .
r = Hv = v
.
v = −Hr = −U ′ff (r)

com Hamiltoniano H(r, v) = 1
2
v2 + Uff (r).

Um resultado conhecido e de fácil verificação (ver [Arn]) é o seguinte:

Lema 5.2.1 r(t) = aeiwt = (a coswt, a senwt), w = K
a2 , a > 0, é solução circular de

(5.2.2) se, e somente se, a é ponto cŕıtico de Uff (r) =
K2

2r2
+ U(r) (K 6= 0).

5.2.2 A função potencial efetivo Uff e as soluções circulares

Tendo em vista a relação da função Uff com as soluções circulares do sistema (5.2.2),

é de nosso interesse estudar a existência de pontos cŕıticos de Uff .

Observe que U ′ff (r) = 0 se, e somente se, existe r tal que K2

r4
= F (r), com r 6= 0. Note

também que F (r) = K2

r4
implica que F (r) ≥ 0, e F (r) = 0 se, e somente se, K = 0.
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Desta forma, para fazer um estudo sobre os pontos cŕıticos de Uff , precisamos conhecer

o sinal de F (r). Em outras palavras, procuramos saber qual é o sentido do vetor gradiente

restrito às regioẽs interior e exterior ao fio circular. Intuitivamente, pela geometria do

problema, é simples responder a esta questão, mas na verificação precisamos usar alguns

artif́ıcios, ou melhor, algumas relações do potencial, como vemos na prova a seguir.

Proposição 5.2.2 A derivada U ′(r) da função U(r) restrita a uma das regiões conexas,

0 < r < 1 (o interior do fio circular, menos a origem) ou r > 1 (o exterior do fio

circular), não muda de sinal. Mais precisamente, para 0 < r < 1, U ′(r) < 0, e para

r > 1, U ′(r) > 0.

Prova: Para r > 1, temos D = r + 1, d = r − 1. Derivando U(r) temos

U ′(r) =
(

− 2

π

)(

−1

2

) ∫ π
2

0

2[(r + 1)cos2θ + (r − 1)sen2θ]dθ

((r + 1)2cos2θ + (r − 1)2sen2θ)3/2
,

de onde U ′(r) > 0.

No interior do fio, temos U(r) = − 2

π
T (1 + r, 1 − r), T como definida em (1.2.13).

Lembremos que (veja observação 2.2.0)

T (D, d) =
f
(

d2

D2

)

D
(5.2.5)

onde 0 < d2

D2 < 1 e f(t) =
∫ π

2

0

dθ√
cos2θ + tsen2θ

.

Também T (D, d) = π
2σ(D,d)

, onde σ(D, d) = limi→+∞ di = limi→+∞Di (σ, di, Di

como definidos na seção 2.1) e note que (ver [Ke], pags. 60-61, apêndice A)

T (D, d) = T (Di, di) (5.2.6)

Assim, por (5.2.6), U(r) = − 2
π
T (1,

√
1− r2) (pois d1 =

√
1− r2 e D1 = 1) e por

(5.2.5), temos U(r) = − 2
π
f(1− r2), com 0 < 1− r2 < 1.

Derivando temos U ′(r) = − 2
π
f ′(1− r2)(−2r), 0 < r < 1, como f é decrescente (ver

lema 2.2.1), obtemos que U ′(r) < 0, o que conclui a prova da proposição.
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Observações 5.2.2

1) Desde que ∇V (r) = F (r)r = U ′(r)
r

r e como a equação de movimento é dada por (5.2.2),

observamos que a força fora do fio circular é atratora, isto é, aponta para a origem, e dentro

do fio circular a força é expansora, isto é, aponta no sentido contrário à origem.

2) Pela proposição anterior, F (r) 6= 0, (r 6= 0), logo não temos pontos cŕıticos de Uff

com momento angular K nulo. Além disso, F (r) > 0 apenas para r > 1. Desta forma,

U ′ff (r) = 0 pode ocorrer apenas para r > 1, com r satisfazendo F (r) = K2

r4
e K 6= 0.

Com base no que foi apresentado, obtemos o seguinte resultado sobre existência de

órbitas circulares no plano que contém o fio circular.

Teorema 5.2.3 Considere o problema (5.2.2). Então:

(i) Não existem soluções circulares na região interior ao fio circular.

(ii) Para qualquer posição de uma part́ıcula na região exterior ao fio circular, r > 1,

obtemos uma solução circular da forma r = aeiwt, com w2 = U ′(a)
a
.

Este teorema segue diretamente da proposição 5.2.2 e do seguinte resultado conhecido e

de fácil demonstração (veja [Arn]).

Proposição 5.2.4 Considere um problema de força central no plano:

..
r= −F (r) r, com r = ||r|| (5.2.7)

Então r = aeiwt é uma solução circular do problema (5.2.7) se, e somente se, F (a) =

w2, ( w 6= 0, a > 0).

Sabemos, pelo lema 5.2.1, que a cada ponto cŕıtico de Uff está associada uma solução

circular de (5.2.2). Vimos também, pela observação 2), que Uff só possui pontos cŕıticos

para r > 1 e K 6= 0.

Uma questão que surge naturalmente é a seguinte: Para que valores de K ∈ IR, Uff

tem pontos cŕıticos? Em outras palavras, queremos encontrar os valores de K tais que
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existem soluções circulares de (5.2.2), com momento angular K. Para responder a esta

questão, lembre que a função potencial efetivo é dada por:

Uff (r) =
K2

2r2
+ U(r), com r > 1, K 6= 0.

Lembre também que

U(r) = − 2

π

∫ π
2

0

dθ
√

(r + 1)2cos2θ + (r − 1)2sen2θ
.

Note que − 1
r−1

≤ U(r) ≤ − 1
r+1

, assim

K2

2r2
− 1

r − 1
≤ Uff (r) ≤

K2

2r2
− 1

r + 1
. (5.2.8)

Por outro lado,

U ′ff (r) = −K
2

r3
+

2

π

∫ π
2

0

(r + cos 2θ) dθ

[(r + 1)2cos2θ + (r − 1)2sen2θ]3/2
,

e como
∫ π/2
0 cos 2θ dθ = 0, temos

−K
2

r3
+

r

(r + 1)3
≤ U ′ff (r) ≤ −K

2

r3
+

r

(r − 1)3
(5.2.9)

Observe que dado qualquer K 6= 0, para r suficientemente próximo de 1 ou para r

suficientemente grande, temos que Uff (r) < 0, com Uff tendendo a zero, quando r tende

a infinito. Desta forma, encontrando valores de K 6= 0 tais que Uff (r) > 0, para algum

r > 1, estaremos obtendo ao menos um máximo e um mı́nimo de Uff , e, pelo lema 5.2.1,

estaremos encontrando soluções circulares de (5.2.2), com momento angular K.

Seguindo esta linha de análise, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 5.2.5

(i) Para |K| > 2
√
2, Uff tem máximo e mı́nimo.
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(ii) Para todo K, existe rK tal que, para todo r > rK , U
′
ff (r) > 0, em particular Uff

não tem pontos cŕıticos. Também, para |K| > 42

3
√
3
, existem r−k e r+k , com 1 < r−k <

4 < r+k , tais que para todo r ∈ (r−k , r
+
k ), U

′
ff (r) < 0, em particular Uff não tem pontos

cŕıticos.

(iii) Para os valores K, com 0 < |K| < 1
2
√
2
, U ′ff (r) > 0, logo Uff não tem pontos

cŕıticos.

Prova: (i) Segue direto de (5.2.8), considerando |K| > 2
√
2 e avaliando em 2, obtemos

Uff (2) > 0, donde, existe (ao menos um) máximo e mı́nimo da função Uff .

(ii) Por (5.2.9), supondo 0 < −K2

r3
+ r

(r+1)3
, que equivale a r4

(r+1)3
> K2, temos U ′ff (r) > 0.

Defina g(r) = r4

(r+1)3
, com r > 0 e observe abaixo esboço gráfico de g:

Figura 5.2.2: Gráfico das funções g

Como g(r) tende para o infinito, quando r tende para o infinito, dado qualquer K,

existe rK tal que g(r) > K2, para todo r > rK , e sendo assim, U ′ff (r) > 0 para todo

r > rK , isto é, Uff não tem pontos cŕıticos para r > rK .

Por (5.2.9), supondo −K2

r3
+ r

(r−1)3
< 0, que equivale a r4

(r−1)3
< K2, temos U ′ff (r) < 0.

Defina f(r) = r4

(r−1)3
, com r > 1.

Como f ′(r) = r2

(r−1)4
[r − 4], temos que, para r > 1, f só tem ponto cŕıtico em r = 4,

f(4) = 44

33 , e f é decrescente para r < 4, e é crescente para r > 4.

Assim, para todo |K| >
√

44

33 , existem r−k e r+k , com 1 < r−k < 4 < r+k , tais que para

todo r ∈ (r−k , r
+
k ), U

′
ff (r) < 0, em particular Uff não tem pontos cŕıticos, como queŕıamos

provar.
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(iii) Considere a função g(r) como definida anteriormente. Como g é crescente e g(1) = 1
8
,

temos que g(r) > 1
8
, para todo r > 1.

Assim, se K2 < 1
8
, (ou equivalentemente |K| < 1

2
√
2
), então g(r) > K2, para todo r >

1. Segue que U ′ff (r) > 0, para todo r > 1, como queŕıamos.

Estudo do gráfico de Uff (r)

Temos as seguintes observações:

(i) Para r grande, U(r) se comporta como − 1
r
(Kepler), que predomina em Uff

(ii) Quando r → 1, a função Uff → −∞

(iii) Uff não tem pontos cŕıticos para 0 < r < 1. Além disso, quando r → 0, a função

Uff →∞ para K 6= 0, e Uff → −1 para K = 0.

Com base na proposição anterior e nas observações acima, nós obtemos o seguinte

esboço do gráfico de Uff :

Figura 5.2.3: Gráfico do potencial efetivo Uff

Observações:

1) Da teoria das equações diferenciais, sabemos que o ponto de máximo de Uff é um

ponto de equiĺıbrio instável de (5.2.4), que corresponde a uma solução circular instável

em (5.2.2), da mesma forma, um ponto de mı́nimo de Uff é um ponto de equiĺıbrio estável
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de (5.2.4), que corresponde a uma solução circular estável em (5.2.2).

2) No nosso estudo não garantimos a existência de exatamente dois pontos cŕıticos de Uff

(com K > 2
√
2), mas estudos numéricos indicam isto. Para mais detalhes sobre o estudo

numérico, ver tese de Mestrado de Angelo Alberti [A].

5.2.3 Mais resultados sobre a dinâmica no plano horizontal

Antes de darmos continuidade à análise da dinâmica de uma part́ıcula no plano hori-

zontal, observemos que:

1) Se uma part́ıcula passa pela origem, a solução permanece em um diâmetro do fio

circular. (Neste caso teremos K = 0.)

2) Se uma solução é tangente a uma reta contida no plano-(x, y) e passando pela origem,

para algum tempo t, então esta solução está contida nesta reta em todo o tempo (em que

ela estiver definida). Este caso corresponde ao estudo de (5.2.3) com K = 0.

3) Analogamente, K 6= 0 em (5.2.3) equivale a dizer que a curva solução não passa pela

origem e nunca é tangente a uma reta contida no plano e passando pela origem.

Com base nestas observações, dividimos o estudo em dois casos:

Primeiro caso: A solução é tangente a uma reta contida no plano-(x, y) e passando

pela origem, para algum tempo t. Ou equivalentemente, solução com momento angular

K = 0.

Como as retas que passam pela origem e estão contidas no plano horizontal são con-

juntos invariantes e como o problema é invariante por rotação em torno do eixo z, é

suficiente fazer o estudo da dinâmica de uma part́ıcula contida no eixo x, com velocidade

inicial neste eixo.

70



A função potencial que determina o movimento da part́ıcula é dada por:

V (x) = V (x, 0, 0) = − 2
π

∫

π
2
0

dθ√
(||x||+1)2cos2θ+(||x||−1)2sen2θ

= − 2
π

∫

π
2
0

dθ√
(x+1)2cos2θ+(x−1)2sen2θ

,

onde a segunda igualdade segue do fato de que T (d,D) = T (D, d) (ver (1.2.14)).

Observe que para x > 0, temos V (x) = U(r), e neste caso temos K = 0 em (5.2.3) e

o potencial Uff (r) se reduz a Uff (r) = U(r). Assim, temos o gráfico de U(r) e portanto

de V (x), para x > 0. Como V (x) = V (−x), obtemos o gráfico de V sobre o eixo x:

Figura 5.2.4: Gráfico de V (x)































V (x) < 0, para todo x

V (0) = −1

V ′(0) = 0

As equações de movimento são dadas por
..
x= −V ′(x), x ∈ IR. Escrevendo este sistema

em um sistema de primeira ordem, obtemos











ẋ = y

ẏ = −V ′(x)
(5.2.10)

onde h = 1
2
ẋ2 + V (x) é constante ao longo de uma solução de (5.2.10).

Ainda no estudo da dinâmica sobre o eixo x, analisamos dois casos.
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a) Dinâmica no interior do fio circular (K = 0)

Fixando os ńıveis de energia h, na região interior ao fio circular (−1 < x < 1), obtemos

o seguinte retrato de fase:

Analizando a figura acima, observamos que no interior do fio circular, para h > h∗ ou

h < h∗, com h∗ = V (0) = −1, a part́ıcula converge para o fio. Para h = h∗, a part́ıcula

ou converge para a origem, ou converge para o fio, ou permanece na origem em repouso

(solução de equiĺıbrio). Aqui, convergência significa convergência em tempo futuro, isto

é, quando t→ b−, onde (a, b) é o intervalo (máximo) de definição da solução.

Os resultados para convergência em tempo passado são similares, pois o sistema é

reverśıvel, isto é, r(−t) é solução de (1.1.1) se, e somente se, r(t) é solução de (1.1.1).

O retrato de fase projetado no espaço das configurações nos mostra que:

Na região A (analogamente A), h < h∗, a part́ıcula se aproxima da origem e retorna

convergindo ao fio, como mostra a figura abaixo.

Na região B (analogamente B), h > h∗, a part́ıcula passa pela origem e segue conver-

gindo ao fio (veja figura a seguir).
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Na curva separatriz, de ńıvel h = h∗, a part́ıcula ou converge para a origem (figura

à esquerda), ou converge ao fio (figura do centro), ou permanece em repouso (figura à

direita):

Proposição 5.2.6 Uma solução do problema do fio circular no plano horizontal, no

interior do fio circular, com velocidade inicial não nula contida na reta que passa pela

part́ıcula e pela origem (equivalentemente com K = 0), ou colide (em tempo finito), ou

converge para a origem em tempo infinito.

Prova: Se uma solução x(t) converge para o fio, esta solução colide (em tempo finito).

De fato, seja x(t) uma solução de (5.2.10) convergindo para o fio circular. Seja (a, b)

o intervalo de definição de x(t). Suponhamos, sem perda de generalidade, x(t) → 1−,

quando t→ b−. Como limt→b−V (x(t)) = limx→1−V (x) = −∞, existe t0 tal que V (x(t)) <

h−1, para todo t, t0 < t < b, onde h = 1
2
ẋ2+V (x) é a energia de x(t). Assim, para t ≥ t0,

ẋ(t) 6= 0. Mais ainda, ẋ(t) > 0 (pois x(t) → 1−). Conseqüêntemente x(t), t0 ≤ t < b, é

injetiva e tem inversa t = t(x), x0 ≤ x < 1, x0 = x(t0).

De h = 1
2
ẋ2 + V (x), temos que ẋ =

√

2(h− V (x)). Logo
∫ t(x)
t0 dt =

∫ x
x0

dx√
2(h−V (x))

, e

segue que

t(x) =
∫ x

x0

dx
√

2(h− V (x))
+ t0 para todo x, x0 ≤ x < 1.
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Desta forma,

b = limx→1−t(x) =
∫ 1

x0

dx
√

2(h− V (x))
+ t0

<
∫ 1

x0

dx√
2
+ t0 ≤

1√
2
(1− x0) + t0 < +∞

Assim, a solução x(t) (que converge para o fio) está definida em tempo finito. Logo,

pelo estudo das singularidades, x(t) colide com o fio circular.

Se x(t) converge para a origem, também pelo estudo das singularidades, a solução

converge em tempo infinito. Isto conclui a prova da proposição.

b) Dinâmica no exterior do fio circular (K = 0)

Na região exterior ao fio circular, x > 1 (analogamente x < −1), obtemos o seguinte

retrato de fase (observe a figura 5.2.4):

Figura 5.2.5: Retrato de fase com x > 1 e K = 0

Analisando o retrato de fase (figura 5.2.5), obtemos a seguinte dinâmica do problema:

No exterior do fio circular, para h < 0, a part́ıcula converge para o fio, para h ≥ 0, a

part́ıcula ou converge para o fio, ou escapa.

Observe que para h = 0, a solução é parabólica, e para h > 0 a solução é hiperbólica.

Da mesma forma que na região interior ao fio, verificamos a seguinte proposição:
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Proposição 5.2.7 Uma solução do problema do fio circular no plano horizontal, no

exterior do fio circular, com velocidade inicial não nula contida na reta que passa pela

part́ıcula e pela origem (equivalentemente com K = 0), ou colide (em tempo finito), ou

escapa em tempo infinito.

Prova: De modo análogo a proposição anterior, temos que se uma solução x(t) converge

para o fio, esta solução colide (em tempo finito). Se uma solução x(t) escapa, isto acontece

em tempo infinito, pois se o tempo de escape fosse finito, pelo teorema 3.0.9, teŕıamos

uma colisão, o que é uma contradição.

Segundo caso: A solução não é tangente a uma reta contida no plano e passando

pela origem do ćırculo. Ou equivalentemente, soluções com momento angular K 6= 0.

Neste caso as equações de movimento são dadas por (5.2.2), com K 6= 0. O gráfico

de Uff é conhecido (veja seção 5.2.2).

Como feito no caso anterior, dividimos a análise da dinâmica em duas partes, como

segue.

a) Dinâmica no interior do fio circular (K 6= 0)

Fixando os ńıveis de energia h, na região interior ao fio circular (K 6= 0), obtemos o

retrato de fase abaixo (observe a figura 5.2.3):

Figura 5.2.6:

Analisando o retrato de fase (ver figura 5.2.6), observamos que no interior do fio

circular, todas as soluções convergem para o fio. De fato, como veremos na proposição a

seguir, todas as soluções são de colisão.
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Proposição 5.2.8 Uma solução do problema do fio circular no plano horizontal, no

interior do fio circular, com velocidade inicial fora da reta que passa pela part́ıcula e pela

origem (isto é, K 6= 0), colide (em tempo finito).

Prova: Segue de modo análogo à prova da proposição 5.2.6.

O resultado seguinte descreve o traço das soluções no interior do fio circular, com

K 6= 0.

Teorema 5.2.9 Seja r(t) = (x(t), y(t)) uma solução de (5.2.2), com momento angular

K 6= 0. Suponhamos que r(0) = (0, y(0)), com y(0) > 0 e ṙ(0) = (ẋ(0), 0), ẋ(0) > 0.

Então, o traço da curva r(t) é o gráfico de uma função par côncava para cima.

Figura 5.2.7: Traço da curva r(t)

Antes da prova, vejamos alguns comentários.

1) Pelo retrato de fase (veja figura 5.2.6), observamos que todas as soluções r(t) no interior

do fio, com K 6= 0, atingem uma distância positiva mı́nima à origem em um tempo t0,

com ṙ(t0) = 0, isto é, r(t0) é ortogonal a ṙ(t0). Logo, todas as soluções no interior do fio,

com K 6= 0, são obtidas por uma rotação, de uma solução como no enunciado do teorema

acima.

2) Se ṙ(t) = 0 para algum t, temos ẋ(t) = 0 e ẏ(t) = 0, assim K = xẏ − ẋy = 0, então a

solução é radial (K = 0). Assim, a solução r(t) do enunciado do teorema acima satisfaz

ṙ(t) 6= 0 para todo t em que estiver definida.

3) A curvatura da curva r(t) é por definição

k(t) =
1

||ṙ(t)||2 〈
..
r (t),n(t) 〉 =

1

||ṙ(t)||3 〈
..
r (t), ||ṙ(t)||n(t)〉 =

1

||ṙ(t)||3 〈
..
r (t), ṙ⊥(t) 〉,
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onde n(t) = (−ẏ(t),ẋ(t))
||(−ẏ(t),ẋ(t))|| e ṙ⊥(t) = ‖ṙ(t)‖n(t) = (−ẏ(t), ẋ(t)).

4) Note que k(t) é cont́ınua e é diferente de zero, para todo t, pois se k(t) = 0 para algum

t, então
..
r (t)⊥n(t), donde ṙ(t) é radial (pois

..
r (t) é sempre radial), e assim, a solução

r(t) seria radial, isto é, K = 0, uma contradição.

5) Seja r(t) como no enunciado do teorema acima. Como em t = 0, ṙ(0)⊥ ..
r (0) e

..
r (0)

aponta para cima. Segue que n(0) = c
..
r (0), para algum c > 0. Logo k(0) = c̄ || ..r (0)||2 >

0, com c̄ > 0. Neste caso, como k é cont́ınua e não se anula, temos que k > 0, para todo

t.

Passemos agora à prova do teorema 5.2.9

Prova do teorema 5.2.9: Seja (a, b) o intervalo de definição de r(t), com r(0) =

(0, y(0)), y(0) > 0 e ṙ(0) = (ẋ(0), 0), ẋ(0) > 0.

Afirmação: ẋ(t) 6= 0, para todo t ∈ [0, b).

Suponhamos que existe t0 ∈ [0, b) tal que ẋ(t0) = 0. Seja t0 = min{t ≥ 0 ; ẋ(t) = 0}.
Como ẋ é cont́ınua e em t = 0 temos ẋ(0) > 0, e segue que t0 > 0. Logo ẋ(t) > 0, para

t ∈ [0, t0).

Temos que ṙ(t0) = (ẋ(t0), ẏ(t0)) = (0, ẏ(t0)), com ẏ(t0) 6= 0, pois ṙ(t) 6= 0, para todo

t (veja comentário (2) acima).

Podemos escrever ṙ(t) = a(t)(cosϕ(t), senϕ(t)), com a(t) = ‖ṙ(t)‖ > 0 e ϕ(0) = 0, ϕ

cont́ınua.

Derivando

..
r (t) = ȧ(t)(cosϕ(t), senϕ(t)) + a(t)ϕ̇(t)(−senϕ(t), cosϕ(t))

e ṙ⊥(t) = a(t)(−senϕ(t), cosϕ(t)).

Assim,

k(t) =
1

||ṙ(t)||3 〈
..
r (t), ṙ⊥(t) 〉 =

a2(t)ϕ̇(t)

a3(t)
=

ϕ̇(t)

a(t)
> 0,

pois a curvatura é positiva (ver comentário 5). Isto mostra que ϕ(t) é crescente.
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Como ẋ(t0) = 0, ϕ(t0) =
π
2
(e assim ẏ(t0) > 0), ou ϕ(t0) =

3π
2

(e assim ẏ(t0) < 0).

Como ϕ é crescente e t0 é mı́nimo, temos que ϕ(t0) =
π
2
, o que implica que ẏ(t0) > 0.

Além disto, como x é crescente em (0, t0), temos que x(t0) > 0. Lembre que
..
r (t) é

radial e expansora, isto é,
..
r (t) = b(t)r(t) = b(t)(x(t), y(t)), com b(t) > 0.

Assim, k(t0) = b(t0) 〈 (x(t0), y(t0)), (−ẏ(t0), 0) 〉 = b(t0)(−x(t0)ẏ(t0)) < 0, contradição.

Portanto não existe t0 tal que ẋ(t0) = 0. Isto mostra a afirmação.

Segue da afirmação acima, que ẋ(t) > 0, para todo t, a < t < b. Logo x(t) é crescente.

Desta forma, a função t→ x(t) é injetiva, e assim existe função inversa t = t(x).

Defina f(x) = y(t(x)). Note que o gráfico de f é igual ao traço de r. Derivando f em

relação a x, obtemos

d

dx
f(x) =

d

dt
y(t(x))

d

dx
t(x) =

d
dt
y(t(x))

d
dt
x(t(x))

Derivando novamente obtemos

d2

dx2
f(x) =

1

ẋ3
〈 ..r, ||ṙ||n 〉 =

k||ṙ||3
ẋ3

> 0

pois ẋ > 0 e k > 0.

Assim, o traço de r(t) é dado pelo gráfico de uma função f côncava para cima.

Pela simetria do problema, a solução r(t) é simétrica em relação ao eixo y, como

mostra figura 5.2.7. Assim, a função f é par.

Observação: Note que na prova do teorema acima, só usamos o fato de que a força é

radial e expansora. Assim, o teorema 5.2.9 vale para qualquer força com estas proprieda-

des.

Seja r(t) = (x(t), y(t)) uma solução de (5.2.2) (comK 6= 0), com intervalo de definição

maximal (a, b). Da proposição 5.2.8, temos que a e b são finitos.

Temos o seguinte resultado:
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Proposição 5.2.10 Quando t → b−, r(t) converge para o fio com velocidade infinita e

radial (isto é, ortogonal ao fio).

Prova: Pela proposição 5.2.8, toda solução r(t), com K 6= 0, colide (em tempo finito).

Logo ‖r(t)‖ → 1, quando t → b−. Por outro lado, temos que h = 1
2
||ṙ||2 + V (r). Logo

||ṙ||2 = 2(h− V (r)).

Quando t→ b−, ||r|| → 1, e assim V (r)→ −∞. Portanto ||ṙ|| → +∞, quando t→ b−.

Sem perda de generalidade, suponhamos que r(t) converge para o ponto (1, 0) do fio,

isto é, x(t)→ 1 e y(t)→ 0, quando t→ b−.

Vamos mostrar que, neste caso, ṙ(t), quando t → b−, tem como limite um vetor

horizontal, isto é, ẏ(t)
ẋ(t)

→ 0, quando t→ b−. Primeiro, note que ẋ(t) 6= 0, para t perto de b.

Mais ainda, ẋ(t)→ +∞, quando t→ b−. Para ver isto, suponha que existe seqüência tn →
b−, com |ẋ(tn)| < M, para algum M . Logo, |ẏ(tn)| → +∞ (pois ||ṙ(tn)|| → +∞). Assim,

|K| = |ẋ(tn)y(tn)− ẏ(tn)x(tn)| → +∞, o que é uma contradição, pois K é constante.

Agora, suponhamos, por absurdo, que limt→b−
|ẏ(t)|
|ẋ(t)| 6= 0. Isto implica que existe uma

seqüência {tn}, com tn → b−, tal que |ẏ(tn)|
|ẋ(tn)| ≥ δ, para algum δ > 0.

Sendo assim, temos

|K| = |x(tn)ẏ(tn)− y(tn)ẋ(tn)|

> |x(tn)||ẏ(tn)| − |y(tn)||ẋ(tn)|

≥ |x(tn)|(δ|ẋ(tn)|)− |y(tn)||ẋ(tn)|

= |ẋ(tn)| (δ|x(tn)| − |y(tn)|) .
Tomando o limite quando tn → b−, temos que |K| → +∞, contradição. Portanto,

limt→b
|ẏ(t)|
|ẋ(t)| = 0.

Sabemos, pelo teorema 5.2.3, que não existem soluções circulares de (5.2.2) no inte-

rior do fio. De fato, pelo que foi visto até agora, verificamos que não existem soluções

periódicas na região planar interior ao fio circular, a menos da solução de equiĺıbrio, a

origem.
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b) Dinâmica no exterior do fio circular (K 6= 0)

Fixando os ńıveis de energia h, na região exterior ao fio circular obtemos o retrato de

fase abaixo (observe figura 5.2.3):

Na região exterior ao fio circular, para 0 < K < 1
2
√
2
:

Figura 5.2.8:

Na região exterior ao fio circular, para K > 2
√
2:

Figura 5.2.9:

Analisando o espaço de fase, obtemos a seguinte dinâmica do problema: no exterior

do fio, para 0 < K < 1
2
√
2
, o retrato de fase (veja figura 5.2.8) coincide com o caso da

dinâmica exterior ao fio, para K = 0 (ver figura 5.2.5), onde observamos que todas as

soluções colidem ou escapam ao infinito. Para K > 2
√
2, analisamos o retrato de fase

(figura 5.2.9) por regiões, como segue.

Na região I: as soluções são limitadas, e convergem ao fio circular.

Na região II: as soluções são ilimitadas, vêm do infinito e convergem ao fio circular.
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Na região III: as soluções são ilimitadas, saem próximas ao fio circular e escapam (ao

infinito).

Na região IV: as soluções são ilimitadas, se aproximam da solução circular e escapam

(ao infinito).

Na região V: as soluções são limitadas, e ficam próximas à solução circular.

Os dois pontos p1 e p2, na figura, representam as soluções circulares. O ponto p1

é uma solução circular instável e o ponto p2 é estável. As curvas γ1 e γ3 convergem à

solução circular instável. A curva γ2 sai próxima da solução circular p1 e converge para o

fio circular. A curva γ4 sai próxima de p1 e escapa.

5.2.4 Região de Hill no plano horizontal

Como o potencial V é invariante em relação à rotação em torno do eixo z, para determi-

nar a região de Hill correspondente ao plano horizontal, basta estudar o gráfico da função

V ao longo do eixo x (veja figura), isto é, determinar todo x tal que V (x) ≤ h, h < 0.

Como vimos anteriormente,

V (x) = − 2

π

∫ π
2

0

dθ
√

(x+ 1)2cos2θ + (x− 1)2sen2θ

Figura 5.2.10: Gráfico de V (x)
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Note que:

a) Quando ||x|| → 1, temos V (x)→ −∞

b) Quando ||x|| → +∞, temos V (x)→ 0

c) Para x > 0, V (x) = U(r) e temos

para 0 < x < 1, V ′(x) < 0 (V decresce)

para x > 1, V ′(x) > 0 (V cresce)

Desta forma, chamando h∗ = V (0) = −1, temos:

Para h∗ ≤ h < 0 e 0 < ||r|| < 1, a região de Hill está representada na figura abaixo:

Para h∗ ≤ h < 0 e ||r|| > 1, a região de Hill está representada na figura abaixo:

Note que quanto mais próximo h estiver de zero, mais largo fica o anel.
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Para h < h∗ e 0 < ||r|| < 1, a região de Hill está representada na figura abaixo:

Para h < h∗ e ||r|| > 1, obtemos a região:

Note que quanto menor o valor de h, mais estreitos ficam os anéis.

5.2.5 Solução de equiĺıbrio (no plano horizontal)

Teorema 5.2.11 A única solução de equiĺıbrio do sistema (5.2.2) é a solução r(t) = 0.

Além disso, este equiĺıbrio é instável.

Prova: No plano horizontal, temos que F (r) 6= 0, para todo r = ||r||, F como definida no

sistema (5.2.2).

Desta forma, −F (r) r = 0 se, e somente se, r = 0, e obtemos assim que r(t) = 0 é a

única solução de equiĺıbrio.
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Calculando os autovalores da parte linearizada, encontramos i
√
2
2
, −i

√
2
2

como auto-

valores (o equiĺıbrio da parte linear é um centro), não podendo com isto determinar a

estabilidade do equiĺıbrio do sistema como um todo.

Estudando a matriz hessiana do sistema

HessV (0, 0)(x, y) =

(

−1
2

0
0 −1

2

)(

x
y

)

= −1

2
(x2 + y2)

obtemos uma matriz definida negativa. Por resultado de Chetaev, concluimos que o

equiĺıbrio do sistema é instável.

Observação: Observe que este é um equiĺıbrio para o sistema em coordenadas polares

(r, ϕ), com K = 0.

5.3 Dinâmica no(s) plano(s) vertical(is)

Nesta seção, provamos a existência de soluções periódicas no plano vertical, nos seguin-

tes casos:

(1) Soluções periódicas suficientemente longe do fio circular,

(2) Soluções periódicas suficientemente próximas ao fio circular, intersectando a região do

plano horizontal interior ao fio,

(3) Soluções periódicas em forma de oito.

O fio circular homogêneo, a menos que seja descrito de forma diferente, será consi-

derado como descrevemos inicialmente, isto é, contido no plano-(x, y) e com centro na

origem. Observe que pela simetria do potencial, basta estudar o problema restrito ao

plano vertical-(x, z).

Considere o problema
..
r= −∇V (r), (5.3.11)

onde V (r) = V (r, 1,M) é o potencial de um fio circular homogêneo C, com raio unitário

e massa M = 2πλ, r restrito ao plano-(x, z).
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Nas três subseções seguintes, apresentamos o estudo da existência de soluções periódicas

do problema (5.3.11).

5.3.1 Soluções periódicas longe do fio circular

Como o problema do fio circular, com massa fixa M , pode ser visto como uma aproxi-

mação do problema de Kepler (ver caṕıtulo 4, seção 4.1), obtemos o seguinte resultado:

Proposição 5.3.1 Considere o problema

..
r= −∇V (r, ε), (5.3.12)

onde V (r, ε) = V (r, ε,M) é o potencial de um fio circular homogêneo com raio ε e massa

fixa M , com r restrito ao plano-(x, z). Seja C um ćırculo neste plano vertical, com centro

na origem e raio arbitrário, e seja U uma vizinhança aberta de C da forma C ⊂ U ⊂
(IR2 − {(0, 0)}).

Então, existe δ0 > 0 tal que, para cada ε, 0 < ε < δ0, existe uma solução periódica

do problema (5.3.12) em U . Mais ainda, esta solução tem por traço uma curva fechada

simples, simétrica em relação aos eixos x e z, que enlaça a origem.

Figura 5.3.11: Ćırculo C e vizinhança U

Prova: Pela proposição 2.1.1, temos que este problema pode ser considerado como uma

perturbação do problema de Kepler. Mais ainda, pela proposição 1.2.2, V (r, ε), ε 6= 0, é

simétrico em relação aos eixos x e z, e para ε = 0, obtemos o potencial de Kepler, que

certamente é simétrico em relação a estes eixos. Segue do corolário 1.2.3 que o campo

gradiente de V é simétrico, como campo de vetores, em relação aos eixos x e z, para ε 6= 0.

Esta simetria também vale tomando ε = 0. Sendo assim, desde que V (r, ε) é anaĺıtica, o

campo gradiente de V satisfaz as condições do teorema 4.1.1. Isto prova a proposição.
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Observação 5.3.2 1) Podemos supor que as soluções periódicas dadas na proposição

5.3.1 intersectam o eixo x em exatamente dois pontos: (x0, 0), (−x0, 0), para algum

x0 > 0 (veja observação 4.1.4).

2) Note que δ0 da proposição depende de U e C (ver observação 4.1.2)

Observação: Também podemos usar [V1] para obter um resultado semelhante (solução

periódica de peŕıodo pré-fixado, não garante simetria), mas isto requer a verificação de

certas hipóteses.

Podemos agora enunciar o principal resultado desta seção.

Teorema 5.3.3 Existe δ0 > 0 tal que, para cada ε, 0 < ε < δ0, existe uma solução

periódica s(t) do problema (5.3.11) satisfazendo 1
2ε
< ||s(t)|| < 3

2ε
.

Mais ainda, esta solução s(t) tem por traço uma curva fechada simples, simétrica em

relação aos eixos x e z, que enlaça a origem.

Prova: Seja C ćırculo como na proposição 5.3.1, com raio unitário e U = {p ∈ IR2 ; 1
2
<

||p|| < 3
2
}. Pela proposição anterior, existe δ0 > 0, tal que para cada ε, 0 < ε < δ0,

existe uma solução rε(t) do problema (5.3.12) em U , com rε(t) periódica, satisfazendo
1
2
< ||rε(t)|| < 3

2
, e cujo traço é uma curva fechada simples, simétrica em relação aos eixos

x e z, que enlaça a origem.

Pelo corolário 1.2.7, s(t) = 1
ε
rε(ε

3/2t) é solução de (5.3.11). Além disso, s(t) satisfaz
1
2ε
< ||s(t)|| < 3

2ε
, para todo t.

Pelas propriedades de rε(t), temos que s(t) também é periódica e tem por traço uma

curva fechada simples, simétrica em relação aos eixos x e z, que enlaça a origem.

Observação 5.3.4 Pela observação 5.3.2, podemos supor que as soluções periódicas da-

das no teorema 5.3.3 intersectam o eixo x em exatamente dois pontos.

Comentários

1) Se o peŕıodo de rε(t) for τ , então o peŕıodo de s(t) será τ/ε3/2, e assim, se ε está próximo
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de 0, então o peŕıodo de s(t) será grande. Desta forma as órbitas periódicas obtidas são

de longo peŕıodo.

2) ||s(t)|| cresce quando ε decresce.

Corolário 5.3.5 Seja R > 0. Então, existe uma solução periódica s(t) do problema

(5.3.11), com ||s(t)|| ≥ R, para todo t. Mais ainda, s(t) tem por traço uma curva fechada

simples, simétrica em relação aos eixos x e z, que enlaça a origem.

Prova: Dado R > 0, tome 0 < ε < δ0 fixo tal que 2ε < 1
R
, assim, para s(t) = 1

ε
rε(ε

3/2t),

temos R < ||s(t)||, para todo t.

Pelas propriedades de rε(t), temos que s(t) também é periódica, e tem por traço uma

curva fechada simples, simétrica em relação aos eixos x e z, que envolve a origem.

Segue do corolário acima que existem infinitas soluções s(t) periódicas de (5.3.11),

simétricas em relação aos eixos x e z, e longe do fio circular (ou seja, estão afastadas da

origem, veja figura abaixo).

Figura 5.3.12: Soluções periódicas longe do fio circular

5.3.2 Soluções periódicas perto do fio circular

Na proposição seguinte estamos considerando o fio circular no plano-(x, z), passando

pela origem e com centro contido no eixo x (conforme figura 5.3.13).
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Figura 5.3.13: Fio circular centrado em ( 1
ε
, 0, 0)

Lembre que W
(

x, z; 1
ε

)

é o potencial do fio circular de densidade constante λ, contido

no plano-(x, z) e passando pela origem, com raio 1
ε
e centro (1

ε
, 0, 0) (faço c

2
= 1

ε
em (2.2.3)).

Proposição 5.3.6 Considere o problema

..
r= −∇W

(

r,
1

ε

)

, (5.3.13)

com r restrito ao plano-(x, z). Seja C um ćırculo neste plano-(x, z), com centro na origem

e raio arbitrário, e seja U um aberto que contém C da forma C ⊂ U ⊂ (IR2 − {(0, 0)}).

Então, existe δ0 > 0 tal que, para cada ε, 0 < ε < δ0, existe uma solução periódica

do problema (5.3.13) em U . Mais ainda, esta solução tem por traço uma curva fechada

simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça a origem.

Prova: Pela lema 2.2.7, temos que este problema pode ser considerado como uma per-

turbação do problema do fio infinito
..
r= − κ

||r||2 r, com κ = 2λ.

Desde que o campo gradiente de W satisfaz as condições do teorema 4.2.1, seguem-se

as conclusões desta proposição.

Observações:

1) Também aqui, δ0 da proposição depende de U e C (ver observação 5.3.2)

2) Note que as soluções obtidas na proposição 5.3.6 têm por traço curvas fechadas simples

que enlaçam o fio circular. Isto significa que um dos pontos de interseção do fio circular

88



no plano vertical está contido na região limitada do complemento do traço da solução.

3) Podemos supor que as soluções periódicas dadas na proposição 5.3.6 intersectam o eixo

x em exatamente dois pontos (veja observação 4.2.3).

Lembre que V (r, ρ,M) denota o potencial do fio circular, com raio ρ e massa M , com

centro na origem (veja caṕıtulo 1, seção 1.2.3).

Queremos agora variar o raio mantendo fixa a densidade λ, isto é, vamos considerar

potenciais da forma V (r, ρ, ρ(2πλ)). Obtemos o seguinte resultado:

Proposição 5.3.7 Considere o problema

..
r= −∇V

(

r,
1

ε
,
1

ε
(2πλ)

)

, (5.3.14)

com r restrito ao plano-(x, z).

Então, existe δ0 > 0 tal que, para cada ε, 0 < ε < δ0, existe uma solução periódica

rε(t) do problema (5.3.14), tendo como traço uma curva fechada simples, simétrica em

relação ao eixo x, que enlaça o fio circular de centro na origem e raio 1
ε
.

Além disso, rε(t) satisfaz
1
2
< dist(rε(t), Cε) < 3

2
.

Prova: Segue diretamente do lema 1.2.9 e da proposição anterior, tomando U = { p ∈
IR2 ; 1

2
< ||p|| < 3

2
} e C unitário. Veja também a observação 2 desta seção e que W é

transladado de V (ver (2.2.3)).

Finalmente, temos o principal resultado desta seção:

Teorema 5.3.8 Seja χ > 0. Então, existe uma solução periódica r(t) do problema

(5.3.11), com dist(r(t), C) ≤ χ, para todo t. Mais ainda, r(t) tem por traço uma curva

fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o fio circular.

Prova: Pela proposição 5.3.7, existe δ0 > 0 tal que, para cada ε, 0 < ε < δ0, existe uma

solução rε(t) do problema (5.3.14), satisfazendo:
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(i) 1
2
< dist(rε(t), Cε) < 3

2

(ii) rε(t) é periódica

(iii) tem por traço uma curva fechada simples que enlaça o fio circular de centro na origem

e raio 1
ε
.

(iv) rε(t) é simétrica em relação ao eixo x.

Pelo corolário 1.2.7, s(t) = εrε(
t
ε
) é solução de (5.3.11). Além disso, por (i),

ε
2
< dist(s(t), C) < 3ε

2
.

Dado χ > 0, tome 0 < ε < δ0 tal que 3
2
ε < χ, assim dist(s(t), C) ≤ χ e pelas

propriedades (ii), (iii) e (iv) de rε(t), temos que s(t) é periódica, tem por traço uma curva

fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o fio circular C.

Comentários

1) Segue do teorema 5.3.7 que existem infinitas soluções periódicas simétricas perto do fio

circular (veja figura abaixo).

Figura 5.3.14: Soluções periódicas perto do fio circular

2) Pela simetria do problema, obtemos soluções periódicas enlaçando o ponto (−1, 0) e

soluções periódicas enlaçando o ponto (1, 0).

3) Se o peŕıodo de rε(t) for τ , então o peŕıodo de s(t) será τε, assim se ε está próximo de

0, então o peŕıodo de s(t) será pequeno. Desta forma as órbitas periódicas obtidas são de

curto peŕıodo.
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4) ||s(t)|| decresce quando ε decresce.

5) Seja η > 0. Como ṡ(0) = ṙε(0), pela afirmação 4.1.2, podemos escolher rε com

||ṙε(0) − v0|| < η. Assim as soluções s(t), obtidas deste teorema, têm velocidades η-

próximas.

Observação 5.3.9 Podemos supor que as soluções periódicas dadas no teorema 5.3.8

intersectam o eixo x em exatamente dois pontos (veja observação 4.2.3).

5.3.3 Soluções em forma de oito

Lembre que estamos considerando o fio circular homogêneo C, com raio ρ = 1 e massa

M, contido no plano-(x, y) e centrado na origem espaço euclidiano IR3.

Como falamos no ińıcio desta seção, consideremos o sistema

..
r= −∇V (r), (5.3.15)

onde V (r) = V (r, 1,M) é o potencial de C, com r restrito ao plano-(x, z). Note que o

potencial V tem singularidades nos pontos (−1, 0) e (1, 0), que são os pontos de interseção

do fio C com o plano vertical-(x, z).

O sistema (5.3.15) é equivalente a (ver 1.1.4):



























..
x = −λ

∫ 2π

0

(x− cosθ) dθ

{ (x− ρ cosθ)2 + (y − ρ senθ)2 + z2 }3/2

..
z = −λ z

∫ 2π

0

dθ

{ (x− ρ cosθ)2 + (y − ρ senθ)2 + z2 }3/2

(5.3.16)

Nesta seção mostraremos a existência de soluções periódicas com a forma da figura

oito.

Para mostrar a existência de soluções periódicas com a forma da figura oito, no plano-

(x, z), usaremos o seguinte teorema.
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Figura 5.3.15: Solução em forma da figura do oito

Teorema 5.3.10 Existe r : [0, τ ] → IR2 − { (−1, 0), (1, 0) }, τ > 0, tal que r(t) =

(x(t), z(t)) satisfaz:

(1) r é solução de 5.3.15

(2) z(0) = 0, x(0) > 1

(3) r(τ) = (0, 0), isto é, x(τ) = z(τ) = 0

(4) ẋ(0) = 0

(5) z(t) > 0, t ∈ (0, τ).

Observação: O teorema não diz nada sobre o ângulo entre (−1, 0) e ṙ(τ). Este ângulo

pode ser menor que π
2
como na figura à esquerda abaixo, ou maior que π

2
como na figura

à direita abaixo.

Figura 5.3.16: Traço da solução r(t)

O seguinte lema usa a simetria do problema para completar a construção da solução

periódica com a forma da figura oito. Note a similaridade deste lema com os lemas 4.0.14,

4.0.15.
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Lema 5.3.11 Seja Ω ⊂ IR2 aberto, com ϕiΩ = Ω, i = 1, 2, onde ϕ1(x, z) = (−x, z) e

ϕ2(x, z) = (x,−z). Seja f : Ω→ IR2, invariante por ϕ1 e ϕ2. Se r : [0, τ ]→ Ω, τ > 0, é

solução do problema
..
r= f(r) (5.3.17)

tal que r(t) = (x(t), z(t)) satisfaz z(0) = 0, ẋ(0) = 0, r(τ) = (0, 0), então a extensão

r̄ : IR→ Ω de r, definida por:

r̄(t) =



















































r(t− 4nτ), t ∈ [4nτ, (4n+ 1)τ ]

ϕ1ϕ2r((4n+ 2)τ − t), t ∈ [(4n+ 1)τ, (4n+ 2)τ ]

ϕ1r(t− (4n+ 2)τ), t ∈ [(4n+ 2)τ, (4n+ 3)τ ]

ϕ2r(4nτ − t), t ∈ [(4n− 1)τ, (4n)τ ],

com n ∈ ZZ, é solução periódica de peŕıodo 4τ do problema (5.3.17). Mais ainda, o traço

de r̄ é simétrico em relação aos eixos x e z.

Prova: Análoga à prova do lema 4.0.14.

Observação:

1) Seja r como no teorema anterior. Aplicando o lema a este r obtemos uma solução r̄

com a forma da figura oito. Se o ângulo entre (−1, 0) e ṙ(τ) é menor que π
2
, o traço de r̄

é como na figura abaixo.

Figura 5.3.17: Solução em forma da figura do oito

Se o ângulo entre (−1, 0) e ṙ(τ) é maior que π
2
, o traço de r̄ é como na figura 5.3.18.
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Figura 5.3.18: Solução em forma da figura do oito

2) Por (5) do teorema, o número de enlaçamento de r̄ ≤ 0 ≤ 4τ, em (1, 0) é +1, e em

(−1, 0) é −1.

Lembre que o número de enlaçamento W (α, p) de uma curva fechada α : [a, b] →
IR2 − {p}, ao redor de p ∈ IR2 ∼= IC é definido como W (α, p) = 1

2πi

∫

α
dz
z−p ∈ ZZ. A função

[α] 7→ W (α, p), é um isomorfismo entre π1(IR
2 − {p}) e ZZ.

Observação 5.3.12 Os métodos desta seção servem também para construir soluções

periódicas com a forma da figura oito, para o problema planar simétrico de Euler, isto é,

para o problema de dois centros fixos, com a mesma massa. Para mais detalhes, veja o

final desta seção.

Passemos à prova do teorema 5.3.10. Estaremos denotando por r(t) uma solução de

(5.3.15).

Prova do teorema 5.3.10: Seja s0(t) = s(t, x̃0, ṽ0, 1) uma solução de 5.3.15 obtida do

teorema 5.3.3, que passa por fora do fio circular, e seja s1(t) = s(t, x̃1, ṽ1, 1), solução de

5.3.15 obtida do teorema 5.3.8, que enlaça o ponto (1, 0), veja figura 5.3.19. Considere as

condições iniciais x̃0 = (x̃0, 0) e x̃1 = (x̃1, 0) no eixo positivo dos x. É claro que podemos

supor x̃0 > x̃1 > 1. Lembre que as velocidades iniciais ṽ0 = (0, ṽ0) e ṽ1 = (0, ṽ1) são

ortogonais ao eixo x. Suponhamos que elas tenham o mesmo sentido do eixo z, isto é,

ṽ0 > 0, ṽ1 > 0.

Pela observação 5.3.4, podemos escolher s0 tal que intersecta transversalmente o eixo

x em exatamente dois pontos (x̃0, 0) e (−x̃0, 0), com x̃0 > 1. Também, pela observação

5.3.9 e pelo teorema 5.3.8, podemos escolher s1 tal que intersecta transversalmente o eixo

x em exatamente dois pontos (x̃1, 0) e (x̃
′

1, 0), com x̃1 > 1, 0 < x̃
′

1 < 1.
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Figura 5.3.19:

Para continuar a prova deste teorema consideremos as seguintes afirmações e o seguinte

lema, que provaremos depois.

Afirmação 5.3.13 Podemos escolher s0(t) = s(t, x̃0, ṽ0, 1) e s1(t) = s(t, x̃1, ṽ1, 1), com

energia negativa. Além disso, podemos também escolher ṽ0 < ṽ1, e satisfazendo

V (x̃1) +
1

2
|ṽ1|2 < V (x̃0) +

1

2
|ṽ0|2 < 0.

Seja δ0 = V (x̃0) +
1
2
ṽ20 < 0. No que segue denotaremos por [x̃1, x̃0] = { (x, 0) ; x̃1 ≤

x ≤ x̃0 } e [ṽ0, ṽ1] = { (0, v) ; ṽ0 ≤ v ≤ ṽ1 }.

Afirmação 5.3.14 Seja A =
(

[x̃1, x̃0]× {ṽ0}
)

⋃

(

{x̃1} × [ṽ0, ṽ1]
)

. Para todo (x,v) ∈
A, a energia H(x,v) da solução r(t) = r(t,x,v, 1) de 5.3.15 é menor ou igual a δ0.

Na figura abaixo ilustramos o conjunto { (x, v) ;
(

(x, 0), (0, v)
)

∈ A}.

Figura 5.3.20:

O lema a seguir será usado de forma essencial mais adiante, mas ele também é inte-

ressante por si próprio.
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Lema 5.3.15 Para todo δ < 0, existe Tδ > 0, tal que se r(t) = (x(t), z(t)) é uma

solução de (5.3.15), com z(0) = 0, ż(0) > 0 e E(r(t,x,v, 1)) = H(x,v) ≤ δ, então

limt→t−0 z(t) = 0, para algum t0 ∈ (0, Tδ].

A necessidade de colocar o limite limt→t−0
z(t) no enunciado acima, em vez de z(t0),

deve-se ao fato da solução poder convergir a um dos pontos do fio.

Na prova do lema 5.3.15 mostraremos que podemos escolher Tδ = 2
(

1 + 2
min{A,1}

)

,

onde A = M
(1+Rδ)3

e Rδ é raio da região de Hill, correspondente a δ (veja observação 5.3.20

adiante).

Antes de enunciarmos a última afirmação, observe o seguinte.

Para (x,v) ∈ A, seja t̃(x,v) = inf{ t > 0 ; ż(t) = 0 }, onde (x(t), z(t)) = r(t,x,v, 1) é

uma solução de (5.3.15). Pelo lema 5.3.15 e afirmação 5.3.14, t̃(x,v) existe, e t̃(x,v) ≤ Tδ0 ,

para todo (x,v) ∈ A. Também, como ż(0) = v > 0, v = (0, v), temos que t̃(x,v) > 0.

Assim, segue que

ż(t) > 0, para todo t ∈ [0, t̃(x,v)), e (5.3.18)

z(t) é crescente, para todo t ∈ [0, t̃(x,v)). (5.3.19)

Note que ż(t̃(x,v)) = 0 e por (5.3.16), z(t̃(x,v)) é máximo local da curva z(t).

Definição 5.3.16 z̃(x,v) = z(t̃(x,v)), com (x,v) ∈ A e (x(t), z(t)) = r(t,x,v, 1)

solução de (5.3.15).

Observação: z̃(x,v) > 0, para todo (x,v) ∈ A (segue da equação (5.3.19)).

A seguinte afirmação diz que existe uma altura ξ > 0, tal que todas as soluções

r(t,x,v, 1) de (5.3.15), com (x,v) ∈ A, ”passam”desta altura, isto é:

Afirmação 5.3.17 Existe ξ > 0, tal que para todo (x,v) ∈ A, z̃(x,v) ≥ ξ.

Assumindo as afirmações e o lema, continuaremos a prova do teorema.
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Seja n tal que 1
n
< ξ, onde ξ é como na afirmação 5.3.17, e seja En o segmento

En = { (x, 1
n
) ; x ∈ IR }.

Figura 5.3.21: Segmento En

Seja (x,v) ∈ A, e r(t) = (x(t), z(t)) = r(t,x,v, 1). Pela afirmação 5.3.17, z(t̃(x,v)) ≥
ξ > 1

n
. Como z(0) = 0, temos que 0 = z(0) < 1

n
< z(t̃(x,v)). Pelo teorema do Valor

Intermediário, obtemos que existe t1 = t1(x,v) tal que

(1) 0 < t1(x,v) < t̃(x,v)

(2) z(t1(x,v)) =
1
n
, isto é, r(t1(x,v),x,v, 1) ∈ En.

Por (5.3.19), t1(x,v) é único satisfazendo (1) e (2) acima, e por (5.3.18), ż(t1(x,v)) >

0. Segue que ṙ(t1) não é horizontal, isto é, a intersecção de r com En em t1(x,v) é

transversal.

Para (x,v) ∈ A, seja t2 = t2(x,v) = inf{ t > t̃(x,v) ; r(t,x,v, 1) ∈ En }. Note
que t2 existe, pois pelo teorema do Valor Intermediário e pelo lema 5.3.15, temos que

{ t > t̃(x,v) ; r(t,x,v, 1) ∈ En } 6= ∅. Mais ainda, também pelo lema 5.3.15, temos

t2(x,v) < Tδ0 . Pela definição de t2, é fácil ver que

z(t) > 0, t ∈ (0, t2(x,v) ]. (5.3.20)

Mostraremos agora que ż(t2(x,v)) 6= 0, onde (x(t), z(t)) = r(t,x,v, 1). Se ż(t2(x,v)) =

0, então t2(x,v) é um máximo local de z (pois, como z(t2(x,v)) = 1/n > 0,
..
z (t2(x,v)) <

0, veja (5.3.16)). Segue que z é crescente, para t < t2(x,v), t perto de t2(x,v). Como

z(t̃) ≥ ξ > 1/n, t̃ = t̃(x,v), temos que existe t′, t̃ < t′ < t2(x,v) com z(t′) = 1/n, o que

contradiz a definição de t2(x,v). Isto mostra que ż(t2(x,v)) 6= 0 e segue que ṙ(t2(x,v))

não é horizontal, isto é, a intersecção de r com En em t = t2(x,v) é transversal.

Em resumo, temos aplicações t1, t2 : A → IR com
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(1) 0 < t1(x,v) < t̃(x,v) < t2(x,v) < Tδ0 , para todo (x,v) ∈ A

(2) r(ti(x,v),x,v, 1) ∈ En, i = 1, 2, (x,v) ∈ A e r(t,x,v, 1) intersecta transversal-

mente En em t = t1, t2.

(3) t1, t2 são os primeiros dois tempos onde r(t,x,v, 1) intersecta transversalmente

En, isto é, r(t,x,v, 1) /∈ En, para todo t ∈ (0, t2), t 6= t1.

Note que t1 e t2 dependem de n.

Mostraremos agora que t1 e t2 são funções cont́ınuas em A, para cada n fixado. Seja

(xk,vk) → (x,v), (xk,vk) uma seqüência em A e (x,v) ∈ A. Escolha a, b > 0 tais que

t1(x,v) < a < t2(x,v) < b, e que r(t,x,v, 1), a ≤ t ≤ b, intersecta En transversalmente

em um único ponto (certamente este ponto é r(t2(x,v),x,v, 1)).

Note que também temos que r(t,x,v, 1), 0 ≤ t ≤ a, intersecta transversalmente En

em um único ponto (este ponto é r(t1(x,v),x,v, 1)).

Aplicando a proposição 4.0.11 a r(t,x,v, 1), com 0 ≤ t ≤ a, e a r(t,x,v, 1), com

a ≤ t ≤ b, temos que para k suficientemente grande, r(t,xk,vk, 1), com 0 ≤ t ≤ a,

e r(t,xk,vk, 1), com a ≤ t ≤ b, intersectam En transversalmente em um único ponto.

Segue que r(t,xk,vk, 1), com 0 ≤ t ≤ b, intersecta En transversalmente em dois pontos,

e estas intersecções acontecem nos tempos t1(xk,vk) e t2(xk,vk). Aplicando a proposição

4.0.12 a r(t,x,v, 1), com 0 ≤ t ≤ a, temos que limk→+∞ t(xk,vk) = t(x,v), onde t(x′,v′),

com (x′,v′) próximo de (x,v), é o tempo em que r(t,x′,v′, 1), 0 ≤ t ≤ a, intersecta En

transversalmente. Por unicidade das interseções t(xk,vk) = t1(x,v), o que implica que t1

é cont́ınua. Da mesma forma, aplicando novamente a proposição 4.0.12 a r(t,x,v, 1), com

a ≤ t ≤ b, temos que limk→+∞ t(rk(a), ṙk(a)) = t(r(a), ṙ(a)), onde rk(a) = r(a,xk,vk, 1)

e ṙk(a) = ṙ(a,xk,vk, 1), e onde t(rk(a), ṙk(a)) é o tempo em que r(t,xk,vk, 1), a ≤ t ≤ b,

intersecta En transversalmente. Por unicidade das interseções t(rk(a), ṙk(a)) = t2(xk,vk)

e t(r(a), ṙ(a)) = t2(x,v). Logo t2(xk,vk)→ t2(x,v), o que implica que t2 é cont́ınua.

Defina f : A → En por f(x,v) = r(t2(x,v),x,v, 1).

Como r e t2 são cont́ınuas, segue que f é cont́ınua. Lembre que s0(t) e s1(t) intersectam

transversalmente o eixo x exatamente em dois pontos (veja ińıcio da prova do teorema),

logo, para n suficientemente grande, s0(t) e s1(t) também intersectam En transversalmente
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em exatamente dois pontos, e temos que f(x̃0, ṽ0) = (x′, 1
n
), com x′ < 0, f(x̃1, ṽ1) =

(x′′, 1
n
), com x′′ > 0. Assim, como A é conexo e f cont́ınua, pelo teorema do Valor

Intermediário, existe (xn,vn) ∈ A tal que f(xn,vn) = (0, 1
n
).

Figura 5.3.22:

Obtemos assim uma seqüência { (xn,vn) } ∈ A tal que r(tn,xn,vn, 1) = (0, 1
n
), para

algum tn ∈ (0, Tδ0), (de fato tn = t2(xn,vn)). Como A é compacto e tn ∈ [0, Tδ0 ], existe

subseqüência (tm,xm,vm) de (tn,xn,vn), tal que (tm,xm,vm)→ (τ, x̄, v̄) ∈ [0, Tδ0 ]×A.

Conseqüêntemente , limm→+∞ r(tm,xm,vm, 1) = r(τ, x̄, v̄, 1). Por outro lado,

r(tm,xm,vm, 1) = (0, 1
n
)→ (0, 0), o que implica r(τ, x̄, v̄, 1) = (0, 0). Portanto r : [0, τ ]→

IR2, r(t) = r(t, x̄, v̄, 1) satisfaz (1), (2), (3), (4) do teorema.

Figura 5.3.23: Obtenção da solução r(t)

Para terminar a prova do teorema, mostramos que r(t) = r(t, x̄, v̄, 1) satisfaz (5). Seja

(xm(t), zm(t)) = r(t,xm,vm, 1). Note que, por (5.3.20), zm(t) ≥ 0, para todo t ∈ [0, tm]

(pois tm = t2(xm,vm)). Logo z̄(t) ≥ 0, para todo t ∈ [0, τ ], onde (x̄(t), z̄(t)) = r(t, x̄, v̄, 1).

Conseqüêntemente, se z̄(t′) = 0 para algum t′ ∈ (0, τ), temos ˙̄z(t′) = 0 (t′ é ponto de

mı́nimo local), isto é, (x̄, z̄) é tangente ao eixo x em t = t′. Segue que (x̄(t), z̄(t)) está

contido no eixo x, para todo t ∈ (0, τ), o que é uma contradição. Logo z̄(t) > 0, t ∈ (0, τ).

Isto mostra que r(t) satisfaz (5) do teorema.
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Provas das afirmações e do lema 5.3.15

Afirmação 5.3.13 Podemos escolher duas soluções de (5.3.15), s0(t) = s(t, x̃0, ṽ0, 1) e

s1(t) = s(t, x̃1, ṽ1, 1), obtidas dos teoremas 5.3.3 e 5.3.8, respectivamente, com energia

negativa. Além disso, podemos também escolher ṽ0 < ṽ1, e satisfazendo

V (x̃1) +
1

2
|ṽ1|2 < V (x̃0) +

1

2
|ṽ0|2 < 0.

Prova: Seja r0(t) = r(t,x0,v0, 0) solução circular de
..
r= −∇V (r, 0) = − κ

||r||3 r, κ > 0,

com energia E(r0(t)) = h < 0 (veja pag. 47).

Seja rε(t) = r(t,x0, v̄, ε) solução periódica de
..
r= −∇V (r, ε), obtida da proposição

5.3.1, com energia E(rε(t)) = h̄, para ε > 0.

Se ‖v0 − v̄‖ < min{ ‖v0‖, |h|
3‖v0‖ } = η então 1

2
‖v̄‖2 < 1

2
‖v0‖2 + |h|

2
.

De fato, primeiro note que ‖v̄‖ ≤ ‖v0‖+ η ≤ 2‖v0‖. Agora,
‖v̄‖2 − ‖v0‖2 =

(

‖v̄‖+ ‖v0‖
)(

‖v̄‖ − ‖v0‖
)

≤ 3‖v0‖
(

‖v̄− v0‖
)

≤ 3‖v0‖ |h|
3‖v0‖ = |h|

Como V cont́ınua em ε, para ε suficiente pequeno temos V (x0, ε) ≤ V (x0, 0) − h
2
e

1
2
‖v̄‖2 < 1

2
‖v0‖2 − h

2
.

Assim, para η e ε como acima (η é garantido pela afirmação 4.1.2),

h̄ =
1

2
‖v̄‖2 + V (x0, ε) <

1

2
‖v0‖2 + V (x0, 0)− h = 0.

Logo h̄ = E(rε(t)) < 0.

Seja s0(t) =
1
ε
rε(ε

3/2t) solução de (5.3.15). A energia de s0(t) também é negativa. De

fato
E(s0(t)) = 1

2
ε ‖ṙε(0)‖2 + V (1

ε
x0, 1)

= 1
2
ε ‖v̄‖2 + εV (x0, ε)

= εE(rε(t)) = εh̄ < 0,
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aqui usamos uma das propriedades do potencial, ver lema 1.2.6.

Isto mostra que podemos escolher s0 com energia negativa.

Note que ṽ0 = ṡ0(0) = εṙε(0) = εv̄. Assim,

‖ṽ0‖ = |ṽ0| ≤ ε(2‖v0‖). (5.3.21)

Seja r1(t) = r(t,x1,v1, 0) solução circular de
..
r= −∇W (r, 0) = − κ

||r||2 r, κ > 0. (veja

(4.2.8)). Note que ‖v1‖ =
√
κ.

Seja r 1
ε
(t) = r(t,x1, w̄,

1
ε
) solução periódica de

..
r= −∇W (r, 1

ε
), obtida do teorema

5.3.6.

Se ‖v1 − w̄‖ < ‖v1‖
2

=
√
κ
2

= η, então κ
4
< ‖w̄‖2 < 4κ.

Considere o sistema
..
r= −∇V (r, 1

ε
), onde V é transladado de W (ver lema 1.2.9), e

seja s 1
ε
(t) a solução deste sistema obtida da translação da solução periódica r 1

ε
(t) acima

(ver corolàrio 1.2.7).

Note que a energia E(s 1
ε
(t)) = E(r 1

ε
(t)) e que ṡ 1

ε
(0) = ṙ 1

ε
(0) = w̄.

Seja s1(t) = ε s 1
ε
( t
ε
) solução de (5.3.15). Logo ṡ1(0) = ṡ 1

ε
(0) = w̄, e dist( s1(0), C) =

ε‖x1‖, onde C é o fio circular de raio 1.

Assim,

E(s1(t)) =
1

2
‖ṡ 1

ε
(0)‖2 + V (s1(0), 1) < 2κ+ V (s1(0), 1)

como dist( s1(0), C) = ε‖x1‖, e V (x, 1) → −∞, quando dist (x, C) → 0, temos que

podemos escolher ε suficientemente pequeno tal que E(s1(t)) < 0. Mais ainda, dado

n > 0, podemos escolher ε suficientemente pequeno tal que E(s1(t)) < −n. Em particular,

podemos escolher s0(t) e s1(t) tais que E(s1(t)) < E(s0(t)).

Note que ṽ1 = ṡ1(0) = w̄. Logo

‖ṽ1‖ = |ṽ1| = ‖w̄‖ >
√
κ

2
(5.3.22)

De (5.3.21) e (5.3.22) segue que podemos escolher ‖ṽ0‖ < ‖ṽ1‖. Isto prova a afirmação.
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Afirmação 5.3.14 Seja A =
(

[x̃0, x̃1]× {ṽ0}
)

⋃

(

{x̃1}× [ṽ0, ṽ1]
)

. Para todo (x,v) ∈ A,
a energia H(x,v) da solução r(t) = r(t,x,v, 1) de (5.3.15) é menor ou igual a δ0.

Prova: Segue da afirmação 5.3.13 e do fato de que V (x̃0) ≤ V (x) ≤ V (x̃1), para todo

x ∈ [x̃1, x̃0 ].

Afirmação 5.3.17 Existe ξ > 0, tal que para todo (x,v) ∈ A, z̃(x,v) ≥ ξ.

Prova: Suponhamos que não existe um tal ξ > 0. Então existe seqüência (xn,vn) tal

que z̃(xn,vn) ≤ 1
n
. Como (xn,vn) ∈ A, que é compacto, existe subseqüência (xnk ,vnk) de

(xn,vn), que converge a um (x̄, v̄) ∈ A. Por continuidade temos que r(t,xnk ,vnk , 1) →
(r(t, x̄, v̄, 1) e ṙ(t,xnk ,vnk , 1)→ ṙ(t, x̄, v̄, 1), o que implica que

znk(t)→ z̄(t) e (5.3.23)

żnk(t)→ ˙̄z(t) (5.3.24)

onde (xn(t),vn(t)) = r(t,xn,vn, 1) e (x̄(t), v̄(t)) = r(t, x̄, v̄, 1).

Seja t ∈ [0, 1
2
t̃(x̄, v̄)]. Por (5.3.18), temos que existe χ > 0 tal que ˙̄z(t) ≥ χ, para todo

t ∈ [0, 1
2
t̃(x̄, v̄)).

Por (5.3.24), temos que, para nk suficientemente grande,

żnk(t) ≥
χ

2
> 0, para todo t ∈ [0,

1

2
t̃(x̄, v̄)] (5.3.25)

para todo t ∈ [0, 1
2
t̃(x̄, v̄)].

Por (5.3.23), temos que, para nk suficientemente grande,

znk(
1

2
t̃(x̄, v̄)) ≥ 1

2
z(

1

2
t̃(x̄, v̄)) > 0.

Note que r(t,xnk ,vnk , 1) está definida em [0, 1
2
t̃(x̄, v̄)], para n suficientemente grande.

Por definição de t̃ e por (5.3.25), temos que t̃(xn,vn) >
1
2
t̃(x̄, v̄), assim, por (5.3.19),

z̃(xnk ,vnk) > znk(
1
2
t̃(x̄, v̄))

≥ 1
2
z(1

2
t̃(x̄, v̄)) = η > 0
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Assim, z̃(xnk ,vnk) > η > 0, para todo nk suficientemente grande, uma contradição,

pois z̃(xn,vn)→ 0.

Para provar o lema 5.3.15 usaremos os seguintes lemas e observações. No que segue

escrevemos ΛA = 2
min{1,A} + 1, para A > 0. Note que ΛA > 1.

Lema 5.3.18 Seja z(t) definida em [0, a] tal que

(1)
..
z ≤ −Az, A > 0

(2)

{

z(0) = z0 > 0
ż(0) = 0

Se a > ΛA, então existe t0 ∈ [0,ΛA] tal que z(t0) = 0.

Prova: Suponha que z(t) 6= 0, para todo t ∈ [0,ΛA]. Sendo assim, temos que z(t) > 0,

para todo t ∈ [0,ΛA]. Note que, por (1), ż(t) é decrescente em [0,ΛA].

Como ż(0) = 0, temos ż(t) < 0, t ∈ (0,ΛA]. Logo z é decrescente em (0,ΛA]. Note

também que z está definida em 1, pois 1 < ΛA < a.

Afirmamos que ż(1) ≤ −(min{1, A}) z0
2
. De fato, temos dois casos: z(1) ≥ z0

2
ou

z(1) ≤ z0
2
.

Suponhamos, primeiro, que z(1) ≥ z0
2
. Isto implica que z(t) ≥ z0

2
para todo t ∈ [0, 1].

Logo
ż(1) =

∫ 1
0

..
z (t)dt ≤ ∫ 1

0 −Az(t)dt

≤ −A ∫ 10 z(t)dt ≤ −A z0
2
.

Suponhamos agora que z(1) ≤ z0
2
. Pelo teorema do Valor Médio, existe t′ ∈ (0, 1) tal

que

ż(1) < ż(t′) =
z(1)− z(0)

1− 0
≤ −z0

2
,

provando assim nossa afirmação.

Como ż é decrescente em (0,ΛA], para 1 ≤ t ≤ ΛA, temos que ż(t) ≤ ż(1) ≤ −α, com
α = (min {A, 1}) z0

2
.
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Assim, z(t) − z(1) =
∫ t
1 ż(s) ds ≤ −α (t − 1). Segue que z(t) ≤ z(1) − α (t − 1) ≤

z0 − α (t− 1), para 1 ≤ t ≤ ΛA. Portanto

z(ΛA) = z
(z0
α

+ 1
)

≤ z0 − α (ΛA − 1) = 0

Segue que existe t0 ∈ [0,ΛA] tal que z(t0) = 0.

Lema 5.3.19 Seja z(t) definida em [0,+∞) tal que

(1)
..
z ≤ −Az, A > 0

(2)

{

z(0) = 0
ż(0) > 0

Então existe t0 > 0 tal que ż(t0) = 0.

Prova: Suponha que ż(t) 6= 0, para todo t. Logo ż(t) > 0, para todo t, e assim z é

crescente. Então 0 < z(1) < z(t), para todo t ≥ 1, e

ż(t) = ż(1) +
∫ t

1

..
z (s)ds ≤ ż(1)− A

∫ t

1
z(s)ds ≤ ż(1)− Az(1)(t− 1).

Avaliando em t = 1 + ż(1)
Az(1)

, temos ż(1 + ż(1)
Az(1)

) ≤ 0, o que é uma contradição.

Ainda para provar o lema 5.3.15 fazemos as seguintes observações.

Observações 5.3.20 1) Note que ∂V
∂z
(x, z) = λz

∫

C
du

‖r−u‖3 , onde r = (x, z), (veja (1.1.2)).

2) Seja r(t) uma solução de (5.3.15) e suponhamos que a energia E(r(t)) ≤ δ < 0. Pelo

lema 2.0.8, sabemos que a região de Hill, correspondente a δ, é limitada. Logo existe

Rδ, 0 < Rδ < +∞, tal que { r ; V (r) ≤ δ } ⊂ B(Rδ) onde B(Rδ) é a bola centrada na

origem, com raio Rδ. Portanto, se r(t) é solução de (5.3.15), com E(r(t)) ≤ δ < 0, então

‖r(t)‖ ≤ Rδ.

3) Vamos estimar
∫

C
du

‖r−u‖3 , com C fio circular de raio unitário e centrado na origem:
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‖r − u‖ ≤ ‖r‖ + ‖u‖ ≤ Rδ + 1, para todo u ∈ C e para todo r tal que V (r) ≤ δ.

Assim, 1
‖r−u‖3 ≥ 1

(Rδ+1)3
, e segue que

λ
∫

C

du

‖r− u‖3 ≥ λ
∫

C

du

(Rδ + 1)3
=

M

(Rδ + 1)3
. (5.3.26)

Finalmente, provamos o lema 5.3.15:

Lema 5.3.15 Para todo δ < 0, existe Tδ > 0, tal que se r(t) = (x(t), z(t)) é uma

solução de (5.3.15), com z(0) = 0, ż(0) > 0 e E(r(t,x,v, 1)) = H(x,v) ≤ δ, então

limt→t−0 z(t) = 0, para algum t0 ∈ (0, Tδ].

Prova: Temos que
..
z = −∂V

∂z
(x, z) = −λz

∫

C

du

‖r− u‖3 (5.3.27)

Note que
..
z < 0, se z > 0, e

..
z > 0, se z < 0. Seja r(t) solução de (5.3.15), com

E(r(t)) ≤ δ < 0, z(0) = 0 e ż(0) > 0. Por (5.3.27), | ..z | = λ |z| ∫C du
‖r−u‖3 ≥ M

(Rδ+1)3
|z|,

onde a desigualdade segue de (5.3.26).

Chame A = M
(Rδ+1)3

e ΛA = 2
min{1,A} + 1. Temos a inequação

| ..z | ≥ A |z| (5.3.28)

Se z > 0, temos
..
z < 0, e a inequação vem a ser − ..

z ≥ Az, para z ≥ 0.

Seja (a, b), a < 0 < b, o intervalo (maximal) de definição de r(t) = (x(t), z(t)). Se

b < 2ΛA, r(t) colide e assim limt→b− z(t) = 0, e o lema está provado. Suponhamos então

que b > 2ΛA.

Afirmamos que existe t̄ ∈ (0, b), tal que ż(t̄) = 0. Se ż(t) 6= 0, para todo t ∈ (0, b),

então z é crescente e limt→b− z(t) > 0. Logo r(t) não é solução com colisão em b, o que

implica que b = +∞. Como z(t) > 0, t ∈ (0,+∞), isto contradiz o lema 5.3.19. Isto

mostra que existe t̄ ∈ (0, b) tal que ż(t̄) = 0.

Substituindo t̄ por min{ t > 0 ; ż(t) = 0 }, podemos supor que ż(t) > 0, t ∈ [0, t̄ ).

Logo z(t) é crescente em [0, t̄ ] e z(t) > 0, t ∈ (0, t̄ ]. Aplicando o lema 5.3.18 à aplicação

t 7→ z(t̄− t), t ∈ [0, t̄], obtemos que t̄ ≤ ΛA.
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Lembre que estamos supondo que b > 2ΛA. Vamos mostrar que existe t0 ∈ [0, 2Λa],

tal que z(t0) = 0. Suponhamos que z(t) 6= 0, t ∈ (0, 2ΛA]. Como t̄ ∈ (0, 2ΛA) e z(t̄) > 0,

temos z(t) > 0, t ∈ (0, 2ΛA]. Por continuidade existe c, tal que z(t) > 0, t ∈ (0, c), com

2ΛA < c < b. Note que c− t̄ > ΛA.

Aplicando o lema 5.3.18 à aplicação t 7→ z(t + t̄), t ∈ [0, c − t̄], obtemos uma con-

tradição. Isto prova o lema.

Solução em forma de oito no problema de Euler simétrico

Durante nosso estudo no plano vertical percebemos a semelhança do problema de Euler

simétrico com o problema do fio circular restrito ao plano vertical. Para o problema de

Euler simétrico, que é um problema integrável e sobre o qual existem muitos estudos,

não encontramos a prova da existência de soluções em forma de oito. Para terminar esta

seção vamos verificar que, com mı́nimas modificações, os métodos desta seção servem para

construir soluções periódicas em forma da figura oito, para o problema de Euler simétrico.

Considere o plano-(x, y) e dois centros fixos, com massa M , situados nos pontos

(ρ, 0) = ρe1, (−ρ, 0) = −ρe1, ρ > 0. Consideremos uma part́ıcula P, de massa infinite-

simal, movendo-se neste plano, submetida unicamente à força de atração gravitacional

induzida pelos dois centros fixos. O potencial deste problema é dado por

U(r) = − M

‖r+ ρe1‖
− M

‖r− ρe1‖
.

Para expressar a dependência da massa e de ρ, podemos escrever U(r, ρ,M) =

− M
‖r+ρe1‖ −

M
‖r−ρe1‖ . U satisfaz as mesmas propriedades que V (caṕıtulo 1, seção 1.2.3).

Para M fixo, ρ pequeno, U(r, ρ,M) é uma perturbação simétrica do potencial de

Kepler U(r, 0,M) = − 2M
‖r‖ . Podemos então obter, de forma similar ao caso do fio circular,

soluções s0(t) periódicas, simétricas, longe dos centros fixos. Mais ainda, um argumento

similar ao usado na prova da afirmação 5.3.13, mostra que podemos escolher s0(t) com

energia negativa e próxima de zero, e também tal que ‖ṡ0(t)‖ seja pequeno.

Seja

U(r, ε) = − M

‖r‖ −
M

‖r+ 21
ε
e1‖

= − M

‖r‖ −
εM

‖εr+ 2e1 ‖
.
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Note que U(r, ε) é o transladado de U(r, 1
ε
,M) (ver lema 1.2.9).Note também que,

para ε pequeno, podemos considerar U(r, ε) como uma perturbação do potencial de Kepler

U(r, 0) = − M
‖r‖ . Seja v̄ = (0, v̄ ), v̄ > 0, a velocidade tal que r̄(t) seja solução circular

do problema de Kepler
..
r = −∇U(r, 0), com r̄(0) = (1, 0) = e1 e ˙̄r(0) = v̄. Note que

v̄ =
√
M.

Seja também t̄ > 0, tal que r̄(t̄) = (0,−1), t̄ > 0 é o primeiro tempo (positivo) no qual

r̄ atinge (0,−1). Note que r̄(t), 0 ≤ t ≤ t̄, intersecta transversalmente o eixo x negativo

em um único ponto.

Figura 5.3.24:

Seja rε(t) = (xε(t),vε(t)), a solução de
..
r = ∇U(r, ε), com rε(0) = e1, ṙε(0) = v̄.

Logo, pela proposição 4.0.18, para ε suficientemente pequeno, rε(t), 0 ≤ t ≤ t̄, inter-

secta transversalmente o eixo x negativo exatamente em um ponto rε(tε) e yε(t) > 0, 0 <

t < tε. Como rε está perto de r̄, para ε suficientemente pequeno, podemos supor que

−2 < xε(tε).

Seja r̃ε(t) := rε(t) +
1
ε
e1. Logo r̃ε(t) é solução de

..
r = ∇U(r, 1

ε
,M). Seja sε(t) :=

ε r̃ε(ε
−3/2t). Segue do corolário 1.2.7 que sε(t) = (xε(t), yε(t)) é solução de

..
r = ∇U(r, 1,M),

e verifica-se facilmente que sε(0) = (1 + ε, 0), sε(ε3/2tε) = (xε, 0), 0 < xε < 1, yε(t) >

0, 0 < t < ε3/2tε, e ṡε(0) = 1√
ε
v̄. Logo

E(sε(t)) = E(sε(0)) = 1
2ε
‖v̄‖2 + U(sε(0), 1,M) =

= M
2ε
− M

ε
− M

2+ε
=

= −M
2ε

(

1 + 2ε
2+ε

)

Assim, escolhendo ε suficientemente pequeno, podemos escolher s1(t) = sε(t) com
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energia negativa e de valor absoluto grande. Note também que ‖ṡ1(0)‖ = 1√
ε
‖v̄‖ =

√
M√
ε
.

é grande.

As soluções s0(t) e s1(t) acima construidas satisfazem as propriedades análogas ao

caso do problema do fio circular, necessárias para a prova da existência de soluções em

forma de oito.

Note que U(r, 1,M) também satisfaz o lema 5.3.11.

Para o caso do problema de Euler simétrico, a afirmação 5.3.13 segue da escolha de

s0 e s1 acima, e a prova das afirmações 5.3.14 e 5.3.17 são idênticas. A prova do lema

5.3.15 também é análoga, é só estimar ∂
∂y
U(x, y) = y

(

M
‖r−e1‖3 + M

‖r+e1‖3
)

, onde U(x, y) =

U((x, y), 1,M). Mas, um simples cálculo mostra que se r(t) = (x(t), y(t)) tem energia

menor ou igual a δ < 0, então

( M

‖r− e1‖3
+

M

‖r+ e1‖3
)

≥ 2M

(1 +Rδ)3
,

onde Rδ < +∞ é o raio da região de Hill de energia δ < 0, isto é, Rδ = sup { ‖r‖ ; U(r) ≤
δ } (verificamos diretamente que Rδ ≤ 2

−δ + 1).

Logo y(t) satisfaz a inequação

| ..y | ≥ A |y|,

com A = 2M
(1+Rδ)3

.

O restante das provas do lema 5.3.15 e do teorema 5.3.10 são análogos.

5.4 Soluções periódicas perto do fio circular no caso

geral

No estudo da dinâmica no plano vertical, para um fio contido no plano horizontal,

passando pela origem, de raio 1
ε
, vimos que o sistema é dado por
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

























..
x= −∂W

∂x

(

x, z,
1

ε

)

..
z= −∂W

∂z

(

x, z,
1

ε

)

(5.4.29)

ondeW é como em (2.2.3). Este sistema se comporta como uma perturbação do problema

do fio infinito (veja observação 4.2.4). Usando o teorema 4.2.1, provamos a existência de

soluções periódicas do sistema (5.4.29) acima, numa vizinhança da origem.

Fixe K ∈ IR. Consideremos agora o sistema:



































..
x=

K2

ε2
(

x− 1
ε

)3 −
∂W

∂x

(

x, z,
1

ε

)

..
z= −∂W

∂z

(

x, z,
1

ε

)

(5.4.30)

onde W é como acima (ver (2.2.3)) e x < 1
ε
.

Para ε suficientemente pequeno, o sistema dado por (5.4.30) também se comporta

como uma perturbação do problema do fio infinito, pois limε→0

K2

ε2

(x− 1
ε )

3 = 0

De fato, defina

g(x, z, ε) =































(

K2

ε2

(x− 1
ε )

3 , 0

)

−
(

∂W
∂x

(

x, z, 1
ε

)

, ∂W
∂z

(

x, z, 1
ε

))

, para ε 6= 0

−2λ (x, z)

||(x, z)||2 , para ε = 0

Pelo lema 2.2.7, segue-se que g é cont́ınua, e por definição de g, para cada ε fixo, g é

C1 em (x, z), e é invariante pela simetria ϕ(x, z) = (x,−z).
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Mantendo a notação do teorema 4.2.1, ou seja, dado um ćırculo C no plano-(x, z),

com centro na origem e dado um aberto U da forma C ⊂ U ⊂ (IR2−{(0, 0)}), verificamos

que (5.4.30) satisfaz as condições do teorema 4.2.1.

Assim, aplicando o teorema 4.2.1, para C e U como acima, obtemos δ0 > 0 tal

que existe solução periódica r(t) = (x(t), z(t)) do sistema (5.4.30) em U , para cada ε ∈
(−δ0, δ0). Estas soluções periódicas têm por traço um curva fechada simples, simétrica

em relação ao eixo x, que enlaça a origem.

Observação:

1) Considere o sistema
..
r= g(r, ε), (5.4.31)

com g como definida acima e r = (x, z).

Observe que uma solução de (5.4.31), com ε 6= 0, é uma solução de (5.4.30).

2) O sistema (5.4.30) pode ser re-escrito como
..
r= −∇W

(

r, 1
ε

)

, onde

W
(

r,
1

ε

)

=W
(

x, z,
1

ε

)

= −







K2

ε2

2
(

x− 1
ε

)2 + W
(

x, z,
1

ε

)





 .

Finalmente, consideremos o sistema:


























..
x=

K2

ε2

x3
− ∂V

∂x

(

x, z,
1

ε

)

..
z= −∂V

∂z

(

x, z,
1

ε

)

(5.4.32)

onde V é o potencial do fio circular, centrado na origem do plano-(x, y), de raio 1
ε
.

Observações:

1) O sistema (5.4.32) pode ser re-escrito como
..
r= −∇V

(

r, 1
ε

)

, com r = (x, z) e
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V
(

x, z,
1

ε

)

= −




K2

ε2

2x2
+ V

(

x, z,
1

ε

)



 .

2) Note que V é um transladado de W , isto é,

V
(

x− 1

ε
, z,

1

ε

)

= W
(

x, z,
1

ε

)

,

onde W é o potencial do problema (5.4.30).

Proposição 5.4.1 Consideremos o sistema (5.4.32). Seja C um ćırculo no plano-(x, z),

com centro na origem e raio arbitrário, e seja U um aberto que contém C da forma

C ⊂ U ⊂ (IR2 − {(0, 0)}).

Então, existe δ0 > 0 tal que para cada ε, com 0 < ε < δ0, existe uma solução periódica

rε(t) de (5.4.32) em U − {( 1
ε
, 0)} = {(x − 1

ε
, z); (x, z) ∈ U}. Além disso, rε(t) tem por

traço uma curva fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o ponto
{(

−1
ε
, 0
)}

.

Prova: Segue do fato do sistema (5.4.30) ter soluções periódicas (com propriedades como

no enunciado acima), do lema 1.2.9 e das observações 1) e 2) acima.

Observações 5.4.2

1) Seja rε(t) = (xε(t), zε(t)) solução de (5.4.32), como na proposição 5.4.1. Da forma

do sistema (5.4.32) e da simetria do potencial V , segue que (−xε(t), zε(t)) também é

solução de (5.4.32), e assim, também obtemos soluções de (5.4.32) em U + {( 1
ε
, 0)} =

{(x+ 1
ε
, z); (x, z) ∈ U}.

2) Como U é fixo, para ε suficientemente pequeno, a solução rε(t) = (xε(t), zε(t)), dada

na proposição 5.4.1, fica no semiplano dos x < 0, do plano-(x, z), isto é, xε(t) < 0.

Analogamente, para ε suficientemente pequeno, a solução (−xε(t), zε(t)) fica no semiplano

dos x > 0.
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3) Pelo lema 1.2.9 as soluções obtidas da proposição 5.4.1 são da forma rε(t) = (xε(t), zε(t)) =

(x(t)− 1
ε
, z(t)), (−xε(t), zε(t)) = (x(t)+ 1

ε
, z(t)), onde (x(t), z(t)) são soluções de (5.4.30).

Na próxima seção, usamos a formulação lagrangeana do problema do fio circular

homogêneo, para mostrar que as soluções de (5.4.32) são soluções “reduzidas” do problema

do fio circular homogêneo de raio 1
ε
.

5.4.1 Redução do problema tri-dimensional a um problema pla-
nar

Consideremos o problema do fio circular homogêneo no espaço IR3, contido no plano-

(x, y), centrado na origem, e com raio 1
ε
.

Usando coordenadas ciĺındricas (r, ϕ, z), o lagrangeano nestas coordenadas se escreve

como:

L(r, ϕ, z, ṙ, ϕ̇, ż) =
1

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2)− Uε(r, z)

onde

Uε(r, z) = V (rcosϕ, rsenϕ, z,
1

ε
) = − 2

π
M
∫ π

2

0

dθ
{

[(r + 1
ε
)2 + z2]cos2θ + [(r − 1

ε
)2 + z2]sen2θ

}1/2

e V ((x, y, z), 1
ε
)) é o potencial do fio circular, com raio 1

ε
, em coordenadas cartesianas (ver

(1.2.11)).

As equações do movimento (1.1.1) nestas coordenadas são dadas por:























































..
r=

K2

ε2

r3
− ∂Uε

∂r
(r, z)

..
z= −∂Uε

∂z
(r, z)

ϕ̇(t) =
K/ε

r2

(5.4.33)
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onde K é constante.

Observações:

1) Note que o sistema (5.4.33) (e as soluções (r, ϕ, z)) depende da constante K).

2) K = 0 implica que ϕ é constante. Logo o movimento estará sobre um plano, o plano

determinado pelo eixo z e pelo vetor (cosϕ, senϕ, 0). Desta forma, para K = 0 recaimos

num problema planar


























..
r= −∂Ṽ

∂r

(

r, z,
1

ε

)

..
z= −∂Ṽ

∂z

(

r, z,
1

ε

)

onde Ṽ (r, z) = Uε(r, z).

3) As duas primeiras equações do sistema (5.4.33) coincidem com o sistema (5.4.32). E

pela proposição 5.4.1 e observações 5.4.2, existe solução periódica de (5.4.33) em (r, z),

que tem por traço uma curva fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça

o ponto (1
ε
, 0).

Observe que se (r(t), z(t)) é solução de (5.4.32), definindo ϕ(t) =
∫ t

0

K/ε ds

r2(s)
, temos

que (r(t), ϕ(t), z(t)) é solução de (5.4.33). Logo (r(t) cosϕ(t), r(t) senϕ(t), z(t)) é solução

de (1.1.1), com o fio circular contido no plano horizontal, com raio 1/ε.

Lema 5.4.2 Seja (r(t), z(t)) solução periódica de (5.4.32), de peŕıodo τ e ϕ(t) =
∫ t

0

K/ε ds

r2(s)
.

Então r(t) = (r(t) cosϕ(t), r(t) senϕ(t), z(t)) é solução periódica de (1.1.1) se, e somente

se,
ϕ(τ)

2π
é um número racional.

Prova: Primeiro, note que, como r(t) é τ -periódica, temos que ϕ̇(t) também é τ -periódica.
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Suponhamos que ϕ(τ)
2π

= p
q
. Assim, q ϕ(τ) = 2πp. Além disto, como r(t) é τ -periódica,

por definição de ϕ, temos que nϕ(τ) = ϕ(nτ), logo

ϕ(qτ) = 2πp.

Vejamos que ϕ(t + qτ) = ϕ(t) + 2πp. De fato, defina ψ1(t) = ϕ(t + qτ) e ψ2(t) =

ϕ(t) + 2πp. Como ϕ̇(t) é τ -periódica, temos que ψ̇1(t) = ψ̇2(t) e como ψ1(0) = ϕ(qτ) =

2πp = ψ2(0), concluimos que ψ1(t) = ψ2(t). Segue que ϕ(t+ qτ) = ϕ(t) + 2πp.

Desde que cosseno e seno são funções 2π-periódicas, e (r(t), z(t)) é τ -periódica, a

solução de (1.1.1), dada por (x(t), y(t), z(t)) = (r(t) cosϕ(t), r(t) senϕ(t), z(t)) é qτ -periódica.

Reciprocamente, suponhamos que (r(t) cosϕ(t), r(t) senϕ(t), z(t)) é τ0-periódica. Logo,

z(t) e r(t) =
√

(r(t)2 cos2ϕ(t) + r(t)2 sen2ϕ(t) são τ0-periódicas.

Podemos supor τ peŕıodo mı́nimo de (r(t), z(t)). Segue que τ0 = nτ .

Assim, como r(t) > 0, para todo t, e r(t) é τ0-periódica, temos cosϕ(t + nτ) =

cosϕ(t+ τ0) = cosϕ(t). Da mesma forma, senϕ(t+ nτ) = senϕ(t+ τ0) = senϕ(t), o que

implica que ϕ(t+ nτ)− ϕ(t) = 2πp, para algum p ∈ ZZ.

Avaliando em t = 0, temos nϕ(τ) = ϕ(nτ) = 2πp, e portanto
ϕ(τ)

2π
=
p

n
.

Usaremos a seguinte notação. Seja U ⊂ IR2
+ ⊂ IR2, onde IR2

+ = {(x, 0, z); x > 0}.
Definimos a rotação de U ao redor do eixo z:

rot U = { (x cosϕ, x senϕ, z); ϕ ∈ IR, (x, z) ∈ U }.

Em coordenadas ciĺındricas, temos rot U = {(r, ϕ, z); (r, z) ∈ U}.

Teorema 5.4.3 Seja C um ćırculo no plano-(x, z), com centro na origem e seja U um

aberto limitado que contém C da forma C ⊂ U ⊂ (IR2 − {(0, 0)}). Seja K 6= 0.
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Então, existe δ0 > 0 tal que para cada ε0 < δ0, existe ε, com 0 < ε < ε0 e existe uma solução

periódica rε(t) = (xε(t)cosϕε(t), xε(t)senϕε(t), zε(t)) de (1.1.1) em rot
(

U − {(1
ε
, 0)}

)

,

com momento angular K/ε. Além disso, (xε(t), zε(t)) tem por traço uma curva fechada

simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o fio circular.

Prova: Seja C um ćırculo no plano-(x, z), com centro na origem, e U um aberto limitado

que contém C da forma C ⊂ U ⊂ IR2 − {(0, 0)}. Sem perda de generalidade, podemos

supor K > 0.

Seja r̄v0
,0
(t) := r̄(t,x0,v0, 0) solução circular de (5.4.31), que tem como traço a curva

C. Suponhamos, sem perda de generalidade, que x0 ∈ {eixo positivo dos x}

Considere [0, t̄ ] um intervalo de tempo no qual r̄v0
,0
(t) intersecta transversalmente

o segmento fechado E = { (x, 0) ; −∞ < x ≤ 0 }, em um único ponto. Aplicando a

proposição 4.0.18 a r̄v0
,0
(t), t ∈ [0, t̄ ], obtemos um δ > 0 tal que, se ||v−v0|| < δ, |ε| < δ,

então a solução r̄v,ε(t) = (x̄v,ε(t), z̄v,ε(t)), t ∈ [0, t̄ ], de (5.4.30), intersecta E em um

único ponto, e t(v, ε) := t(x0,v, ε)) é cont́ınua.

Defina τ(v, ε) := 2t(v, ε) e Vδ = { (1 + s)v0; |s| < δ }.

Note que

1) τ(v, ε) é limitada (0 < τ(v, ε) < 2t̄).

2) Podemos tomar δ, suficientemente pequeno, tal que |x̄v,ε(t)| ≤ l + 1, para todo t ∈
[0, 2t̄ ], onde l é o raio de C. Mais ainda, como 2t̄ > limε→0τ(v, ε) = τ(v, 0) > 0, e τ é

cont́ınua, também podemos tomar δ suficientemente pequeno, tal que 0 < γ < τ(v, ε) <

2t̄, para uma constante γ.

3) Se r̄v,ε(t) é a solução periódica de (5.4.30), obtida do teorema 4.2.1, então τ(v, ε) é o

seu peŕıodo.

Seja δ0 > 0, como na proposição 5.4.1, e podemos supor 0 < δ0 < δ.

Seja rv,ε(t) = (xv,ε(t), zv,ε(t)) = (x̄v,ε(t) +
1
ε
, z̄v,ε(t)) solução de (5.4.32), com
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xv,ε > 0, ε ∈ (−δ, δ).

Temos que (xv,ε, ϕ, zv,ε) é solução de (5.4.33) (em coordenadas ciĺındricas, do pro-

blema do fio circular, com raio 1
ε
e momento angular K

ε
), onde ϕ(t) := ϕv,ε(t) =

∫ t

0

K/ε ds

x2
v,ε(s)

, (estamos assumindo ϕ(0) = 0).

Defina Θ : Vδ × [0, δ0]→ IR por

Θ(v, ε) =























∫ τ(v,ε)

0

K/ε ds

x2
v,ε(s)

=
∫ τ(v,ε)

0

K/ε ds
(

x̄v,ε +
1
ε

)2
(s)

, para ε 6= 0

0, para ε = 0.

De 1) e 2) acima e do fato de τ ser cont́ınua, segue que Θ é cont́ınua em Vδ × [0, δ0].

Note que Θ(v, ε) = ϕv,ε(τ(v, ε)). Além disso, como estamos supondo K > 0, temos

que Θ(v, ε) > 0, para ε > 0 e Θ(v, 0) = 0, para todo v.

Seja ε0, 0 < ε0 < δ0. Pelo addendum ao teorema 4.2.1 ( tomando ε0 > 0 ainda

menor, se necessário), existe conjunto conexo, compacto V ⊂ Vδ × [0, ε0], com Vε 6= ∅,
para todo ε ∈ [0, ε0], tal que para (v, ε) ∈ V , rv,ε(t) é solução periódica de 5.4.32, tendo

por traço uma curva fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o fio

circular. (Lembre que Vε = V ∩ (Vδ × {ε}).

Como Vε0 6= ∅ e V0 6= ∅, existem (vε0 , ε0), (v0, 0) ∈ V . Mais ainda, Θ(vε0 , ε0) > 0 e

Θ(v0, 0) = 0. Como V é conexo, temos que [0,Θ(vε0 , ε0)] ⊂ Θ(V). Então, existe número

racional p
q
∈ (0,Θ(vε0 , ε0)] e assim, existe (vε, ε) ∈ V , 0 < ε ≤ ε0, tal que Θ(vε, ε) =

p
q
. Do

lema 5.4.2, segue que (xv,ε(t)cosϕv,ε(t), xv,ε(t)senϕv,ε(t), zv,ε(t)) é solução periódica

de (1.1.1), que satisfaz as propriedades do enunciado do teorema.

Teorema 5.4.4 Considere o problema

..
r= −∇V (r), (5.4.34)

onde V (r) = V (r, 1, 2πλ) é o potencial do fio circular homogêneo C, com raio unitário e
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massa M = 2πλ, e r no espaço IR3.

Seja χ > 0. Então, para todo momento angular K 6= 0, existe uma solução periódica

r(t) do problema (5.4.34), com momento angular K e satisfazendo dist(r(t), C) ≤ χ,

para todo t. Mais ainda, se escrevemos r(t) = (r(t) cosϕ(t), r(t) senϕ(t), z(t)), então

(r(t), z(t)) tem por traço uma curva fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que

enlaça o fio circular.

Prova: Consideramos, no teorema 5.4.3, C com raio unitário e U = {p ∈ IR2 ; 1
2
< p <

3
2
}, conseguimos δ0 > 0 tal que para cada ε0 < δ0, existem ε, com 0 < ε < ε0, e uma

solução periódica rε(t) = (xε(t)cosϕε(t), xε(t)senϕε(t), zε(t)) do problema (1.1.1) (com fio

circular de raio 1/ε), com momento angular K/ε. Além disso, (xε(t), zε(t)) tem por traço

uma curva fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o fio circular. Pela

escolha de U , temos 1
2
< dist(rε, Cε) < 3

2
.

Seja r(t) = ε xε
(

1
ε
t
)

, z(t) = ε zε
(

1
ε
t
)

, ϕ(t) = ϕε
(

1
ε
t
)

, e

r(t) = (r(t) cosϕ(t), r(t) senϕ(t), z(t)). Segue que r(t) = ε rε
(

1
ε
t
)

. Pelo corolário 1.2.7,

r(t) é solução de (5.4.34), pelas propriedades de rε, temos que r(t) satisfaz:

(1) ε
2
< dist(r(t), C) < 3ε

2

(2) escrevendo rε(t) = (xε(t), yε(t), zε(t)), observamos que

r(t) = (ε xε
(

1
ε
t
)

, ε yε
(

1
ε
t
)

, ε zε
(

1
ε
t
)

) tem momento angular ε (ẏεxε − ẋεyε) = εK
ε
= K.

Dado χ > 0, tome ε0 com 3
2
ε0 < χ. Logo existem 0 < ε < ε0, rε(t), e r(t) = εrε(

1
ε
t)

como acima. Assim, dist(r(t), C) ≤ χ. Mais ainda, como (xε, zε) tem por traço uma curva

fechada simples, simétrica em relação ao eixo x, que enlaça o fio circular, o mesmo vale

para (r(t), z(t)) = ε(xε
(

1
ε
t
)

, zε
(

1
ε
t
)

).

Figura 5.4.25: Solução periódica no espaço IR3

Comentário Dada uma solução (periódica) rε de (1.1.1), com o fio circular com raio 1/ε

e com momento angular K
ε
, obtemos uma solução (periódica) s(t) do sistema (5.4.34),

com momento angular K (veja figura 5.4.25).

117



5.5 Solução de equiĺıbrio

No ińıcio deste trabalho observamos que a origem é um equiĺıbrio do sistema (1.1.1),

veja observação 1.1.2. Nesta seção, verificamos que a origem é a única solução de equiĺıbrio

deste sistema.

Teorema 5.5.1 A origem é o único equiĺıbrio do sistema
..
r= −∇V (r), onde V é o po-

tencial do fio circular homogêneo.

Prova: Já vimos que a origem é um equiĺıbrio do sistema
..
r= −∇V (r), provemos agora

a unicidade. Temos que ∂V
∂z
(x, y, z) = βz, β > 0, para todo z, logo se ∂V

∂z
(x, y, z) = 0

então z = 0, assim, se temos outra solução (x, y, z) de equiĺıbrio, esta se encontra no

plano-(x, y) que contém o ćırculo. Pela proposição 4.2.2 e pela observação 5.2.2, temos

que, no plano-(x, y), a menos da origem, ∇V (r) = U ′(r)
r

r, com U ′ > 0 fora do ćırculo e

U ′ < 0 na região interior ao ćırculo menos a origem. Portanto, ∇V = 0 apenas na origem,

como queŕıamos provar.
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Apêndice A

O potencial devido a Gauss

Apresentamos aqui a prova detalhada da terceira expressão equivalente do potencial,

que aparece na seção 1.2.1. Inicialmente, vamos lembrar a definição da média aritmético-

geométrica. Como falamos anteriormente, obtemos esta média da seguinte maneira:

Dados dois números positivos m,n, a média aritmética destes é maior ou igual que

sua média geométrica, pois desde que (m − n)2 ≥ 0, segue que m2 + 2mn + n2 ≥ 4mn,

sendo assim (m+n)2

4
≥ mn, logo 1

2
(m+ n) ≥ √mn.

Supondo m > n, então m > m+n
2

>
√
mn > n.

Chamando m1 =
m+n
2

e n1 =
√
mn , e construindo as seqüências {mi}, {ni} com

mi+1 =
mi + ni

2
, ni+1 =

√
mini

temos m > m1 > m2 > ... > n2 > n1 > n.

Como a seqüência {mi} é decrescente e limitada por n, esta converge, digamos para

m. Da mesma forma, {ni} é uma seqüência crescente e limitada por m, logo converge,

digamos para n. Agora, veremos que os limites são iguais.

De fato, considere a diferença mi+1 − ni+1. Desde que ni+1 > ni é claro que

mi+1 − ni+1 < mi+1 − ni =
1

2
(mi + ni)− ni =

1

2
(mi − ni)

E portanto 0 < mi − ni <
1
2i
(m− n).
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Tomando o limite quando i tende para o infinito, vemos que as seqüências convergem

a um mesmo limite comum. Este limite é chamado por Gauss ([H], pag. 78), de média

aritmético-geométrica de m e n, que denotaremos por σ(m,n). Note que se m = n, então

σ(m,m) = m.

Terceira expressão: O potencial do fio circular homogêneo devido a Gauss é dado por:

V (P ) = − M

σ(D, d)
(A.0.1)

onde σ(D, d) é a média aritmético-geométrica de D > 0 e d > 0, e d, D são as funções

de P = (x, y, z) definidas em (1.2.7).

Prova: Pela mudança de variável ψ = w
2
em (1.2.12), obtemos a expressão

V (P ) = −2λρ
∫ π

0

dψ√
d2cos2ψ +D2sen2ψ

(A.0.2)

E pela mudança de variável ψ′ = π − ψ em (A.0.2) temos

V (P ) = −2λρ ∫ π0 dψ√
D2cos2ψ+d2sen2ψ

= −λρ ∫ 2π0
dψ√

D2cos2ψ+d2sen2ψ

= −λρ
D

∫ 2π
0

dψ
√

cos2ψ+ d2

D2 sen
2ψ
.

(A.0.3)

A última integral depende somente da razão d
D
. Portanto, se nós encontramos o poten-

cial de um ponto qualquer onde esta razão tem um dado valor c, nós podemos encontrar

o potencial em todos os pontos onde a razão entre as distâncias máxima e mı́nima tem

este valor c.

Se tomamos um ponto P no eixo z, temos d = D e o potencial satisfaz

V (P ) = −λρ
D

∫ 2π

0
dψ = −M

D
= − M

σ(D,D)

120



como queŕıamos.

Seja então P um ponto fora do eixo z, logo com d < D. O conjunto de pontos Pα, no

plano que contém o ponto P e o eixo z, para os quais dα
Dα

= d
D

é constante, formam um

ćırculo C passando pelo interior do fio circular.

De fato, considerando, sem perda de generalidade, P no plano-(x, z), fazendo y = 0,

a equação

[(
√
x2 + y2 − ρ)2 + z2]1/2

[(
√
x2 + y2 + ρ)2 + z2]1/2

= c

se reduz a (x− ρ(1+c2)
1−c2 )2 + z2 = (ρ(1+c

2)
1−c2 )2 − ρ2 que é a expressão de um ćırculo de centro

x0 =
ρ(1+c2)
1−c2 , z = 0 e raio r com r2 =

[

ρ(1+c2)
1−c2

]2 − ρ2 = 4ρ2c2

(1−c2)2 .

Observações:

1) Observe que quando c tende para 1, o raio e o centro vão para o infinito e no limite o

ćırculo degenera no eixo z, que é o conjunto dos pontos onde c = 1, ou equivalentemente,

d = D.

2) O ćırculo corta o eixo x em dois pontos: (x0−r, 0, 0) e (x0+r, 0, 0). O ponto (x0−r, 0, 0)
pertence ao interior do fio circular no plano-(x, z) pois 0 < (x0 − r) < ρ.

Voltando à prova, seja P1 o ponto deste ćırculo C no plano-(x, y) e interior ao fio

circular homogêneo (veja figura acima). Se p1 denota a distância máxima de P1 ao fio,

temos de (A.0.3) que DV (P ) = p1V (P1) o que implica

V (P ) =
p1
D
V (P1) (A.0.4)
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ou seja, se conhecemos o valor do potencial em P1, podemos conhecer em todos os pontos

ao longo do ćırculo que passa por P1. Assim, o problema se reduz a encontrar o potencial

nos pontos do raio do fio circular.

Pela lei dos senos, temos a seguinte relação:

ρ

sen(π − α)
=

b

sen(α− w)

Como sen(π − α) = senα, então temos

sen(α− w) =
b

ρ
senα. (A.0.5)

Queremos w em função de α:

Derivando ρ sen(α− w(α)) = b senα em relação a α temos

ρ cos(α− w(α))

(

1− dw

dα

)

= b cosα

logo, 1− dw
dα

= b cosα
ρ cos(α−w(α))

, segue que

dw

dα
= 1− b cosα

ρ cos(α− w(α))
=

ρ cos(α− w(α))− b cosα

ρ cos(α− w(α))
,

donde

dw

dα
=

∆(w(α))

ρ cos(α− w(α))
(A.0.6)

pois ∆ = ρ cos(α− w) + b cos(π − α) = ρ cos(α− w)− b cosα.
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Sendo assim, por (A.0.5) e (A.0.6), temos:

V (P1) = −λρ
∫ 2π

0

dw

∆(w)
= −λρ

∫ 2π

0

dα

ρ
√

1− b2

ρ2
sen2α

= −λρ
∫ 2π

0

dα√
ρ2 − b2sen2α

= −λρ
∫ 2π

0

dα
√

ρ2cos2α + (ρ2 − b2)sen2α

Como as distâncias máxima e mı́nima de P1 ao fio circular C são p1 = ρ+ b e q1 = ρ− b,
notamos que

ρ =
p1 + q1

2
= p2 e

√

ρ2 − b2 =
√
p1q1 = q2

ou seja, p2 e q2 são as médias aritmética e geométrica de p1 e q1, respectivamente, e

escrevemos

V (P1) = −λρ
∫ 2π

0

dα
√

p22 cos
2α + q22 sen

2α

Comparando com (A.0.3), a qual é válida para P = P1, D = p1, d = q1 vemos que a

integral não muda pela substituição de p1 e q1 pelas suas médias aritmética p2 e geométrica

q2. Definindo a função ϕ(u, v) =
∫ 2π

0

dα√
u2cos2α + v2sen2α

, temos

ϕ(ρ,
√

ρ2 − b2) = ϕ(ρ+ b, ρ− b)

ou seja, fazendo u = ρ+ b, v = ρ− b, vemos que ϕ satisfaz ϕ(u, v) = ϕ( u+v
2
,
√
uv).

Como ρ e b são quaisquer, com ρ > b, concluimos que

ϕ(p1, q1) = ϕ(p2, q2) = ϕ(p3, q3) = · · · = ϕ(pn, qn) · · ·

com pn+1 =
pn+qn

2
e qn+1 =

√
pnqn.

A importância desta observação deve-se ao fato de que as seqüências {pn} e {qn}
convergem para um mesmo limite σ(p1, q1) quando n vai para o infinito. σ é a média

aritmético-geométrica de p1 e q1.

Assim,

V (P1) = −λρ
∫ 2π

0

dα√
σ2cos2α + σ2sen2α

= − 2πλρ

σ(p1, q1)
= − M

σ(p1, q1)
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De fato, temos V (P ) = − M
σ(D,d)

para qualquer ponto P , concluindo a prova da

afirmação.

Observações:

1) A prova de (A.0.1) pode ser encontrada em [Po], pags. 32-38, [Ke], pags. 58-61. Eles

apresentam uma prova para um ponto P no interior do fio circular e logo concluem que

vale para todo ponto.

Para verificar que (A.0.1) vale para um ponto P qualquer no espaço, consideramos

o ponto P1 no interior do fio circular, satisfazendo (A.0.4), onde p1 e q1 denotam as

distâncias máxima e mı́nima de P1 ao fio respectivamente, e d
D

= q1
p1

Por (A.0.4) temos

V (P ) = −p1
D

M

σ(p1, q1)
(A.0.7)

E como σ é homogênea de grau 1, temos

V (P ) = −p1
D

M

σ(p1, q1)
= − M

D
p1
σ(p1, q1)

= − M

σ
(

D, Dq1
p1

) = − M

σ(D, d)

a última igualdade segue do fato d
D

= q1
p1
.

2) É interessante notar que a expressão (A.0.7) nos diz que basta calcular a média arit-

mético-geométrica de p1 e q1 e obtemos o valor do potencial em todos os pontos do ćırculo

C que passa por P1.

Os valores p1 e q1 são encontrados como função de D e d. Assim, dado um ponto P

no espaço, determinamos os valores D e d (extremos de ∆) e encontramos p1 e q1 pelas

equações: p1 + q1 = 2ρ e q1
p1

= d
D

q1 =
2ρd

d+D
, p1 =

2ρD

d+D
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Determinando a média aritmético-geométrica de p1 e q1, por (A.0.7) obtemos o po-

tencial no ponto P .

Comentário

Usando a primeira ou segunda expressão para o potencial V , facilmente obtemos a ex-

pressão do seu gradiente ∇V . Porém, quando escrevemos o potencial de um ponto como

o inverso da média aritmético-geométrica das distâncias máxima e mı́nima do ponto ao

fio circular, não é claro como é a expressão do gradiente. Fizemos esta análise e obtivemos

uma expressão para o gradiente do potencial ∇V neste caso. Estes cálculos apresentamos

a seguir.

Considere o espaço dos parâmetros d,D e uma curva P (t):

P (t) = (D(t), d(t))

P (0) = (D, d)

Ṗ (0) = (α, η)

Faça (α, η) −→ (γD, δ̃d) e δ̃ = γ + δ.

Desenvolvendo em série de Taylor em torno de t = 0, temos:

D(t) = D + tα + . . . = (1 + tγ)D +O(t2)

d(t) = d+ tη + . . . = (1 + tγ)d+ tδd+O(t2)

Calculando as médias aritmética e geométrica de D(t) e d(t), obtemos:

D1(t) = D(t)+d(t)
2

= (1 + tγ)D1 +
1
2
tδd+O(t2)

= (1 + tα1)D1 +O(t2)

onde α1 = γ + 1
2
δ d
D1

e D1 =
D(0)+d(0)

2
.

d1(t) = (1 + tγ)d1 +
1
2
tδd1 +O(t2)

= (1 + tα1)d1 +
1
2
tδd1

(

1− d
D1

)

+O(t2)
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onde d1 =
√

D(0)d(0).

Fazendo este processo sucessivamente, do cálculo das médias aritmética e geométrica

e rearrumando, obtemos uma forma geral:

Dn(t) = (1 + tαn)Dn +O(t2)

dn(t) = (1 + tαn)dn +
1

2n
tδdn

n−1
∏

j=1

(

1− dj−1

Dj

)

+O(t2)

com n = 0, 1, 2, . . ., α0 = γ, d0 = d, D0 = D e

αn = αn−1 +
1

2n
δ
dn−1

Dn

n−1
∏

j=1

(

1− dj−1

Dj

)

,

com n = 1, 2, 3, ...

Segue que αn = α0 + δ
∑n
i=1

1
2i
di−1

Di

∏i−1
j=1

(

1− dj−1

Dj

)

.

Tomando o limite em dn(t) ou em Dn(t), quando n vai para o infinito, obtemos

σ(t) = (1 + tα∗)σ +O(t2), n→∞, com

α∗ = α0 + δ
+∞
∑

n=1

1

2n
dn−1

Dn

n−1
∏

j=1

(

1− dj−1

Dj

)

Note que α∗ é um número, ou seja, a série converge.

Mas sabemos que

V (P (t)) = 1
σ(t)

= 1
σ
− tα∗

σ
+O(t2)

= V (d,D)− tα∗V (d,D) +O(t2)

Logo d
dt
V (P (t))|t=0 = −α∗V (d,D) = 〈∇V (P (0)), (α, η) 〉.

Mas temos que α∗ = γ + δχ, onde χ =
∑+∞
n=1

1
2n

dn−1

Dn

∏n−1
j=1

(

1− dj−1

Dj

)

, e como γ = α
D
,

(γ + δ = η/d), δ = η
d
− α

D
, temos

α∗ =
α

D
+
(

η

d
− α

D

)

χ =
α

D
(1− χ) +

η

d
χ
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Assim, α∗ =
(

1−χ
D0

)

α+ χ
d0
η, e portanto

〈∇V (d,D), (α, η) 〉 = −
(

1− χ

D0

V (d,D)α +
χ

d0
V (d,D)η

)

e encontramos uma expressão para o gradiente de V (d,D) em IR2,

∇V (d,D) =
(

χ− 1

D0

V (d,D), − χ

d0
V (d,D)

)

.

Observação: Podemos obter o gradiente de V em IR3, usando a matriz da transformação:

ϕ : IR3 → IR2, ϕ = (ϕ1, ϕ2)

(x, y, z) 7→ (D, d),

com D2 = (
√
x2 + y2 + ρ)2 + z2 e d2 = (

√
x2 + y2 − ρ)2 + z2.
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Apêndice B

Prova do Lema 4.2.1

Neste apêndice Hn(Z) denota a homologia singular, com coeficientes em ZZ, de um

espaço Z.

Se Z é um espaço topológico e z ∈ Z, CZ(z) denota a componente conexa do ponto z

em Z. Mais geralmente, se A ⊂ Z é conexo, CZ(A) denota também a componente conexa

de A em Z.

Lembre que se A,B ⊂ Z são fechados e conexos, X ⊂ Z fechado, e A,B,X disjuntos,

dizemos que X separa A,B em Z, se A e B estão em componentes conexas diferentes

de Z \ X, isto é, CZ\X(A) 6= CZ\X(B), ou equivalentemente, CZ\X(A) ∩ CZ\X(B) = ∅.
(Lembre que componentes conexas, ou são disjuntas ou coincidem).

Note que se X separa A,B, então X ′ também separa A,B, com X ⊂ X ′, A,B,X ′

disjuntos.

Se A,B são conexos por caminhos, e Z é uma variedade topológica, o conceito de

separação pode ser também escrito em termos homológicos: X separa A,B em Z se

ι(x) 6= 0 ∈ H0(Z \ X), onde ι é induzida pela inclusão A
⋃

B ↪→ Z \ X e x = xA − xB,

com
xA = [a] ∈ H0(A) ∼= ZZ, a ∈ A,

xB = [b] ∈ H0(B) ∼= ZZ, b ∈ B.

Aqui estamos considerando H0(A
⋃

B) = H0(A) ⊕ H0(B) (A e B são disjuntos, e
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A,B são abertos em A
⋃

B). Note que as classes xA, xB não dependem dos pontos a, b

escolhidos, pois A,B são conexos por caminhos. A condição de Z ser variedade topológica

é usada para que as componentes conexas de abertos, coincidam com as componentes

conexas por caminhos.

Lema B.0.2 Seja Z uma variedade topológica e X0, A,B ⊂ Z fechados, disjuntos, com

A,B conexos por caminhos. Seja também {Xn}n≥1, uma seqüência decrescente de com-

pactos, com X1 ⊂ X0. Se Xn separa A,B, para todo n, então
⋂

Xn separa A,B.

Prova: Suponha que X =
⋂

Xn não separa A,B. Logo, CZ\X(A) = CZ\X(B). Como X

é compacto, Z \X é aberto. Conseqüêntemente CZ\X(A) é aberto. Segue que CZ\X(A) é
conexo por caminhos. Então, para a ∈ A, b ∈ B, existe α : [0, 1]→ Z \X cont́ınua, com

α(0) = a, α(1) = b. Como α([0, 1])
⋂

X = ∅ eX =
⋂

Xn, existe n0 tal que α([0, 1])
⋂

Xn =

∅, para todo n ≥ n0, o que implica que Xn não separa A,B, para todo n ≥ n0.

Lema B.0.3 Sejam Z variedade topológica, A,B,X1, X2 ⊂ Z fechados, disjuntos, com

A,B conexos por caminhos. Suponha que H1(Z) = 0. Se Xi não separa A,B, i = 1, 2,

então X1 ∪X2 não separa A,B.

Prova: Seja K = A∪B e X = X1 ∪X2. Então H0(K) = H0(A)⊕H0(B) ∼= ZZ⊕ZZ. Seja

x = xA − xB, xA = [a], xB = [b], a ∈ A, b ∈ B.

Como Xi não separa A,B temos que ιi(x) = 0 ∈ H0(Z \ Xi), i = 1, 2, onde ιi é

induzido pela inclusão K ↪→ Z \ Xi. Considere o seguinte diagrama de seqüências de

Mayer-Vietoris:

// H1(K) //

²²

H0(K)

ι

²²

φ
// H0(K)⊕H0(K)

ι1⊕ι2
²²

// H0(K) //

²²

0

// H1(Z)
θ

// H0(Z −X)
ψ

// H0(Z −X1)⊕H0(Z −X2) // H0(Z) // 0

A primeira linha é a seqüência de Mayer-Vietoris de K = K ∪K, a segunda linha é a

seqüência de Mayer-Vietoris de Z = (Z−X1) ∪ (Z−X2). Note que (Z−X1) ∩ (Z−X2) =

Z − (X1 ∪X2) = Z −X. As verticais são induzidas pelas inclusões.
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Como φ(x) = (x, x), temos (ι1 ⊕ ι2)φ(x) = (ι1(x), ι2(x)) = (0, 0). Assim ψ ι(x) = 0

e temos ι(x) ∈ Im θ. Mas H1(Z) = 0. Conseqüêntemente, ι(x) = 0, isto é, X não separa

A,B.

Corolário B.0.4 Seja Z variedade topológica, A,B,X1, X2, . . . , Xk fechados, disjuntos

em Z, com A,B conexos por caminhos. Suponha que H1(Z) = 0. Se Xi não separa A,B,

então
⋃k
i=1Xi não separa A,B.

Prova: Por indução, usando o lema anterior.

Proposição B.0.5 Seja Z variedade topológica, A,B,X disjuntos, fechados em Z, com

A,B conexos por caminhos e X compacto. Se X separa A,B, então existe componente

conexa de X que separa A,B.

Prova: Sejam {Xα}α∈Λ a famı́lia de componentes conexas de X. Se Λ é finito, a pro-

posição segue do corolário acima.

Suponha que Λ é infinito. Como Z é variedade topológica, podemos supor que Z tem

uma métrica dist.

Seja Yn = { p ∈ Z ; dist(p ,X) ≤ 1/n }, n ∈ IN, a 1
n
-vizinhança de X em Z. Logo Yn

é compacto, X =
⋂

Yn, e Yn+1 ⊂ Yn.

Afirmação: Yn tem um número finito de componentes conexas D, com D ∩X 6= ∅.

Prova: Suponhamos que Yn tem infinitas componentes conexas D, com D ∩ X 6= ∅.
Escrevemos Y = Yn.

SejamD1, D2, . . . uma seqüência infinita de componentes conexas de Y diferentes, com

Dj ∩X 6= ∅. Seja xj ∈ Dj ∩X. Como X é compacto, podemos supor que xj → x ∈ X.
Logo, existe componente conexa D de Y , com x ∈ D ∩ X. Pela definição de Y = Yn,

B ⊂ D ⊂ Y, onde B é a componente conexa da bola aberta B
(

x, 1
n

)

que contém x.

Como xj 7→ x e B é aberto, existe j0 tal que xj ∈ B ⊂ D, para todo j ≥ j0. Segue que

Dj ∩ D 6= ∅, para todo j ≥ j0. Logo Dj = D, para todo j ≥ j0, uma contradição. Isto

prova a afirmação.
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Como X é compacto, existe n0 tal que, para todo n ≥ n0, Yn ∩ (A∪B) = ∅. Portanto
Yn também separa A,B, para n ≥ n0.

Pela afirmação anterior, Yn tem um número finito de componentes. Logo, para n ≥ n0,

existe componente conexa Dn de Yn, con Dn ∩X 6= ∅ e tal que Dn separa A,B. Note que

Dn é compacto.

Como toda componente conexa D de Yn+1, com D ∩ X 6= ∅ está contida em uma

única componente conexa D′ de Yn, com D′ ∩X 6= ∅, temos que podemos construir uma

seqüência decrescente {Dn} de compactos, com Dn ⊂ Yn e Dn separa A,B.

Pelo lema B.0.2, D :=
⋂

Dn separa A,B. Note que D =
⋂

Dn ⊂
⋂

Yn = X. Seja W
a componente conexa de D em X. Logo W separa A,B.

Podemos agora provar o lema 4.2.1.

Lema 4.2.1 Sejam [a, b], [c, d] ⊂ IR intervalos fechados e f : [a, b]× [c, d]→ IR cont́ınua,

tal que










f(x, c) < 0, x ∈ [a, b]

f(x, d) > 0, x ∈ [a, b].

Então, existe W ⊂ f−1(0) compacto, conexo, tal que Wx := W ∩ ({x} × [c, d]) 6= ∅,
para todo x ∈ [a, b].

Prova: Seja X = f−1(0). Logo X separa [a, b]× { c }, [a, b]× { d } em [a, b]× [c, d]. Pela

proposição B.0.5, existe componente conexa W de f−1(0), tal que W separa [a, b]× { c },
[a, b]× { d } em [a, b]× [c, d]. Note que Wx =W ∩ [{x} × [c, d]] 6= ∅, para todo x ∈ [a, b].

De fato, se Wx = ∅, para algum x ∈ [a, b], então o segmento {x} × [c, d] não intersecta

W . Mas {x}× [c, d] liga [a, b]×{c} com [a, b]×{d}. Segue que W não separa [a, b]×{c}
e [a, b]× {d}, o que é uma contradição.
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