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Resumo da Tese

Em linhas gerais, este trabalho consiste em estudar o movimento de uma particula, de
massa infinitesimal, submetida unicamente a forca de atragao gravitacional induzida por

um fio circular homogéneo fixo, contido no espaco tri-dimensional.

Iniciamos este trabalho apresentando a formulacao do problema e um estudo prelimi-
nar do potencial. Fazemos o estudo das simetrias e dos conjuntos invariantes. No capitulo

2, verificamos que todas as singularidades do problema do fio circular sao devidas a colisao.

No capitulo 3, verificamos que o potencial ou o gradiente da funcao potencial V', pode
ser visto como uma aproximagao de outros potenciais, ou do gradiente de outros potenciais
de mais facil manipulacao. E, no capitulo 4, provamos a existéncia de solucoes periddicas

de problemas perturbados préximas a solugoes circulares de problemas nao perturbados.

No capitulo 5, apresentamos o estudo da dinamica do problema do fio circular ho-
mogéneo. Inicialmente estudamos a dinamica da particula restrita aos conjuntos invari-
antes. No estudo da dinamica restrita ao eixo z verificamos a existéncia de solugoes
limitadas, as solucoes periddicas, e solugoes ilimitadas, as que escapam para o infinito.
Além disso, observamos que a origem é ponto de equilibrio estavel do sistema restrito e
que todas as solucoes deste problema estao definidas em todo o tempo. No estudo no
plano horizontal verificamos a existéncia de solugoes circulares passando por qualquer
ponto no exterior do fio circular e a nao existéncia de solugoes circulares no interior do
fio. Fazemos um estudo sobre a existéncia de solugoes circulares no exterior do fio cir-
cular para um certo momento angular fixado. No interior do fio circular, provamos que
as solugoes ou colidem ou convergem para a origem (a menos da soluc¢ao de equilibrio).
Verificamos que todas as solucoes nao radiais descrevem uma curva cujo trago tem uma
forma particular. No exterior do fio circular, fazemos também uma andlise da dinamica,
a partir do retrato de fase. Por fim, apresentamos a regiao de Hill do problema e o estudo
da solucao de equilibrio restritos a este plano. No estudo no plano vertical provamos a
existéncia de solucoes periddicas longe do fio circular e solugoes peridédicas proximas ao
fio circular, intersectando a regiao planar interior ao fio circular, com um raio qualquer.
Além disso, verificamos a existéncia de solugoes em forma de oito, passando pela origem.
Provamos também a existéncia de certas solugoes periddicas no espacgo tri-dimensional,

perto do fio circular. e apresentamos a analise da solugao de equilibrio do problema.



Conteudo

Introducao 3
1 Formulacao do Problema e um Estudo Preliminar 7
1.1 Formulagao do problema . . . . . .. .. .. ... oo 7
1.2 Estudo preliminar do potencial . . . . . . ... ... ... ... ... 11
1.2.1 Expressoes equivalentes do potencial . . . . . . .. ... ... ... 11

1.2.2 Simetrias do potencial . . . . . ... ... 16

1.2.3 Propriedades do potencial . . . . . . . ... ... ... ... ... 19

2 O Problema do Fio Circular como Perturbacao de Outros Problemas

Gravitacionais 21
2.1 O potencial como perturbagao do problema de Kepler . . . . . . . ... .. 21
2.2 O gradiente do potencial préximo ao fio circular . . . . . . .. ... 23
3 Singularidades 33
4 Solugoes Periddicas de Perturbacoes Continuas com Simetrias 39
4.1 Perturbagoes do problema de Kepler . . . . .. ... ... ... ... ... 45
4.2 Outras perturbagoes . . . . . . . .. 50



5 Estudo da Dinamica do Problema do Fio Circular
5.1 Dinamicano €ixo z . . . . . . . ..o
5.2 Dinamica no plano horizontal (plano-(x,y)) . . . ... ... ... ... ..
5.2.1 Consideragoes gerais . . . . . . . . .. .. e
5.2.2 A fungao potencial efetivo Uy e as solugoes circulares . . . . . . . .
5.2.3 Mais resultados sobre a dinamica no plano horizontal . . . . . . ..
5.2.4 Regiao de Hill no plano horizontal . . . . . . . ... ... ... ...
5.2.5  Solugao de equilibrio (no plano horizontal) . . . . . ... ... ...
5.3 Dinamica no(s) plano(s) vertical(is) . . . . . . . . ... ... ...
5.3.1 Solugoes periddicas longe do fio circular . . . . . . . ... ... ...
5.3.2 Solugoes periddicas perto do fio circular . . . . . ... ... ... ..
5.3.3 Solugbes em forma deoito . . . . . ... ...
5.4 Solugoes periddicas perto do fio circular no caso geral . . . . . . . .. . ..
5.4.1 Redugao do problema tri-dimensional a um problema planar . . . .

5.5  Solucao de equilibrio . . . . . . ...

A O potencial devido a Gauss

B Prova do Lema 4.2.1

59

29

61

62

63

69

80

82

33

84

86

90

107

111

117

118

127



Introducao

Em linhas gerais, este trabalho consiste em estudar o movimento de uma particula,
de massa infinitesimal, submetida unicamente a forca de atracao gravitacional induzida
por um fio circular homogéneo fixo, contido no espaco euclidiano IR®. A este problema

chamaremos de problema do fio circular homogéneo.

Foi surpreendente perceber, através de nossas pesquisas bibliograficas, que muito
pouco se sabia sobre este problema. De fato, com relagao ao estudo da dinamica deste
problema, nada tinha sido feito, e tudo o que pudemos encontrar foram diferentes for-
mas de expressar o potencial. Por exemplo, uma expressao analitica para o potencial é
dada em termos da integral eliptica completa de primeira espécie (ver [Mc]). Uma outra
expressao, devida a Gauss, mostra que o valor do potencial em um ponto é dado pelo
inverso da média aritmético-geométrica das distancias maxima e minima do ponto ao fio

circular (ver [Po]).

Nos vimos assim, diante de um problema rico e belo pelas suas simetrias, no entanto,
e para a nossa alegria, nada explorado. Desta forma, todo o trabalho apresentado nesta
dissertacao, a menos das expressoes do potencial, é um trabalho novo na literatura, e
representa todo o estudo (analitico) existente sobre a dindmica do problema do fio circular

homogéneo.

Iniciamos este trabalho, no capitulo 1, apresentando a formulacao do problema e um
estudo preliminar do potencial, onde mostramos algumas das expressoes conhecidas equi-
valentes do potencial do fio circular homogéneo, bem como algumas de suas propriedades.
Fazemos também neste capitulo, o estudo das simetrias do problema e o estudo dos

conjuntos invariantes.

No capitulo 2, continuando o estudo do potencial V', induzido pelo fio circular, veri-



ficamos que o potencial ou o gradiente da fungao potencial V', pode ser visto como uma
aproximacao de outros potenciais gravitacionais, ou do gradiente de outros potenciais

gravitacionais de mais facil manipulacao.

No capitulo 3, estudamos um tema de bastante relevancia no problema de n-corpos,
o estudo das singularidades das solugoes. Verificamos que todas as singularidades do

problema do fio circular homogeéneo sao devidas a colisao.

No capitulo 4, motivados pelos resultados do capitulo 2, fizemos um estudo sobre per-
turbacoes continuas com simetrias, no plano. Provamos a existéncia de solugoes periddicas
de problemas perturbados préximas a solugoes circulares de problemas nao perturbados.
Os problemas nao perturbados a que nés nos referimos, sao da forma r = —HI."LQHr sk >0,
com 0 < o < 1. Em particular, se & = 1 recaimos no problema de Kepler. Estes resultados
sao fundamentais para o estudo de existéncia de solugoes peridédicas no problema do fio
circular homogeéneo. Vale ressaltar que os resultados deste capitulo sao de natureza geral,
isto é, podem ser aplicados a diversos problemas com simetria, nao apenas ao problema

do fio circular.

Para a = 1, um resultado anédlogo ao provado neste capitulo aparece em Vidal [V1].
Nosso resultado é mais geral em certos aspectos. Por exemplo, nosso sistema nao precisa
possuir integrais primeiras. O resultado de [V1] é mais geral no sentido de exigir menos

simetria.

O método usado em [V1] é o método da continuacao de Poincaré. Por outro lado,
usando métodos de Calculo de Variacgoes, podem ser obtidos alguns resultados relaciona-
dos, mas estes métodos funcionam bem para a > 2 (forga forte), ver [B1], [AB]. Para
0 < a<2, a1, assumindo mais hipdteses, os métodos de Célculo de Variagoes podem
ser estendidos e usados para provar a existéncia de solugoes periédicas em problemas per-
turbados, mas estas perturbacgoes tém uma forma bastante restritiva, além de assumir o

dominio com forma muito particular (ver [B2|, [AC1], [AC2]).

Para a = 0, nao conseguimos encontrar na literatura resultados relacionados ao nosso,
usando Calculo de Variacoes. O tnico resultado que conseguimos encontrar para o caso
a =0, foi em [V2]. Os métodos usados em [V2] sdo uma extensao dos usados em [V1].
Ressaltamos que o caso a = 0 ¢é justamente um dos casos que precisamos usar no capitulo

5. Neste caso, os resultados de [V2]| nao sao suficientes, pois precisamos de outro tipo



de simetria e que as perturbacdes sejam s6 continuas. E interressante notar também que
o método usado para a prova dos resultados do capitulo 4 é geométrica e é totalmente
diferente ao usado em [V1], [V2] (continuagao analitica de Poincaré), ou em [B1], [B2],
[AB], [AC1], [AC2]| (Célculo de Variagoes). Acreditamos que este é um método novo na

literatura.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos o estudo da dinamica do problema do fio
circular homogéneo, isto é, estudamos o movimento de uma particula, de massa infinite-
simal, no espaco euclidiano IR?, submetida unicamente & forca de atracao gravitacional
induzida por um fio circular homogéneo, contido no plano-(x,y) e com centro na origem.
Neste estudo damos énfase ao estudo da existéncia de solugoes periddicas. A complexidade
em se fazer um estudo completo analitico radica na dificuldade de manipular a expressao
do potencial e no fato deste problema possuir trés graus de liberdade. Buscamos assim,
inicialmente obter informagoes sobre a dinamica da particula restrita aos conjuntos inva-
riantes, ou seja, estudamos subproblemas do caso geral. Estes conjuntos invariantes sao o
eixo z (um grau de liberdade), o plano-(z,y) que contém o fio circular, a que chamamos
de plano horizontal (dois graus de liberdade), e os planos que contém o eixo z, planos aos

quais denominamos planos verticais (dois graus de liberdade).

O estudo da dinamica restrita ao eixo z estd completo. Verificamos a existéncia de
solucoes limitadas, as solugoes periddicas, e solucoes ilimitadas, as que escapam para o
infinito. Além disso, observamos que a origem é ponto de equilibrio estavel do sistema
restrito e que todas as solugdes deste problema estao definidas em todo o tempo (as

solugbes nao possuem singularidades).

No estudo da dinamica no plano horizontal verificamos a existéncia de solucoes cir-
culares passando por qualquer ponto no exterior do fio circular e a nao existéncia de
solugoes circulares no interior do fio. Em seguida, fazemos um estudo sobre a existéncia
de solugoes circulares no exterior do fio circular para um certo momento angular fixado.
Em outras palavras, procuramos conhecer para que valores do momento angular o sistema

teria solucoes circulares associadas.

Determinamos por completo, a dinamica no interior do fio. Provamos que, no interior
do fio circular, as solugdes ou colidem ou convergem para a origem (a menos da soluc¢ao
de equilibrio). Verificamos que todas as solu¢oes nao radiais descrevem uma curva cujo

trago tem uma forma particular.



No exterior do fio circular, fazemos também uma analise da dinamica, a partir do
retrato de fase. Por fim, apresentamos a regiao de Hill do problema restrito ao plano

horizontal e o estudo da solucao de equilibrio restrito a este plano.

Pela dificuldade de estudar a dinamica no plano vertical, devida a expressao do po-
tencial, buscamos estudar o problema restrito a este plano como aproximacao de outros
problemas, e, usando os resultados dos capitulos 1,3 e 4, obtemos os resultados descritos
a seguir. No estudo da dinamica no plano vertical, estudamos o problema considerando
fios circulares com raios muito pequenos, de modo que o sistema resultante fosse uma per-
turbacao simétrica do problema de Kepler. Sob esta abordagem, provamos a existéncia
de solugoes periddicas longe do fio circular. Em seguida, consideramos fios circulares com
raios muito grandes, de modo que o sistema resultante, restrito ao plano vertical, fosse
uma perturbagao simétrica do problema do fio infinito, e sob esta abordagem, verificamos
a existéncia de solugoes periddicas suficientemente proximas ao fio circular, intersectando
a regiao no plano horizontal interior ao fio circular. Finalmente, verificamos a existéncia
de solucgoes periddicas em forma da figura do oito, contidas neste plano e passando pela
origem. Os métodos usados nesta verificacao aplicam-se ao problema de Euler simétrico,

para mais detalhes ver observacao 5.3.12 e final da secao 5.3.3.

Também, no capitulo 5, provamos a existéncia de certas solugoes peridédicas no espaco
tri-dimensional, perto do fio circular. Por fim, apresentamos a andlise da solucao de

equilibrio do problema do fio circular.

Quero apresentar aqui os meus sinceros agradecimentos ao Prof. Hildeberto Cabral
por ter proposto este belo problema, pelas nossas discursoes em torno deste e pelas su-
gestoes sobre a apresentacao do texto. Ao Prof. Claudio Vidal por ter revisado o texto,
avaliado o trabalho e pelas sugestoes sobre a apresentacao do mesmo. Ao Mario Sansuke
por ter me presenteado com as belas figuras contidas neste trabalho. Ao Prof. Pedro
Ontaneda por ter participado de maneira efetiva na pesquisa deste trabalho, tornando
possivel a realizacdo do mesmo. Agradeco também a todos que participaram dos se-
mindarios. Aos professores, funcionarios e colegas deste departamento. Ao CNPq por ter

financiado meus estudos. E finalmente, o meu muito obrigada a minha familia.



Capitulo 1

Formulacao do Problema e um
Estudo Preliminar

Neste trabalho estudamos o movimento de uma particula, de massa infinitesimal, sub-
metida unicamente a forca de atracao gravitacional induzida por um fio circular ho-
mogéneo fixo, contido no espaco euclidiano IR®. A este problema chamaremos de proble-

ma do fio circular homogéneo.

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira se¢ao, apresentamos a for-
mulacao do problema, e na segunda secao, fazemos um estudo preliminar do potencial do

fio circular homogéneo.

1.1 Formulacao do problema

Seja C um fio circular homogéneo contido no espaco euclidiano IR*. Consideremos uma
particula P, de massa infinitesimal, movendo-se neste espaco, submetida unicamente a
forga de atragao gravitacional induzida pelo fio circular C. Denotaremos por r = (z,y,2) €

IR? a posicao da particula P e por I = (Z,9, 2) a sua velocidade.

De acordo com a lei de atracao Newtoniana, o movimento desta particula no espaco

obedece ao sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem:



i= —VV(r), (1.1.1)
onde os dois pontos denotam a segunda derivada com respeito ao tempo, e V' a energia
potencial Newtoniana, induzida pelo fio circular C, cuja expressao é dada por

A du

Vi) =— [ 22
( -

(1.1.2)

sendo A a densidade constante do fio circular. A massa do fio é dada por M = / Adu =
c

2w A\p, onde p é o raio do fio circular, desde que estamos considerando a constante gravi-

tacional G = 1.

. ~ 1 7 sps ~ .
Note que, como a aplicacao r — T—a] © analitica, para r # u, entdo o potencial

V(ir)=—J. "i\f;j" também é analitico, para todo r ¢ C.

Para nossa anélise vamos considerar o fio circular C contido no plano-(z,y) e centrado

na origem, desta forma, o potencial V' em (1.1.2) assume a forma

Vi) = - [ AT = [ =
0o |r— pe?| 0 \/(x — pcosh)? + (y — psend)? + 22

(1.1.3)
do

2
) / ’
o VaZ 4+ y? + 22 + p? — 2xp cosh — 2yp send

onde € = (cosf, sen, 0).

Assim, o sistema (1.1.1) é equivalente a:

\ /27r (x — pcosh) db
—Ap
0 {@2+y? + 22+ p? — 2wpcost — 2ypsend }*?

i~ ) /QW (y — psend) do
? Jo {22 + 32 + 22 + p? — 2xpcosh — 2yp senf }/

. 2m db
z = —)\pz/ 373
0 {a2+4+y?+ 224 p*—2xpcosh — 2yp send }

(1.1.4)




Observacao 1.1.1 Olhando o potencial V' como funcao das variaveis x,y, z e p, temos
que ela é analitica no conjunto { (z,, z, p) € R*; 22 + 4> # p? ou z # 0}, e também a
funcao

( ) /27f do
bhep 0 \/(x — pcost)? + (y — psend)? + 22

¢ analitica em x,y, z e p, neste mesmo conjunto. Note que p pode tomar valores negativos

ou zero.

Algumas outras expressoes equivalentes de V' serao apresentadas na préxima segao.

Observagao 1.1.2 Observando o sistema (1.1.4), verificamos que a origem é um equilibrio
do sistema, o qual é instavel. Para provar esta tltima afirmacao basta analisar a parte
linear A do sistema de primeira ordem, associado ao sistema (1.1.4). Desde que os au-
tovalores (\) de A se relacionam com os autovalores (o) da matriz HessV'(0,0,0), pela
relagio A = +4/0, e como , em nosso caso, temos oy = gy = —7;—;\, o3 = 2;—2’\, segue-se a

instabilidade.

De fato, a origem é o tnico equilibrio do sistema, para a verificacao deste fato pre-
cisamos da informacgoes adicionais, por isto esta prova sera apresentada no final deste
trabalho.

As equagoes de movimento (1.1.1) podem ser escritas como um sistema de equagoes

diferenciais de primeira ordem, com trés graus de liberdade, na forma canonica

p = —Hr,
(1.1.5)
r = Hp,
com Hamiltoniano .
H(r,p) = 5 [pl* + V(r), (1.1.6)

onde r = (z,y, z) é a posigao da particula, p = r é a sua velocidade, e V' é a energia po-
tencial Newtoniana, induzida pelo fio circular. Em (1.1.5), Hy e Hp, indicam as derivadas

parciais de H em relacao a r e p, respectivamente.



O espago de fase de (1.1.5) é dado por
M={(i)e®xR;r¢c} = (R\C)x R’

Chamamos IR* \ C de espaco das configuracoes.

Note que (Hp,—Hy) é um campo vetorial analitico sobre M.

A Teoria de Equagoes Diferenciais Ordinarias nos garante o seguinte:

Teorema 1.1.3 Dado (rg, 1) € (IR*\ C) x IR?, existe uma tinica solugdo r(t) de (1.1.1)
definida em um intervalo maximo a < t < b, contendo t = 0, com condigoes iniciais
r(0) = ro, £(0) = to. Além disso, como V € analitica, todas as componentes de r(t) sao

funcoes analiticas de t e das coordenadas de rqy e Ty.

Desde que a fun¢ao Hamiltoniana (1.1.6) é autonoma, segue-se que ela é uma integral
primeira para o movimento, isto é, H(r(t),(t)) é constante, para r(t) solugao de (1.1.1).

Logo, para cada h € IR, o conjunto
S ={(r,p) € (R*\C) x R*; H(r,p)=h}C M

¢ invariante pelo fluxo definido pelo campo (Hp, —Hr).

Note que, se h € IR é um valor regular para a funcao hamiltoniana H, temos que o
conjunto definido acima ¢ uma subvariedade diferencidvel de M, de dimensao 5. Note
também que, como a energia cinética 3 |p|* é nao negativa, segue-se de (1.1.6) que, sobre
Yy, temos V(r) < h.

Ao conjunto {r € R*\ C; V(r) < h} chamamos de regido de Hill correspondente a
energia h. Como este conjunto coincide com a projecao de ¥, sobre o espaco de confi-
guragoes IR? \ C, temos que se (r(t), p(t)) é uma curva solucio de (1.1.5) sobre ¥, entdo
r(t) deve estar na correspondente regiao de Hill, para todo o tempo ¢t em que estiver

definida.

Note que, como V(r) < 0, se tomamos h > 0, a regiao de Hill correspondente é todo
o espaco IR*\ C.

10



Comentario

O sistema (1.1.5) é um sistema reversivel, isto é, se (r(¢), p(t)) é uma solugao de (1.1.5),

entao também o serd (r(—t), p(—t)).

1.2 Estudo preliminar do potencial

Nesta se¢ao, apresentamos algumas expressoes equivalentes do potencial do fio circular
homogéneo, bem como algumas propriedades do potencial. Também fazemos o estudo

das simetrias do potencial e dos espacos invariantes.

1.2.1 Expressoes equivalentes do potencial

Consideremos um fio circular homogéneo C (fixado), contido no plano-(x,y) e centrado

na origem O do sistema, conforme mostra a figura 1.2.1.

Estamos denotando por p o raio do fio circular, e por P = (z,y, z) uma particula no
espago (fora do fio). D e d denotam as distancias maxima e minima da particula P ao fio

circular, respectivamente (veja figura 1.2.1).

Xy

Figura 1.2.1: Fio circular com centro na origem

Temos as seguintes expressoes para as distancias,

D*= (a2 +y2 +p)?+ 22 e d® = (a2 +y2—p)* + 2% (1.2.7)

11



Vejamos agora algumas expressoes equivalentes para o potencial (1.1.2) induzido pelo

fio circular C.

Primeira Expressao

A energia potencial (1.1.2) pode ser escrita na forma

)\ /27T dw
P Jo V22 + 12+ p?2 —2rpcosw’

V(P) = — (1.2.8)

onde r = \/x? + 2.

Para mostrar isto, seja A o ponto do fio circular mais préximo de P = (z,y, z) e sejam
(Q um ponto qualquer do fio e A a distancia de P a (). Se o angulo QO A é representado

por w (veja figura 1.2.2), a expressao usual para o potencial é dada por:

QW/\pdw -
V(P):_/O A A=|QP|=|P-Q|
0 e L;

Figura 1.2.2: Fio circular homogéneo

Pela lei dos cossenos, @B~ = (22 + y2) + p* — 2p(z* + y2)2cosw, segue que A? =
2 2 2 .
QP =QB + PB". Assim

A2 =22 42 + 22+ p? — 2p(2® + y) 2 cosw,

logo
dw

T2 4 22 + p? — 2p(22 + y2)Zcosw

: (1.2.9)

wm:—mA%¢2

12



e tomando r = y/x? + y? obtemos entao a expressao desejada.

Comentario

Usando esta expressao de V', o sistema (1.1.1) torna-se:

x(l + M) dw

N
3/2
{2 442+ 22 + p? — 2p(a? + y?)beosw}”

2w
T = —/\p/O
y(l—i—%) dw

. 27
v = _/\p/o 2 2 2 2 2 2\ 3/2
{2 +y*+2°+p° — 2p(2® + y?)2cosw }

B 27 dw
z = —/\pz/O 1 3/2
{224+ 92+ 22+ p? = 2p(z? + y?)2cosw }

(1.2.10)

Segunda Expressao

Se M = 2w Ap é a massa do fio circular, podemos também re-escrever o potencial
na forma

2 3 do
V(P)= "M / ,
() 7 Jo /D2cos?0 + d?sen20

(1.2.11)

onde d e D sao as fungoes de P = (x,y, z) definidas em (1.2.7).

Esta igualdade é obtida da seguinte maneira. Utilizando as identidades 0052% +

sen*¥ =1 e cosw = cos*¥ — sen’¥, podemos re-escrever A? acima, na forma

A? = d*cos®¥ + D*sen’¥,

e, por conseguinte, a expressao (1.2.9) vem a ser

JR— p .
0 \/d20082% + D?sen?7

V(P) = (1.2.12)

13



Pela mudanca de varidvel ¢ = ¥ em (1.2.12), e observando que a integral obtida de

0 a § ¢ igual a integral de 7 a 7, temos

3 dvy
V(P) = —4\ .
(P) p/o Vd?cos*) + D?sen?t)

Seja T : IR? — {(0,0)} — TR, definida por
] ) ) p

dy

T(d, D) =
( Vd2cos?p + D2sen?y)’

(1.2.13)

logo temos V' (P) = —4ApT(d, D), onde d e D sao as fungoes definidas em (1.2.7).

Note que, pela mudanca de varidvel ¢ = 5 — 0, T é simétrica em relacdo a d e D,
isto é,
T(d,D)=T(D,d). (1.2.14)

Assim, V(P) = =2M T(D,d), onde M = 27Ap ¢ a massa do fio circular, e obtemos

a expressao desejada.

Os célculos da primeira e segunda expressoes do potencial podem ser encontrados em
[Po], pags. 32-39, [Mc|, pags. 195-200. Uma outra forma similar de obter a expressao
(1.2.11) pode ser vista em [Ke], pags. 58-62.

Comentario

Usando a expressao (1.2.11) de V, o sistema (1.1.1) torna-se:

_pcos20
) z x(l + o )d&
™ Jo {DZ?cos?0 + d*sen?f }3/2

_pcos20 )d@
i o= / Vet
{ D200529 + d?sen?6 }3/2

do
. —EM/ z
: ™ Jo {D2cos?*0 + d?sen?6 }3/2
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Observacoes 1.2.1

1) E importante ressaltar que a igualdade V(P) = —2MT(D,d), onde d e D sao as
distancias minima e maxima de P ao fio circular, respectivamente, é independente das

coordenadas usadas.

2) A expressao (1.2.11) pode ser escrita na forma

2M

V(P) = -5

K(F),

onde K (k) = J? \/ﬁm ¢ a integral eliptica completa de primeira espécie, e o médulo
k ¢ dado por k? = 7”172,%.

Sabemos que

%K(k) = ll + (%)2# + (g)Zk‘* + (; :i:g)zkﬁ + ] (1.2.15)

(ver [Mc|, pag. 197, [H], pag. 26).

Terceira Expressao

Antes de enunciarmos a terceira expressao, vamos lembrar a definicao da média arit-

mético-geométrica.

Sejam m,n, m > n, dois nimeros positivos. Entao m > mT’L“ > /mn > n.

Chamando m; = ™} e ny = \/mn , e construindo as seqiiéncias {m;}, {n;} com
Miy1 = T Nit1 = /TNy

temos m > mq > Mg > ... >Ny > Ty > N

Tomando o limite quando ¢ tende para infinito, mostra-se que as seqiiéncias convergem
para um mesmo limite o(m,n). Este limite foi chamado por Gauss ([H], pag. 78), de

média aritmético-geométrica de m e n. Note que se m = n, entdo o(m,m) = m.

Passemos, finalmente, a terceira expressao,
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O potencial V' de nosso problema € dado por

V(P) = — (1.2.16)

onde o(D,d) é a média aritmético-geométrica de D >0 e d > 0, e d, D sao as fungoes

de P = (z,y,2) definidas em (1.2.7).

Como a prova de (1.2.16) envolve varios calculos, apresentamo-la no apéndice A.

Segundo nossa revisao bibliografica, as expressoes (1.2.8), (1.2.11) e (1.2.16) foram
inicialmente mencionadas por Poincaré em 1899 ([Po]), e depois nos livros [Ke], [Mc].
Outra forma de expressar o potencial do fio circular usa polinémios de Legendre (ver
[StiSch], pags. 100-103, [Ke|, pags. 255-256).

Comentario

Usando a primeira ou segunda expressao do potencial V', facilmente obtemos a expressao
do seu gradiente VV'. Porém, quando escrevemos o potencial de um ponto como o inverso
da média aritmético-geométrica das distancias maxima e minima do ponto ao fio circular,
nao ¢é claro como ¢é a expressao do gradiente. Fizemos esta analise e obtivemos uma
expressao para o gradiente do potencial VV neste caso. Estes cédlculos aparecem no

apéndice A.

1.2.2 Simetrias do potencial

Nesta secao, estudaremos as simetrias do problema do fio circular homogéneo.

Como antes, estamos considerando o fio circular C, contido no plano-(z,y) e centrado
na origem. No decorrer deste trabalho, chamaremos de plano horizontal ao plano-(x, y)

que contém o fio circular, e de plano vertical a um plano que contém o eixo z.

Antes, lembremos a seguinte definicao:
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Definicao 1.2.1 Se N ¢ um aberto em IR", ¢ : N — N € uma aplicacdo linear e

V . N — IR, dizemos que V € y-invariante (ou que 1p é uma simetria de V') se

V(r) =V (y(r)), para todo r € N.

Se X € um campo de vetores sobre N, dizemos que X € -invariante (ou que v é uma

simetria de X ) se

X (r) = X((r)), paratodo r € N.

Estudamos agora as simetrias do problema do fio circular homogéneo. As provas
dos resultados seguintes sao standard, e, em poucas palavras, devem-se ao fato de que o
fio circular homogéneo, com centro na origem, é invariante por todas as simetrias abaixo

mencionadas.

Proposicao 1.2.2 A funcao potencial V € invariante por:
(i) Rotagoes em torno do eizo 2.
(i1) Reflexao em relagao ao plano—(x,y) (plano horizontal).

(11i) Reflexao em rela¢ao a um plano contendo o eizo z (plano vertical).

Prova: E evidente de (1.2.11) e das expressoes das distancias D e d em (1.2.7) que V é

invariante pelas transformagoes mencionadas em (i), (i) e (iii). m

Corolario 1.2.3 O campo gradiente VV de V € invariante por:
(i) Rotagoes em torno do eizo z.
(ii) Reflexdo em relag¢do ao plano—(x,y) (plano horizontal).

(11i) Reflexao em relagao a um plano contendo o eizo z (plano vertical).

Prova: (i) Pela proposigao anterior V(r) = V(gpr), onde gy representa a rotagdo em

torno do eixo z, pelo angulo #. Diferenciando temos
dV (r) = dV (ger)dge(r)
logo  (VV(r).£) = (VV(gr),dgo(r)€) = {(dgs(r))"VV(ger), &), para todo &,
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Como gy = dgy(r) e gl go = I, concluimos que gy é uma simetria de VV (r). De modo

andlogo, verificamos (ii) e (7i1), concluindo assim a prova do corolario. m

Corolario 1.2.4 Ser(t) é uma solugdo da equagao diferencial (1.1.1), entao r(t) também
¢ solugao de (1.1.1), onde ¢ é:

(i) uma rotagdo em torno do eizo z, ou

(i1) a reflexao em relagao ao plano-(x,y) (plano horizontal), ou

(11i) a reflexao em relagio a wm plano contendo o eizo z (plano vertical)

Prova: Seja a(t) uma solugao de (1.1.1) e seja y(t) = gpa(t), onde gy é a rotagdo em

torno do eixo z pelo angulo #. Temos, usando o corolario anterior,
V() =gs & (t) = go(=VV(a(t))) = =VV(gea(t)) = =VV((t)).

Analogamente, provamos para as transformagoes em (ii) e (ii7). m

Corolario 1.2.5 O eixo z, o plano horizontal e os planos verticais sao espacos invarian-
tes, isto €, uma solugdo de (1.1.1) que comeg¢a num destes espagos com velocidade inicial

contida nele, permanece neste espago para todo o tempo em que a solu¢ao estiver definida.

Prova: Seja «(t) uma solugao da equagao r= —VV(r), com condigoes iniciais py =
(0,0,2) e vg = (0,0, 2). Pelo corolario 1.2.4 gya(t) é uma solugao de (1.1.1), para todo 0,
onde gy é uma rotacao por um angulo # em torno do eixo z. Como ggpy = Po € oo = Vo,
temos que gya(t) = «(t) para todo 6, ou seja, esta solu¢ao tem as mesmas condigoes
iniciais que «(t), logo, por unicidade das solugoes ggar(t) = «(t). Ora, os pontos fixos de
ge sao os pontos do eixo z, logo, a(t) é um ponto deste eixo, para todo t. Isto prova que
o eixo dos z é um espaco invariante.

De modo andlogo, verificamos que os planos verticais e o plano horizontal sao espagos

invariantes. m

Observagoes: 1) Este resultado nos permite o estudo da dinamica nestes subespagos
invariantes. De fato, no capitulo 5, ao estudar a dinamica do problema, comecamos

estudando a dinamica nestes casos particulares.
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2) O corolario 1.2.5 também pode ser verificado diretamente do sistema de
equagoes. Por exemplo, segue diretamente do campo associado ao sistema (1.1.4), que o
eixo z e o plano-(x, y) sdo conjuntos invariantes. Para verificar que os planos verticais sao

conjuntos invariantes, considere o campo associado ao sistema (1.2.10).

1.2.3 Propriedades do potencial

Nesta secao, veremos algumas propriedades do potencial em relacao a massa e ao raio
do fio circular. Para isto, precisamos explicitar a dependéncia do potencial em relagao a
estas varidveis. Escrevemos V (r, p, M) para denotar o potencial induzido pelo fio circular,
contido no plano -(x,y) e centrado na origem, com raio p e massa M, e VV(r, p, M) para

denotar o gradiente (em relacao a r) de V(r, p, M).

Os resultados desta se¢ao serao usados no capitulo 5.

Lema 1.2.6 Para o potencial V' do problema do fio circular temos as sequintes identida-

des:
(i) V(r,p,c M) =cV(r,p, M), para cada c € IR

(ii) V(cr,cp, M) = LV (r,p, M), para cada c >0

T e

(i) VV (cr,cp, M) = 5V V(r,p, M), para cada ¢ >0

C

(vi) VV(r,p,c M) =cVV(r,p, M), para cada c € IR

Prova: Segue direto da definicio, uma vez que V(r,p, M) = =2 27 49 __ " onde

2 Ir—pe’?|

e = (cost, send,0). m

Corolario 1.2.7 Sejam p,(, M, N numeros positivos.
Se r(t) € uma solugiao do problema ¥ (t) = —VV(r,p, M), entdio s(t) = %r( Np2 t) é
uma solug¢ao do problema s (t) = —=VV (s, (, N).
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Prova: Defina s(t) = fr(ot), com 3, o constantes. Derivando s(t) duas vezes e aplicando

o lema anterior, obtemos:

§ (t) = Bo? ¥ (at) = —Bo*VV (r(ot), p, M) = —Bc*VV (=s(t), p, M) =

1
5
— —BVV(s(t), Bp, M) = ~VV(s(t), Bp, F°0° M)

Assim, tomando o = No® o 3 = S temos que s(t) satisfaz § (1) = —VV (s, (, N),
M¢ p

como queriamos mostrar. m

Observagao 1.2.8 1) O lema 1.2.6 e o corolario 1.2.7 implicam que para estudar o pro-

blema do fio circular homogéneo, basta estudar o caso de raio e massa unitarios.

2) Note que se r(t) e s(t) sao como acima, elas tém as mesmas pro-
priedades qualitativas (periddica, solugdo de equilibrio, etc.). Em particular, se r(t) é

T/ M3

periédica de periodo T', entao s(t) é periédica de periodo W7l

O seguinte resultado é geral e o enunciamos devido ao fato de que o utilizaremos no
capitulo 5.
Lema 1.2.9 Seja q € IR, Q C IR" aberto e V : Q — IR uma funcio C*.

Se r(t) € solugao do problema ¥ (t) = —VV(r), entao s(t) = r(t) + q € uma solugao
do problema s (t) = —VW(s), onde W : Q+q — IR, W(s) =V (s —q).

Aqui Q+q={u+q;ueQ}.
Prova: Segue por substituicao direta. m
Observagao 1.2.10 Neste caso também temos que se r(t) e s(t) sdo como no lema 1.2.9,
elas tém as mesmas propriedades qualitativas (periddica, solugao de equilibrio, etc.). Em
particular, se r(t) é periddica, entao s(t) é periédica com mesmo periodo.

Note também que o trago de s(t) é o transladado de r(¢) (ou vice-versa).
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Capitulo 2

O Problema do Fio Circular como
Perturbacao de Outros Problemas
Gravitacionais

Neste capitulo, verificamos que o potencial ou o gradiente da fungao potencial V| in-
duzido pelo fio circular homogéneo, pode ser visto como uma aproximacao de outros
potenciais ou como uma aproximacao do gradiente de outros potenciais. Estes resultados
serao usados no capitulo 5 para o estudo da dinamica do problema do fio circular, mais

precisamente para o estudo de solugoes periddicas deste problema.

2.1 O potencial como perturbacao do problema de
Kepler

Mostraremos nesta secao que o potencial do fio circular, de raio € pequeno, pode ser

escrito como uma perturbagao do potencial do problema de Kepler.

Fixe M > 0. Denotamos por C, o fio circular, contido no plano-(z,y), centrado na

origem, com raio € e massa M. Denotamos também por

M 2~ do 2 '3 do
V(r,e):——/ =——M/ ;
2m Jo \/(x —ecosh)? + (y — e senb)? + 22 us 0 v D2cos?0 + d?sen?0
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onder = (z,9,2), D* = (Va2 + 132 +e)> +2%2 e d® = (Vo2 +y2 — €)? + 22, o potencial
gravitacional induzido por C.. Note que o dominio de V(r,e) é {(r,e);r ¢ C.} e que
V (r,€) é analitica neste dominio. Note também que faz sentido permitir valores negativos
de €. Neste caso o dominio de V(r,€) é { (x,y, 2, €) ; 2*+y* # €% ou z # 0} (ver observagao

1.1.1), e observamos que V é par, isto é, V (r,€) = V(r, —¢). De fato,

27 do
Vir,—e) = -4
( ; ) 27 JO \/(x+50039)2+(y+esen9)2+z2

M 27 do
27 JO \/(_m_e0059)2+(—y—esen9)2+22

= V(-r,¢)
= V(r,e)

onde a ultima igualdade é devida a simetria de V', ou segue diretamente da expressao
(1.2.9).

Podemos agora enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.1 O potencial do problema do fio circular homogéneo, de raio e, V (r,€),
definido em (1.2.11), é uma perturbagdao, de ordem 2 em €, do potencial de Kepler, isto
¢,

V(re) = et e f(r,e),

e f ¢ analitica em {(r,€) = (x,y,2,6) ER*; 042> + > # e ouz#0} .

M
bl

Prova: Por (1.2.11), temos que

2 3 df
Vv ) - __M/ )
(r;€) 7w Jo +/D2c0s?0 + d?sen26

onde D? = (v/22 + 12+€)*+2%, d* = (V22 + y?2—¢€)?+2%, r ¢ C.. Note que V(r,0) = —%,
r # 0.

Como V(r,€) é analitica em Q = {(z,y,2,€); 2*> +y*> # €% ou 2z # 0}, temos que a
fungao V(r,e) + HTMH é analitica em { (r,€) = (7,y,2,¢) € R*; 0 # 22 +¢y*> # €2 ou 2z #
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0}. Definimos f(r,e) = % (V(r,e) + ﬁ), logo f é analitica em { (r,€) = (x,y,2,¢) €
R*; 0 # 224+ 4> # ouz #0, € # 0}. Vamos mostrar que f estende-se para uma
fungdo analitica definida em { (r,¢) = (2,y,2,¢) € R*; 0 # 22 + 9> A2 ou z #0}.

Sendo V(r,€) uma fungao analitica em €2, podemos fazer o seu desenvolvimento em
série de poténcias. Pelo comentario acima V ¢ par em €, e segue que suas derivadas

2n=1)(r, —¢), 0 que

em ede ordem fmpar sdo funces fmpares, isto é, VD (r,¢) = —V/(
implica que V"~ (r,0) = 0. Sendo assim, desenvolvendo V em poténcias e rearrumando,

obtemos, para € préximo de 0,
V(r,e)—V(r,0) = &f(re),
com f analitica.

Assim, para e préximo de 0, f(r,€) = f(r,€) Logo f pode ser estendida analiticamente.

Isto prova a proposi¢ao. m

Como M = 2mwe) e, nesta secao, M esta fixo, temos que a densidade \ depende de ¢,

mais especificamente, \ = % Assim, se € — 0, entdo A — +o00.

2.2 O gradiente do potencial préximo ao fio circular

Nosso objetivo nesta secao é verificar que, em um plano vertical, o gradiente do poten-
cial VV proximo ao fio circular pode ser estudado como uma aproximagao do potencial
induzido por um fio infinito (fio reto de comprimento infinito, de densidade constante e

massa infinita) ortogonal ao plano (veja figura 2.2.1).

Lembre que o potencial do fio infinito é dado por 2AInr, onde r é a distancia de
um ponto P ao fio infinito e A a densidade constante do fio. Note que, se P estd no
plano vertical, a distancia r de P ao fio infinito é igual a distancia de P a O, onde O é a

intersegao do fio infinito com o plano vertical (ver [Ke|, pags. 62-63).

Vejamos antes uns preliminares.
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Plano
vertical

Figura 2.2.1: Fio infinito

Seja V' (z,y, z; p) o potencial do fio circular homogéneo, contido no plano-(z,y), cen-

trado na origem, de densidade constante A e com raio p. Por (1.2.11), temos que

do
0 + d2sen?f’

(2.2.1)

Vi(z,y,zp) = =4 T(D,d) = —4Ap/02 NI

T como definida em (1.2.13).

de
Defina 0<t<1.
/) \/60329 + tsen26’ -

4 p d?
Logo V(z,y,z;p) = D (ﬁ) :

Observacoes 2.2.0

% db o /
/ \/cos29+tsen2 \/W - K( 1 - t)

onde, como foi dito antes, K é a integral eliptica completa de primeira espécie.

2) £(t) <1+Z(1324(2’; 1) (1—t)”>

Esta série pode ser obtida da série de poténcias (1.2.15) de K.
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&2
3) T(d,D):f<£2), d< D, D#0.

4) T'(d,D) = %, onde o(d, D) é a média aritmético-geométrica de d e D.

Por 3) e 4) temos
d? D
— | = —— <D. 222
f<D2> 20(d, D)’ ¢<D ( )

Fazendo D = 1, temos que f(d?) = oty A< 1

Lema 2.2.1 (i) f € decrescente e f' € crescente.

1 /2 sen?0d6
flit)=—= < 0, o que implica que f é decrescente.
) 2Jo (cos?0 + tsen2)*/*

sen*0dp

3 [
') = —/ >0, o que implica que f’ é crescente.
() 4Jo (cos?0 + tsen20)**

Note que em geral f™(t) <0, se n é impar, e f™(t) > 0, se n é par.
(ii) Por definicao de o, temos que o(d, 1) > (média geométrica de d e 1) = /d.

(iii) Por (2.2.2), tomando D = 1, d* =t, e aplicando (ii), obtemos (iii).
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(iv)
sen’0df

1 [3
/ t — -
7o) 2 /0 (cos20 + tsen6)*/?

1/% 1 1 tsen®d 6 < 1
2Jo t (cos?0 + tsen20)"/? (cos?0 +tsen20) — — 2 t

tsen’0

<1, t>0.
(cos?0 + tsen?0) ’

pois
A prova de (v) segue direto de (iii) e (iv). m

Com isto, concluimos nossos preliminares.

Estamos interessados em estudar o potencial proximo ao fio circular. Para este estudo
consideremos o fio circular de densidade constante A, contido no plano-(x,y) e passando
pela origem, com raio § e centro (3,0,0), conforme a figura 2.2.2. Observe que o plano-
(x,z) é um conjunto invariante. Denotaremos o potencial deste fio circular transladado,

e restrito ao plano-(z,y), por W (x, z; g)
O potencial é escrito na forma

w (SL’,Z; g) = —4)\5 T(D,d) (ver (2.2.1) e observacao 1.2.1, (1)). (2.2.3)

Figura 2.2.2: Fio circular centrado em (c/2,0,0)

Restrito a faixa { (z,0,2); * < §, z € R}, e chamando z = y, observe que, neste

caso, D* = (¢ — 2)? + y? e d> = 2 + y*. Assim, por observagao 2.2.0, (3),
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v () =g (i W

Note que W (:v, y; g) =V ((x, 0,y) — (5,0,0); %) ,onde V é o potencial do fio circular
contido no plano-(x,y), centrado na origem, de densidade constante A e com raio 5. Isto
é, W é obtido de V por uma translagao. Observe que quando ¢ tende para o infinito, a

massa M = 2w A5 também tende para o infinito.

Lema 2.2.2 Numa vizinhan¢a da origem

\VA"4 (x, g) 2)\0%(30 —cy) — 4)‘ﬁf (t) [e(z,y) + (y* — 2%, —2zy)],

onde t = (me;g%ry2 e D=,/(c—x)?+y%

Prova: Segue direto do calculo do gradiente VIW = (%—Vf, %—Z/). [ ]

Observagao: Se z = x + iy, entao z? = (z* — y?, 2zy), assim, em nimeros complexos, a

igualdade do lema acima escreve-se

VW( _) o 2)\I —C\3f (Iz ;2) (2 —¢) = 4>\|zcc|5f, (\lejp) (cz—2%) =

= -2z f () + [PAetef () - s (720)] = + et ()

= D {f () + 2 (72%0) £/ ()} - ©)

2

(Note que o vetor gradiente tem suas componentes nas diregdes z, z° e na diregao real

(1,0))

Para simplificar a notagao, de agora em diante, nesta se¢ao, escreveremos
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1
E@%dZVWGwr§>

Note que o dominio de E é { (z,y,¢); = < i, e>0}.

Definicao 2.2.3 Dizemos que h(z,y;¢€) € C.-limitada se,

1) Para todo C C IR* compacto com (0,0) & C, existe €y tal que h(z,y;€) estd definida
para (x,y) € C, 0 < e < €.
2) Erziste K¢ tal que |h(z,y;€)| < K¢, para todo € < €y e para todo (z,y) € C.

Lema 2.2.4
(i) E(x,yie) = exhi(z,y;6)(z,y) + Veha(z,y;€)(1,0)+
+ Ef(O)hs(r,y;€)(x,y)Veha(z, y; €)(2? — y?, 22y),

onde hi(x,y;€) € C e é Cy-limitada, para i =1,2,3,4.

(ii) E(z,y;€) = —4X2f'(t)(z,y) + Ve U(z, y;¢€), onde U é C,-limitada.

Prova: (i) Do lema anterior, parte (i), temos:

VW (2,9 45) = 2280 (0,y) — 225 52(1,0) — NS 5 (2, y) + AN LD (2% — o, 2ay)

- E%hl(xvy; 6)(x7y) + \/EhQ(xuy; 6)(170>+
+ Ef(t)hs(x,y;€) (2, y) + Ve ha(z,y; €)(2® — y?, 2xy)

2 1
com eye) = 20 L g = 2T g = DS e
€

AN f(t) 1
= _f( )—, que sao fungoes C°.

h4($,y;€>— 2 Db \/E

Vejamos que h;(z,y;€) é C,-limitada, para i = 1,2,3, 4.
Dado C' C IR? compacto, (0,0) ¢ C, existem constantes C1, Cy, tais que
0<Cr <|(z,9)|| = V2 +y*> < Cy, para todo (z,y) € C. (2.2.4)
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Para ¢y < A, temos Cy < &, 0 que implica que
Cy €0
1
C C{(x,y);x < —,y € R}, paratodo € < ¢,
€

e hi(x,y;€) estd definida em C, para e < ¢y, i = 1,2,3,4.

Majorando hq(x,y;€):
20 f(t) 1

e D3 €3/2

2AVE (1)
(=@ + ey)r

\h(z,y;€)| =

Como /(1= ex)? + 2 = [[(1,0) = e (z,9)| < [(1,O)] + € l(&, )l = 1 +ell(z )]
e [1(1,0) — e (z,p)| > I(LO)]| - ell(@,y)| = 1 - |(z,y)ll, usando (2.2.4) obtemos

1—eCy < \J(1—ex)? +ey2 < 1+eCy (2.2.5)

Logo, usando o lema 2.2.1, parte (iii), (2.2.4) e (2.2.5) temos, para todo €, com
0<e<e e Chey <1,

DVED) Ve

h ; <
’ 1(5(7,y,€)| — (1 . 602)3 — (1 - 602)3%
CoaAE (1 - ex)? + 2y 71 + €Cy)'/?
(= eGP+ )V T (1= eCy)3C)?
1 1/2
S 7T)\( + EQCQ) _ K1(07 60).

(1 — eoC)3Cy"”
Isto prova que hi(x,y;¢€) é C.-limitada.
Como |hyo(z,y;€)| = |hi(x,y;€)|, segue que ha(x,y;€) também é C,-limitada.

Agora, aplicando (2.2.5), temos

4\ 4N Z9 4N

ha(e. ;€)= s = < = -
| 3($,y, 6)| D5 ((1 _ EZB)Z + E2y2)5/2 - (1 — 502)5 - (1 — 6002)5

K3(C, 60),
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logo hs(z,y;€) é C.-limitada.

Finalmente, usando o lema 2.2.1, parte (v) e (2.2.5), temos

Aarw 1) 4 1@ 2| f1(8)]
|ha(z, 5 €)] = P52 T 52 5/2 2 | 2,2\5/2
€2 D5 \Je| €/ |:(17€I)z+62y2:| (1 —ex)? + €%y?)
AT 1 AT 1 AT 1
< < < = K,(C, ),
= (22 g2 (1= ea)? + 2y2)5 = O (1 — eCa)3? = P2 (1 — eoCa)?/? 1(C, €0)
portanto hy(z,y;e€) é C,-limitada.
Prova de (ii):
Escrevendo hs(x, y; €) na forma hg(x, y; €) = — —any oo = —4AHAN(1—h(z, y; €)),

; (e + 2272
onde h(z,y;€) = ((1 — ex)? + €2y*)~%/? e substituindo na expressio de E(z,y;€) da parte
Yy

(i), obtemos, ap6s um rearranjamento conveniente dos termos,
E(z,y;€) = —4Af'(t)(x,y) + €2 Uz, ys€)

onde

Ulz,y;e) = ehi(z,y;€)(x,y) + ha(z,y;€)(1,0) +
+ ANEf(#)e 2 (1= bz, y;€)) (2, y) + ha(z,y;€)(2® — 9, 22y).

A parcela 4\e2f'(t)e /2 (1 — h(x,y;€))(z,y) de U é C,-limitada, pois pelo lema 2.2.1,
parte (v),

(1 — ze)? + y?)5/4
(22 + y2)5/4 = 52 2

AN ()] [, )| < A

1 ¢ O,-limitada. Como ja

e por calculo direto também verificamos que (1 — h(z,y;e€))e”
vimos que todas as outras parcelas também sao C,-limitadas, segue-se que U é C,-limitada.

Lema 2.2.5 lim, ot f'(t) = 1
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Prova: Temos a seguinte expressao em série de poténcia da integral eliptica K (k) (ver
[Mc], pag. 203)

5 df 29 4 K221
k:/ 1My T s |
Ul S e [+4+64 ]”/ﬁ [4+1281+
onde k% =1 — k%

Como f(t) = K(v/1 —t), tomando k? = t, temos

i 9, 4ot 21, }
2 il il 29,
I = {1+4+64t+ }l”\/% {4+128 e (226)
donde
, 118 } 4 [1 42 } [ 9, ]<11>
S e P I TR Ee it 1 = I
I [4+64+ v VT LR +4+64 * 27

e dai se vé que

como queriamos provar. m

Lema 2.2.6 E(z,y;¢) = h(z,y;€) <x2+y )—l—\[U(x y; €) com h satisfazendo as sequintes
propriedades:

(1)  Se (p,Yn,€n) — (x,y,0) # (0,0,0), com €, # 0, (n,yn) & Ce,, entao
limp— 1 ooh (T, Yn; €0) = 2A

(i) h(z,y;e) €0 em {(v,y,€); 0 < 5, ¢>0}

Prova: Pelo lema anterior:

E(z,yie) = —4 e f(8)(z,y) +VeUl(z, ys€)

=~ ((1/e) — 2)° + 9] (F) + VeU(, yse).

Defina h(z,y;e) = —4Af'(t)t[((1/€) —2)* + y?]. Como t, = —Z o,

(In €n ) +y” ’

quando n — o0, temos que lim, ;o t, f'(t,) = _%‘
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Assim, limy, o0 (T, Yn; €0) = limy, oo —4Nf (£t ((1 — €,10)% + (€yn)?) = 2.

Por definicao de h, h é C*. =

Pelo lema anterior, podemos definir E(z,y;0) := QAI(QS”J’Fyy)Z, (z,y) # (0,0). Assim,

E(z,y;¢€) estd definida em A = { (z,y;¢€); 2® + y*> # 0, ze < 1 }, e para cada € fixo, F ¢

analitica.

Podemos, finalmente, provar o principal resultado desta secao:

Lema 2.2.7 E é continua em A.

Prova: Sabemos que E é continua em (x,y,€), com € # 0. Seja { (2, yn, €,) } seqiiéncia
em A, com (Zy,, Yn, €,) — (,9,0), (x,y)# (0,0), €, # 0.

Logo C' = {(xn,yn), n € N} U {(z,9)} é compacto e (0,0) ¢ C. Como U é C,-
limitada, existe ng e Ko > 0, tal que |U((xy, yn, €n)| < K¢, para n > ny.

Logo, (do lema 2.2.6, segue-se que)

(xn? yn) . (xn7 yn)
$2+y2| < ngrpoolE((afmyn,en)—h(xn,yn;en)xz+y2|

= hm \/a| U(wnvyn7 En) |

n—-+o0o

| lim E((xmynven) - h(iﬂn,yn;Gn)

n—-4oo

n—-+oo

5+ Yn vty

Logo, lir+n E((xn, Yn, €n) = ligl (@, Yn; €n)

Note que E(z,y;0) = 2AVin(v/2% + y?) e lembre que 2\ In(y/22 + y2) = Nn(2? + y?)
é o potencial do fio infinito (de densidade constante A e massa infinita) ortogonal ao

plano-(z,y), com intersecao na origem do plano. Assim, o problema do fio circular com

raio grande ¢ (o fio circular passando pela origem, com centro em (3,0,0)) pode ser

considerado como uma perturbacao do problema do fio infinito.
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Capitulo 3

Singularidades

Neste capitulo, fazemos o estudo das singularidades de uma solucao do problema do fio

circular homogéneo.

Dizemos que uma solucao r(t) do problema do fio circular, definida no intervalo maxi-
mal (a,b), tem singularidade em b (respectivamente, em a), se b < +00 (respectivamente,

se a > —00).

Nosso objetivo é mostrar que, neste problema, todas as singularidades sao devidas a
colisao. Para obter este resultado, provamos inicialmente a seguinte proposi¢ao que é de

natureza geral:

Proposicao 3.0.8 Seja V : Q — IR, Q C IR" aberto. Seja r(t), t € (a,b), uma solugao
de t = —VV(r) tal que existem:

1) vo,v1 € IR, vy < vy, com dist(V 1 (vg), V(vy)) > 0,

2)t) < 81 <ty <Sg..., tis; € (a,b), i € IN, satisfazendo

Entao b = +oc.
Prova: Como V é continua, para cada intervalo [t;, s;|, podemos escolher, para cada i,
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um intervalo [t}, s7] C [t;, s;] tal que

1771

vo =V (r(t)) < V(r(t)) < V(r(si)) = v, paratodo t € [t],s]. (3.0.1)

1771

Como a energia total £ = E(r(t)) = V(r(t)) + 3[#(t)|* é constante, temos que

|£(t)] = /2(E = V), com V = V(r(t)) e E constante. Logo, por (3.0.1), temos | (t)] <
2(F — ), parat € [tf, sf].

1991

Como o comprimento da curva r(t) entre [}, s7] é maior que d = dist(V " (vp), V="1(v1)) >

1771

0, temos

d</si cldt < [T J2AE —w)dt = (57— t9)y/2(E — vg) < s —t/2(E — vp).
< . [r(t)] < . V2(E — o) (si — t)\/2(E —vo) < (si —t:)y/2(E — o)

Assim, \/ﬁ < (s; — t;), para todo i.

Como temos uma quantidade enumerével infinita de intervalos (¢;, s;) disjuntos, com

0< \/ﬁ < (s; — t;) para todo 7, somando em i concluimos que b = +00. m

E intuitivo ver que as singularidades de uma solucao devem estar relacionadas com

as singularidades do potencial V. De fato, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.0.9 Seja C um fio circular em IR com densidade constante \, e V o po-
tencial Newtoniano induzido pelo fio circular C. Seja r(t) uma solugio de v = —VV (r),
com intervalo de definicio mazximal (a,b). Se b < +oo, entao limy_,-dist(r(t),C) = 0.

Também, se a > —oo, entdo lim;_,+dist(r(t),C) = 0.

Para provar este teorema usamos os seguintes lemas:
Lema 3.0.10 lim, .V (r,) =0 se, e somente se, lim, |t = +00.

Prova: Suponhamos primeiro que |r,| — +oc.

Para todo u € C, C fio circular centrado na origem e com raio p, temos |u| = p. Assim,

para |r| > p, e u € C, temos

[v = ul > e = full = llcl = ol = x| = p,
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logo
M

Og—V(r):/Ldug/ A du = ,
¢ lr—uf clrf—p Ir| —p

onde M = [, Adu é a massa do fio circular C.

Segue-se que limy, 1,V (r,) = 0.

1 > 1
[*—u] = I¥r)+p

Suponhamos agora que V(r,) — 0. Como |u| = p, para u € C, temos
donde,

M
0< :/ A du S/Ldu =—V(r).
[ef +p Je el +p ¢ fr—ul

Portanto, lim,_, 1|ty = +00, como querfamos provar. m

Lema 3.0.11 lim, .,V (r,) = —00 se, e somente se, lim, ., dist(r,,C) = 0.

Prova: Suponhamos que lim,, .V (r,) = —o0.

Como 0 < dist(r,,C) < |r, —u|, para todo u € C, temos

A A 1
0<—-V(r, :/—d </,7d =M-— .
< ~ViE) ¢ |, — ul “= e dist(r,,C) " dist(r,,C)

Segue-se disto que dist(r,,C) — 0.

Reciprocamente, suponhamos que dist(r,,C) — 0. Como d(r,) = dist(r,,C), temos
que D(r,) — 2p, onde p é o raio do fio circular e d e D sao como definidas na segao 1.2.1.

Segue de (2.2.1) e de (2.2.6) que V(r,) = ﬁ f(%) — 400. 1

Passemos agora a prova do teorema 3.0.9:

Prova do teorema 3.0.9: Primeiro observemos que V~!(c¢) é compacto, para todo ¢ < 0.
De fato, o conjunto V~!(¢) é fechado em IR*\ C por continuidade, e o lema 3.0.11 mostra

que ele é fechado em IR*. Também, o lema 3.0.10 mostra que V ~!(c) é limitado.

Agora, seja r(t), t € (a,b), b < 400, uma solugdo maximal de r = —VV/(r). Entao,

limy_,-V (r(t)) existe (sendo finito ou infinito), do contrério, pela continuidade de V
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poderiamos escolher duas seqiiéncias (t,,), (s,) tais que t; < 51 <ty < 89 < ..., t;,8; €
(a,b), com V(r(t;)) = vo, V(r(s;)) = v1, vo < v1. Como V=t (vg) e V~1(v;) sdo compactos,
disjuntos e nao vazios, temos que dist(V "1 (vy), V=1(vy)) > 0. Logo, pela proposicao 3.0.8,

temos que b = 400, contradigao.

Como ImagemV C (—o00,0), segue-se que lim; -V (r(t)) ou é 0, ou é um nimero

v* #£ 0, ou é igual a —oo.

Provaremos que as duas primeiras possibilidades nao podem ocorrer, de modo que
lims_p-V (r(t)) = —o0, e portanto, pelo lema 3.0.11, terfamos que lim;_,-dist(r(t),C) =

0, o que prova o teorema.

Se lim;_,-V(r(t)) = 0, entao existe to tal que para todo t > tg, vo < V(r(t)) < 0,
com vy = V(r(tp)). Pelo lema 3.0.10, temos que |r(¢)| — 400 quando ¢t — b~. Além disso,

1
E=V(r(t) + §||r(t)||2, t € (to,b), E constante,
logo |£(t)| < /2(E — ), para todot € (to,b), ou seja, a velocidade é limitada neste

intervalo.

Temos também que

[ i1t = Jx(t) = x(t0)] = dist(e(0), V" (w0)) = d.

Assim, d; < (t — t9)4/2(E — vg), logo,

d
to + ————— < t, para todo t € (t,b).

2(E - Uo)

Como V~1(vg) é compacto, existe r > 0 tal que V~'(vy) C B(0,r) e como |r(t)] —
+00, dado n > 0, existe t,, tal que para todo t, b >t > t,, r(t) ¢ B(0,n). Isto implica
que, dy = dist(r(t), V= (vg)) > n —r, para todo b >t > t,,. Em particular, d,, >n—r, e
para b > t, > ty, temos b > t, > to+ #ivo)

Assim, lim, o (to + %) = +00, e concluimos que b = +o0, contradicao.
-
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Suponhamos, finalmente, que lim;_,-V (r(t)) = v*, com v* € (—00,0). Assim, dado
e > 0, existe t. tal que para todo t > t., V(r(t)) € (v —e,v* +¢). Sejam vy = v*—¢, v, =
v* + &; podemos supor 0 < ¢ < |[v*], assim v; < 0. Claramente o conjunto V~!([vg, v1]) é
néo-vazio e como V é continua, ele é fechado em IR®* \ C. Além disso, pelo lema 3.0.11,

ele é fechado em IR?, e pelo lema 3.0.10 ele ¢ limitado, j& que v, < 0.
Assim, V1 ([vg, v1]) é compacto e r(t) € V1 ([vg,v1]), para todo t > t..

Por outro lado, da equacdao da energia, temos |£(t)|> = 2(E — V(x(t))), e portanto,
para todo t > t., temos |i(t)| < \/2(E — vg) = co.

Segue-se que a solu¢ao maximal (r(t),#(t)), t € (a,b) do sistema de primeira ordem

r = v

v = —VV(r)
estd contida no compacto V1 ([vg, v1]) X B(0, ¢3), para todo ¢, t. < t < b. Por um teorema
da Teoria Fundamental das Equagoes Diferenciais Ordindrias (ver [S]), resulta que b =

+00, uma contradicao.

Analogamente, tomando t — a™, a > —o0, 0 mesmo resultado vale, bastando tomar

a solucao r(—t) em (—b,—a). Isto conclui a prova do teorema. m

A pergunta natural que surge é: Se lim;_,-dist(r(t),C) = 0, b < +oo, r(t) deve
aproximar-se a um ponto bem definido sobre C ?
Em principio, r(t) poderia aproximar-se do fio, sem tender a nenhum ponto especifico do
mesmo. Se r(t) aproxima-se de um ponto r* € C quando ¢ — b (a particula tem uma
posicao limite no tempo b), isto significa que a particula deve colidir com o fio circular C,

quando t — b = t*.

Definigao 3.0.12 Suponhamos que r(t), solu¢ao do problema do fio circular, tem uma
singularidade em t*. FEsta singularidade é chamada uma singularidade de colisao, se existe
r* € C tal que r(t) — r*, quando t — t*. Em caso contrdrio, a singularidade é chamada

singularidade sem colisao.
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Podemos agora provar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.0.13 No problema do fio circular homogéneo todas as singularidades sao de

colisao.

Prova: Sem perda de generalidade, sejar(t), t € (a,b), b < +00, uma solugdo maximal do
sistema de equagoes t = —VV(r). Pelo teorema 3.0.9, temos que lim,_,-dist(r(t),C) = 0.

Para provar que lim;_,-r(t) = r* € C, escrevemos este sistema em coordenadas cilindricas

(r,0,2) em (IR*\ {eixo z}). Obtemos

KW, w
r3 or’ 0z
. K )
com § = ——, onde K é constante e U(r, z) = V(r cost, r send, z).

r(t)*
Como o fio, em coordenadas cilindricas, é dado por C = {(p,,0),¢ € R}, temos
que, mostrar que lim;_,-r(t) = r* € C é equivalente a mostrar que lim, ,-7(t) = p,
limg_p-2(t) = 0 e lim;_,-0(t) = by, para algum 6. Os dois primeiros limites seguem do

fato que lim,;_,-dist(r(t),C) = 0. Vamos agora provar que lim;_,-0(t) = 0y:
Se K =0, 0(t) é constante, e ndo temos nada a provar.

Suponhamos entao K > 0. Logo 6(t) é crescente e, assim, para provar que o limite de

0(t) existe, basta provar que 6(t) é limitada superiormente, para t numa vizinhanca de b.

Como 7(t) — p, existe ¢y tal que, para t > to, r(t) > 5. Assim,

o) — /t:rg)2d5 b oot < /t:‘;—fds + 0t

AR (b — to)

p2 + (9<t0) < 400

para todo t € (to,b).

Portanto, o limite de 6(t), quando ¢t — b~, existe e a demonstracdo do teorema estéd

concluida. m

38



Capitulo 4

Solucoes Periddicas de Perturbacoes
Continuas com Simetrias

Neste capitulo, provaremos a existéncia de solugoes periddicas de problemas perturbados
proximas a solugoes circulares de problemas nao perturbados. O estudo feito aqui é planar
e os problemas nao perturbados a que nés nos referimos, sao da forma r = —”IHH%I“ SR>
0, com 0 < a < 1. Em particular, se & = 1 temos o problema de Kepler. Os resultados
deste capitulo sao fundamentais para o estudo de existéncia de solugoes periddicas do

problema do fio circular homogéneo, apresentado no préximo capitulo.

E interessante notar que tudo o que consideramos para obter os resultados a seguir,
sao perturbagdes continuas, com alguma simetria (ou algumas simetrias). Para resultados

relacionados na literatura veja comentarios na introducao.

Iniciamos este capitulo, apresentando dois lemas que mostram que para encontrar
solucgoes periddicas de problemas com simetrias, basta construir s6 um pedago das solugoes

com certas propriedades.

Lema 4.0.14 Seja Q C IR* aberto, com Q = Q, onde p(z,y) = (x,—y). Seja f :
Q — IR?, invariante por ¢, isto é, f(ep) = pf(p), p € Q. Ser :[0,7] — Q, 7 > 0,
r(t) = (z(t),y(t)), € solugao do problema

i= f(r) (4.0.1)
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tal que r(0), r(1) € {eixox} (isto € y(0) = y(t) = 0) e v(0),1(7) sdo verticais (isto é,

#(0) = @(7) = 0), entdo a extensdo T de r, definida por:

r(t—2n7), te2nt,2n+1)7], ne Z
or(2nt —t), te[2n—1)71,2n7|, ne Z

¢ solugao periddica, de periodo 21, do problema (4.0.1). Mais ainda, o tra¢o de T €

sitmétrico em relacao ao eiro .

Prova: Como r(t), ¢t € [0,7] é solucao de (4.0.1), entao, desde que o sistema (4.0.1) é
autonomo, r(t —a) er(a+7—1), t € [a,a+ 7| também sao solugdes de (4.0.1), para todo
a € R. Como f é invariante por ¢, pr(a —t), t € [a — 7, a] também é solugao de (4.0.1)

Assim, cada parte na definigao de r é solugao de (4.0.1).

Um calculo direto mostra que estas partes, e suas primeiras derivadas coincidem nos
extremos dos intervalos de definicao. Desta forma, T esta bem definida e é solucao de
(4.0.1). Mais ainda, verifica-se diretamente que t(0) = (27) e r(0) = r(27), e que o trago

de T é simétrico em relagao ao eixo x (veja figura abaixo). m
m 0 ﬁﬂw

Figura 4.0.1: Solugao simétrica em relagao ao eixo x

Analogamente temos:

Lema 4.0.15 Seja Q C IR® aberto, com ¢;Q2 = Q, i = 1,2, onde ¢1(x,y) = (—z,y) e
oz, y) = (z,—y). Seja f: Q — IR?, invariante por ¢y e py. Ser:[0,7] — Q, 7> 0, é
solucao do problema

i= f(r) (4.0.2)

tal que r(0) € {eizox}, r(1) € {eizoy}, t(0) € vertical e ¥(7) € horizontal, entio a

extensao T de r, definida por:
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r(t —4nt), t € [4nT, (4n + 1)7]
o1r(d(n+2)T —t), t € [(4n+ 1)1, (4n + 2)7]

paprr(t — (An+2)7), t € [(4n+2)7, (4n + 3)7]

por(4dnt — t), t € [(4n — 1)1, (4n)7],

com n € Z, € solugdo periddica de periodo 41 do problema (4.0.2). Mais ainda, o trago

de v é simétrico em relagao aos eixos x € y.
Prova: Andloga & prova anterior (veja figura abaixo). m

Figura 4.0.2: Solugao simétrica em relagao aos eixos = e y

Definicao 4.0.16 Seja I um intervalo qualquer, o : I — IR" de classe C*' ¢ H" !
uma hipersuperficie de IR". Dizemos que « intersecta transversalmente H" ™1 se a(0I) N
H" ' =0, a(I)NOH" ' =0, e para todo t tal que a(t) € H™ ! temos &(t) ¢ TomH™ .
Além disso, dizemos que o intersecta transversalmente H™ ™' em um tnico ponto, se «

intersecta transversalmente H"™' e existe unico t tal que a(t) € H" '

A seguinte proposicao mostra que a propriedade “« intersecta transversalmente em

um tnico ponto” é aberta na topologia C.

Proposigao 4.0.17 Seja E um segmento fechado de uma reta em IR* e seja o : [0,1] —

IR?, t >0, de classe C*, tal que o intersecta transversalmente E em um tinico ponto.

Entdo, eziste e > 0 tal que, se 3 : [0,1] — IR? é de classe C' e ||a—f|| < e, ||a—p| <

€, entao [ intersecta E transversalmente em um tunico ponto.
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Figura 4.0.3: E fechado, « e 3 transversais

Prova: Consideremos F contido no eixo y.

Seja m(z,y) = x e seja a(ty) o unico ponto de intersec¢ao transversal de o com E.
A condigdo a(ty) € E equivale a m(a(tg)) = 0, e a condi¢ao &(ty) ¢ E equivale a
m1(&(tg)) # 0. Suponhamos m(&(tg)) > 0.

Como & é continua, existe um intervalo [a,b] C (0,t), to € (a,b), tal que m(a(t)) >
0, para todo ¢ € [a,b]. Também podemos supor que diam(afa,b]) < 3 dist(a(to),0E) = 7.
Assim, a fungao ma(t) é crescente em [a, b, logo ma(a) < 0 e ma(b) > 0, pois ma(ty) =

0.

Sejam g1 = min{dist(a(t),E); t € [0,t]\ (a,b)}, g2 = min{ma(t); t € [a,b]} e

. . 1 . ~ o).
considere € = gmin{er, g2,7}. (Note que £1,¢5 e v sdo positivos.)

Seja 3 : [0,2] — IR2, de classe C?, tal que ||o — ]| < ¢, ||& — B]| < e. Temos as

seguintes afirmagoes:

Afirmacao 1: f(t) ¢ E, t €[0,t]\ (a,b).

De fato, para todo z € E, temos dist(x, ) > dist(z,a) — dist(«, 5) > dist(E,«) —
dist(c, 3), e como t € [0,t]\ (a,b), obtemos dist(x,3) > &1 — % = 52—1 Como isto vale
para todo x € E, temos dist(E, 3) > 52—1 > 0.

Afirmagao 2: Existe um unico t; € (a,b) tal que B(t1) € E. Além disso, 3(¢1) é um
ponto interior de E e 3(t,) ¢ E.

Com efeito, primeiro verificamos que /() é crescente em [a,b] e que m3(a) < 0 e
mB(b) > 0. De fato, como |a(t) — ((t)| < £2 temos que |md(t) — mp(t)| < £2 logo

mB(t) > ma(t) — % >0, para tE€ [a,b].

Também |B(t) — a(t)| < &L, logo |miB(t) — ma(t)| < &L, donde, para t = a, temos
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ma(a)l

0.
5 <

mB(a) < ma(a) + % < ma(a) +

De modo andlogo, verificamos que 7/3(b) > 0.
Temos entao que existe um tnico t; € (a,b), com m3(t;) = 0, ou seja, B(t1) €
{eizoy}, ndo necessariamente em FE. Por outro lado,

8(1) — afto)] < [(tr) — ()] + |a(h) — alto)] < e+ < 2y = Sdist(alt), OB).

Isto 6, existe um tnico ¢; € (a,b) com [(t1) € E . Além disto, como mB(t1) # 0, temos

que 3 (t1) ¢ E, concluindo assim a prova da afirmagao 2.

Das afirmacoes 1 e 2, concluimos que existe um tnico t; € [0,¢] com §(t;) € E. Além

disso, ((t1) EE?, B(t)) ¢ E ety € (0,1), provando assim a proposicio. m

Observacgoes:

1) A condicdo de E ser fechado é fundamental (veja figura 4.0.4, onde « intersecta trans-

versalmente F em um unico ponto e (3 esta perto de «, mas [ intersecta E em dois

pontos).
E
B a
— <
?i p

Figura 4.0.4: E aberto

2) A teoria de transversalidade nos garante a transversalidade das curvas, mas nao garante

unicidade, e esta é a importancia da proposicao, que garante a unicidade da interseccao.

Para provar os principais resultados deste capitulo, precisamos também da proposicao

4.0.18 a seguir. Antes, introduziremos a seguinte notagao:
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Seja U x U,, C IR* x R aberto, onde g € Uy, e seja g : U x U,, — IR continua e

de classe C! em r € U, para cada p fixo.

Para cada i € Uy, considere a equacao diferencial ordindria

r=g(r,pn) (4.0.3)

Denotamos por r(t, x, v, 1) uma solugao de (4.0.3), com condigoes iniciais r(0, x, v, ) =
x e 7(0,x,v,) = v. Sejam xo € U, vo € IR? yy € IR fixos. Escrevemos ro(t) =

r(t7 X0, Vo, MO)

Nesta situacao temos a seguinte proposicao:

Proposigao 4.0.18 Seja [0,t], t > 0, um intervalo de tempo no qual ro(t) intersecta

transversalmente um segmento fechado E de IR*, em um tnico ponto.

FEntao, existe 6 > 0 (6 dependendo de (Xo, Vo, f10,t) ) tal que para X, v, i satisfazendo
Ix — %o <0, |[v—vo| <9, |p— ol <9, a solugdo r(t,x,v, ) do problema perturbado
(4.0.8) estd definida em [0,t] e, restrita ao intervalo [0,t], intersecta transversalmente o
segmento E, em um tinico ponto. Além disso, a fun¢io 0 < t(x,v,u) < t, definida por

r(t(x,v,pn),x,v,u) € E, é continua.

Prova: Tomando o = rg na proposicao 4.0.17, seja € > 0 obtida desta proposicao.

Da teoria das equagoes diferenciais ordindrias, existe 6 > 0 (4 dependendo de (xq, Vo, fio, t))

tal que, se (x,v, i) satisfaz:

Ix —xo <6, |v—vo| <9, |u—pol <5, (4.0.4)
entdo, a solu¢do r = r(¢,x, v, 1) do problema (4.0.3) estd definida em I := [0, ¢] e satisfaz:
(ver [S], pag. 34)

v —roll = supies||r(t, x, v, 1) = ro(t, xo, Vo, po)|| < €
¥ —Tol| = supserl|E(t, %, v, 1) — To(t, Xo, Vo, po) || <€

Pela proposicao 4.0.17, temos que r([0,¢]) intersecta E transversalmente em um tnico

ponto e também, por esta mesma proposi¢ao, temos que a fungao t(x,v,u) estd bem
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definida para (x,v,u) satisfazendo (4.0.4). Escrevemos (x,v,u) = u. Desde que t é
limitada, para provar sua continuidade, é suficiente mostrar que, se u,, — u e t(u,) — b,
entdo b = t(u).

De fato, por definigao de t, temos que r(¢(u,),u,) € E. Pela continuidade de r
segue que lim, . oor(t(u,),u,) = r(b,u), logo r(b,u) € E pois E é fechado em IR?.
Mas r(t(u),u) € E e, pela proposigao 4.0.17, t(u) é tnico. Isto implica que b = t(u),

concluindo assim a prova desta proposicao. m

4.1 Perturbacoes do problema de Kepler

Nesta secao, provamos a existéncia de solucoes peridédicas de problemas perturbados
com simetrias, proximas a uma solucao circular do problema de Kepler (o problema néo

perturbado).

Como antes, r(t,x, v, 1) denota uma solugdo do problema ¥ = g(r, 1), com condigbes

iniciais r(0,x, v, u) = x e r(0,x,v, 1) = v.

K

Considere o problema de Kepler no plano—(z, z) dado por r = —rp

r, K > 0.
Teorema 4.1.1 Sejam C um circulo com centro na origem (0,0) de IR* e raio arbitrdrio,
xg € CN{eizro x} e U uma vizinhanga aberta do circulo da forma C C U C (IR*—{(0,0)}).
Sejam a >0 e g: U x (—a,a) — IR* continua, tal que

(i) g(r.0) = ~ fisr

(ii) g(r, ) é C' na varidvel v € U, para cada p.

(#ii) para todo p fizo, g € invariante (como campo de vetores) pelas reflexoes

cp1<l’,2) = (_x7z>7 @2(xaz> = (l’, _Z)

Entao, existe 6y, 0 < dg < a, com a sequinte propriedade. Para cada p € (—6,dy), existe

uma velocidade v, tal que a solugao r (t) :=r(t,x0,V,, i) do problema ¥t = g(r,p), €

Vil
periodica. Mais ainda, podemos escolher dg > 0 tal que estas solugoes tenham como traco
uma curva fechada simples, simétrica em relagdo aos eixos x e z, que enlaca a origem.

Observacoes 4.1.2:
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1) Uma curva fechada simples S, no plano IR?, enlaca um ponto p ¢ S, se p pertence a

componente conexa limitada de IR* \ S.
2) do do teorema 4.1.1 depende somente de g, U e do raio de C.

3) Seja v tal que r é solugao circular, cujo traco é C'. Dadon > 0, da prova do teorema

Vo0
verifica-se que as velocidades v, do enunciado podem ser tomadas tais que ||v,, —vo|| < 7.

4) Da prova do teorema (ou do fato que as solugoes r sao simétricas) segue que v, é

Vil
vertical, isto é, v, = (0,v,) ou, equivalentemente, ortogonal ao eixo z.

5) Em geral, ndo podemos garantir que p — v, seja continua, mas, é possivel provar
uma propriedade da aplicacao p +— v, um tanto mais fraca que continuidade, dada por:

existe uma correspondéncia p — V, C IR*, V, # 0, tal que r ¢é periddica, para todo

Vol
v € V,. Mais ainda, o conjunto V = U050V, = {(V, 11); v € V,} é conexo e compacto.

Veja figura.

=<

No caso especial em que p — v, é continua, podemos tomar V,, = {v,}, e o conjunto

V seria o gréafico de pp— v, € [0, 00, que é certamente conexo e compacto.

Fazemos entao a seguinte adicao ao enunciado do teorema acima:

Addendum (ao teorema 4.1.1) Seja a velocidade v tal que r € a solucao circular

Vo0
do problema de Kepler ¥ = g(r,0) = —ﬁr, k>0, cujo trago € C.

Entdo, podemos escolher 69 > 0 no teorema 4.1.1, tal que existe conjunto conexo,

compacto V C IR* x IR com as sequintes propriedades:
1)V, =VYn (B2 X {,u}) # (0, para todo p € [0, do).

2) Ty, ¢ periddica, para (v,p) € V.
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Mais ainda, o traco de r ¢ uma curva fechada simples, simétrica em relacao aos

VoLl
elxos x e z, que enlaga a origem.

Prova do Teorema 4.1.1: Primeiro, lembre que todo circulo com centro na origem é o
traco de uma tnica solucao periddica do problema de Kepler. Esta solucao tem velocidade
angular w constante, com w = \/ka~%2, onde k ¢é a constante de Kepler e a é o raio da

solucao circular.

Seja ro(t) a solugao circular do problema de Kepler no plano—(z, z), que tem como
trago o circulo C'. Suponha, sem perda de generalidade, que ro(0) = xq e que 1o(0) = vq

tem o mesmo sentido do eixo z, isto é, vo = (0, vy), vo > 0.

Escolha ¢ > 0 tal que ro(t) = r(t,xo,Vo,0), restrito ao intervalo [0,7], intersecta

(transversalmente) o eixo z em um unico ponto (veja figura abaixo).

n(g/Na)

Figura 4.1.5: o (t), t €[0,1], intersecta transversalmente o eixo z em um dnico ponto

Considere §, 0 < § < 1, ¢ suficientemente pequeno (como na proposigao 4.0.18, com
t como acima e E = eixo z), e defina V5 := {ovy; 0 € (1 —6,1+6)} C IR®. Definimos
[:Vsx(=0,0) = R, l(v,p) = 2(t(v, i), X0, V, 1), onde 2(t(v, u), Xo, v, ) é a segunda co-
ordenada do vetor velocidade ¥(t(v, u), X0, v, pt) = (X(t(v, ), X0, v, 1), 2(t(v, i), Xo, v, it))
e t(v,u) é o tempo em que a solugdo intersecta o eixo z. Aqui t(v,u) = t(xo,V, )
como na proposi¢ao 4.0.18 (foi para isto que escolhemos ¢ e quisemos ¢ suficientemente

pequeno). Note que, como § < 1, v € Vs tem o mesmo sentido de vo.

Observe que (v, ) = 0 se, e somente se, r restrita a [0, %], intersecta o eixo z

\o%
ortogonalmente (e em um tnico ponto).

Afirmacgao 4.1.2 Seja n > 0. Entao existe dp, 0 < dy < 0, e vy, v_ € Vj tais que,
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[vo = v <, |vo = vyl <n, [v-| < vol < |vil, e para todo € (=do, ), temos
I(vi,p) >0el(v_,pu) <0.

Prova da afirmacao: Para p = 0 recaimos no problema de Kepler. Logo existem v e
v_ pertencentes a Vj, tais que |[v_| < |vo| < |vi| e |[vo —v_]| <n, |[vo —vi| < n, com
[(vy,0) >0el(v_,0) <0, (veja figura abaixo).

1(v.,0)>0

Como [ ¢ continua, para ¢ = 1 min{l(vy,0),]l(v_,0)[} > 0, existe dp > 0 tal que
0<dop<de|l(v_,0) =Il(v_,pm)| <e [l(ve,0) = l(vy, n)| <€, para p € (=6, dp). Segue

que [(vy, 1) >0, l(v_,u) <0, para u € (—dp,d). Isto prova a afirmacao.

Pela afirmacao acima (escolher qualquer n positivo) e pelo teorema do Valor Inter-
mediario, existe §y > 0 tal que, para cada p, g € (—do,do), existe v, € Vs satisfazendo
(v, 1) = 0. Portanto, para cada j, a solu¢ao do problema perturbado r,(t) := ry, " (t) =

"

r(t,xo, vy, /1), intersecta ortogonalmente o eixo z no instante t = ¢(v,,, 1.

Finalmente, o lema 4.0.15 implica que r,(¢) pode ser estendida a uma solugao periédica,

com periodo 4t(v,, u), cujo traco é simétrico em relacdo aos eixos x e z.

Para mostrar que podemos escolher dy, tal que o traco de r,(t), p € (—do,dp), é uma
curva fechada simples, seja T,(t) a aplicagao r,(t) considerada como uma aplica¢do com
dominio S* = {z € C; |z = 1} (isto ¢, F,(e”?) = r,(340), 7, = 4t(v,, p)). Note que T, e

r, tém o mesmo traco.

Da dependéncia continua das solucoes em relacao as condigoes iniciais, e do fato de
que t(v, ) é continua, verifica-se facilmente que, escolhendo Jy suficientemente pequeno
e 1 da afirmacao anterior, também suficientemente pequeno, temos que t,,, p € (—do, o),

estd perto de Ty na topologia C'* do espaco de aplicacoes C*, de S* em IR?.

Como T é um mergulho e o espaco dos mergulhos é aberto na topologia C*!, obtemos
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que podemos escolher d, suficientemente pequeno (e 7 suficientemente pequeno), tal que
T, o € (—0dp,dp), é também um mergulho, o que implica que o traco de ¥, é homeomorfo

a 81, isto é, é uma curva fechada simples em IR?.

Para mostrar que podemos escolher d, suficientemente pequeno, tal que o traco de
r,(t), p € (—=do,do), enlaca a origem, lembre primeiro que o traco de ry enlaca a origem.
Isto significa que (0,0) estd na componente limitada de IR*—(traco ro)= R* — C. E-
quivalentemente, ¥y : S* — IR? — {(0,0)} ndo é homotopicamente trivial. Escolhendo
do suficientemente pequeno (e 7 na afirmagao, suficientemente pequeno), temos que T,
1 € (=do, ), estd perto de Fy. Portanto ¥, : S' — IR* — {(0,0)} é homotépica a ¥ em
R* — {(0,0)}. Logo T, também nao é homotopicamente trivial. Segue que o trago de r,

enlaga a origem, p € (—dp,dp). ®

Para a prova do addendum usaremos o seguinte lema, cuja prova apresentamos no

apéndice B .

Lema 4.1.3 Sejam [a,b], [c,d] C IR intervalos fechados e f : [a,b] X [¢,d] — IR continua,

tal que
f(z,c) <0, z € |a,b]

f(x,d) >0, z € [a,b)].

Entdo, existe W C f~1(0) compacto, conexo, tal que W, := W N ({z} X [¢,d]) # 0,
para todo x € [a,b].

Prova do Addendum: Continuamos usando a notacgao da prova do teorema.

Lembre que as solugdes r,(t) = r(t,Xo, v, i) sdo tais que {(v,, p) = 0. Mais ainda,

se l(v,u) = 0, entao (v, u) determina uma solugao periddica Ty de r=g(r,p).

Lembre também que para [ : Vs X (—=0,0) — IR, pela afirmacao anterior, existem

vy, v, dp > 0, tais que {(vy,u) >0, [(v_,pu) <0, para p € (—dg, dp)-

Como v, € Vj, podemos escrever v, = (1 + €, ) vy, €, > 0 (pois |vo| < |[vi] e vy e
Vo tém o mesmo sentido). Analogamente, v_ = (1 +€_) vy, e < 0 (pois |v_| < |vo e

Vv_ e v( tém o mesmo sentido).
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Seja f : [€—7€+] X [0760/2] - IRa f(S,,U) = l((l + S)VCHH’)' Como f(€+,u) >
0, fle_,p) < 0, u € [0,00/2], 0 lema acima garante que existe um conjunto conexo,

compacto W C f71(0), tal que
Wi =W (le ] x {u}) #0,

para p € [0,d0/2]. Portanto, para (v,u) € V := { ((1 + $)vo, ,u) s (s,p) €W }, temos que

[(v,n) =0 e V satisfaz as condi¢bes do addendum ao teorema. m

Observacao 4.1.4 Para a prova da existéncia de solugoes periddicas em forma da figura
do oito, apresentada no capitulo 5, precisamos também que as solugoes Ty ol dadas
no teorema 4.1.1 acima, satisfacam também a seguinte propriedade: L intersecta o
eixo x em exatamente dois pontos, segue que estes pontos sao xy e —Xo. Para verificar

que as solucoes r satisfazem esta propriedade, basta aplicar a proposicao 4.0.17 as

Vil
solugoes F,(e”) = r,(540) duas vezes (veja final da prova do teorema 4.1.1): uma vez

para {¢; =2 <0 < 7} e outra vez para {e?; 7 <60 < 3T}

4.2 Outras perturbacoes

Nesta se¢ao, dada uma solucao circular do problema nao perturbado no plano-(z, z),
r= —Hr"%r, com 0 < a < 1er >0, provamos a existéncia de solucoes periddicas de

problemas perturbados simétricos em relacao ao eixo x.
Antes de enunciar e provar o resultado principal desta secao, vamos lembrar alguns

fatos gerais sobre o problema de Forca Central, (ver [G], pags. 70-81, [L], pags. 30-35,
[Arn], pags. 33-41).

Seja U : (0,400) — IR, U € C*°. Consideremos o problema planar

t=—VU(r), (4.2.5)

onder = (z,z) e U(r) = U(r), r = |r| = Va2 + z2. Usando coordenadas polares (r, ), o
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Hamiltoniano e o momento angular escrevem-se na forma:

H(r,i) = 42+ 4 U()
(4.2.6)

Seja r(t) uma solucao deste problema.

Observacoes 4.2.0

i) (te) = 0
1) As seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
ii) vt)) L (ko)

2) Suponhamos que existem t; < to tais que, 7(t1) = 7(t2) = 0 e r(t1) # r(t2), tal que
7(t) # 0, t € (t1,t2). Entdo temos duas possibilidades:
7,<t1) = Tmin
a) 7(t) > 0, para todo t € (t1,t2), segue que
T(tQ) = Tmax

T(tl) = Trmax
b) 7(t) < 0, para todo t € (t1,t2), segue que

r (t2) = Tmin

Certamente, se 7(t) = 0, para todo t, entao rmez = rmin = 7(t), para todo t, e a

solugao r(t) é circular.

Os pontos onde r = 7,,;, sao chamados pericentros, e os pontos onde r = r,,,, Sa0

chamados apocentros.

Assim, se a érbita r(t) nao é circular e possui ao menos um pericentro e um apocentro,
a oOrbita descreve uma curva que vai de um apocentro a um pericentro sucessivamente
(ou vice-versa), (veja figura abaixo). Além disso, r(t) estd definida para todo t e o
movimento ocorre no interior de um anel definido pelas circunferéncias de raios 7,y
e Tmaz- Conseqilentemente, se conhecemos r(t), entre um pericentro e um apocentro
(ou vice-versa), conhecemos toda a fungao r(t). A prova destes fatos usa a simetria do

problema e ¢ similar & prova dos lemas 4.0.14 e 4.0.15 (ver [Arn], [G]).

o1



Figura 4.2.6: Orbita de r(t)

t

Figura 4.2.7: Funcao periddica r

Note que, se r(t) possui apocentro e pericentro, entao |p(t)| = ||7‘=[(§‘)|\ > T‘Wi‘z 0.
Assim, como r(t) estd definido para todo ¢, lim_. . |e(t)] = +oo, isto é, r(t) “da

infinitas voltas” ao redor da origem.

3) O angulo entre um pericentro e um apocentro sucessivos é dado por

Tmaz K/r*dr

P —
rmin (J2(E = Ups(r))

I

2

onde Uy = 5z T U(r) é o potencial efetivo e K o momento angular.
r

Pela simetria do potencial, podemos observar que ® nao depende de quais 7,42, T'min

sucessivos tomamos (veja figura 4.2.6).

Seja {r,(t)} uma sucessao de solugdes que se aproximam a uma solugao circular ry(t),

U'(ro)
33U/ (ro)+roU" (ro)’
onde ®,, ¢ o angulo entre um pericentro e apocentro sucessivos de r,, (ver [Arn]). Aqui,

{r,(t)} aproxima r((t), significa que (r,(0),1,(0)) — (r¢(0),1o(0)).

de raio ry. Suponha que r,,(t) possui apocentro e pericentro. Entao ®,, — 7

4) Se consideramos (4.2.5) da forma

K

r= —Wr, onder = (z,2), k>0, com 0<a <1,
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o potencial U do problema ¢é dado por:

—la, com ay = K, O<a<l,
Uy =4 " (4.2.7)

kinr, a=0.

Observe que se ry(t) é uma solucao circular de um problema central atrativo, com

potencial U, temos que, para ro(0) = x¢ e 1o(0) = vy,

Ivo| = \/pU'(p), com p = |xo|.

Para U como em (4.2.7), se 0 < a < 1, |vo| = \/\/;Zg esea =0, |vo] = k. Observe

que, neste ultimo caso, |vo| é independente de xq.

Apresentamos a seguir o principal resultado desta secao.

Teorema 4.2.1 Sejam C um circulo com centro na origem (0,0) de IR? e raio arbitrdrio,
xy € CN{eizo x} e U uma vizinhanga aberta do circulo da forma C C U C (IR*—{(0,0)}).
Sejam a >0 e g: U x (—a,a) — IR* continua, tal que

(i) g(r,0) = —”I.”%r, onder = (z,2), k>0,e 0<a<l

(ii) g(r, ) é C' na varidvel r, para cada p.

(#4i) para todo u fizo, g € invariante (como campo de vetores) pela reflexdo

¢<x7 Z) = (JC, _Z)

Entao, existe 6, 0 < §g < a, com a sequinte propriedade. Para cada p € (—d, o), existe

uma velocidade v, tal que a solugdo r = r(t, %o, Vy, 1) do problema v = g(r,p), €

Vol (t>
periodica. Mais ainda, podemos escolher 6o > 0 tal que estas solugoes tenham como traco

uma curva fechada simples, simétrica em relagcao ao eixo x, que enlaca a origem.

As observacoes 4.1.2 feitas apés o enunciado do teorema 4.1.1, valem também neste
caso, e também fazemos uma adicao ao teorema:

Addendum (ao teorema 4.2.1) Seja a velocidade v tal que r € a solucao circular

Vo0
do problema ¥ = g(r,0) = —”I."%r, 0<a<l, k>0
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Entdao, podemos escolher 69 > 0 no teorema 4.2.1, tal que existe conjunto conexo,

compacto YV C IR* x IR com as sequintes propriedades:
1)V, =VYn (]R2 X {,u}) # (0, para todo p € [0, do).
2) Ty, ¢ periddica, para (v,p) € V.

Mazis ainda, o traco de r € uma curva fechada simples, simétrica em rela¢do aos

VoLl
elxos T e z, que enlaca a origem.

o4



A prova do teorema 4.2.1) é similar a prova do teorema anterior (perturbacdo do
problema de Kepler), precisamos apenas estudar o comportamento das solu¢oes préximas

a solugao circular do problema nao perturbado (que no caso de Kepler ja conheciamos

(elipses)).

Seja ry(t) a solucao circular do problema planar nao perturbado

f:—Wr, OSO{<1, k>0 (428)

que tem como traco a curva C. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ry(0) =

Xg, To(0) = vq, vo com o mesmo sentido do eixo z e xg no eixo positivo do z.

Seja r(t) uma solucao de (4.2.8), com mesma posigao inicial xq e com velocidade inicial

v préxima de vy (v com mesma diregao e sentido de vq e |v| proxima de |vo).

Escrevemos v = | v| e vg = |vo|. Como #(0) é ortogonal a r(0), temos 7(0) = 0 (ver
observacao 1, de 4.2.0) e r(0) é um méximo ou minimo de r(t), logo um apocentro ou

pericentro da solugao r(t).

Lema 4.2.2 Na situagdo acima, para v suficientemente prozimo de vy, r(t) possui peri-
centro e apocentro. Mais ainda, se v > vy, r(0) € um minimo de r(t), e se v < vy, 7(0)

¢ um maximo de r(t), onde r(t) = |r(t)|.

(0)=p

Figura 4.2.8:
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Prova: Seja v(t) = |r(t)|] e U como em (4.2.7). Como 7(0) = 0, temos v(0) =
V/72(0) +r2(0)¢%(0) = r(0)¢(0). Isto implica que, por (4.2.6),

K =r(0)v(0) = pv(0), onde r(0) = |r(0)| = p. (4.2.9)

Além disso,
H(r,#) = [P +U(r) = 30(t)* + U(r(t))
(4.2.10)
= 10%(0) + U(r(0)) = 50*(0) + U(p).

Quando 7 = 0, temos por (4.2.6) ¢ (4.2.9), H(r,7) = P20 U(r) e igualando com

2r2
(4.2.10), temos entao:
2

%112(0) (1 - p—) =U(r) = Ulp)

2
Assim, para r # p, 7(t) = 0 se, e somente se, r = r(t) satisfaz

[v] = v(0) = \/QT2 Ulr) ~ Up) (4.2.11)

T2—p2

temos v(0) em fungao de r, mas queremos r em fungao de v(0), isto é, queremos resolver

esta equagao para r em funcao de v(0). Para evitar confusao, vamos escrever v(0)(r) =

u(r).

Defina
ur) = R
u(p) = +/pU'(p)

Note que u(p) = | vo|, (ver observagao 4, de 4.2.0), u é de classe C' e v/(p) = i?’%“.
p

Para a =0, v/(p) = 2p1/E >0 eparal <a<l1, u(p) = %j% > 0. Pelo teorema
P

da fungao inversa, existe r = r(u), inversa da fungao u, definida numa vizinhanga de |vy|.
Assim, dado |v| proximo de |vol, existe unico r(u) = r, r # p, com r préximo de p, tal

que r(u) satisfaz (4.2.10), lembre que u = v(0) = |v]|.

Além disso, como u/(p) > 0, a fungao u e sua inversa sao crescentes, logo se |v| < |vol,
entdo r(u) < p é um minimo (e r = p é méximo), e se |v| > |vo|, entdo r(u) > p é um

méximo (e r = p é minimo), concluindo assim a prova da afirmacao. m
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Como antes, r(t,x, v, 1) denota uma solu¢ao de um problema r = ¢(r, i), com condigoes

iniciais r(0,x,v,u) = x e 1(0,x,v, 1) = v.

Agora estamos prontos para provar o teorema.

Prova do teorema 4.2.1: Fixe o, 0 < o < 1. Seja ry(t) a solugdo circular do problema
de Kepler no plano—(z, z), que tem como trago o circulo C'. Suponha, sem perda de
generalidade, que ro(0) = x¢ e que 15(0) = v tem o mesmo sentido do eixo z, isto é,

Vo = (O,Vo), vg > 0.

Seja r(t) = r(t,xq,v,0) uma solugdo do problema nao perturbado r= g¢(r,0) =
_—“r"ﬁ-mr- Pelo lema 4.2.2, para v = |v| suficientemente préximo de vy = |vo|, r(¢)

possui pericentro e apocentro. Seja ®(v) o angulo formado entre um pericentro e um

apocentro sucessivos descritos pela curva solugdo r(t). Como 0 < a < 1, temos que

™

5 < limy_,,®(v) = e < (ver observacao 3, de 4.2.0).

Lembremos que 7(0) = 0. Considere ¢; > 0 o tempo minimo onde 7 = 0. Se
[v| < |vo|, com v suficientemente préximo de vy, entdo, pelo lema 4.2.2, r(0) é um

méximo e r(t;) é um minimo, e assim 7(0) é o apocentro e r(t;) é o pericentro.

Observemos o esbogo do grafico das fungoes ¢ = ¢(t) e r = r(t), neste caso (ver
observacao 3, de 4.2.0):

/S
Vo2-a =0
P
S A
nor

Figura 4.2.9: Esbogo grafico de r e ¢

Seja t* o tempo em que @(t*) = 7 (t* existe pois r(t) “d4 infinitas voltas”, veja

TEH22
Z‘2+Z2 ’

solugao r(t) intersecta o eixo z negativo com vetor velocidade I = (&, £) tal que &(t*) < 0.

observagao 2, de 4.2.0). Pelo gréfico acima, 7(t*) > 0, e desde que 7 = a curva

Analogamente, se |v| > |vo|, com v suficientemente préximo de vy, a curva solugao
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r(t) intersecta o eixo x negativo com vetor velocidade ¥ = (z, 2) tal que (t*) > 0 (veja

figura).

Fmin

\K

Procederemos agora de modo similar a parte final da prova do teorema da perturbacao

de Kepler.

Escolha ¢ > 0 tal que ro(t) = r(t,xo,Vo,0), restrito ao intervalo [0,7], intersecta

(transversalmente) o eixo x negativo em um tnico ponto.

Seja 0 > 0, ¢ suficientemente pequeno (como na proposi¢ao 4.0.18, com ¢ como acima
e E={(z,0);2 <0}), e defina Vs = {ovy; 0 € (1 — 8,1+ 0)} C IR?. Definindo a funcao
[:Vsx (—0,0) — IR, l~(V, p) = &(t(v, 1), X, v, i), onde &(t(v, i), X, v, 1) é a primeira co-
ordenada do vetor velocidade ¥ (t(v, u),Xo, v, ) = (2(t(v, 1), X0, v, 1), 2(t(v, i), Xo, v, it))
e t(v,u) > 0 é o tempo minimo em que a solucdo intersecta o eixo z negativo. Aqui
t(v, p) := t(xg, v, ) como na proposigao 4.0.18 (foi para isto que escolhemos t e quisemos

J suficientemente pequeno).

Com uma anélise similar a prova da afirmacao, verificamos que existe dp, 0 < §y < 6,

e vy, vy € Vs, tais que, para todo pu € (—dg, dp), temos Z(Vl,u) >0e Z(vz,u) < 0.

Por este resultado (e teorema do Valor Intermedidrio), existe 6o > 0 tal que, para
todo p € (—0dp,d), existe v, € V; tal que l~(vu,,u) = 0. Portanto, para cada u €

(=00, o), a solugao do problema perturbado r,(t) :=

=1y (1) = 1(t, X0, vy, 1), intersecta

ortogonalmente o eixo x no instante t = t(v,, u1).

Finalmente, o lema 4.0.14 implica que r,,(¢) pode ser estendida a uma solugao periédica,
com periodo 2t(v,, 1), cujo traco é simétrico em relacao ao eixo . O restante da prova

¢é exatamente igual que no teorema 4.1.1. m
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A prova do addendum ao teorema 4.2.1 é igual a prova do addendum ao teorema
4.1.1.

Observacao 4.2.3 Para a prova da existéncia de solugoes periddicas em forma da figura
do oito, apresentada no capitulo 5, precisamos também que as solugoes ry,, [ dadas no
teorema 4.2.1 acima, satisfacam também a seguinte propriedade: L™ intersecta o eixo
r em exatamente dois pontos, um destes pontos é Xo = (x9,0) e o outro é (x,,0), e
podemos tomar zg > 0 e z(; < 0. Para verificar que as solugoes L satisfazem esta
propriedade, basta aplicar a proposi¢ao 4.0.17 as solugoes ¥, (e?) = r,(520) duas vezes
(veja final da prova do teorema 4.1.1): uma vez para { e ; =2 < 0 < I} ¢ outra vez para

{e?; T <h< 3N

Observacao 4.2.4 Para o estudo da dinamica do problema do fio circular, usaremos este
resultado apenas no caso o« = 0, e chamamos o problema (4.2.8), neste caso, de problema

do fio infinito.
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Capitulo 5

Estudo da Dinamica do Problema do
Fio Circular

Neste capitulo estudamos a dinamica do problema do fio circular homogéneo, isto é,
estudamos o movimento de uma particula, de massa infinitesimal, no espaco euclidiano
IR?, submetida unicamente & forca de atracdo gravitacional induzida por um fio circular

homogéneo, contido no plano-(z,y) e com centro na origem.

Buscamos inicialmente obter informacgoes sobre a dinamica da particula restrita aos
espagos invariantes. Sao eles, o eixo z, o plano-(z,y) que contém o fio circular, a que cha-
mamos de plano horizontal, e qualquer plano que contenha o eixo z, planos aos quais de-

nominamos planos verticais. Neste estudo damos énfase ao estudo de solugoes periddicas.

Provamos em seguida a existéncia de certas solucoes periddicas no espaco tri-dimensional
perto do fio circular. Finalmente, apresentamos a andlise da solucao de equilibrio do pro-

blema.

5.1 Dinamica no eixo 2

Seja C um fio circular homogeéneo (fixado), contido no plano-(z,y) e centrado na origem
do espaco euclidiano IR®*. Como antes, estamos denotando por p o raio do fio circular, e
por M a sua massa. Consideremos uma particula P, de massa infinitesimal, movendo-se

ao longo do eixo z, submetida unicamente a for¢a de atracao gravitacional induzida pelo
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fio circular C. O potencial neste problema unidimensional é bem simples, e por (1.2.8), a

expressao do potencial restrito ao eixo z é dada por:

M

V(z) :=V(0,0,2) = Rt

Assim, restrito a este conjunto, o sistema (1.1.1) se escreve como:

. Mz

cuja funcao Hamiltoniana associada é

NI

H(z, %)= %22 - M (22 —|—p2)_

Pelo teorema 3.0.9, as solugoes de (5.1.1) estao definidas para todo o tempo.

Pelo estudo das curvas de nivel, H = h, para h > —% (veja figura 6.1.1), observa-
mos que existem solugoes limitadas, as solucoes periddicas (—% < h < 0), e solugdes

ilimitadas, as que escapam para o infinito (h > 0).

Para h = 0, temos érbitas parabdlicas, que saem e chegam ao infinito com velocidade
zero; h > 0, temos orbitas hiperbdlicas, que saem e chegam ao infinito com velocidade

positiva.

%
e
——

W

Figura 5.1.1: Retrato de fase

Observamos também, pela figura acima, que a origem z = 2 = 0 é o ponto de equilibrio

estavel do sistema, com energia h = —%.
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Note que, neste problema, a regiao de Hill para h, com —% < h <0, é um segmento

de reta da forma [—a,al, a € R.

Comentario

A equagao (5.1.1), cujas solugoes descrevem o movimento da particula P ao longo
do eixo z, sob a atragao gravitacional do fio circular homogeéneo C, é idéntica aquela do
"problema circular de Sitnikov”, cujas solucoes descrevem a dinamica de uma particula
no eixo z, de massa infinitesimal, sujeita a acao devida aos primarios de massa m; = ma,

movendo-se no plano-(x, y) numa érbita circular em torno da origem. Para mais detalhes
ver [BLOJ, [M].

5.2 Dinamica no plano horizontal (plano-(z,y))

Nesta secao, estudamos a dinamica de uma particula, de massa infinitesimal, atraida
pelo fio circular homogéneo, com seu movimento restrito ao plano-(z,y), o plano que
contém o fio circular. Como dissemos anteriormente, a este plano chamaremos de plano

horizontal.

Pelo estudo do sinal do gradiente da fungao do potencial V', verificamos a existéncia
de solucoes circulares passando por qualquer ponto no exterior do fio circular e a nao
existéncia de solugoes circulares no interior do fio. Em seguida, fazemos um estudo sobre
a existéncia de solugoes circulares no exterior do fio circular a partir de um certo momento
angular fixado, isto é, procuramos conhecer para que valores do momento angular o

sistema tem solugoes circulares associadas.

Determinamos por completo, a dinamica no interior do fio. Provamos que, no interior
do fio circular, as solugoes ou colidem ou convergem para a origem (a menos da solugao
de equilibrio). Verificamos que todas as solugoes nao radiais descrevem uma curva cujo

traco tem uma forma particular.

No exterior do fio circular, fazemos também uma analise da dinamica, a partir do
retrato de fase. Por fim, apresentamos a regiao de Hill do problema restrito ao plano

horizontal e o estudo da solugao de equilibrio restrito a este plano.
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5.2.1 Consideracgoes gerais

Consideremos o fio circular C, contido no plano-(z,y), centrado na origem, com raio
p =1emassa M = 1 (veja observagao 1.2.8). Sejar = (x,y,0) a posigao de uma particula
neste plano sujeita a atracao gravitacional deste fio. Escrevemos r = |r|. No que segue

da segao 6.2, escrevemos r simplesmente por (x,y) ao invés de r = (z,y,0).

No plano horizontal temos, por (1.2.7), D? = (r + 1)*> e d> = (r — 1), e a expressao

(1.2.11) do potencial vem a ser

”/0 \/(r +1)%2c0s20 + (r — 1)? sen29 \/:c2 +y2+ 1+ 2v/2? + y? cos 20

Logo r satisfaz a seguinte equacao de movimento:

i=—-VV(r), (5.2.2)

onde V' é o potencial do fio circular unitario restrito ao plano horizontal.

Usando a expressao de V', o sistema (5.2.2) é equivalente a

<1+\/Cg%)d0

o= 2
/ {22+ 92+ 1+ 222 + y? cos 20 }3/2

o1+ )

__/ {22+ 92 + 1+ 2v22 + y2 cos 20 }3/2

Nl
|

(0) = U"(0) (" derivada em relagao

Definimos U(r) = V(r) e F(r) = U;Er)
r). Assim, VV(r) = F(r)r.

Como o potencial V', neste caso, é radial, o problema (5.2.2) é um problema de
forga central. Assim, (5.2.2) é integravel, tendo como integrais primeiras a energia total

h = 3|t|*+ V(r) e o momento angular K = (r X I, e3) = zy — &y.
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O sistema de equagoes (5.2.2) em coordenadas polares (r,¢) é dado pelo sistema:

T:F—F<7’)T7 r>0
(5.2.3)
. K
=3
onde K é o momento angular.
Observe que 7 = 1:—32 - U'(r) = d% (‘271(22 — U(r)), que é equivalente a
= U (r), (5.2.4)

2

K
com Uyss(r) = 5 + U(r) chamado potencial efetivo.

Temos assim que o sistema (5.2.4) é dado pelo seguinte sistema Hamiltoniano:

{7'“: H, = v
v= —H, = —U}f(r)

com Hamiltoniano H (r,v) = $v? + Ups(r).

Um resultado conhecido e de fécil verificagdo (ver [Arn]) é o seguinte:

Lema 5.2.1 r(t) = ae™® = (acoswt, asenwt), w = a—lg, a > 0, ¢ solucdao circular de
(5.2.2) se, e somente se, a € ponto critico de Uss(r) = % +U(r) (K #0).

5.2.2 A funcao potencial efetivo U;; e as solugoes circulares

Tendo em vista a relagao da fungao Uy com as solugbes circulares do sistema (5.2.2),

¢ de nosso interesse estudar a existéncia de pontos criticos de Uyy.

Observe que Uy (1) = 0 se, e somente se, existe r tal que f—f = F(r), com r # 0. Note
também que F(r) = I:—f implica que F(r) > 0, ¢ F(r) = 0 se, e somente se, K = 0.
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Desta forma, para fazer um estudo sobre os pontos criticos de Uy, precisamos conhecer
o sinal de F'(r). Em outras palavras, procuramos saber qual é o sentido do vetor gradiente
restrito as regioés interior e exterior ao fio circular. Intuitivamente, pela geometria do
problema, é simples responder a esta questao, mas na verificagao precisamos usar alguns

artificios, ou melhor, algumas relagoes do potencial, como vemos na prova a seguir.

Proposicao 5.2.2 A derivada U'(r) da fung¢ao U(r) restrita a uma das regides conezxas,
0 < r < 1 (o interior do fio circular, menos a origem) ou r > 1 (o exterior do fio
circular), nao muda de sinal. Mais precisamente, para 0 < r < 1, U'(r) < 0, e para
r>1,U'(r)>0.

Prova: Parar > 1, temos D =r+ 1, d =r — 1. Derivando U(r) temos

U'(r) = ( 2) <_1> /f (2[(7“ + 1)cos®0 + (r — 1)sen?d]do

7r 2 (r+1)%2c0s?0 + (r — 1)2sen?§)3/2’

de onde U'(r) > 0.

2
No interior do fio, temos U(r) = —=T(1 +r,1 —r), T como definida em (1.2.13).
m

Lembremos que (veja observagao 2.2.0)

T(D,d) =

(5.2.5)

- /% db
~Jo \/cos20 + tsen20

Também T'(D,d) = m, onde o(D,d) = lim;— oo d; = limi_yoo D; (0, d;, D;

como definidos na segao 2.1) e note que (ver [Ke|, pags. 60-61, apéndice A)

onde 0<g—22<1 e f(t

T(D,d) = T(D;,d;) (5.2.6)

Assim, por (5.2.6), U(r) = —%T(l,«/l %) (pois dy = VI—1Z ¢ Dy = 1) e por
(5.2.5), temos U(r) = —2f(1 — %), com 0 <1—7r*<1.

Derivando temos U'(r) = —2f(1 —r?)(=2r), 0 <r < 1, como f é decrescente (ver

T

lema 2.2.1), obtemos que U’(r) < 0, o que conclui a prova da proposi¢ao. m
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Observacoes 5.2.2

1) Desde que VV (r) = F(r)r = @r e como a equagao de movimento é dada por (5.2.2),
observamos que a forca fora do fio circular é atratora, isto é, aponta para a origem, e dentro

do fio circular a forca é expansora, isto é, aponta no sentido contrario a origem.

2) Pela proposicao anterior, F(r) # 0, (r # 0), logo néo temos pontos criticos de Uyy
com momento angular K nulo. Além disso, F'(r) > 0 apenas para r > 1. Desta forma,

Uj;(r) = 0 pode ocorrer apenas para r > 1, com 7 satisfazendo F'(r) = If—f e K #0.

Com base no que foi apresentado, obtemos o seguinte resultado sobre existéncia de

orbitas circulares no plano que contém o fio circular.

Teorema 5.2.3 Considere o problema (5.2.2). Entao:
(i) Nao existem solugoes circulares na regiao interior ao fio circular.

(i1) Para qualquer posi¢ao de uma particula na regiao exterior ao fio circular, r > 1,
U’'(a)

a

obtemos uma solucao circular da forma r = ae™®, com w? =

Este teorema segue diretamente da proposicao 5.2.2 e do seguinte resultado conhecido e

de facil demonstragao (veja [Arn]).

Proposicao 5.2.4 Considere um problema de for¢a central no plano:

r=—F(r)r, com r=|r| (5.2.7)

t

Entdo r = ae™" é uma solugao circular do problema (5.2.7) se, e somente se, F(a) =

w? (w#£0, a>0).

Sabemos, pelo lema 5.2.1, que a cada ponto critico de Uys estd associada uma solugao
circular de (5.2.2). Vimos também, pela observacao 2), que Uy sé possui pontos criticos
parar >1e K # 0.

Uma questao que surge naturalmente ¢ a seguinte: Para que valores de K € IR, Uyy

tem pontos criticos? Em outras palavras, queremos encontrar os valores de K tais que
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existem solugoes circulares de (5.2.2), com momento angular K. Para responder a esta

questao, lembre que a funcao potencial efetivo é dada por:

2

K
Ugs(r) = ﬁ—i-U(r), com r>1, K #0.

Lembre também que

2 (3 do
U(r)=—= / ’ .
m™J0 \/(7‘ + 1)2c0s%0 + (r — 1)2sen?d
Note que ——15 < U(r) < ——5, assim
K? 1 K? 1
— — — . 2.
2T2 r 1 — Uff (T) 27°2 r+ 1 (5 8)
Por outro lado,
K? 2 [% (r + cos 20) do
Uli(r) = —— —/
#5(r) r3 + 7 Jo [(r+1)2cos20 + (r — 1)2sen20]3/2’
e como [i?cos20d0 =0, temos
K? r K? r
— < U e 5.2.9
r3 * (r+1)3 #1(r) r3 = (r—1)3 ( )

Observe que dado qualquer K # 0, para r suficientemente préximo de 1 ou para r
suficientemente grande, temos que Uys(r) < 0, com Uys tendendo a zero, quando r tende
a infinito. Desta forma, encontrando valores de K # 0 tais que Usf(r) > 0, para algum
r > 1, estaremos obtendo ao menos um maximo e um minimo de Uyy, e, pelo lema 5.2.1,

estaremos encontrando solugoes circulares de (5.2.2), com momento angular K.

Seguindo esta linha de anélise, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 5.2.5
(i) Para |K|>2V?2, Uss tem mdrimo e minimo.
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(i4) Para todo K, eriste rx tal que, para todo r > 1, Ups(r) > 0, em particular Uy
nao tem pontos criticos. Também, para |K| > %, existem r, e ry, com 1 < 1, <
4 < 1, tais que para todo r € (r; ,r}), Uts(r) <0, em particular Ugy ndo tem pontos

criticos.

(11i) Para os valores K, com 0 < |K| < 2\/57 Uss(r) > 0, logo Ugp ndo tem pontos

criticos.

Prova: (i) Segue direto de (5.2.8), considerando |K| > 2v/2 e avaliando em 2, obtemos

Usf(2) > 0, donde, existe (a0 menos um) méaximo e minimo da fungao Uyy.

(i) Por (5.2.9), supondo 0 < —£¢ C+ oD que equivale a )3 > K?, temos Uj(r) > 0.

Defina g(r) = G com > 0 e observe abaixo esboco grafico de g:

(7‘+1

Figura 5.2.2: Gréfico das funcgoes g

Como ¢(r) tende para o infinito, quando r tende para o infinito, dado qualquer K,
existe rx tal que g(r) > K?, para todo r > rg, e sendo assim, Uts(r) > 0 para todo

r > 1k, isto €, Uy nao tem pontos criticos para r > rg.

Por (5.2.9), supondo —If—;—i-( 5 < 0, que equivale a 7= )3 < K?, temos Uj(r) < 0.

Defina f(r) = ﬁ, com r > 1.

Como fi(r) = %[r 4], temos que, para r > 1, f s6 tem ponto critico em r = 4,

fl4) = 33, e [ é decrescente para r < 4, e é crescente para r > 4.

Assim, para todo |K| > V2 33, existem 7, e r;, com 1 <1, <4 < r;, tais que para
todo r € (rg, i), Ups(r) <0, em particular Uy ndo tem pontos criticos, como querfamos

provar.
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(iii) Considere a fungao g(r) como definida anteriormente. Como g é crescente e g(1) =

temos que g(r) > %, para todo r > 1.

Assim, se K? < 1, (ou equivalentemente | K| < ﬁ), entao g(r) > K?, para todo r >

1. Segue que U} ,(r) > 0, para todo r > 1, como querfamos. m

Estudo do grafico de Uy(r)

Temos as seguintes observagoes:
(i) Para r grande, U(r) se comporta como —+ (Kepler), que predomina em Uy
(ii) Quando r — 1, a funcao Usy — —o0

(iii) Uss nao tem pontos criticos para 0 < r < 1. Além disso, quando r — 0, a funcao

Usp — oo para K # 0, e Uy — —1 para K = 0.
Com base na proposicao anterior e nas observagoes acima, nés obtemos o seguinte
esbogo do gréfico de Uyy:

Yt
K+0

K>2\5

- < I
K=0 || O‘K<2\/7

v

Figura 5.2.3: Grafico do potencial efetivo Uy ¢

Observacoes:

1) Da teoria das equagdes diferenciais, sabemos que o ponto de maximo de Usy é um
ponto de equilibrio instavel de (5.2.4), que corresponde a uma solucdo circular instavel

em (5.2.2), da mesma forma, um ponto de minimo de Uy é um ponto de equilibrio estavel
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de (5.2.4), que corresponde a uma solugao circular estéavel em (5.2.2).

2) No nosso estudo ndo garantimos a existéncia de exatamente dois pontos criticos de Uy
(com K > 2v/2), mas estudos numéricos indicam isto. Para mais detalhes sobre o estudo

numérico, ver tese de Mestrado de Angelo Alberti [A].

5.2.3 Mais resultados sobre a dinamica no plano horizontal

Antes de darmos continuidade a anélise da dinamica de uma particula no plano hori-

zontal, observemos que:

1) Se uma particula passa pela origem, a solu¢do permanece em um diametro do fio

circular. (Neste caso teremos K = 0.)

2) Se uma solugao é tangente a uma reta contida no plano-(z,y) e passando pela origem,
para algum tempo ¢, entdo esta solucao estd contida nesta reta em todo o tempo (em que

ela estiver definida). Este caso corresponde ao estudo de (5.2.3) com K = 0.

3) Analogamente, K # 0 em (5.2.3) equivale a dizer que a curva solu¢do nao passa pela

origem e nunca ¢ tangente a uma reta contida no plano e passando pela origem.

Com base nestas observagoes, dividimos o estudo em dois casos:

Primeiro caso: A solucio é tangente a uma reta contida no plano-(x,y) e passando

pela origem, para algum tempo t. Ou equivalentemente, solugao com momento angular

K =0.

Como as retas que passam pela origem e estao contidas no plano horizontal sao con-
juntos invariantes e como o problema ¢é invariante por rotagao em torno do eixo z, é
suficiente fazer o estudo da dinamica de uma particula contida no eixo z, com velocidade

inicial neste eixo.
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A funcao potencial que determina o movimento da particula é dada por:

_ _ 22 do
V(aj) - V(x, 07 0) - T JO \/(||:C”+1)2C0829+("I”71)2367129

_2 f% do
w J0 \/($+1)200520+(z—1)2sen207

onde a segunda igualdade segue do fato de que 7'(d, D) = T'(D,d) (ver (1.2.14)).

Observe que para x > 0, temos V' (x) = U(r), e neste caso temos K = 0 em (5.2.3) e
o potencial Uy(r) se reduz a Uss(r) = U(r). Assim, temos o grafico de U(r) e portanto
de V(x), para x > 0. Como V(z) = V(—x), obtemos o grafico de V sobre o eixo x:

AV
: ‘ X,
g . '
Figura 5.2.4: Gréfico de V(x)
V(z) < 0, paratodo x
V(o) = -1
V') = 0
As equagdes de movimento sao dadas por & = —V'(z), € IR. Escrevendo este sistema

em um sistema de primeira ordem, obtemos

=y
(5.2.10)
y=-V'(z)

onde h = 342 + V(x) ¢ constante ao longo de uma solugao de (5.2.10).

Ainda no estudo da dinamica sobre o eixo x, analisamos dois casos.
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a) Dinamica no interior do fio circular (K = 0)

Fixando os niveis de energia h, na regiao interior ao fio circular (—1 < z < 1), obtemos

o seguinte retrato de fase:

s

v

Analizando a figura acima, observamos que no interior do fio circular, para h > h* ou

h < h*, com h* = V(0) = —1, a particula converge para o fio. Para h = h*, a particula
ou converge para a origem, ou converge para o fio, ou permanece na origem em repouso
(solugao de equilibrio). Aqui, convergéncia significa convergéncia em tempo futuro, isto

é, quando t — b~ onde (a,b) é o intervalo (méximo) de definigdo da solugao.

Os resultados para convergéncia em tempo passado sao similares, pois o sistema é

reversivel, isto é, r(—t) é solugao de (1.1.1) se, e somente se, r(t) é solugao de (1.1.1).

O retrato de fase projetado no espago das configuragdes nos mostra que:

Na regiao A (analogamente A), h < h*, a particula se aproxima da origem e retorna

convergindo ao fio, como mostra a figura abaixo.

N
N

xy

Na regiao B (analogamente B), h > h*, a particula passa pela origem e segue conver-

gindo ao fio (veja figura a seguir).
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Na curva separatriz, de nivel h = h*, a particula ou converge para a origem (figura

xy

a esquerda), ou converge ao fio (figura do centro), ou permanece em repouso (figura a

direita):

N S N N

Proposicao 5.2.6 Uma solucdo do problema do fio circular no plano horizontal, no
interior do fio circular, com velocidade inicial nao nula contida na reta que passa pela
particula e pela origem (equivalentemente com K = 0), ou colide (em tempo finito), ou

converge para a origem em tempo infinito.

Prova: Se uma solugao x(t) converge para o fio, esta solugao colide (em tempo finito).

De fato, seja x(t) uma solugao de (5.2.10) convergindo para o fio circular. Seja (a, b)
o intervalo de definigdo de z(t). Suponhamos, sem perda de generalidade, z(t) — 17,
quando t — b~. Como lim;_,-V (z(t)) = lim,_1-V (z) = —o0, existe ty tal que V(z(t)) <
h—1, paratodot, to <t < b, onde h = %i‘z—i-‘/(l’) é a energia de x(t). Assim, parat > t,
#(t) # 0. Mais ainda, Z(t) > 0 (pois x(t) — 17). Conseqiiéntemente z(t), to <t < b, é

injetiva e tem inversa t = t(z), o < x < 1, g = z(to).

De h = 1i? + V(z), temos que & = |/2(h — V(z)). Logo ftto(x) dt = [

segue que

dz
——, €
vV 2(h=V(z))

x dx
t(z) = / ——— 41ty paratodo z, xo <z <l
w0 \/2(h = V(z))
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Desta forma,

1 d
b=lim, 1-t(zr) = / S + to

0 y/2(h = V(x))

</1dx+t<1(1 )+t < +
— —1l—-x 00
xo\/§ 0_\/5 0 0

Assim, a solugao x(t) (que converge para o fio) esta definida em tempo finito. Logo,

pelo estudo das singularidades, x(t) colide com o fio circular.

Se x(t) converge para a origem, também pelo estudo das singularidades, a solucao

converge em tempo infinito. Isto conclui a prova da proposicao. m

b) Dinamica no exterior do fio circular (K = 0)

Na regido exterior ao fio circular, x > 1 (analogamente x < —1), obtemos o seguinte

retrato de fase (observe a figura 5.2.4):

s,
=

Figura 5.2.D: Retrato de fase com z > 1e K =0

h=0
X

Analisando o retrato de fase (figura 5.2.5), obtemos a seguinte dinamica do problema:

No exterior do fio circular, para h < 0, a particula converge para o fio, para h > 0, a

particula ou converge para o fio, ou escapa.

Observe que para h = 0, a solucao é parabdlica, e para h > 0 a solucao é hiperbdlica.

Da mesma forma que na regiao interior ao fio, verificamos a seguinte proposicao:
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Proposicao 5.2.7 Uma solu¢ao do problema do fio circular no plano horizontal, no
exterior do fio circular, com velocidade inicial nao nula contida na reta que passa pela
particula e pela origem (equivalentemente com K = 0), ou colide (em tempo finito), ou

escapa em tempo infinito.

Prova: De modo andlogo a proposi¢ao anterior, temos que se uma solugao x(t) converge
para o fio, esta solugao colide (em tempo finito). Se uma solugao x(t) escapa, isto acontece
em tempo infinito, pois se o tempo de escape fosse finito, pelo teorema 3.0.9, teriamos

uma colisao, o que é uma contradicao. m

Segundo caso: A solucio nio é tangente a uma reta contida no plano e passando

pela origem do circulo. Ou equivalentemente, solugoes com momento angular K # 0.

Neste caso as equagoes de movimento sao dadas por (5.2.2), com K # 0. O grafico
de Uy é conhecido (veja secao 5.2.2).
Como feito no caso anterior, dividimos a analise da dinamica em duas partes, como

segue.

a) Dinamica no interior do fio circular (K # 0)

Fixando os niveis de energia h, na regiao interior ao fio circular (K # 0), obtemos o

retrato de fase abaixo (observe a figura 5.2.3):

7

Figura 5.2.6:

Analisando o retrato de fase (ver figura 5.2.6), observamos que no interior do fio
circular, todas as solugdes convergem para o fio. De fato, como veremos na proposicao a

seguir, todas as solugoes sao de colisao.
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Proposicao 5.2.8 Uma solu¢ao do problema do fio circular no plano horizontal, no
intertor do fio circular, com velocidade inicial fora da reta que passa pela particula e pela

origem (isto é, K #0), colide (em tempo finito).

Prova: Segue de modo andlogo a prova da proposicao 5.2.6. m

O resultado seguinte descreve o trago das solugoes no interior do fio circular, com
K #0.

Teorema 5.2.9 Seja r(t) = (x(t),y(t)) uma solugdo de (5.2.2), com momento angular
K # 0. Suponhamos que r(0) = (0,y(0)), com y(0) > 0 e #(0) = (£(0),0), £(0) > 0.

Entao, o trago da curva r(t) € o grifico de uma fun¢do par concava para cima.

A

/Q r(t)
t(0)
NG

Figura 5.2.7: Trago da curva r(t)

Antes da prova, vejamos alguns comentarios.

1) Pelo retrato de fase (veja figura 5.2.6), observamos que todas as solugoes r(t) no interior
do fio, com K # 0, atingem uma distancia positiva minima a origem em um tempo t,
com 7(tg) = 0, isto é, r(ty) é ortogonal a ¥(ty). Logo, todas as solugdes no interior do fio,
com K # 0, sao obtidas por uma rotacao, de uma solugao como no enunciado do teorema

acima.

2) Se 1(t) = 0 para algum ¢, temos () = 0 e y(t) = 0, assim K = xy — 2y = 0, entao a
solugao é radial (K = 0). Assim, a solugao r(t) do enunciado do teorema acima satisfaz

r(t) # 0 para todo ¢ em que estiver definida.

3) A curvatura da curva r(t) é por definigao

1. (N 1
= e O OO =

(¥ (1), 15(t)),
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onde n(t) = (IO o (1) = [#()]| n(t) = (~5(0), ().

4) Note que k(t) é continua e é diferente de zero, para todo ¢, pois se k(t) = 0 para algum
t, entdao 1 (t) L n(t), donde r(t) é radial (pois ¥ (t) é sempre radial), e assim, a solugao

r(t) seria radial, isto é, K = 0, uma contradicao.

5) Seja r(t) como no enunciado do teorema acima. Como em ¢t = 0, ¥(0) L r (0) e ¥ (0)
aponta para cima. Segue que n(0) = ¢ t (0), para algum ¢ > 0. Logo k(0) =¢| ¥ (0)]? >
0, com ¢ > 0. Neste caso, como k é continua e nao se anula, temos que k > 0, para todo
t.

Passemos agora a prova do teorema 5.2.9

Prova do teorema 5.2.9: Seja (a,b) o intervalo de definigdo de r(t), com r(0) =
(0,4(0)), y(0) >0 e #(0) = (£(0),0), #(0) > 0.

Afirmacao: #(t) # 0, para todo t € [0,b).

Suponhamos que existe tg € [0,b) tal que &(ty) = 0. Seja tg = min{t > 0; ©(t) = 0}.
Como & é continua e em ¢ = 0 temos %(0) > 0, e segue que ty > 0. Logo &(t) > 0, para
t € 10,1).

Temos que £(to) = (i(to), §(ts)) = (0, (%)), com §(ts) # 0, pois i(t) # 0, para todo
t (veja comentério (2) acima).

Podemos escrever 1(t) = a(t)(cosp(t), seny(t)), com a(t) = ||t(¢)|| > 0 e ¢(0) =0, ¢

continua.
Derivando
r (1) = a(t)(cosp(t), senp(t)) + a(t)o(t)(—senp(t), cosp(t))

e (1) = a(t)(—senp(t), cosp(t)).

pois a curvatura é positiva (ver comentario 5). Isto mostra que ¢(t) é crescente.
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> 0), ou @(ty) = 2 (e assim y(ty) < 0).

= T (e assim y(to)
= 7, o que implica que y(ty) > 0.

COHlO l’(to) = O, (,O(to) =3
Como ¢ ¢é crescente e ty ¢ minimo, temos que (%)
Além disto, como x é crescente em (0,%y), temos que x(ty) > 0. Lembre que r (t) é

= b()r(t) = b(t)(x(t), y()), com b(t) > 0.

radial e expansora, isto é, t (t)
—x(t0)y(to)) < 0, contradigao.

Assim, k(to) = b(to) { (2(to), y(to)), (=5 (t0),0) ) = b(to)(
Portanto nao existe o tal que &(to) = 0. Isto mostra a afirmacao. m

Segue da afirmagao acima, que &(t) > 0, para todo ¢, a < t < b. Logo x(t) é crescente

Desta forma, a funcao t — x(t) é injetiva, e assim existe fungao inversa t = t(x)

Defina f(x) = y(t(x)). Note que o grafico de f é igual ao trago de r. Derivando f em
relacao a x, obtemos

Derivando novamente obtemos

2 1
ol @)=t ]f[n) =

ke
I
T

pois > 0e k > 0.
Assim, o trago de r(t) é dado pelo grafico de uma fungao f concava para cima

Pela simetria do problema, a solugao r(t) é simétrica em relagdo ao eixo y, como

mostra figura 5.2.7. Assim, a fungao f é par. m

Observacao: Note que na prova do teorema acima, s6 usamos o fato de que a forca é
radial e expansora. Assim, o teorema 5.2.9 vale para qualquer forca com estas proprieda-

des.
(x(t),y(t)) uma solugao de (5.2.2) (com K # 0), com intervalo de defini¢ao

Sejar(t) =
maximal (a,b). Da proposicao 5.2.8, temos que a e b sao finitos

Temos o seguinte resultado:
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Proposicao 5.2.10 Quando t — b~, r(t) converge para o fio com velocidade infinita e

radial (isto é, ortogonal ao fio).

Prova: Pela proposi¢ao 5.2.8, toda solucao r(t), com K # 0, colide (em tempo finito).
Logo [r(t)|| — 1, quando ¢ — b~. Por outro lado, temos que h = $|¢|*> + V(r). Logo
[£]* = 2(h — V(r)).

Quando t — b, |r| — 1, e assim V(r) — —oo. Portanto |r| — 400, quando t — b™.

Sem perda de generalidade, suponhamos que r(t) converge para o ponto (1,0) do fio,

isto é, x(t) — 1 e y(t) — 0, quando t — b™.

Vamos mostrar que, neste caso, r(t), quando ¢ — b~, tem como limite um vetor
horizontal, isto é, % — 0, quando t — b~. Primeiro, note que %(t) # 0, para t perto de b.
Mais ainda, &(t) — +o0, quando t — b~ . Para ver isto, suponha que existe seqiiéncia t,, —
b~, com |z(t,)| < M, para algum M. Logo, |§(t,)] — +oo (pois |t(t,)| — +00). Assim,

K| = |2(tn)y(tn) — y(tn)z(tn)| — +00, 0 que é uma contradicao, pois K é constante.

Agora, suponhamos, por absurdo, que limt_,b—% # 0. Isto implica que existe uma

seqiiéncia {t,}, com t,, — b~, tal que % > 0, para algum ¢ > 0.

Sendo assim, temos
(K| = [x(tn)y(tn) — y(tn)i(tn)]
> () lg(t)] = ly(ta)l| @ ()]
> |o(ta) |12 (tn)]) — [y ()]l (tn)]

= 2] (0lz(tn)] = y(ta)]) -

Tomando o limite quando ¢, — b~, temos que |K| — 400, contradigdo. Portanto,

lime 22 = 0. m

Sabemos, pelo teorema 5.2.3, que nao existem solugoes circulares de (5.2.2) no inte-
rior do fio. De fato, pelo que foi visto até agora, verificamos que nao existem solugoes
peridédicas na regiao planar interior ao fio circular, a menos da solugao de equilibrio, a

origem.
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b) Dinamica no exterior do fio circular (K # 0)

Fixando os niveis de energia h, na regiao exterior ao fio circular obtemos o retrato de

fase abaixo (observe figura 5.2.3):

Na regiao exterior ao fio circular, para 0 < K < 2%/5:

k; }
3 \\ h>0
i V=0
i L
" h<0

Figura 5.2.8:

Na regido exterior ao fio circular, para K > 21/2:

Figura 5.2.9:

Analisando o espaco de fase, obtemos a seguinte dinamica do problema: no exterior
do fio, para 0 < K < 2—\1/5, o retrato de fase (veja figura 5.2.8) coincide com o caso da
dindmica exterior ao fio, para K = 0 (ver figura 5.2.5), onde observamos que todas as
solucoes colidem ou escapam ao infinito. Para K > 24/2, analisamos o retrato de fase

(figura 5.2.9) por regides, como segue.

Na regiao I: as solugoes sao limitadas, e convergem ao fio circular.

Na regiao II: as solugoes sao ilimitadas, vém do infinito e convergem ao fio circular.
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Na regiao I1I: as solugoes sao ilimitadas, saem préximas ao fio circular e escapam (ao

infinito).

Na regiao IV: as solucoes sao ilimitadas, se aproximam da solugao circular e escapam

(ao infinito).
Na regiao V: as solugoes sao limitadas, e ficam proximas a solugao circular.

Os dois pontos p; e po, na figura, representam as solugoes circulares. O ponto p;
é uma solugao circular instdvel e o ponto py é estdvel. As curvas ; e 73 convergem a
solucao circular instavel. A curva =y, sai préxima da solugao circular p; e converge para o

fio circular. A curva 4 sai proxima de p; e escapa.

5.2.4 Regiao de Hill no plano horizontal

Como o potencial V' é invariante em relacao a rotacao em torno do eixo z, para determi-
nar a regiao de Hill correspondente ao plano horizontal, basta estudar o grafico da funcao

V" ao longo do eixo z (veja figura), isto é, determinar todo x tal que V(x) < h, h <0.

Como vimos anteriormente,

do

Viz) = -2 / :
™Jo \/(x + 1)2c0s?6 + (x — 1)2sen?d

V4

0

Figura 5.2.10: Grafico de V(z)
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Note que:
a) Quando |z| — 1, temos V(z) — —o0
b) Quando |z| — +oo, temos V(z) — 0
c) Para z > 0, V(z) = U(r) e temos
para 0 <z <1, V'(x) <0 (V decresce)

para x > 1, V'(z) >0 (V cresce)

Desta forma, chamando h* = V(0) = —1, temos:

Para h* <h <0 e0<|r| <1, aregigo de Hill estd representada na figura abaizo:

dhy
N

Para h* < h <0 e|r| > 1, a regiao de Hill estd representada na figura abaizo:

N
(O

Note que quanto mais préximo h estiver de zero, mais largo fica o anel.

oo
N}



Para h < h* e 0 < |r| <1, a regiao de Hill estd representada na figura abaizo:

o
&

Para h < h* e |r| > 1, obtemos a regiao:
y

Note que quanto menor o valor de h, mais estreitos ficam os anéis.

5.2.5 Solugao de equilibrio (no plano horizontal)

Teorema 5.2.11 A nica solu¢do de equilibrio do sistema (5.2.2) é a solugdo r(t) = 0.

Além disso, este equilibrio € instdvel.

Prova: No plano horizontal, temos que F(r) # 0, para todo r = |r|, F' como definida no
sistema (5.2.2).

Desta forma, —F(r)r = 0 se, e somente se, r = 0, e obtemos assim que r(t) =0 ¢ a

Unica solucao de equilibrio.



Calculando os autovalores da parte linearizada, encontramos i@, —i%ﬁ como auto-
valores (o equilibrio da parte linear é um centro), ndao podendo com isto determinar a

estabilidade do equilibrio do sistema como um todo.

Estudando a matriz hessiana do sistema

- )

HessV(0,0)(z,y) = ( 0% 0% ) ( N ) = —%(932—1—?/2)

obtemos uma matriz definida negativa. Por resultado de Chetaev, concluimos que o

equilibrio do sistema é instavel. m

Observacao: Observe que este é um equilibrio para o sistema em coordenadas polares

(r,¢), com K = 0.

5.3 Dinamica no(s) plano(s) vertical(is)

Nesta secao, provamos a existéncia de solucoes periddicas no plano vertical, nos seguin-
tes casos:
(1) Solugoes periddicas suficientemente longe do fio circular,
(2) Solugoes periddicas suficientemente proximas ao fio circular, intersectando a regiao do
plano horizontal interior ao fio,

(3) Solugoes periddicas em forma de oito.

O fio circular homogéneo, a menos que seja descrito de forma diferente, serd consi-
derado como descrevemos inicialmente, isto é, contido no plano-(z,y) e com centro na
origem. Observe que pela simetria do potencial, basta estudar o problema restrito ao

plano vertical-(z, z).

Considere o problema,
r=-VV(r), (5.3.11)

onde V(r) = V(r,1, M) é o potencial de um fio circular homogéneo C, com raio unitério

e massa M = 27, r restrito ao plano-(z, z).
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Nas trés subsecoes seguintes, apresentamos o estudo da existéncia de solugoes peridédicas
do problema (5.3.11).

5.3.1 Solucgoes periédicas longe do fio circular

Como o problema do fio circular, com massa fixa M, pode ser visto como uma aproxi-

magao do problema de Kepler (ver capitulo 4, se¢ao 4.1), obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 5.3.1 Considere o problema
r=-VV(re), (5.3.12)

onde V(r,e) =V (r,e, M) é o potencial de um fio circular homogéneo com raio € e massa
fiza M, com r restrito ao plano-(x, z). Seja C' um circulo neste plano vertical, com centro

na origem e raio arbitrdrio, e seja U uma vizinhanc¢a aberta de C da forma C C U C

(R* = {(0,0)}).

Entao, existe 69 > 0 tal que, para cada €, 0 < € < &y, ewiste uma solugao periodica
do problema (5.5.12) em U. Mais ainda, esta solug¢do tem por tra¢o uma curva fechada

simples, simétrica em relagao aos eixos x e z, que enlagca a origem.

Figura 5.3.11: Circulo C e vizinhanga U

Prova: Pela proposicao 2.1.1, temos que este problema pode ser considerado como uma
perturbagao do problema de Kepler. Mais ainda, pela proposigao 1.2.2, V(r,€), € # 0, é
simétrico em relagao aos eixos x e z, e para € = 0, obtemos o potencial de Kepler, que
certamente é simétrico em relacao a estes eixos. Segue do corolario 1.2.3 que o campo
gradiente de V' é simétrico, como campo de vetores, em relagao aos eixos x e z, para € # 0.
Esta simetria também vale tomando € = 0. Sendo assim, desde que V (r, €) é analitica, o

campo gradiente de V satisfaz as condi¢oes do teorema 4.1.1. Isto prova a proposicao. m
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Observagao 5.3.2 1) Podemos supor que as solugdes periddicas dadas na proposigao
5.3.1 intersectam o eixo z em exatamente dois pontos: (zg,0), (—z,0), para algum

xo > 0 (veja observacao 4.1.4).

2) Note que &y da proposicao depende de U e C' (ver observagao 4.1.2)

Observagao: Também podemos usar [V1] para obter um resultado semelhante (solugao
periddica de periodo pré-fixado, ndo garante simetria), mas isto requer a verificacao de

certas hipoteses.

Podemos agora enunciar o principal resultado desta secao.

Teorema 5.3.3 Existe 69 > 0 tal que, para cada €, 0 < € < 0y, existe uma solugcao
periddica s(t) do problema (5.3.11) satisfazendo o < [s(t)] < 2.
Mais ainda, esta solugao s(t) tem por trago uma curva fechada simples, simétrica em

relacao aos eiros x e z, que enlaga a origem.

Prova: Seja C circulo como na proposicdo 5.3.1, com raio unitério e U = { p € IR?; % <
Ip| < 2}. Pela proposi¢ao anterior, existe dy > 0, tal que para cada ¢, 0 < € < dp,
existe uma solugao r.(¢) do problema (5.3.12) em U, com r.(t) periddica, satisfazendo
1 < |re(t)] < 2, e cujo trago é uma curva fechada simples, simétrica em relagao aos eixos

x e z, que enlaga a origem.

Pelo coroldrio 1.2.7, s(t) = 1r.(e*/?t) é solucdo de (5.3.11). Além disso, s(t) satisfaz
5 < [s(t)] < £, para todo .

Pelas propriedades de r.(t), temos que s(t) também ¢é periddica e tem por trago uma

curva fechada simples, simétrica em relacao aos eixos x e z, que enlaga a origem. m

Observacao 5.3.4 Pela observacao 5.3.2, podemos supor que as solucgoes peridédicas da-

das no teorema 5.3.3 intersectam o eixo x em exatamente dois pontos.

Comentarios

3/2

1) Se o periodo de r(t) for 7, entao o periodo de s(t) serd 7/€%/?, e assim, se € estd préximo
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de 0, entao o periodo de s(t) sera grande. Desta forma as 6rbitas periédicas obtidas s@o

de longo periodo.

2) |s(t)| cresce quando e decresce.

Corolario 5.3.5 Seja R > 0. FEntao, existe uma solu¢ao periodica s(t) do problema
(5.3.11), com |s(t)| > R, para todo t. Mais ainda, s(t) tem por trago uma curva fechada

simples, simétrica em relacao aos eiros x e z, que enlaca a origem.

1

Prova: Dado R > 0, tome 0 < € < ¢y fixo tal que 2¢ < &,

assim, para s(t) = ir.(e¥/%t),

temos R < |s(t)], para todo t.

Pelas propriedades de r.(t), temos que s(¢) também é periddica, e tem por traco uma

curva fechada simples, simétrica em relacao aos eixos x e z, que envolve a origem. m

Segue do coroldrio acima que existem infinitas solugoes s(t) periédicas de (5.3.11),
simétricas em relagao aos eixos x e z, e longe do fio circular (ou seja, estao afastadas da

origem, veja figura abaixo).

ZA ZA

,\JV
,\<V

1
1
fio/circular
~ ’
y

Figura 5.3.12: Solucoes periddicas longe do fio circular

5.3.2 Solucoes periddicas perto do fio circular

Na proposicao seguinte estamos considerando o fio circular no plano-(z, z), passando

pela origem e com centro contido no eixo = (conforme figura 5.3.13).
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Figura 5.3.13: Fio circular centrado em (%,0, 0)

Lembre que W (a:, z; %) é o potencial do fio circular de densidade constante A, contido

no plano-(z, 2) e passando pela origem, com raio * e centro (%, 0,0) (fago § = % em (2.2.3)).

€

Proposicao 5.3.6 Considere o problema

F= VIV <r, 1) , (5.3.13)

€

com r restrito ao plano-(x, z). Seja C um circulo neste plano-(z, z), com centro na origem
e raio arbitrdrio, e seja U um aberto que contém C da forma C C U C (IR* — {(0,0)}).

Entao, existe 69 > 0 tal que, para cada €, 0 < € < &y, ewiste uma solugao periodica
do problema (5.3.13) em U. Mais ainda, esta solug¢do tem por tra¢o uma curva fechada

simples, simétrica em relagcao ao eixo x, que enlaca a origem.
Prova: Pela lema 2.2.7, temos que este problema pode ser considerado como uma per-
turbacao do problema do fio infinito r = —ﬁ r, com K = 2\.

Desde que o campo gradiente de W satisfaz as condicoes do teorema 4.2.1, seguem-se

as conclusoes desta proposicao. m

Observacgoes:

1) Também aqui, g da proposicao depende de U e C' (ver observagao 5.3.2)

2) Note que as solugoes obtidas na proposi¢ao 5.3.6 tém por trago curvas fechadas simples

que enlacam o fio circular. Isto significa que um dos pontos de interse¢cao do fio circular
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no plano vertical estd contido na regiao limitada do complemento do traco da solucao.

3) Podemos supor que as solugoes periddicas dadas na proposigao 5.3.6 intersectam o eixo

x em exatamente dois pontos (veja observacao 4.2.3).

Lembre que V(r, p, M) denota o potencial do fio circular, com raio p e massa M, com

centro na origem (veja capitulo 1, segao 1.2.3).

Queremos agora variar o raio mantendo fixa a densidade ), isto é, vamos considerar

potenciais da forma V' (r, p, p(2r\)). Obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 5.3.7 Considere o problema
11
i=-VV(r - -(2m), (5.3.14)
€ €

com r restrito ao plano-(z, z).

Entao, existe g > 0 tal que, para cada €, 0 < € < &y, existe uma solucdao periodica
r.(t) do problema (5.3.14), tendo como tra¢o uma curva fechada simples, simétrica em
rela¢ao ao eixo x, que enlaca o fio circular de centro na origem e raio %

Além disso, r(t) satisfaz 1 < dist(r.(t),C.) < 3.

Prova: Segue diretamente do lema 1.2.9 e da proposi¢ao anterior, tomando U = { p €

R*; 1 < |p| < 2} e C unitério. Veja também a observacdo 2 desta se¢io e que W ¢é

transladado de V' (ver (2.2.3)). m

Finalmente, temos o principal resultado desta secao:

Teorema 5.3.8 Seja x > 0. Entdo, eziste uma solug¢io periodica r(t) do problema
(5.8.11), com dist(r(t),C) < x, para todo t. Mais ainda, r(t) tem por tra¢o uma curva

fechada simples, simétrica em rela¢ao ao eixo x, que enlaca o fio circular.

Prova: Pela proposicao 5.3.7, existe §y > 0 tal que, para cada €, 0 < € < dy, existe uma

solugdo r.(t) do problema (5.3.14), satisfazendo:
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(i) 3 < dist(r.(t),Cc) < 3

(ii) r(t) é periddica

(iii) tem por trago uma curva fechada simples que enlaca o fio circular de centro na origem
raio =

e
(iv) r ( ) simétrica em relagao ao eixo x.

Pelo corolario 1.2.7, s(t) = er.(%) é solugao de (5.3.11). Além disso, por (i),
¢ < dist(s(t),C) < %.

Dado xy > 0, tome 0 < € < ¢y tal que %e < X, assim dist(s(t),C) < x e pelas
propriedades (ii), (iii) e (iv) de r(t), temos que s(t) é peridédica, tem por trago uma curva

fechada simples, simétrica em relacao ao eixo x, que enlaga o fio circular C. m

Comentarios

1) Segue do teorema 5.3.7 que existem infinitas solugoes periédicas simétricas perto do fio

circular (veja figura abaixo).

ZA ZA

Figura 5.3.14: Soluges periédicas perto do fio circular

2) Pela simetria do problema, obtemos soluges periddicas enlagando o ponto (—1,0) e

solugoes periddicas enlagando o ponto (1,0).

3) Se o periodo de r(t) for 7, entdo o periodo de s(t) serd Te, assim se € estd proximo de
0, entao o periodo de s(t) serda pequeno. Desta forma as érbitas periddicas obtidas sao de

curto periodo.
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4) |s(t)| decresce quando € decresce.

5) Seja n > 0. Como $(0) = r.(0), pela afirmagao 4.1.2, podemos escolher r. com
|£:(0) — vo| < m. Assim as solugoes s(t), obtidas deste teorema, tém velocidades 7-

proéximas.

Observacao 5.3.9 Podemos supor que as solugoes periddicas dadas no teorema 5.3.8

intersectam o eixo x em exatamente dois pontos (veja observagao 4.2.3).

5.3.3 Solucgoes em forma de oito

Lembre que estamos considerando o fio circular homogéneo C, com raio p = 1 e massa

M, contido no plano-(z,%) e centrado na origem espaco euclidiano IR®.

Como falamos no inicio desta se¢ao, consideremos o sistema
r=—-VV(r), (5.3.15)

onde V(r) = V(r,1, M) é o potencial de C, com r restrito ao plano-(z, z). Note que o
potencial V' tem singularidades nos pontos (—1,0) e (1,0), que sao os pontos de intersegao

do fio C com o plano vertical-(z, 2).

O sistema (5.3.15) é equivalente a (ver 1.1.4):

o /27r (x — cosB) db
o {(z—pcost)?+ (y — psend)? + 22 }3/2
(5.3.16)
27
Z = =Xz b

0o {(z—pcost)?+ (y — psend)? + 22 }3/2

Nesta secao mostraremos a existéncia de solugoes periddicas com a forma da figura

oito.

Para mostrar a existéncia de solucoes periddicas com a forma da figura oito, no plano-

(x, z), usaremos o seguinte teorema.
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Figura 5.3.15: Solugdo em forma da figura do oito

Teorema 5.3.10 Eriste v : [0,7] — IR* — {(—1,0),(1,0)}, 7 > 0, tal que r(t) =
(x(t), 2(t)) satisfaz:

(1)t é solugio de 5.3.15

(2) 2(0) = 0, 2(0) > 1

(3) x(r) = (0,0), isto ¢, x(r) = 2(7) =0
(4) ©(0) =0

(5) 2(t) > 0, t € (0,7).

Observacao: O teorema nao diz nada sobre o angulo entre (—1,0) e (7). Este angulo

s

ode ser menor que Z como na figura a esquerda abaixo, ou maior que T como na figura
2 ) 2

a direita abaixo.

Figura 9.3.16: Traco da solugdo r(t)

O seguinte lema usa a simetria do problema para completar a construcao da solucao
peridédica com a forma da figura oito. Note a similaridade deste lema com os lemas 4.0.14,

4.0.15.
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Lema 5.3.11 Seja Q C IR* aberto, com ©;Q2 = Q, i = 1,2, onde ¢1(x,2) = (—x,2) e
@o(,2) = (z,—2). Seja f: Q — IR?, invariante por p; e vy. Ser:[0,7] — Q, 7>0, é
solucao do problema

r= f(r) (5.3.17)

tal que r(t) = (z(t),2(t)) satisfaz z(0) = 0, #(0) = 0, r(7) = (0,0), entdo a extensdo
r: IR — Q der, definida por:

r(t — 4nrt), t € [4nT, (4n + 1)7]

o1por((dn +2)T —t), t € [(dn+ 1)1, (4n + 2)7]

o1r(t — (dn+2)7), t € [(4n+2)7, (4n + 3)7]

por(4dnT — 1), t€l(dn —1)7, (4n)7],

comn € Z, € solug¢ao periddica de periodo 41 do problema (5.5.17). Mais ainda, o trago

de v é simétrico em relagao aos €ixos x € z.

Prova: Andloga a prova do lema 4.0.14. m

Observacao:

1) Seja r como no teorema anterior. Aplicando o lema a este r obtemos uma solugao t
com a forma da figura oito. Se o angulo entre (—1,0) e #(7) é menor que 7, o traco de T

é como na figura abaixo.

Figura 5.3.17: Solugao em forma da figura do oito

Se o angulo entre (—1,0) e ©(7) é maior que 7, o trago de T é como na figura 5.3.18.
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X

Figura 5.3.18: Solugao em forma da figura do oito

2) Por (5) do teorema, o numero de enlacamento de T < 0 < 47, em (1,0) é +1, e em

(~1,0) 6 —1.

Lembre que o numero de enlacamento W (a,p) de uma curva fechada « : [a,b] —
IR? — {p}, ao redor de p € IR? =€ ¢é definido como W (a, p) = 5 & c 7. A funcio

2mi @ z—p

[a] — W(a,p), é um isomorfismo entre m (IR* — {p}) e Z.

Observacao 5.3.12 Os métodos desta secao servem também para construir solugoes
periédicas com a forma da figura oito, para o problema planar simétrico de Euler, isto é,
para o problema de dois centros fixos, com a mesma massa. Para mais detalhes, veja o

final desta secao.

Passemos a prova do teorema 5.3.10. Estaremos denotando por r(¢) uma solugao de
(5.3.15).

Prova do teorema 5.3.10: Seja sq(t) = s(t,Xo, Vo, 1) uma solugao de 5.3.15 obtida do
teorema 5.3.3, que passa por fora do fio circular, e seja s;(t) = s(¢, %y, vy, 1), solugao de
5.3.15 obtida do teorema 5.3.8, que enlaga o ponto (1,0), veja figura 5.3.19. Considere as
condigdes iniciais Xo = (Zg,0) e X; = (Z1,0) no eixo positivo dos z. E claro que podemos
supor Iy > &; > 1. Lembre que as velocidades iniciais vo = (0,79) e v = (0,7;) sdo
ortogonais ao eixo x. Suponhamos que elas tenham o mesmo sentido do eixo z, isto é,

vg >0, 17 > 0.

Pela observagao 5.3.4, podemos escolher sg tal que intersecta transversalmente o eixo
x em exatamente dois pontos (Zg,0) e (—Zg,0), com Ty > 1. Também, pela observagao
5.3.9 e pelo teorema 5.3.8, podemos escolher s; tal que intersecta transversalmente o eixo

x em exatamente dois pontos (Z;,0) e (#},0), com #; > 1, 0 < &} < 1.
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Figura 5.3.19:

Para continuar a prova deste teorema consideremos as seguintes afirmagoes e o seguinte

lema, que provaremos depois.

Afirmacao 5.3.13 Podemos escolher so(t) = s(t,Xg,Vo,1) e s1(t) = s(t,%x1,v1,1), com
energia negativa. Além disso, podemos também escolher vy < vy, e satisfazendo

. 1 . - 1 .
V(Xl) =+ 5 |1}1|2 < V(Xo) + 5 |U0|2 < 0.

Seja 6y = V(%o) + 3 05 < 0. No que segue denotaremos por [Xy,%Xo] = { (#,0); 7 <

r<Zg}e [Vo,v1] ={(0,v); 0o < v <7}

Afirmacao 5.3.14 Seja A = ([5(1, Xo) X {\70}) U ({5{1} X [\70,\71]). Para todo (x,v) €
A, a energia H(x,v) da solugao r(t) =r(t,x,v,1) de 5.3.15 é menor ou igual a 0.

Na figura abaixo ilustramos o conjunto { (z,v); ((a:, 0), (0, U)) e A}

Figura 5.3.20:

O lema a seguir serd usado de forma essencial mais adiante, mas ele também ¢ inte-

ressante por si préprio.
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Lema 5.3.15 Para todo 6 < 0, existe Ty > 0, tal que se r(t) = (x(t),z(t)) é uma
solugao de (5.3.15), com z(0) = 0, 2(0) > 0 e E(r(t,x,v,1)) = H(x,v) < 0, entdo
lim,_,,- 2(t) = 0, para algum t, € (0, T;].

A necessidade de colocar o limite lim, ,- z(¢) no enunciado acima, em vez de z(ty),
0

deve-se ao fato da solucao poder convergir a um dos pontos do fio.

Na prova do lema 5.3.15 mostraremos que podemos escolher T5 = 2(1 + m),

onde A = # e Rs é raio da regiao de Hill, correspondente a ¢ (veja observacao 5.3.20

adiante).

Antes de enunciarmos a ultima afirmagao, observe o seguinte.

Para (x,v) € A, seja t(x,v) =inf{t > 0; 2(t) =0}, onde (z(t), 2(t)) = r(t,x,v,1) é
uma solucdo de (5.3.15). Pelo lema 5.3.15 e afirmacao 5.3.14, t(x, v) existe, e t(x, v) < Tj,,
para todo (x,v) € A. Também, como (0) = v > 0, v = (0,v), temos que #(x,v) > 0.
Assim, segue que

2(t) >0, paratodo t € [0,(x,V)), e (5.3.18)

z(t)  é crescente, para todo t € [0,%(x,V)). (5.3.19)

Note que 2(f(x,v)) =0 e por (5.3.16), z((x,v)) é méximo local da curva z(t).

Definicao 5.3.16 Z(x,v) = z(t(x,V)), com (x,v) € A e (2(t),2(t)) = r(t,x,v,1)
solugao de (5.5.15).

Observagao: zZ(x,v) > 0, para todo (x,v) € A (segue da equacao (5.3.19)).

A seguinte afirmacao diz que existe uma altura & > 0, tal que todas as solugoes

r(t,x,v,1) de (5.3.15), com (x,v) € A, "passam”desta altura, isto é:

Afirmacgao 5.3.17 Euxiste £ > 0, tal que para todo (x,v) € A, Z(x,v) > €.

Assumindo as afirmagoes e o lema, continuaremos a prova do teorema.
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Seja n tal que % < &, onde & é como na afirmacao 5.3.17, e seja E, o segmento

E,={(z,2);zeR}.

zA

I/n En

Figura 5.3.21: Segmento E,

Seja (x,v) € A, er(t) = (z(t), 2(t)) = r(t,x,v,1). Pela afirmacio 5.3.17, z({(x,v)) >
¢ > L. Como z(0) = 0, temos que 0 = 2z(0) < = < z({(x,v)). Pelo teorema do Valor

Intermediério, obtemos que existe ¢; = t1(x,v) tal que
(1) 0 < t1(x,v) < t(x,V)
(2) Z(tl(X, V)) = %7 isto é7 I'(t1<X, V),X, v, ]-) S En-

Por (5.3.19), t;(x, v) é unico satisfazendo (1) e (2) acima, e por (5.3.18), 2(¢1(x,Vv)) >
0. Segue que r(f;) ndo é horizontal, isto é, a intersec¢ao de r com F, em t;(x,v) é

transversal.

Para (x,v) € A, seja ty = to(x,v) = inf{t > t(x,v); r(t,x,v,1) € E,}. Note
que t, existe, pois pelo teorema do Valor Intermediario e pelo lema 5.3.15, temos que
{t > t(x,v); r(t,x,v,1) € E,} # . Mais ainda, também pelo lema 5.3.15, temos
to(x,v) < Ty,. Pela defini¢ao de tq, é facil ver que

2(t) > 0, t € (0,ta(x,v)]. (5.3.20)

Mostraremos agora que Z(t2(x,v)) # 0, onde (z(t), 2(t)) = r(t,x,v,1). Se 2(t2(x,v)) =
0, entao t5(x, v) é um maximo local de z (pois, como z(t2(x,v)) =1/n > 0, Z (t2(x,v)) <
0, veja (5.3.16)). Segue que z é crescente, para t < ty(x,v), t perto de t3(x,v). Como
z(f) > € > 1/n, t =1(x,V), temos que existe t',1 < t' < ty(x,v) com 2(¥') = 1/n, o que
contradiz a defini¢ao de t5(x,Vv). Isto mostra que Z(t2(x,v)) # 0 e segue que ¥(t2(x,Vv))

nao é horizontal, isto é, a intersec¢ao de r com FE,, em t = t5(x, V) é transversal.

Em resumo, temos aplicagoes t1,t; : A — IR com
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(1) 0 < t1(x,v) < H(x,V) < ta(x,v) < Ts,, para todo (x,v) € A
(2) r(ti(x,v),x,v,1) € E,, i =1,2, (x,v) € Aer(tx,v,1) intersecta transversal-

mente E, em t = tq, to.

(3) t1,ty sdo os primeiros dois tempos onde r(¢,x,v, 1) intersecta transversalmente
E,, isto é, r(t,x,v,1) ¢ E,, para todo t € (0,t3), t # t1.

Note que t; e t3 dependem de n.

Mostraremos agora que t; e t sdo fungoes continuas em A, para cada n fixado. Seja
(X%, Vi) — (x,V), (Xx,Vy) uma seqiiéncia em A e (x,v) € A. Escolha a,b > 0 tais que
t1(x,v) < a < ta(x,v) < b, e que r(t,x,v,1), a <t < b, intersecta F, transversalmente

em um tnico ponto (certamente este ponto é r(ts(x,v),x, v, 1)).

Note que também temos que r(t,x,v,1), 0 <t < a, intersecta transversalmente F,

em um tnico ponto (este ponto é r(t;(x,v),x,v,1)).

Aplicando a proposicao 4.0.11 a r(¢,x,v,1), com 0 < ¢t < a, e a r(t,x,v,1), com
a <t < b, temos que para k suficientemente grande, r(¢,xy, vy, 1), com 0 < ¢t < a,
e r(t,xx, v, 1), com a < t < b, intersectam F,, transversalmente em um tnico ponto.
Segue que r(t, Xy, Vg, 1), com 0 < ¢t < b, intersecta F,, transversalmente em dois pontos,
e estas intersecgoes acontecem nos tempos t1(Xg, Vi) € to(Xy, vi). Aplicando a proposi¢ao
4.012 ar(t,x,v,1), com 0 <t < a, temos que limy_,; « t(xg, Vi) = t(x, V), onde t(x', V'),
com (x,v') préximo de (x,v), é o tempo em que r(t,x’,v/;1), 0 <t < a, intersecta F,
transversalmente. Por unicidade das intersegoes t(xx, vi) = t1(X, V), 0 que implica que t;
é continua. Da mesma forma, aplicando novamente a proposigao 4.0.12 a r(¢,x, v, 1), com
a <t <b, temos que limy_, o t(ri(a),x(a)) = t(r(a),(a)), onde ry(a) = r(a, X, Vi, 1)
e ry(a) = r(a,xk, Vi, 1), e onde t(rg(a),7r(a)) é o tempo em que r(t, Xy, vg, 1), a <t <b,
intersecta F, transversalmente. Por unicidade das intersegoes t(ry(a),¥x(a)) = to(x, Vi)

e t(r(a),(a)) = ta(x,v). Logo ta(xk, vi) — ta(X, V), 0 que implica que t5 é continua.
Defina f : A — E, por f(x,v) =r(t2(x,Vv),x,v,1).

Como r e ty sdo continuas, segue que f é continua. Lembre que sy(t) e s1 () intersectam
transversalmente o eixo z exatamente em dois pontos (veja inicio da prova do teorema),

logo, para n suficientemente grande, sy(t) e s;(t) também intersectam F,, transversalmente
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em exatamente dois pontos, e temos que f(Xo, Vo) = (x/, %), com X' < 0, f(%;,Vv) =
(x”, %), com x” > 0. Assim, como A é conexo e f continua, pelo teorema do Valor
Intermedidrio, existe (x,,v,) € A tal que f(x,,v,) = (0,1).

'n

A

En

4
A

\4

i)

Figura 5.3.22:

Obtemos assim uma seqiiéncia { (x,,v,) } € A tal que r(t,, X, vy, 1) = (0, 1), para
algum t,, € (0,T5,), (de fato t, = ta2(x,,vy)). Como A é compacto e t, € [0,Ts,], existe

subseqiiéncia (¢, Xm, Vi) de (tn, Xn, Vi), tal que (t,, Xpm, vin) — (1,%,V) € [0, Ts,] x A.

Conseqiiéntemente , lim, 1o T(tm, Xm, Vi, 1) = r(7,X, v, 1). Por outro lado,
r(tmy Xm, Vin, 1) = (0, %) — (0,0), o que implica r(7,x,v,1) = (0,0). Portanto r : [0, 7] —
R?, r(t) =r(t,%,v,1) satisfaz (1), (2), (3), (4) do teorema.

A

=
7 < @
\ PARS i

Figura 5.3.23: Obtengso da solugio r(t)

Para terminar a prova do teorema, mostramos que r(t) = r(¢, X, v, 1) satisfaz (5). Seja
(Xm(t), zm(t)) = r(t,Xm, Vi, 1). Note que, por (5.3.20), z,(t) > 0, para todo t € [0,,,]
(pois t,, = ta(Xm, Vin)). Logo Z(t) > 0, para todo t € [0, 7], onde (Z(t), 2(t)) = r(t, X, v, 1).
Consequiéntemente, se z(t') = 0 para algum ¢’ € (0,7), temos z(#') = 0 (¢ é ponto de
minimo local), isto é, (Z,z) é tangente ao eixo x em t = t'. Segue que (Z(t),z(t)) estd
contido no eixo z, para todo t € (0,7), o que é uma contradigao. Logo z(t) > 0, t € (0, 7).

Isto mostra que r(t) satisfaz (5) do teorema. m
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Provas das afirmacgoes e do lema 5.3.15

Afirmagao 5.3.13 Podemos escolher duas solugées de (5.3.15), so(t) = s(t,Xo, Vo, 1) €
s1(t) = s(t,%x1,v1,1), obtidas dos teoremas 5.3.3 e 5.3.8, respectivamente, com energia

negativa. Além disso, podemos também escolher vy < ¥1, e satisfazendo

. 1 . 5 1 .
V(Xl) —+ 5 ‘U1|2 < V(Xo) + 5 |U0|2 < 0.

Prova: Seja ro(t) = r(t, X, vo,0) solucao circular de r= —VV(r,0) = —ﬁr, Kk > 0,
com energia E(ro(t)) = h < 0 (veja pag. 47).
Seja r.(t) = r(t,xo,V,€) solugao periédica de ¥ = —VV/(r,¢€), obtida da proposi¢ao
5.3.1, com energia E(r.(t)) = h, para € > 0.
_ . h ~ _ h
Se [[vo — V|| < min{ |[vol|, 3557 } = n entdo 3[|V[|* < §[|voll* + -
De fato, primeiro note que ||[v|| < ||vo|l + 7 < 2||vo||. Agora,
1917 = Ivol® = (190 + Ivoll) (1911 = I1voll)
< 3|voll(IIv = voll)
h
< 3HVOH 3|||V|0H = |h|
Como V continua em €, para € suficiente pequeno temos V(xg,€) < V(xq,0) — % e

h

91 < Hlvoll? = 4.

Assim, para n e € como acima (7 é garantido pela afirmagao 4.1.2),
-1, 1
h= 5y|v||2 + V(x0,€) < 5||v0||2 + V(x0,0) — h = 0.
Logo h = E(r.(t)) < 0.
Seja so(t) = L r.(e/*t) solugdo de (5.3.15). A energia de so(t) também é negativa. De
fato . .
E(so(t)) = gelle(0)[I* + V (%o, 1)
= Lle||v|]* + eV(xo,€)

= ¢E(r(t) = eh <0,
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aqui usamos uma das propriedades do potencial, ver lema 1.2.6.
[sto mostra que podemos escolher sy com energia negativa.

Note que vy = $¢(0) = er(0) = ev. Assim,

[Voll = [vo] < €e(2]|vol])- (5.3.21)
Seja ry(t) = r(t,xy, vy, 0) solucio circular de ¥ = —VW (r,0) = —ﬁr, k> 0. (veja
(4.2.8)). Note que ||vy| = /.
Seja ri(t) = r(t,x;, w, %) solucao periddica de r= —VW (r, %), obtida do teorema
5.3.6.
Se v — w| < NVl = V& — ) ento & < ||W]|? < 4~
Considere o sistema = —VV(r, 1), onde V ¢ transladado de W (ver lema 1.2.9), e

seja s1(t) a solugao deste sistema obtida da translagao da soluc¢do periddica ri(t) acima

(ver corolario 1.2.7).

Note que a energia E(s

o=

(1)) = E(r%(t)) e que S%(O) = 1'}(0) =w.

Seja s1(t) = es1(%) solugao de (5.3.15). Logo $;(0)

e|lx1]|, onde C é o fio circular de raio 1.

(0) = w, e dist(s1(0),C) =

I
m.
o=

Assim,
B(s(t)) = 5 181 (O)I + V(5:(0),1) < 25 + V(sa(0), 1)

como dist(s1(0),C) = €||x1]], e V(x,1) — —o0, quando dist (x,C) — 0, temos que
podemos escolher € suficientemente pequeno tal que E(s;(t)) < 0. Mais ainda, dado
n > 0, podemos escolher € suficientemente pequeno tal que E(s1(t)) < —n. Em particular,
podemos escolher sy(t) e s1(t) tais que E(s1(t)) < E(so(t)).

Note que v; = $1(0) = w. Logo

i)l = fon] = 1] > 2 (53.22)

De (5.3.21) e (5.3.22) segue que podemos escolher || Vo] < ||¥v1]]. Isto prova a afirmagao.
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Afirmagdo 5.3.14 Seja A = ([%o, %1]x {¥o}) U ({X1} x [0, %1]). Paratodo (x,v) € A,
a energia H(x,v) da solugdo r(t) =r(t,x,v,1) de (5.3.15) é menor ou igual a dy.

Prova: Segue da afirmacao 5.3.13 e do fato de que V(%) < V(x) < V(x;), para todo

X € [)21, 5(0 ] |
Afirmacgao 5.3.17 Euxiste £ > 0, tal que para todo (x,v) € A, Z(x,v) > €.

Prova: Suponhamos que nao existe um tal £ > 0. Ent@o existe seqiiéncia (x,,v,) tal
que Z(x,,v,) < % Como (x,,Vv,) € A, que é compacto, existe subseqiiéncia (x,, , vy, ) de
(X, Vn), que converge a um (X,v) € A. Por continuidade temos que r(t,Xx,,,Vy,, 1) —

(r(t,x,v,1) e £(t,Xp,, Vn,, 1) — 1(¢,X, v, 1), 0 que implica que
2, (1) — Z(t) e (5.3.23)

S () — 5(t) (5.3.24)

onde (x,(t), v,(t)) = r(t,x,, vp, 1) € (X(t),v(t)) = r(t,x,v,1).

Seja t € [0, 1¢(x, v)]. Por (5.3.18), temos que existe x > 0 tal que z(t) > x, para todo
t e 0,1t(x,v)).

Por (5.3.24), temos que, para ny suficientemente grande,

1.
Zn, (1) > g >0, para todo t € |0, 525(5(, V)] (5.3.25)

para todo t € [0, 1{(%, V)]
Por (5.3.23), temos que, para ny suficientemente grande,

o (T(%,9)) 2

N[

Z(X”lk ) Vm) > Zny (%f()_(, ‘7))

> La(Li(%,¥) = > 0



Assim, Z(xy,,Vn,) > 1 > 0, para todo n; suficientemente grande, uma contradigao,

pois Z(Xp,v,) — 0. m

Para provar o lema 5.3.15 usaremos os seguintes lemas e observacoes. No que segue

escrevemos Ay = + 1, para A > 0. Note que A4 > 1.

2
min{l,A}
Lema 5.3.18 Seja z(t) definida em [0,a] tal que

(1) 2 < —Az, A>0
2(0) =20 >0
(2) { 0) =0

Se a > Ay, entdo existe to € [0, A4] tal que z(ty) = 0.

Prova: Suponha que z(t) # 0, para todo t € [0, A4]. Sendo assim, temos que z(t) > 0,
para todo t € [0, A4]. Note que, por (1), 2(¢) é decrescente em [0, A 4].

Como £(0) = 0, temos 2(t) < 0, t € (0, A4]. Logo z é decrescente em (0, A4]. Note

também que z estd definida em 1, pois 1 < Ay < a.

Afirmamos que (1) < —(min{l, A})%. De fato, temos dois casos: z(1) > % ou
2(1) < 2.

Suponhamos, primeiro, que z(1) > %. Isto implica que z(t) > % para todo t € [0, 1].

Logo
A1) = [ Z@®)dt < [} —Az(t)dt

Suponhamos agora que z(1) < 2. Pelo teorema do Valor Médio, existe ¢’ € (0,1) tal

que

provando assim nossa afirmacao.

Como 2 é decrescente em (0, Ay4], para 1 <t < Ay, temos que 2(t) < 2(1) < —a, com
a = (min{A,1})%.
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Assim, z(t) — 2(1) = [ 2(s)ds < —a(t —1). Segue que z(t) < z(1) —a(t —1) <
20 —a(t—1), para 1 <t < Ay. Portanto

z(AA):z(%—irl) <z—a(As—1)=0

Segue que existe tg € [0, A4] tal que z(tp) = 0. m

Lema 5.3.19 Seja z(t) definida em [0,+00) tal que
(1) z < —Az, A>0
2(0) =0
@ {1050
Entao existe to > 0 tal que 2(ty) = 0.

Prova: Suponha que 2(t) # 0, para todo t. Logo 2(t) > 0, para todo ¢, e assim z é
crescente. Entao 0 < z(1) < z(t), para todot > 1, e

+/ s)ds < 3(1 A/ s)ds < 3(1) — A=(1)(t — 1).

Avaliandoem t = 1 + Azé(li), temos Z(1 + 5211)

) <0, o que é uma contradigdo. m

Ainda para provar o lema 5.3.15 fazemos as seguintes observacgoes.

Observagdes 5.3.20 1) Note que 2% (z,2) = Az [, Mf—zwg, onde r = (z, z), (veja (1.1.2)).

2) Seja r(t) uma solucao de (5.3.15) e suponhamos que a energia E(r(t)) < é < 0. Pelo
lema 2.0.8, sabemos que a regiao de Hill, correspondente a 9, é limitada. Logo existe
Rs, 0 < Rs < 400, tal que {r; V(r) < 6} C B(Rs) onde B(Rs) é a bola centrada na
origem, com raio R;. Portanto, se r(t) é solugao de (5.3.15), com E(r(t)) < ¢ < 0, entdo
[r(®)] < Rs.

3) Vamos estimar [, ”I‘d——ZHC‘" com C fio circular de raio unitério e centrado na origem:
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v —ul| < |r|]| + ||u|]| < Rs + 1, para todo u € C e para todo r tal que V(r) < 4.

Assim e segue que

1 1
) TP = (Rt DP

du du M
> = . 3.2
ALHr—mp—A[ﬂRy+n3 (B + 1) (5-3.26)

Finalmente, provamos o lema 5.3.15:

Lema 5.3.15 Para todo 6 < 0, existe Ts > 0, tal que se r(t) = (z(t),2(t)) € uma
solugdo de (5.3.15), com z(0) = 0, 2(0) > 0 e E(r(t,x,v,1)) = H(x,v) < 0, entdo
lim, .~ 2(t) = 0, para algum t, € (0, T;].

Prova: Temos que

ov du
A S /7 5.3.27
Al A P (53.27)
Note que z < 0, se z > 0, e 2> 0, se z < 0. Seja r(t) solucao de (5.3.15), com
E(r(t) <6 <0, 2(0) =0e 20) > 0. Por (5.3.27), | 2 | = Mzl fo 5l = sy |2
onde a desigualdade segue de (5.3.26).

Chame A = % ey = m + 1. Temos a inequagao

12> Al (5.3.28)

Se z > 0, temos 2 < 0, e a inequagao vem a ser — 2 > Az, para z > 0.

Seja (a,b), a < 0 < b, o intervalo (maximal) de definicao de r(t) = (z(t), z(t)). Se
b < 2A 4, r(t) colide e assim lim; ;- z(t) = 0, e o lema estd provado. Suponhamos entao
que b > 2A 4.

Afirmamos que existe ¢ € (0,b), tal que 2(t) = 0. Se 2(t) # 0, para todo ¢ € (0,b),
entdo z é crescente e lim; - 2(t) > 0. Logo r(t) nao é solugdo com colisdao em b, o que
implica que b = 4+o00. Como z(t) > 0, t € (0,+00), isto contradiz o lema 5.3.19. Isto
mostra que existe ¢ € (0,b) tal que 2(¢) = 0.

Substituindo ¢ por min{t > 0; 2(t) = 0}, podemos supor que 2(t) > 0, ¢t € [0,).
Logo z(t) é crescente em [0,¢] e z(t) > 0, t € (0,¢]. Aplicando o lema 5.3.18 & aplicagao
t— z(t—1t),te€[0,t], obtemos que t < Ay4.
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Lembre que estamos supondo que b > 2A 4. Vamos mostrar que existe tg € [0,2A,],
tal que z(tp) = 0. Suponhamos que z(t) # 0, t € (0,2A4]. Como t € (0,2A4) e z(t) > 0,
temos z(t) > 0, t € (0,2A4]. Por continuidade existe ¢, tal que z(¢) > 0, t € (0,¢), com
2A4 < c<b. Note que c —t > A 4.

Aplicando o lema 5.3.18 & aplicagdo t — z(t +t), ¢t € [0,¢ — t], obtemos uma con-

tradicao. Isto prova o lema. m

Solucao em forma de oito no problema de Euler simétrico

Durante nosso estudo no plano vertical percebemos a semelhanca do problema de Euler
simétrico com o problema do fio circular restrito ao plano vertical. Para o problema de
Euler simétrico, que é um problema integréavel e sobre o qual existem muitos estudos,
nao encontramos a prova da existéncia de solugoes em forma de oito. Para terminar esta
secao vamos verificar que, com minimas modificagoes, os métodos desta se¢ao servem para

construir solucoes periddicas em forma da figura oito, para o problema de Euler simétrico.

Considere o plano-(x,y) e dois centros fixos, com massa M, situados nos pontos
(p,0) = pey, (—p,0) = —pe1, p > 0. Consideremos uma particula P, de massa infinite-
simal, movendo-se neste plano, submetida unicamente a forca de atracao gravitacional
induzida pelos dois centros fixos. O potencial deste problema ¢ dado por

M M

Ulr) =— - .
®) =~ pel " T =pail

Para expressar a dependéncia da massa e de p, podemos escrever U(r,p, M) =

_ M _ M
1T +peq || (IX—per]”

U satisfaz as mesmas propriedades que V (capitulo 1, segao 1.2.3).

Para M fixo, p pequeno, U(r,p, M) é uma perturbagao simétrica do potencial de
Kepler U(r,0, M) = —%. Podemos entao obter, de forma similar ao caso do fio circular,
solugoes so(t) periddicas, simétricas, longe dos centros fixos. Mais ainda, um argumento
similar ao usado na prova da afirmagao 5.3.13, mostra que podemos escolher sy(t) com
energia negativa e préxima de zero, e também tal que ||$y(t)|| seja pequeno.

Seja

M M M eM

ur,eZ———iz——_—.
0 =l e 2tel ~ el e+ 2ar]
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Note que U(r,¢) é o transladado de U(r, %, M) (ver lema 1.2.9).Note também que,
para € pequeno, podemos considerar U(r, €) como uma perturbagao do potencial de Kepler
U(r,0) = _||TM|\' Seja v .= (0,v), v > 0, a velocidade tal que () seja solu¢ao circular
do problema de Kepler ¥ = —VU(r,0), com £(0) = (1,0) = ¢; e r(0) = v. Note que

7=+vM.

Seja também ¢ > 0, tal que £(¢) = (0,—1), ¢ > 0 é o primeiro tempo (positivo) no qual
T atinge (0,—1). Note que ¥(¢), 0 <t <, intersecta transversalmente o eixo x negativo

em um unico ponto.

zA

\\‘ (1,0) g
7 (%)

Figura 5.3.24:

oy

Seja r.(t) = (x(t),ve(t)), a solucao de r = VU(r,€), com r.(0) = ey, 1.(0) = V.

Logo, pela proposi¢ao 4.0.18, para e suficientemente pequeno, r.(t), 0 <t < ¢, inter-
secta transversalmente o eixo x negativo exatamente em um ponto r.(¢.) e y.(t) > 0, 0 <

t < t.. Como r. estd perto de r, para e suficientemente pequeno, podemos supor que
—2 < z(te).

Seja Fe(t) := rc(t) + Le;. Logo Fe(t) é solugdo de ¥ = VU(r,1, M). Seja s°(t) =
et (7%/?t). Segue do corolario 1.2.7 que s¢(t) = (¢(t), y*(t)) é solucio de i = VU (r, 1, M),
e verifica-se facilmente que s°(0) = (1 + ¢,0), s¢(e¥/%t,) = (25,0), 0 < 2¢ < 1, y(t) >

0, 0<t<e?t, es(0)= %\7. Logo

E(s<(t)) = E(s(0)) = 5 [[v[*+U(s%(0),1,M) =

- _%(1 + 224:6)

Assim, escolhendo € suficientemente pequeno, podemos escolher sq(t) = s(t) com
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energia negativa e de valor absoluto grande. Note também que [|$1(0)]| = NG VIl = %

é grande.

As solugoes sy(t) e s1(t) acima construidas satisfazem as propriedades andlogas ao
caso do problema do fio circular, necessarias para a prova da existéncia de solugoes em

forma de oito.
Note que U(r,1, M) também satisfaz o lema 5.3.11.

Para o caso do problema de Euler simétrico, a afirmacao 5.3.13 segue da escolha de

S e 81 acima, e a prova das afirmagoes 5.3.14 e 5.3.17 sao idénticas. A prova do lema

AR R P _ M M _
5.3.15 também é analoga, é s6 estimar 8—yU(x,y) = y(Hr_51”3 + HI‘+e1||3>’ onde U(x,y) =
U((z,y),1, M). Mas, um simples calculo mostra que se r(t) = (x(t),y(t)) tem energia

menor ou igual a § < 0, entao

( M n M ) S 2M
le—exll® e +el®” = (14 Rs)*

onde Rs < 400 é o raio da regido de Hill de energia 6 < 0, isto é, Ry = sup { ||r]|; U(r) <
0} (verificamos diretamente que Rs < 2 +1).
Logo y(t) satisfaz a inequacao
[V 1= Alyl,

2M

COII'IA: W

O restante das provas do lema 5.3.15 e do teorema 5.3.10 sao analogos. m

5.4 Solucgoes periddicas perto do fio circular no caso
geral

No estudo da dinamica no plano vertical, para um fio contido no plano horizontal,

passando pela origem, de raio %, vimos que o sistema é dado por
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(5.4.29)

onde W é como em (2.2.3). Este sistema se comporta como uma perturbagao do problema
do fio infinito (veja observagao 4.2.4). Usando o teorema 4.2.1, provamos a existéncia de

solugbes periddicas do sistema (5.4.29) acima, numa vizinhanga da origem.

Fixe K € IR. Consideremos agora o sistema:

T= Ij_; — ow (:L‘ z 1)
(« - ;)3 dr \"7 7 e
‘ (5.4.30)
Z= _8_W (33 z l)
0z "' e

onde W ¢ como acima (ver (2.2.3)) e z < L.

Para e suficientemente pequeno, o sistema dado por (5.4.30) também se comporta
2

K2
como uma perturbacao do problema do fio infinito, pois limﬁo(%)g =0

€

De fato, defina

(20) - (3 e22) 2 (22). et

(z, 2)

oA\
|(z, 2)]?

para € =0

Pelo lema 2.2.7, segue-se que g é continua, e por definicao de g, para cada e fixo, g é

C' em (z, z), e é invariante pela simetria ¢(z,z) = (z, —z).
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Mantendo a notagao do teorema 4.2.1, ou seja, dado um circulo C' no plano-(z, 2),
com centro na origem e dado um aberto U da forma C' C U C (IR*—{(0,0)}), verificamos

que (5.4.30) satisfaz as condigoes do teorema 4.2.1.

Assim, aplicando o teorema 4.2.1, para C' e U como acima, obtemos d, > 0 tal
que existe solugao periddica r(t) = (z(t), 2(t)) do sistema (5.4.30) em U, para cada € €
(—dp,00). Estas solugbes periddicas tém por trago um curva fechada simples, simétrica

em relacao ao eixo x, que enlaga a origem.

Observacao:

1) Considere o sistema
r=g(r,e), (5.4.31)

com g como definida acima e r = (z, 2).

Observe que uma solugao de (5.4.31), com € # 0, é uma solugao de (5.4.30).

2) O sistema (5.4.30) pode ser re-escrito como r = —VW(r, 1), onde

€

W(r,%) :W(x,z,l) = — 5;2212 + W (m,z,%)

ZTIE

Finalmente, consideremos o sistema:

K2

T _5’_V (:B Z 1)
23 0x "7 e
(5.4.32)
é:—a—v <.CEZ 1)
0z "' e

onde V' é o potencial do fio circular, centrado na origem do plano-(x,y), de raio %

Observacoes:
1) O sistema (5.4.32) pode ser re-escrito como ¥ = —VV(I‘, 1), comr = (z,z)e

€
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_ 1 L 1
V(x,z,z) = — (2;22 + V(x,z,z>) :

2) Note que V ¢é um transladado de W, isto &,

onde W é o potencial do problema (5.4.30).

Proposicao 5.4.1 Consideremos o sistema (5.4.32). Seja C' um circulo no plano-(z, z),

com centro na origem e raio arbitrario, e seja U um aberto que contém C' da forma

C cUc (IR*—{(0,0)}).

Entao, existe 69 > 0 tal que para cada €, com 0 < € < &y, existe uma solugao periddica
re(t) de (5.4.32) em U —{(£,0)} = {(z — 1,2); (z,2) € U}. Além disso, r.(t) tem por

traco uma curva fechada simples, simétrica em relacdo ao eizo x, que enlaca o ponto
_1
{(=20)}

Prova: Segue do fato do sistema (5.4.30) ter solugoes periddicas (com propriedades como

no enunciado acima), do lema 1.2.9 e das observagoes 1) e 2) acima. m

Observacoes 5.4.2

1) Seja r(t) = (x(t),z(t)) solucao de (5.4.32), como na proposi¢ao 5.4.1. Da forma
do sistema (5.4.32) e da simetria do potencial V| segue que (—z(t),z2.(t)) também é
solugao de (5.4.32), e assim, também obtemos solugées de (5.4.32) em U + {(£,0)} =
{(w+12); (5,2) €U},

2) Como U ¢ fixo, para € suficientemente pequeno, a solugao r.(t) = (z.(t), z.(t)), dada
na proposicao 5.4.1, fica no semiplano dos x < 0, do plano-(z, z), isto é, z.(t) < 0.
Analogamente, para e suficientemente pequeno, a solugao (—xz(t), z.(t)) fica no semiplano
dos z > 0.
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3) Pelo lema 1.2.9 as solugoes obtidas da proposigao 5.4.1 sdo da formar.(t) = (z.(t), z.(t)) =
(z(t) = L,2(t)), (—ze(t), z(t)) = (x(t)+ L, 2(t)), onde (z(t), z(t)) sdo solugdes de (5.4.30).

Na préxima segao, usamos a formulagao lagrangeana do problema do fio circular
homogéneo, para mostrar que as solugoes de (5.4.32) sao solugoes “reduzidas” do problema

do fio circular homogéneo de raio %

5.4.1 Reducao do problema tri-dimensional a um problema pla-
nar

Consideremos o problema do fio circular homogéneo no espaco IR?, contido no plano-

(z,y), centrado na origem, e com raio 2.
€

Usando coordenadas cilindricas (r, ¢, z), o lagrangeano nestas coordenadas se escreve

como:
1
L(r, g, 2,19, 2) = 5 (P + 779" + 2%) = Ud(r, 2)
onde
1 2 3 do
Ue(r,z) = V(rcosp,rsenp, z, —) = __M/2
€ s 0

{[(T + )2 + 22]cos20 + [(r — 1)2 + Z2]Sen29}1/2

e V((z,y,2),1)) é o potencial do fio circular, com raio 1, em coordenadas cartesianas (ver

(1.2.11)).

As equagoes do movimento (1.1.1) nestas coordenadas sao dadas por:

jo i e
-3 ar \F
o,
5 "€ 5.4.33
z P (r,2) ( )
_ K/e
o(t) N
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onde K é constante.

Observacoes:

1) Note que o sistema (5.4.33) (e as solucoes (1, ¢, z)) depende da constante K).

2) K = 0 implica que ¢ é constante. Logo o movimento estard sobre um plano, o plano
determinado pelo eixo z e pelo vetor (cosp, senp,0). Desta forma, para K = 0 recaimos

num problema planar

onde V(r,z) = Ud(r, 2).

3) As duas primeiras equagoes do sistema (5.4.33) coincidem com o sistema (5.4.32). E
pela proposicao 5.4.1 e observagoes 5.4.2; existe solugao periddica de (5.4.33) em (r, z),
que tem por traco uma curva fechada simples, simétrica em relagao ao eixo x, que enlaca

o ponto (£,0).

Observe que se (r(t), z(t)) é solucao de (5.4.32), definindo ¢(t) = / r2(s)
o r2(s
que (r(t),p(t),2(t)) é solugao de (5.4.33). Logo (r(t) cosp(t),r(t) seny(t), z(t)) é solucao

de (1.1.1), com o fio circular contido no plano horizontal, com raio 1/e.

t Kled
Lema 5.4.2 Seja (r(t), 2(t)) solu¢ao periddica de (5.4.32), de periodo T e p(t) = / %
0o 12(s

Entao r(t) = (r(t) cosp(t), r(t) senp(t), z(t)) € solug¢ao periddica de (1.1.1) se, e somente
()

se, € um numero racional.

Prova: Primeiro, note que, como r(t) é 7-periddica, temos que () também é T-periddica.
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Suponhamos que % = 2. Assim, q (1) = 27p. Além disto, como r(t) é T-periddica,

p
q
por definigao de ¢, temos que n (1) = @(n7), logo

¢(qT) = 27p.

Vejamos que ¢(t 4+ q7) = ¢(t) + 2mp. De fato, defina 11(t) = o(t + q7) e Pa(t) =
o(t) + 2mp. Como @(t) é T-peribdica, temos que 1 (t) = hy(t) e como 1 (0) = @(qr) =
27p = 15(0), concluimos que 1y (t) = 19(t). Segue que p(t + q7) = @(t) + 2mp.

Desde que cosseno e seno sao fungoes 2m-periddicas, e (r(t), z(t)) é 7-periddica, a
solugao de (1.1.1), dada por (z(t), y(t), z(t)) = (r(t) cosp(t), r(t) senp(t), z(t)) é gr-periddica.

Reciprocamente, suponhamos que (r(t) cosp(t), r(t) senp(t), z(t)) é To-periddica. Logo,
z(t) er(t) = \/(r(t)2 cos?p(t) + r(t)? sen?p(t) sao Tp-periddicas.

Podemos supor 7 periodo minimo de (r(t), z(¢)). Segue que 79 = nr.

Assim, como r(t) > 0, para todo t, e r(t) é 7o-periddica, temos cosp(t + nrt) =
cosp(t 4+ 19) = cosp(t). Da mesma forma, senp(t + nt) = senp(t + 79) = seny(t), o que
implica que ¢(t + n7) — @(t) = 27p, para algum p € ZZ.

plr) _p

Avaliando em t = 0, temos n(7) = p(n7) = 27p, e portanto ——= =

Usaremos a seguinte notacao. Seja U C ]Ri c IR?, onde IRi = {(2,0,2); = > 0}.

Definimos a rotacao de U ao redor do eixo z:

rotU = { (xcosp,x senp,z); ¢ € R, (x,2) € U}.

Em coordenadas cilindricas, temos rot U = {(r, p, 2); (r,z) € U}.

Teorema 5.4.3 Seja C' um circulo no plano-(x,z), com centro na origem e seja U um
aberto limitado que contém C da forma C C U C (IR* — {(0,0)}). Seja K # 0.
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Entao, existe 69 > 0 tal que para cada €y < g, existe e, com 0 < € < €y e existe uma solucdao
periodica r.(t) = (x(t)cosp(t), z(t)senp(t),z(t)) de (1.1.1) em rot (U— {(%,0)}),
com momento angular K/e. Além disso, (x.(t), z.(t)) tem por traco uma curva fechada

simples, simétrica em relagcao ao eixo x, que enlaca o fio circular.

Prova: Seja C' um circulo no plano-(z, z), com centro na origem, e U um aberto limitado
que contém C da forma C' C U C R* — {(0,0)}. Sem perda de generalidade, podemos
supor K > 0.

Seja T, O( ) := r(t, X0, Vo, 0) solugao circular de (5.4.31), que tem como trago a curva

C. Suponhamos sem perda de generalidade, que x( € {eixo positivo dos z}

Considere [0,¢] um intervalo de tempo no qual f'vov()(t) intersecta transversalmente

o segmento fechado F = {(z,0); —oo < z < 0}, em um unico ponto. Aplicando a

proposigao 4.0.18 a Y00 (t), t € [0,%], obtemos um § > 0 tal que, se |[v —vo| <9, |e|] < 0,
entdo a solugao Ty, (1) = (Ty((t), 2. (1)), t € [0,], de (5.4.30), intersecta E' em um
tnico ponto, e t(v,e) = (XO,V €)) é Contmua

Defina 7(v,€) := 2t(v,e) e Vs = { (1 4+ s) vo; |s| <0 }.
Note que
1) 7(v,€) é limitada (0 < 7(v,€) < 2t).

2) Podemos tomar 4, suficientemente pequeno, tal que |7y, ()| < [+ 1, para todo t €
[0,2t], onde [ é o raio de C'. Mais ainda, como 2t > lim._o7(v,€) = 7(v,0) > 0,e 7 é
continua, também podemos tomar ¢ suficientemente pequeno, tal que 0 < v < 7(v,€) <

2t, para uma constante .
3) Se ¥y, .(t) é a solucao periddica de (5.4.30), obtida do teorema 4.2.1, entdo 7(v,€) é o

seu periodo.

Seja dg > 0, como na proposicao 5.4.1, e podemos supor 0 < §y < 6.

Seja vy (1) = (Ty, (1), 2. (1) = (Ty. (1) + 1,2, (t)) solucdo de (5.4.32), com
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Ty.e >0, €€ (=6,9).

Temos que (x é solucao de (5.4.33) (em coordenadas cilindricas, do pro-

veer D1 Zyve)

blema do fio circular, com raio % e momento angular %), onde @(t) = ¢, (1) =
tKjed

/ ﬁ, (estamos assumindo ¢(0) = 0).

o 22 (s)

Defina © : V5 x [0, 9] — IR por

T(V,e) K 7(V,e) K
/ 7/6(15:/ /€ ds , para €#0
C R (aye ) )
O(v,e) = Ve vie T e

0, para e€=0.

De 1) e 2) acima e do fato de 7 ser continua, segue que © é continua em Vs x [0, §].

Note que O(v,¢€) = ¢y, (7(v,€)). Além disso, como estamos supondo K > 0, temos

que O(v,e) >0, para e >0 e O(v,0) =0, para todo v.

Seja €y, 0 < €y < Jdp. Pelo addendum ao teorema 4.2.1 ( tomando €, > 0 ainda
menor, se necessario), existe conjunto conexo, compacto V C Vs x [0, €], com V. # 0,
para todo € € [0, €], tal que para (v,e) € V, ry, () é solugao periédica de 5.4.32, tendo
por trago uma curva fechada simples, simétrica em relagao ao eixo x, que enlaca o fio
circular. (Lembre que V. =V N (V5 x {€}).

Como V., # 0 e Vy # 0, existem (v, o), (vo,0) € V. Mais ainda, O(v,,,€) > 0 e
O(vp,0) = 0. Como V é conexo, temos que [0,O(v,€)] C O(V). Entdo, existe nimero
racional £ € (0, O(ve,, €0)] € assim, existe (ve,€) €V, 0 < € < €, tal que O(ve,€) = 2. Do
lema 5.4.2, segue que (zy,,.(t)cospy, (1), 1y (t)senyy, (), 2. (t)) €é solucdo periddica
de (1.1.1), que satisfaz as propriedades do enunciado do teorema. m

Teorema 5.4.4 Considere o problema
F=—VV(r), (5.4.34)
onde V(r) =V (r,1,27\) € o potencial do fio circular homogéneo C, com raio unitdrio e
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massa M = 21\, e T no espaco IR>.

Seja x > 0. Entao, para todo momento angular K # 0, existe uma solugdo periodica
r(t) do problema (5.4.34), com momento angular K e satisfazendo dist(r(t),C) < x,
para todo t. Mais ainda, se escrevemos r(t) = (r(t)cosp(t),r(t) senp(t), z(t)), entdo
(r(t), z(t)) tem por trago uma curva fechada simples, simétrica em rela¢ao ao eiro x, que

enlaca o fio circular.

Prova: Consideramos, no teorema 5.4.3, C' com raio unitario e U = {p € R?; % <p<
%}, conseguimos dg > 0 tal que para cada ¢y < dp, existem €, com 0 < € < €, € uma
solugao periddica r (t) = (z(t)cosp.(t), z(t)senp.(t), z.(t)) do problema (1.1.1) (com fio
circular de raio 1/¢), com momento angular K /e. Além disso, (x.(t), z.(t)) tem por trago

uma curva fechada simples, simétrica em relacao ao eixo x, que enlaca o fio circular. Pela

3

escolha de U, temos § < dist(re,C.) < 2.

Seja r(t) = ex. (%t) , 2(t) = €z, (%t) , p(t) = ©e (%t) , €
(t) = (r(t) cosp(t),r(t) senp(t), z(t)). Segue que r(t) = er, (%t) Pelo corolario 1.2.7,
r(t) é solugao de (5.4.34), pelas propriedades de r, temos que r(t) satisfaz:
(1) 5 < dist(r(t),C) < 5
(2) escrevendo r(t) = (x(t), ye(t), ze(t)), observamos que

r(t) = (ex. (; ) L €Y, (% ) € Ze (Et>) tem momento angular € (J.x, — T.y.) =

=

"

=K.

Dado x > 0, tome € com 3¢y < x. Logo existem 0 < € < €y, r(t), e r(t) = erc(1t)
como acima. Assim, dist(r(t),C) < x. Mais ainda, como (., z.) tem por traco uma curva

fechada simples, simétrica em relagao ao eixo x, que enlaca o fio circular, o mesmo vale

para (r(t), z(t)) = e(z. (%t) ) Ze (%t)) n

Figura 5.4.25: Solugéo periédica no espago IR3

Comentario Dada uma solugao (periédica) r, de (1.1.1), com o fio circular com raio 1/e
e com momento angular £, obtemos uma solugao (periédica) s(t) do sistema (5.4.34),

com momento angular K (veja figura 5.4.25).
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5.5 Solucao de equilibrio

No inicio deste trabalho observamos que a origem é um equilibrio do sistema (1.1.1),
veja observacgao 1.1.2. Nesta secao, verificamos que a origem é a tinica solucao de equilibrio

deste sistema.

Teorema 5.5.1 A origem € o tunico equilibrio do sistema ¥ = —VV(r), onde V € o po-

tencial do fio circular homogéneo.

Prova: Ja vimos que a origem é um equilibrio do sistema r = —VV/(r), provemos agora
a unicidade. Temos que %—Z(m,y,z) = [z, B > 0, para todo z, logo se %—‘Z/(x,y,z) =0
entdo z = 0, assim, se temos outra solugdo (x,y, z) de equilibrio, esta se encontra no

plano-(z,y) que contém o circulo. Pela proposigao 4.2.2 e pela observacao 5.2.2; temos
que, no plano-(z,y), a menos da origem, VV(r) = @r, com U’ > 0 fora do circulo e
U’ < 0 na regido interior ao circulo menos a origem. Portanto, VV = 0 apenas na origem,

como queriamos provar. m

118



Apéendice A

O potencial devido a (Gauss

Apresentamos aqui a prova detalhada da terceira expressao equivalente do potencial,
que aparece na se¢ao 1.2.1. Inicialmente, vamos lembrar a definicao da média aritmético-

geométrica. Como falamos anteriormente, obtemos esta média da seguinte maneira:

Dados dois ntimeros positivos m,n, a média aritmética destes é maior ou igual que
sua média geométrica, pois desde que (m — n)? > 0, segue que m? + 2mn + n? > 4mn,

. + 2 1
sendo assim % > mn, logo 5(m +n) > /mn.
Supondo m > n, entdo m > " > \/mn > n.

Chamando m; = ™ e n; = \/mn , e construindo as seqiiéncias {m;}, {n;} com

m; +n;

miy1 = 9

y Mit1 = /TNy

temos m > mqy > Mg > ... > Ng > N > N

Como a seqiiéncia {m;} é decrescente e limitada por n, esta converge, digamos para
m. Da mesma forma, {n;} é uma seqiiéncia crescente e limitada por m, logo converge,

digamos para m. Agora, veremos que os limites sao iguais.
De fato, considere a diferenca m;; — n;.1. Desde que n;;1 > n; é claro que
M1 — Nip1 < My — Ny = §(mz +ni) —n; = (mi —ny)

E portanto 0 < m; —n; < 5:(m — n).
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Tomando o limite quando ¢ tende para o infinito, vemos que as seqiiéncias convergem
a um mesmo limite comum. Este limite é chamado por Gauss ([H], pag. 78), de média
aritmético-geométrica de m e n, que denotaremos por o(m,n). Note que se m = n, entao

o(m,m)=m.m

Terceira expressao: O potencial do fio circular homogéneo devido a Gauss € dado por:

V(P) = —U(gjd) (A.0.1)

onde o(D,d) € a média aritmético-geométrica de D >0 ed >0, ed, D sdo as fungoes

de P = (x,y,z) definidas em (1.2.7).

Prova: Pela mudanga de varidvel ¢ = § em (1.2.12), obtemos a expressao

s dw
V(P) = —2) /
(P) P Js Vd?cos?) + D2sen?y

(A.0.2)

E pela mudanca de varidvel ¥/ = 1 — 1 em (A.0.2) temos

V(P) = —2pff

cos2v+d?sen?y

_ 2m dyp
- )\pf() \/D20052¢+d256n2¢ (Aog)

_Ap 27 dip
D JO :
\/COSQer l‘%—sean

A ultima integral depende somente da razao %. Portanto, se nds encontramos o poten-
cial de um ponto qualquer onde esta razao tem um dado valor ¢, nés podemos encontrar
o potencial em todos os pontos onde a razao entre as distancias maxima e minima tem

este valor c.
Se tomamos um ponto P no eixo z, temos d = D e o potencial satisfaz

Ap (27 M M
VP ==5 )y =0~ "m0
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como queriamos.

Seja entao P um ponto fora do eixo z, logo com d < D. O conjunto de pontos P,, no

’ . . d . d ’
plano que contém o ponto P e o eixo z, para os quais b= p € constante, formam um

circulo C' passando pelo interior do fio circular.

De fato, considerando, sem perda de generalidade, P no plano-(z, z), fazendo y = 0,

a equacao
(VFET = g+ 2
(V22 + 2 + p)? + 2212
se reduz a (z — ,;(11__4?22))2 +22 = (’3(11_—?2))2 — p? que é a expressdo de um circulo de centro
2
To = p(ll_—f;), z =0 e raio r com r? = [—p(lljcf)} —p? = —(fﬁg;.
Observacgoes:

1) Observe que quando ¢ tende para 1, o raio e o centro vao para o infinito e no limite o
circulo degenera no eixo z, que é o conjunto dos pontos onde ¢ = 1, ou equivalentemente,

d=D.

2) O circulo corta o eixo 2 em dois pontos: (xq—r,0,0)e (zg+7,0,0). O ponto (xo—r,0,0)

pertence ao interior do fio circular no plano-(z, z) pois 0 < (z¢g — r) < p.

P

Voltando & prova, seja P, o ponto deste circulo C' no plano-(z,y) e interior ao fio
circular homogéneo (veja figura acima). Se p; denota a distancia méxima de P; ao fio,

temos de (A.0.3) que DV(P) = p,V(P;) o que implica

b1
V(P)=5V(P) (A.0.4)
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ou seja, se conhecemos o valor do potencial em P, podemos conhecer em todos os pontos
ao longo do circulo que passa por P;. Assim, o problema se reduz a encontrar o potencial

nos pontos do raio do fio circular.

Pela lei dos senos, temos a seguinte relagao:

p b
sen(m —a)  sen(a —w)

Como sen(m — a) = sen a, entdo temos

sen(a —w) = b sen a. (A.0.5)
p

Queremos w em funcao de a:

Derivando p sen(a — w(a)) = bsen a em relagdo a a temos

pcos(a — w(a)) (1 - d—w> = beosa

do
logo, 1 — ‘;—g = ﬁ, segue que
dw 1 b cosa ~ pcos(a —w(a)) — beosa
do pcos(a —w(a)) pcos(a — w(a)) ’
donde
dw A(w(a))

(A.0.6)

do ~ peos(a —w(a))

pois A = pcos(a — w) + beos(m — a) = pcos(a — w) — beosa.
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Sendo assim, por (A.0.5) e (A.0.6), temos:

2T dw 2T da
V(P) = —A\p / o - /
() o Aw) 0 py/1— Z—isenQa

—Ap
0 \/p2608204 + (p? — b?)sen’a

2T da
—Ap / 2 _ 2cen2
0 Vp*—b*sena
Como as distancias maxima e minima de P; ao fio circular C'sao p; = p+b e ¢ = p—0>b,

notamos que

p1+q
p= 12 1:P2 e \/02—522\/171(]1:(]2

ou seja, pa € o sao as médias aritmética e geométrica de p; e ¢, respectivamente, e
escrevemos
da

2m
ViR) = [
0 \/p% cos’a + ¢3 sen«

Comparando com (A.0.3), a qual é valida para P = Py, D = p;, d = ¢, vemos que a

integral nao muda pela substituicao de p; e ¢; pelas suas médias aritmética p, e geométrica
do

/27T
0 Vu2cos?a + v2sena

p(p\/p?=b%)=w(p+bp—10)

ou seja, fazendo u = p +b, v = p — b, vemos que ¢ satisfaz p(u,v) = p(“L2, Vuv).

¢2. Definindo a fungao p(u,v , temos

Como p e b sao quaisquer, com p > b, concluimos que

o(p1,q1) = (P2, ¢2) = ©(p3,q3) =+ = ©(Pn, Gn) - -

— Pntq —
COM Pr41 = ng ® e (nt1 = v/ Pnln-

A importancia desta observagao deve-se ao fato de que as seqiiéncias {p,} e {g¢.}
convergem para um mesmo limite o(pi, q1) quando n vai para o infinito. ¢ é a média

aritmético-geométrica de p; e ¢;.

Assim,
2m da 2w Ap M
V(Pl):—)\p/ e
0 Vo2costa + o%sena o(p1,q1) o(p1, q1)
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De fato, temos V(P) = —

afirmacao. m

—0(%(1) para qualquer ponto P, concluindo a prova da

Observacoes:

1) A prova de (A.0.1) pode ser encontrada em [Po|, pags. 32-38, [Ke], pags. 58-61. Eles
apresentam uma prova para um ponto P no interior do fio circular e logo concluem que

vale para todo ponto.

Para verificar que (A.0.1) vale para um ponto P qualquer no espago, consideramos
o ponto P; no interior do fio circular, satisfazendo (A.0.4), onde p; e ¢; denotam as
d q

distancias maxima e minima de P, ao fio respectivamente, e 5 = o

Por (A.0.4) temos

D1 M

V<P) B 50(1717 (J1)

(A.0.7)
E como o é homogénea de grau 1, temos

p M M M M
D o(pr,q1) leU<plaQ1) U(D %) o(D,d)

a ultima igualdade segue do fato

V(P) =

Ol
= |»Q
38

2) E interessante notar que a expressio (A.0.7) nos diz que basta calcular a média arit-
mético-geométrica de p; e q; e obtemos o valor do potencial em todos os pontos do circulo

C que passa por P;.

Os valores p; e ¢ sao encontrados como funcao de D e d. Assim, dado um ponto P

no espago, determinamos os valores D e d (extremos de A) e encontramos p; e ¢q; pelas
equagoes: p1 +q1 =2p e Z—i = %
2pd 2pD

Q1=m7 p1=m
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Determinando a média aritmético-geométrica de p; e g1, por (A.0.7) obtemos o po-

tencial no ponto P.

Comentario

Usando a primeira ou segunda expressao para o potencial V', facilmente obtemos a ex-
pressao do seu gradiente VV. Porém, quando escrevemos o potencial de um ponto como
o inverso da média aritmético-geométrica das distancias maxima e minima do ponto ao
fio circular, nao é claro como é a expressao do gradiente. Fizemos esta analise e obtivemos
uma expressao para o gradiente do potencial VV neste caso. Estes cdlculos apresentamos

a seguir.

Considere o espaco dos parametros d, D e uma curva P(t):

P(0) = (D, d)

P(0) = (a,n)

Faca (a,n) — (yD,0d) e § = v + 6.

Desenvolvendo em série de Taylor em torno de t = 0, temos:
D(t)=D+ta+...=(1+ty)D + O(t?)
dit)=d+tn+...= (1+ty)d+ téd + O(t?)
Calculando as médias aritmética e geométrica de D(t) e d(t), obtemos:
Di(t) = 2UHO - — (14 43)D; + 1téd + O(t?)
= (14taq)D1+ O(t?)

D(0)+d(0)

ondealzfy+%5DileD1: -

di(t) = (1+ty)dy + 5tédy + O(t?)
= (L+tan)ds + tody (1— &) +O(#?)
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onde d; = /D(0)d(0).

Fazendo este processo sucessivamente, do calculo das médias aritmética e geométrica

e rearrumando, obtemos uma forma geral:

D, (t) = (1 + tay) D, + O(t?)

dn(t) = (1 + tay,)d, +5 t6d H <1— >+O(t2)

]

comn=0,1,2,..., ag =7, dy=d, DozDe

1 dn,1 n-t d',l
=q,_1+ || 1 J
Gn = 1T 90D ( D; )

n =1 J

comn=1,23,...

Segue que o, = ap + I3 o & b ;;11 (1 - d}';l).

J

Tomando o limite em d,(¢) ou em D,(t), quando n vai para o infinito, obtemos

o(t) = (1 +ta*)o + O(t?), n — oo, com
ho (%)

Note que a* é um nimero, ou seja, a série converge.

+001
o :a0+5z

Mas sabemos que

<
—~
s
—~
~
N~—
N~—
Il
-
Il
Q=

— 22 4 O(t?)
= V(d,D) - ta*V(d, D) + O(t?)

Logo 4V (P(t))=0 = —a*V(d, D) = (VV(P(0)), (v, n)).

Mas temos que a* = v+ dy, onde x = 3 zindf);l o (

(v+d=n/d), 6 =1—%, temos

o
J) e como vy = F,

.« n o« o n
= — —_ — — = - ]_— -
« +(d D)X p =X+ gx
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Assim, o* = (15—0X> o+ £, e portanto

I—x
Dy

(VV(d, D), (a,n)) = — ( V(d, D)a + %V(d, D)n)

e encontramos uma expressio para o gradiente de V(d, D) em IR?,

VV(d, D) = (Xl; Yy o), -2V, D)) .

Observacao: Podemos obter o gradiente de V em IR?, usando a matriz da transformacéo:

¢:R®— IR?, © = (1, 92)

(x7 y? Z) = (D’ d)7

com D?=(Va?+y?+p)*+22e d® = (Va?+y? —p)* + 2%
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Apéendice B

Prova do Lema 4.2.1

Neste apéndice H,(Z) denota a homologia singular, com coeficientes em 7, de um

espaco Z.

Se Z é um espago topoldgico e z € Z, Cz(z) denota a componente conexa do ponto z
em Z. Mais geralmente, se A C Z é conexo, Cz(A) denota também a componente conexa
de A em Z.

Lembre que se A, B C Z sao fechados e conexos, X C Z fechado, e A, B, X disjuntos,

dizemos que X separa A, B em Z, se A e B estao em componentes conexas diferentes
de Z\ X, isto é, Cxx(A) # Cxx(B), ou equivalentemente, Cz x(A) N Cxx(B) = 0.

(Lembre que componentes conexas, ou sao disjuntas ou coincidem).

Note que se X separa A, B, entao X’ também separa A, B, com X C X', A, B, X’

disjuntos.

Se A, B sao conexos por caminhos, e Z é uma variedade topoldgica, o conceito de
separacao pode ser também escrito em termos homolégicos: X separa A, B em Z se
v(x) #0 € Hy(Z \ X), onde ¢ é induzida pela inclusaio AUB — Z\ X e v = x4 — x5,
com

xa=la] € H(A) =7, acA,
rp=[b] € Hy(B) =2 Z, be B.

Aqui estamos considerando Ho(AUB) = Ho(A) @ Ho(B) (A e B sao disjuntos, e
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A, B sao abertos em Al B). Note que as classes x4, zp nao dependem dos pontos a, b
escolhidos, pois A, B s@ao conexos por caminhos. A condicao de Z ser variedade topoldgica
¢é usada para que as componentes conexas de abertos, coincidam com as componentes

conexas por caminhos.

Lema B.0.2 Seja Z uma variedade topoldgica e Xo, A, B C Z fechados, disjuntos, com
A, B conexos por caminhos. Seja também { X, },>1, uma seqiéncia decrescente de com-

pactos, com X1 C Xg. Se X,, separa A, B, para todo n, entdo (X, separa A, B.

Prova: Suponha que X = X, nao separa A, B. Logo, Cx x(A) = Cxx(B). Como X
¢ compacto, Z \ X é aberto. Conseqiiéntemente Cz x(A) é aberto. Segue que Cx x(A) é
conexo por caminhos. Entao, para a € A, b € B, existe a : [0,1] — Z \ X continua, com
a(0) = a, a(l) =b. Como «([0,1]) N X =0 e X =N X,, existe ng tal que a([0, 1]) N X, =

(), para todo n > ng, o que implica que X,, nao separa A, B, para todo n > ng. m

Lema B.0.3 Sejam Z wvariedade topolégica, A, B, X1, Xo C Z fechados, disjuntos, com
A, B conexos por caminhos. Suponha que H,(Z) = 0. Se X; nao separa A, B, i = 1,2,
entao X1 U X5 nao separa A, B.

Prova: Seja K = AUB e X = X; UX,. Entao Ho(K) = Hy(A) ® Hy(B) = Z & 7. Seja

r=x4—2p, Ta=a], zp=1[b], a € A, b€ B.

Como X; nado separa A, B temos que (;(x) = 0 € Ho(Z \ X;), i = 1,2, onde ¢; é
induzido pela inclusdo K — Z \ X;. Considere o seguinte diagrama de seqiiéncias de
Mayer-Vietoris:

— H\(K) —— Ho(K) Ho(K) & Ho(K) Ho(K) —=0

L ]

> H\(Z) Y= Hy(Z — X) —"> Hy(Z — X1) @ Ho(Z — Xy) — Hy(Z) —=0

A primeira linha é a seqiiéncia de Mayer-Vietoris de K = K U K, a segunda linha ¢é a
seqiiéncia de Mayer-Vietoris de Z = (Z—X;) U (Z—X3). Note que (Z—X;) N (Z—X,) =

Z — (X7 UXy) =7 — X. As verticais sao induzidas pelas inclusoes.
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Como ¢(x) = (z,x), temos (11 & t2) p(z) = (11(x),t2(z)) = (0,0). Assim pi(z) =0
e temos t(x) € Im6. Mas H,(Z) = 0. Conseqiiéntemente, ¢(x) = 0, isto é, X nao separa
A B. m

Corolario B.0.4 Seja Z wvariedade topologica, A, B, X1, Xs, ..., Xy fechados, disjuntos
em Z, com A, B conezos por caminhos. Suponha que Hy(Z) = 0. Se X; ndo separa A, B,

entio UY_, X; ndo separa A, B.

Prova: Por indugao, usando o lema anterior. m

Proposicao B.0.5 Seja Z variedade topologica, A, B, X disjuntos, fechados em Z, com
A, B conexos por caminhos e X compacto. Se X separa A, B, entao existe componente

conexa de X que separa A, B.

Prova: Sejam {X,}.ca a familia de componentes conexas de X. Se A é finito, a pro-

posicao segue do coroldrio acima.

Suponha que A ¢ infinito. Como Z é variedade topolégica, podemos supor que Z tem

uma métrica dist.

Seja Y, ={pe Z;dist(p,X) <1/n}, n€ N, a %-Vizinhan(;a de X em Z. Logo Y,
é compacto, X =NY,, e Y11 CY,.

Afirmagao: Y, tem um nimero finito de componentes conexas D, com D N X # ().

Prova: Suponhamos que Y, tem infinitas componentes conexas D, com D N X # 0.

Escrevemos Y =Y,,.

Sejam D1, D,, ... uma seqiiéncia infinita de componentes conexas de Y diferentes, com
D;NX #0. Seja x; € D;NX. Como X é compacto, podemos supor que z; — = € X.
Logo, existe componente conexa D de Y, com x € D N X. Pela definicao de Y = Y,,,
B Cc D C Y, onde B é a componente conexa da bola aberta B (x, %) que contém .
Como z; — z e B ¢ aberto, existe jo tal que z; € B C D, para todo j > jp. Segue que
D; N D # 0, para todo j > jo. Logo D; = D, para todo j > jo, uma contradigdo. Isto

prova a afirmacao. m
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Como X é compacto, existe ng tal que, para todo n > ng, Y, N (AU B) = (). Portanto

Y, também separa A, B, para n > ng.

Pela afirmacao anterior, Y,, tem um ntimero finito de componentes. Logo, paran > ny,
existe componente conexa D,, de Y,,, con D, N X # () e tal que D,, separa A, B. Note que

D,, é compacto.

Como toda componente conexa D de Y, i, com DN X # () estd contida em uma
unica componente conexa D’ de Y,,, com D' N X # (), temos que podemos construir uma

seqiiéncia decrescente {D,,} de compactos, com D,, C Y,, e D,, separa A, B.

Pelo lema B.0.2, D := N D,, separa A, B. Note que D =D, C NY, = X. Seja W

a componente conexa de D em X. Logo W separa A, B. m

Podemos agora provar o lema 4.2.1.

Lema 4.2.1 Sejam [a,b], [c,d] C IR intervalos fechados e f : [a,b] X [¢,d] — IR continua,

tal que
f(ZL‘,C) < 07 T e [avb]

f(z,d) >0, z € [a,b].

Entdo, existe W C f~1(0) compacto, conexo, tal que W, := W N ({z} x [c,d]) # 0,
para todo x € [a,b].

Prova: Seja X = f~1(0). Logo X separa [a,b] x {c}, [a,b] x {d} em [a,b] x [c,d]. Pela
proposicao B.0.5, existe componente conexa W de f~1(0), tal que W separa [a,b] x {c},
[a,b] x {d} em [a,b] X [c,d]. Note que W, = WnN [{z} x [¢,d]] # 0, para todo x € [a,D].
De fato, se W, = 0, para algum x € [a,b], entdo o segmento {z} X [c,d] ndo intersecta
W. Mas {z} x [¢,d] liga [a,b] X {c} com [a, b] x {d}. Segue que W nao separa [a, b] x {c}

e [a,b] x {d}, o que é uma contradi¢ao. m
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