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RESUMO

Esta dissertação tem como principal objetivo expor o bem sucedido projeto de en-

tender a aritmética das curvas algébricas a partir de sua geometria. Estaremos

interessados em caracteŕısticas qualitativas do conjunto dos pontos K-racionais (K

corpo de números) da curva tais como existência, finitude e estrutura algébrica.

Para curvas de gênero zero, mostramos o principio local-global (para quádricas) que

garante a existência de um ponto em K baseado na existência de pontos em todos

os completamentos de K.

Para curvas de gênero um que possuem um ponto K-racional, o método da tan-

gente e da secante fornece ao conjunto dos pontos K-racionais da curva uma es-

trutura algébrico-geométrica de grupo abeliano, o principal resultado é o teorema

de Mordell-Weil que garante que tal grupo é finitamente gerado, mostraremos mais

geralmente o teorema de Mordell-Weil para variedades abelianas.

A última classe de curvas que iremos considerar são as curvas de gênero maior ou

igual a dois, para tais curvas o conjunto dos pontos K-racionais é sempre finito.

Este é o teorema de Faltings (que não daremos uma demonstração completa).

palavras-chave: Equações Diofantinas, Geometria Aritmética, Prinćıpio local-

global, Teorema de Mordel-Weil, Teorema de Faltings.
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ABSTRACT

The main goal of this dissertation show the well done project of understand the arith-

metic of algebraic curves from its geometry, “Geometry determines Arithmetic”. We

will be interested in qualitative characteristics of the set of K-rational points of the

curve (K denotes a number field). The most important of this characteristics is the

emptiness, the finitude and the algebraic structure if there is.

For curves of genus zero we will show the local-global principle (in general for

quadrics) witch guarantee the existence ok a K-rational point if there exists points

in all the local fields, completations of K.

For curves of genus one witch posses one K-rational point, the tangent and secant

argument of Fermat provides to the set of K-rational points an algebraic and geo-

metric structure of abelian group, the most important result in this setting is the

Theorem of Mordell-Weil proving that this group is finitely generated, in general we

will proof the Mrdell-Weil theorem to abelian varieties.

The last class of curves considered was the curves of genus grater than or equal to

two, for this class the set of K-rational point is finite. This is Faltings Theorem

(witch we will not proof completely).

keywords: Diophantine Equations , Arithmetic Geometry, Local-global princi-

ple, Mordel-Weil Theorem, Faltings Theorem.
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INTRODUÇÃO

Chamamos equação diofantina uma equação (ou sistema de equações) polinomial em

mais de uma variável a coeficientes inteiros ou racionais na qual se buscam soluções

inteiras e/ou racionais. A história das equações diofantinas é milenar e seu nome

é uma homenagem ao matemático grego Diofanto, que resolveu alguns problemas

desse tipo no tratado Aritmetica. É natural, entretanto, tentar generalizar esse

estudo para corpos de números, isto é, extenções finitas dos racionais. Existe uma

semelhança entre tais corpos, mas também uma dificuldade técnica adicional devida

ao fato de que, em geral, o anel de inteiros de corpos de números não é domı́nio de

fatorização única .

Vamos, durante toda a dissertação, interpretar o conjunto-solução de uma

equação, ou de um sistema, como uma variedade algébrica. As principais questões a

serem respondidas sobre problemas diofantinos são de origem qualitativa, uma vez

que, em geral, não é posśıvel encontrar explicitamente o conjunto-solução de modo

efetivo. Vamos enunciar, agora, as principais questões a serem respondidas:

(i) Existência de pontos K-racionais, isto é, soluções em K da equação (ou sis-

tema);

(ii) Finitude do conjunto dos pontos K-racionais;

(iii) Estrutura do conjunto dos pontos K-racionais.

As perguntas correspondentes para pontos inteiros (no caso afim) usam, em

geral, técnicas de aproximação diofantina e da teoria de classes e não serão expostas.

Vamos tratar, principalmente, de curvas.

As primeiras equações diofantinas a serem consideradas são as de graus um e

grau dois, em duas variáveis. Essas equações foram resolvidas (parcialmente) pelo

próprio Diofanto. Na linguagem geométrica, tais equações representam curvas de

xi
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gênero zero. Uma curva lisa projetiva sobre um corpo perfeito K e de gênero zero é

K-isomorfa a uma curva plana, dada por uma equação de grau doi, com coeficientes

em K, i.e. a uma cônica. Portanto, uma tal curva é isomorfa a P1
K se e somente

se tem um ponto K-racional. No caṕıtulo intitulado O Prinćıpio Local-Global para

quádricas, damos uma caracterização para a existência de pontos K-racionais para

quádricas de Pn
K , n ≥ 2 em que K é um corpo de números. O teorema principal,

devido a Hasse-Minkowski, teorema 2.5.4, garante a existência de um ponto em K

(global), baseado na hipótese da existência de pontos em todos os completamentos

(locais) de K, com respeito a todos os posśıveis valores absolutos em K. As técnicas

utilizadas para a demonstração desse resultado são, essecialmente, aritméticas e

introduzidas na primeira parte do caṕıtulo.

Seguindo a ordem de dificuldade natural, o passo seguinte é considerar as

curvas lisas e projetivas sobre um corpo perfeito K, de gênero 1. Se tais curvas

admitem um ponto K-racional, podem ser naturalmente identificadas com cúbicas

planas dadas por particulares equações (de grau 3) com coeficientes em K. As

curvas lisas e projetivas sobre K de gênero 1, que admitem um ponto K-racional, se

dizem curvas eĺıpticas. Para as cúbicas planas, o método da secante e da tangente,

um antigo procedimento para encontrar novos pontos racionais, a partir de pontos

conhecidos, fora exaustivamente utilizado por Fermat e deu origem à consagrada

lei de grupo geométrica nas curvas eĺıpticas. Dedicamos um caṕıtulo às curvas de

gênero um, no qual damos ainda um critério para a existência de pontosK-racionais.

Os pontos K-racionais de uma curva eĺıptica, definida sobre um corpo de números

K, têm uma estrutura de grupo abeliano finitamente gerado. Tal resultado será

demonstrado em toda sua generalidade no caṕıtulo intitulado Teorema de Mordell-

Weil, em que mostraremos o resultado para variedades abelianas definidas sobre

um corpo de números. Os caṕıtulos Variedades Abelianas e Teoria das Alturas

são técnicos e têm como principal objetivo fornecer os pré-requisitos (geométricos

e aritméticos) necessários para a demonstração do teorema de Mordell-Weil. O

teorema de Mordell-Weil, 6.3.1, nos dá uma estrutura para o conjunto dos pontos

K-racionais e leva a questão de finitude ao estudo do posto de um grupo abeliano

finitamente gerado. O problema do posto, entretanto, está em aberto e é conhecido

como Conjectura de Birch e Swinnerton–Dyer.

Se levarmos em conta a classificação geométrica das curvas, seria natural,

agora, considerar o problema para curvas de gênero maior ou igual a dois. Do ponto

de vista aritmético, a curva geral de gênero g ≥ 2, sobre um corpo de números K,
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representa uma equação diofantina extremamente complicada, de modo que os resul-

tados gerais sobre tais curvas são complexos raros e pouco conhecidos. É suficiente

observar que o Último Teorema de Fermat, demonstrado recentemente por Wiles,

[Wi], garante que as curvas projetivas planas e lisas de equações Xn + Y n = Zn,

n ≥ 3, de gênero 1
2
(n− 1)(n− 2) ≥ 1 têm somente soluções racionais (ou equivalen-

temente inteiras) triviais, i.e., com uma das coordenadas nula. Em 1922, Mordell

conjecturou em [Mor] que curvas lisas, projetivas sobre um corpo de numeros K e

de gênero, g ≥ 2, têm somente um número finito de pontos K-racionais. Esse resul-

tado foi provado em 1982, por Faltings, em [Fa], e se destaca como uma das maiores

conquistas da Matemática do século passado. Infelizmente, devido às dificuldades

técnicas e à insuficiênca de espaço, não será posśıvel dar uma demonstração com-

pleta do Teorema de Faltings, 7.0.2. Vamos dar uma idéia sobre duas das principais

técnicas utilizadas para demonstrar este resultado. Existem várias conjecturas e teo-

remas importantes que de alguma forma, se relacionam com o teorema de Faltings,

como descreveremos na última seção deste trabalho.



CAṔITULO 1

DEFINIÇÕES E PRELIMINARES

O objetivo desta dissertação é explicar alguns entre os principais resultados sobre

a aritmética das curvas algébricas. Neste caṕıtulo, vamos estabelecer notações,

introduzir varias definições e lembrar varias noções básicas de geometria das curvas

algébricas e de teoria algebrica dos numeros, utilizados em seguida. Todos os corpos

considerados são assumidos perfeitos.

1.1 CURVAS

1.1.1 Pontos K-racionais e modelos

Definição 1.1.1 Sejam K um corpo, X um K-esquema e R uma K-algebra. O

conjunto dos pontos R-racionais de X é o conjunto MorK(Spec(R), X), que será

denotado por X(R). A extensão de base de X por R é o R-esquema X ×Spec(K)

Spec(R), que será denotado por XR.

Devido a nossas aplicações, estaremos interessados exclusivamente em esque-

mas de tipo finito sobre K. Neste caso, quando R = L é um corpo, existe uma

identificação natural entre X(L) e o conjunto dos pontos fechados P ∈ X tais que

K(P ) ⊆ L, que numa vizinhança afim correspondem com soluções em K da equação

(ou sistema) que gera o ideal.

Definição 1.1.2 Uma variedade X sobre um corpo K é um K-esquema de tipo

finito, integral, separado e tal que K seja algebricamente fechado em K(X). Nestas

condições, XK̄ é uma variedade sobre K̄. Uma curva é uma variedade de dimensão

1, definida sobre um corpo K fixado.

Toda curva C é birracionalmente equivalente a uma curva não-singular C̃,

chamada normalização de C. Quando estamos interesados em problemas aritméticos,

1
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vamos estar sempre tratando de curvas não-singulares, uma vez que as principais

questões aritméticas qualitativas são invariantes na classe de equivalência birra-

cional. Vamos considerar nossas curvas não-singulares e projetivas sobre o corpo

K em questão. Sobre o problema de existência de pontos K-racionais, fixada uma

classe de equivalência birracional, temos que a existência de pontos no caso liso

implica a existência de pontos no caso geral, pelo seguinte:

Teorema 1.1.3 Uma aplicação racional de uma curva lisa numa variedade projetiva

se extende a um morfismo definido na curva.

Demonstração: [Hin-Sil, pag.69]. 2

Corolário 1.1.4 Uma aplicação birracional entre curvas projetivas lisas é um iso-

morfismo.

A normalização de uma curva é única, a menos de isomorfismo, pelo corolário

acima.

1.1.2 Mergulhos no espaço projetivo

Quando estivermos tratando de curvas (variedades) projetivas lisas, vamos

identificar divisores e fibrados lineares, uma vez que a correspondência D 7→ L(D),

que a cada divisor de Weil faz corresponder um fibrado linear, fornece um isomor-

fismo entre o grupo dos divisores, módulo equivalência linear, e o grupo dos fibrados

lineares, módulo isomorfismo.

Definição 1.1.5 Um divisor D sobre uma curva C é um elemento do grupo livre

gerado pelos pontos fecahdos de C, i.e.

D =
l∑

i=1

niPi,

com ni ∈ Z e l ∈ Z.

Um divisor se diz efetivo se ni ≥ 0 para todo i = 1, . . . , l.
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Se a curva esta definida sobre um corpo K, definimos o grau de D =
∑l

i=1 niPi

sobre K como sendo

degK(D) =
l∑

i=1

ni[K(Pi) : K] ∈ Z.

Pelo fato de C ser de tipo finito sobre K, temos [K(P ) : K] < ∞ para cada

ponto fechado P ∈ C.

Definição 1.1.6 Seja D um divisor numa curva C sobre um corpo K. Definimos

L(D) = Γ(X,L(D)) e l(D) = dimK(L(D)).

Definição 1.1.7 O feixe de diferenciais de uma curva lisa C sobre um corpo K será

denotado por ωC/K . Chamaremos divisor canônico qualquer divisor KC de C tal que

L(KC) ' ωC/K . O divisor canônico só está bem definido, módulo equivalência linear.

Definição 1.1.8 O gênero de uma curva C projetiva, lisa sobre K é definido por:

g(C) = dimK(Γ(C, ωC/k)) = l(KC).

Proposição 1.1.9 Sejam C uma curva projetiva, lisa sobre um corpo K e D um

divisor em C. Então, se L|K é uma extensão de corpos:

(i) O grau de D é invariante pela mudança de base, i.e. degK(D) = degL(DL),

onde DL é o divisor induzido sobre XL pela mudança de base Spec(L) →
Spec(K);

(ii) A dimensão l(D) é invariante pela mudança de base;

(iii) O gênero de C é invariante pela mudança de base.

Demonstração: (i) [Liu, pag.276]. (ii) e (iii) são consequência do fato que a

dimensão de um espaço vetorial é invariante por tensorização e no terceiro caso que

o feixe dos diferencial comuta com a mudança de base, i.e. ωXL/L ' ωX/K ⊗K L. 2
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Teorema 1.1.10 (Riemann-Roch) Sejam C uma curva projetiva, lisa sobre um

corpo K e D um divisor em C. Então:

l(D) − l(KC −D) = deg(D) + 1 − g(C).

Demonstração: [Liu, pag.281]. 2

Corolário 1.1.11 Sejam C uma curva e KC um divisor canônico. Então:

deg(KC) = 2g(C) − 2.

Demonstração: [Liu, pag.282]. 2

Definição 1.1.12 Sejam X uma variedade sobre K e D um divisor. Dizemos que

D é sem ponto base (respectivamente amplo, respectivamente muito amplo) se o

feixe L(C) for gerado por seções globais (respectivamente amplo, respectivamente

muito amplo).

Seja X uma variedade projetiva, lisa definida sobre K. A maneira natural de

definir aplicações de X no espaço projetivo Pn
K é a partir dos divisores (ou equivalen-

temente dos fibrados lineares ou feixes inverśıveis) deX. Lembramos que seX é uma

variedade sobre um corpo K e {s0, ..., sn} ∈ Γ(X,L) são linearmente independentes,

podemos definir uma aplicação racional:

Φ : X 99K Pn
K .

Temos o seguinte:

Teorema 1.1.13 Seja X uma variedade projetiva, lisa sobre K e seja O(1) o feixe

inversivel de Pn
K associado a um hiperplano.

(i) Se Φ : X → Pn
K é um morfismo, então Φ∗(O(1)) é um feixe inverśıvel, gerado

pelas seções globais si = Φ∗(xi).

(ii) Reciprocamente, se L é um feixe inverśıvel em X, e se {s0, ..., sn} ⊆ Γ(X,L)

são seções globais que geram L, então existe um único morfismo Φ : X → Pn
K

tal que L ' Φ∗(O(1)) e tal que si = Φ∗(xi) via esse isomorfismo.
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Demonstração: [Har, 150]. 2

Corolário 1.1.14 Seja C uma curva sobre um corpo K, projetiva e lisa de gênero

g e seja D um divisor em C. Então:

(i) se deg(D) ≥ 2g, então L(D) é gerado por seções globais;

(ii) se deg(D) ≥ 2g + 1, então L(D) é muito amplo.

Demonstração: [Liu, pag.286]. 2

Definição 1.1.15 Seja C uma curva sobre K, projetiva e lisa de gênero g ≥ 1,

dizemos que C é hipereĺıptica se existe um morfismo finito e separável de grau dois:

Φ : C → P1
K .

Tal condição é equivalente a existência de um divisor D tal que l(D) =

deg(D) = 2 como descrito em [Liu, pag.287].

Proposição 1.1.16 Toda curva C de gênero dois é hiperelĺıptica.

Demonstração: O divisor canônico KC tem grau 2g(C) − 2 = 2 e l(KC) = g(C).

Portanto se g(C) = 2, tal curva é hipereliptica. 2

Teorema 1.1.17 Seja C uma curva sobre um corpo K, projetiva e lisa, de gênero

g. Então:

(i) se g = 0, então −KC é muito amplo;

(ii) se g = 1, então KC = 0;

(iii) se g ≥ 2, então KC é amplo. Numa curva C de genero g ≥ 3, o divisor KC é

muito amplo se e somente se C não é hipereliptica.
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Demonstração: [Hin-Sil, pag.68] ou [Liu, pag. ??]. 2

Proposição 1.1.18 Seja C uma curva sobre um corpo K, projetiva, lisa e de gênero

zero. Então:

(i) O divisor anticanônico −KC define um mergulho C ↪→ P2
K da curva C numa

cônica plana lisa;

(ii) C(K) 6= ∅ se e somente C é K-isomorfo a P1
K .

Demonstração: (i) Como −KC é muito amplo, basta notar que deg(−KC) = 2 e

l(−KC) = 3.

(ii) Se P ∈ C(K), temos que D = P tem grau 1 e portanto é muito amplo pelo

corolario 1.1.14. Pelo teorema de Riemann-Roch temos l(P ) = 2 e portando o

morfismo associado a P identifica C com P1
K . A outra implicação é trivial. 2

Proposição 1.1.19 Seja C uma curva sobre um corpo K que seja projetiva, lisa e

de gênero um tal que C(K) 6= ∅. Então existe um mergulho definido sobre K:

φ : C ↪→ P2
K

da curva C núma cúbica plana lisa.

Demonstração: Basta notar que se P ∈ C(K), então deg(L(3(P ))) = 3 =

2g(C) + 1. Assim L(3(P )) é muito amplo pelo corolario 1.1.14, l((3P )) = 3, pelo

teorema de Riemann-Roch e portanto L(3(P )) induz um mergulho definido sobre

K de C em P2
K . A imagem é uma cúbica plana por construção. 2

Para entender a aritmética das curvas de gênero maior ou igual a dois faz-se

necessário introduzir o conceito de jacobiana e assim reduzir o problema ao estudo

de variedades abelianas, como ilustraremos no último caṕıtulo.
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1.2 ARITMÉTICA

1.2.1 Corpos de números

Definição 1.2.1 Um corpo de números K|Q é uma extensão finita dos racionais.

Dado K um corpo de números, chamamos anel de inteiros de K, denotado OK , ao

fecho integral de Z em K.

A partir de nossa definição, é claro que OK é integralmente fechado. Além

disso, notamos também que OK é Z-módulo livre de posto [K : Q].

Temos K ' Q[X]/f(X), em que f(X) é um polinômio irredut́ıvel sobre Q de

grau n = deg(f) = [K : Q]. Sejam {α1, ..., αr} as ráıze reais de f e {β1, β̄1, ..., βs, β̄s}
as ráızes complexas conjugadas. Claramente r + 2s = n.

Cada raiz real induz um mergulho real de K, ιαi
: K ↪→ R, via o isomorfismo

K ' Q(αi) ⊂ R. Cada par de ráızes complexas conjugadas de f induz um mergulho

complexo de K, ιβj
: K ↪→ C, via o isomorfismo K ' Q(βj) ⊂ C.

Definição 1.2.2 Sejam L|K uma extensão finita de corpos e x ∈ L. Consideremos

o endomorfismo:
Tx : L → L

α 7→ xα

Definimos a norma de x por NL|K(x) = det(Tx) e o traço de x por TrL|K = Tr(Tx)

Proposição 1.2.3 Seja L|K uma extensão separável e σ : L → K̄ variando entre

todos os posśıveis K-mergulhos de L em K̄ (que correspondem ao grupo de Galois,

no caso Galoisiano). Então:

(i) o polinômio caracteŕıstico de x é fx(t) =
∏

σ

(t− σ(x));

(ii) TrL|K(x) =
∑

σ

σ(x);

(iii) NL|K(x) =
∏

σ

σ(x).
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Demonstração: [Neu 1, pag.9]. 2

Definição 1.2.4 Seja K um corpo de números, OK o anel de inteiros de K. Se

β = {ω1, ..., ωn} é uma Z-base de OK , o discriminante de K é dado por:

dK = (det([σi(αj)]))
2.

O discriminante é independente da base base β ([Neu 1, pag.15]).

Teorema 1.2.5 Sejam K um corpo de números e OK seu anel de inteiros. O anel

OK é um domı́nio de Dedekind, ou seja, é noetheriano, integralmente fechado e de

dimensão 1. Logo, todo ideal primo p ∈ Spec(OK)\{0} é ideal maximal. Como OK

é Dedekind, todo ideal I diferente de (0) e (1), admite uma fatoração:

I = p1 · · · pl

em ideais primos, não nulos de OK . Tal fatoração é única, a menos da ordem dos

fatores.

Demonstração: [Neu 1, pag. 17–18]. 2

Definição 1.2.6 Sejam K um corpo de números e OK seu anel de inteiros. O grupo

multiplicativo dos ideais de OK será denotado JK . Os ideais principais formam um

subgrupo denotado PK . O grupo de classes de ideais de K é o grupo quociente

ClK = JK/PK .

Temos a seqüência exata de grupos abelianos:

1 → O∗K → K∗ → JK → ClK → 1.

Definição 1.2.7 Sejam K um corpo de números e OK seu anel de inteiros. Se

I ⊂ OK é um ideal não nulo, definimos a norma de I por:

N(I) = [OK : I]

A norma é sempre finita e multiplicativa, ([Neu 1, pag.35]).
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Teorema 1.2.8 (Finitude do número de classes) Seja K um corpo de números.

Então o grupo de classes de ideais ClK é finito e sua ordem é chamada número de

classes de K.

Demonstração: [Neu 1, pag.36]. 2

Teorema 1.2.9 (das unidades de Dirichlet) Seja K um corpo de números. O

grupo das unidades de K, O∗K , é um grupo abeliano finitamente gerado de posto

r+s−1, em que r e s são respectivamente o números de mergulhos reais e complexos

de K.

Demonstração: [Neu 1, pag.42]. 2

Definição 1.2.10 Sejam L|K uma extensão finita de corpos de números, OK e OL

o anel de inteiros de K e L respectivamente. Então, dado p ∈ Spec(OK)\{0}, como

pOL 6= OL, temos pela fatoração única de ideais em OL:

pOL = Pe1
1 · · ·Pel

l .

Os expoentes ei são chamados ı́ndices de ramificação. Dizemos que p não se ramifica

se todos os ı́ndices de ramificação forem iguais a 1. O grau da extensão dos corpos

residuais é chamado grau de inércia de Pi sobre p e é denotado por fi, i.e.

fi = [OL/Pi : OK/p].

Os ideais, descritos na fatoração anterior, são os primos de OL cuja restrição

a OK coincidem com p. Vamos denota-los P | p.

Teorema 1.2.11 (Fórmula do grau ) Seja K|L uma extensão de corpos de

números de grau n = [L : K]. Então:

r∑

i=1

eifi = n.

Demonstração: [Neu 1, pag.46]. 2
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Teorema 1.2.12 Seja L|K uma extensão finita de corpos de números, então é finito

o número de primos de OK que se ramificam em OL

Demonstração: [Neu 1, pag.49]. 2

Proposição 1.2.13 Sejam L|K uma extensão galoisiana de corpos de números,

p ∈ Spec(OK) e S = {P ∈ Spec(OL) | P ‖ p}. Então o grupo de Galois GalL|K
age transitivamente em S.

Demonstração: [Neu 1, pag.54]. 2

1.2.2 Valorizações e completamentos

Definição 1.2.14 Uma valor absoluto de um corpo K é uma função:

| | : K → R,

satisfazendo as propriedades:

(i) |x| ≥ 0, ∀x ∈ K e |x| = 0 ⇔ x = 0;

(ii) |x · y| = |x| · |y|;

(iii) |x+ y| ≤ |x| + |y|.

De agora em diante, excluiremos o valor absoluto trivial. Definindo a distancia

entre dois pontos por d(x, y) = |x − y|, K torna-se um espaço métrico. A dupla

(K, | |) se diz um corpo metrico.

Definição 1.2.15 Dois valores absolutos de K são equivalentes se definem a mesma

topologia.



11

Teorema 1.2.16 (Aproximação fraca) Sejam | |1, ..., | |n um conjunto de valores

absolutos de um corpo K, duas a duas não equivalentes. Dados {a1, ..., an} ⊂ K e

ε > 0, existe um elemento x ∈ K tal que:

|x− ai|i < ε

para cada i = 1, ..., n.

Demonstração: [Neu 1, pag.117]. 2

Definição 1.2.17 Um valor absoluto de um corpo K é não arquimediano se a

sequência {|n|}n∈N é limitada ou, equivalentemente, vale a desigualdade ultramétrica:

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|}, ∀ x, y ∈ K.

Em caso contrário dizemos que o valor absoluto é arquimediano.

Definição 1.2.18 Seja (K, | |) um corpo métrico. Dizemos que K é completo (com

respeito a | |) se toda sequência de Cauchy converge.

Definição 1.2.19 Seja (K, | |) um corpo métrico, existe um único (a menos de

isomorfismo homeomórfico) corpo métrico completo (K̂, | |) tal que:

(i) K ↪→ K̂;

(ii) a métrica de K̂ estende a métrica de K;

(iii) (a imagem de) K é denso(a) em K̂.

Tal corpo é chamado o completamento de K com respeito a | |.

Se K é um corpo de números e OK seu anel de inteiros, para cada p ∈
Spec(Ok) \ {0}, a localização Op é um anel local de dimensão 1 e portanto um

anel de valorização discreta. Vamos denotar a valorização (normalizada) por vp. A

função:

| |p : K → R
x 7→ NK|Q(x)−vp
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é um valor absoluto não arquimediano de K, chamado valor absoluto p-ádico de K.

Seja K um corpo de números e considere um mergulho ι : K ↪→ R. Temos

em K um valor absoluto arquimediano dado por |x|K = |ι(x)|. Analogamente, se

ι : K ↪→ C, |x|K = |ι(x)|2 é um valor absoluto arquimediano.

Definição 1.2.20 Seja K um corpo de números. Então o conjunto das classes de

equivalência dos valores absolutos de K será denotado MK . As classes de valores

absolutos arquimedianos serão denotados comM∞
K e as classes de não arquimedianos

com M0
K .

Uma classe de equivalência de valores absolutos será chamada um Place e será

denotada por υ. Se υ ∈ M∞
K , υ é chamado um Place infinito ou arquimediano e se

υ ∈ M0
K , o Place é chamado Place finito ou não arquimediano.

Teorema 1.2.21 Seja K um corpo de números. Os Places finitos de K corre-

spondem aos primos não nulos de OK e os Places infinitos aos mergulhos em R ou

C.

Demonstração: [Neu 1, pag.124]. 2

Definição 1.2.22 Sejam K um corpo de números, υ ∈ M0
K um Place finito e p o

primo correspondente a υ. Denotamos por (OK)υ o completamento de (OK)p com

respeito ao valor absoluto induzido por υ. Denotamos por Kυ o corpo de frações de

(OK)p.

Os corpos locais definidos acima são extensões finitas dos corpos p-ádicos. Se

υ ∈ M∞
K definimos Kυ como sendo R ou C de acordo com o mergulho associado a

υ ser real ou complexo.

Algebricamente definimos (OK)υ = lim
←

OK/p
nOK .

Lema 1.2.23 (Hensel) Sejam K um corpo de números, υ ∈ M0
K um Place finito

associado a um primo p. Dado f ∈ (OK)υ[X], suponha que existe a ∈ (OK)υ tal

ā ∈ (OK)υ/p(OK)υ seja uma raiz simples de f̄ ∈ (OK)υ/p(OK)υ[X]. Então f tem

uma raiz em Kυ.
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Este importante lema está entre as principais propriedades dos números p-

ádicos. O lema de Hensel segue como corolário do seguinte:

Lema 1.2.24 (Newton) Sejam K um corpo de números, υ ∈ M0
K um Place finito

associado a um primo p e f ∈ (OK)υ[X]. Suponha que exista a ∈ (OK)υ tal que

vp(f(a)) > 2vp(f
′(a)).

Então f tem uma raiz em Kυ.

Demonstração: [Pr, pag.22]. 2

Teorema 1.2.25 Sejam L|K uma extensão de corpos de números e υ ∈ M0
K um

Place finito de K. Então:

(i) toda extensão Υ ∈ ML de υ é proveniente de um mergulho L ↪→ K̄υ;

(ii) duas extensões representam o mesmo Place se e somente se os mergulhos são

conjugados sobre Kυ;

(iii) se o primo associado a υ é da forma pOL = P1 · · ·Ps, os Places de L exten-

dendo υ são aqueles associados a Pi.

Demonstração: [Neu 1, pag.162]. 2

Proposição 1.2.26 Sejam L|K uma extensão de corpos de números e υ ∈ M0
K um

Place finito. Então:

(i)
∑

Υ|υ
[LΥ : Kυ] = [L : K];

(ii)
∑

Υ|υ
eΥfΥ = [L : K],

onde eΥ = (Υ(L∗) : υ(K∗)) e fΥ = [κΥ : κυ].

Demonstração: [Neu 1, pag. 164–165]. 2



CAṔITULO 2

O PRINĆIPIO LOCAL-GLOBAL PARA QUÁDRICAS

As primeiras classes de equações diofantinas a serem estudadas foram as equações

de retas e cônicas no plano (que vamos considerar projetivas sobre um corpo de

números K). Tais curvas têm gênero zero, logo, a existência de um ponto K-

racional fornece um K-isomorfismo em P1, como descrito na proposição, 1.1.18.

Portanto, para entender a aritmética de tais curvas, é suficiente decidir quando seu

conjunto de pontosK-racionais é ou não vazio. Legendre foi o primeiro a resolver este

problema sobre os racionais, entretanto, sua demonstração não se generaliza para

corpos de números. Neste caṕıtulo, vamos desenvolver o ferramental necessário para

dar uma condição necessária e suficiente para a existência de um ponto K-racional

em hipersuperf́ıcies quádricas de Pn
K , n ≥ 2. O prinćıpio local-global diz que uma

condição necessária e suficiente para a existência de um ponto K-racional, numa

varidade projetiva lisa sobre um corpo de números K é a existência de pontos em

Kυ para cada υ ∈ MK . Esse resultado, em geral é falso, como mostraremos no

final do próximo caṕıtulo, mas vale para hipersuperf́ıcies quádricas lisas, Teorema

de Hasse–Minkowski.

2.1 COHOMOLOGIA DE GRUPOS

Nesta seção, vamos introduzir os conceitos básicos sobre cohomologia de gupos

que serão usados em seções posteriores para a demonstração do prinćıpio local-global.

Definição 2.1.1 Seja G um grupo com identidade 1. Um G-módulo é um grupo

abeliano A (notação aditiva) sobre o qual G age e tal que:

(i) 1a = a, ∀a ∈ A;

(ii) σ(a+ b) = σa+ σb, ∀σ ∈ G e ∀a, b ∈ A;

(iii) (στ)a = σ(τa), ∀σ, τ ∈ G e ∀a ∈ A.

14
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O submódulo fixo de um G-módulo A é o subgrupo

AG = {a ∈ A|σa = a ∀σ ∈ G}

Definição 2.1.2 Se G é um grupo finito, então, cada G-módulo A contém (como

subgrupo) o subgrupo das normas:

NGA = {NG(a) =
∑

σ∈G

σa | a ∈ A}

Claramente, τNG(a) =
∑

σ∈G

τσa =
∑

τσ∈G

τσa = NG(a). Logo, NGA < AG.

Definição 2.1.3 O grupo residual de normas é o grupo quociente:

H0(G,A) = AG/NGA.

Definição 2.1.4 Um 1-cociclo de G em A é uma função f : G → A tal que:

f(στ) = f(σ) + σf(τ).

Os 1-cociclos formam um grupo abeliano denotado Z1(G,A).

Para cada a ∈ A, temos um 1-cobordo

fa : G → A, fa(σ) = σa− a,

que é claramente um 1-cociclo, pois

fa(στ) = (στ)a− a = σ(τa− a) + σa− a = fa(σ) + σfa(τ).

Os 1-cobordos formam um subgrupo dos 1-cociclos que denotamos B1(G,A).

Definimos o primeiro grupo de cohomologia como:

H1(G,A) = Z1(G,A)/B1(G,A)

Proposição 2.1.5 Considere a seqüência exata curta de G módulos:

0 → A → B → C → 0

Então, temos induzida a seqüência exata:

0 → AG → BG → CG → H1(G,A)
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Demonstração: [Neu 2, pag.9]. 2

Definição 2.1.6 Sejam G um grupo, H < G um subgrupo, e B um H-módulo. O

G-módulo induzido por B, denotado por MH
G (B) é o grupo abeliano

MH
G (B) = {f : G → B : f(τx) = τf(x) ∀τ ∈ H}.

A ação de G em MH
G (B) é dada por:

(σf)(x) = f(xσ)

Temos, assim, um H homomorfismo canônico:

π : MH
G (B) → B

f → f(1)

Proposição 2.1.7 Sejam G um grupo finito, H < G um subgrupo e B um H-

módulo. Para i = 0, 1 temos um isomorfismo natural

H i(G,MH
G (B)) ' H i(H,B).

Demonstração: [Neu 2, pag.11]. 2

Definição 2.1.8 Sejam G =< σ > um grupo finito e ćıclico e A um G-módulo.

Definimos os G-submódulos de A:

NG
A = {a ∈ A|NG(a) = 0}

IGA = {σa− a|a ∈ A}.
Claramente IGA <NG

A e podemos definir:

H−1(G,A) =NG
A/IGA.

Proposição 2.1.9 (Periodicidade) Sejam G um grupo ćıclico finito e A um G–

módulo. Então:

H1(G,A) ' H−1(G,A).
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Demonstração: [Neu 2, pag.12] 2

Proposição 2.1.10 (Seqüência Exata Longa) Consideremos a seqüência exata

curta de G–módulos:

0 → A → B → C → 0.

Então, temos a seguinte seqüência exata induzida:

H−1(G,A) → H−1(G,B) → H−1(G,C) → H0(G,A) → H0(G,B) → H0(G,C) → H1(G,A)

Demonstração: [Neu 2, pag.14]. 2

Definição 2.1.11 Sejam G um grupo finito ćıclico e A um G–módulo. Quando

ambas as cardinalidades são finitas, definimos o qüociente de Herbrand como sendo:

h(G,A) =
]H0(G,A)

]H−1(G,A)
.

Proposição 2.1.12 Consideremos uma sequência exata curta de G módulos, com

G um grupo finito ćıclico.:

0 → A → B → C → 0

Então quando dois quocientes de Herbrand são finitos, o terceiro também o é, e vale

a igualdade:

h(G,B) = h(G,A) · h(G,C).

Além disso, se A é finito, então, h(G,A) = 1

Demonstração: [Neu 2, pag.13]. 2

2.2 COHOMOLOGIA DE GALOIS

Teorema 2.2.1 (90 de Hilbert) Seja L|K uma extensão de corpos finita e Ga-

loisiana e seja G = Gal(L|K). Assim, o grupo multiplicativo L∗ é um G–módulo e

temos

H1(G,L∗) = 1.
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Em particular, se G =< σ > é ćıclico, então, todo elemento a ∈ L∗ cuja norma

NL|K(a) = 1, é da forma:

a =
σb

b
, b ∈ L∗

Demonstração: Consideremos um 1-cociclo f : G → L∗. Seja c ∈ L∗ tal que

α :=
∑

σ∈G

f(σ)σc 6= 0 (isso é sempre posśıvel pela independencia linear dos σ ∈ G).

Para cada τ ∈ G, obtemos assim:

τα =
∑

σ∈G

τf(σ)(σc) =
∑

τσ∈G

f(τ)−1f(τσ)(τσc) = f(τ)−1α,

isto é, f(τ) = τα−1

α−1 e, portanto, f é um 1-cobordo. Se G =< σ > é ciclico, então pela

proposição 2.1.9, H1(G,L∗) = H−1(G,L∗) = 1 e NG
L∗ = IGL

∗, que é o resultado

requerido. 2

Teorema 2.2.2 Seja L|K uma extensão ćıclica finita de corpos p-ádicos, então:

]H0(Gal(G|L), L∗) = [L : K]

Demonstração: Seja G = Gal(L|K), pelo teorema 90 de Hilbert, 2.2.1, temos

H1(G,L∗) = H−1(G,L∗) = 1 e, portanto, o quociente de Herbrand h(G,L∗) =

H0(G,L∗). Consideremos a seqüência exata de valorização p-ádica:

1 → UL → L∗ → Z → 0

na qual Z é considerado um G–módulo trivial. Pela multiplicatividade do quociente

de Herbrand, proposição 2.1.12, temos:

h(G,L∗) = h(G,Z) · h(G,UL) = [L : K] · h(G,UL)

Desse modo, para mostrar nosso resultado, devemos mostrar que h(G,UL) = 1.

Detalhes em [Neu 2, pag.40]. 2

Proposição 2.2.3 Sejam L|K uma extensão finita e não ramificada de corpos p-

ádicos e seja UL = O∗L. Então, para i = 0, 1 temos:

H i(Gal(L|K), UL) = 1.



19

Demonstração: Sejam G = Gal(L|K), n = [L : K] e considere Z como um

G–módulo trivial. Temos

H0(G,Z) = Z/nZ , H−1(G,Z) = 0.

A sequência exata curta de valorização p-ádica:

1 → UL → L∗ → Z → 0

e a proposição 2.1.10 fornecem a seqüência exata:

1 → H0(G,UL) → H0(G,L∗) → H0(G,Z) → H1(G,UL) → 1

uma vez que H−1(G,Z) = 0 e que, pelo teorema 90 de Hilbert 2.2.1, H1(G,L∗) = 1.

Seja πK um fator uniformizante de OK . Como a extensão é não ramificada,

vL(πK) = vK(πK) = 1

e, portanto, o homomorfismo v∗L : H0(G,L∗) → H0(G,Z) é sobrejetivo. Por outro

lado, o teorema 2.2.2, nos diz que ]H0(G,L∗) = n, logo v∗L é, de fato, um isomorfismo

e o nosso resultado segue. 2

2.3 ADELES, IDELES E CLASSES DE IDELES

Definição 2.3.1 Seja K um corpo de números, um adele α de K é uma famı́lia

α = (αυ)υ∈MK
de elementos αυ ∈ Kυ, em que, para quase todos υ ∈ MK , temos:

αυ ∈ OK .

Os adeles formam um anel denotado AK . Nesse anel, adição e multiplicação

são definidas componente a componente.

Um idele é uma unidade no anel dos adeles, ou seja, uma famı́lia α = (αυ) de

elementos αυ ∈ K∗υ , em que para quase todo υ ∈ MK , αυ ∈ Uυ é uma unidade em

OKυ .

Os ideles, assim, formam um grupo abeliano que denotaremos IK .

Para cada x ∈ K∗, estaremos considerando (x) ∈ IK como o idele cuja com-

ponente υ é x ∈ Kυ, notando que, para quase todo υ ∈ MK , x é uma unidade em

OKυ .
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O grupo quociente:

CK = IK/K
∗

é chamado o grupo de classes de ideles.

Temos, assim, a importante seqüência exata:

1 → K∗ → IK → CK → 1.

Proposição 2.3.2 Seja L|K uma extensão Galoisiana de corpos de números, υ ∈
MK um Place e Υ ∈ ML um Place. Se Υ estende υ, escrevemos Υ|υ. Então:

(i) Existe uma injeção natural

IK ↪→ IL.

(ii) Cada σ ∈ Gal(L|K) induz um automorfismo σ : IL → IL de modo que IL

torna-se um G–módulo tal que IG
L = IK .

(iii) A função norma NL|K : IL → IK é dada por:

NL|K(α) =
∏

σ∈Gal(L|K)

σα = (
∏

Υ|υ
NLΥ|Kυ(αΥ))υ,

isto é, a componente υ do idele NL|K(α) é
∏

Υ|υ
NLΥ|Kυ(αΥ).

Demonstração: [Neu 2, pag.82]. 2

Proposição 2.3.3 Seja L|K uma extensão Galoisiana de corpos de números com

grupo de Galois G, seja

Iυ
L =

∏

Υ|υ
L∗Υ,

seja

Uυ
L =

∏

Υ|υ
U∗Υ

e seja

IS
L =

∏

υ∈S

Iυ
L ×

∏

υ 6∈S

Uυ
L

com S ⊂ MK finito. Então:
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(i) Iυ
L = MGΥ

G (L∗Υ) e Uυ
L = MGΥ

G (U∗Υ).

(ii) IL = lim−−→
S

IS
L .

(iii) Se S contém os lugares infinitos e os primos que se ramificam, temos, para

i = 0, 1:

H i(G, IS
L) '

⊕

υ∈S

H i(GΥ, L
∗
Υ)

e

H i(G, IL) '
⊕

υ∈MK

H i(GΥ, L
∗
Υ).

Demonstração: (i) Consideremos um Υ|υ fixado e um conjunto de representantes

de G/GΥ = Gal(L|K)/Gal(LΥ|Kυ), então:

Iυ
L =

∏

σ

L∗σΥ =
∏

σ

σ(L∗Υ) , Uυ
L =

∏

σ

UσΥ =
∏

σ

σ(UΥ)

Dáı segue nosso resultado. A parte (ii) segue imediatamente da definição. A partir

da decomposição IS
L = [

⊕

υ∈S

Iυ
L] ⊕ V em que V =

∏

υ 6∈S

Uυ
L obtemos isomorfismos para

i = 0, 1:

H i(G, IS
L) = [

⊕

υ∈S

H i(G, Iυ
L)] ⊕H i(G, V )

Por outro lado, temos, da letra (i) e da proposição 2.1.7, os isomorfismos:

H i(G, Iυ
L) ' H i(G,MGΥ

G (L∗Υ)) ' H i(GΥ, L
∗
Υ).

Temos ainda uma injeção natural:

H i(G, V ) ↪→
∏

υ 6∈S

H i(G,Uυ
L)

e, pela proposição 2.2.3, temos, para todo primo que não se ramifica, H i(GΥ, UΥ) =

1. Isso conclui a demonstração do primeiro isomorfismo. O segundo isomorfismo

segue de (ii) e das propriedades de comutatividade de somas diretas e limites diretos,

provando também (iii). 2
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2.4 TEOREMA DA NORMA DE HASSE

Lema 2.4.1 Sejam L|K uma extensão ćıclica de corpos de números. Então:

H1(Gal(L|K), CL) = H−1(Gal(L|K), CL) = 0.

Demonstração: [Neu 2, pag.89]. 2

Teorema 2.4.2 (Hasse) Seja L|K uma extensão ćıclica de corpos de números. A

propriedade de um elemento x ∈ K∗ ser norma de um elemento de L é local, ou seja,

é equivalente à propriedade de ser uma norma em qualquer completamento LP|Kp.

Demonstração: Considere a sequência exata de Gal(L|K) módulos:

1 → L∗ → IL → CL → 1.

Tal seqüência induz uma seqüência exata nas cohomologias, pela proposição 2.1.10:

H−1(Gal(L|K), CL) → H0(Gal(L|K), L∗) → H0(Gal(L|K), IL).

Temos visto que, pelo lema 2.4.1, H−1(Gal(L|K), CL) = 1. Da definição segue

H0(Gal(L|K), L∗) ' K∗/NL|KL∗ e, pela proposição 2.3.3,

H0(Gal(L|K), IL) '
⊕

p∈MK

K∗p/NLP|KpL
∗
P.

Portanto, nossa seqüência exata se traduz em uma injeção:

K∗/NL|KL
∗ ↪→

⊕

p∈MK

K∗p/NLP|KpL
∗
P,

que é o resultado desejado. 2

2.5 PRINĆIPIO LOCAL-GLOBAL PARA QUADRICAS

Nesta seção, vamos mostrar o principal resultado deste caṕıtulo, o prinćıpio

local-global para hipersuperf́ıcies quádricas lisas. Para facilitar o entendimento,

vamos destacar alguns lemas técnicos que serão úteis durante a demonstração do

teorema.
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Lema 2.5.1 Sejam K um corpo, K(
√
a)|K e K(

√
b)|K extensões quadráticas de

K e c ∈ K∗. Então, c é produto de uma norma de K(
√
a)|K por uma norma de

K(
√
b)|K se e somente se c visto como elemento de K(

√
ab) for uma norma da

extensão K(
√
a,

√
b)|K(

√
ab).

Demonstração: Seja γ um elemento da extensão K(
√
a,

√
b)|K(

√
ab) então γ =

u + v
√
a em que u, v ∈ K(

√
ab). Desta feita, se c = NK(

√
a,
√

b)|K(
√

ab)(γ), então,

γ = u+v
√
a. Escrevendo u = x+y

√
ab e v = z+ t

√
ab, com x, y, z, t ∈ K, obtemos:

c = x2 + y2ab− az2 − a2t2b+ (2xy − 2azt)
√
ab.

Como c ∈ K∗ por hipótese, temos que xy = azt. Os elementos x, y, z, t não podem

ser todos nulos. Podemos supor, sem perda de generalidade, y 6= 0. Assim x = azt
y

e

c = (
azt

y
)2 − a2t2b+ y2ab− az2

c = (z2 − y2b)(
a2t2 − ay2

y2
)

c = NK(
√

a)|K(z + y
√
b)NK(

√
b)|K(

at

y
+ y

√
a).

A rećıproca é imediata, revertendo os cálculos. 2

Lema 2.5.2 (Aproximação fraca) SejamK um corpo de números e S = {υ1, ..., υl} ∈
MK um conjunto finito de Places. Então, (a imagem de) K é denso(a) em

∏

υ∈S

Kυ.

Demonstração: Tal afirmação é equivalente a de que dados ε > 0 e xi ∈ Kυi
,

i = 1, ..., l, existe x = x(ε) ∈ K tal que ‖ x−xi ‖υi
< ε que é o conteúdo do teorema,

1.2.16 2

Lema 2.5.3 Sejam K um corpo de números e υ ∈ M0
K um Place finito. Então K∗2υ

é aberto em K∗υ

Demonstração: [O’Me, pag.159]. 2
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Teorema 2.5.4 (Hasse-Minkowski) Seja X ⊂ Pn
K , n ≥ 2, uma quádrica lisa

definida sobre um corpo de números K, i.e. X é dada por uma forma quadrática

não degenerada em n+1 variáveis com coeficientes em K. Uma condição necessária

e suficiente para a existência de um ponto K-racional é existir, localmente, pontos

em Kυ para cada Place υ ∈ MK .

Demonstração: A necessidade é clara, vamos mostrar a suficiência. Seja Q a

forma quadrática associada a X. Diremos que Q representa 0 em K se X tiver

um ponto K racional. Lembramos que, se uma forma quadrática não degenerada

representa 0 em K, então ela representa todo K. Isso porque Q(tv+w) = t2Q(v) +

tB(v, w) + Q(w), em que B é a forma bilinear associada e, se Q(v) = 0 , v 6= 0,

existe w tal que B(v, w) 6= 0, pois Q é não degenerada.

Vamos considerar primeiramente o caso n = 2, i.e. de três variáveis X,Y, Z. A

menos de uma projetividade, podemos supor Q = X2 −aY 2 − bZ2. A condição de Q

representar 0 em K é, portanto, equivalente a b ser uma norma de um elemento da

extensão K(
√
a)|K, de fato, b = NK[(

√
a)|K(x+ y

√
a). Como a extensão K(

√
a)|K é

ćıclica, pelo teorema da norma de Hasse, 2.4.2, sabemos que tal propriedade é local

e portanto, o resultado vale nesse caso.

Vamos agora tratar o caso em que Q tem quatro variáveis, i.e. n = 3. A

menos de uma projetividade, podemos supor Q = X2 − bY 2 − cZ2 + adT 2. Nesse

caso, a propriedade de Q representar 0 em K é equivalente a c ser o produto de uma

norma de um elemento de K(
√
a)|K por uma norma de um elemento da extensão

K(
√
b)|K. De fato, c = NK[(

√
b)|K(x+y

√
b)NK[(

√
a)|K(z+ t

√
a)−1 e isso é equivalente

a ser uma norma de um elemento da extensão K(
√
a,

√
b)|K(

√
ab) pelo lema 2.5.1.

Como tal extensão é ćıclica, podemos usar o teorema da norma de Hasse, 2.4.2, para

concluir o resultado também nesse caso.

Para o caso em que o número de variáveis de Q é maior ou igual a 5, i.e. n ≥ 4,

vamos proceder por indução. Escrevendo Q = aX2
1 + bX2

2 − Q̃, o fato da injeção:

K∗/NL|KL
∗ ↪→

⊕

p∈MK

K∗p/NLP|KpL
∗
P,

obtida no teorema da norma de Hasse, ser numa soma direta implica que há, no

maximo, um número finito de Places S, em que Q̃ não representa 0 em Kυ. Nossa

hipótese é de Q representar 0 em Kυ para cada υ ∈ MK , portanto, para cada

υ ∈ MK , existe um cυ ∈ K∗υ tal que aX2
1 + bX2

2 e Q̃ o representam em Kυ. Vamos
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chamar tais coordenadas xi(υ). Variando x1 e x2, aX
2
1 + bX2

2 reppresenta todo

K. Pelo lema de aproximação fraca, 1.2.16, a imagem de K em
∏

υ∈S

Kυ é densa,

portanto, existem x1 e x2 em K tais que c/cυ ∈ K∗2υ , ∀υ ∈ S, uma vez que, pelo

lema 2.5.3, K∗2υ é aberto em K∗υ . Considere agora a forma quadrática Q̄ := cY 2 − Q̃.

Ela representa 0 em Kυ ∀υ 6∈ S, pois Q̃ representa 0 nesses corpos, por hipótese.

Por outro lado, nossa construção nos mostra que a forma quadrática Q̃ também

representa 0 em Kυ ∀υ ∈ S, pois, nesse caso, c = cυd
2
υ e é suficiente tomar Y = 1

dυ

e as coordenadas em Q̃, que a fazem representar cυ. Pela hipótese indutiva, temos

que a forma quadrática Q̄ representa 0 em K. Se, nesse caso, tivermos y = 0, então

Q̃ representa 0 em K e, assim, Q também. Se ocorrer y 6= 0, então, dividindo por

y, percebemos que Q̃ e aX2
1 + bX2

2 representam o mesmo c em K e, portanto, sua

diferença, Q, representa 0 em K. 2



CAṔITULO 3

CURVAS EL̀IPTICAS

3.1 CÚBICAS PLANAS

Depois das equações diofantinas de segundo grau, é natural tratar o caso de

equações cúbicas. Nós nos limitaremos ao caso de duas variáveis, estudando as

cúbicas planas. Quando estamos interessados em entender o conjunto dos pontos

K–racionais, é razoável considerarmos cúbicas projetivas C ⊂ P2
K dadas por equações

da forma:

P (X0 : X1 : X2) = 0

em que P é um polinômio homogêneo, irredut́ıvel, de grau três.

Quando a curva associada é singular, existe apenas um ponto singular sobre K

(se sobre K houvesse mais de um, a reta, ligando dois desses pontos, intersectaria a

cúbica C em, no mı́nimo, quatro pontos contados com multiplicidade, contradizendo

o Teorema de Bèzout). O ponto singular é, portanto, definido sobre K e pode ser

uma cúspide ou um nó. Em qualquer dos casos, a curva é racional.

Vamos agora nos preocupar com o caso não-singular. Assim sendo, a curva C
tem gênero 1 (pela formula do gênero de curvas planas projetivas não-singulares de

grau n: g = (n−1)(n−2)
2

). Existe uma mudança de coordenadas (por projetividades)

quando a caracteŕıstica do corpo é diferente de 2 e 3, tal que C admite uma forma

canônica, conhecida como forma de Weierstrass:

Y 2Z = X3 + AXZ2 +BZ3.

Escrevendo a equação no aberto afim UZ dos pontos de P2
K com Z 6= 0, obtemos:

Y 2 = X3 + AX +B.

Seja ∆ = −16(4A3 + 27B2) o disccriminante de f(X) = X3 +AX +B. Define-se o

j-invariante de C por:

j =
1728(4A)3

∆
.

26
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Claramente a não singularidade de C é equivalente a ∆ 6= 0.

Proposição 3.1.1 Sejam C1 e C2 duas cúbicas planas não singulares dadas por

equações na forma de Weierstrass. Então, uma condição necessária e suficiente para

que as curvas sejam isomorfas é que tenham o mesmo j-invariante.

Demonstração: [Sil, pag.50]. 2

Proposição 3.1.2 Seja C uma cúbica plana, afim, não singular dada por uma

equação na forma de Weierstrass. Considere o diferencial:

ω =
dY

3X2 + A
=
dX

2Y
.

Então ω é regular e não se anula em C, isto é, div(ω) = 0. Em particular, conclúımos

que o gênero de C é 1.

Demonstração: [Sil, pag.52]. 2

3.2 A LEI DE GRUPO GEOMÉTRICA

Sejam C uma cúbica plana definida sobre um corpo K e ε ∈ C(K) um ponto

K-racional. Vamos definir, de maneira completamente geométrica, uma estrutura

de grupo abeliano em C(K).

Sejam P e Q pontos (não necessariamente distintos) de C(K). A reta, unindo esses

dois pontos, é claramente definida sobre K e intersecta C, contando com multiplici-

dade, em um terceiro ponto (não necessáriamente distinto de P ou Q), que vamos

denotar R. Se P = Q, a reta que os une, por convenção, é a reta tangente a C por

P.

Seja S o terceiro ponto na intersecção da reta ligando R a ε. Defnimos a operação

de grupo de seguinte forma:

P ⊕Q := S

De nossa definição segue :

P ⊕Q = Q⊕ P , ∀P,Q ∈ C(K)
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ε+ P = P , ∀P ∈ C(K).

Definimos o inverso da seguinte maneira: seja P ∈ C(K) e consideremos a reta

TεC tangente a C no ponto ε. Tal reta intersecta C num terceiro ponto, que vamos

chamar T .

Definimos −P como o terceiro ponto de intersecção da reta que une P a T . Segue

diretamente da definição da nossa operação que:

P ⊕ (−P ) = (−P ) ⊕ P = ε

Para mostrar a asociatividade, consideremos dados os pontos: P0 = ε origem, P1, P2

e P3. Denotamos P4 o terceiro ponto da interceção da reta l124 que liga P1 a P2 com

C e P5 = P1 ⊕ P2. Chamaremos l045 a reta que passa por P0, P4 e P5. Denotamos

P6 o terceiro ponto da interceção da reta l236 que liga P2 a P3 com C e P7 = P2 ⊕P3.

Chamaremos l067 a reta que passa por P0, P6 e P7. Seja ainda P8 o terceiro ponto de

interceção da reta ligando P3 a P5, l358 a reta passando por P3, P5 e P8. Finalmente

seja P9 o terceiro ponto de interceção da reta ligando P1 a P7, que denotaremos l179.

Se mostrarmos que P8 = P9, a associatividade segue. Para mostrar que P8 = P9,

consideremos o divisor da função racional:

f =
l124l358l067
l179l236l045

Temos que (f) = (P8) − (P9) e portanto P8 = P9, uma vez que C tem gênero 1.

Teorema 3.2.1 Sejam (C, ε) uma cúbica plana definida sobre um corpoK (car(K) 6=
2 ou 3) que suporemos na forma de Weierstrass, e seja Pic0

K(C) o grupo dos divisores

(definidos sobre K) de grau zero, módulo equivalência linear. A aplicação:

ι : C(K) → Pic0K(C) , P 7→ (P ) − (ε)

é um isomorfismo de grupos.

Demonstração: A injetividade é clara, pois, se ι(P1) = ι(P2), então (P1) ∼ (P2)

e portanto P1 = P2.

A sobrejetividade pode ser mostrada a partir do teorema de Riemann-Roch. Seja

D ∈ Pic0(C) então:

dim(L(D + (ε))) = 1

Seja f ∈ K̄(C) um gerador de L(D+(ε)). Como div(f) ≥ −D−(ε), e deg(div(f)) =

0, existe P tal que:

div(f) = −D − (ε) + (P ),
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isso é equivalente a dizer que:

D ∼ (P ) − (ε).

Para mostrar que ι é um homomorfismo, notamos que a curva na forma de Weier-

strass tem ε = (0 : 1 : 0), que é um ponto de inflexão. Portanto a colinearidade de

três pontos P,Q e R é equivalente a (P ) + (Q) + (R) = (3ε). Assim temos:

(P ⊕Q) ⊕R = ε ⇔ ι(P ) + ι(Q) + ι(R) = 0

e, dáı, segue nosso resultado. 2

Proposição 3.2.2 Seja C uma cúbica projetiva lisa na forma de Weierstrass. Então:

(i) A lei de grupo em C é algébrica, isto é, as aplicações de adição e inverso são

morfismos entre variedades projetivas.

(ii) Se escolhermos outro ponto para elemento identidade por translação, a nova

estrutura de grupo é naturalmente isomorfa à antiga.

(iii) Se escolhermos para elemento identidade um dos pontos de inflexão da cúbica,

a lei de grupo pode ser facilmente descrita da seguinte forma:

P ⊕Q⊕R = ε ⇔ P,Q e R sao colineares.

Demonstração: A primeira afirmação depende de um cálculo expĺıcito e pode

ser encontada em [Sil, pag.58, 68], enquanto a segunda e a terceira afirmações são

claras. 2

3.3 CURVAS DE GÊNERO 1

Seja C uma curva de gênero 1 sobre um corpo K e seja KC um divisor canônico.

Um corolário imediato do Teorema de Riemann-Roch nos diz que deg(KC) = 0 e

l(KC) = 1. Portanto, existe um divisor canônico efetivo cujo grau é 0 e KC = 0.

Seja D um divisor efetivo e não nulo em C. Do teorema de Riemann-Roch, temos:

l(D) − l(KC −D) = deg(D) − g + 1,
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l(D) − l(−D) = deg(D).

Como l(−D) = 0, temos que l(D) = deg(D).

Teorema 3.3.1 Seja C uma curva projetiva lisa de gênero 1 sobre um corpo K e

seja P ∈ C(K). Então C éK–isomorfa a uma cúbica plana lisa. Se a caracteŕıstica de

K for diferente de 2 e 3, então tal cúbica pode ser tomada na forma de Weierstrass:

Y 2Z = X3 + AXZ2 +BZ3

e o ponto P é levado por esse isomorfismo no ponto de inflexão (0:1:0).

Demonstração: Considere para cada n ∈ N os espaços vetoriais L(n(P )) =

Γ(C,L(n(P ))) cuja dimensão é n. Como deg(L(3(P ))) ≥ 2g+1 = 3, L(3(P )) é muito

amplo e portanto induz um mergulho de C em P2 como cúbica plana. Explicitamente,

existem duas funções x e y em K(C) tais que:

L((P )) ' K , L(2(P )) ' K ⊕Kx e L(3(P )) ' K ⊕Kx⊕Ky.

As funções 1, x, x2, x3, y, xy, y2 ∈ L(6(P )), que é um espaço vetorial cuja dimensão é

6. Logo, tais funções são linearmente dependentes e, portanto, existe um polinômio

do terceiro grau f tal que f(x, y) = 0 (o mergulho acima descrito é dado por

(x : y : 1) e, portanto, deg(f) = 3). Os monômios x2 e y3 devem aparecer em f

porque tais funções são as unicas que têm um pólo de ordem 6. 2

Definição 3.3.2 Uma Curva Eĺıptica é um par (C, ε) onde C é uma curva projetiva

lisa de gênero 1 e ε um ponto distinguido de C. Dizemos que a curva eĺıptica é

definida sobre K, se C é definida sobre K e ε ∈ C(K).

Teorema 3.3.3 Seja C uma curva projetiva lisa de gênero 1, então existe uma única

(a menos de K-isomorfismo) curva eĺıptica definida sobre K, chamada jacobiana de

C e denotada Jac(C) e um K̄-isomorfismo:

ι : C → Jac(C)

(ι em geral não pode ser escolhido K-isomorfismo).

A curva Jac(C) age de maneira simples, transitiva e algébrica sobre C.
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Demonstração: Seja P ∈ C(K̄) e considere então a curva eĺıptica com origem

em P , que vamos chamar C∗ (definida sobre K̄ a priori). Então, obtemos um K̄-

isomorfismo natural: Φ : C → C∗. Fazendo agir o grupo de Galois, obtemos: σ(Φ) :

C → σ(C∗) (observamos que C é definida sobre K). Por outro lado, como C∗ e σ(C∗)
são K̄-isomorfas, temos:

σ(j(C∗)) = j(σ(C∗)) = j(C∗)

dáı j(C∗) ∈ K∗ e, portanto, a menos de mudança de variáveis, podemos supor, sem

perda de generalidade, que C∗ seja definida sobre K.

Para mostrar que existe uma tal C∗ que age em C e que a ação satisfaz as

propriedades requeridas, pode-se fazer diretamente usando certas mudanças de co-

ordenadas como é feito em [Ca, pag.106], ou usar cohomologia de grupos. 2

3.4 EXISTÊNCIA DE PONTOS K-RACIONAIS

Para entender a aritmética de uma curva de gênero um, definida sobre um

corpo K, é interessante nos utilizarmos da estrutura de grupo abeliano e, assim,

considerar a curva eĺıptica associada. Entretanto, toda construção foi baseada na

hipótese da existência de um ponto K-racional ε ∈ C(K). Para nossa descrição ser

completa, vamos dar um critério para existência de um tal ponto.

Definição 3.4.1 Seja C uma curva projetiva lisa, definida sobre um corpo K. Um

twist de C é uma curva C̃, definida sobre K, que é K̄ isomorfa a C. Denotaremos

TwistK(C) o conjunto dos twists de C móduloK-isomorfismos, Isom(C) o grupo (não

necessariamente abeliano) dos K̄-isomorfismos entre C com ela mesma e IsomK(C)

o grupo dos K-isomorfismos.

Teorema 3.4.2 Seja C uma curva projetiva lisa definida sobre K. Para cada twist

C̃ de C, considere um K̄-isomorfismo Φ : C̃ → C.

Definindo:

ξ : Gal(K̄|K) → Isom(C) , σ 7→ ξσ := σ(Φ) ◦ Φ−1

temos:

(i) ξ é um 1-cociclo.
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(ii) A classe de cohomologia de ξ é determinada por pela classe de K-isomorfismos

de C̃ e, portanto, obtemos uma aplicação natural:

TwistK(C) → H1(Gal(K̄|K), Isom(C)).

(iii) A aplicação dada em (ii) é uma bijeção.

Demonstração: (i) ξστ := στ(Φ) ◦ Φ−1 = τ(σ(Φ) ◦ Φ−1) ◦ (τ(Φ) ◦ Φ−1) = τ(ξσ)ξτ

(ii) Sejam C̃1 e C̃2 dois twists de C que sejam K-isomorfos. Consideremos agora

Φi : C̃i → C, i = 1, 2 K̄-isomorfismos e um K-isomorfismo θ : C̃2 → C̃1. Devemos

mostrar que os cociclos σ(Φ1)◦Φ−1
1 e σ(Φ2)◦Φ−1

2 são cohomólogos. Ora, o elemento

α = Φ1 ◦ θ ◦ Φ−1
2 ∈ Isom C, dáı vê-se que:

σ(α) ◦ (σ(Φ2) ◦ Φ−1
2 ) = (σ(Φ1) ◦ Φ−1

1 ) ◦ α.

(iii) [Sil, pag.285]. 2

Definição 3.4.3 Seja (C, ε) um curva eĺıptica definida sobre K. Um espaço ho-

mogêneo (principal) para C é uma curva lisa C̃ sobre a qual C age de maneira

simples, transitiva e algébrica, isto é, existe um morfismo definido sobre K:

µ : C ×K C̃ → C̃

satisfazendo as propriedades:

(i) µ(p, ε) = p.

(ii) µ(µ(p, P ), Q) = µ(p, P ⊕Q).

(iii) Dados p, q ∈ C̃, existe um único P ∈ C tal que µ(p, P ) = Q.

A partir da definição acima vemos que existe uma aplicação:

ν : C̃ × C̃ → C

dada por ν(p, q) = P em que P é o único ponto tal que µ(p, P ) = q

Proposição 3.4.4 Sejam C uma curva eĺıptica sobre K e C̃ um espaço homogêneo

para C. Definindo (fixando p0 ∈ C̃):

θ : C → C̃ , P 7→ µ(p0, P )

obtemos que:
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(i) θ é um isomorfismo definido sobre K(p0). Em particular C̃ é um twist de C.

(ii) Se p ∈ C̃ e P ∈ C então:

µ(p, P ) = θ(θ−1(p) ⊕ P ).

(iii) Se p, q ∈ C̃, então:

ν(q, p) = θ−1(q) ⊕ (−θ−1(p)).

(iv) A aplicação ν é um K-morfismo.

Demonstração: (i) É claro que θ é um K(p0)-morfismo, por outro lado como a

ação de C é simples, transitiva, θ tem grau 1 e, por isso, é um isomorfismo.

(ii) θ(θ−1(p) ⊕ P ) = µ(p0, θ
−1(p) ⊕ P ) = µ(p, P ).

(iii) θ−1(q) ⊕ (−θ−1(p)) = ν(µ(p0, θ
−1(q)), µ(p0, θ

−1(p))) = ν(q, p).

(iv) O fato de ν ser um morfismo segue de (iii), para mostrar que é definido sobre

K, devemos mostrar que é Gal(K̄|K) invariante. De fato:

σ(ν(q, p)) = σ(θ−1(q) − θ−1(p)) = σ(θ−1(q)) − σ(θ−1(p))

= ν{σ[µ(p0, θ
−1(q))], σ[µ(p0, θ

−1(p))]} = ν(σ(q), σ(p)).

2

Definição 3.4.5 Sejam C uma curva eĺıptica e C̃1 e C̃2, dois espaços homogêneos

para C. Dizemos que C̃1 e C̃2 são equivalentes se existir umK-isomorfismo θ : C̃2 → C̃1

que seja compat́ıvel com a ação de C.

A classe de equivalência contendo C, agindo em si própria por translações, é chamada

classe trivial.

Proposição 3.4.6 Sejam C uma curva eĺıptica sobre K e C̃ um espaço homogêneo

para C. Uma condição necessária e suficiente para que C̃ esteja na classe trivial é

que C̃(K) 6= ∅

Demonstração: Se C̃ está na classe trivial, então existe um K-isomorfismo

θ : C → C̃ e portanto θ(ε) ∈ C̃(K). Reciprocamentre, seja p0 ∈ C̃(K), então,

pela proposição anterior, a aplicação θ : C → C̃ dada por θ(P ) = µ(p0, P ) é um

isomorfismo definido sobre K(p0) = K e claramente compat́ıvel. 2
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Vamos denotar por WCK(C) o conjunto das classes de equivalência de espaços

homogêneos para C e a partir da próxima proposição vamos dar-lhe uma estrutura

de grupo. Ele é chamado grupo de Weil-Châtelet.

Proposição 3.4.7 Seja C uma curva eĺıptica sobre um corpo K. Então existe uma

bijeção natural:

WCK(C) → H1(Gal(K̄|K), C),

definida da seguinte forma, se C̃ é um espaço homogêneo para C, e p0 ∈ C̃, então:

[C̃] 7→ [σ 7→ σ(p0) − p0].

Demonstração: [Sil, pag.291]. 2

Teorema 3.4.8 Sejam C̃ um espaço homogêneo para uma curva eĺıptica C definida

sobre um corpo K e p0 ∈ C̃ um ponto. Consideremos a aplicação:

sum : Div0(C̃) → C
∑
ni(pi) 7→ ∑

[ni](pi − p0)

então temos:

(i) uma sequência exata:

1 → K̄∗ → K̄(C̃)∗ → Div0(C̃) → C → 0.

(ii) sum independe de p0 e comuta com a ação de Gal(K̄|K) em Div0(C∗)

(iii) do teorema do isomorfismo:

sum : Pic0(C∗) ' C

e em particular:

Pic0
K(C∗) ' C(K).
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3.5 ISOGENIAS E O ANEL DE ENDOMORFISMOS

Definição 3.5.1 Sejam C1 e C2 curvas eĺıpticas. Uma isogenia entre C1 e C2 é um

morfismo:

Φ : C1 → C2

satisfazendo Φ(ε1) = ε2

Estamos admitindo Φ = [0], o morfismo nulo, como isogenia em favor de

uma estrutura de anel, a posteriori, na definição clássica, tal morfismo não seria

considerado isogenia. No caṕıtulo sobre variedades abelianas, voltaremos a falar

sobre isogenias. Notemos também que os morfismos de multiplicação por n são

isogenias de grau n2.

Proposição 3.5.2 Sejam C1 e C2 curvas eĺıpticas e consideremos uma isogenia não

nula entre C1 e C2:

Φ : C1 → C2.

Então:

(i) Φ é um morfismo sobrejetivo que é de fato um homomorfismo cujo núcleo é

finito.

(ii) ] ker Φ = deg(Φ).

(iii) Existe uma única isogenia:

Φ̂ : C2 → C1

satisfazendo:

Φ̂ ◦ Φ = [m] e Φ ◦ Φ̂ = [m],

em que m = deg(Φ). Tal isogenia é chamada isogenia dual.

Demonstração: [Sil, pag.71]. 2

A partir dessa proposição, faz sentido considerar o grupo

Hom(C1, C2) := {isogenias Φ : C1 → C2}

End(C) := Hom(C, C)
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Por outro lado, a End(C) podemos dar uma estrutura natural de anel fazendo a

composição como multiplicação. Nesse anel definimos:

Aut(C) := End(C)∗.

Proposição 3.5.3 Sejam C1, C2 e C3 curvas eĺıpticas, e φ : C1 → C2, λ : C2 → C3 e

ψ : C1 → C2 isogenias. Então a isogenia dual satisfaz:

(̂λ ◦ φ) = φ̂ ◦ λ̂

̂(φ+ ψ) = φ̂+ ψ̂

(̂φ̂) = φ

Demonstração: [Sil, pag.86]. 2

Proposição 3.5.4 Sejam C1 e C2 curvas eĺıpticas. A aplicação grau:

deg : Hom(C1, C2) → Z

é uma forma quadrática, definida positiva.

Demonstração: Quanto a ser definida positiva, é claro, para mostar que é uma

forma quadrática, devemos apenas mostrar ser bilinear a aplicação:

< , >: Hom(C1, C2) × Hom(C1, C2) → Z
(φ, ψ) 7→ deg(φ+ ψ) − deg(φ) − deg(ψ)

mas usando a injeção natural:

[ ] : Z ↪→ End(C1)

temos:

[< φ,ψ >] = [deg(φ+ ψ)] − [deg(φ)] − [deg(ψ)]

= ˆ(φ+ ψ) ◦ (φ+ ψ) − φ̂ ◦ φ− ψ̂ ◦ ψ
= φ̂ ◦ ψ + ψ̂ ◦ φ

e, portanto, a bilinearidade segue da proposição anterior. 2
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3.6 CURVAS EĹIPTICAS SOBRE CORPOS FINITOS

Seja Fq um corpo finito de caracteŕıstica p, q = pe. Consideremos uma curva

eĺıptica C definida sobre Fq. Podemos garantir a existência de um modelo na forma

de Weierstrass só se considerarmos p 6= 2 ou 3. No caso geral, entretanto, é sempre

posśıvel encontrar um mergulho em P2 que seja uma cúbica da forma:

ZY 2 + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2ZX

2 + a4XZ
2 + a6Z

3.

Nosso objetivo nessa seção é dar a estimativa de Hasse para o número de pontos

Fq-racionais e mostrar que C(Fq) 6= ∅ para qualquer curva lisa de gênero um, assim

sendo, qualquer curva de gênero um sobre um corpo finito é uma curva eĺıptica.

Definição 3.6.1 O morfismo de Frobenius é definido por:

Φ : C → C

onde (x, y) 7→ (xq, yq).

Lema 3.6.2 Seja Φ : C → C o morfismo de Frobenius entre curvas eĺıpticas sobre

Fq. Então:

(i) Φ é puramente inseparável de grau q.

(ii) 1 − Φ é separável.

Demonstração: [Sil, pag.30,83]. 2

Teorema 3.6.3 Seja C uma curva de gênero 1 definida sobre Fq. Então C possui

um ponto Fq-racional.

Demonstração: Considere Jac(C) a jacobiana de C. A curva C é um espaço

homogêneo para Jac(C), pela proposição 3.3.3. Se mostrarmos que:

H1(Gal(F̄q | Fq), Jac(C)) = 0,

então, pela proposição 3.4.6, concluiremos que C(Fq) 6= ∅.
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Lembramos que o grupo Gal(F̄q | Fq) é topologicamente gerado pelo automor-

fismo de Frobênius. Vamos mostrar que qualquer cociclo {a0} é trivial e, para isso,

devemos encontrar b ∈ Jac(C) tal que aσ = σ(b) − b. Mas, quando σ é o Frobênius,

temos que σ(b) − b = (1 − Φ)b, em que Φ é o Frobênius geométrico. Como 1 − Φ é

sobrejetiva (pois não é constante), nosso resultado segue imediatamente. 2

Lema 3.6.4 Sejam A um grupo abeliano e:

d : A → Z

uma forma quadrática positiva definida. Então para todos ψ, φ ∈ A temos:

|d(ψ − φ) − d(ψ) − d(φ)| ≤ 2
√
d(ψ)d(φ).

Demonstração: Seja B(ψ, φ) = d(ψ−φ)−d(ψ)−d(φ), que é uma forma bilinear

pela definição de d ser uma forma quadrática. Como d é positiva definida, temos

para cada m,n ∈ Z:

0 ≤ d(mψ − nφ) = m2d(ψ) +mnB(ψ, φ) + n2d(φ).

Em particular, tomando m = −B(ψ, φ) e n = 2d(ψ), temos:

0 ≤ d(ψ)[4d(ψ)d(φ) −B(ψ, φ)2].

Claramente se ψ = 0, a desigualdade é trivial; caso contrário, como d é positiva

definida, segue nosso resultado. 2

Teorema 3.6.5 (Estimativa de Hasse) Seja C uma curva eĺıptica definida sobre

Fq. Então:

|]C(Fq) − q − 1| ≤ 2
√
q.

Demonstração: Lembrando que o grupo de Galois Gal(F̄q|Fq) é topologicamente

gerado por Φ, ”o Frobenius da extensão”, temos:

P ∈ C(Fq) ⇔ Φ(P ) = P.

Então:

C(Fq) = ker(1 − Φ)
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e, portanto,

]C(Fq) = ] ker(1 − Φ) = deg(1 − Φ),

pois 1 − Φ é separável pelo lema 3.6.2. Por outro lado, sabemos que a aplicação

deg : End(C) → Z é uma forma quadrática definida positiva pela proposição 3.5.4, e

deg(Φ) = q pelo lema 3.6.2. Nosso resultado segue imediatamente do lema 3.6.4. 2

3.7 CURVAS EĹIPTICAS SOBRE CORPOS DE NÚMEROS

A motivação aritmética histórica dos estudos de curvas eĺıpticas reside na busca

de soluções inteiras e racionais de cúbicas planas. O principal resultado sobre o con-

junto dos pontos Q-racionais de tais curvas é o teorema de Mordell garantindo que

tal conjunto é um grupo abeliano finitamente gerado.

De fato, temos a seguinte generalização do teorema de Mordell, devida a Weil, mas

relacionada à demonstração original.

Teorema 3.7.1 (Mordell-Weil) Sejam K um corpo de números e C uma curva

eĺıptica sobre K. Então, o grupo abeliano dos pontos K-racionais de C, C(K) é

finitamente gerado.

Demonstração: Esse teorema é um caso particular do teorema de Mordell-Weil,

demonstrado por Weil, que iremos mostrar na seção intitulada O teorema de Mordell-

Weil, 6.3.1. A demonstração será dividida em três partes completamente indepen-

dentes uma das quais, chamada teorema fraco de Mordell-Weil 2

Agora vamos dar uma demonstração expĺıcita, no caso de curvas eĺıpticas

sobre os raconais, do teorema fraco de Mordell, para isso vamos fazer uma hipótese

adicional de que a curva na forma de Weierstrass seja da forma Y 2 = f(X), em que

f(X) seja irredut́ıvel

Teorema 3.7.2 (Mordell) Seja C uma curva eĺıptica definida sobre Q dada por

uma equação na forma de Weierstrass:

Y 2 = f(X) = X3 + AX +B

em que suporemos f(X) ∈ Q[X] irredut́ıvel. Então C(Q)/2C(Q) é um grupo finito.
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Demonstração: Sejam Q(θ) = Q[X]/(f(X)), G := C(Q) e H < Q(θ)∗/(Q(θ)∗)2

o subgrupo dos elementos de norma quadrada. Vamos definir um homomorfismo:

µ : G → H

da seguinte maneira. Se P = (a, b) (afim), µ(P ) = (a−θ)(Q(θ)∗)2. Para mostrar que

µ é um homomorfismo de grupos, sejam P1, P2 e P3 pontos colineares, pertencentes

a reta Y = lX +m. Então: P1 ⊕ P2 ⊕ P3 = ε, fazendo Pj = (aj, bj), temos:

(a1 − θ)(a2 − θ)(a3 − θ) = (lθ +m)2

Dáı, é fácil ver que:

NQ(θ)|Q(aj − θ) = f(aj) = b2j

e temos assim:

µ(P1)µ(P2)µ(P3) = (a1 − θ)(a2 − θ)(a3 − θ) mod (Q(θ)∗)2

Desta feita, mostramos que:

µ(P1)µ(P2)µ(P3) = 1

Agora vamos mostrar que ker(µ) = 2G. De fato, µ(2P ) = (µ(P ))2 = 1, logo

2G ⊂ ker(µ). Reciprocamente, seja P = (a, b) ∈ ker(µ), então:

a− θ = (p2θ
2 + p1θ + p0)

2.

Da invertibilidade de a− θ, temos:

(s0 − θ)(p2θ
2 + p1θ + p0) = (r1θ + r0)

(s0 − θ)2(a− θ) = (r1θ + r0)
2.

Considere o polinômio:

(r1X + r0)
2 − (s0 −X)2(a−X) = f(X).

Temos que a reta Y = r1X + r0 intersecta nossa curva em (a,±b) e em (s0, t) com

multiplicidade dois para algum t. Logo (a, b) ∈ 2G.

Se mostrarmos que G/2G ' Im(µ) é finito, o resultado segue. Podemos supor

que A,B ∈ Z. Seja P = (a, b) ∈ G, sejam ε1, ε2, ε3 as três ráızes distintas de f e

a = r
t2

e b = s
t3

. Como

s2 = (r − ε1t
2)(r − ε2t

2)(r − ε3t
2)
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em OQ(ε1,ε2,ε3) temos pela fatoraçõa única de ideais:

< s2 >=< r − ε1t
2 >< r − ε2t

2 >< r − ε3t
2 > .

Claramente:

< r − εit
2, r − εjt

2 > | < r − εit
2 > e < r − εjt

2 > .

Então:

< r − εit
2, r − εjt

2 > | < εi − εj >

fazendo < r − εjt
2 >= IjJ

2
j , temos que:

Ij| < ε1 − ε2 >< ε1 − ε3 >< ε2 − ε3 >

e I1I2I3 é quadrado. Pela finitude do número de classes de ideais, segue nosso

resultado. 2

Lembramos que se A é um DIP (Domı́nio de Ideais Principais), todo A-módulo

livre de torção é livre e, portanto, todo grupo abeliano finitamente gerado G pode

ser (abstratamente) descrito da forma:

G ' Gtor

⊕
Z⊕r,

em que Gtor é a parte de torção de G, necessariamente finita e r = rk(G) é o posto

de G. No caso de uma curva eĺıptica sobre Q, a torção é completamente conhecida.

Quanto ao posto, faz parte de uma importante conjectura de Birch e Swinnerton-

Dyer, sobre a qual não falaremos.

3.8 EXEMPLO DE SELMER

Foi visto que, para curvas de gênero 0 sobre um corpo de números K, vale um

prinćıpio para a existência de pontosK racionais, denominado prinćıpio local-global,

assegurando a existência de tais pontos, quando estas curvas admitem pontos em to-

dos os completamentos de K (com respeito aos Places de K). Para curvas de gênero

positivo, o prinćıpio não vale em geral. O primeiro contra-exemplo do prinćıpio foi

obtido por Selmer,em [Sel], e é a cúbica plana não singular de equação(homogênea):

3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0.
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Vamos mostrar primeiramente que essa curva não possui ponto Q–racional e, pos-

teriormente mostraremos a existência de pontos localmente em Qp para cada primo

p. Claramente existem pontos reais.

Lema 3.8.1 Sejam a, b, c ∈ Z números inteiros maiores que 1, tais que d := abc é

livre de cubos. Consideremos as cúbicas projetivas dadas pelas equações:

C1 : aX3 + bY 3 + cZ3 = 0

C2 : X3 + Y 3 + dZ3 = 0.

Se C1(Q) 6= ∅ temos que C2(Q)∩UZ 6= ∅, em que UZ é o aberto principal dos pontos

tais que: z 6= 0

Demonstração: Sejam ω uma raiz cúbica primitiva da unidade e (u : v : w) ∈
C1(Q). Sem perda de generalidade, vamos supor u, v, w ∈ Z. Defina:

ξ := au3 + ωbv3 + ω2cw3

η := au3 + ω2bv3 + ωcw3.

Então:

ξ + η = 3au3,

ωξ + ω2η = 3cw3,

ω2ξ + ωη = 3bv3.

Portanto, fazendo µ = −3uvw ∈ Z obtemos:

ξ3 + η3 + dµ3 = 0.

Logo, os pontos P1 = (ξ : ωη : µ) e P2 = (η : ωξ : µ) são pontos Q(ω) racionais, isto

é, pertencem a C2(Q(ω)) e são conjugados sobre Q. Se considerarmos a reta que liga

P1 a P2, dada por Z−µ = 0, sabemos que ela deve encontrar C2 em outro ponto P3.

Como P1 e P2 são conjugados, o automorfismo não trivial de Gal(Q(ω|Q)) deixa P3

invariante (pois permuta apenas P1 e P2) e podemos concluir que P3 ∈ C2(Q) ∩ UZ .

2
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Lema 3.8.2 Seja a ≥ 3 um inteiro livre de cubos e considere a curva eĺıptica dada

pela equação:

C : X3 + Y 3 − aZ3 = 0

e com origem em (1 : −1 : 0). Então, não existe ponto de torção Q-racional de C.

Demonstração: Seja P0 = (x0 : y0 : z0) um ponto Q-racional de C, sem perda

de generalidade, podemos supor x0, y0, z0 ∈ Z e que m. d. c.(x0, y0, z0) = 1. Pela

equação de C observa-se que tal condição implica que x0, y0, z0 são dois a dois cop-

rimos.

Consideremos P1 = (x1 : y1 : z1) como sendo o terceiro ponto da intersecção da reta

tangente a C em P0. Sem perda de generalidade vamos supor que x1, y1, z1 ∈ Z e

que m. d. c.(x1, y1, z1) = 1. Notamos que:

P1 = (x0(x
3
0 + 2y3

0) : −y0(2x
3
0 + y3

0) : z0(x
3
0 − y3

0)).

Seja d = m. d. c.(x0(x
3
0 + 2y3

0),−y0(2x
3
0 + y3

0), z0(x
3
0 − y3

0)). Se d = 1, então z1 =

±z0(x
3
0 − y3

0) dáı |z1| > |z0|. Se d 6= 1, seja p | d um fator primo de d. Se p | x0, então

p | y0 que é um absurdo. Portanto d | (x3
0 + 2y3

0) e d | (2x3
0 + y3

0) e dáı d | 3x3
0 e d | 3y3

0.

Conclusão: d = 3 assim z1 = ±z0(x
3
0 − y3

0)/3 e novamente |z1| > |z0|.
Indutivamente podemos, assim, construir, pelo processo da tangente, uma sequência

de pontos P0, P1, ... todos distintos, em que Pi+1 = −2Pi e, portanto, P0 não é de

torção. 2

Lema 3.8.3 Consideremos a curva eĺıptica C dada por:

X3 + Y 3 + 60Z3 = 0

que é birracionalmente equivalente à curva eĺıptica dada por:

Y 2 = X3 − 33(30)2.

Então, o grupo C(Q)/2C(Q) é trivial.

Demonstração: Vamos considerar δ3 = 30 e ρ3 = 1. Em Q(δ), o número de

classes de ideais é 3 e uma unidade fundamental é η = 1 + 9δ − 3δ2. As ráızes de

f(X) = X3 − 33(30)2 são 3δ2, 3ρδ2 e 3ρδ2. Seja P = ( r
t2
, s

t3
) ∈ C(Q), qualquer ideal

primo dividindo dois dos ideais: < r−3δ2t2 >, < r−3ρδ2t2 > e < r−3ρ2δ2t2 > deve



44

dividir 2 · 3 · 5 e, portanto, uma vez que 2, 3 e 5 ramificam, temos que < r− 3δ2t2 >

deve ser um ideal quadrado perfeito. Existem agora apenas duas possibilidades:

r − 3δ2t2 = α2, que é o resultado desejado ou r − 3δ2t2 = ηα2 que é descartada,

equacionando os coeficientes, após fazer α = u+vδ+wδ2 e perceber que a igualdade

é imposśıvel em Q2. Detalhes em [Ca, pag.72] 2

Proposição 3.8.4 Considere a curva eĺıptica C definida sobre Q e dada por 3X3 +

4Y 3 + 5Z3 = 0. Então, C não possui ponto Q-racional, isto é, C(Q) = ∅

Demonstração: Suponhamos que C(Q) 6= ∅, então, pelo lema 3.8.1, deveŕıamos

ter um ponto Q-racional em C2, dada por: X3 + Y 3 + 60z3 = 0 com Y 6= 0. Pelos

lemas 3.8.2 e 3.8.3, sabemos que o grupo C2(Q) é livre e como C2(Q)/2C2(Q) é

trivial, rk(C2(Q)) = 0 dáı C2(Q) = 0 e, portanto, o único ponto Q-racional de C2 é

(1 : −1 : 0) que é uma contradição. 2

Vamos agora mostrar a existência de pontos Qp-racionais para cada primo p.

Proposição 3.8.5 Seja p 6= 2, 3 ou 5 um primo, então existem pontos Qp racionais

em C.

Demonstração: Consideremos o morfismo π : C → C̄ que é o morfismo de redução

módulo p. Como p não divide ∆, C̄ é uma curva eĺıptica, ∆̄ 6= 0̄, definida sobre um

corpo finito. Pelo teorema 3.6.3, existe ponto Fp-racional e pelo lema de Hensel,

esses pontos podem ser levantados a pontos em Qp. 2

Falta mostrar a existência de pontos em Qp para p = 2, 3 ou 5.

(i) Primeiro caso: p = 2. Neste caso, notamos que o ponto P̄ = (1̄ : 0̄ : 1̄) ∈
Cns(F2) é um ponto não singular e portanto, pelo lema de Hensel, teorem 1.2.23,

levanta-se a um ponto de Q2.

(ii) Segundo caso: p = 3. Este é o caso mais dif́ıcil, uma vez que se f =

3X3 + 4Y 3 + 5Z3, reduzindo módulo 3, obtemos, f̄ = Y 3 + 2Z3 = (Y + 2Z)3 e

portanto não podemos encontrar pontos não singulares em F3. Contudo, podemos

encontrar um ponto em C(Q3), desomogeneizando em Z e fazendo X = 0, Y = t/4.
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De fato, nestas condições obtemos (clareando denominadores) o polinômio g(t) =

t3 + 80 que pelo lema de Newton, teorema 1.2.24, têm solução em Q3 uma vez que

g(3α +1) = 33α +32α+1 +3α+1 +81 dáı v3(g(3
α+1)) = 4 se α > 1 e v3(g

′(3α +1)) = 1.

(iii) Terceiro caso: p = 5. Neste caso, nortamos que o ponto P̄ = (1̄ : 2̄ :

0̄) ∈ Cns(F5) é um ponto não singular e, portanto, pelo lema de Hensel, loc. cit.,

levanta-se a um ponto de Q5.



CAṔITULO 4

VARIEDADES ABELIANAS

4.1 O CASO CLÁSSICO

Nesta seção, vamos enunciar certas propriedades das variedades abelianas que

serviram históricamente como um guia para se estudar o caso geral. Os detalhes e

as demonstrações podem ser encontrados em [Mum 1].

Teorema 4.1.1 Sejam X um grupo de Lie complexo, compacto e conexo de di-

mensão g e seja V = T0(X) o espaço tangente na origem. Então:

(i) X é um grupo comutativo.

(ii) A aplicação exponencial exp : V → X é um homomorfismo sobrejetivo entre

grupos de Lie complexos cujo núcleo é um reticulado Γ em V e, portanto, induz

um isomorfismo de grupos de Lie V/Γ ' X, isto é, X é um toro complexo.

(iii) X é um grupo diviśıvel, isto é, o homomorfismo de multiplicação por n é

sobrejetivo para cada n 6= 0 e, além disso, seu núcleo Xn é isomorfo a Xn '
(Z/nZ)2g.

(iv) Uma condição necessária e suficiente para que X seja algébrica é que exista

uma forma Hermitiana definida positiva H em V , tal que Im(H) assuma

valores inteiros em Γ × Γ. Nesse caso, chamamos X variedade abeliana.

4.2 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

Definição 4.2.1 Uma variedade abeliana sobre um corpo k é uma variedade pro-

jetiva X sobre k dotada de dois morfismos:

m : X ×X → X

46
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inv : X → X

(multiplicação e inverso)e um elemento ε ∈ X(k) tal que a estrutura definida em

X(k̄), seja de grupo com identidade ε.

Observação 4.2.2 Para cada k álgebra R, X(R) adquire, assim, uma estrutura de

grupo que depende funtorialmente de R.

Observação 4.2.3 De fato, classicamente, define-se variedade abeliana como uma

variedade completa e mostra-se que, dado qualquer divisor efetivo, seu triplo é muito

amplo e, portanto, tal variedade é realmente projetiva.

Observação 4.2.4 Toda variedade abeliana é não singular, pois seu aberto não

singular por translação cobre toda variedade.

Lema 4.2.5 (Lema de Rigidez) Sejam X uma variedade projetiva, Y e Z

variedades e Φ : X × Y → Z um morfismo. Se existe y0 ∈ Y tal que Φ é constante

em X × {y0}, então Φ é constante em X × {y} para cada y ∈ Y . Além disso, se Φ

for também constante em {x0} × Y para algum x0 ∈ X, então, Φ é constante.

Demonstração: Considere a projeção π2 : X × Y → Y . Como X é própria, π2

é um morfismo fechado. Portanto, se U é uma vizinhança afim de z0 = Φ(x, y0),

então, W = π2(Φ
−1(Z \ U)) ⊂ Y é fechado. Por hipótese, y0 6∈ W , dáı, Y \W é um

aberto denso de Y. Dado y 6∈ W , temos que a variedade projetiva Φ(X × {y}) está

contida no aberto afim U e portanto é reduzida a um ponto. Conclúımos, então,

que Φ é constante em X × {y} para cada y ∈ Y \W e como Y \W é denso, segue

nosso resultado. 2

Corolário 4.2.6 Sejam X e Y variedades abelianas e Φ : X → Y um morfismo.

Então, Φ é a composição de um homomorfismo e uma translação.

Demonstração: Vamos supor, sem perda de generalidade, que Φ(0) = 0 e mostrar

que Φ é um homomorfismo. Definimos Ψ : X×X → Y por Ψ = Φ◦mX−mY ◦(Φ×Φ);

mostrar que Φ é um homomorfismo é o mesmo que mostrar que Ψ é a aplicação nula.

Pelo lema anterior, como Ψ(X × {0}) = Ψ({0} ×X) = 0 temos que Ψ = 0. 2
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Corolário 4.2.7 A lei de grupo numa variedade abeliana é comutativa.

Demonstração: Basta notar que inv : X → X é um homomorfismo, pelo

corolário anterior. Esta é a condição necessária e suficiente para que um grupo

seja comutativo. 2

A partir de agora, vamos adotar a notação aditiva para a lei de grupo numa

variedade abeliana.

Proposição 4.2.8 Uma aplicação racional Φ : X 99K Y , de uma variedade não

singular X, em uma variedade abeliana Y estende-se a um morfismo.

Demonstração: [Hin-Sil, pag.120]. 2

Proposição 4.2.9 Sejam X uma variedade abeliana e Φ : X → Y um morfismo.

Então, existe uma subvariedade abeliana Z ⊂ X tal que, para cada x ∈ X, a

componente conexa de Φ−1(Φ(x)) contendo x é Z + x

Demonstração: [Hin-Sil, pag.120]. 2

4.3 TEOREMA DO CUBO

Teorema 4.3.1 (Prinćıpio SeeSaw) Sejam X e Y variedades, X completa e L

um fibrado linear em X × Y , então, o conjunto:

Y1 = {y ∈ Y | L|X×{y}} ' OX×{y}

é fechado em Y .

Demonstração: [Mum 1, pag.54]

Teorema 4.3.2 (Teorema do cubo) Sejam X e Y variedades completas, Z um

esquema conexo, e L um fibrado linear em X×Y ×Z cujas restrições a {x0}×Y ×Z,

X × {y0} × Z e X × Y × {z0} são triviais para algum x0 ∈ X, y0 ∈ Y e z0 ∈ Z.

Então, L é trivial.
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Demonstração: Seja Z ‘ o subesquema fechado maximal de Z sobre o qual L é

trivial, notemos que Z ‘ 6= ∅ pois z0 ∈ Z ‘ e também que Z ‘ é fechado de acordo com o

teorema Seesaw. Devemos mostrar que Z ‘ = Z, mas, como Z é conexo, e Z ‘ fechado,

basta mostrar que Z ‘ é aberto, vamos mostrar que dado z ∈ Z ‘ existe um aberto de

Z ‘ que o contém. Denotando por z0 esse ponto, m ⊂ OZ,z0 o ideal maximal e I o

ideal definindo Z ‘ em z0, e observando que I é obtido como limite nas vizinhanças

afins de z0, devemos mostrar que I = 0, I ⊂ m. Suponhamos que I 6= 0, como, pelo

teorema de Krull,
⋂

n≥0

mn = 0, existe n > 0 tal que I ⊂ mneI * mn + 1,de modo que

o k = OZ,z0�m espaço vetorial mn+1 + I�mn+1 ⊂ mn�mn+1 seja não nulo. Sejam

agora: I0 = m, I1 = mn+1 + I e I2 um ideal tal que mn+1 ⊂ I2 ⊂ I1 e dimkI1�I2 = 1

desta feita, temos I1 = I2 + k.a para algum a ∈ I1 note ainda que I ⊂ I1eI * I2.

Seja agora Zi o subesquema fechado de Z constitúıdo de um ponto, z0, e com feixe

estrutural : OZ,z0�Ii, de modo que temos inclusões naturais Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ Z‘ e

Z2 * Z‘. Consideremos agora Li (i=0,1,2) as restrições a X × Y × Zi do feixe L de

seções de L, note que Li (i=0, 1)são triviais em X×Y ×Zi (i=0, 1) respectivamente

uma vez que Z0 ⊂ Z ‘eZ1 ⊂ Z ‘, desta feita, obtemos isomorfismos Li
∼= OX×Y×Zi

(i = 0, 1) e, além disso, a seqüência exata

0 → OZ,z0�I0 → OZ,z0�I2 → OZ,z0�I1 → 0

f + I0 7→ af + aI0 = af + I2 7→ af + I1 = 0 + I1

induz a seqüência exata de feixes em Z0 :

0 → OZ0 → ι∗2OZ2 → ι∗1OZ1 → 0

a qual, por sua vez, induz a seqüência exata de feixes em X × Y × Z0:

0 → OX×Y×Z0 → ι∗2OX×Y×Z2 → ι∗1OX×Y×Z1 → 0

Ora, essa seqüência fornece, por tensorização (por um feixe localmente livre ), a

seginte sequência exata:

0 → L0 → ι∗2L2 → ι∗1L1 → 0.

Consideremos agora a seção s ∈ Γ(X × Y × Z1,L1) que corresponde à imagem

de 1 ∈ OX×Y×Z1 via o isomorfismo descrito. A condição necessária e suficiente

para que L2 seja trivial é que s possa ser levantado a uma seção s′ ∈ L2 pois isso

induziria um homomorfismo(não nulo) OX×Y×Z2 → L2, o qual é isomorfismo em

cada talo, uma vez que L2 é localmente livre de posto 1. Desta feita, concluiŕıamos
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que L2 é trivial, a rećıproca é clara. Para mostrar que s pode ser levantada, vamos

fixar um isomorfismo L0
∼= OX×Y e construindo a seqüência longa nas cohomologias

provenientes da seqüência exata curta:

0 → L0 → ι∗2L2 → ι∗1L1 → 0

temos :

0 → Γ(L0) → Γ(ι∗2L2) → Γ(ι∗1L1) → H1(X × Y,OX×Y ) → ...

portanto, conclúımos que s poderá ser levantada se e somente se:

∂(s) = 0 ∈ H1(X × Y,OX×Y ).Por outro lado, sabemos que as restrições de L0 a

X×y0 ×Z, a x0 ×Y ×Z,X×y0 ×Z2 e a x0 ×Y ×Z2 são triviais, o que implica que

as imagens de ∂(s) pelas aplicações H1(X × Y,OX×Y ) → H1(X,OX) induzida por

x 7→ (x, y0) e H1(X × Y,OX×Y ) → H1(Y,OY ) induzida por y 7→ (x0, y), são nulas e

da fórmula de Kuneth:

H1(X × Y,OX×Y ) ∼= H1(X,OX)
⊕

H1(Y,OY )

concluimos que ∂(s) = 0 e, portanto, s pode ser levantada, o que nos leva a concluir

que L1 é trivial; que é uma contradição e o resultado então segue. 2

Corolário 4.3.3 (Teorema do cubo para Variedades Abelianas) Sejam X

uma variedade abeliana, L um fibrado linear em X e, para cada I ⊂ {1, 2, 3},

sI : X ×X ×X → X,

onde sI(x1, x2, x3) =
∑

i∈I

xi. Então, em Pic(X) temos:

s∗123(L) ⊗ s∗12(L)−1 ⊗ s∗13(L)−1 ⊗ s∗23(L)−1 ⊗ s∗1(L) ⊗ s∗2(L) ⊗ s∗3(L) = 0.

Demonstração: A partir da conclusão do teorema do cubo, basta mostrar que

a restrição de s∗123(L) ⊗ s∗12(L)−1 ⊗ s∗13(L)−1 ⊗ s∗23(L)−1 ⊗ s∗1(L) ⊗ s∗2(L) ⊗ s∗3(L) a

X ×X × 0 é trivial, uma vez que o problema é completamente simétrico. Por outro

lado, percebe-se facilmente que tal restrição é (isomorfa a)

s∗12(L) ⊗ s∗12(L)−1 ⊗ s∗1(L)−1 ⊗ s∗2(L)−1 ⊗ s∗1(L) ⊗ s∗2(L) = 0 ∈ Pic(X).

2
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Corolário 4.3.4 Sejam X uma variedade abeliana, Y uma variedade qualquer e

f, g, h : Y → X três morfismos. Então, vale a seguinte relação para qualquer

fibrado linear L em X:

(f+g+h)∗(L)⊗(f+g)∗(L)−1⊗(f+h)∗(L)−1⊗(g+h)∗(L)−1⊗f ∗(L)⊗g∗(L)⊗h∗(L) ' OY .

Demonstração: Basta notar que tal fibrado é o pullback via o morfismo (f, g, h) :

Y ×Y ×Y → X×X×X do fibrado linear s∗123(L)⊗s∗12(L)−1 ⊗s∗13(L)−1 ⊗s∗23(L)−1 ⊗
s∗1(L) ⊗ s∗2(L) ⊗ s∗3(L) que é trivial. 2

Corolário 4.3.5 (Fórmula de Mumford) Sejam X uma variedade abeliana, L

um fibrado linear em X e [n] : X → X o morfismo de multiplicação por n. Então:

[n]∗(L) ' L
n2+n

2 ⊗ ([−1]∗(L))
n2−n

2

Em particular,

(i) se L é simétrico, isto é, [−1]∗(L) ' L, então:

[n]∗(L) ' Ln2

.

(ii) se L é anti-simétrico, isto é, [−1]∗(L) ' L−1, então:

[n]∗(L) ' Ln.

Demonstração: Aplicando o corolário anterior com f = [n], g = [1] e h = [−1]

obtemos

[n+ 1]∗(L) ⊗ [n− 1]∗(L) ⊗ [2n]∗(L)−1 ' L ⊗ [−1]∗(L).

O resultado agora segue por indução. 2

Corolário 4.3.6 (Teorema do quadrado) Seja X uma variedade abeliana e para

cada a ∈ X consideremos o morfismo de translação por a; ta : X → X, dado por

ta(x) = x+ a. Então:

t∗a+b(L) ⊗ L ' t∗a(L) ⊗ t∗b(L)

E, portanto, para cada fibrado linear, a aplicação

ΦL : X → Pic(X) , dada por ΦL(a) = t∗a(L) ⊗ L−1

é um homomrfismo de grupos.
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Demonstração: Segue do corolário 4.3.4, fazendo f = id, g = a e h = b

(g e h constantes). 2

4.4 ISOGENIAS

Definição 4.4.1 Seja Φ : X → Y um homomorfismo entre variedades abelianas.

Dizemos que Φ é uma isogenia se for sobrejetivo e tiver núcleo finito.

Proposição 4.4.2 Seja Φ : X → Y um homomorfismo entre variedades abelianas.

Então são equivalentes:

(i) Φ é uma isogenia.

(ii) dim(X) = dim(Y ) e Φ é sobrejetiva.

(iii) dim(X) = dim(Y ) e ker(Φ) é finito.

(iv) Φ é finito, plano e sobrejetivo.

Demonstração: [Cor-Sil, pag.115]. 2

Notemos que, quando Φ é isogenia, (via Φ∗) k(X) é uma extensão finita de

k(Y ) e, assim, definimos o grau de Φ, o grau de separabilidade de Φ e o grau de

inseparabilidade de Φ, como sendo tais graus da extensão de corpos. Notamos ainda

que como ] ker[n] = ]Φ−1(y) para todo y ∈ Y , desta feita, ] ker[n] = degs Φ.

Teorema 4.4.3 Seja X uma variedade abeliana de dimensão g e n > 0 um inteiro.

Então:

(i) O morfismo de multiplicação por n, [n] : X → X é uma isogenia de grau n2g.

(ii) Se a caracteŕıstica de k não divide n, então, [n] é ètale e:

Xn := ker[n] ' (Z/nZ)2g.
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(iii) Se a caracteŕıstica de k é p > 0 e p|n, então, [n] não é separável e:

Xpr ' (Z/prZ)t

para algum t, 0 ≤ t ≤ g.

Demonstração: (i) Escolhendo um fibrado linear L simétrico e amplo em X,

notamos que, como [n]∗L ' Ln2
, a restrição de [n]∗L a ker([n]) é amplo, (restrição

de um feixe amplo a um subesquema fechado) e trivial (pois em ker([n]), [n] = 0)

isso é imposśıvel, a menos que dim (ker([n])) = 0. Portanto, do nosso critério de

caracterização de isogenias, [n] é isogenia.

Consideremos o divisor D associado a L. Temos das propriedades do número de

interseção que

deg([n])Dg = ([n]∗D)g = (n2D)g = n2gDg.

(ii) Como a caracteŕıstica de k não divide o grau de [n], ele deve ser separável e

claramente não ramificado. Quanto à estrutura do grupo A = ker[n], basta notarmos

que, para cada d |n2g, a d–torção Ad tem ordem d2g. De um lema de grupos em

[Hin-Sil, pag. 125], segue nosso resultado.

(iii) Isso é conseqüência do fato de que a derivada (na origem) do morfismo de

multiplicação por n é nula. Detalhes em [Mum 1, pag.63]. 2



CAṔITULO 5

TEORIA DAS ALTURAS

5.1 ALTURAS NO ESPAÇO PROJETIVO

Intuitivamente, podemos pensar numa função altura como sendo uma função

que, de alguma forma, possa medir a complexidade aritmética de um ponto, de modo

que se cumpra o objetivo de haver apenas um número finito de pontos racionais com

altura limitada. Uma maneira simples de medir a altura de um ponto P ∈ Pn(Q)

é, escolhendo coordenadas inteiras coprimos, assim definir H(P ) = maxi | xi | em

que P = (x0 : x1 : ... : xn). Uma maneira mais coveniente (por independer de

coordenadas homogêneas) de definir tal altura seria:

H(P ) =
∏

v∈MQ

max
i

| xi |v .

Notamos que as duas definições coicidem e, portanto, o conjunto dos pontos, cuja

altura é limitada por alguma constante real, é finito.

Seria, portanto, natural tentar generalizar tal definição para qualquer corpo de

números K fazendo para P ∈ Pn(K):

HK(P ) =
∏

v∈MK

max
i

‖ xi ‖v .

Proposição 5.1.1 Seja K um corpo de números e P ∈ Pn(K) um ponto. Então:

(i) HK(P ) está bem definida, isto é, independe das coordenadas homogêneqas

escolhidas para P .

(ii) HK(P ) ≥ 1,∀P ∈ Pn(K).

(iii) Se L | K é uma extensão finita de K, então:

HL(P ) = HK(P )[L : K].

54
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Demonstração: (i)Se P = (λx0 : λx1 : ... : λxn) com λ ∈ K∗,

∏

v∈MK

max
i

‖ λxi ‖v = (
∏

v∈MK

‖ λ ‖v)(
∏

v∈MK

max
i

‖ xi ‖v) =
∏

v∈MK

max
i

‖ λxi ‖v,

pois pela fórmula do produto
∏

v∈MK

‖ λ ‖v= 1.

(ii) Basta notar que podemos escolher coordenadas homogêneas tais que uma das

coordenadas seja 1.

(iii) Basta lembrar que para cada w ∈ ML, e v|w, v ∈ ML, temos

nw = [Lw : Qw] = [Lw : Kv] · nv

e a fórmula do grau: ∑

w∈ML,w|v
[Lw : Kv] = [L : K]

e aplicar a definição:

HL(P ) =
∏

w∈ML

max
i

‖ xi ‖w =
∏

v∈MK

∏

w∈ML,w|v
max

i
‖ xi ‖w =

∏

v∈MK

∏

w∈ML,w|v
max

i
| xi |nw

v =

=
∏

v∈MK

∏

w∈ML,w|v
max

i
‖ xi ‖v

[Lw:Kv ] =
∏

w∈ML

max
i

‖ xi ‖v
[L:K] = HK(P )[L:K].

2

Definição 5.1.2 A altura (multiplicativa) absoluta em Pn(Q) é a função

H : Pn(Q) → [1,∞)

dada por H(P ) = HK(P )
1

[K:(Q)] , onde K é qualquer corpo tal que P ∈ Pn(K).

A altura (logaŕıtmica) absoluta em Pn(Q) é a função

h : Pn(Q) → [0,∞)

dada por h(P ) = log H(P ) = 1
[K:Q]

.

Observe que a proposição anterior nos garante a independencia do corpo K.

Chamamos corpo de definição de P , o corpo Q(P ) := Q(x0/xj, x1/xj, ..., xn/xj).
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Proposição 5.1.3 A função altura definida é invariante pela ação do grupo de

Galois absoluto dos racionais, isto é, se P ∈ Pn(Q) e σ ∈ GQ, então H(σ(P )) = H(P ).

Demonstração: Basta escolher uma extensão finita dos racionais tal que P ∈
Pn(K) e notar que σ induz um isomorfismo K ∼= σ(K) que identifica de maneira

natural o conjunto de valores absolutos de K e σ(K). Como a definição da altura

depende apenas de MK , segue a invariância. 2

Teorema 5.1.4 (Northcott) Sejam B,D ∈ (0,∞). O conjunto

{P ∈ Pn(Q) | H(P ) ≤ B e [Q(P ) : Q] ≤ D}

é finito. Em particular, para cada corpo de números fixado, temos que o conjunto

{P ∈ Pn(K)| HK(P ) ≤ B}

é finito.

Demonstração: Escolhendo coordenadas homogêneas para P tais que alguma

das coordenadas seja 1, notamos que H(xi) := H(xi : 1) ≤ H(P ) e Q(xi) ⊂ Q(P ).

Portanto podemos nos reduzir a mostrar que o conjunto

{x ∈ Q | H(x) ≤ B e [Q(x) : Q] = d}

é finito. Seja x ∈ Q um elemento de grau d sobre os racionais e sejam x = x1, ..., xd

os conjugados de x sobre Q. O polinômio mı́nimo de x é :

px(T ) =
d∏

j=1

(T − xj) =
d∑

r=0

(−1)rsr(x)T
d−r,

em que os sr são os polinõmios simétricos em x1, ..., xd. Como os xi são conjugados,

pela proposição anterior temos que H(xi) = H(x) e, portanto, da desigualdade

triangular, segue que H(sj) ≤ cj H(x)j para certas constantes que independem de

x. concluimos que H(s0(x) : s1(x) : ... : sd(x)) é também limitado, logo x é uma

das ráızes de um polinômio com coeficientes racionais de altura (dos coeficientes

vistos como pontos de Pd) limitada. Como o conjunto dos coeficientes é limitado,

existe apenas um número finito de posibilidades para o polinômio mı́nimo de x e

consequentemente um número finito de possibilidades para x. 2
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Proposição 5.1.5 (i) Seja Sn,m : Pn × Pm → PN o mergulho de Segre. Então:

h(Sn,m(x, y)) = h(x) + h(y).

(ii) Seja νd : Pn → PN o mergulho de Veronese. Então:

h(νd(x)) = d · h(x).

(iii) Seja Φ : Pn 99K Pm uma aplicação racional de grau d sobre Q e seja U o aberto

maximal de definição de Φ. Então em U , temos:

h(Φ(P )) ≤ d · h(P ) +O(1).

Além disso , se X ⊂ U é uma subvariedade fechada, então, em X(Q) temos:

h(Φ(P )) = d · h(P ) +O(1).

Demonstração: [Hin-Sil, pag.179]. 2

5.2 ALTURAS EM VARIEDADES PROJETIVAS

Nesta seção, estaremos considerando variedades projetivas lisas, definidas sobre

Q, bem como morfismos, fibrados, etc, etc. Vamos também usar X para denotar

X(Q).

Definição 5.2.1 Seja Φ : X → Pn um morfismo. A altura (logaŕıtmica absoluta)

em X relativa a Φ é a função

hΦ : X → R

hΦ(P ) = h(Φ(P )),

onde h : Pn → R é a função altura no espaço projetivo definida anteriormente.

Sabemos que, a cada morfismo Φ : X → Pn podemos associar um fibrado linear

em X gerado por seções globais, o pullback do feixe de Serre OPn(1). É fundamental

entender a conseqüência de isomorfismos entre esses feixes. Reciprocamente, a cada

fibrado linear em X, podemos associar uma aplicação racional.
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Proposição 5.2.2 Sejam X uma variedade projetiva lisa, Φ : X → Pn e Ψ : X →
Pm morfismos. Suponha que Φ∗(OPn(1)) ' Ψ∗(OPn(1)) . Então:

hΦ = hΨ +O(1).

Demonstração: Sabemos que os morfismos Φ e Ψ se fatoram via certas aplicações

lineares A : PN → Pn e B : PN → Pm e ϕ em que ϕ : X → PN . Portanto,

h(A(Q)) = h(Q) + O(1) e h(B(Q)) = h(Q) + O(1) para cada Q ∈ ϕ(Q). Fazendo

Q = ϕ(P ) obtemos:

h(Φ(P )) = h(A(ϕ(P ))) = h(ϕ(P )) +O(1) = h(B(ϕ(P ))) +O(1) = h(Ψ(P )) +O(1).

2

Definição 5.2.3 Vamos denotar H(X) o grupo de funções reais h : X → R modulo

funções limitadas em X

Notamos que a proposição anterior nos permite definir alturas (módulo O(1))

associadas à classe de isomorfismo de fibrados lineares sem pontos base em Pic(X).

Definição 5.2.4 Seja L a classe de um fibrado linear sem pontos base em X. A

”função”altura associada a L é a classe de funções hL ∈ H(X) obtida a partir de

qualquer morfismo associado a qualquer fibrado na classe.

Proposição 5.2.5 (Aditividade) Sejam L1 e L2 fibrados lineares sem pontos base

em X. Então:

hL1⊗L2 = hL1 + hL2 ∈ H(X).

Demonstração: Considere morfismos Φi : X → Pni associados a Li; associado

a L1 ⊗ L2 temos o morfismo Φ1 ⊗ Φ2 dado por Φ1 ⊗ Φ2(P ) = Sn1,n2(Φ1(P ),Φ2(P ))

onde Sn1,n2 é o mergulho de Segre. Logo, temos:

hL1⊗L2(P ) = h(Φ1 ⊗ Φ2(P )) +O(1)

= h(Sn1,n2(Φ1(P ),Φ2(P ))) +O(1) = hL1(P ) + hL2(P ) +O(1).

2
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Definição 5.2.6 Seja L um fibrado linear em X e sejam L1 e L2 fibrados lineares

sem pontos base tais que L ' L1 ⊗ L−1
2 . Definimos a função altura associada a L

como sendo a função

hL := hL1 − hL2 ∈ H(X).

Pela proposição anterior, tal definição não depende da escolha de L1 e L2.

Teorema 5.2.7 (Propriedades de alturas de Weil) Seja X uma variedade lisa

sobre Q. Então, existe um único homomorfismo:

Pic(X) → H(X)

L 7→ hL

com as seguintes propriedades:

(i) (Normalização) Se L é um fibrado linear, sem pontos base e Φ : X → Pn um

morfismo asociado a L, então:

hL = hΦ ∈ H(X).

Em particular, se X = Pn e L = OPn(1) , temos:

hOPn(1) = h ∈ H(X).

(ii) (Funtorialidade) Seja Φ : X → Y um morfismo e seja L ∈ Pic(Y ). Então:

hX,Φ∗(L) = hY,L ∈ H(X).

(iii) (Positividade) Seja L um fibrado linear efetivo e B o suporte de uma seção

global de L. Então:

hL ≥ 0 ∈ H(X \B).

(iv) (Finitude) Seja L um fibrado linear amplo. Então o conjunto:

{P ∈ Pn(Q) | hL(P ) ≤ C e [Q(P ) : Q] ≤ d}

é finito para quaisquer constantes B e d.



60

Demonstração: A unicidade é clara, quanto à existência, é conseqüência da con-

strução que estamos fazendo que de fato já nos forneceu a aplicação (bem definida)

e mostrou-nos ser um homomorfismo de grupos pela aditividade, a propriedade (i)

é bastante clara da nossa construção e a finitude é devida ao teorema de Northcott.

De fato, escolhendo uma potência do nosso fibrado(amplo) que seja muito amplo,

podemos supor X ↪→ PN isso implica a finitude. Funtorialidade, num caso partic-

ular, segue da nossa construção, positividade e funtorialidade, no caso geral, são

feitas em detalhes em [Hin-Sil, pag.185]. 2

5.3 ALTURAS EM VARIEDADES ABELIANAS

Teorema 5.3.1 Sejam X uma variedade abeliana sobre Q e seja L um feixe in-

verśıvel em X. Então, para quaisquer P,Q,R ∈ X, temos:

hL(P+Q+R)−hL(P+Q)−hL(P+R)−hL(Q+R)+hL(P )+hL(Q)+hL(R) = O(1).

Demonstração: Ora, este resultado é a tradução, na linguagem de alturas, do

teorema do cubo para variedades abelianas 4.3.3. De fato, aplicando as propriedades

de alturas de Weil temos à relação

s∗123(L) ⊗ s∗12(L)−1 ⊗ s∗13(L)−1 ⊗ s∗23(L)−1 ⊗ s∗1(L) ⊗ s∗2(L) ⊗ s∗3(L) = 0,

obtendo o resultado desejado. 2

Corolário 5.3.2 Sejam X uma variedade abeliana n ∈ Z e [n] : X → X, o mor-

fismo de multiplicação por n. Então:

hL ◦[n] =
n2 + n

2
hL +

n2 − n

2
hL ◦[−1] ∈ H(X).

Em particular,

(i) Se L é par, (isto é, [−1]∗L ' L), então:

hL ◦[n] = n2 hL ∈ H(X)

e

hL(P +Q) + hL(P −Q) = 2 hL(P ) + 2 hL(Q) ∈ H(X).
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(ii) Se L é ı́mpar, (isto é, [−1]∗L ' L−1), então:

hL ◦[n] = n hL ∈ H(X)

e

hL(P +Q) = hL(P ) + hL(Q) ∈ H(X).

Demonstração: A relação estabelecida pelo teorema anterior, fazendo Q = [n]P

e r = [−1]P é:

hL([n+ 1]P ) + hL([n− 1]P ) = 2 hL([n]P ) + hL(P ) +O(1).

O resultado agora segue por indução. Notamos que este resultado é a tradução da

fórmula de Munford 4.3.5 via as propriedades das alturas mostradas no teorema

5.2.7, e poderia, assim, ser deduzido diretamente. 2

5.4 ALTURAS CANÔNICAS EM VARIEDADES ABELIANAS

Teorema 5.4.1 (Néron, Tate) Sejam X uma variedade projetiva lisa definida

sobre um corpo de números, L um fibrado linear em X, e Φ : X → X um morfismo.

Suponhamos que, em Pic(X) ⊗ R, vale:

Φ∗(L) = Lα

para algum número real α > 1. Então, existe uma única função, chamada a altura

canônica em X relativa a Φ e L,

ĥX,Φ,L : X → R

com as seguintes propriedades:

(i) ĥX,Φ,L = hX,L ∈ H(X).

(ii) ĥX,Φ,L ◦ Φ = αĥX,Φ,L.

Além disso, a altura canônica pode ser calculada como o limite:

ĥX,Φ,L(P ) = lim
n→∞

1

αn
hX,L(Φn(P )).
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Demonstração: Um cálculo simples nos mostra que a função assim definida satis-

faz a propriedade (ii). Para mostrar que tal função é bem definida, devemos mostrar

que a sequência { 1
αn hX,L(Φn(P ))}n é convergente para cada P ∈ X. Aplicando a

máquina de alturas de Weil à relação Φ∗(L) = Lα, obtemos que existe uma con-

stante C tal que | hX,L(Φ(P )) − α hX,L(P )| ≤ C , ∀P ∈ X. A partir dessa relação,

mostraremos que a sequência é de Cauchy, de fato,

|α−n hX,L(Φn(P )) − α−m hX,L(Φm(P ))|

= |
n∑

i=m+1

α−i(hX,L(Φi(P )) − α hX,L(Φi−1(P )))|

≤
n∑

i=m+1

α−i| hX,L(Φi(P )) − α hX,L(Φi−1(P ))|

≤
n∑

i=m+1

α−iC = (
α−m − α−n

α− 1
)C.

Para verificar a propriedade (i), basta aplicar a desigualdade anterior com m = 0 e

então fazer n → ∞ para obter:

|ĥX,Φ,L(P ) − hX,L(P )| ≤ C

α− 1
.

2

Teorema 5.4.2 (Néron, Tate) Sejam X uma variedade abeliana sobre um corpo

de números e L um fibrado linear em X que seja simétrico. Então, existe uma única

função

ĥX,L : X → R

chamada a altura canônica em X relativa a L, com as seguintes propriedades:

(i)

ĥX,L = hX,L ∈ H(X).

(ii) Para qualquer inteiro m, temos:

ĥX,L ◦ [m] = m2 hX,L .
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(iii) (Regra do Paralelogramo)

ĥX,L(P +Q) + ĥX,L(P −Q) = 2ĥX,L(P ) + 2ĥX,L(Q).

(iv) A altura canônica é uma forma quadrática, a qual podemos associar uma forma

bilinear:

〈 . , . 〉L : X ×X → R

definida por:

〈P,Q〉L :=
ĥX,L(P +Q) − ĥX,L(P ) − ĥX,L(Q)

2
.

Demonstração: Consideremos a altura canônica com respeito ao morfismo Φ =

[2]. Notamos que, pela fórmula de Munford, corolário 4.3.5, [2]∗(L) = L4 ∈ Pic(X).

Portanto, podemos aplicar o teorema de Néron-Tate 5.4.1 e definir:

ĥX,L(P ) = lim
n→∞

1

4n
hX,L([2n](P )).

Para mostrar que tal função satisfaz às propriedades requeridas, basta notar que,

pelo teorema 5.3.1 e seu corolário 5.3.2, tais propriedades já são satisfeitas módulo

O(1). Para eliminar as funções O(1), basta substituir cada ponto P por [2n]P e, em

seguida, dividir a relação encontrada por 4n. Além disso, mostra-se que num grupo

abeliano, se uma função satisfaz a regra do paralelogramo, então, esta função é uma

forma quadrática. Detalhes [Hin-Sil, pag.200,201]. 2

Proposição 5.4.3 Sejam X uma variedade abeliana sobre um corpo de números e

L um fibrado linear simétrico e amplo. Então, a altura canônica associada a L é tal

que:

(i) Para cada P ∈ X(K̄), ĥX,K(P ) ≥ 0 com igualdade se e somente se P é ponto

de torção.

(ii) Ambas a forma quadrática ĥX,K e a forma bilinear associada se estendem lin-

earmente a uma forma quadrática definida positiva e a um produto interno

euclidiano em X(K̄ ⊗ R)

Demonstração: [Hin-Sil, pag.201]. 2



CAṔITULO 6

TEOREMA DE MORDELL-WEIL

6.1 TEOREMA DE MORDELL-WEIL FRACO

Nosso objetivo nesta seção será demonstrar o seguinte:

Teorema 6.1.1 (Mordell-Weil(fraco)) Sejam X uma variedade abeliana sobre

um corpo de números K, X(K) o grupo de pontos K racionais de X e seja m ≥ 2

um inteiro. Então o grupo X(K)/mX(K) é finito.

Para cumprir nosso objetivo, vamos proceder em duas partes e supor, sem

perda de generalidade, que Xm ⊂ X(K), pois podemos fazer uma extensõa finita de

K onde esta propriedade se cumpra e se o teorema de Mordell-Weil(fraco) vale na

extensão, vale também em K.

Lema 6.1.2 Seja L|K uma extenção galoisiana finita, X uma variedade abeliana

sobre K. Se X(L)/mX(L) é finito, então X(K)/mX(K) é finito.

Demonstração: [Sil, pag.190]. 2

Proposição 6.1.3 (Kummer pairing) Existe uma função bilinear

t : Gal(K̄|K) ×X(K) → Xm

com as seguintes propriedades:

(i) o núcleo à esquerda é Gal(K̄|L), em que L = K(m−1X(K)) é o compositum

de todos os corpos da forma K(y) nos quais [m]y ∈ X(K);

(ii) o núcleo à direita é mX(K).

64
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Portanto, t induz uma função bilinear não degenerada

t : Gal(L|K) ×X(K)/mX(K) → Xm,

que por sua vez induz uma injeção

X(K)/mX(K) ↪→ Hom(Gal(L|K), Xm).

Demonstração: Para cada x ∈ X(K) seja y ∈ X(K̄) tal que [m]y = x, isso

é sempre posśıvel pois X(K̄) é um grupo diviśıvel pelo teorema 4.4.3. Seja agora

σ ∈ Gal(K̄|K). Definimos t(σ, x); = σ(y) − y. Vamos verificar primeiramente que

t(σ, x) ∈ Xm. De fato,

[m](t(σ, x)) = [m](σ(y) − y) = σ([m]y) − [m]y = σ(x) − x = 0.

Vamos verificar agora que t não depende da escolha de y. De fato, suponha que

[m]y = [m]y‘ = x. Então y‘ − y ∈ Xm ⊂ X(K). Desta feita

(σ(y) − y) − (σ(y‘) − y‘) = σ(y − y‘) − (y − y‘) = 0.

A verificação da bilinearidade é também bem simples e segue da definição:

t(σσ‘, x) = σσ‘(y) − y = σσ‘(y) − σ(y) + σ(y) − y =

= σ(σ‘(y) − y) + σ(y) − y = σ(t(σ‘, x)) + t(σ, x) = t(σ, x) + t(σ‘, x),

pois t(σ‘, x) ∈ Xm ⊂ X(K).

t(σ, x+ x‘) = σ(y + y‘) − (y + y‘) = (σ(y) − y) + (σ(y‘) − y‘) = t(σ, x) + t(σ, x‘).

(i) Notamos que σ está no núcleo à esquerda de t se e somente se σ(y) = y para

todo y ∈ X((̄K)) tal que [m]y ∈ X(K). Isto é justamente dizer que L é o corpo fixo

de tal núcleo e portanto este núcleo é exatamente Gal(k̄|L).

(ii) Claramente Xm é subconjunto do núcleo á direita de t pois tal grupo tém ex-

poente m. Para mostrar a igualdade, seja x um elemento do núcleo á direita.

Temos então que σ(y) = y para todo σ ∈ Gal(K̄|K) e portanto y ∈ X(K). Dáı

x = [m]y ∈ mX(K).

Segue da propriedade universal que, passando ao quociente, obtemos uma aplicação

bilinear não degenerada t : Gal(L|k) ×X(K)/mX(K) → Xm. A inclusão

X(k)/mX(k) ↪→ Hom(Gal(L|k), Xm)
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que desejamos é dada por x 7→ t(., x) ∈ hom(Gal(L|k), Xm), cuja injetividade segue

diretamente do fato da nossa aplicação bilinear ser não degenerada. 2

A partir da proposição acima, para mostrar que X(K)/mX(K) é finito, basta

mostrar que o grupo Hom(Gal(L|K), Xm) é finito. Como já sabemos que Xm é

finito, será bastante mostrar que Gal(L|K) é finito, que é equivalente a mostrar que

a extensão de corpos L|K é finita. Para isso vamos usar um teorema de Hermite,

a partir do qual deduziremos um teorema de Chevalley-Weil que irá implicar nosso

resultado facilmente.

Teorema 6.1.4 (Hermite) O conjunto dos corpos de números (vistos como sub-

corpos de C) com dado discriminante é finito.

Demonstração: [Hin-Sil, pag.273]. 2

Teorema 6.1.5 (Chevalley-Weil) Seja Φ : X → Y um recobrimento não rami-

ficado entre variedades projetivas normais sobre um corpo de números K. Então

existe uma extensão finita L|K tal que:

Φ−1(Y (K)) ⊂ X(L).

Demonstração: Primeiramente vamos considerar o caso afim, X = Spec(B) e

Y = Spec(A), onde A = K[f1, f2, . . . , fm] e B são K domı́nios de tipo finito. Temos

que B é um A–módulo livre de posto n (condição de recobrimento) e além disso existe

uma base {g1, g2, . . . , gn} de B sobre A tal que o discriminante ∆B
A(g1, g2, . . . , gn) ∈

A∗ (condição de não ramificação). Ora, seja, para cada v ∈ Mk,

Uv = {x ∈ X(K) | v(fi(x)) ≥ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ m}

(que depende também dos fi). Temos que dado f ∈ A∗ = (K[f1, f2, ..., fm])∗, clar-

iando o denominador obtemos af ∈ OK [f1, f2, ..., fm] para algum a ∈ OK . Analoga-

mente para o inverso de f , existe b ∈ OK tal que bf−1 ∈ OK [f1, f2, ..., fm]. Assim

temos para ∀x ∈ Uv e, ∀v ∈ Mk associado a um primo que não divide a nem divide b,

|af(x)|v ≤ 1 e |bf−1(x)|v ≤ 1. Isso implica |ab|v ≤ 1 e mais precisamente |ab|v = 1,

pois a e b são K-inteiros . Logo |f(x)|v = 1. Sendo assim para quase todo v ∈ Mk,

temos |∆(K(Φ−1(x))|K)|v = 1.
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Como A e B são normais, seu anel de inteiros é a interseção das localizações nos

primos de altura um. Portanto, denotando U((O)k) =
⋂

v∈Mk

Uv, temos que existe uma

constante c1 tal que |∆(K(Φ−1(x))|K)|v ≤ c1 ∀ x ∈ U(OK) (tal constante pode ser

tomada como sendo o máximo (em um número finito) entre os valores absolutos não

unitários e 1). Pelo teorema de Hermite,6.1.4, temos que existem apenas um número

finito de corpos K(Φ−1(x)) e portanto, tomando seu compositum, encontramos uma

extensão finita L|K de K tal que Φ−1(U(OK)) ⊂ X(L).

Agora para deduzir nosso resultado podemos considerarX e Y mergulhadas em

algum espaço projetivo e lembrando que para qualquer corpo de números Pn
K = Pn

OK
,

deduzimos que para todo x ∈ X(K) o discriminante |∆(K(Φ−1(x))|K)|v é limitado,

aplicando o caso afim (basta cobrir X com um número finito de abertos afins suficien-

temente pequenos para estarem contidos nos abertos principais do espaço projetivo).

Assim, tomando o compositum das extensões finitas obtidas do caso afim, obtemos

uma extensão finita L de K tal que Φ−1(Y (K)) ⊂ X(L). 2

Corolário 6.1.6 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo de números K e

seja L = K([m]−1X(K)) o compositum de todos os corpos da forma K(y), em que

[m]y ∈ X(K). Então, L|K é uma extenção finita.

Demonstração: Basta notar que o morfismo de multiplicação por m é um reco-

brimento não ramificado. Assim, como consequência do teorema de Chevalley-Weil,

6.1.5, temos que existe uma extensão finita E|K tal que L = K([m]−1X(K)) ⊂
E(X(K)) = E e, portanto, L|K é uma extensão finita. 2

Da nossa discusão anterior segue o teorema de Mordell-Weil (fraco).

6.2 LEMA DA DESCIDA

O termo descida (infinite descent) é referente ao argumento de Fermat, uti-

lizado ora para mostrar que dada equação difantina não tinha solução, ora para

mostrar que uma equação diofantina possúıa infinitas soluções(racionais ou inteiras).
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Esse argumento foi usado por Fermat por exemplo para mostrar que a equação:

x4 + y4 = z2

não possúıa soluções não triviais em Z, implicando assim que a equação:

x4 + y4 = z4

não possui soluções não triviais em Z. A idéia era supor a existência de solução

não trivial e escolher dentre todas, aquela de menor coordenada positiva x (por

exemplo), e a partir desta, construir uma outra com coordenada positiva x menor.

Outra aplicação desse racioćınio pode ser vista nas equações de Fermat-Pell

x2 − dy2 = 1

com d livre de quadrados. Elas possuem uma infinidade de soluções em Z e tais

soluções são , de fato, geradas por uma solução fundamental. Novamente o racioćınio

é simples: a partir de cada solução, podemos construir outra com coordenada x (por

exemplo) estritamente maior que a anterior. Um aspecto fundamental no racioćınio

de Fermat reside em saber, de alguma forma, mensurar o ”tamanho”de uma solução.

No nosso caso, temos uma maneira natural de medir o ”tamanho”de uma solução,

usando as alturas. Portanto para concluir a demonstração do teorema de Mordell-

Weil, vamos mostrar o seguinte:

Lema 6.2.1 (Lema da descida) Seja G um grupo abeliano equipado com uma

forma quadrática q : G → R satisfazendo as condições:

(i) Para cada B ∈ R+, o conjunto:

{x ∈ G | q(x) ≤ B}

é finito;

(i) existe algum inteiro m ≥ 2 tal que o quociente G/mG é finito.

Então, G é finitamente gerado.

Mais precisamente, dado um sistema de representantes {g1, g2, . . . , gs} para

G/mG, seja B̃ := maxi q(gi). Então, G é gerado pelo congunto finito

{x ∈ G | q(x) ≤ B̃}.
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Demonstração: Primeiramente, notamos que os pontos de torção tem q(x) = 0,

pois claramente q(0) = 0 e se m · x = 0, então m2q(x) = 0. Mostramos agora

que ∀x ∈ G, q(x) ≥ 0. Se G for de torção é finito pela condição (i) e não há

nada para mostarar. Em caso contrário, escolhendo x ∈ G de peŕıodo infinito, se

q(x) < 0 teremos q(mx) = m2q(x) < 0 para cada m ∈ Z e portanto existiriam

infinitos elementos no conjunto {x ∈ G | q(x) ≤ 0}, contradizendo a condição

(i). Podemos definir |x| :=
√
q(x), b := maxi |gi| e considerar o conjunto finito

S = {x ∈ G | |x| ≤ b}.
Queremos mostrar que G =< S >. Seja agora x0 ∈ G. Se x0 ∈ S nada há para

fazer. Em caso contrário, |x0| > b. Reduzindo módulo mG, x0 = gi + m.x1 para

algum x1 ∈ G. Usando a desiguldade triangular obtemos:

m|x1| = |x0 − gi| ≤ |x0| + |gi|.

Como |gi| ≤ b < |x0|, m|x1| < 2|x0| e como m ≥ 2 obtemos que |x1| < |x0|. Se

x1 ∈ S, então x0 = x1 + m · gi ∈< S >. Em caso contrário,|x1| > b. Reduzindo

módulo mG, x1 = gj + m · x2 para algum x2 ∈ G. Uma verificação análoga nos

mostra que |x2| < |x1|. Raciocinando indutivamente, constrúımos uma sequência

de elementos de G, tal que |x0| > |x1| > |x2| > . . .. Pela propriedade (i) de nosso

enunciado, tal sequência deve estacionar e, de fato, isso deve ocorrer em um elemento

de S. Como xk é combinação linear dos xi, i ≥ k+ 1 e elementos de S, por indução

decrescente mostra-se que x0 é combinação linear de elementos de S. 2

6.3 TEOREMA DE MORDELL-WEIL

Teorema 6.3.1 (Mordell-Weil) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo

de números K. Então o grupo dos pontos K-racionais, X(K), é um grupo abeliano

finitamente gerado.

Demonstração: A demonstração do teorema de Mordell-Weil foi dividida em

três partes:

i) (Forma Quadrática) Existe uma forma forma quadrática em X(K):

ĥX,L : X(K) → R,
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chamada a altura canônica em X relativa a L (fibrado linear) tal que para

cada B ∈ R, o conjunto:

{x ∈ X(K) | ĥX,L(x) ≤ B}

é finito. Isto foi mostrado na seção de alturas bastando escolher L simétrico,

para usarmos o teorema de Neron-Tate 5.4.2 e amplo para garantir a finitude

do conjunto dos pontos de altura limitada, pelo teorema das propriedades das

alturas de Weil 5.2.7.

ii) (Mordell-Weil(fraco)) Para cada m ≥ 2 o grupo X(K)/mX(K) é finito. Isto

foi mostrado numa seção anterior como consequência do teorema 6.1.6.

iii) (Lema da descida) SejaG um grupo abeliano equipado com uma forma quadrática

q : G → R satisfazendo as condições:

(i) Para cada B ∈ R+, o conjunto:

{x ∈ G | q(x) ≤ B}

é finito;

(i) existe algum inteiro m ≥ 2 tal que o quociente G/mG é finito.

Então G é finitamente gerado. Isto foi mostrado na seção anterior como sendo

o Lema da descida, 6.2.1.

O teorema de Mordell-Weil está, portanto, completamente demonstrado. 2

Lembramos que novamente que todo grupo abeliano finitamente geradoG pode

ser (abstratamente) descrito da forma:

G ' Gtor

⊕
Z⊕r,

onde Gtor é a parte de torção de G, necessariamente finita, e r = rk(G) é o posto de

G.

Portanto para variedades abelianas sobre um corpo de números K, podemos

definir a noção de posto de uma tal variedade, como o posto do grupo abeliano
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finitamente gerado dos seus pontos K-racionais. O problema do calculo do posto

faz parte de uma importante Conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer sobre a qual

não falaremos, Este problema é ainda aberto para curvas elipticas definidas sobre

Q. Em particular não é conhecida a existencia de tais curvas elipticas de posto

arbitrariamente grande e nem se (e por qual razão ) o posto das curvas elipticas

sobre Q seja universalmente limitado.



CAṔITULO 7

TEOREMA DE FALTINGS

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é dar uma idéia de como a conjectura de Mordell

(Teorema de Faltings) se relaciona com outras conjecturas e outros teoremas, dando

uma linha de racioćınio de como completar a demonstração sem fornecer todos os

detalhes. As dificuldades técnicas serão completamente escondidas de modo que a

impresão de facilidade é falsa.

Na primeira seção, vamos introduzir o importante conceito da jacobiana de

uma curva, uma variedade abeliana relacionada com a curva que retém propriedades

geométricas da mesma. Na segunda seção mostraremos como a desigualdade de Vo-

jta implica o teorema de Faltings. A desigualdade de Vojta é um profundo resultado

sobre aproximação diofantina que vamos assumir sem maiores referências. As outras

seções se dedicam a ilustrar o caminho seguido pelo próprio Faltings na demonstração

original.

Teorema 7.0.2 (Conjectura de Mordell-Teorema de Faltings) Sejam K um

corpo de números e seja C uma curva lisa sobre K, cujo gênero é maior ou igual a

dois. Então C(K) consiste de um conjunto finito.

7.1 VARIEDADE JACOBIANA

Em primeiro lugar, consideremos uma superf́ıcie de Riemann X de gênero

g ≥ 1 e um ponto P0. A integração por caminhos partindo de P0 é bem definida

módulo Γ, o reticulado dos peŕıodos (base da homologia), e fornece uma injeção:

ι : X ↪→ Jac(X) := Cg/Γ

P 7→ (
∫ P

P0
ω1, . . . ,

∫ P

P0
ωg) mod (Γ).

Mostra-se que a variedade Jac(X), que é um toro complexo de dimensão g, é uma

variedade abeliana chamada variedade jacobiana de X. Weil generalizou a definição

de variedade jacobiana para curvas lisas definidas sobre um corpo qualquer. Sua

72
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construção utiliza as potências simétricas da curva e pode ser encontrada com de-

talhes em [Hin-Sil, pag.134]. A descrição que nos interessa pode ser sumarizada no

seguinte:

Teorema 7.1.1 (Construção da jacobiana) Seja C uma curva lisa de gênero

g ≥ 1, projetiva sobre um corpo K. Existe uma variedade abeliana sobre K de

dimensão g, Jac(C), chamada jacobiana de C, e um mergulho:

ι : C ↪→ Jac(C),

que pode ser escolhido um K-mergulho se C(K) 6= ∅. O morfismo ι satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) Estendendo ι linearmente a Div(C), ι induz um isomorfismo de grupos

Pic0(C(L)) ' Jac(C)(L)

desde que na extensão L|K, C(L) 6= ∅ ( ι é L-morfismo)

(ii) Para cada r ≥ 0 definimos Wr ∈ Jac(C):

Wr = ι(C) + ...+ ι(C) =
r∑

i=1

ι(C).

Então, dim(Wr) = min(r, g) e Wg = Jac(C).

(iii) Se Θ = Wg−1, então, Θ é um divisor irredut́ıvel e amplo em Jac(C), chamado

divisor Theta.

7.2 A DESIGUALDADE DE VOJTA

Durante toda a seção, sejam K um corpo de números, C uma curva projetiva

e lisa sobre K de gênero maior ou igual a dois. Vamos supor C(K) 6= ∅, e considerar

o K-mergulho ι : C ↪→ Jac(C). Sejam ainda Θ ∈ Pic(Jac(C)) o divisor theta, | . |
a norma em Jac(C)(K̄) associada à altura canônica relativa a Θ e < . , . > a

forma bilinear associada em Jac(C(K̄)). Lembramos que a norma | . | se estende

linearmente a uma forma quadrática definida positiva em Jac(C(K̄)) ⊗ R e que a

forma bilinear se estende linearmente a um produto interno euclidiano.
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Teorema 7.2.1 (Desigualdade de Vojta) Seja C uma curva lisa e projetiva sobre

um corpo de números K de gênero g = g(C) ≥ 2. Existem constantes κ1 = κ1(C) e

κ2 = κ2(g) tais que, se z, w ∈ C(K̄) satisfazem |z| ≥ κ1 e |w| ≥ κ2|z|, então

< z,w >≤ 3

4
|z||w|.

Demonstração: [Hin-Sil, pag.379-425]. 2

Teorema 7.2.2 Seja C uma curva lisa e projetiva sobre um corpo de números K,

cujo gênero seja maior ou igual a dois. A desigualdade de Vojta, teorema 7.2.1,

implica o teorema de Faltings 7.0.2, i.e. C(K) é finito.

Demonstração: Denotemos J = Jac(C). Em primeiro lugar notemos que o

núcleo do homomorfismo:

J(K) → J(K) ⊗ R

é exatamente o subgrupo de torção J(K)tor, que é finito pelo teorema de Mordell-

Weil. Portanto para mostrar que C(K) é finito, é suficiente mostrar que a imagem

de C em J(K) ⊗ R é finita. Vamos denotar tal imagem C(K). A forma bilinear

< . , . > dá a J(K) ⊗ R uma estrutura de espaço euclidiano de dimensão finita,

de modo que podemos definir o ângulo entre dois pontos da maneira usual:

cos(θ(x, y)) =
< x, y >

|x||y| .

Sejam x0 um ponto de J(K) ⊗ R e θ0 um ângulo. Vamos denotar por Γx0,θ0 o cone

de direção x0 e ângulo central 2θ0.

Γx0,θ0 = {x ∈ J(K) ⊗ R | θ(x, x0) < θ0}.

A desigualdade de Vojta será usada agora para mostrar que se θ0 é suficientemente

pequeno, então a interseção

Γx0,θ0 ∩ C(K)

é finita. Vamos supor que tal interseção seja finita. Como em J(K) (e por con-

seguinte C(K)) é finito o número de pontos de norma limitada, existe z ∈ Γx0,θ0 ∩
C(K) tal que |z| ≥ κ1. Portanto podemos encontrar w ∈ Γx0,θ0 ∩ C(K) tal que

|w| ≥ κ2|z|. Pela desigualdade de Vojta, teorema 7.2.1, temos que:

< z,w >≤ 3

4
|z||w|,
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ou equivalentemente:

cos θ(z, w) ≤ 3

4
.

Deduzimos que

θ(z, w) ≥ arccos(
3

4
) ⇒ 2θ0 ≥ arccos(

3

4
).

Logo, escolhendo θ0 menor que 1
2
arccos(3

4
), temos que a interseção

Γx0,θ0 ∩ C(K)

é finita.

Para concluir nossa demonstração, vamos mostrar que J(K) ⊗ R pode ser

coberto por um número finito de cones com ângulo pequeno. De fato, considere a

esfera unitária:

S = {x ∈ J(K) ⊗ R| |x| = 1}
e seja θ0 um ângulo pequeno. Temos que

S =
⋃

x∈S

(Γx,θ0 ∩ S).

Claramente Γx,θ0 ∩ S é um aberto em S. Como S é compacto, de nossa cobertura

podemos extrair uma subcobertura finita. Os cones dessa subcobertura certamente

cobrem J(K) ⊗ R, concluindo a demonstração. 2

7.3 VARIEDADE ABELIANA DUAL E POLARIZAÇÕES

Definição 7.3.1 Seja X uma variedade abeliana. Pic0(X) é o grupo das classes de

isomorfismo de fibrados lineares que são invariantes por translação, tP : X → X,

i.e.

Pic0(X) = {L ∈ Pic(X) | t∗P L ' L ∀P ∈ X(K̄)}.

Teorema 7.3.2 Sejam X uma variedade abeliana e L um fibrado linear em X.

Consideremos o homomorfismo dado pelo teorema do quadrado:

ΦL : X → Pic(X)

P 7→ t∗P L ⊗ L−1.

então:
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(i) Im(ΦL) ⊂ Pic0(X);

(ii) se Ln ∈ Pic0(X), n 6= 0, então L ∈ Pic0(X);

(iii) se L é amplo, então:

ΦL : X → Pic0(X)

é sobrejetiva e tem núcleo finito.

Demonstração: [Hin-Sil, pag.128]. 2

Definição 7.3.3 Seja X uma variedade abeliana. O grupo de Néron-Severi de X é

o grupo quociente:

NS(X) = Pic(X)/Pic0(X).

Existe uma injeção natural:

NS(X) ↪→ Hom(X,Pic0(X)),

associando a [L] o morfismo ΦL, que não depende da escolha do representante na

classe de equivalência.

Definição 7.3.4 Seja X uma variedade abeliana. Uma variedade abeliana X̂ é

chamada variedade abeliana dual de X, se existir um fibrado linear P em X × X̂,

chamado feixe de Poicaré, tal que, definindo iP (P̂ ) = (P, P̂ ) e iP̂ (P ) = (P, P̂ ), as

aplicações:

X̂ → Pic0(X) , P̂ 7→ i∗
P̂
(P),

X → Pic0(X̂) , P 7→ i∗P (P)

sejam bijeções.

Se existe X̂, Pic0(X) tem uma estrutura de variedade abeliana e quando L é

amplo, a aplicação:

ΦL : X → X̂

é uma isogenia.

Teorema 7.3.5 Seja X uma variedade abeliana. Então a variedade abeliana dual

existe e o par (X̂,P) é único a menos de isomorfismo.
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Demonstração: [Cor-Sil, pag.119]. 2

Definição 7.3.6 Seja X uma variedade abeliana e L um fibrado linear amplo em

X, cuja classe em NS(X) denotaremos ainda por L. A isogenia ΦL : X → X̂ é

chamada uma polarização de X. O grau de uma polarização é o grau da isogenia. A

isogenia ΦL chama-se polarização principal quando seu grau for um. Nesse caso ΦL é

um isomorfismo. Vamos denotar por (X,L) uma variedade abeliana polarizada. Um

morfismo entre variedades abelianas polarizadas (Xi,Li), i = 1, 2, é um morfismo

entre as variedades abelianas:

Φ : X1 → X2

tal que:

Φ∗(L2) = L1 ∈ NS(X1).

Teorema 7.3.7 Sejam C uma curva definida sobre K, Jac(C) sua variedade jaco-

biana, ι : C ↪→ Jac(C) o mergulho jacobiano e θ ∈ NS(Jac(C)) a classe do divisor Θ,

então o par (Jac(C), θ) determina uma polarização principal.

Demonstração: [Cor-Sil, pag. 136] 2

Teorema 7.3.8 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo algebricamente

fechado K. É finito o número de classes de isomorfismos de variedades abelianas

polarizadas (X,L) com grau fixado de polarização. Em particular é finito o número

de classes de isomorfismo de variedades abelianas principalmente polatizadas (X,L)

Demonstração: [Cor-Sil, pag.140]. 2

7.4 TEOREMA DE TORELLI

Todo isomorfismo entre curvas induz de maneira natural um isomorfismo entre

suas jacobianas principalmente polarizadas, isto é, se α : C1 → C2 é um isomorfismo,

então existe um isomorfismo:

β : (Jac(C1), θ1) → (Jac(C2), θ2).
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Não é verdade em geral que um isomorfismo entre as jacobianas induza um isomorif-

smo, entre as curvas. Isto é verdade se o isomorfismo for de variedades abelianas

polarizadas pelo seguinte:

Teorema 7.4.1 (Torelli) Sejam C1 e C2 curvas lisas e projetivas sobre um corpo

algebricamente fechado K. Considere os respectivos mergulhos jacobianos: ιi : Ci ↪→
Jac(Ci), i = 1, 2. Se β : (Jac(C1), θ1) → (Jac(C2), θ2) é um isomorfismo de variedades

abelianas polarizadas, então existe um isomorfismo:

α : C1 → C2

tal que

ι2 ◦ α = ±β ◦ ι1 + c

para algum c ∈ Jac(C2)(K).

Demonstração: [Cor-Sil, pag.202]. 2

O teorema de Torelli é clássico, entretanto, no âmbito da geometria aritmética,

fez-se necessária a seguinte generalização:

Corolário 7.4.2 Sejam C1 e C2 curvas lisas e projetivas sobre um corpo K e de

gênero g ≥ 2. Se as jacobianas principalmente polarizadas de C1 e C2 são K-

isomorfas, então C1 e C2 são também K-isomorfas.

Demonstração: [Cor-Sil, pag.203]. 2

Teorema 7.4.3 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo K. É finito o

número de classes de isomorfismos de curvas C sobre K, mergulhadas sobre K em

suas jacobianas Jac(C) e tais que:

Jac(C) ' X,

isto é, de maneira que suas jacobianas sejam K-isomorfas a X.

Demonstração: [Cor-Sil, pag.202]. 2
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7.5 CONJECTURA DE SHAFAREVICH

Definição 7.5.1 Sejam (R,m) um anel de valorização discreta e F seu corpo de

frações. Consideremos uma curva lisa e projetiva C definida sobre F . Dado y ∈
Spec(R), dizemos que C tem boa redução em y, se existir um R-esquema X próprio

e liso, tal que XF = C. Nesse caso, se k = R/m é o corpo residual, então a fibra Xk

é uma curva não singular sobre k, tendo o mesmo gênero de C.

Definição 7.5.2 Seja K um corpo de números. Dados C uma curva sobre K e

y ∈ Y = Spec(OK), dizemos que C tem boa redução em y se COy,Y
tem boa redução

em y no sentido previamente exposto.

Conjectura 7.5.3 (Shafarevich) Sejam K um corpo de números e S ⊂ MK um

conjunto finito de Places. É finito o número de curvas lisas e projetivas sobre K de

gênero g, modulo K-isomorfismo, que tem boa redução em todos os Places exceto

os de S.

Lema 7.5.4 Sejam K um corpo de números, C uma curva projetiva lisa sobre K

de gênero g ≥ 1 e S ⊂ MK um conjunto finito de Places. Suponha que C tem boa

redução fora de S. Então existe uma extensão finita L|K e um conjunto finito de

Places S̃ ⊂ ML (contendo os Places referentes aos primos que dividem 2) tal que:

para cada ponto racional P ∈ C(K), existe um recobrimento πP : CP → CL com

boa redução fora de S̃, de grau deg(πP ) ≤ 2 · 22g, com ı́ndice de ramificação menor

ou igual a dois em P e não ramificada en todos os pontos de CL. Em particular o

gênero de CP é limitado, como conseqüencia da fórmula de Hurwitz.

Demonstração: [Cor-Sil, pag.197,198] ou [La 2, pag.105]. 2

O ponto essencial onde se usa a hipotese do gênero de C é maior ou igual a

dois é descrito no seguinte:

Teorema 7.5.5 (de–Franchis) Sejam X uma variedade sobre um corpo K e C
uma curva de gênero g ≥ 2 sobre K. Então é finito o número de aplicações racionais

genericamente sobrejetivas de X em C.
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Demonstração: [La 1, pag223]. 2

Teorema 7.5.6 A conjectura de Shafarevich implica a conjectura de Mordell.

Demonstração: Seja C uma curva projetiva, lisa e de gênero g ≥ 2 sobre K.

Suponha ainda que C têm boa redução fora um conjunto de Places de K. Para

cada ponto P ∈ C(K) existe pelo lema 7.5.4, um recobrimento πP : CP → C em que

o gênero de CP é limitado e CP tem boa redução fora de S. Suponha (por absurdo)

que o conjunto C(K) dos pontos K-racionais de C seja infinito. Como o conjunto

das classes de isomorfismo das curvas CP é finito pela conjectura de Shafarevich,

7.5.3, devemos ter uma infinidade de curvas isomorfas a uma dada CP0 . Desta forma

obteŕıamos infinitos morfismos sobrejetivos de CP0 em C que é um absurdo pelo

teorema de de Franchis, 7.5.5. Portanto o conjunto C(K) é finito. 2

A partir da conseqüência do teorema de Torelli dada pelo teorema 7.3.8, pode-

mos reduzir a conjectura de Shafarevich para curvas na seguinte:

Conjectura 7.5.7 (Shafarevich para Variedades Abelianas) Sejam K um

corpo de números, S ⊂ MK um conjunto finito de Places. O número de classes

de isomorfismo de variedades abelianas X sobre K, que tem boa redução fora de S,

é finito.

7.6 TEOREMAS DE FINITUDE DE FALTINGS

Como a conjectura de Mordell pode ser reduzida a conjectura de Shafarevich

para variedades abelianas, para demonstrá-la é suficiente mostrarmos os seguintes

teoremas de finitude para variedades abelianas devidos a Faltings.

Teorema 7.6.1 (Faltings I) Seja X uma variedade abeliana definida sobre um

corpo de números K. É finito o numero de classes de isomorfismos de variedades

abelianas que são K-isógenas a X.

Teorema 7.6.2 (Faltings II) Sejam K um corpo de números e S ∈ MK um con-

junto finito de Places. Então é finito o número de classes de K-isogenias de var-

iedades abelianas de dimensão fixada, que tenham boa redução fora de S.
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Nas duas seções subseqüentes explicaremos que o teorema 7.6.1, (Faltings I)

implica o teorema 7.6.2, (Faltings II). Na última seção vamos mostrar um dos pontos

de vista que podem ser usados na demonstração do teorema 7.6.1, (Faltings I).

Tal ponto de vista está diretamente relacionado com a demonstração original

de Faltings e em última instância consiste em definir uma altura de variedades

abelianas que tenha uma propriedade de finitude senśıvel a isogenias. A conclusão

da técnica pode ser sumarizada pelo seguinte:

Teorema 7.6.3 Sejam K um corpo de números e X uma variedade abeliana sobre

K. O conjunto das alturas de Faltings das variedades abelianas K-isógenas a X é

finito.

Há um segundo ponto de vista, devido a Masser-Wüstholz, e não abordado,

que consiste em resolver o problema geral descrito no seginte:

Teorema 7.6.4 Sejam d, m e n inteiros positivos. Então existem constantes c =

c(m,n, d) e r=r(n) tendo a seguinte propriedade: se X e Y são variedades abelianas

de dimensão n sobre um corpo de números K de grau d, tendo polarizações de gau

no máximo m, e se X e Y são K-isógenas, então existe uma K-isogenia de grau

limitado em termos de X por:

c · max(1, hst
Fal(X))r,

onde hst
Fal(X) é a áltura estavel de Faltings de X que definiremos em seguida.

É claro que ambos teoremas implicam o teorema Faltings I.

7.7 REPRESENTAÇÕES E BOA REDUÇÃO

Definição 7.7.1 Sejam G um grupo e V um espaço vetorial sobre um corpo K.

Uma representação de G em V um homomorfismo (cont́ınuo):

ρ : G → Aut(V )

Nestas condições Aut(V ) adquire uma estrutura de Z(G)-módulo. Dizemos que a

representação é semisimples se a estrutura de Z(G)-módulo de Aut(V ) for semisim-

ples.
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As representações semisimples são de primordial importância pela seguinte:

Proposição 7.7.2 Sejam G um grupo, ρ : G → Aut(V ) e ρ̃ : G → Aut(V ) duas

representações de G num espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo de

caracteŕıstoca zero. Então ρ e ρ̃ são isomorfas se e somente se:

Tr(ρ(g)) = Tr( ˜ρ(g)) , ∀g ∈ G.

Demonstração: [Hu, pag.277]. 2

Definição 7.7.3 Uma representação l-ádica do grupo de Galois Gal(K̄|K) de um

corpo K é um homomorfismo cont́ınuo:

ρ : Gal(K̄|K) → Gl(V ) = Gln(Ql)

em que V é um espaço vetorial Ql-ádico de dimensão n.

Definição 7.7.4 Seja X uma variedade abeliana definida sobre um corpo K e con-

sidere um primo l diferente da caracteŕıstica de K. A multiplicação por l fornece

uma aplicação natural nos subgrupos de ln-torção :

X[ln] → X[ln+1].

Tais aplicações comutam com os isomorfismos X[ln] ' (Z/lnZ)2d, onde d = dim(X).

Desta feita, podemos tomar o limite projetivo e assim definir o módulo de Tate:

Tl(X) := lim
←
X[ln].

Da nossa discussão anterior é fácil ver que que o módulo de Tate tem assim

uma estrutura natural de Zl-módulo livre com posto 2d. Definimos também os Ql

espaços vetoriais Vl(X) = Ql ⊗Zl
Tl(X).

A definição do módulo de Tate tem propriedades funtoriais de modo que se

temos um homomorfismo de variedades abelianas

Φ : X → Y,

ele induz de maneira natural um homomorfismo nos módulos e espaços vetoriais de

Tate:

Tl(Φ) : Tl(X) → Tl(Y ),
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Vl(Φ) : Vl(X) → Vl(Y ).

Após escolhermos uma base obtemos representações de Gal(K̄|K) em Gl2d(Zl) e em

Gl2d(Ql), induzidas pela açã natural do grupo de Galois Gal(K̄|K) no módulo de

Tate. Essas são as principais representações l-ádicas.

Para nossas aplicações considere K um corpo de números, υ ∈ M0
K um Place

finito, Oυ o anel de valorização discreta que é o completamento de OK com respeito

a υ e F o corpo de frações de Oυ. Seja Υ um Place de F̄ tal que Υ|υ.

Definição 7.7.5 O grupo de decomposição de Υ, GΥ é o subgrupo de Gal(F̄ |F )

consistindo de todos os elementos que fixam Υ, isto é:

GΥ = {σ ∈ Gal(F̄ |F ) | σ(Υ) = Υ}.

A partir de nossa definição, podemos identificar GΥ com o grupo de Galois do

completamento:

GΥ = Gal(F̄Υ|Fυ).

Se Υ|υ e Υ̃|υ então GΥ e GΥ̃ são conjugados.

Cada elemento de GΥ induz um automorfismo do corpo residual kΥ sobre kυ

e, portanto, existe um homomorfismo sobrejetivo natural:

ΦΥ : GΥ → Gal(kΥ|kυ).

Definição 7.7.6 O núcleo do homomorfismo ΦΥ é chamado o grupo de inércia e

denotado IΥ.

É fácil mostrar que os grupos de inércia são conjugados no caso em que Υ|υ e

Υ̃|υ. O anulamento do grupo de inércia fornece um critério de não ramificação, dáı,

dada uma representação:

ρ : Gal(F̄ |F ) → Aut(V )

dizemos que ρ é não ramificada em υ se seu núcleo contém o grupo de inércia.
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Com as mesmas notações anteriores, consideremos kυ o corpo residual de Oυ

e kΥ o corpo residual de OΥ. Se kΥ é um corpo finito com q elementos, existe um

único elemento σ ∈ Gal(kΥ|kυ) tal que:

σ(x) = xq , ∀x ∈ kΥ.

Tal elemento é chamado o automorfismo de Frobenius. Portanto, existe um único

elemento FrΥ ∈ GΥ/IΥ que induz o automorfismo de Frobenius em kΥ. Outra vez,

temos que, dois tais elementos são conjugados.

Se Fr ∈ GΥ é o elemento de Frobenius, então, considerando a representação

Vl(Fr) em Vl(X). Podemos dterminar as ráızes do polinômio caracteŕıstico de Vl(Fr)

e temos assim o seguinte:

Teorema 7.7.7 As ráızes do polinômio caracteŕıstico do elemento de Frobenius

Vl(Fr) são algébricos e tem valor absoluto q1/2. O polinômio caracteŕıstico tem

coeficientes inteiros. Em particular o traço do elemento de Frobenius é inteiro e

satisfaz:

| Tr(ρl(Fr))| ≤ 2dq1/2.

Demonstração: [La 2, pag.85]. 2

Definição 7.7.8 Seja X uma variedade não singular sobre um corpo F que é o

corpo de frações de um domı́nio de valorização discreta Oυ. Dizemos que X tem

boa redução em υ se existir um modelo, isto é, um esquema liso e próprio sobre

S = Spec(Oυ):

X̃ → S

tal que a fibra genérica desse esquema seja (isomorfa a) X.

Definição 7.7.9 Se XF é uma variedade abeliana, um modelo de Néron para XF

é esquema em grupos liso sobre S = Spec(Oυ):

N(XF ) → S

tal que a fibra genérica seja XF e tal que para cada morfismo liso Y → S, o

homomorfismo natural:

MorS(Y,N(X)) → MorF (YF , XF )

seja um isomorfismo.
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Teorema 7.7.10 (Néron(local)) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo

F que é o corpo de frações de um anel de valorização discreta R. O modelo de Néron

existe, é de tipo finito sobre S e é único a menos de S = Spec(R)-isomorfismos.

Demonstração: [Cor-Sil, pag.214]. 2

Teorema 7.7.11 (Néron-Ogg) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo

F , corpo de frações de um anel de valorização discreta. Seja l um primo diferente

da caracteŕıstica do corpo residual. Então, X tem boa redução se e somente se a

representação de Gal(F̄ |F ) em Vl(X) for não ramificada.

Demonstração: [La 2, pg. 113]. 2

Corolário 7.7.12 (Koizumi-Shimura) Sejam X e Y variedades abelianas sobre

um corpo F , corpo de frações de um anel de valorização discreta. Se Y é isógena a

X sobre F e se X tem boa redução, então Y tem boa redução.

Demonstração: [La 2, pag.113]. 2

No caso global temos uma construção similar:

Definição 7.7.13 Seja R um domı́nio de Dedekind, com anel de frações K, Se X

é uma variedade abeliana sobre K, então um modelo de Néron N(X) para X é

um esquema em grupos sobre Spec(R) cuja fibra genérica seja X e que satisfaz a

seguinte propriedade universal:

Se Y é um R-esquema liso (sobre R) e se Φ : Y 99K N(X) é uma aplicação racional,

então Φ se estende a um R-morfismo.

Teorema 7.7.14 (Néron(global)) SejaX uma variedade abeliana sobre um corpo

K, corpo de frações de um domı́nio de Dedekind R. O modelo de Néron existe, é

de tipo finito sobre S = Spec(R) e é único a menos de R-morfismos.

Demonstração: [Cor-Sil, pag.214]. 2



86

7.8 REDUÇÃO DE LANG

Nesta seção, nosso objetivo é mostrar que o teorema Faltings I, teorema

7.6.1, implica o teorema Faltings II, teorema 7.6.2. Dessa maneira, para demon-

strar a conjectura de Mordell, teorema 7.0.2, é necessário apenas demonstrar o

teorema 7.6.1. Tal redução é descrita por Serge Lang, no livro Survey of Diofantine

Geometry,[La 2], onde todos os detalhes podem ser encontrados.

Teorema 7.8.1 O teorema Faltings I implica que:

(i) a representação de GK := Gal(K̄|K) em Vl(X) é semisimples;

(ii) as aplicações naturais:

Zl ⊗ EndK(X) → EndGK
(Tl(X))

e

Ql ⊗ EndK(X) → EndGK
(Vl(X))

são isomorfismos.

Demonstração: Seja l um primo. Vamos chamar (l,K)-isogenia qualquer K-

isogenia cujo grau seja uma potência de l. Como a classe de (l,K)-isogenias de X

contém só um número finito de classes de isomorfismos, então para cada submódulo

W ⊂ Vl(X), existe u ∈ Ql ⊗ EndK(X) tal que u(Vl(X)) = W .

De fato, fazendo W 0 = W ∩ Tl(X) e W 0
n = W 0 + lnTl(X) ⊂ Tl(X), definimos

Wn = γn(W 0
n), onde γn : Tl(X) → Tl(X)/lnTl(X). Identificando Wn com um

subgrupo de X(ln), consideremos as isogenias:

αn : X → X/Wn = Yn

e

βn : Yn → X,

onde βn é a isogenia dual de αn, e βn ◦ αn = [ln]X .

A construção anterior implica que βn(Tl(Yn)) = W 0
n e por um argumento de

compacticidade segue nossa afirmação.
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(i) Tal propriedade segue da semisimplicidade de Ql ⊗ EndK(X) como Ql-

algebra, da nossa afirmação anterior, isto é, para cada submódulo W ⊂ Vl(X) existe

u ∈ Ql ⊗ EndK(X) tal que u(Vl(X)) = W . De fato isto implica que o ideal a direita

u(Ql ⊗ EndK(X)) é gerado por um elemento idempotente ε tal que εVl(X) = W .

O fato que os elementos de GK comutam com os elementos de EndK(X) conclui a

demonstração da primeira parte.

(ii) Em primeiro lugar, notamos que a imagem E de Ql[GK ] em End(Vl(X)) é

o comutador C de Ql ⊗ EndK(X) em End(Vl(X)) e em seguida, conclui-se a partir

da teoria das algebras semisimples como descrito em [La 2, pag.111]. 2

Corolário 7.8.2 Sejam X e Y variedades abelianas sobre um corpo K que satis-

fazem:

(i) a representação de GK := Gal(K̄|K) em Vl(X) é semisimples;

(ii) as aplicações naturais:

Zl ⊗ EndK(X) → EndGK
(Tl(X))

e

Ql ⊗ EndK(X) → EndGK
(Vl(X))

são isomorfismos.

Então as aplicações naturais:

Zl ⊗ HomK(X,Y ) → HomGK
(Tl(X), Tl(Y ))

e

Ql ⊗ HomK(X,Y ) → HomGK
(Vl(X), Vl(Y ))

são isomorfismos.

Demonstração: [La 2, pag.108]. 2

Teorema 7.8.3 Sejam X e Y variedades abelianas sobre um corpo K que satis-

fazem:



88

(i) a representação de GK := Gal(K̄|K) em Vl(X) é semisimples;

(ii) as aplicações naturais:

Zl ⊗ EndK(X) → EndGK
(Tl(X))

e

Ql ⊗ EndK(X) → EndGK
(Vl(X))

são isomorfismos.

Então, um Gal(K̄|K)-isomorfismo Vl(X) ' Vl(Y ), fornece uma K-isogenia entre X

e Y .

Demonstração: Seja

Φ : Vl(X) → Vl(Y )

um Gal(K̄|K)-isomorfismo. Multiplicando por um inteiro l-ádico no anel de endo-

morfismos, Φ induz um homomorfismo, que denotaremos novamente por Φ

Φ : Tl(X) → Tl(Y )

cujo co-núcleo é finito. Pelo corolário anterior, se {α1, . . . , αr} é uma base de

HomK(X, Y ), sobre Z, podemos escrever:

Φ =
r∑

i=1

ziαi , zi ∈ Zl.

Sejam agora ni ∈ Z inteiros arbitrariamente próximos de zi. O morfismo
r∑

i=1

niαi

tem núcleo finito em Xl∞ e portanto induz uma isogenia. 2

Lema 7.8.4 Seja K um corpo de números e S ∈ MK é um conjunto finito de

Places. Existe um conjunto finito de Places S̃ ∈ Mk, disjunto de S e dos Places

dividindo l, tal que se ρ e ρ̃ são duas representações l-ádicas semisimples de dimensão

d de Gal(K̄|K) não ramificadas fora de S e se

Tr(ρ(Frυ)) = Tr(ρ̃(Frυ)) , ∀υ ∈ S̃,

então, ρ é Gal(K̄|K) isomorfa a ρ̃.
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Demonstração: Como Gal(K̄|K) é compacto, existem nos espaços l-ádicos V

e Ṽ reticulados l-ádicos T ∈ V e T̃ ∈ Ṽ que são Gal(K̄|K) estáveis, vide-se por

exemplo [Hu, pg. 275]. Seja R a Zl-álgebra gerada pela imagem de Gal(K̄|K) em

EndZl
(T ) × EndZl

(T̃ ).

Então temos que:

dimZl
(R) ≤ 8d2 = dimZl

(EndZl
(T ) × EndZl

(T̃ )).

Desta feita, como ](R/lR) ≤ ldim(R), R é finitamente gerado sobre Zl, uma vez que

pelo lema de Nakayama representantes de R/lR geram R como Zl-módulo.

Considerando o homomorfismo natural (representação):

% : Gal(K̄|K) → (R/lR)∗,

mostra-se que a representação de Gal(K̄|K) no grupo finito (R/lR)∗ é não ramificada

fora de S. Por um teorema de Hermite, teorema 6.1.4, existe apenas um número

finito de extenções de corpos de números de grau fixado que são não ramificadas fora

de S. Do exposto, existe um subgrupo fechado H < Gal(K̄|K) de ı́ndice finito em

Gal K̄|K tal que para todas as representações como as de nossa hipótese, seu núcleo

contém H. Podemos assim considerar a representação do grupo finito Gal(K̄|K)/H:

% : Gal(K̄|K)/H → (R/lR)∗

e então concluir a existência de um conjunto finito S̃ ⊂ M0
K tal que os elementos de

Frobenius Frυ com υ ∈ S̃ tenham imagens que cobrem a imagem de Gal(K̄|K) em

(R/lR)∗. Se

Tr(ρ(Frυ)) = Tr(ρ̃(Frυ)) , ∀υ ∈ S̃,

obtemos que

Tr(ρ(α)) = Tr(ρ̃(α)) , ∀α ∈ R.

Disto concluimos que as representações são Gal(K̄|K)-isomorfas, pois pela hipótese

de semisimplicidade podemos aplicar a proposição, 7.7.2. 2

Teorema 7.8.5 (Lema de Faltings) Sejam K um corpo de números, d um inteiro

positivo, S ∈ MK um conjunto finito de Places e para cada υ 6∈ S seja Zυ ⊂ Ql

um conjunto finito. Então, o número de classes de isomorfismos de representações

semisimples de Gal K̄|K, cuja dimensão é d sobre Ql, que são não ramificadas fora

de S e tais que, para cada υ 6∈ S os traços dos Frobenius, Tr(ρ(Frυ)) estão em Zυ é

finito.
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Demonstração: Corolário imediato do lema anterior. 2

Teorema 7.8.6 (Redução de Lang) O teorema 7.6.1, Faltings I, implica o teo-

rema 7.6.2, Faltings II.

Demonstração: Em primeiro lugar, pelo teorema 7.8.1, o teorema Faltings I

implica as propriedades:

(i) a representação de GK := Gal(K̄|K) em Vl(X) é semisimples;

(ii) as aplicações naturais:

Zl ⊗ EndK(X) → EndGK
(Tl(X))

e

Ql ⊗ EndK(X) → EndGK
(Vl(X))

são isomorfismos.

Posteriormente, mostramos que as propriedades supracitadas implicam o teorema

da isogenia, teorema 7.8.3. Portanto, as classes de K-isogenias de uma variedade

abeliana podem ser descritas a partir das classes de Gal(K̄|K)-isomorfismos de

Vl(X).

O critério de boa redução de Néron-Ogg, teorema 7.7.11, nos garante que o

conjunto das classes de isogenias de X tendo boa redução fora um conjunto finito

S de Places se injeta no conjunto das classes de isomorfismos de representações de

Gal(K̄|K) em Vl(X), não ramificadas fora de S.

O teorema de Weil, 7.7.7, nos garante que o traço das imagens, pela nossa

representação, dos elementos de Frobenius está em um conjunto finito e portanto

podemos aplicar o lema de Faltings, 7.8.5, para concluir a finitude do conjunto das

classes de isomorfismos de representações de Gal(K̄|K) em Vl(X), não ramificadas

fora de S. Assim asseguramos a finitude do conjunto das classes de isogenias de X

tendo boa redução fora um conjunto finito de Places S ∈ MK . 2
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7.9 FIBRADOS LINEARES METRIZADOS E ALTURA DE FALTINGS

Definição 7.9.1 Sejam K um corpo de números e OK seu anel de inteiros. Um

fibrado linear metrizado em Spec(OK) consiste de um OK-módulo projetivo P mu-

nido de normas ‖ ‖υ em P ⊗OK
Kυ para cada Place infinito υ ∈ M∞

K . O grau do

fibrado linear metrizado é defnido por:

deg(P, ‖ ‖) = log[](P/pOK)] −
∑

υ∈M∞
K

ευ log ‖p‖,

em que ευ = 1 ou 2 de acordo com υ induzir um mergulho real ou complexo. Note

que nossa definição fez uso da escolha de um elemento não nulo p ∈ P , entretanto o

lado direito é independente de p.

Definição 7.9.2 Sejam K um corpo de números, OK su anel de inteiros, X uma

variedade abeliana sobre K, N(X) o modelo de Néron de X sobre S = Spec(OK),

η : S → N(X) a seção nula, Ω1
N(X)/S o feixe de diferenciais. O determinante co-Lie

é definido por:

L(N(X)) = η∗(det(Ω1
N(X)/S)).

Note que L(N(X)) é um fibrado linear em S = Spec(OK).

Para aplicar o conceito de grau de fibrado linear metrizado ao determinante

co-Lie, vamos considerar uma estrutura Hermitiana dada por:

< ω, ω >=
1

(2π)d

∫

X(C)

|ω ∧ ω̄| , ω ∈ L(N(X)) d = dim(X).

Definição 7.9.3 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo de números K. A

altura de Faltings é definida por:

hFal(X) =
1

[K : Q]
deg(L(N(X))).

Teorema 7.9.4 Sejam K um corpo de números e n, d, h0 inteiros. Então o número

de classes de isomorfismos de variedades abelianas polarizadas (X,L) sobre K em

que dim(X) = d, deg(ΦL) = n e hFal(X) ≤ h0 é finito.
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Proposição 7.9.5 Sejam K um corpo de números e X uma variedade abeliana

sobre K com redução semiestável. Então, se L|K é uma extensão finita:

hFal(XL) = hFal(X).

Definição 7.9.6 Seja K um corpo de números e X uma variedade abeliana sobre

K. Escolhendo qualquer extensão finita L|K tal que XL seja semiestável, definimos

a altura estável de Faltings por:

hst
Fal(X) = hFal(XL).

Pela proposição anterior, tal altura não depende do corpo de definição.

Definição 7.9.7 Seja X uma variedade abeliana de dimensão d. Uma estrutura de

ńıvel N de X é um isomorfismo:

ε : (Z/NZ)2d → X[N ].

Teorema 7.9.8 (Construção do espaço de moduli)Sejam d e N inteiros pos-

itivos de modo que N seja diviśıvel por pelo menos dois primos p ≥ 3. Então,

existem

(i) uma união disjunta finita de variedades projetivas M̄d,N , definida sobre Q, tal

que todas as componentes tem a mesma dimensão d(d+1)
2

;

(ii) um aberto denso Md,N ⊂ M̄d,N não singular sobre Q, cujo complemento tem

codimensão d;

(iii) um Q-morfismo próprio e liso,

Φ : X → Md,N ,

que é um esquema abeliano de dimensão relativa d;

(iv) uma estrutura de ńıvel N :

ε : (Z/NZ)2d → X[N ];
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(iv) uma classe de equivalência algébrica:

L ∈ NS(X),

tais que para cada extensão K|Q a associação:

x 7→ (Xx,Lx, εx) = Φ−1(x) , x ∈ Md,N(K)

fornece uma bijeção entre o conjunto Md,N(K) dos pontos K-racionais de Md,N e o

conjunto das classes de isomorfismo de tais triplas sobre K.

Demonstração: [FC, V, Theorem 2.5]. 2

Pode-se definir o determinante co-Lie em M̄d,N correspondendo a uma classe

de divisores amplo λ ∈ Pic(M̄d,N). Pelo exposto, podemos associar a λ uma função

altura módulo O(1):

hλ : M̄d,N :→ R.

Tal altura é chamada altura de Lie. A relação fundamental entre a altura de Lie e

a altura de Faltings é o conteúdo do seguinte:

Teorema 7.9.9 Para cada tripla (X,L, ε) sobre um corpo de números, sejam(X,L, ε)

o respectivo ponto no espaço de moduli. Então:

hst
Fal(X) = hλ(m(X,L, ε)) +O(log(hλm(X,L, ε))).

Demonstração: [La 2, pa.119]. 2

Teorema 7.9.10 Sejam K um corpo de números e X uma variedade abeliana sobre

K. O conjunto das alturas de Faltings das variedades abelianas K-isógenas a X é

finito.

Demonstração: [Fa]. 2
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