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RESUMO

Esta dissertacao tem como principal objetivo expor o bem sucedido projeto de en-
tender a aritmética das curvas algébricas a partir de sua geometria. Estaremos
interessados em caracteristicas qualitativas do conjunto dos pontos K-racionais (K
corpo de nimeros) da curva tais como existéncia, finitude e estrutura algébrica.
Para curvas de género zero, mostramos o principio local-global (para quadricas) que
garante a existéncia de um ponto em K baseado na existéncia de pontos em todos
os completamentos de K.

Para curvas de género um que possuem um ponto K-racional, o método da tan-
gente e da secante fornece ao conjunto dos pontos K-racionais da curva uma es-
trutura algébrico-geométrica de grupo abeliano, o principal resultado é o teorema
de Mordell-Weil que garante que tal grupo é finitamente gerado, mostraremos mais
geralmente o teorema de Mordell-Weil para variedades abelianas.

A dultima classe de curvas que iremos considerar sao as curvas de género maior ou
igual a dois, para tais curvas o conjunto dos pontos K-racionais é sempre finito.

Este ¢ o teorema de Faltings (que ndo daremos uma demonstragao completa).

palavras-chave: Equagoes Diofantinas, Geometria Aritmética, Principio local-

global, Teorema de Mordel-Weil, Teorema de Faltings.
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ABSTRACT

The main goal of this dissertation show the well done project of understand the arith-
metic of algebraic curves from its geometry, “Geometry determines Arithmetic”. We
will be interested in qualitative characteristics of the set of K-rational points of the
curve (K denotes a number field). The most important of this characteristics is the
emptiness, the finitude and the algebraic structure if there is.

For curves of genus zero we will show the local-global principle (in general for
quadrics) witch guarantee the existence ok a K-rational point if there exists points
in all the local fields, completations of K.

For curves of genus one witch posses one K-rational point, the tangent and secant
argument of Fermat provides to the set of K-rational points an algebraic and geo-
metric structure of abelian group, the most important result in this setting is the
Theorem of Mordell-Weil proving that this group is finitely generated, in general we
will proof the Mrdell-Weil theorem to abelian varieties.

The last class of curves considered was the curves of genus grater than or equal to
two, for this class the set of K-rational point is finite. This is Faltings Theorem

(witch we will not proof completely).

keywords: Diophantine Equations , Arithmetic Geometry, Local-global princi-
ple, Mordel-Weil Theorem, Faltings Theorem.
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INTRODUCAO

Chamamos equagao diofantina uma equagao (ou sistema de equagoes) polinomial em
mais de uma variavel a coeficientes inteiros ou racionais na qual se buscam solucoes
inteiras e/ou racionais. A histéria das equagoes diofantinas é milenar e seu nome
é uma homenagem ao matematico grego Diofanto, que resolveu alguns problemas
desse tipo no tratado Aritmetica. E natural, entretanto, tentar generalizar esse
estudo para corpos de numeros, isto é, extengoes finitas dos racionais. Existe uma
semelhanca entre tais corpos, mas também uma dificuldade técnica adicional devida
ao fato de que, em geral, o anel de inteiros de corpos de niimeros nao é dominio de

fatorizacao tnica .

Vamos, durante toda a dissertagdo, interpretar o conjunto-solu¢ado de uma
equagao, ou de um sistema, como uma variedade algébrica. As principais questoes a
serem respondidas sobre problemas diofantinos sao de origem qualitativa, uma vez
que, em geral, nao é possivel encontrar explicitamente o conjunto-solugao de modo

efetivo. Vamos enunciar, agora, as principais questoes a serem respondidas:
(i) Existéncia de pontos K-racionais, isto é, solu¢oes em K da equacao (ou sis-
tema);
(ii) Finitude do conjunto dos pontos K-racionais;

(iii) Estrutura do conjunto dos pontos K-racionais.

As perguntas correspondentes para pontos inteiros (no caso afim) usam, em
geral, técnicas de aproximacao diofantina e da teoria de classes e nao serao expostas.

Vamos tratar, principalmente, de curvas.

As primeiras equacoes diofantinas a serem consideradas sao as de graus um e
grau dois, em duas varidveis. Essas equacoes foram resolvidas (parcialmente) pelo

proprio Diofanto. Na linguagem geométrica, tais equagoes representam curvas de

X1



xil

género zero. Uma curva lisa projetiva sobre um corpo perfeito K e de género zero é
K-isomorfa a uma curva plana, dada por uma equacao de grau doi, com coeficientes
em K, i.e. a uma conica. Portanto, uma tal curva é isomorfa a P} se e somente
se tem um ponto K-racional. No capitulo intitulado O Principio Local-Global para
quadricas, damos uma caracterizacao para a existéncia de pontos K-racionais para
quadricas de P}, n > 2 em que K é um corpo de numeros. O teorema principal,
devido a Hasse-Minkowski, teorema 2.5.4, garante a existéncia de um ponto em K
(global), baseado na hip6tese da existéncia de pontos em todos os completamentos
(locais) de K, com respeito a todos os possiveis valores absolutos em K. As técnicas
utilizadas para a demonstracao desse resultado sao, essecialmente, aritméticas e

introduzidas na primeira parte do capitulo.

Seguindo a ordem de dificuldade natural, o passo seguinte é considerar as
curvas lisas e projetivas sobre um corpo perfeito K, de género 1. Se tais curvas
admitem um ponto K-racional, podem ser naturalmente identificadas com cubicas
planas dadas por particulares equagbes (de grau 3) com coeficientes em K. As
curvas lisas e projetivas sobre K de género 1, que admitem um ponto K-racional, se
dizem curvas elipticas. Para as ciibicas planas, o método da secante e da tangente,
um antigo procedimento para encontrar novos pontos racionais, a partir de pontos
conhecidos, fora exaustivamente utilizado por Fermat e deu origem a consagrada
lei de grupo geométrica nas curvas elipticas. Dedicamos um capitulo as curvas de
género um, no qual damos ainda um critério para a existéncia de pontos K-racionais.
Os pontos K-racionais de uma curva eliptica, definida sobre um corpo de nimeros
K, tém uma estrutura de grupo abeliano finitamente gerado. Tal resultado sera
demonstrado em toda sua generalidade no capitulo intitulado Teorema de Mordell-
Weil, em que mostraremos o resultado para variedades abelianas definidas sobre
um corpo de numeros. Os capitulos Variedades Abelianas e Teoria das Alturas
sao técnicos e tém como principal objetivo fornecer os pré-requisitos (geométricos
e aritméticos) necessarios para a demonstragdo do teorema de Mordell-Weil. O
teorema de Mordell-Weil, 6.3.1, nos da uma estrutura para o conjunto dos pontos
K-racionais e leva a questao de finitude ao estudo do posto de um grupo abeliano
finitamente gerado. O problema do posto, entretanto, esta em aberto e é conhecido

como Conjectura de Birch e Swinnerton—Dyer.

Se levarmos em conta a classificacao geométrica das curvas, seria natural,
agora, considerar o problema para curvas de género maior ou igual a dois. Do ponto

de vista aritmético, a curva geral de género g > 2, sobre um corpo de numeros K,
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representa uma equacao diofantina extremamente complicada, de modo que os resul-
tados gerais sobre tais curvas sao complexos raros e pouco conhecidos. E suficiente
observar que o Ultimo Teorema de Fermat, demonstrado recentemente por Wiles,
[Wi], garante que as curvas projetivas planas e lisas de equagoes X™ + Y™ = Z"
n > 3, de género £(n —1)(n —2) > 1 tém somente solugdes racionais (ou equivalen-
temente inteiras) triviais, i.e., com uma das coordenadas nula. Em 1922, Mordell
conjecturou em [Mor| que curvas lisas, projetivas sobre um corpo de numeros K e
de género, g > 2, tém somente um nimero finito de pontos K-racionais. Esse resul-
tado foi provado em 1982, por Faltings, em [Fal, e se destaca como uma das maiores
conquistas da Matemaética do século passado. Infelizmente, devido as dificuldades
técnicas e a insuficiénca de espago, nao serd possivel dar uma demonstracao com-
pleta do Teorema de Faltings, 7.0.2. Vamos dar uma idéia sobre duas das principais
técnicas utilizadas para demonstrar este resultado. Existem vérias conjecturas e teo-
remas importantes que de alguma forma, se relacionam com o teorema de Faltings,

como descreveremos na ultima secao deste trabalho.



CAPITULO 1

DEFINICOES E PRELIMINARES

O objetivo desta dissertacao é explicar alguns entre os principais resultados sobre
a aritmética das curvas algébricas. Neste capitulo, vamos estabelecer notagoes,
introduzir varias definicbes e lembrar varias nogoes béasicas de geometria das curvas
algébricas e de teoria algebrica dos numeros, utilizados em seguida. Todos os corpos

considerados sao assumidos perfeitos.

1.1 CURVAS
1.1.1 Pontos K-racionais e modelos

Definicao 1.1.1 Sejam K um corpo, X um K-esquema e R uma K-algebra. O
conjunto dos pontos R-racionais de X é o conjunto Morg(Spec(R), X), que serd
denotado por X(R). A extensao de base de X por R é o R-esquema X Xgpec(k)
Spec(R), que serda denotado por Xpg.

Devido a nossas aplicagoes, estaremos interessados exclusivamente em esque-
mas de tipo finito sobre K. Neste caso, quando R = L é um corpo, existe uma
identifica¢do natural entre X (L) e o conjunto dos pontos fechados P € X tais que
K(P) C L, que numa vizinhang¢a afim correspondem com solugdes em K da equagao

(ou sistema) que gera o ideal.

Definicao 1.1.2 Uma variedade X sobre um corpo K é um K-esquema de tipo
finito, integral, separado e tal que K seja algebricamente fechado em K(X). Nestas
condicoes, Xz é uma variedade sobre K. Uma curva é uma variedade de dimensao
1, definida sobre um corpo K fixado.

Toda curva C é birracionalmente equivalente a uma curva nao-singular C,

chamada normalizacao de C. Quando estamos interesados em problemas aritméticos,



vamos estar sempre tratando de curvas nao-singulares, uma vez que as principais
questOes aritméticas qualitativas s@o invariantes na classe de equivaléncia birra-
cional. Vamos considerar nossas curvas nao-singulares e projetivas sobre o corpo
K em questao. Sobre o problema de existéncia de pontos K-racionais, fixada uma
classe de equivaléncia birracional, temos que a existéncia de pontos no caso liso

implica a existéncia de pontos no caso geral, pelo seguinte:

Teorema 1.1.3 Uma aplicagao racional de uma curva lisa numa variedade projetiva

se extende a um morfismo definido na curva.

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.69]. O

Corolario 1.1.4 Uma aplicagao birracional entre curvas projetivas lisas é um iso-

morfismo.

A normalizacdo de uma curva é tnica, a menos de isomorfismo, pelo corolério

acima.

1.1.2 Mergulhos no espaco projetivo

Quando estivermos tratando de curvas (variedades) projetivas lisas, vamos
identificar divisores e fibrados lineares, uma vez que a correspondéncia D — £(D),
que a cada divisor de Weil faz corresponder um fibrado linear, fornece um isomor-
fismo entre o grupo dos divisores, médulo equivaléncia linear, e o grupo dos fibrados

lineares, médulo isomorfismo.

Definicao 1.1.5 Um divisor D sobre uma curva C é um elemento do grupo livre
gerado pelos pontos fecahdos de C, i.e.

1
D:anpw
i=1
comn; € Z el €.

Um divisor se diz efetivo se n; > 0 para todoi=1,...,1L.



Se a curva esta definida sobre um corpo K, definimos o grau de D = Zézl n; P;

sobre K como sendo

degy (D) = Zni[K(Pi) K] € Z.

Pelo fato de C ser de tipo finito sobre K, temos [K(P) : K| < oo para cada
ponto fechado P € C.

Definicao 1.1.6 Seja D um divisor numa curva C sobre um corpo K. Definimos
L(D) =T(X,£(D)) el(D) = dimg(L(D)).

Definicao 1.1.7 O feixe de diferenciais de uma curva lisa C sobre um corpo K sera
denotado por we, . Chamaremos divisor canonico qualquer divisor K¢ de C tal que

£(Kc) ~ weyk- O divisor canénico s6 esta bem definido, médulo equivaléncia linear.

Definicao 1.1.8 O género de uma curva C projetiva, lisa sobre K é definido por:

Proposicao 1.1.9 Sejam C uma curva projetiva, lisa sobre um corpo K e D um

divisor em C. Entao, se L|K é uma extensao de corpos:

(i) O grau de D é invariante pela mudanca de base, i.e. degy (D) = deg,(Dy),
onde Dy é o divisor induzido sobre X pela mudan¢a de base Spec(L) —
Spec(K);

(ii) A dimensao (D) é invariante pela mudanga de base;
(iii) O género de C é invariante pela mudanga de base.
Demonstragao: (i) [Liu, pag.276]. (ii) e (iii) sdo consequéncia do fato que a

dimensao de um espaco vetorial é invariante por tensorizacao e no terceiro caso que

o feixe dos diferencial comuta com a mudanca de base, i.e. wx, ;1 ~ wx/Kk @k L. O



Teorema 1.1.10 (Riemann-Roch) Sejam C uma curva projetiva, lisa sobre um

corpo K e D um divisor em C. Entao:

I(D) — (K¢ — D) =deg(D) + 1 —g¢(C).

Demonstragao: [Liu, pag.281]. |

Corolario 1.1.11 Sejam C uma curva e K¢ um divisor canonico. Entao:

deg(Kec) = 2g(C) —2.

Demonstragao: [Liu, pag.282]. O

Definicao 1.1.12 Sejam X uma variedade sobre K e D um divisor. Dizemos que
D é sem ponto base (respectivamente amplo, respectivamente muito amplo) se o
feixe £(C) for gerado por se¢oes globais (respectivamente amplo, respectivamente
muito amplo).

Seja X uma variedade projetiva, lisa definida sobre K. A maneira natural de
definir aplicagoes de X no espago projetivo P} é a partir dos divisores (ou equivalen-
temente dos fibrados lineares ou feixes inversiveis) de X. Lembramos que se X é uma
variedade sobre um corpo K e {sq, ..., s,} € I'(X, £) sao linearmente independentes,

podemos definir uma aplicacao racional:
O X -5 Ph.

Temos o seguinte:

Teorema 1.1.13 Seja X uma variedade projetiva, lisa sobre K e seja O(1) o feixe

inversivel de P, associado a um hiperplano.

(i) Se ® : X — P é um morfismo, entao *(O(1)) é um feixe inversivel, gerado
pelas se¢oes globais s; = ®*(x;).

(ii) Reciprocamente, se £ é um feixe inversivel em X, e se {sg,...,sn} C I'(X, £)
sao segoes globais que geram £, entao existe um tnico morfismo ¢ : X — P}

tal que £ ~ ®*(O(1)) e tal que s; = ®*(x;) via esse isomorfismo.



Demonstragao: [Har, 150]. O

Corolario 1.1.14 Seja C uma curva sobre um corpo K, projetiva e lisa de género
g e seja D um divisor em C. Entao:
(i) se deg(D) > 2g, entao £(D) é gerado por se¢oes globais;

(ii) se deg(D) > 2g + 1, entao £(D) é muito amplo.

Demonstragao: [Liu, pag.286]. O

Definicao 1.1.15 Seja C uma curva sobre K, projetiva e lisa de género g > 1,

dizemos que C é hipereliptica se existe um morfismo finito e separavel de grau dois:

P:C— Py.

Tal condicao é equivalente a existéncia de um divisor D tal que I(D) =
deg(D) = 2 como descrito em [Liu, pag.287].

Proposicao 1.1.16 Toda curva C de género dois é hiperelliptica.

Demonstragao: O divisor canonico K¢ tem grau 2g(C) —2 = 2 e I(K¢) = g(C).
Portanto se g(C) = 2, tal curva é hipereliptica. O

Teorema 1.1.17 Seja C uma curva sobre um corpo K, projetiva e lisa, de género
g. Entao:

(i) se g =0, entao —K é muito amplo;

(ii) se g =1, entao K¢ = 0;

(iii) se g > 2, entao K¢ é amplo. Numa curva C de genero g > 3, o divisor K¢ é
muito amplo se e somente se C nao é hipereliptica.



Demonstragao: [Hin-Sil, pag.68] ou [Liu, pag. 77]. O

Proposicao 1.1.18 Seja C uma curva sobre um corpo K, projetiva, lisa e de género

zero. Entao:

(i) O divisor anticanénico —K¢ define um mergulho C — P%. da curva C numa

conica plana lisa;

(ii) C(K) # 0 se e somente C é K-isomorfo a Pk.

Demonstragao: (i) Como — K¢ é muito amplo, basta notar que deg(—K¢) =2 e
I(—K¢) = 3.

(ii) Se P € C(K), temos que D = P tem grau 1 e portanto é muito amplo pelo
corolario 1.1.14. Pelo teorema de Riemann-Roch temos [(P) = 2 e portando o

morfismo associado a P identifica C com P),. A outra implicagio é trivial., O

Proposicao 1.1.19 Seja C uma curva sobre um corpo K que seja projetiva, lisa e
de género um tal que C(K) # (). Entao existe um mergulho definido sobre K :

¢:C— P

da curva C nima ciibica plana lisa.

Demonstragao:  Basta notar que se P € C(K), entao deg(L(3(P))) = 3 =
2¢(C) + 1. Assim L£(3(P)) é muito amplo pelo corolario 1.1.14, I((3P)) = 3, pelo
teorema de Riemann-Roch e portanto £(3(P)) induz um mergulho definido sobre

K de C em P%. A imagem é uma ciibica plana por construgao. O

Para entender a aritmética das curvas de género maior ou igual a dois faz-se
necessario introduzir o conceito de jacobiana e assim reduzir o problema ao estudo

de variedades abelianas, como ilustraremos no ultimo capitulo.



1.2 ARITMETICA
1.2.1 Corpos de niimeros

Definigao 1.2.1 Um corpo de nimeros K|Q é uma extensao finita dos racionais.
Dado K um corpo de niimeros, chamamos anel de inteiros de K, denotado Ok, ao

fecho integral de 7 em K.

A partir de nossa definigao, é claro que Ok é integralmente fechado. Além

disso, notamos também que Ok é Z-mddulo livre de posto [K : Q].

Temos K ~ Q[X]/f(X), em que f(X) é um polindémio irredutivel sobre Q de
grau n = deg(f) = [K : Q]. Sejam {ay, ..., @, } as raize reais de f e {51, B1, ..., Bs, Bs}
as raizes complexas conjugadas. Claramente r + 2s = n.

Cada raiz real induz um mergulho real de K, ¢,, : K — R, via o isomorfismo
K ~ Q(o;) C R. Cada par de raizes complexas conjugadas de f induz um mergulho
complexo de K, 15, : K < C, via o isomorfismo K ~ Q(3;) C C.

Definicao 1.2.2 Sejam L|K uma extensao finita de corpos e x € L. Consideremos

o endomorfismo:
T.: L — L

a = I

Definimos a norma de x por Ny g (x) = det(T}) e o trago de x por Trpx = Tr(T},)

Proposicgao 1.2.3 Seja L|K uma extensao separdvel e o : L — K variando entre
todos os possiveis K-mergulhos de L em K (que correspondem ao grupo de Galois,

no caso Galoisiano). Entao:
(i) o polinémio caracteristico de x é f,(t) = H(t —o(x));

(it) Trox(z) = Za(z);

(iii) Npjg(x HU



Demonstragao: [Neu 1, pag.9]. O

Definigao 1.2.4 Seja K um corpo de nimeros, Ok o anel de inteiros de K. Se

B ={wi,...,wn} €é uma Z-base de O, o discriminante de K é dado por:

die = (det([oi(e)]))?.

O discriminante é independente da base base 5 ([Neu 1, pag.15]).

Teorema 1.2.5 Sejam K um corpo de nimeros e Ok seu anel de inteiros. O anel
Ok é um dominio de Dedekind, ou seja, é noetheriano, integralmente fechado e de
dimensao 1. Logo, todo ideal primo p € Spec(Ok)\ {0} é ideal maximal. Como Ok
é Dedekind, todo ideal I diferente de (0) e (1), admite uma fatoragao:

T=pip
em ideais primos, nao nulos de Og. Tal fatoracao é tinica, a menos da ordem dos
fatores.

Demonstragao: [Neu 1, pag. 17-18]. O

Definigao 1.2.6 Sejam K um corpo de niimeros e Ok seu anel de inteiros. O grupo
multiplicativo dos ideais de Ok sera denotado Jy. Os ideais principais formam um

subgrupo denotado Px. O grupo de classes de ideais de K é o grupo quociente
Clg = Ji/Pk.
Temos a seqiiéncia exata de grupos abelianos:
1— 0 - K" — Jg — Clg — 1.

Definigao 1.2.7 Sejam K um corpo de niimeros e O seu anel de inteiros. Se

I C Ok é um ideal nao nulo, definimos a norma de I por:
N(I) =[Ok : 1]

A norma é sempre finita e multiplicativa, ([Neu 1, pag.35]).



Teorema 1.2.8 (Finitude do nimero de classes) Seja K um corpo de niimeros.
Entao o grupo de classes de ideais Cli é finito e sua ordem é chamada niimero de
classes de K.

Demonstragao: [Neu 1, pag.36]. O

Teorema 1.2.9 (das unidades de Dirichlet) Seja K um corpo de nimeros. O
grupo das unidades de K, O}, é um grupo abeliano finitamente gerado de posto

r+s—1, em quer e s sao respectivamente o niimeros de mergulhos reais e complexos
de K.

Demonstragao: [Neu 1, pag.42]. |

Definigao 1.2.10 Sejam L|K uma extensao finita de corpos de niimeros, Ok e Of,
o anel de inteiros de K e L respectivamente. Entao, dado p € Spec(Ok)\ {0}, como

pOp # Oy, temos pela fatoracgao tinica de ideais em O :
POL :f,pil lel'

Os expoentes e; sao chamados indices de ramificacao. Dizemos que p nao se ramifica
se todos os indices de ramificacao forem iguais a 1. O grau da extensao dos corpos

residuais é chamado grau de inércia de *13; sobre p e é denotado por f;, i.e.

fi =10L/Bi : O /p].

Os ideais, descritos na fatoracao anterior, sao os primos de Oy, cuja restrigao
a Ok coincidem com p. Vamos denota-los B | p.

Teorema 1.2.11 (Férmula do grau ) Seja K|L uma extensao de corpos de
numeros de grau n = [L : K]. Entao:

T

Z eifi = n.

=1

Demonstragao: [Neu 1, pag.46]. O
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Teorema 1.2.12 Seja L|K uma extensao finita de corpos de niimeros, entao é finito

o niimero de primos de Ok que se ramificam em Oy,

Demonstragao: [Neu 1, pag.49]. O

Proposicao 1.2.13 Sejam L|K uma extensao galoisiana de corpos de niimeros,
p € Spec(Ok) e S = {B € Spec(Or) | B || p}. Entao o grupo de Galois Gal L| K
age transitivamente em S.

Demonstragao: [Neu 1, pag.54]. |

1.2.2 Valorizacoes e completamentos

Definicao 1.2.14 Uma valor absoluto de um corpo K é uma fungao:
||: K — R,

satisfazendo as propriedades:

(i) |z] >0, Ve e Kel|z| =02 =0;
(i) Jz -yl =[] - [yl;

(iii) [z 4+ y| < |z] + |yl.

De agora em diante, excluiremos o valor absoluto trivial. Definindo a distancia
entre dois pontos por d(z,y) = | — y|, K torna-se um espago métrico. A dupla

(K,|]) se diz um corpo metrico.

Definicao 1.2.15 Dois valores absolutos de K sao equivalentes se definem a mesma

topologia.
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Teorema 1.2.16 (Aproximacgao fraca) Sejam | |1, ..., | |, um conjunto de valores
absolutos de um corpo K, duas a duas nao equivalentes. Dados {ai,...,a,} C K e

€ > 0, existe um elemento x € K tal que:
‘J’) — ai|i <e€

para cadai=1,...,n.

Demonstragao: [Neu 1, pag.117]. a

Definicao 1.2.17 Um valor absoluto de um corpo K é nao arquimediano se a

sequéncia {|n|}nen € limitada ou, equivalentemente, vale a desigualdade ultramétrica:
|z +y| < max{|z], |y[}, V 2,y € K.

Em caso contrario dizemos que o valor absoluto é arquimediano.

Definicao 1.2.18 Seja (K, | |) um corpo métrico. Dizemos que K é completo (com

respeito a | |) se toda sequéncia de Cauchy converge.

Definicao 1.2.19 Seja (K,| |) um corpo métrico, existe um tnico (a menos de

isomorfismo homeomdrfico) corpo métrico completo (K, | |) tal que:
(i) K = K;
(i) a métrica de K estende a métrica de K;

(iii) (a imagem de) K é denso(a) em K.

Tal corpo é chamado o completamento de K com respeito a | |.

Se K é um corpo de numeros e O seu anel de inteiros, para cada p €
Spec(Oy) \ {0}, a localizacao O, ¢ um anel local de dimensao 1 e portanto um
anel de valorizacao discreta. Vamos denotar a valorizacao (normalizada) por v,. A
funcgao:

[lp: K — R
r — Ngg(z)™™
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é um valor absoluto nao arquimediano de K, chamado valor absoluto p-adico de K.

Seja K um corpo de ntimeros e considere um mergulho ¢ : K — R. Temos
em K um valor absoluto arquimediano dado por |z|x = [¢(z)|. Analogamente, se

L K — C, |z|x = [t(x)]* é um valor absoluto arquimediano.

Definicao 1.2.20 Seja K um corpo de nimeros. Entao o conjunto das classes de
equivaléncia dos valores absolutos de K serd denotado My . As classes de valores
absolutos arquimedianos serao denotados com M e as classes de nao arquimedianos

0
com M.

Uma classe de equivaléncia de valores absolutos sera chamada um Place e sera
denotada por v. Se v € M®, v é chamado um Place infinito ou arquimediano e se

v € MY, o Place é chamado Place finito ou nao arquimediano.

Teorema 1.2.21 Seja K um corpo de niimeros. Os Places finitos de K corre-

spondem aos primos nao nulos de Og e os Places infinitos aos mergulhos em R ou
C.

Demonstragao: [Neu 1, pag.124]. O

Definigao 1.2.22 Sejam K um corpo de niimeros, v € My um Place finito e p o
primo correspondente a v. Denotamos por (Ok), o completamento de (O), com

respeito ao valor absoluto induzido por v. Denotamos por K, o corpo de fracoes de

(Ok)y-

Os corpos locais definidos acima sdo extensoes finitas dos corpos p-adicos. Se
v € My definimos K, como sendo R ou C de acordo com o mergulho associado a

v ser real ou complexo.

Algebricamente definimos (O ), = lim Ok /p" Ok.
+—

Lema 1.2.23 (Hensel) Sejam K um corpo de nimeros, v € My um Place finito
associado a um primo p. Dado f € (Ok),[X], suponha que existe a € (Ok), tal
a € (O)u/p(Ok). seja uma raiz simples de f € (Og)./p(Ok),[X]. Entdo f tem
uma raiz em K,,.
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Este importante lema estd entre as principais propriedades dos niimeros p-

adicos. O lema de Hensel segue como coroldrio do seguinte:

Lema 1.2.24 (Newton) Sejam K um corpo de nimeros, v € My um Place finito
associado a um primo p e f € (Og),[X]. Suponha que exista a € (Ok), tal que

vp(f (@) > 20(f(a)).

Entao f tem uma raiz em K,,.

Demonstragao: [Pr, pag.22]. O

Teorema 1.2.25 Sejam L|K uma extensao de corpos de mimeros e v € My um
Place finito de K. Entao:
(i) toda extensdo Y € My de v é proveniente de um mergulho L < K,;

(ii) duas extensoes representam o mesmo Place se e somente se os mergulhos sao

conjugados sobre K,;

(iii) se o primo associado a v é da forma pOr = P - - -Ps, os Places de L exten-

dendo v sao aqueles associados a J3;.

Demonstragao: [Neu 1, pag.162]. O

Proposigao 1.2.26 Sejam L|K uma extensao de corpos de nmiimeros e v € MY um
Place finito. Entao:

i) Y [Lr: K, =[L:K];

Tlv

(i) Zerfr =[L: K],

Tlv
onde ey = (T(L*) : v(K*)) e fyr = [ky : Ky

Demonstragao: [Neu 1, pag. 164-165]. O



CAPITULO 2

O PRINCIPIO LOCAL-GLOBAL PARA QUADRICAS

As primeiras classes de equagoes diofantinas a serem estudadas foram as equagoes
de retas e conicas no plano (que vamos considerar projetivas sobre um corpo de
nimeros K). Tais curvas tém geénero zero, logo, a existéncia de um ponto K-
racional fornece um K-isomorfismo em P!, como descrito na proposicao, 1.1.18.
Portanto, para entender a aritmética de tais curvas, é suficiente decidir quando seu
conjunto de pontos K-racionais é ou nao vazio. Legendre foi o primeiro a resolver este
problema sobre os racionais, entretanto, sua demonstragao nao se generaliza para
corpos de numeros. Neste capitulo, vamos desenvolver o ferramental necessério para
dar uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de um ponto K-racional
em hipersuperficies quadricas de P}, n > 2. O principio local-global diz que uma
condicao necessaria e suficiente para a existéncia de um ponto K-racional, numa
varidade projetiva lisa sobre um corpo de nimeros K ¢ a existéncia de pontos em
K, para cada v € M. Esse resultado, em geral é falso, como mostraremos no
final do préximo capitulo, mas vale para hipersuperficies quadricas lisas, Teorema
de Hasse-Minkowski.

2.1 COHOMOLOGIA DE GRUPOS
Nesta secao, vamos introduzir os conceitos basicos sobre cohomologia de gupos
que serao usados em secoes posteriores para a demonstracao do principio local-global.

Definigao 2.1.1 Seja G um grupo com identidade 1. Um G-mddulo é um grupo

abeliano A (notacao aditiva) sobre o qual G age e tal que:

(i) la=a, Ya € A;
(ii) o(a+0b) =oca+ob, Vo € G eVa,b € A;

(iii) (o7)a = o(ra), Vo,7 € G e Va € A.

14



15

O submédulo fixo de um G-médulo A é o subgrupo
A% = {a € Aloa = a Vo € G}

Definigao 2.1.2 Se G é um grupo finito, entao, cada G-médulo A contém (como

subgrupo) o subgrupo das normas:

NeA = {Ng(a) = oa|ac A}

oceG

Claramente, 7Ng(a) = ZTO’CL = Z Toa = Ng(a). Logo, NgA < A,

oeG To€G

Definigao 2.1.3 O grupo residual de normas é o grupo quociente:
H(G,A) = A°/NgA.

Definicao 2.1.4 Um I-cociclo de G em A é uma funcao f : G — A tal que:
flor) = f(o) +af(7).

Os 1-cociclos formam um grupo abeliano denotado Z'(G, A).
Para cada a € A, temos um 1-cobordo
fo:G— A, filo) =0a—a,
que é claramente um 1-cociclo, pois
faloT) =(0T)a—a =0(ta—a) +oa—a= f,(0) + o fu(7).

Os 1-cobordos formam um subgrupo dos 1-cociclos que denotamos B'(G, A).

Definimos o primeiro grupo de cohomologia como:

HY(G, A) = ZY(G, A)/B(G, A)

Proposicao 2.1.5 Considere a seqiiéncia exata curta de G médulos:
0—>A—-B—-C—=0
Entao, temos induzida a seqiiéncia exata:

0— A% - BY - C% —» HY (G, A)
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Demonstragao: [Neu 2, pag.9]. O

Definigao 2.1.6 Sejam G um grupo, H < G um subgrupo, e B um H-médulo. O
G-mdédulo induzido por B, denotado por MY (B) é o grupo abeliano

MY(B)={f:G— B : f(rx)=7f(z) Vr € H}.

A agao de G em M (B) é dada por:

(0 f)(x) = f(zo)

Temos, assim, um H homomorfismo canoénico:

m: ME(B) — B
[ =

Proposicao 2.1.7 Sejam G um grupo finito, H < G um subgrupo e B um H-
modulo. Para i = 0,1 temos um isomorfismo natural

Hi(G, M (B)) ~ Hi(H, B).

Demonstragao: [Neu 2, pag.11]. O

Definigao 2.1.8 Sejam G =< ¢ > um grupo finito e ciclico e A um G-médulo.

Definimos os G-submddulos de A:
NeA = {a € A|Ng(a) =0}
IcA = {oa—ala € A}.
Claramente 1A <y, A e podemos definir:

H (G, A) =v, A/IGA.

Proposicao 2.1.9 (Periodicidade) Sejam G um grupo ciclico finito e A um G-
modulo. Entao:

HY(G, A) ~ HY(G, A).
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Demonstragao: [Neu 2, pag.12] O

Proposigao 2.1.10 (Seqiiéncia Exata Longa) Consideremos a seqiiéncia exata
curta de G—modulos:
0—>A—-B—C—0.

Entao, temos a seguinte seqiiéncia exata induzida:

H(G,A) - H'G,B) - HG,C) = H'(G,A) — H(G,B) - H*(G,C) — H'(G, A)

Demonstragao: [Neu 2, pag.14]. O

Definicao 2.1.11 Sejam G um grupo finito ciclico e A um G-mdédulo. Quando

ambas as cardinalidades sao finitas, definimos o qiiociente de Herbrand como sendo:

_ tHY(G, A)
MO TGy

Proposicao 2.1.12 Consideremos uma sequéncia exata curta de G médulos, com

G um grupo finito ciclico.:
0>A—-B—-C—0

Entao quando dois quocientes de Herbrand sao finitos, o terceiro também o €, e vale
a igualdade:
h(G,B) = h(G,A) - h(G,C).

Além disso, se A é finito, entao, h(G,A) =1

Demonstragao: [Neu 2, pag.13]. |

2.2 COHOMOLOGIA DE GALOIS

Teorema 2.2.1 (90 de Hilbert) Seja L|K uma extensao de corpos finita e Ga-
loisiana e seja G = Gal(L|K). Assim, o grupo multiplicativo L* é um G-mdédulo e
temos

HY(G,L*) = 1.
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Em particular, se G =< ¢ > é ciclico, entao, todo elemento a € L* cuja norma

Npk(a) =1, é da forma:

ob
=— . bel”
a=—,be

Demonstracao: Consideremos um 1-cociclo f : G — L*. Seja ¢ € L* tal que
= Z f(o)oc # 0 (isso é sempre possivel pela independencia linear dos o € G).

oeG
Para cada 7 € GG, obtemos assim:

ra=3"1f0)00) = 3 f(r) " f (o) (7o) = F(1) e,

oceG To€EG

isto é, f(1) = ch“:ll e, portanto, f é um 1-cobordo. Se G =< ¢ > ¢ ciclico, entao pela

proposicao 2.1.9, HY(G,L*) = H Y(G,L*) = 1 e x,L* = IgL*, que é o resultado
requerido. O

Teorema 2.2.2 Seja L|K uma extensao ciclica finita de corpos p-adicos, entao:
tH°(Gal(G|L), L*) = [L : K]
Demonstragao: Seja G = Gal(L|K), pelo teorema 90 de Hilbert, 2.2.1, temos

HYG,L*) = HY(G,L*) = 1 e, portanto, o quociente de Herbrand h(G, L*) =

H°(G, L*). Consideremos a seqiiéncia exata de valorizagao p-adica:
1-U,—-L"—=Z—0

na qual Z é considerado um G—moédulo trivial. Pela multiplicatividade do quociente

de Herbrand, proposicao 2.1.12, temos:
hG,L*) = h(G,Z)-h(G,UL) =[L: K] -h(G,UpL)

Desse modo, para mostrar nosso resultado, devemos mostrar que h(G,Ur) = 1.
Detalhes em [Neu 2, pag.40]. O

Proposigao 2.2.3 Sejam L|K uma extensao finita e nao ramificada de corpos p-

adicos e seja U, = OF. Entao, parai = 0,1 temos:

Hi(Gal(L|K),Uy) = 1.
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Demonstragao: Sejam G = Gal(L|K), n = [L : K] e considere Z como um

G-modulo trivial. Temos
HYG,Z)=17/nZ , H*(G,Z)=0.
A sequéncia exata curta de valorizacao p-adica:
1-U,—>L"—=Z—=0
e a proposicao 2.1.10 fornecem a seqiiéncia exata:
1— H°G,U) - HG,L*) - H(G,Z) — H'(G,UL) — 1

uma vez que H (G, Z) = 0 e que, pelo teorema 90 de Hilbert 2.2.1, HY(G, L*) = 1.

Seja g um fator uniformizante de Ok. Como a extensao é nao ramificada,

UL(WK) = UK(WK) =1

e, portanto, o homomorfismo v} : H*(G,L*) — H°(G,Z) é sobrejetivo. Por outro
lado, o teorema 2.2.2, nos diz que tH°(G, L*) = n, logo v} é, de fato, um isomorfismo

e o nosso resultado segue. O

2.3 ADELES, IDELES E CLASSES DE IDELES

Definigao 2.3.1 Seja K um corpo de niimeros, um adele o de K é uma familia
a = (ay)vem, de elementos o, € K, em que, para quase todos v € M, temos:
o, € Of.

Os adeles formam um anel denotado Ag. Nesse anel, adicao e multiplicacao

sao definidas componente a componente.

Um idele é uma unidade no anel dos adeles, ou seja, uma familia o = («y,) de
elementos o, € K, em que para quase todo v € Mg, o, € U, é uma unidade em
Ok

.-
Os ideles, assim, formam um grupo abeliano que denotaremos .

Para cada x € K*, estaremos considerando (z) € Ix como o idele cuja com-
ponente v é x € K, notando que, para quase todo v € Mg, v é uma unidade em

Ok

v *
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O grupo quociente:
Ckg =1Ix/K"

é chamado o grupo de classes de ideles.

Temos, assim, a importante seqiiéncia exata:

1—>K*—)IK—>CK—>1

Proposicao 2.3.2 Seja L|K uma extensao Galoisiana de corpos de nimeros, v €

My um Place e T € My, um Place. Se T estende v, escrevemos Y |v. Entao:
(i) Existe uma inje¢ao natural
[K — IL.

(ii) Cada o € Gal(L|K) induz um automorfismo o : I, — I, de modo que I,

torna-se um G-mddulo tal que I¢ = Iy.
(ili) A funcao norma Ny k : I, — I é dada por:

Npg(a) = H oo = (H Niyix, (ar))v,

c€Gal(L|K) T|v

isto €, a componente v do idele Ny x(a) é H Ny, (o).
Tlv

Demonstragao: [Neu 2, pag.82]. O

Proposigao 2.3.3 Seja L|K uma extensao Galoisiana de corpos de nimeros com

1p =11z

grupo de Galois G, seja

Tlv
seja
vy =1z
Tlo
e seja
r=1]nxI]v:
ves vgsS

com S C My finito. Entao:
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(i) Ip = Mg™(Ly) e Up = Mg~ (Us).
(i) Ip =limI}.
S

(iii) Se S contém os lugares infinitos e os primos que se ramificam, temos, para
1=0,1:
H'(G,I}) ~ @ H'(Gr, Ly)

veS

H'(G.I;) ~ @D H'(Gr,Ly).

vEME

Demonstragao: (i) Consideremos um Y |v fixado e um conjunto de representantes
de G/Gy = Gal(L|K)/ Gal(Ly|K,), entao:

Ip=1]Lix=]]oy) . U =] Uox =[] o(Ur)

Dai segue nosso resultado. A parte (ii) segue imediatamente da defini¢do. A partir

da decomposicao I7 = [@ INJ®eV emque V = H U obtemos isomorfismos para

ves vesS
1=0,1:
HY(G.I}) = [ HI(G. I})) © H'(G,V)
veES

Por outro lado, temos, da letra (i) e da proposi¢ao 2.1.7, os isomorfismos:
HY(G,I}) ~ H'(G, MG (Ly)) ~ H (G, Ly).
Temos ainda uma injecao natural:

H(G, V)= [[H(G.U})
vgS
e, pela proposigao 2.2.3, temos, para todo primo que nao se ramifica, H (G, Uy) =
1. Isso conclui a demonstracao do primeiro isomorfismo. O segundo isomorfismo

segue de (ii) e das propriedades de comutatividade de somas diretas e limites diretos,
provando também (iii). O
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2.4 TEOREMA DA NORMA DE HASSE

Lema 2.4.1 Sejam L|K uma extensao ciclica de corpos de niimeros. Entao:

H*(Gal(L|K),Cr) = H *(Gal(L|K),CyL) = 0.
Demonstragao: [Neu 2, pag.89). O

Teorema 2.4.2 (Hasse) Seja L|K uma extensao ciclica de corpos de niimeros. A
propriedade de um elemento x € K* ser norma de um elemento de L é local, ou seja,

é equivalente a propriedade de ser uma norma em qualquer completamento Le| K.

Demonstragao: Considere a sequéncia exata de Gal(L|K) mdédulos:
1—-L"—= 1, —>C,— 1.
Tal seqiiéncia induz uma seqiiéncia exata nas cohomologias, pela proposicao 2.1.10:
H Y Gal(L|K),Cp) — H*(Gal(L|K), L*) — H°(Gal(L|K), I).
Temos visto que, pelo lema 2.4.1, H 1(Gal(L|K),Cr) = 1. Da definigao segue
H°(Gal(L|K),L*) ~ K* /N L* e, pela proposigao 2.3.3,

H(Gal(L|K), 1) ~ @D K;/Niy, Ly
pEMK
Portanto, nossa seqiiéncia exata se traduz em uma injecao:
K*/NyxL* < @ K;/Niyix, Ly,
peEM g

que € o resultado desejado. O

2.5 PRINCIPIO LOCAL-GLOBAL PARA QUADRICAS

Nesta secao, vamos mostrar o principal resultado deste capitulo, o principio
local-global para hipersuperficies quédricas lisas. Para facilitar o entendimento,
vamos destacar alguns lemas técnicos que serao uteis durante a demonstracao do

teorema.
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Lema 2.5.1 Sejam K um corpo, K(\/a)|K e K(Vb)|K extensées quadriticas de
K e c € K*. Entao, ¢ é produto de uma norma de K(y/a)|K por uma norma de
K(Vb)|K se e somente se ¢ visto como elemento de K(v/ab) for uma norma da

extensao K (v/a, vVb)| K (vab).

Demonstracgio: Seja 7 um elemento da extensao K (v/a, vb)|K(vab) entdo v =
u+vy/a em que u,v € K(Vab). Desta feita, se ¢ = N /) x(vap) (), entao,
v = u+vy/a. Escrevendo u = z+yvab e v = z+t\Vab, com x,y, 2, t € K, obtemos:

c= 2%+ y*ab — az® — a*t*b + (2zy — 2azt)Vab.

Como ¢ € K* por hipdtese, temos que zy = azt. Os elementos z,y, z,t ndo podem

ser todos nulos. Podemos supor, sem perda de generalidade, y # 0. Assim z = %t e

t
c= (%)2 — a’t’b + y*ab — az®
Y

a’t? — ay?

2 )

Y

at
¢ = Ng(ax(z + y\/B)NK(\/E)lK(g +yva).

¢ = (2% — )

A reciproca é imediata, revertendo os calculos. O

Lema 2.5.2 (Aproximacao fraca) Sejam K um corpo de niimerose S = {vy,...,v;} €

My um conjunto finito de Places. Entao, (a imagem de) K é denso(a) em H K,.
vES

Demonstragao: Tal afirmacao é equivalente a de que dados ¢ > 0 e x; € K,,,

i=1,..,1, existe r = x(e) € K tal que || z —x; ||,,< € que é o contetdo do teorema,
1.2.16 O

Lema 2.5.3 Sejam K um corpo de niimeros e v € M% um Place finito. Entao K*

é aberto em K,

Demonstragao: [O’Me, pag.159]. ad
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Teorema 2.5.4 (Hasse-Minkowski) Seja X C P%, n > 2, uma quddrica lisa
definida sobre um corpo de nimeros K, i.e. X é dada por uma forma quadratica
nao degenerada em n+ 1 variaveis com coeficientes em K. Uma condi¢ao necessaria
e suficiente para a existéncia de um ponto K-racional é existir, localmente, pontos

em K, para cada Place v € M.

Demonstragao: A necessidade é clara, vamos mostrar a suficiéencia. Seja @ a
forma quadratica associada a X. Diremos que () representa 0 em K se X tiver
um ponto K racional. Lembramos que, se uma forma quadrética ndo degenerada
representa 0 em K, entdo ela representa todo K. Isso porque Q(tv +w) = t2Q(v) +
tB(v,w) + Q(w), em que B é a forma bilinear associada e, se Q(v) = 0, v # 0,

existe w tal que B(v,w) # 0, pois @) é ndo degenerada.

Vamos considerar primeiramente o caso n = 2, i.e. de trés variaveis X,Y, Z. A
menos de uma projetividade, podemos supor Q = X? —aY?—bZ%. A condicio de @
representar 0 em K é, portanto, equivalente a b ser uma norma de um elemento da
extensao K (y/a)|K, de fato, b = Ny /a)x(z +y+v/a). Como a extensao K (y/a)|K é
ciclica, pelo teorema da norma de Hasse, 2.4.2, sabemos que tal propriedade é local

e portanto, o resultado vale nesse caso.

Vamos agora tratar o caso em que ) tem quatro variaveis, i.e. n = 3. A
menos de uma projetividade, podemos supor Q = X? — bY? — ¢Z? + adT?. Nesse
caso, a propriedade de @) representar 0 em K ¢é equivalente a ¢ ser o produto de uma
norma de um elemento de K (y/a)|K por uma norma de um elemento da extensao
K(Vb)|K. De fato, ¢ = NK[(\/E)‘K(:E+y\/B)NK[(\/5)|K(z+t\/&)—1 e isso é equivalente
a ser uma norma de um elemento da extensao K (y/a, vb)|K(v/ab) pelo lema 2.5.1.
Como tal extensao é ciclica, podemos usar o teorema da norma de Hasse, 2.4.2, para

concluir o resultado também nesse caso.

Para o caso em que o nimero de variaveis de () é maior ou igual a 5, i.e. n > 4,

vamos proceder por inducéo. Escrevendo Q = aX? + bX2 — Q, o fato da injecao:

K*/NuL" = €D K3 /Nugyiie, Ly
pPEMK
obtida no teorema da norma de Hasse, ser numa soma direta implica que hé, no
maximo, um ndmero finito de Places S, em que Q nao representa 0 em K,. Nossa
hipétese é de @ representar 0 em K, para cada v € My, portanto, para cada

v € M, existe um ¢, € K} tal que aX? + bX2 e Q o representam em K,. Vamos
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chamar tais coordenadas x;(v). Variando x; e s, aX? + bX3 reppresenta todo

K. Pelo lema de aproximacao fraca, 1.2.16, a imagem de K em H K, é densa,
veS
portanto, existem z; e zo em K tais que ¢/c, € K}* | Vv € S, uma vez que, pelo

lema 2.5.3, K*? é aberto em K. Considere agora a forma quadratica Q := c¢Y? — Q.

Ela representa 0 em K, Yv € S, pois Q representa 0 nesses corpos, por hipotese.

Por outro lado, nossa construcao nos mostra que a forma quadratica Q também
representa 0 em K, Vv € S, pois, nesse caso, ¢ = ¢,d? e ¢é suficiente tomar Y = é
e as coordenadas em Q, que a fazem representar c,. Pela hipdtese indutiva, temos
que a forma quadratica Q representa 0 em K. Se, nesse caso, tivermos y = 0, entdo
Q representa 0 em K e, assim, Q também. Se ocorrer y # 0, entao, dividindo por
y, percebemos que Q e aX? 4+ bX2 representam o mesmo ¢ em K e, portanto, sua

diferencga, @), representa 0 em K. O



CAPITULO 3

CURVAS ELIPTICAS

3.1 CUBICAS PLANAS

Depois das equacoes diofantinas de segundo grau, é natural tratar o caso de
equacoes cubicas. NoOs nos limitaremos ao caso de duas variaveis, estudando as
cubicas planas. Quando estamos interessados em entender o conjunto dos pontos
K-racionais, é razodvel considerarmos ctibicas projetivas C C P dadas por equagoes
da forma:

P(XO:X]:XQ):O

em que P é um polindmio homogéneo, irredutivel, de grau trés.

Quando a curva associada é singular, existe apenas um ponto singular sobre K
(se sobre K houvesse mais de um, a reta, ligando dois desses pontos, intersectaria a
cubica C em, no minimo, quatro pontos contados com multiplicidade, contradizendo
o Teorema de Bezout). O ponto singular é, portanto, definido sobre K e pode ser

uma cuspide ou um né. Em qualquer dos casos, a curva é racional.

Vamos agora nos preocupar com o caso nao-singular. Assim sendo, a curva C
tem género 1 (pela formula do género de curvas planas projetivas nao-singulares de
grau n: g = %) Existe uma mudanga de coordenadas (por projetividades)
quando a caracteristica do corpo é diferente de 2 e 3, tal que C admite uma forma

canonica, conhecida como forma de Weierstrass:
Y?Z = X3+ AXZ? + BZ3,
Escrevendo a equacio no aberto afim Uz dos pontos de P2 com Z # 0, obtemos:
Y?=X*+ AX + B.

Seja A = —16(4 A% 4 27B?) o disccriminante de f(X) = X? + AX + B. Define-se o

j-invariante de C por:
1Ay
J= A .

26
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Claramente a nao singularidade de C é equivalente a A # 0.

Proposicao 3.1.1 Sejam C; e Cy duas cibicas planas nao singulares dadas por
equacoes na forma de Weierstrass. Entao, uma condicao necessdria e suficiente para

que as curvas sejam isomorfas é que tenham o mesmo j-invariante.

Demonstragao: [Sil, pag.50]. O

Proposicao 3.1.2 Seja C uma ciuibica plana, afim, nao singular dada por uma

equacao na forma de Weierstrass. Considere o diferencial:

day dX

s cy il

Entao w é regular e nao se anula em C, isto é, div(w) = 0. Em particular, concluimos

que o género de C é 1.

Demonstragao: [Sil, pag.52]. O

3.2 A LEI DE GRUPO GEOMETRICA

Sejam C uma cubica plana definida sobre um corpo K e ¢ € C(K) um ponto
K-racional. Vamos definir, de maneira completamente geométrica, uma estrutura
de grupo abeliano em C(K).

Sejam P e ) pontos (nao necessariamente distintos) de C(K). A reta, unindo esses
dois pontos, é claramente definida sobre K e intersecta C, contando com multiplici-
dade, em um terceiro ponto (nao necessariamente distinto de P ou ), que vamos
denotar R. Se P = (), a reta que os une, por convencao, ¢ a reta tangente a C' por
P.

Seja S o terceiro ponto na interseccao da reta ligando R a e. Defnimos a operagao

de grupo de seguinte forma:

PoQ:=S

De nossa definicao segue :

PeQ=Qa& P, VPQecCK)
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e+P =P, VP eCK).

Definimos o inverso da seguinte maneira: seja P € C(K) e consideremos a reta
T.C tangente a C no ponto e. Tal reta intersecta C num terceiro ponto, que vamos
chamar T

Definimos — P como o terceiro ponto de interseccao da reta que une P a T. Segue
diretamente da definicdo da nossa operacao que:

P&(—P)=(-P)®&P =c¢

Para mostrar a asociatividade, consideremos dados os pontos: Fy = € origem, P, Py
e P3. Denotamos P, o terceiro ponto da intercecao da reta li94 que liga P, a P, com
C e P = P, & P,. Chamaremos lyy5 a reta que passa por Py, P, e Ps. Denotamos
Ps o terceiro ponto da intercecao da reta lozg que liga Py a Pscom C e Pr = P, @ Ps.
Chamaremos lyg7 a reta que passa por Py, Py e P;. Seja ainda Ps o terceiro ponto de
intercecao da reta ligando P3 a Ps, I355 a reta passando por Pj, Ps e Ps. Finalmente
seja Py o terceiro ponto de intercecao da reta ligando P; a P;, que denotaremos ly7g.
Se mostrarmos que Py = Py, a associatividade segue. Para mostrar que Py = Py,

consideremos o divisor da fungao racional:
_ li2alzsslosr
lizolazeloss

Temos que (f) = (Ps) — (Py) e portanto Py = Py, uma vez que C tem género 1.

Teorema 3.2.1 Sejam (C, €) uma ciibica plana definida sobre um corpo K (car(K) #
2 ou 3) que suporemos na forma de Weierstrass, e seja Pic) (C) o grupo dos divisores

(definidos sobre K ) de grau zero, médulo equivaléncia linear. A aplicagao:
1:C(K) = Pic%(C), P~ (P)— (¢

é um isomorfismo de grupos.

Demonstragao: A injetividade é clara, pois, se ((Py) = t(FP2), entao (Py) ~ (P,)
e portanto P, = P;.
A sobrejetividade pode ser mostrada a partir do teorema de Riemann-Roch. Seja
D € Pic’(C) entdo:

dim(L(D + (e))) =1
Seja f € K(C) um gerador de L(D+ (¢)). Como div(f) > —D — (), e deg(div(f)) =

0, existe P tal que:
div(f) = —D — (6) + (P),
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isso é equivalente a dizer que:
D ~ (P) — (e).

Para mostrar que ¢ é um homomorfismo, notamos que a curva na forma de Weier-
strass tem € = (0 : 1 : 0), que é um ponto de inflexdo. Portanto a colinearidade de
trés pontos P, Q) e R é equivalente a (P) 4 (Q) + (R) = (3¢). Assim temos:

(PeQ)®R=c< 1(P)+(Q)+t(R)=0

e, dai, segue nosso resultado. O

Proposicao 3.2.2 Seja C uma ciibica projetiva lisa na forma de Weierstrass. Entao:

(i) A lei de grupo em C é algébrica, isto é, as aplicacoes de adigao e inverso sao

morfismos entre variedades projetivas.

(ii) Se escolhermos outro ponto para elemento identidade por translagao, a nova

estrutura de grupo é naturalmente isomorfa a antiga.

(iii) Se escolhermos para elemento identidade um dos pontos de inflexao da ciibica,

a lei de grupo pode ser facilmente descrita da seguinte forma:

PeQd R=c& P,Q e R sao colineares.

Demonstragao: A primeira afirmacao depende de um céalculo explicito e pode
ser encontada em [Sil, pag.58, 68], enquanto a segunda e a terceira afirmagoes sao

claras. O

3.3 CURVAS DE GENERO 1

Seja C uma curva de género 1 sobre um corpo K e seja K¢ um divisor canonico.
Um coroldrio imediato do Teorema de Riemann-Roch nos diz que deg(K¢) = 0 e
[(K¢) = 1. Portanto, existe um divisor canonico efetivo cujo grau é 0 e Ko = 0.

Seja D um divisor efetivo e nao nulo em C. Do teorema de Riemann-Roch, temos:

[(D) — (K¢ — D) =deg(D) — g+ 1,
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(D) = (—D) = deg(D).
Como I(—D) = 0, temos que (D) = deg(D).

Teorema 3.3.1 Seja C uma curva projetiva lisa de género 1 sobre um corpo K e
seja P € C(K). Entao C é K—isomorfa a uma ciibica plana lisa. Se a caracteristica de

K for diferente de 2 e 3, entao tal ciibica pode ser tomada na forma de Weierstrass:
Y?Z = X+ AXZ*+ BZ®

e o ponto P é levado por esse isomorfismo no ponto de inflexao (0:1:0).

Demonstragao:  Considere para cada n € N os espagos vetoriais L(n(P)) =
I'(C, £(n(P))) cuja dimensao é n. Como deg(L(3(P))) > 2¢g+1 = 3, L(3(P)) é muito
amplo e portanto induz um mergulho de C em P? como ciibica plana. Explicitamente,

existem duas funcoes x e y em K(C) tais que:
L(P)~K, L2(P)~K®KzreL3(P)~Ke&Ked Ky.

As fungoes 1, z, 2%, 23, y, vy, y* € L(6(P)), que é um espaco vetorial cuja dimensao é
6. Logo, tais fungoes sao linearmente dependentes e, portanto, existe um polindémio
do terceiro grau f tal que f(z,y) = 0 (o mergulho acima descrito é dado por
(r :y : 1) e, portanto, deg(f) = 3). Os monomios z? e y* devem aparecer em f

porque tais fungdes sao as unicas que tém um poélo de ordem 6. O

Definigao 3.3.2 Uma Curva Eliptica é um par (C,€) onde C é uma curva projetiva
lisa de género 1 e € um ponto distinguido de C. Dizemos que a curva eliptica é
definida sobre K, se C é definida sobre K e ¢ € C(K).

Teorema 3.3.3 Seja C uma curva projetiva lisa de género 1, entao existe uma tinica
(a menos de K-isomorfismo) curva eliptica definida sobre K, chamada jacobiana de

C e denotada Jac(C) e um K-isomorfismo:
t:C — Jac(C)

(v em geral nao pode ser escolhido K-isomorfismo).

A curva Jac(C) age de maneira simples, transitiva e algébrica sobre C.
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Demonstragao: Seja P € C(K) e considere entdo a curva eliptica com origem
em P, que vamos chamar C* (definida sobre K a priori). Entdo, obtemos um K-
isomorfismo natural: ® : C — C*. Fazendo agir o grupo de Galois, obtemos: o(®) :
C — o(C*) (observamos que C é definida sobre K'). Por outro lado, como C* e o(C*)
sdo K-isomorfas, temos:

a(j(€7)) = j(o(CY)) = 5(C7)

dai j(C*) € K* e, portanto, a menos de mudanca de varidveis, podemos supor, sem

perda de generalidade, que C* seja definida sobre K.

Para mostrar que existe uma tal C* que age em C e que a acao satisfaz as
propriedades requeridas, pode-se fazer diretamente usando certas mudancas de co-

ordenadas como é feito em [Ca, pag.106], ou usar cohomologia de grupos. O

3.4 EXISTENCIA DE PONTOS K-RACIONAIS

Para entender a aritmética de uma curva de género um, definida sobre um
corpo K, é interessante nos utilizarmos da estrutura de grupo abeliano e, assim,
considerar a curva eliptica associada. Entretanto, toda construcao foi baseada na
hipétese da existéncia de um ponto K-racional € € C(K'). Para nossa descrigao ser

completa, vamos dar um critério para existéncia de um tal ponto.

Definicao 3.4.1 Seja C uma curva projetiva lisa, definida sobre um corpo K. Um
twist de C é uma curva C, definida sobre K, que é K isomorfa a C. Denotaremos
Twistk (C) o conjunto dos twists de C médulo K -isomorfismos, Isom(C) o grupo (nao
necessariamente abeliano) dos K-isomorfismos entre C com ela mesma e Isomy (C)

o grupo dos K-isomorfismos.

Teorema 3.4.2 Seja C uma curva projetiva lisa definida sobre K. Para cada twist
C de C, considere um K -isomorfismo ® : C — C.
Definindo:

¢:Gal(K|K) = Isom(C) , o0+ & = a(®)od!

temos:

(i) & é um I-cociclo.
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(ii) A classe de cohomologia de & é determinada por pela classe de K-isomorfismos

de C e, portanto, obtemos uma aplicagdo natural:

Twistx(C) — H'(Gal(K|K), Isom(C)).

(iii) A aplicacao dada em (ii) é uma bije¢ao.

Demonstragao: (i) &, == 07(®)od ! =7(0(®) 0 d 1) o (7(P) 0 d) = 7(&, )&,
(ii) Sejam Ci e G, dois twists de C que sejam K-isomorfos. Consideremos agora
o, C;, — C , i = 1,2 K-isomorfismos e um K-isomorfismo 6 : Cy, — C;. Devemos
mostrar que os cociclos o(®;) o ®; ' e o(P;) 0 ;' sdo cohomdblogos. Ora, o elemento

a=® 000d,"' € IsomC, dai vé-se que:
o(a) o (a(Py) 0 ®y1) = (0(®1) 0 ®; M) 0.

(iii) [Sil, pag.285]. O

Definicao 3.4.3 Seja (C,e) um curva eliptica definida sobre K. Um espago ho-
mogéneo (principal) para C é uma curva lisa C sobre a qual C age de maneira

simples, transitiva e algébrica, isto é, existe um morfismo definido sobre K :
J C Xg C~ — C~

satisfazendo as propriedades:

(i) u(p,e) =p.
(i) p(p(p, P),Q) = pu(p, P& Q).

(iii) Dados p,q € C, existe um tinico P € C tal que u(p, P) = Q.

A partir da definicdo acima vemos que existe uma aplicacao:
v:CxC—C
dada por v(p,q) = P em que P é o tinico ponto tal que pu(p, P) = ¢

Proposicao 3.4.4 Sejam C uma curva eliptica sobre K e C um espaco homogéneo
para C. Definindo (fixando py € C):

0:C—C, P+ ulpo, P)

obtemos que:
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(i) 6 é um isomorfismo definido sobre K (py). Em particular C é um twist de C.
(ii) Sep e C e P € C entéo:

pu(p, P) =00~ (p) ® P).

(iit) Se p,q € C, entdo:
v(g,p) =07 (q) & (=6~ (p)).

(iv) A aplicacao v é um K-morfismo.

Demonstracio: (i) E claro que 0 é um K (po)-morfismo, por outro lado como a
acao de C é simples, transitiva, 6 tem grau 1 e, por isso, é um isomorfismo.

(i) 0(0~'(p) © P) = pu(po, 0~ (p) ® P) = pu(p, P).

(iii) 7' (q) @ (=0~ (p)) = v(u(po, 0~ (9)), 1(po, 0~ (1)) = V(g p).

(iv) O fato de v ser um morfismo segue de (iii), para mostrar que é definido sobre

K, devemos mostrar que é Gal(K|K) invariante. De fato:
a(v(g,p)) = (0~ (q) =07 (p) = (07" (0) — a(07"(p))

= v{olulpo, 07" ()], olulpo, 0~ (p)]} = v(o(q), o (p)).

Definicao 3.4.5 Sejam C uma curva eliptica e Ci e Cs, dois espacos homogéneos
paraC. Dizemos que 51 e ég sao equivalentes se existir um K-isomorfismo 6 : ég — C~1
que seja compativel com a acao de C.

A classe de equivaléncia contendo C, agindo em si prépria por translagoes, é chamada

classe trivial.

Proposicao 3.4.6 Sejam C uma curva eliptica sobre K e C um espaco homogéneo

para C. Uma condicao necessaria e suficiente para que C esteja na classe trivial é

que C(K) #0)

Demonstracao: Se C estd na classe trivial, entdo existe um K-isomorfismo
0 : C — C e portanto 0(¢) € C(K). Reciprocamentre, seja py € C(K), entdo,
pela proposicio anterior, a aplicacao 8 : C — C dada por (P) = u(po, P) é um
isomorfismo definido sobre K(py) = K e claramente compativel. O
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Vamos denotar por WCk (C) o conjunto das classes de equivaléncia de espagos
homogéneos para C e a partir da proxima proposi¢ao vamos dar-lhe uma estrutura
de grupo. Ele é chamado grupo de Weil-Chatelet.

Proposicao 3.4.7 Seja C uma curva eliptica sobre um corpo K. Entao existe uma
bijecao natural:

WCx(C) — HY(Gal(K|K),C),

definida da seguinte forma, se C é um espaco homogéneo para C, e py € C, entéo:

[C] = [0 = o(po) — pol-

Demonstragao: [Sil, pag.291]. |

Teorema 3.4.8 Sejam C um espaco homogéneo para uma curva eliptica C definida

sobre um corpo K e py € C um ponto. Consideremos a aplicacio:

sum: Div'(C) — C
>oni(pi) = X[nal(pi — po)

entao temos:

(i) uma sequéncia exata:
1— K= K(@C)"—=Div’C) —C—0.

(ii) sum independe de p, e comuta com a ac¢ao de Gal(K|K) em Div°(C*)

(iii) do teorema do isomorfismo:
sum : Pic’(C*) ~C

e em particular:
Pic%(C*) ~ C(K).
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3.5 ISOGENIAS E O ANEL DE ENDOMORFISMOS

Definicao 3.5.1 Sejam C; e Cy curvas elipticas. Uma isogenia entre C; e Cy é um

morfismo:
d:C —Cy
satisfazendo ®(e1) = €,
Estamos admitindo ® = [0], o morfismo nulo, como isogenia em favor de

uma estrutura de anel, a posteriori, na definicdo classica, tal morfismo nao seria
considerado isogenia. No capitulo sobre variedades abelianas, voltaremos a falar

sobre isogenias. Notemos também que os morfismos de multiplicacao por n sao

isogenias de grau n?.

Proposicao 3.5.2 Sejam C; e Cy curvas elipticas e consideremos uma isogenia nao
nula entre Cy e Csy:
d:C; — C.

Entao:
(i) ® é um morfismo sobrejetivo que é de fato um homomorfismo cujo nicleo é
finito.
(i) tker ® = deg(P).

(iii) Existe uma tinica isogenia:
D:Cy—Cy

satisfazendo:
Pod=[mle Pod=[m],

em que m = deg(®). Tal isogenia é chamada isogenia dual.

Demonstragao: [Sil, pag.71]. O

A partir dessa proposicao, faz sentido considerar o grupo
Hom(Cy, Cs) := {isogenias ® : C; — Ca}

End(C) := Hom(C, C)
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Por outro lado, a End(C) podemos dar uma estrutura natural de anel fazendo a

composicao como multiplicacao. Nesse anel definimos:

Aut(C) := End(C)".

Proposicao 3.5.3 Sejam Cy, Cy e C3 curvas elipticas, e ¢ : C; — Co, A : Cy — C3 e
1 : C; — Cy isogenias. Entao a isogenia dual satisfaz:

(Aog) = ol
(0+¢) =+
¢

Demonstragao: [Sil, pag.86]. O

Proposicao 3.5.4 Sejam C; e Cy curvas elipticas. A aplicacao grau:
deg : Hom(Cy,Cy) — Z
é uma forma quadratica, definida positiva.

Demonstracao: Quanto a ser definida positiva, é claro, para mostar que é uma

forma quadratica, devemos apenas mostrar ser bilinear a aplicacao:
<, > Hom(Cy,Cy) x Hom(Cy,Cs) — Z
(¢,9) — deg(¢ +¢) — deg(¢) — deg(¥)

mas usando a injecao natural:
[ ]:Z — End(C)
temos:
[< ¢.¢ >] = [deg(¢ + )] — [deg(¢)] — [deg()]
= (@+d)o(¢+v)—pod—doy
=gog+iod

e, portanto, a bilinearidade segue da proposicao anterior. O
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3.6 CURVAS ELIPTICAS SOBRE CORPOS FINITOS

Seja IF, um corpo finito de caracteristica p, ¢ = p®. Consideremos uma curva
eliptica C definida sobre [F,. Podemos garantir a existéncia de um modelo na forma
de Weierstrass so se considerarmos p # 2 ou 3. No caso geral, entretanto, é sempre

possivel encontrar um mergulho em P? que seja uma ctibica da forma:
ZY? 2+ ay XY Z +a3Y7Z? = XP + apZX? + ay X 7% + ag Z°.

Nosso objetivo nessa secao é dar a estimativa de Hasse para o nimero de pontos
[F,-racionais e mostrar que C(F,) # 0 para qualquer curva lisa de género um, assim

sendo, qualquer curva de género um sobre um corpo finito é uma curva eliptica.
Definicao 3.6.1 O morfismo de Frobenius é definido por:

d:C—-C
onde (z,y) — (z7,y9).

Lema 3.6.2 Seja @ : C — C o morfismo de Frobenius entre curvas elipticas sobre
F,. Entao:

(i) ® é puramente inseparavel de grau q.

(ii) 1 — @ é separavel.

Demonstragao: [Sil, pag.30,83]. O

Teorema 3.6.3 Seja C uma curva de género 1 definida sobre F,. Entao C possui

um ponto F,-racional.

Demonstragao: Considere Jac(C) a jacobiana de C. A curva C é um espaco

homogéneo para Jac(C), pela proposi¢ao 3.3.3. Se mostrarmos que:
Hl(Gal(Fq | Fq), Jac(C)) =0,

entdo, pela proposigao 3.4.6, concluiremos que C(F,) # 0.
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Lembramos que o grupo Gal(F, |F,) é topologicamente gerado pelo automor-
fismo de Frobénius. Vamos mostrar que qualquer cociclo {ag} ¢ trivial e, para isso,
devemos encontrar b € Jac(C) tal que a, = o(b) — b. Mas, quando o é o Frobénius,
temos que o(b) —b = (1 — ®)b, em que ® é o Frobénius geométrico. Como 1 — P é

sobrejetiva (pois nao é constante), nosso resultado segue imediatamente. O

Lema 3.6.4 Sejam A um grupo abeliano e:
d: A= 7

uma forma quadratica positiva definida. Entdo para todos 1, ¢ € A temos:

|d(¢ = ¢) — d(¥) = d(¢)] < 2V/d(¢)d(¢).

Demonstragao: Seja B(¢), ¢) = d(¢ — ¢) — d(v)) — d(¢), que é uma forma bilinear
pela definicao de d ser uma forma quadratica. Como d é positiva definida, temos

para cada m,n € Z:
0 < d(my —ng) = m?d(e) +mnB(, §) + n’d(¢).
Em particular, tomando m = —B(¥, ¢) e n = 2d(v), temos:

0 < d(y)[4d(¥)d(¢) — B, ¢)2].

Claramente se ¢ = 0, a desigualdade é trivial; caso contrario, como d é positiva
definida, segue nosso resultado. O

Teorema 3.6.5 (Estimativa de Hasse) Seja C uma curva eliptica definida sobre
F,. Entao:
1C(Fy) —q— 1] < 2V/g.

Demonstracao: Lembrando que o grupo de Galois Gal(FqHFq) é topologicamente

gerado por ®, "o Frobenius da extensao”, temos:
PeC(F,) < ®(P)=P

Entao:
C(F,) = ker(1 — )
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e, portanto,
(C(F,) = tker(1 — @) = deg(1 — ®),

pois 1 — & é separavel pelo lema 3.6.2. Por outro lado, sabemos que a aplicagao
deg : End(C) — Z é uma forma quadratica definida positiva pela proposigao 3.5.4, e
deg(®) = ¢ pelo lema 3.6.2. Nosso resultado segue imediatamente do lema 3.6.4. O

3.7 CURVAS ELIPTICAS SOBRE CORPOS DE NUMEROS

A motivacao aritmética histérica dos estudos de curvas elipticas reside na busca
de solugoes inteiras e racionais de ciibicas planas. O principal resultado sobre o con-
junto dos pontos Q-racionais de tais curvas é o teorema de Mordell garantindo que
tal conjunto é um grupo abeliano finitamente gerado.

De fato, temos a seguinte generalizagao do teorema de Mordell, devida a Weil, mas
relacionada a demonstracao original.

Teorema 3.7.1 (Mordell-Weil) Sejam K um corpo de niimeros e C uma curva
eliptica sobre K. Entao, o grupo abeliano dos pontos K-racionais de C, C(K) é

finitamente gerado.

Demonstracao: Esse teorema é um caso particular do teorema de Mordell-Weil,
demonstrado por Weil, que iremos mostrar na se¢ao intitulada O teorema de Mordell-
Weil, 6.3.1. A demonstracao serd dividida em trés partes completamente indepen-

dentes uma das quais, chamada teorema fraco de Mordell-Weil O

Agora vamos dar uma demonstracao explicita, no caso de curvas elipticas
sobre os raconais, do teorema fraco de Mordell, para isso vamos fazer uma hipotese
adicional de que a curva na forma de Weierstrass seja da forma Y? = f(X), em que
f(X) seja irredutivel

Teorema 3.7.2 (Mordell) Seja C uma curva eliptica definida sobre Q dada por

uma equacgao na forma de Weierstrass:
Yi=f(X)=X*+AX +B

em que suporemos f(X) € Q[X] irredutivel. Entao C(Q)/2C(Q) é um grupo finito.
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Demonstragao: Sejam Q(0) = Q[X]/(f(X)), & :==C(Q) e H < Q(0)*/(Q(0)*)?

o subgrupo dos elementos de norma quadrada. Vamos definir um homomorfismo:
w6 =9

da seguinte maneira. Se P = (a,b) (afim), u(P) = (a—0)(Q(#)*)?. Para mostrar que
1 é um homomorfismo de grupos, sejam P;, P, e P3 pontos colineares, pertencentes
areta Y =1X +m. Entao: P, & P, ® P3 = ¢, fazendo P; = (a;, b;), temos:

(ay — 0)(az — 0)(az — 0) = (16 +m)?
Dai, é facil ver que:
Nowola; — 0) = f(a;) = b5
e temos assim:
p(P)p(Pe)u(Ps) = (a1 — 0)(az — 0)(as — 0)  mod (Q(6)")*
Desta feita, mostramos que:

(P p(Pr)p(Ps) = 1

Agora vamos mostrar que ker(y) = 26. De fato, u(2P) = (u(P))* = 1, logo
26 C ker(u). Reciprocamente, seja P = (a,b) € ker(u), entdo:

a— 0= (p260* + p10 + po)*.
Da invertibilidade de a — @, temos:
(s0 — 0)(p20” + p10 + po) = (110 + 70)
(s0 — 0)*(a —0) = (10 +19)*
Considere o polinémio:
(1 X +70)% — (50 — X)*(a — X) = f(X).

Temos que a reta Y = r X + ry intersecta nossa curva em (a, £b) e em (so,t) com
multiplicidade dois para algum t¢. Logo (a,b) € 2&.

Se mostrarmos que &/2® ~ Im(u) ¢ finito, o resultado segue. Podemos supor
que A, B € Z. Seja P = (a,b) € &, sejam &1, ¢e9,¢3 as trés raizes distintas de f e

a:t%eb:t%. Como

2 = (r—ext?)(r — ext?)(r — et
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em Og(e, c,,c5) temos pela fatoragoa tinica de ideais:
< §? >:<T—€1t2 ><r—€2t2 ><’I"—€3t2 > .
Claramente:
<T_€it2,r_€jt2 >|<r—gt’> e <r—5jt2 > .
Entao:
<r—gt’r—gt’>|<g—¢g >
fazendo < r — g;t? >= [ij27 temos que:
| <e1—ey><e —e3><eg—e3>

e I11,13 é quadrado. Pela finitude do nimero de classes de ideais, segue nosso
resultado. O

Lembramos que se A é um DIP (Dominio de Ideais Principais), todo A-médulo
livre de torgao é livre e, portanto, todo grupo abeliano finitamente gerado G pode

ser (abstratamente) descrito da forma:
G = Gtor @ Z@T’

em que Gy, € a parte de tor¢ao de G, necessariamente finita e r = rk(G) é o posto
de GG. No caso de uma curva eliptica sobre QQ, a torcdo é completamente conhecida.
Quanto ao posto, faz parte de uma importante conjectura de Birch e Swinnerton-

Dyer, sobre a qual nao falaremos.

3.8 EXEMPLO DE SELMER

Foi visto que, para curvas de género 0 sobre um corpo de nimeros K, vale um
principio para a existéncia de pontos K racionais, denominado principio local-global,
assegurando a existéncia de tais pontos, quando estas curvas admitem pontos em to-
dos os completamentos de K (com respeito aos Places de K). Para curvas de género
positivo, o principio nao vale em geral. O primeiro contra-exemplo do principio foi

obtido por Selmer,em [Sel|, e é a ciibica plana nao singular de equagao(homogénea):

3X3+4Y3+572% =0.
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Vamos mostrar primeiramente que essa curva nao possui ponto Q-racional e, pos-
teriormente mostraremos a existéncia de pontos localmente em Q, para cada primo

p. Claramente existem pontos reais.

Lema 3.8.1 Sejam a,b,c € Z niimeros inteiros maiores que 1, tais que d := abc é

livre de cubos. Consideremos as ciibicas projetivas dadas pelas equacoes:
Cr: aX?+bY?+cZ°=0

Cy: X34+Y34+dZ3=0.

Se C1(Q) # 0 temos que Co(Q)NUzZ # (), em que Uy é o aberto principal dos pontos
tais que: z # 0

Demonstragao: Sejam w uma raiz cibica primitiva da unidade e (u : v : w) €

C1(Q). Sem perda de generalidade, vamos supor u, v, w € Z. Defina:

¢ = au® + whv® + wicw?

n = au® + Wbv® + wew?.

Entao:
£+ n = 3au®,
wé + w?n = 3cw?,
W3+ wn = 3.
Portanto, fazendo u = —3uvw € Z obtemos:

E+n’ +dp? =0,

Logo, os pontos Py = (§ :wn: u) e Py = (n: w& : 1) sao pontos Q(w) racionais, isto
é, pertencem a Co(Q(w)) e sao conjugados sobre Q. Se considerarmos a reta que liga
P, a P, dada por Z — u = 0, sabemos que ela deve encontrar Cy em outro ponto Ps.
Como P; e P, sdo conjugados, o automorfismo nao trivial de Gal(Q(w|Q)) deixa P;

invariante (pois permuta apenas P; e P,) e podemos concluir que Py € Cy(Q) NUz.

O
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Lema 3.8.2 Seja a > 3 um inteiro livre de cubos e considere a curva eliptica dada
pela equacao:
C:X°+Y®—aZ’=0

e com origem em (1 : —1:0). Entao, nao existe ponto de tor¢ao Q-racional de C.

Demonstragao: Seja Py = (2 : yo : z0) um ponto Q-racional de C, sem perda
de generalidade, podemos supor xg, 4o, 20 € Z e que m.d.c.(zo, Yo, 20) = 1. Pela
equagao de C observa-se que tal condi¢ao implica que xg, 3o, 2o sao dois a dois cop-
rimos.

Consideremos P, = (z1 : y; : z1) como sendo o terceiro ponto da intersec¢ao da reta
tangente a C em F,. Sem perda de generalidade vamos supor que z1,y1,21 € Z €

que m.d.c.(z1,y1,21) = 1. Notamos que:
Pr = (zo(g + 2u3) + —yo(225 + 4io) * 20(25 — ¥o))-

Seja d = m.d.c.(xo(zd + 2u3), —vyo (223 + y3), z0(xd — y3)). Se d = 1, entdo 2 =
+20(x3 — ) dai |21] > |20|. Se d # 1, seja p|d um fator primo de d. Se p |z, entao
p|yo que é um absurdo. Portanto d| (z3 + 2y3) e d| (223 + y3) e dai d |3z} e d|3y3.
Conclusao: d = 3 assim z; = +2q(23 — y3)/3 e novamente |z1| > |2

Indutivamente podemos, assim, construir, pelo processo da tangente, uma sequéncia
de pontos Fy, Py, ... todos distintos, em que P,,; = —2P; e, portanto, Py nao é de

torcao. O

Lema 3.8.3 Consideremos a curva eliptica C dada por:
X?+Y?4+602°=0

que é birracionalmente equivalente a curva eliptica dada por:
Y?=X3—33(30)2

Entao, o grupo C(Q)/2C(Q) é trivial.

Demonstragao: Vamos considerar 6°> = 30 e p*> = 1. Em Q(d), o ntimero de
classes de ideais é 3 e uma unidade fundamental é n = 1 + 9 — 36%. As raizes de
f(X) = X? —3%(30)* sdo 302, 3pd® e 3pd°. Seja P = (%, %) € C(Q), qualquer ideal
primo dividindo dois dos ideais: < r—36%t? >, < r—3pd*t* > e < r—3p?6*t* > deve
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dividir 2-3-5 e, portanto, uma vez que 2, 3 e 5 ramificam, temos que < r — 35%t> >
deve ser um ideal quadrado perfeito. Existem agora apenas duas possibilidades:
r — 30%t? = a2, que é o resultado desejado ou r — 38%t? = na? que é descartada,
equacionando os coeficientes, apds fazer o = u+vd +wd? e perceber que a igualdade

é impossivel em Q. Detalhes em [Ca, pag.72] O

Proposicao 3.8.4 Considere a curva eliptica C definida sobre Q e dada por 3X3 +
4Y3 + 573 = 0. Entao, C nao possui ponto Q-racional, isto é, C(Q) = ()

Demonstragao: Suponhamos que C(Q) # (), entdo, pelo lema 3.8.1, deverfamos
ter um ponto Q-racional em C,, dada por: X2 + Y3 4 60z% = 0 com Y # 0. Pelos
lemas 3.8.2 e 3.8.3, sabemos que o grupo Cy(Q) é livre e como C2(Q)/2C5(Q) é
trivial, rk(Cy(Q)) = 0 dai C5(Q) = 0 e, portanto, o nico ponto Q-racional de Cy é
(1:—1:0) que é uma contradigao. O

Vamos agora mostrar a existéncia de pontos Q,-racionais para cada primo p.

Proposicao 3.8.5 Seja p # 2,3 ou 5 um primo, entao existem pontos Q,, racionais

em C.

Demonstracao: Consideremos o morfismo 7 : C — C que é o morfismo de reducio
médulo p. Como p nao divide A, C é uma curva eliptica, A # 0, definida sobre um
corpo finito. Pelo teorema 3.6.3, existe ponto F,-racional e pelo lema de Hensel,

esses pontos podem ser levantados a pontos em Q. O

Falta mostrar a existéncia de pontos em Q, para p = 2,3 ou 5.

(i) Primeiro caso: p = 2. Neste caso, notamos que o ponto P = (1:0:1) €
Cns(F2) é um ponto nao singular e portanto, pelo lema de Hensel, teorem 1.2.23,

levanta-se a um ponto de QQs.

(ii) Segundo caso: p = 3. Este é o caso mais dificil, uma vez que se f =
3X3 +4Y? + 5273, reduzindo médulo 3, obtemos, f = Y3 +27° = (Y +22)3 e
portanto nao podemos encontrar pontos nao singulares em F3. Contudo, podemos

encontrar um ponto em C(Qj), desomogeneizando em Z e fazendo X = 0,Y = t/4.
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De fato, nestas condigoes obtemos (clareando denominadores) o polinoémio g(t) =
3 + 80 que pelo lema de Newton, teorema 1.2.24, tém solucao em Q3 uma vez que
g(3%+1) = 332 4 3%+ 1 3001 1 81 daf v3(g(3°T!)) =4 sea > 1ewz(¢'(3%+1)) = 1.

(iii) Terceiro caso: p = 5. Neste caso, nortamos que o ponto P = (1 : 2 :
0) € Cns(F5) é um ponto nao singular e, portanto, pelo lema de Hensel, loc. cit.,

levanta-se a um ponto de Qs.



CAPITULO 4

VARIEDADES ABELIANAS

4.1 O CASO CLASSICO

Nesta se¢ao, vamos enunciar certas propriedades das variedades abelianas que
serviram histéricamente como um guia para se estudar o caso geral. Os detalhes e

as demonstragoes podem ser encontrados em [Mum 1].

Teorema 4.1.1 Sejam X um grupo de Lie complexo, compacto e conexo de di-
mensao g e seja V= Ty(X) o espago tangente na origem. Entao:
(i) X é um grupo comutativo.

(ii) A aplicagao exponencial exp : V' — X é um homomorfismo sobrejetivo entre
grupos de Lie complexos cujo niicleo é um reticulado I em V' e, portanto, induz

um isomorfismo de grupos de Lie V/I' ~ X, isto é, X é um toro complexo.

(ili) X é um grupo divisivel, isto é, o homomorfismo de multiplicacao por n é
sobrejetivo para cada n # 0 e, além disso, seu niicleo X,, é isomorfo a X,, ~
(Z/nZ)%.

(iv) Uma condigao necessdria e suficiente para que X seja algébrica é que exista
uma forma Hermitiana definida positiva H em V', tal que Im(H) assuma

valores inteiros em I' x I'. Nesse caso, chamamos X variedade abeliana.

4.2 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

Definicao 4.2.1 Uma variedade abeliana sobre um corpo k é uma variedade pro-
jetiva X sobre k dotada de dois morfismos:

m: XxX—=X

46
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mv: X - X

(multiplicagao e inverso)e um elemento € € X (k) tal que a estrutura definida em

X (k), seja de grupo com identidade e.

Observagao 4.2.2 Para cada k dlgebra R, X (R) adquire, assim, uma estrutura de

grupo que depende funtorialmente de R.

Observacgao 4.2.3 De fato, classicamente, define-se variedade abeliana como uma
variedade completa e mostra-se que, dado qualquer divisor efetivo, seu triplo é muito

amplo e, portanto, tal variedade é realmente projetiva.

Observacao 4.2.4 Toda variedade abeliana é nao singular, pois seu aberto nao

singular por translacao cobre toda variedade.

Lema 4.2.5 (Lema de Rigidez) Sejam X uma variedade projetiva, Y e Z
variedades e ® : X x Y — Z um morfismo. Se existe yy € Y tal que ® é constante
em X X {yo}, entao ® é constante em X x {y} para caday € Y. Além disso, se ®

for também constante em {xo} x Y para algum zo € X, entao, ¢ é constante.

Demonstracao: Considere a projecao m : X x Y — Y. Como X é prépria, my
¢ um morfismo fechado. Portanto, se & é uma vizinhanga afim de zy = ®(z, yo),
entao, W = mo(®~1(Z\U)) C Y ¢é fechado. Por hipdtese, yo & W, dai, Y \ W ¢é um
aberto denso de Y. Dado y ¢ W, temos que a variedade projetiva ®(X x {y}) estd
contida no aberto afim U e portanto é reduzida a um ponto. Concluimos, entao,
que ® é constante em X x {y} para caday € Y\ W e como Y \ W é denso, segue
nosso resultado. O

Corolario 4.2.6 Sejam X e Y variedades abelianas e ® : X — Y um morfismo.

Entao, ® € a composicao de um homomorfismo e uma translacao.

Demonstragao: Vamos supor, sem perda de generalidade, que ®(0) = 0 e mostrar
que ® é um homomorfismo. Definimos ¥ : X x X — Y por ¥ = domx—myo(PxP);
mostrar que ® é um homomorfismo é o mesmo que mostrar que ¥ ¢é a aplicagao nula.
Pelo lema anterior, como ¥(X x {0}) = ¥({0} x X) = 0 temos que ¥ = 0. O
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Corolario 4.2.7 A lei de grupo numa variedade abeliana é comutativa.

Demonstragao: Basta notar que inv : X — X é um homomorfismo, pelo
corolario anterior. Esta é a condigao necessaria e suficiente para que um grupo

seja comutativo. O

A partir de agora, vamos adotar a notagao aditiva para a lei de grupo numa

variedade abeliana.

Proposicao 4.2.8 Uma aplicagao racional ® : X --» Y, de uma variedade nao

singular X, em uma variedade abeliana Y estende-se a um morfismo.

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.120]. |

Proposicao 4.2.9 Sejam X uma variedade abeliana ¢ ® : X — Y um morfismo.
Entao, existe uma subvariedade abeliana Z C X tal que, para cada v € X, a

componente conexa de ®~1(®(z)) contendo x é Z + x

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.120]. a

4.3 TEOREMA DO CUBO

Teorema 4.3.1 (Principio SeeSaw) Sejam X e Y variedades, X completa e £

um fibrado linear em X X Y, entéao, o conjunto:

Yi={yeY | Lixxm} ~ Oxuiy

é fechado em Y.

Demonstragao: [Mum 1, pag.54]

Teorema 4.3.2 (Teorema do cubo) Sejam X e Y variedades completas, Z um
esquema conexo, e £ um fibrado linear em X XY X Z cujas restrigoes a {xo} XY X Z,
X x{yo} x Z e X xY X {z} sao triviais para algum xo € X, yo € Y e zy € Z.
Entao, £ é trivial.
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Demonstracao: Seja Z o subesquema fechado maximal de Z sobre o qual £ é
trivial, notemos que Z' # () pois 2y € Z e também que Z ¢é fechado de acordo com o
teorema Seesaw. Devemos mostrar que Z = Z, mas, como Z é conexo, e Z fechado,
basta mostrar que Z é aberto, vamos mostrar que dado z € Z existe um aberto de
Z" que o contém. Denotando por z; esse ponto, m C Oy, o ideal maximal e I o
ideal definindo Z em 2, e observando que I é obtido como limite nas vizinhancas
afins de zg, devemos mostrar que I = 0, I C m. Suponhamos que I # 0, como, pelo

teorema de Krull, m m"” =0, existe n > 0 tal que I C m"el Q m" + 1,de modo que
n>0
0k = Ogz,,/m espago vetorial m"™! + I /m"*t C m" /m"*! seja ndo nulo. Sejam

agora: Iy =m, I, = m"* 41 e I, um ideal tal que m"*! C I, C I e dimpl, /I, = 1
desta feita, temos Iy = I + k.a para algum a € I; note ainda que I C Iiel ;(_ 1.
Seja agora Z; o subesquema fechado de Z constituido de um ponto, zg, € com feixe
estrutural : Oy, I;, de modo que temos inclusoes naturais Zy C Z; C Zy C Z* e
Lo §Z Z‘. Consideremos agora £; (i=0,1,2) as restricoes a X x Y x Z; do feixe £ de
secoes de £, note que £; (=0, 1)sao triviais em X x Y x Z; (i=0, 1) respectivamente
uma vez que Z, C ZeZ, C Z , desta feita, obtemos isomorfismos £ = Oxxyxz

(1=10,1) e, além disso, a seqiiéncia exata

0 = Oz:,/ 1y — Oz 12 — Oz, — 0
f+[0 — af+a[0=af+lg — &f+[120+11

induz a seqiiéncia exata de feixes em Zj :
0= Oz — 150z, =110z, =0
a qual, por sua vez, induz a seqiiéncia exata de feixes em X X Y X Zj:
0= Oxxyxzo = t5O0xxvxzs = 110xxyxz, = 0

Ora, essa seqiiéncia fornece, por tensorizagdo (por um feixe localmente livre ), a

seginte sequéncia exata:
0— £y — 3Ly — 1L — 0.

Consideremos agora a se¢do s € I'(X X Y x Zi,£1) que corresponde & imagem
de 1 € Oxxyxz via o isomorfismo descrito. A condigdo necessaria e suficiente
para que £5 seja trivial é que s possa ser levantado a uma secao s’ € £o pois isso
induziria um homomorfismo(nao nulo) Oxxyxz, — £, 0 qual é isomorfismo em

cada talo, uma vez que £y ¢ localmente livre de posto 1. Desta feita, concluirfamos
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que £, é trivial, a reciproca é clara. Para mostrar que s pode ser levantada, vamos
fixar um isomorfismo £y = Oxyy e construindo a seqiiéncia longa nas cohomologias

provenientes da seqiiéncia exata curta:
0= L) =L =1L =0

temos :

0—=T(L) = T(13Ly) = T(3L) = HY(X XY, Oxxy) — ...

portanto, concluimos que s poderd ser levantada se e somente se:

d(s) = 0 € HY(X x Y,Oxxy).Por outro lado, sabemos que as restricoes de £y a
XXyoxZ,axgXY X Z, X XygX ZyeaxygXY X Zy sao triviais, o que implica que
as imagens de 9(s) pelas aplicagoes H'(X X Y, Oxxy) — H' (X, Ox) induzida por
z— (x,90) e H(X XY, Oxwxy) — H'(Y, Oy) induzida por y — (x¢,y), sdo nulas e
da féormula de Kuneth:

H'(X x Y, Oxxy) = H'(X,0x) (D H'(Y, Oy)

concluimos que d(s) = 0 e, portanto, s pode ser levantada, o que nos leva a concluir

que £; é trivial; que é uma contradicao e o resultado entao segue. O

Corolario 4.3.3 (Teorema do cubo para Variedades Abelianas) Sejam X

uma variedade abeliana, £ um fibrado linear em X e, para cada I C {1,2,3},
s;r X XX xX =X,

onde sy(xy1, 9, x3) = Z:l:Z Entao, em Pic(X) temos:
icl

S123(L) ® s7,(£) 7 @ 515(L) T @ 533(£) 7! @ 51(L) ® 53(L) @ s5(L) = 0.

Demonstracao: A partir da conclusdo do teorema do cubo, basta mostrar que
a restriao de s753(L) ® s35(L) 7t @ s75(L) 7 @ s5,(L) 7 @ s1(L) ® s5(L) @ s5(L) a
X x X x 0 é trivial, uma vez que o problema é completamente simétrico. Por outro

lado, percebe-se facilmente que tal restrigao é (isomorfa a)

s5,(L) ® 55, (L) T @ sH L) @ s5(L) 7 @ s1(L) ® s5(L) = 0 € Pic(X).
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Corolario 4.3.4 Sejam X uma variedade abeliana, Y uma variedade qualquer e

f,9,h 'Y — X trés morfismos. Entao, vale a seguinte relacao para qualquer
fibrado linear £ em X:

(f+g+h) (L)@ (f+9)" ()7 @ (f+h) (L) @(g+h)" (L)' f* (£)@g" (L)®h(L) = Oy.

Demonstragao: Basta notar que tal fibrado é o pullback via o morfismo (f, g, h) :
Y XY xY — X x X x X do fibrado linear s};(£) ®57,(£) 1 @s75(L£) ' ®s55(L) ' ®
sT(L) ® s5(L) @ s5(£) que é trivial. O

Corolario 4.3.5 (Férmula de Mumford) Sejam X uma variedade abeliana, £
um fibrado linear em X e [n] : X — X o morfismo de multiplica¢ao por n. Entao:

n2-n

n2 +n

[]*(€) = £ @ ([-1]7(£))

Em particular,

(i) se £ é simétrico, isto é, [—1]*(£) ~ £, entao:

2

] (8) ~ &,

(ii) se £ é anti-simétrico, isto é, [—1]*(£) =~ £7!, entao:

[n]* (L) ~ £".
Demonstragao: Aplicando o coroldrio anterior com f = [n], g = [1] e h = [—1]
obtemos
n+ 1) ® [n — 1] (L) @ 2n]* ()" ~ £ & [-1]*(L).
O resultado agora segue por indugao. O

Corolério 4.3.6 (Teorema do quadrado) Seja X uma variedade abeliana e para
cada a € X consideremos o morfismo de translagao por a; t, : X — X, dado por
to(z) = x + a. Entao:

50(8) ® L~ £5(2) @ £(2)

E, portanto, para cada fibrado linear, a aplicacao

o : X — Pic(X) , dada por ®g(a) =t:(L) @ £

a

é um homomrfismo de grupos.
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Demonstragao: Segue do corolario 4.3.4, fazendo f =id,g=ae h=1>
(g e h constantes). O

4.4 ISOGENIAS

Definicao 4.4.1 Seja ® : X — Y um homomorfismo entre variedades abelianas.

Dizemos que ® é uma isogenia se for sobrejetivo e tiver niicleo finito.

Proposicao 4.4.2 Seja & : X — Y um homomorfismo entre variedades abelianas.
Entao sao equivalentes:

(i) ® é uma isogenia.

(i) dim(X) = dim(Y") e ® é sobrejetiva.

(iii) dim(X) = dim(Y") e ker(®) é finito.

(iv) @ é finito, plano e sobrejetivo.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.115]. O

Notemos que, quando ® é isogenia, (via ®*) k(X) é uma extensao finita de
k(Y) e, assim, definimos o grau de ®, o grau de separabilidade de ® e o grau de
inseparabilidade de ¢, como sendo tais graus da extensao de corpos. Notamos ainda
que como fker[n] = 0! (y) para todo y € Y, desta feita, f ker[n] = deg, .

Teorema 4.4.3 Seja X uma variedade abeliana de dimenséao g e n > 0 um inteiro.
Entao:
(i) O morfismo de multiplicagao por n, [n] : X — X é uma isogenia de grau n%.
(ii) Se a caracteristica de k nao divide n, entdo, [n] é étale e:

X, := ker[n| ~ (Z/nZ)%.
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(iii) Se a caracteristica de k é p > 0 e p|n, entdo, [n] nao é separdvel e:
Xy~ (Z)p"7)

para algumt, 0 <t < g.

Demonstragao: (i) Escolhendo um fibrado linear £ simétrico e amplo em X,
notamos que, como [n]*€ ~ £"° a restricio de [n]*£ a ker([n]) é amplo, (restricdo
de um feixe amplo a um subesquema fechado) e trivial (pois em ker(|n]), [n] = 0)
isso é impossivel, a menos que dim (ker([n])) = 0. Portanto, do nosso critério de
caracterizagao de isogenias, [n] é isogenia.

Consideremos o divisor D associado a £. Temos das propriedades do nimero de
intersecao que

deg([n])D* = ([n]* D) = (n?D)? = n¥ D",

(ii) Como a caracteristica de k nao divide o grau de [n], ele deve ser separdvel e
claramente nao ramificado. Quanto a estrutura do grupo A = ker[n], basta notarmos
que, para cada d|n??, a d-tor¢cao Ay tem ordem d?9. De um lema de grupos em
[Hin-Sil, pag. 125], segue nosso resultado.

(iii) Isso é conseqiiéncia do fato de que a derivada (na origem) do morfismo de
multiplicacao por n é nula. Detalhes em [Mum 1, pag.63]. O



CAPITULO 5

TEORIA DAS ALTURAS

5.1 ALTURAS NO ESPACO PROIJETIVO

Intuitivamente, podemos pensar numa fungao altura como sendo uma funcao
que, de alguma forma, possa medir a complexidade aritmética de um ponto, de modo
que se cumpra o objetivo de haver apenas um ntmero finito de pontos racionais com
altura limitada. Uma maneira simples de medir a altura de um ponto P € P"(Q)
é, escolhendo coordenadas inteiras coprimos, assim definir H(P) = max; | z; | em
que P = (zp : @1 : ... : x,). Uma maneira mais coveniente (por independer de

coordenadas homogéneas) de definir tal altura seria:

H(P) = [] max |l

’UG]\/IQ

Notamos que as duas defini¢cées coicidem e, portanto, o conjunto dos pontos, cuja
altura é limitada por alguma constante real, é finito.

Seria, portanto, natural tentar generalizar tal definicio para qualquer corpo de
ntimeros K fazendo para P € P"(K):

He(P) = ][ max | z; ||, -

veEMg

Proposigao 5.1.1 Seja K um corpo de numeros e P € P*(K) um ponto. Entao:

(i) Hx(P) esta bem definida, isto é, independe das coordenadas homogéneqas
escolhidas para P.

(ii) Hg(P) > 1,VP € P"(K).
(i) Se L | K é uma extensao finita de K, entao:

H,(P) = Hg(P)L Kl

o4
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Demonstragao: (i)Se P = (Axg: Az : ... : A\x,,) com A € K*,

[T mexiiAzflo=CT] WA I)C]] maxiai o) = [T max| Az,

veEMp veEMg veEMg veEMp

pois pela férmula do produto H | A= 1.

vEMK
(ii) Basta notar que podemos escolher coordenadas homogéneas tais que uma das

coordenadas seja 1.

(iii) Basta lembrar que para cada w € My, e v|w, v € M, temos
N = [Luy : Qu] = [Ly : K] -1

e a formula do grau:

> [Lw:K)=[L:K]

weMp, ,wlv

e aplicar a definigao:

= H m?XH zi ||w = H H miax|| zi ||w = H H mlax|xi

weMy, vEMK weMp ,wlv vEM K weMp ,w|v

Nw
[

=TI II wmacia "= TT max|ia: [,/ = Hie(P)"5.

vEM weMp ,wlv weM,

Definigao 5.1.2 A altura (multiplicativa) absoluta em P"(Q) é a funcao
H:P*(Q) — [1,00)

dada por H(P) = Hg (P) @] @ , onde K é qualquer corpo tal que P € P"(K).
A altura (logaritmica) abso]uta em P*(Q) é a funcao

h: P"(Q) — [0, 00)

dada por h(P) = logH(P) = ﬁ

Observe que a proposicao anterior nos garante a independencia do corpo K.
Chamamos corpo de defini¢ao de P, o corpo Q(P) := Q(xo/xj, 1/, ..., T,/ ;).
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Proposicao 5.1.3 A funcao altura definida é invariante pela acdo do grupo de
Galois absoluto dos racionais, isto é, se P € P*"(Q) e € Gg, entao H(o(P)) = H(P).

Demonstragao: Basta escolher uma extensao finita dos racionais tal que P €
P"(K) e notar que ¢ induz um isomorfismo K = o(K) que identifica de maneira
natural o conjunto de valores absolutos de K e o(K). Como a definigdo da altura

depende apenas de M, segue a invariancia. O

Teorema 5.1.4 (Northcott) Sejam B, D € (0,00). O conjunto

{PeP(Q) | H(P)<Be[QP):Q] <D}
é finito. Em particular, para cada corpo de niimeros fixado, temos que o conjunto
{P e P"(K)|Hk(P) < B}

é finito.

Demonstracao: FEscolhendo coordenadas homogéneas para P tais que alguma
das coordenadas seja 1, notamos que H(z;) := H(x; : 1) < H(P) e Q(z;) € Q(P).

Portanto podemos nos reduzir a mostrar que o conjunto
{reQ | H(z) <BelQz):Q]=d}

é finito. Seja x € Q um elemento de grau d sobre os racionais e sejam x = x1, ..., 4

os conjugados de x sobre Q. O polinomio minimo de z é :

d d
po(T) = [J(T = 25) = Y (=1)"s, ()T,

j=1 r=0
em que oS S, sao os polindémios simétricos em 1, ..., 4. Como os x; sdo conjugados,
pela proposigao anterior temos que H(x;) = H(x) e, portanto, da desigualdade
triangular, segue que H(s;) < ¢; H(x)? para certas constantes que independem de
x. concluimos que H(so(z) : s1(x) : ... : sq4(x)) é também limitado, logo = é uma
das raizes de um polinomio com coeficientes racionais de altura (dos coeficientes
vistos como pontos de P?) limitada. Como o conjunto dos coeficientes é limitado,
existe apenas um nuimero finito de posibilidades para o polindomio minimo de z e

consequentemente um nimero finito de possibilidades para z. O
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Proposigao 5.1.5 (i) Seja S, : P" x P™ — PV 0 mergulho de Segre. Entao:

(ii) Seja vg: P — PN o mergulho de Veronese. Entao:

h(vy(x)) =d - h(z).

(iii) Seja ® : P* --» P™ uma aplicacdo racional de grau d sobre Q e sejal o aberto

maximal de definicao de ®. Entao em U, temos:
h(®(P)) < d-h(P)+0O(1).
Além disso , se X C U é uma subvariedade fechada, entao, em X (Q) temos:

L(®(P)) = d - h(P) + O(1).

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.179]. O

5.2 ALTURAS EM VARIEDADES PROJETIVAS

Nesta secao, estaremos considerando variedades projetivas lisas, definidas sobre

Q, bem como morfismos, fibrados, etc, etc. Vamos também usar X para denotar

X(Q).

Definicao 5.2.1 Seja ® : X — P" um morfismo. A altura (logaritmica absoluta)
em X relativa a ® é a funcao
he : X - R

onde h : P — R é a funcgao altura no espaco projetivo definida anteriormente.

Sabemos que, a cada morfismo ® : X — P" podemos associar um fibrado linear
em X gerado por secoes globais, o pullback do feixe de Serre Opn(1). E fundamental
entender a conseqiiéncia de isomorfismos entre esses feixes. Reciprocamente, a cada

fibrado linear em X, podemos associar uma aplicagao racional.
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Proposicao 5.2.2 Sejam X uma variedade projetiva lisa, ® : X - P" e WV : X —
P™ morfismos. Suponha que ®*(Opn (1)) ~ ¥*(Opx(1)) . Entao:

he = hy +0O(1).

Demonstracao: Sabemos que os morfismos @ e W se fatoram via certas aplicagoes
lineares A : PV — P" e B : PV — P™ e ¢ em que ¢ : X — PN, Portanto,

h(A(Q)) = h(Q) + O(1) e h(B(Q)) = h(Q) + O(1) para cada @ € ¢(Q). Fazendo
Q = ¢(P) obtemos:

h(®(P)) = h(A((P))) = h(p(P)) + O(1) = h(B(p(P))) + O(1) = h(¥(P)) + O(1).

d

Definicao 5.2.3 Vamos denotar H(X') o grupo de fungoes reaish : X — R modulo

funcées limitadas em X

Notamos que a proposi¢ao anterior nos permite definir alturas (médulo O(1))

associadas a classe de isomorfismo de fibrados lineares sem pontos base em Pic(X).

Definicao 5.2.4 Seja £ a classe de um fibrado linear sem pontos base em X. A
"fungao”altura associada a £ é a classe de fungoes he € H(X) obtida a partir de

qualquer morfismo associado a qualquer fibrado na classe.

Proposicao 5.2.5 (Aditividade) Sejam £, e £, fibrados lineares sem pontos base
em X. Entao:
h£1®£2 = h)31 +h£2 € H(X)

Demonstragao: Considere morfismos ®; : X — P™ associados a £;; associado
a £1 ® £9 temos o morfismo ®; ® ®, dado por @1 ® Po(P) = Sy, 1, (P1(P), Po(P))
onde S, », ¢ 0 mergulho de Segre. Logo, temos:

he ge, (P) = h(®; @ &2(P)) + O(1)
= h(Sn, o (P1(P), P2(P))) + O(1) = he, (P) + he, (P) + O(1).
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Definicao 5.2.6 Seja £ um fibrado linear em X e sejam £, e £, fibrados lineares
sem pontos base tais que £ ~ £, ® £,'. Definimos a funcao altura associada a £
como sendo a fungao

hg :=hg, —hg, € H(X).

Pela proposicao anterior, tal definicdo nao depende da escolha de £1 e £s.

Teorema 5.2.7 (Propriedades de alturas de Weil) Seja X uma variedade lisa

sobre Q. Entéo, existe um tinico homomorfismo:
Pic(X) — H(X)

£'—>h2

com as seguintes propriedades:

(i) (Normalizagao) Se £ é um fibrado linear, sem pontos base e ® : X — P" um

morfismo asociado a £, entao:

he = he € H(X).
Em particular, se X =P" e £ = Opn(1) , temos:
ho..y =h € H(X).
(ii) (Funtorialidade) Seja ® : X — Y um morfismo e seja £ € Pic(Y'). Entao:
hx e-(g) = hy,e € H(X).

(iii) (Positividade) Seja £ um fibrado linear efetivo e B o suporte de uma se¢ao
global de £. Entao:
he >0 € H(X \ B).

(iv) (Finitude) Seja £ um fibrado linear amplo. Entao o conjunto:

{PeP"(Q) | he(P) <CelQ(P):Q] <d}

¢ finito para quaisquer constantes B e d.
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Demonstragao: A unicidade é clara, quanto a existéncia, é conseqiiéncia da con-
strucao que estamos fazendo que de fato ja nos forneceu a aplicagao (bem definida)
e mostrou-nos ser um homomorfismo de grupos pela aditividade, a propriedade (i)
¢é bastante clara da nossa construcao e a finitude é devida ao teorema de Northcott.
De fato, escolhendo uma poténcia do nosso fibrado(amplo) que seja muito amplo,
podemos supor X < P¥ isso implica a finitude. Funtorialidade, num caso partic-
ular, segue da nossa construcao, positividade e funtorialidade, no caso geral, sao
feitas em detalhes em [Hin-Sil, pag.185]. O

5.3 ALTURAS EM VARIEDADES ABELIANAS

Teorema 5.3.1 Sejam X uma variedade abeliana sobre Q e seja £ um feixe in-
versivel em X. Entao, para quaisquer P, (), R € X, temos:

he(P+Q+R)—he(P+Q)—he(P+R)—he(Q+R)+he(P)+he(Q)+he(R) = O(1).

Demonstracao: Ora, este resultado é a traducao, na linguagem de alturas, do
teorema do cubo para variedades abelianas 4.3.3. De fato, aplicando as propriedades

de alturas de Weil temos a relagao
S123(L) ® 3?2(2)_1 ® 5?3(’2)_1 ® 533(@_1 ® s1(£) @ s5(£) @ s5(L) =0,

obtendo o resultado desejado. |

Corolério 5.3.2 Sejam X uma variedade abelianan € Z e [n] : X — X, o mor-

fismo de multiplicacao por n. Entao:

2 4 2
heofn] = = 5 L W 5 " heo[—1] € H(X).

Em particular,

(i) Se £ é par, (isto é, [-1]*£ ~ £), entao:

heo[n] =n*he € H(X)

he(P+ Q) +he(P — Q) = 2he(P) + 2he(Q) € H(X).
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(ii) Se £ é impar, (isto é, [-1]*€ ~ £71), entdo:

heo[n| =nhe € H(X)

he(P + Q) = he(P) +he(Q) € H(X).
Demonstragao: A relagao estabelecida pelo teorema anterior, fazendo @ = [n]P
er=[-1]P é
he([n + 1]P) 4+ he([n — 1]P) = 2he([n]P) + he(P) 4+ O(1).

O resultado agora segue por indugao. Notamos que este resultado é a tradugao da
férmula de Munford 4.3.5 via as propriedades das alturas mostradas no teorema

5.2.7, e poderia, assim, ser deduzido diretamente. O

5.4 ALTURAS CANONICAS EM VARIEDADES ABELIANAS

Teorema 5.4.1 (Néron, Tate) Sejam X uma variedade projetiva lisa definida
sobre um corpo de niimeros, £ um fibrado linear em X, e ® : X — X um morfismo.

Suponhamos que, em Pic(X) ® R, vale:
o*(L) = £°

para algum nimero real a > 1. Entao, existe uma tinica funcao, chamada a altura

canonica em X relativa a ® e £,
hX,q>7£ X =R

com as seguintes propriedades:

(i) hyoe =hye € H(X).

(i) hxeeco® = ahxaoe.

Além disso, a altura canonica pode ser calculada como o limite:

~ ) 1 .
hX7q>7£(P> = lim ThX,L‘((I) (P))

n—00 (¥
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Demonstragao: Um cédlculo simples nos mostra que a funcao assim definida satis-
faz a propriedade (ii). Para mostrar que tal fungao é bem definida, devemos mostrar
que a sequéncia {5 hx,¢(®"(P))}, ¢ convergente para cada P € X. Aplicando a
maquina de alturas de Weil a relagdo ®*(£) = £%, obtemos que existe uma con-
stante C' tal que |hx ¢(®(P)) — ahxe(P)| < C, VP € X. A partir dessa relacao,
mostraremos que a sequéncia é de Cauchy, de fato,

la” " hx o(®"(P)) — a " hx (P (P))|

= | Z "(hxe(2'(P)) — arhy o (@7 (P)))]

i=m-+1

< Z T hx o(PY(P)) — ahx o(dTH(P))|

< Z aic = (0 Y0l

a—1
i=m+1
Para verificar a propriedade (i), basta aplicar a desigualdade anterior com m =0 e
entao fazer n — oo para obter:

C

h P) —hye(P)| < .
lhx.e,e(P) —hx.e(P)] o

Teorema 5.4.2 (Néron, Tate) Sejam X uma variedade abeliana sobre um corpo
de niimeros e £ um fibrado linear em X que seja simétrico. Entao, existe uma tinica
funcao

hye: X - R

chamada a altura canénica em X relativa a £, com as seguintes propriedades:
() A
hxe=hxe € H(X).
(ii) Para qualquer inteiro m, temos:

EX,I) [e) [m] = m2 hX7£ .
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(iii) (Regra do Paralelogramo)
hye(P+ Q) +hye(P — Q) = 2hxo(P) + 2hx o(Q).

(iv) A altura candnica é uma forma quadratica, a qual podemos associar uma forma
bilinear:
(., Je: X xX =R

definida por:

_ hye(P+Q) —hye(P) — EX,E(Q).

<P7Q>£: 9

Demonstracao: Consideremos a altura canonica com respeito ao morfismo ® =
[2]. Notamos que, pela férmula de Munford, corolario 4.3.5, [2]*(£) = £ € Pic(X).

Portanto, podemos aplicar o teorema de Néron-Tate 5.4.1 e definir:

EXA)(P) = lim %hx’g([Z"}(P)).
Para mostrar que tal funcao satisfaz as propriedades requeridas, basta notar que,
pelo teorema 5.3.1 e seu corolédrio 5.3.2, tais propriedades ja sao satisfeitas mddulo
O(1). Para eliminar as fung¢oes O(1), basta substituir cada ponto P por [2"]P e, em
seguida, dividir a relagdo encontrada por 4. Além disso, mostra-se que num grupo
abeliano, se uma funcao satisfaz a regra do paralelogramo, entao, esta fungao é uma
forma quadratica. Detalhes [Hin-Sil, pag.200,201]. O

Proposicao 5.4.3 Sejam X uma variedade abeliana sobre um corpo de niimeros e
£ um fibrado linear simétrico e amplo. Entao, a altura canénica associada a £ é tal

que:
(i) Para cada P € X(K), hxx(P) > 0 com igualdade se e somente se P é ponto
de torgao.

(i) Ambas a forma quadratica h x,a € a forma bilinear associada se estendem lin-
earmente a uma forma quadratica definida positiva e a um produto Interno
euclidiano em X (K ® R)

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.201]. O



CAPITULO 6

TEOREMA DE MORDELL-WEIL

6.1 TEOREMA DE MORDELL-WEIL FRACO

Nosso objetivo nesta secao serd demonstrar o seguinte:

Teorema 6.1.1 (Mordell-Weil(fraco)) Sejam X uma variedade abeliana sobre
um corpo de nimeros K, X(K) o grupo de pontos K racionais de X e sejam > 2
um inteiro. Entao o grupo X (K)/mX (K) é finito.

Para cumprir nosso objetivo, vamos proceder em duas partes e supor, sem
perda de generalidade, que X,,, C X (K), pois podemos fazer uma extensoa finita de
K onde esta propriedade se cumpra e se o teorema de Mordell-Weil(fraco) vale na

extensao, vale também em K.

Lema 6.1.2 Seja L|K uma extencao galoisiana finita, X uma variedade abeliana
sobre K. Se X(L)/mX (L) é finito, entao X (K)/mX (K) é finito.

Demonstragao: [Sil, pag.190]. O

Proposicao 6.1.3 (Kummer pairing) Existe uma func¢ao bilinear
t:Gal(K|K) x X(K) = X,,
com as seguintes propriedades:

(i) o niicleo a esquerda é Gal(K|L), em que L = K(m ' X(K)) é o compositum
de todos os corpos da forma K (y) nos quais [mly € X (K);

(ii) o nicleo a direita é mX (K).
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Portanto, t induz uma funcao bilinear nao degenerada
t:Gal(L|K) x X(K)/mX(K) = X,
que por sua vez induz uma injecao

X(K)/mX(K) — Hom(Gal(L|K), X,,).

Demonstragao: Para cada * € X(K) seja y € X(K) tal que [m]y = =, isso
é sempre possivel pois X (K) é um grupo divisivel pelo teorema 4.4.3. Seja agora
o € Gal(K|K). Definimos t(o,z);= o(y) — y. Vamos verificar primeiramente que

t(o,x) € X,,. De fato,

ml(t(0,)) = [ml(a(y) — y) = o(Imly) — [mly = o(z) — 2 =0,

Vamos verificar agora que ¢t ndo depende da escolha de y. De fato, suponha que
[mly = [m]y = z. Entao y —y € X,, C X(K). Desta feita

(0(y) —y) = (oly)~y)=oly—y)—(y—y)=0.
A verificagdo da bilinearidade é também bem simples e segue da definigao:
too, ) =00 (y) —y =00 (y) —o(y) +oly) —y =

=o(0(y) —y) +oly) —y=o(t(c,2)) + t(o,2) = t(o, ) + t(o, x),
pois (o', z) € X,, C X(K).

tlox+a)=oly+y)—(W+y)=(oy) —y)+(oly) —y) =t(o,z) +t(o,z).

(i) Notamos que o estd no nicleo a esquerda de ¢ se e somente se o(y) = y para
todo y € X((K)) tal que [m]y € X(K). Isto é justamente dizer que L é o corpo fixo
de tal niicleo e portanto este nticleo é exatamente Gal(k|L).

(ii) Claramente X,, é subconjunto do nucleo & direita de t pois tal grupo tém ex-
poente m. Para mostrar a igualdade, seja x um elemento do ntcleo & direita.
Temos entdo que o(y) = y para todo o € Gal(K|K) e portanto y € X(K). Daf
xr = [mly € mX(K).

Segue da propriedade universal que, passando ao quociente, obtemos uma aplicacao
bilinear nao degenerada t : Gal(L|k) x X(K)/mX(K) — X,,. A inclusdo

X(k)/mX (k) — Hom(Gal(L|k), X,,)
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que desejamos é dada por x — t(.,z) € hom(Gal(L|k), X,,), cuja injetividade segue

diretamente do fato da nossa aplicacao bilinear ser nao degenerada. O

A partir da proposicao acima, para mostrar que X (K)/mX (K) é finito, basta
mostrar que o grupo Hom(Gal(L|K), X,,) é finito. Como ja sabemos que X, é
finito, serd bastante mostrar que Gal(L|K) é finito, que é equivalente a mostrar que
a extensao de corpos L|K é finita. Para isso vamos usar um teorema de Hermite,
a partir do qual deduziremos um teorema de Chevalley-Weil que ira implicar nosso

resultado facilmente.

Teorema 6.1.4 (Hermite) O conjunto dos corpos de niimeros (vistos como sub-

corpos de C) com dado discriminante é finito.

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.273]. O

Teorema 6.1.5 (Chevalley-Weil) Seja ® : X — Y um recobrimento nao rami-
ficado entre variedades projetivas normais sobre um corpo de niumeros K. Entao

existe uma extensao finita L|K tal que:

> Y (K)) C X(L).

Demonstragao: Primeiramente vamos considerar o caso afim, X = Spec(B) e
Y = Spec(A), onde A = K[f1, fa,..., fm] € B sao K dominios de tipo finito. Temos
que B é um A-mdédulo livre de posto n (condigao de recobrimento) e além disso existe
uma base {g1, gs, . - ., gn} de B sobre A tal que o discriminante A% (g1, g2,...,9,) €
A* (condigao de nao ramificagao). Ora, seja, para cada v € My,

U, ={z e X(K)|v(fi(x)) >0V1<i<m}

(que depende também dos f;). Temos que dado f € A* = (K[f1, f2, ..., fm])*, clar-
iando o denominador obtemos af € Ok|fi, fa, ..., fm] para algum a € Ok. Analoga-
mente para o inverso de f, existe b € Ok tal que bf =t € Ok[f1, fo, ., fm]. Assim
temos para Vo € U, e, Vv € M, associado a um primo que nao divide a nem divide b,
laf(x)|, <1e|bf~t(z)], < 1. Isso implica |abl, < 1 e mais precisamente |abl, = 1,
pois a e b sao K-inteiros . Logo |f(z)|, = 1. Sendo assim para quase todo v € My,
temos |A(K(®7(z))|K)|, = 1.
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Como A e B sdo normais, seu anel de inteiros ¢é a intersecao das localizagoes nos

primos de altura um. Portanto, denotando U((O);) = ﬂ U,, temos que existe uma

vE M,
constante ¢; tal que |A(K(®7'(2))|K)|, < 1 Vo € U(Ok) (tal constante pode ser

tomada como sendo 0 maximo (em um nimero finito) entre os valores absolutos nao
unitérios e 1). Pelo teorema de Hermite,6.1.4, temos que existem apenas um nimero

finito de corpos K(®~!(x)) e portanto, tomando seu compositum, encontramos uma
extensao finita L|K de K tal que @' (U(Ok)) C X(L).

Agora para deduzir nosso resultado podemos considerar X e Y mergulhadas em
algum espago projetivo e lembrando que para qualquer corpo de nimeros Py = Pg,
deduzimos que para todo = € X (K) o discriminante |A(K (®~!(z))|K)|, é limitado,
aplicando o caso afim (basta cobrir X com um nimero finito de abertos afins suficien-
temente pequenos para estarem contidos nos abertos principais do espago projetivo).
Assim, tomando o compositum das extensoes finitas obtidas do caso afim, obtemos
uma extensao finita L de K tal que @ (Y (K)) C X(L). O

Corolario 6.1.6 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo de niimeros K e
seja L = K([m]™' X (K)) o compositum de todos os corpos da forma K(y), em que
[mly € X(K). Entao, L|K é uma extengao finita.

Demonstracao: Basta notar que o morfismo de multiplicagao por m é um reco-
brimento nao ramificado. Assim, como consequéncia do teorema de Chevalley-Weil,
6.1.5, temos que existe uma extensao finita E|K tal que L = K([m|'X(K)) C
E(X(K)) = E e, portanto, L| K é uma extensao finita. O

Da nossa discusao anterior segue o teorema de Mordell-Weil (fraco).

6.2 LEMA DA DESCIDA

O termo descida (infinite descent) é referente ao argumento de Fermat, uti-
lizado ora para mostrar que dada equacao difantina nao tinha solucao, ora para

mostrar que uma equagao diofantina possuia infinitas solugoes(racionais ou inteiras).
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Esse argumento foi usado por Fermat por exemplo para mostrar que a equacgao:

ot byt =22

nao possuia solucoes nao triviais em Z, implicando assim que a equagao:
o gyt =

nao possui solucbes nao triviais em Z. A idéia era supor a existéncia de solucdo
nao trivial e escolher dentre todas, aquela de menor coordenada positiva x (por
exemplo), e a partir desta, construir uma outra com coordenada positiva 2 menor.

Outra aplicagdo desse raciocinio pode ser vista nas equagoes de Fermat-Pell
2?2 —dy* =1

com d livre de quadrados. Elas possuem uma infinidade de solugoes em Z e tais
solucoes sao , de fato, geradas por uma solucao fundamental. Novamente o raciocinio
é simples: a partir de cada solugao, podemos construir outra com coordenada = (por
exemplo) estritamente maior que a anterior. Um aspecto fundamental no raciocinio
de Fermat reside em saber, de alguma forma, mensurar o ”tamanho” de uma solucao.
No nosso caso, temos uma maneira natural de medir o "tamanho”de uma solugao,
usando as alturas. Portanto para concluir a demonstracao do teorema de Mordell-

Weil, vamos mostrar o seguinte:

Lema 6.2.1 (Lema da descida) Seja G um grupo abeliano equipado com uma
forma quadratica q : G — R satisfazendo as condigoes:
(i) Para cada B € Ry, o conjunto:
{r € G |q(x) < B}
é finito;

(i) existe algum inteiro m > 2 tal que o quociente G/mG é finito.

Entao, GG é finitamente gerado.

Mais precisamente, dado um sistema de representantes {gi, ga, ..., gs} para
G/mG, seja B := max; q(g;). Entao, G é gerado pelo congunto finito

{r€Glq(x) < B}
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Demonstragao: Primeiramente, notamos que os pontos de torgao tem ¢(z) = 0,
pois claramente ¢(0) = 0 e se m -z = 0, entdao m3q(z) = 0. Mostramos agora
que Yz € G, q(z) > 0. Se G for de torgao é finito pela condi¢do (i) e nao hé
nada para mostarar. Em caso contrario, escolhendo x € G de periodo infinito, se
q(x) < 0 teremos q(mz) = m?q(xr) < 0 para cada m € Z e portanto existiriam
infinitos elementos no conjunto {x € G | ¢(z) < 0}, contradizendo a condigao
(i). Podemos definir |z| := y/q(x), b := max; |g;| e considerar o conjunto finito
S={zeG||z| <b}.

Queremos mostrar que G =< S >. Seja agora xgp € G. Se xy € S nada hé para
fazer. Em caso contrério, |z9| > b. Reduzindo médulo mG, zo = ¢; + m.z; para
algum z; € G. Usando a desiguldade triangular obtemos:

m|zy| = |zvo — gi| < |wo| + |gil-

Como |g;| < b < |zo|, m|z1] < 2|xg| € como m > 2 obtemos que |z1| < |xo|. Se
x1 € S, entdo xg = x1 + m-g; €< S >. Em caso contrério,|z;| > b. Reduzindo
moédulo mG, x; = g; + m - x5 para algum z, € G. Uma verificagao analoga nos
mostra que |z2| < |z1|. Raciocinando indutivamente, construimos uma sequéncia
de elementos de G, tal que |zg| > |x1]| > |x2| > .... Pela propriedade (i) de nosso
enunciado, tal sequéncia deve estacionar e, de fato, isso deve ocorrer em um elemento
de S. Como x é combinacao linear dos x;, ¢ > k+ 1 e elementos de S, por inducao

decrescente mostra-se que zy é combinagao linear de elementos de S. a

6.3 TEOREMA DE MORDELL-WEIL

Teorema 6.3.1 (Mordell-Weil) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo
de mimeros K. Entao o grupo dos pontos K-racionais, X (K), é um grupo abeliano

finitamente gerado.

Demonstragao: A demonstragdo do teorema de Mordell-Weil foi dividida em

trés partes:

i) (Forma Quadrética) Existe uma forma forma quadrética em X (K):

hye: X(K)— R,
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chamada a altura canonica em X relativa a £ (fibrado linear) tal que para

cada B € R, o conjunto:
{r € X(K) | hxe(x) < B}

¢ finito. Isto foi mostrado na se¢ao de alturas bastando escolher £ simétrico,
para usarmos o teorema de Neron-Tate 5.4.2 e amplo para garantir a finitude
do conjunto dos pontos de altura limitada, pelo teorema das propriedades das
alturas de Weil 5.2.7.

ii) (Mordell-Weil(fraco)) Para cada m > 2 o grupo X (K)/mX(K) ¢ finito. Isto

foi mostrado numa segao anterior como consequéncia do teorema 6.1.6.

iii) (Lema da descida) Seja G um grupo abeliano equipado com uma forma quadrética

q : G — R satisfazendo as condigoes:

(i) Para cada B € R4, o conjunto:
{r € G|q(x) < B}
¢ finito;
(i) existe algum inteiro m > 2 tal que o quociente G/mG ¢ finito.
Entao G é finitamente gerado. Isto foi mostrado na segdo anterior como sendo

o Lema da descida, 6.2.1.

O teorema de Mordell-Weil estd, portanto, completamente demonstrado. O

Lembramos que novamente que todo grupo abeliano finitamente gerado G pode

ser (abstratamente) descrito da forma:
G~ G DT,

onde G, é a parte de tor¢ao de GG, necessariamente finita, e r = rk(G) é o posto de

G.

Portanto para variedades abelianas sobre um corpo de niimeros K, podemos

definir a nocao de posto de uma tal variedade, como o posto do grupo abeliano
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finitamente gerado dos seus pontos K-racionais. O problema do calculo do posto
faz parte de uma importante Conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer sobre a qual
nao falaremos, Este problema é ainda aberto para curvas elipticas definidas sobre
Q. Em particular nao é conhecida a existencia de tais curvas elipticas de posto
arbitrariamente grande e nem se (e por qual razao ) o posto das curvas elipticas
sobre Q seja universalmente limitado.



CAPITULO 7

TEOREMA DE FALTINGS

Neste capitulo, nosso objetivo é dar uma idéia de como a conjectura de Mordell
(Teorema de Faltings) se relaciona com outras conjecturas e outros teoremas, dando
uma linha de raciocinio de como completar a demonstracao sem fornecer todos os
detalhes. As dificuldades técnicas serdo completamente escondidas de modo que a

impresao de facilidade ¢ falsa.

Na primeira se¢ao, vamos introduzir o importante conceito da jacobiana de
uma curva, uma variedade abeliana relacionada com a curva que retém propriedades
geométricas da mesma. Na segunda se¢cao mostraremos como a desigualdade de Vo-
jta implica o teorema de Faltings. A desigualdade de Vojta é um profundo resultado
sobre aproximacao diofantina que vamos assumir sem maiores referéncias. As outras
secoes se dedicam a ilustrar o caminho seguido pelo proprio Faltings na demonstracao

original.

Teorema 7.0.2 (Conjectura de Mordell-Teorema de Faltings) Sejam K um
corpo de niimeros e seja C uma curva lisa sobre K, cujo género é maior ou igual a

dois. Entao C(K) consiste de um conjunto finito.

7.1 VARIEDADE JACOBIANA

Em primeiro lugar, consideremos uma superficie de Riemann X de género
g > 1 e um ponto Fy. A integracao por caminhos partindo de Py é bem definida

modulo I, o reticulado dos periodos (base da homologia), e fornece uma injecao:

t: X <= Jac(X):=C9/T
P P
P (fP0w17"'7fp0wg> mod (F)
Mostra-se que a variedade Jac(X), que é um toro complexo de dimensao g, é uma

variedade abeliana chamada variedade jacobiana de X. Weil generalizou a definigao

de variedade jacobiana para curvas lisas definidas sobre um corpo qualquer. Sua
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construcao utiliza as poténcias simétricas da curva e pode ser encontrada com de-
talhes em [Hin-Sil, pag.134]. A descrigao que nos interessa pode ser sumarizada no

seguinte:

Teorema 7.1.1 (Construgao da jacobiana) Seja C uma curva lisa de género
g > 1, projetiva sobre um corpo K. Existe uma variedade abeliana sobre K de
dimensao g, Jac(C), chamada jacobiana de C, e um mergulho:

t:C — Jac(C),

que pode ser escolhido um K-mergulho se C(K) # (. O morfismo ¢ satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) Estendendo ¢ linearmente a Div(C), ¢ induz um isomorfismo de grupos
Pic’(C(L)) ~ Jac(C)(L)
desde que na extensao L|K, C(L) # 0 (¢ é L-morfismo)

(ii) Para cada r > 0 definimos W, € Jac(C):

r

W, =uC) + ... +1(C) = > _1(C).

i=1
Entao, dim(W,) = min(r, g) e W, = Jac(C).

(iii) Se © = W,_4, entao, © é um divisor irredutivel e amplo em Jac(C), chamado
divisor Theta.

7.2 A DESIGUALDADE DE VOJTA

Durante toda a secao, sejam K um corpo de nimeros, C uma curva projetiva
e lisa sobre K de género maior ou igual a dois. Vamos supor C(K) # (), e considerar
o K-mergulho ¢ : C < Jac(C). Sejam ainda © € Pic(Jac(C)) o divisor theta, | . |
a norma em Jac(C)(K) associada & altura canonica relativa a © e < ., . > a
forma bilinear associada em Jac(C(K)). Lembramos que a norma | . | se estende

linearmente a uma forma quadratica definida positiva em Jac(C(K)) ® R e que a

forma bilinear se estende linearmente a um produto interno euclidiano.
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Teorema 7.2.1 (Desigualdade de Vojta) Seja C uma curva lisa e projetiva sobre
um corpo de niimeros K de género g = g(C') > 2. Existem constantes k1 = k1(C) e

Ky = Ko(g) tais que, se z,w € C(K) satisfazem |z| > k1 e |w| > Ka|z|, entao

3
< zy,w >< Z\z||w|

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.379-425]. O

Teorema 7.2.2 Seja C uma curva lisa e projetiva sobre um corpo de niimeros K,
cujo género seja maior ou igual a dois. A desigualdade de Vojta, teorema 7.2.1,
implica o teorema de Faltings 7.0.2, i.e. C(K) é finito.

Demonstragao: Denotemos J = Jac(C). Em primeiro lugar notemos que o
nucleo do homomorfismo:
J(K) = JK)®R

é exatamente o subgrupo de torgao J(K )i, que é finito pelo teorema de Mordell-
Weil. Portanto para mostrar que C(K) é finito, é suficiente mostrar que a imagem
de C em J(K) ® R é finita. Vamos denotar tal imagem C(K). A forma bilinear
< ., . >dédaJ(K)®R uma estrutura de espago euclidiano de dimensao finita,
de modo que podemos definir o angulo entre dois pontos da maneira usual:

<z y>

cos(O(x,y)) = E
Sejam zp um ponto de J(K) ® R e #y um angulo. Vamos denotar por I';, 4, 0 cone

de direcao xy e angulo central 26,.
Fmo,eo = {J? € J(K) ®R ’ 9($,.’E0) < (90}

A desigualdade de Vojta sera usada agora para mostrar que se g é suficientemente
pequeno, entao a intersecao
Lyp0, NC(K)

é finita. Vamos supor que tal intersegao seja finita. Como em J(K) (e por con-
seguinte C(K)) é finito o nimero de pontos de norma limitada, existe z € Iy, g, N
C(K) tal que |z| > ky. Portanto podemos encontrar w € I'y, g, N C(K) tal que

|w| > ka|z|. Pela desigualdade de Vojta, teorema 7.2.1, temos que:

3
< z,w >< Z\z||w|,
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ou equivalentemente:

=~ w

cosf(z,w) <

Deduzimos que

0(z, w) > arccos(—) = 26, > arccos(%).

—~ W

Logo, escolhendo 6y menor que %arccos ), temos que a intersegao

3
4
[up0, NC(K)

¢é finita.

Para concluir nossa demonstracao, vamos mostrar que J(K) ® R pode ser
coberto por um nimero finito de cones com angulo pequeno. De fato, considere a
esfera unitaria:

S={zre JK)QR||z| =1}
e seja 6y um angulo pequeno. Temos que
S=J(Tepn9).
zes

Claramente I'; g, NS é um aberto em S. Como S é compacto, de nossa cobertura
podemos extrair uma subcobertura finita. Os cones dessa subcobertura certamente

cobrem J(K) ® R, concluindo a demonstragao. O

7.3 VARIEDADE ABELIANA DUAL E POLARIZACOES

Definigdo 7.3.1 Seja X uma variedade abeliana. Pic’(X) é o grupo das classes de
isomorfismo de fibrados lineares que sao invariantes por translacao, tp : X — X,
ie.

Pic’(X) = {€ € Pic(X) | tphL ~ £ VP € X(K)}.

Teorema 7.3.2 Sejam X uma variedade abeliana e £ um fibrado linear em X.

Consideremos o homomorfismo dado pelo teorema do quadrado:

Be: X —  Pic(X)
P — thex Ll

entao:
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(i) Im(®g) C Pic’(X);
(ii) se £" € Pic’(X), n # 0, entdo £ € Pic’(X);

(iii) se £ é amplo, entao:
e : X — Pic’(X)

é sobrejetiva e tem niicleo finito.

Demonstragao: [Hin-Sil, pag.128]. O

Definicao 7.3.3 Seja X uma variedade abeliana. O grupo de Néron-Severi de X é
0 grupo quociente:
NS(X) = Pic(X)/Pic’(X).

Existe uma injecao natural:
NS(X) < Hom(X, Pic’(X)),

associando a [£] o morfismo ®g, que nao depende da escolha do representante na
classe de equivaléncia.

Definicao 7.3.4 Seja X uma variedade abeliana. Uma variedade abeliana X 6
chamada variedade abeliana dual de X, se existir um fibrado linear P em X X X ,
chamado feixe de Poicaré, tal que, definindo ip(ﬁ) = (P, ﬁ) eis(P) = (P, ]3), as
aplicagoes:

(P)7
(P)

oy *

X = Pic(X), Pi
, P—

X — Pic’(X) i

g *

sejam bijegoes.

Se existe X, Pic’(X) tem uma estrutura de variedade abeliana e quando £ é
amplo, a aplicacao:
Po: X = X

é uma isogenia.

Teorema 7.3.5 Seja X uma variedade abeliana. Entao a variedade abeliana dual

existe e o par (X, P) é tinico a menos de isomorfismo.
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Demonstragao: [Cor-Sil, pag.119]. O

Definicao 7.3.6 Seja X uma variedade abeliana e £ um fibrado linear amplo em
X, cuja classe em NS(X) denotaremos ainda por £. A isogenia g : X — X 6
chamada uma polarizacao de X. O grau de uma polarizacgao é o grau da isogenia. A
isogenia ®o chama-se polarizacao principal quando seu grau for um. Nesse caso g é
um isomorfismo. Vamos denotar por (X, £) uma variedade abeliana polarizada. Um
morfismo entre variedades abelianas polarizadas (X;, £;), i = 1,2, é um morfismo
entre as variedades abelianas:
X — Xy

tal que:
®*(£2) =4 € NS(Xl)

Teorema 7.3.7 Sejam C uma curva definida sobre K, Jac(C) sua variedade jaco-
biana, ¢ : C < Jac(C) o mergulho jacobiano e 8 € NS(Jac(C)) a classe do divisor O,
entao o par (Jac(C), ) determina uma polarizacao principal.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag. 136] O

Teorema 7.3.8 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo algebricamente
fechado K. E finito o mimero de classes de isomorfismos de variedades abelianas
polarizadas (X, £) com grau fixado de polariza¢ao. Em particular é finito o nimero

de classes de isomorfismo de variedades abelianas principalmente polatizadas (X, £)

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.140]. O

7.4 TEOREMA DE TORELLI

Todo isomorfismo entre curvas induz de maneira natural um isomorfismo entre
suas jacobianas principalmente polarizadas, isto é, se a : C; — Co é um isomorfismo,

entao existe um isomorfismo:

6 : (Jac(Cl),Gl) — (JaC(Cg),eg).
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Nao é verdade em geral que um isomorfismo entre as jacobianas induza um isomorif-
smo, entre as curvas. Isto é verdade se o isomorfismo for de variedades abelianas
polarizadas pelo seguinte:

Teorema 7.4.1 (Torelli) Sejam C; e Cy curvas lisas e projetivas sobre um corpo
algebricamente fechado K. Considere os respectivos mergulhos jacobianos: t; : C; <
Jac(C;), 1 =1,2. Se 5 : (Jac(Cy),01) — (Jac(Cq),02) é um isomorfismo de variedades
abelianas polarizadas, entao existe um isomorfismo:

a:Cl—>C2

tal que
tpoa==xLol +c

para algum ¢ € Jac(Cs)(K).

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.202]. O

O teorema de Torelli é classico, entretanto, no ambito da geometria aritmética,

fez-se necessaria a seguinte generalizagao:

Corolario 7.4.2 Sejam C; e Cy curvas lisas e projetivas sobre um corpo K e de
género g > 2. Se as jacobianas principalmente polarizadas de C; e Cy sao K-

isomortas, entao C; e Cy sao também K-isomorfas.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.203]. O

Teorema 7.4.3 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo K. E finito o
niimero de classes de isomorfismos de curvas C sobre K, mergulhadas sobre K em
suas jacobianas Jac(C) e tais que:

Jac(C) ~ X,

isto é, de maneira que suas jacobianas sejam K -isomorfas a X.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.202]. O
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7.5 CONJECTURA DE SHAFAREVICH

Definicao 7.5.1 Sejam (R, m) um anel de valorizagao discreta e F' seu corpo de
fragoes. Consideremos uma curva lisa e projetiva C definida sobre F. Dado y €
Spec(R), dizemos que C tem boa redugao em y, se existir um R-esquema X proprio
e liso, tal que Xp = C. Nesse caso, se k = R/m é o corpo residual, entao a fibra Xy,

é uma curva nao singular sobre k, tendo o mesmo género de C.

Definicao 7.5.2 Seja K um corpo de niimeros. Dados C uma curva sobre K e
y € Y = Spec(Ok), dizemos que C tem boa redugao em y se Co, . tem boa redugao
em y no sentido previamente exposto.

Conjectura 7.5.3 (Shafarevich) Sejam K um corpo de nimeros e S C My um
conjunto finito de Places. E finito o niimero de curvas lisas e projetivas sobre K de
género g, modulo K-isomorfismo, que tem boa reducao em todos os Places exceto
os de S.

Lema 7.5.4 Sejam K um corpo de nimeros, C uma curva projetiva lisa sobre K
de género g > 1 e S C Mg um conjunto finito de Places. Suponha que C tem boa
redugao fora de S. Entao existe uma extensao finita L|K e um conjunto finito de
Places S C M, (contendo os Places referentes aos primos que dividem 2) tal que:
para cada ponto racional P € C(K), existe um recobrimento 7p : Cp — Cr, com
boa reducao fora de S, de grau deg(mp) < 2 - 229, com indice de ramificacdo menor
ou igual a dois em P e nao ramificada en todos os pontos de Cr. Em particular o

género de Cp é limitado, como conseqiiencia da formula de Hurwitz.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.197,198] ou [La 2, pag.105]. O

O ponto essencial onde se usa a hipotese do género de C é maior ou igual a

dois é descrito no seguinte:

Teorema 7.5.5 (de—Franchis) Sejam X uma variedade sobre um corpo K e C
uma curva de género g > 2 sobre K. Entao é finito o niimero de aplicagoes racionais

genericamente sobrejetivas de X em C.
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Demonstragao: [La 1, pag223]. O

Teorema 7.5.6 A conjectura de Shafarevich implica a conjectura de Mordell.

Demonstracao: Seja C uma curva projetiva, lisa e de género g > 2 sobre K.
Suponha ainda que C tém boa reducao fora um conjunto de Places de K. Para
cada ponto P € C(K) existe pelo lema 7.5.4, um recobrimento 7p : Cp — C em que
o género de Cp é limitado e Cp tem boa redugao fora de S. Suponha (por absurdo)
que o conjunto C(K') dos pontos K-racionais de C seja infinito. Como o conjunto
das classes de isomorfismo das curvas Cp é finito pela conjectura de Shafarevich,
7.5.3, devemos ter uma infinidade de curvas isomorfas a uma dada Cp,. Desta forma
obterfamos infinitos morfismos sobrejetivos de Cp, em C que é um absurdo pelo

teorema de de Franchis, 7.5.5. Portanto o conjunto C(K) é finito. O

A partir da conseqiiéncia do teorema de Torelli dada pelo teorema 7.3.8, pode-

mos reduzir a conjectura de Shafarevich para curvas na seguinte:

Conjectura 7.5.7 (Shafarevich para Variedades Abelianas) Sejam K um
corpo de numeros, S C My um conjunto finito de Places. O nimero de classes
de isomorfismo de variedades abelianas X sobre K, que tem boa reducao fora de S,

é finito.

7.6 TEOREMAS DE FINITUDE DE FALTINGS

Como a conjectura de Mordell pode ser reduzida a conjectura de Shafarevich
para variedades abelianas, para demonstra-la é suficiente mostrarmos os seguintes

teoremas de finitude para variedades abelianas devidos a Faltings.

Teorema 7.6.1 (Faltings I) Seja X uma variedade abeliana definida sobre um
corpo de niimeros K. E finito o numero de classes de isomorfismos de variedades
abelianas que sao K-iségenas a X.

Teorema 7.6.2 (Faltings II) Sejam K um corpo de nimeros e S € My um con-
junto finito de Places. Entao é finito o niimero de classes de K-isogenias de var-

iedades abelianas de dimensao fixada, que tenham boa reducao fora de S.
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Nas duas secoes subseqiientes explicaremos que o teorema 7.6.1, (Faltings I)
implica o teorema 7.6.2, (Faltings IT). Na tltima se¢ao vamos mostrar um dos pontos

de vista que podem ser usados na demonstragao do teorema 7.6.1, (Faltings I).

Tal ponto de vista esta diretamente relacionado com a demonstragao original
de Faltings e em ultima instancia consiste em definir uma altura de variedades
abelianas que tenha uma propriedade de finitude sensivel a isogenias. A conclusao

da técnica pode ser sumarizada pelo seguinte:

Teorema 7.6.3 Sejam K um corpo de niimeros e X uma variedade abeliana sobre
K. O conjunto das alturas de Faltings das variedades abelianas K-iségenas a X é
finito.

H&4 um segundo ponto de vista, devido a Masser-Wiistholz, e nao abordado,

que consiste em resolver o problema geral descrito no seginte:

Teorema 7.6.4 Sejam d, m e n inteiros positivos. Entao existem constantes ¢ =
c(m,n,d) e r=r(n) tendo a seguinte propriedade: se X e Y sao variedades abelianas
de dimensao n sobre um corpo de niimeros K de grau d, tendo polarizagoes de gau
no maximo m, e se X e Y sao K-isdgenas, entao existe uma K-isogenia de grau
limitado em termos de X por:

c-max(l,h%tal(X))’",

onde hi, (X) é a dltura estavel de Faltings de X que definiremos em seguida.

E claro que ambos teoremas implicam o teorema Faltings I.

7.7 REPRESENTACOES E BOA REDUCAQO

Definicao 7.7.1 Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre um corpo K.
Uma representagao de G em V um homomorfismo (continuo):

p:G— Aut(V)

Nestas condigoes Aut(V') adquire uma estrutura de Z(G)-médulo. Dizemos que a
representacao é semisimples se a estrutura de Z(G)-médulo de Aut(V') for semisim-
ples.
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As representacoes semisimples sdo de primordial importancia pela seguinte:

Proposicao 7.7.2 Sejam G um grupo, p : G — Aut(V) e p: G — Aut(V) duas
representacoes de G num espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo de

caracteristoca zero. Entao p e p sao isomorfas se e somente se:

Tr(p(g)) = Tr(p(g)) , Vg € G.

Demonstragao: [Hu, pag.277]. O

Definigao 7.7.3 Uma representacao l-adica do grupo de Galois Gal(K|K) de um

corpo K é um homomorfismo continuo:
p: Gal(K|K) — GI(V) = Gl,(Q)

em que V é um espago vetorial Q;-adico de dimensao n.

Definicao 7.7.4 Seja X uma variedade abeliana definida sobre um corpo K e con-
sidere um primo | diferente da caracteristica de K. A multiplicacao por | fornece

uma aplicacao natural nos subgrupos de ["-torc¢ao :
X" — X",

Tais aplicagoes comutam com os isomorfismos X [I"] =~ (Z/I"Z)*?, onde d = dim(X).

Desta feita, podemos tomar o limite projetivo e assim definir o médulo de Tate:

T(X) = lim X[1"].

Da nossa discussao anterior é facil ver que que o médulo de Tate tem assim
uma estrutura natural de Z;-médulo livre com posto 2d. Definimos também os Q
espagos vetoriais Vi(X) = Q; ®z, T)(X).

A definicdo do moédulo de Tate tem propriedades funtoriais de modo que se

temos um homomorfismo de variedades abelianas
d: X Y,

ele induz de maneira natural um homomorfismo nos médulos e espacos vetoriais de
Tate:
T(®@) : T(X) — T(Y),
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Vi(®) : Vi(X) = V().

Apés escolhermos uma base obtemos representagoes de Gal(K|K) em Glyg(Z;) e em
Glyg(Q;), induzidas pela aca natural do grupo de Galois Gal(K|K) no médulo de
Tate. Essas sdo as principais representacoes [-adicas.

Para nossas aplicagoes considere K um corpo de nimeros, v € My um Place
finito, O, o anel de valorizagao discreta que é o completamento de Ok com respeito
ave F o corpo de fracoes de O,,. Seja T um Place de F' tal que T|v.

Definigao 7.7.5 O grupo de decomposicao de Y, Gy é o subgrupo de Gal(F|F)
consistindo de todos os elementos que fixam T, isto é:

Gy = {0 € Gal(F|F) | o(T) = T}

A partir de nossa definigdo, podemos identificar Gy com o grupo de Galois do
completamento:
Gy = Gal(Fy|F,).

Se T|v e T|v entdo Gy e G sdo conjugados.

Cada elemento de G~ induz um automorfismo do corpo residual kv sobre k,

e, portanto, existe um homomorfismo sobrejetivo natural:

Oy : Gy — Gal(kﬂk’v)

Definicao 7.7.6 O niicleo do homomorfismo ®y é chamado o grupo de inércia e
denotado Iy.

E f4cil mostrar que os grupos de inércia sao conjugados no caso em que Y|v e
T\U. O anulamento do grupo de inércia fornece um critério de nao ramificacao, dai,
dada uma representagao:
p: Gal(F|F) — Aut(V)

dizemos que p é nao ramificada em v se seu nicleo contém o grupo de inércia.
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Com as mesmas notagoes anteriores, consideremos k, o corpo residual de O,
e ky o corpo residual de Oy. Se ky é um corpo finito com ¢ elementos, existe um
unico elemento o € Gal(ky|k,) tal que:

o(z) =27, Vx € ky.

Tal elemento é chamado o automorfismo de Frobenius. Portanto, existe um tnico
elemento Fry € Gy /Iy que induz o automorfismo de Frobenius em ky. Outra vez,

temos que, dois tais elementos sao conjugados.

Se Fr € Gy é o elemento de Frobenius, entdo, considerando a representagao
Vi(Fr) em V;(X). Podemos dterminar as raizes do polinémio caracteristico de V;(Fr)

e temos assim o seguinte:

Teorema 7.7.7 As raizes do polinémio caracteristico do elemento de Frobenius
Vi(Fr) sdo algébricos e tem valor absoluto ¢'/?. O polinémio caracteristico tem
coeficientes inteiros. Em particular o traco do elemento de Frobenius é inteiro e
satisfaz:

| Tr(py(Fr))| < 2dg*/?.

Demonstragao: [La 2, pag.85]. O

Definigao 7.7.8 Seja X uma variedade nao singular sobre um corpo F que é o
corpo de fragoes de um dominio de valorizacao discreta O,. Dizemos que X tem
boa reducao em v se existir um modelo, isto é, um esquema liso e proprio sobre
S = Spec(O,):

X-=S

tal que a fibra genérica desse esquema seja (isomorfa a) X.

Definicao 7.7.9 Se Xp é uma variedade abeliana, um modelo de Néron para Xpg

é esquema em grupos liso sobre S = Spec(QO,,):

tal que a fibra genérica seja Xp e tal que para cada morfismo liso Y — S, o

homomorfismo natural:
Morg (Y, N(X)) = Morp(Yr, Xr)

seja um isomorfismo.
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Teorema 7.7.10 (Néron(local)) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo
F que é o corpo de fragoes de um anel de valorizacao discreta R. O modelo de Néron

existe, é de tipo finito sobre S e é tinico a menos de S = Spec(R)-isomorfismos.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.214]. O

Teorema 7.7.11 (Néron-Ogg) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo
F, corpo de fragoes de um anel de valorizacao discreta. Seja | um primo diferente
da caracteristica do corpo residual. Entao, X tem boa reducao se e somente se a
representacao de Gal(F|F) em V)(X) for ndao ramificada.

Demonstragao: [La 2, pg. 113]. O

Corolério 7.7.12 (Koizumi-Shimura) Sejam X e Y variedades abelianas sobre
um corpo F, corpo de fracées de um anel de valorizacao discreta. Se Y é iségena a

X sobre F' e se X tem boa reducao, entao Y tem boa reducao.

Demonstragao: [La 2, pag.113]. O

No caso global temos uma construcao similar:

Definicao 7.7.13 Seja R um dominio de Dedekind, com anel de fracoes K, Se X
é uma variedade abeliana sobre K, entao um modelo de Néron N(X) para X é
um esquema em grupos sobre Spec(R) cuja fibra genérica seja X e que satisfaz a
seguinte propriedade universal:

Se'Y é um R-esquema liso (sobre R) e se ® : Y --» N(X) é uma aplicagao racional,
entao ® se estende a um R-morfismo.

Teorema 7.7.14 (Néron(global)) Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo
K, corpo de fragoes de um dominio de Dedekind R. O modelo de Néron existe, é

de tipo finito sobre S = Spec(R) e é uinico a menos de R-morfismos.

Demonstragao: [Cor-Sil, pag.214]. O
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7.8 REDUCAO DE LANG

Nesta secao, nosso objetivo é mostrar que o teorema Faltings I, teorema
7.6.1, implica o teorema Faltings II, teorema 7.6.2. Dessa maneira, para demon-
strar a conjectura de Mordell, teorema 7.0.2, é necessario apenas demonstrar o
teorema 7.6.1. Tal reducao é descrita por Serge Lang, no livro Survey of Diofantine

Geometry,[La 2|, onde todos os detalhes podem ser encontrados.

Teorema 7.8.1 O teorema Faltings I implica que:

(i) a representacdo de G := Gal(K|K) em V;(X) é semisimples;
(ii) as aplicagoes naturais:

7, ® Endg(X) — Endg, (T)(X))

Q ® Endg (X) — Endg, (Vi(X))

540 isomorfismos.

Demonstragao: Seja [ um primo. Vamos chamar (I, K')-isogenia qualquer K-
isogenia cujo grau seja uma poténcia de [. Como a classe de (I, K)-isogenias de X
contém s6 um numero finito de classes de isomorfismos, entao para cada submaddulo
W C Vi(X), existe u € Q; ® Endg(X) tal que u(V;(X)) = W.

De fato, fazendo W° = W NT)(X) e W2 = W +1"T)(X) C T;(X), definimos
W, = 7 (W?), onde v, : T}(X) — T)(X)/I"T}(X). Identificando W, com um
subgrupo de X (1), consideremos as isogenias:

ap: X = X/ W, =Y,

Bn Y, —> X,

onde f3, é a isogenia dual de a,, e 3, o a,, = [I"]x.

A construgao anterior implica que 3, (73(Y,)) = W? e por um argumento de

compacticidade segue nossa afirmacao.
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(i) Tal propriedade segue da semisimplicidade de @Q; ® Endg(X) como Q-
algebra, da nossa afirmagao anterior, isto é, para cada submédulo W C V(X)) existe
u € Q ®Endg(X) tal que u(V;(X)) = W. De fato isto implica que o ideal a direita
u(Q ® Endg (X)) é gerado por um elemento idempotente € tal que eV (X) = W.
O fato que os elementos de G comutam com os elementos de Endg(X) conclui a

demonstracao da primeira parte.

(ii) Em primeiro lugar, notamos que a imagem E de Q;[Gk] em End(V;(X)) é
o comutador C' de Q; ® Endg (X) em End(V;(X)) e em seguida, conclui-se a partir
da teoria das algebras semisimples como descrito em [La 2, pag.111]. O

Corolario 7.8.2 Sejam X e Y variedades abelianas sobre um corpo K que satis-

fazem:

(i) a representacao de G = Gal(K|K) em V;(X) é semisimples;
(ii) as aplica¢Ges naturais:

Z, ® Endg(X) — Endg, (T)(X))

Q ® Endg(X) — Endg, (Vi(X))

sao isomorfismos.
Entao as aplicacoes naturais:

Z; ® Homg (X,Y) — Homg, (T;(X), T;,(Y))

Q ® Homg (X,Y) — Homg, (ViI(X), Vi(Y))

530 Isomorfismos.

Demonstragao: [La 2, pag.108]. O

Teorema 7.8.3 Sejam X e Y variedades abelianas sobre um corpo K que satis-

fazem:
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(i) a representacao de G = Gal(K|K) em V;(X) é semisimples;
(ii) as aplicagoes naturais:

Zl X EndK(X) — EDdGK(,Tl(X))

Q ® Endg(X) — Endg, (Vi(X))

sao isomorfismos.

Entao, um Gal(K|K)-isomorfismo V;(X) ~ V;(Y), fornece uma K -isogenia entre X
eY.

Demonstracao: Seja
¢ V(X)— Vi(Y)

um Gal(K|K)-isomorfismo. Multiplicando por um inteiro l-4dico no anel de endo-

morfismos, ® induz um homomorfismo, que denotaremos novamente por ®
®: T(X) = T(Y)

cujo co-nicleo é finito. Pelo coroldrio anterior, se {ay,...,a,} é uma base de

Homg (X,Y), sobre Z, podemos escrever:

r
CI):ZZiOéi, ZiEZl.

i=1

I
Sejam agora n; € Z inteiros arbitrariamente préximos de z;. O morfismo E ;0
i=1
tem nucleo finito em X;~ e portanto induz uma isogenia. O

Lema 7.8.4 Seja K um corpo de niimeros ¢ S € My é um conjunto finito de
Places. Existe um conjunto finito de Places S € My, disjunto de S e dos Places
dividindo l, tal que se p e p sao duas representacoes [-adicas semisimples de dimensao
d de Gal(K|K) nao ramificadas fora de S e se

Te(p(Fr,)) = Tr(p(Fr,)) , Yo € S,

entdo, p é Gal(K|K) isomorfa a p.
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Demonstragao: Como Gal(K|K) é compacto, existem nos espacos [-adicos V/
e V reticulados I-ddicos T € V e T € V que sio Gal(K|K) estaveis, vide-se por
exemplo [Hu, pg. 275]. Seja R a Z;-dlgebra gerada pela imagem de Gal(K|K) em

Endgz, (T') x Endg, (T)).
Entao temos que:
dimg, (R) < 8d* = dimg, (Endz, (T) x Endg, (T)).

Desta feita, como #(R/IR) < 19™®) R é finitamente gerado sobre Z;, uma vez que
pelo lema de Nakayama representantes de R/IR geram R como Z;-médulo.

Considerando o homomorfismo natural (representagao):
0:Gal(K|K) — (R/IR),

mostra-se que a representacao de Gal(K|K) no grupo finito (R/IR)* é ndo ramificada
fora de S. Por um teorema de Hermite, teorema 6.1.4, existe apenas um ntmero
finito de extencdes de corpos de niimeros de grau fixado que sdo nao ramificadas fora
de S. Do exposto, existe um subgrupo fechado H < Gal(K|K) de indice finito em
Gal K|K tal que para todas as representacoes como as de nossa hipétese, seu nticleo

contém H. Podemos assim considerar a representacio do grupo finito Gal(K|K)/H:
0:Gal(K|K)/H — (R/IR)*

e entdio concluir a existéncia de um conjunto finito S C MY tal que os elementos de
Frobenius Fr,, com v € S tenham imagens que cobrem a imagem de Gal(K|K) em
(R/IR)*. Se

Tr(p(Fr,)) = Te(p(Fr,)) , Yo € 8,

obtemos que
Tr(p(a)) = Tr(p(a)) , Yo € R.

Disto concluimos que as representacoes sao Gal( K| K )-isomorfas, pois pela hipétese

de semisimplicidade podemos aplicar a proposicao, 7.7.2. O

Teorema 7.8.5 (Lema de Faltings) Sejam K um corpo de niimeros, d um inteiro
positivo, S € My um conjunto finito de Places e para cada v ¢ S seja Z, C Q
um conjunto finito. Entao, o numero de classes de isomorfismos de representacoes
semisimples de Gal K|K, cuja dimensao é d sobre Q;, que sdo nao ramificadas fora
de S e tais que, para cada v € S os tragos dos Frobenius, Tr(p(Fr,)) estao em Z, é
finito.
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Demonstragao: Corolario imediato do lema anterior. O

Teorema 7.8.6 (Redugao de Lang) O teorema 7.6.1, Faltings I, implica o teo-
rema 7.6.2, Faltings II.

Demonstracao: Em primeiro lugar, pelo teorema 7.8.1, o teorema Faltings I

implica as propriedades:

(i) a representacao de G := Gal(K|K) em V;(X) é semisimples;
(ii) as aplicagoes naturais:

Z, ® Endg(X) — Ende, (T)(X))

Q ® Endg(X) — Endg, (Vi(X))

s&0 isomorfismos.

Posteriormente, mostramos que as propriedades supracitadas implicam o teorema
da isogenia, teorema 7.8.3. Portanto, as classes de K-isogenias de uma variedade
abeliana podem ser descritas a partir das classes de Gal(K|K)-isomorfismos de
Vi(X).

O critério de boa reducao de Néron-Ogg, teorema 7.7.11, nos garante que o
conjunto das classes de isogenias de X tendo boa reducao fora um conjunto finito
S de Places se injeta no conjunto das classes de isomorfismos de representagoes de
Gal(K|K) em V;(X), ndo ramificadas fora de S.

O teorema de Weil, 7.7.7, nos garante que o trago das imagens, pela nossa
representacao, dos elementos de Frobenius estd em um conjunto finito e portanto
podemos aplicar o lema de Faltings, 7.8.5, para concluir a finitude do conjunto das
classes de isomorfismos de representagoes de Gal(K|K) em Vi(X), ndo ramificadas
fora de S. Assim asseguramos a finitude do conjunto das classes de isogenias de X
tendo boa reducao fora um conjunto finito de Places S € M. O
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7.9 FIBRADOS LINEARES METRIZADOS E ALTURA DE FALTINGS

Definigao 7.9.1 Sejam K um corpo de nimeros e O seu anel de inteiros. Um
fibrado linear metrizado em Spec(Ok ) consiste de um O-mdédulo projetivo P mu-
nido de normas || ||, em P ®p, K, para cada Place infinito v € M;?. O grau do

fibrado linear metrizado é defnido por:

deg(P, || ||) = log[t(P/pOx)] = Y eulog |pl,

veMg?

em que €, = 1 ou 2 de acordo com v induzir um mergulho real ou complexo. Note
que nossa defini¢ao fez uso da escolha de um elemento nao nulo p € P, entretanto o

lado direito é independente de p.

Definicao 7.9.2 Sejam K um corpo de nimeros, O su anel de inteiros, X uma
variedade abeliana sobre K, N(X) o modelo de Néron de X sobre S = Spec(Ok),
n:S — N(X) a segao nula, Q}V(X)/S o feixe de diferenciais. O determinante co-Lie
é definido por:

S(N(X)) = 7' (det(hy )

Note que £(N(X)) é um fibrado linear em S = Spec(Ok).

Para aplicar o conceito de grau de fibrado linear metrizado ao determinante

co-Lie, vamos considerar uma estrutura Hermitiana dada por:

<w,w>=

! 0 = dim
(QW)d/)((C)‘WAM , we L(N(X)) d=dim(X).

Definicao 7.9.3 Seja X uma variedade abeliana sobre um corpo de niimeros K. A

altura de Faltings é definida por:

SR

deg(L(N(X)))-

Teorema 7.9.4 Sejam K um corpo de nimeros e n, d, hg inteiros. Entao o niimero
de classes de isomorfismos de variedades abelianas polarizadas (X, £) sobre K em
que dim(X) = d, deg(®e) = n e hgy(X) < hy € finito.
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Proposicao 7.9.5 Sejam K um corpo de numeros e X uma variedade abeliana

sobre K com redugao semiestavel. Entao, se L|K é uma extensao finita:

hFal(XL) = hFal(X) .

Definicao 7.9.6 Seja K um corpo de niimeros e X uma variedade abeliana sobre
K. Escolhendo qualquer extensao finita L|K tal que X, seja semiestavel, definimos

a altura estavel de Faltings por:
hian (X) = hpa(X1).

Pela proposicao anterior, tal altura nao depende do corpo de definicéo.

Definicao 7.9.7 Seja X uma variedade abeliana de dimensao d. Uma estrutura de

nivel N de X é um isomorfismo:

e:(Z/NZ)** - X[N].

Teorema 7.9.8 (Construgao do espago de moduli)Sejam d e N inteiros pos-
itivos de modo que N seja divisivel por pelo menos dois primos p > 3. Entao,

existem

(i) uma unido disjunta finita de variedades projetivas My y, definida sobre Q, tal

. ~  d(d+1
que todas as componentes tem a mesma dimensao %;

(ii) um aberto denso Myn C ]\Zfdw nao singular sobre Q, cujo complemento tem

codimensao d;
(iii) um Q-morfismo préprio e liso,
O X — Mgy,
que é um esquema abeliano de dimensao relativa d;
(iv) uma estrutura de nivel N:

e:(Z/NZ)* — X|N];
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(iv) uma classe de equivaléncia algébrica:

£ e NS(X),

tais que para cada extensao K|Q a associagao:
= (Xy, L4,60) = 7 H2) , w € Myn(K)

fornece uma bijegao entre o conjunto My y(K') dos pontos K-racionais de My € 0

conjunto das classes de isomorfismo de tais triplas sobre K.

Demonstragao: [FC, V, Theorem 2.5]. O

Pode-se definir o determinante co-Lie em Md7 ~ correspondendo a uma classe
de divisores amplo A € Pic(My ). Pelo exposto, podemos associar a A uma fungio
altura médulo O(1):

h, : Md, N :— R.

Tal altura é chamada altura de Lie. A relacdo fundamental entre a altura de Lie e

a altura de Faltings é o contetido do seguinte:

Teorema 7.9.9 Para cada tripla (X, £, €) sobre um corpo de niimeros, sejam(X, £, €)

o respectivo ponto no espaco de moduli. Entao:

h%:tal(X) - h)\(m(X7 2, 6)) + O(log(h)\ m(X7 27 5)))

Demonstragao: [La 2, pa.119]. O

Teorema 7.9.10 Sejam K um corpo de niimeros e X uma variedade abeliana sobre
K. O conjunto das alturas de Faltings das variedades abelianas K-isogenas a X é
finito.

Demonstragao: [Fal. O
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