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Latosinski, Jalila Rios, Jacqueline Rojas, Kalasas Vasconcelos, Karina de O. Ramos,

Katia Bezerra, Katya Silene, Let́ıcia Zarate, Lucia de Fátima, Lucimary, Marcelo

Marchesin, Marcelo da Costa, Marcia Lima, Mário Sansuke, Murilo Sampaio, Os-

car Neto, Paulo Rabelo, Ramón Mendoza, Renata Nunes, Ricardo Pereira, Severino

Horácio, Steve Wonderson, Taise Santiago, Teófilo Nascimento, Tereza Raquel, Wal-
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Resumo

Nosso interesse neste trabalho foi o desenvolvimento de uma teoria assintótica para

um sistema homogêneo de equações em diferenças funcionais. Nós nos concentramos na

existência de soluções convergentes, comportamento assintótico e propriedades desta classe

de soluções para perturbações não lineares do sistema homogêneo. Abordamos esta prob-

lemática no marco da teoria das dicotomias. Especificamente estudamos os casos nos quais

o operador solução, o qual é associado à equação homogênea, possui um determinado tipo

de dicotomia. Usando o teorema de Krasnoselky e o critério de compacidade, provamos a

existência de soluções convergentes . Além disso, entre outros assuntos, obtemos interes-

sante informação com respeito ao conjunto das soluções convergentes, como por exemplo

que tal conjunto é equiconvergente em peso em infinito. Este tipo de informação não tem

sido estudada até hoje na literatura existente sobre equações em diferenças funcionais.
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Abstract

This investigation using discrete dichotomies and Krasnoselsky’s theorem we obtain ex-

istence and asymptotic behavior of convergent solutions for retarded functional difference

equations. We also will get some global properties for the set of convergent solutions. Ap-

plications on Volterra difference equations with infinite delay are show.
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Introdução

O objeto de nossa pesquisa são as Equações em Diferenças Funcionais. Mais concreta-

mente, desenvolvemos uma teoria assintótica para certas equações em diferenças funcionais

com retardo infinito. A problemática de considerar retardo infinito tem atraido bastante a

atenção dos pesquisadores nos últimos anos tendo aparecido diversas publicações. A mo-

tivação de estudar este tipo de equações surge do fato que suas aplicações atingem um

raio de expansão muito amplo, pois elas aparecem de maneira natural em diversos modelos

Biológicos, Econômicos, Qúımicos e F́ısicos (ver [13]).

A teoria assintótica para equações em diferenças tem-se desenvolvido lentamente quando

comparadas às suas homólogas, isto é, as equações diferenciais. Como aspecto histórico,

ressaltamos que H. Poincaré [30] estabeleceu os fundamentos da teoria assintótica, tanto para

equações diferenciais quanto para equações em diferenças. Posteriormente, para equações

em diferenças, foi continuada por O. Perron [26].

Até agora em equações em diferenças, a maior parte dos trabalhos com respeito ao

desenvolvimento assintótico consideram retardo finito não tendo considerado condições ini-

ciais num espaço de fase abstrato. É por isso crescente o interesse em estudar as equações

em diferenças funcionais abstratas com retardo infinito. O conceito de espaço de fase foi

introduzido por Hale e Kato, no seu clássico artigo [16], eles o utilizaram para estudar a teo-

ria qualitativa de equações diferenciais funcionais com retardo não-limitado. Uma excelente

referência para a filosofia geral destes espaços é o livro de Hino, Murakami e Naito [19].

Estamos interessados no desenvolvimento de uma teoria assintótica para um sistema

homogêneo de equações em diferenças funcionais do tipo

x (n + 1) = L (n, xn) , n ≥ no ≥ 0,
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e seu sistema perturbado

x (n + 1) = L (n, xn) + f1 (n, xn) + f2 (n, x•) , n ≥ no ≥ 0,

onde L é um operador linear limitado com respeito à segunda variável, a qual pertence ao

espaço de fase B. Neste trabalho nos concentraremos na existência de soluções convergentes,

o comportamento assintótico e algumas outras propriedades desta classe de soluções para

perturbações não lineares do sistema homogêneo anterior. Abordaremos este problema no

marco da teoria das dicotomias. Especificamente estudaremos os casos nos quais o operador

solução, associado à equação homogênea, possui uma (k1, k2)-dicotomia compensada ou uma

dicotomia de tipo somável (Definições 1.1.2 e 1.1.3).

É importante destacar que a introdução de perturbações fortemente não lineares na

equação, dá lugar ao uso de potentes teoremas de ponto fixo como o teorema de Schauder e o

teorema de Krasnoselky entre outros. Estes teoremas fornecem uma importante ferramenta

para processar novos resultados de existência. Observamos que qualquer situação não linear

concreta requer um operador compacto e assim, um critério de compacidade conveniente.

Portanto, é necessário construir critérios de compacidade eficazes. Destacamos que o teorema

de Schauder foi aplicado com sucesso por Cuevas e Pinto em [9] para o estudo concernente

à existência de soluções convergentes, para um tipo de equações similares às consideradas

aqui.

A noção de dicotomia para um sistema homogêneo de equações diferenciais foi intro-

duzida nos trabalhos de Perron [27], Levinson [21] e [22], Massera e Schäfer [23]. Posteri-

ormente Coppel [5] sintetiza e melhora os resultados existentes na literatura até 1978. É

interessante mencionar que os resultados homólogos em equações em diferenças apareceram

muito tempo depois, tendo em 1981, Henry inclúıdo dicotomias discretas no seu clássico livro

[17]. Só em 1990 a noção de dicotomia foi estendida a equações diferenciais não lineares por

Elaydi e Háyek [12].

O problema de convergência em equações diferenciais ordinárias tem sido estudado

por muitos autores, entre outros Avramescu [3], Hallam [14] e [15] e Kartsatos e Michaelides

[18]. Alguns resultados para equações em diferenças foram estabelecidos por Cheng et al. [4],

Drazdowicz e Popenda [11], Aulbach [2], entre outros. Mas muitos deles estão relacionados

com uma classe especial de equações em diferenças de segunda ordem e, particularmente com

soluções convergentes para zero. Em Pinto [28] foram estabelecidos resultados de soluções

convergentes e soluções limitadas de sistemas em diferenças não lineares, usando uma dico-

tomia de tipo somável. Em Cuevas [7], o autor prova a existência de soluções convergentes e
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soluções limitadas para equações em diferenças do tipo Volterra autônomo com retardo in-

finito, usando uma dicotomia p-somável e o prinćıpio da contração. Posteriormente, Cuevas

e Pinto [8] provam a versão não autônoma de [7]. Generalizações deste tipo de equações serão

abordadas nas aplicações (Capitulo 2). Num artigo mais recente [9], os mesmos autores tem

estabelecido a existência de soluções convergentes usando dicotomia somável em peso e o

teorema do ponto fixo de Schauder.

O teorema de Krasnoselky é uma ferramenta muito útil na argumentação de teoremas

de existência para equações funcionais. Este poderoso teorema não tem sido suficientemente

usado em equações em diferenças. Usando tal teorema, provaremos a existência de soluções

convergentes para certas perturbações do sistema homogêneo anteriormente indicado (Teo-

remas 1.2.1, 1.2.5, 1.3.1, 1.3.4, 1.4.1 e 1.4.4). Além disso, entre outros assuntos, obtemos

interessantes resultados referentes ao conjunto das soluções convergentes (Observações 1.2.7

e 1.3.5)

A relevância dos nossos resultados reside no fato que têm importantes consequências em

aplicações devido à generalidade da equação aqui tratada. Como um modelo concreto desta

classe de equações nós estudamos sistemas em diferenças do tipo Volterra. Estes podem

ser considerados uma generalização natural dos sistemas em diferenças e são comumente

utilizados em modelos em economia e ecologia. Esta classe aparece quando se considera

aproximações numéricas discretas de equações de Volterra integrais ou integro-diferenciais.

No primeiro caṕıtulo são abordados os casos nos quais o operador solução tem uma

(k1, k2)-dicotomia ou uma dicotomia somável em peso. Particularmente obtemos refinamen-

tos genúınos que permitem melhorar alguns resultados já existentes na literatura (observações

1.2.2 e 1.2.3). Também dos nossos resultados podemos inferir que o conjunto de todas as

soluções convergentes é equiconvergente em peso em ∞ (observações 1.2.7 e 1.3.5) e, emb-

ora não possamos garantir que este seja relativamente compacto, modificando-o ligeiramente

obtemos um conjunto que é relativamente compacto. Este tipo de informação não tem sido

estudada até hoje na literatura existente sobre equações em diferenças funcionais.

No segundo caṕıtulo apresentamos aplicações dos resultados obtidos no primeiro.



Caṕıtulo 1

Existência de Soluções Convergentes

1.1 Notações e Preliminares

Como usualmente, denotaremos por Z, Z+, Z− o conjunto dos inteiros, os inteiros não

negativos e os inteiros não positivos, respectivamente. Para r ∈ Z, r > 0, Cr representa o

espaço Euclidiano complexo de dimensão r com norma |·|.
Se F (Z−,Cr) é a familia de todas as funções de Z− em Cr, então para uma função x :

Z→ Cr e n ∈ Z, denotamos por xn o membro de F (Z−,Cr) definido por xn (s) = x (n + s) .

Usando a terminologia de Murakami [19] definimos o espaço de fase B (⊆ F (Z−,Cr)),

como sendo um espaço de Banach com norma ‖·‖B e que satisfaz os seguintes axiomas:

(A) Existe uma constante positiva J e funções não negativas N (·) e M (·) definidas em Z+

com a propriedade que se x : Z→ Cr é uma função tal que xo ∈ B, então para todo

n ∈ Z+ :

(i) xn ∈ B ,

(ii) J |x (n)| ≤ ‖xn‖B ≤ N (n) sup
0≤s≤n

|x (s)|+ M (n) ‖xo‖B.

(B) A aplicação inclusão i : (B (Z−,Cr) , ‖·‖∞) −→ (B, ‖·‖B) é cont́ınua, ou seja, existe

K ≥ 0 tal que ‖ϕ‖B ≤ K ‖ϕ‖∞, para todo ϕ ∈ B (Z−,Cr), onde B (Z−,Cr) representa

as funções limitadas de Z− em Cr.
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6 CAPÍTULO 1. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES CONVERGENTES

Exemplo 1.1.1. Um exemplo t́ıpico desta classe de espaços é o seguinte: Seja α : Z+ −→
R+ := [0, +∞) uma sequência positiva crescente. Definamos o conjunto Bα por

Bα =

{
φ : Z−→ Cr : sup

n∈Z+

|φ (−n)|
α (n)

< +∞
}

,

o qual é um espaço de Banach com a norma ‖φ‖Bα
= supn∈Z+

|φ(−n)|
α(n)

, φ ∈ Bα. É fácil ver

que Bα satisfaz os axiomas (A) e (B), com J = K = N(n) = α(0)−1 e M(n) = 1.

No que segue-se, B denotará sempre um espaço de fase.

Suponhamos que {k (n)}n∈Z+ é uma sequência positiva arbitrária. Denotamos por Xk

o espaço de Banach de todas as funções η : N (no) −→ B que são k-limitadas, ou limitadas

em peso k, munido da norma natural:

‖η‖k = sup
n≥no

‖η (n)‖B k (n)−1 < +∞,

onde temos denotado por N (no) := {no, no + 1, . . .}, para no ∈ Z+.

Neste espaço consideramos o sub-espaço X∞,k das funções ξ ∈ Xk que são k-convergentes,

ou convergentes em peso k, ou seja, para as quais existe o limite limn→∞ ξ (n) k (n)−1 (que

denotaremos por Zk
∞ (ξ) := limn→∞ ξ (n) k (n)−1), munido com a norma ‖·‖k. Também con-

sideramos o conjunto X∞,k [λ], para λ > 0, que denota a bola ‖ξ‖k ≤ λ em X∞,k.

Nosso interesse é estudar o seguinte sistema linear homogêneo de equações em diferenças

funcionais:

x (n + 1) = L (n, xn) , n ≥ no ≥ 0, (1.1)

e seu sistema perturbado

x (n + 1) = L (n, xn) + f1 (n, xn) + f2 (n, x•) , n ≥ no ≥ 0, (1.2)

onde L : N (no)×B → Cr é uma aplicação linear limitada com respeito à segunda variável,

e no que segue-se sempre denotara um operador com essa propriedade; f1 : N (no)×B → Cr

e f2 : N (no) × Xk → Cr são funções sob condições convenientes que especificamos mais

adiante. Além disso, x• : N (no) → B é a função definida por x• (n) = xn.

Para qualquer n ≥ τ , definimos o operador T (n, τ) : B → B por T (n, τ) ϕ =

xn (·, τ, ϕ, 0), ϕ ∈ B; onde x (·, τ, ϕ, 0) denota a solução do sistema linear homogêneo (1.1)

que passa por (τ, ϕ), ou seja xτ (·, τ, ϕ, 0) = ϕ. O operador T (n, τ), chamado de Oper-

ador Solução do sistema linear homogêneo (1.1), é linear limitado (axioma (A)) e satisfaz as
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seguintes propriedades de semigrupo:

T (n, s) T (s, τ) = T (n, τ) , T (τ, τ) = I , n ≥ s ≥ τ ≥ no. (1.3)

Vamos lembrar a definição de (k1, k2)-dicotomia, (k1, k2)-dicotomia compensada e di-

cotomia p-somável em peso, pois estamos interessados em estabelecer nossos resultados para

estes tipos de dicotomias.

Definição 1.1.2. Sejam k1 e k2 duas sequências positivas.

(a) Dizemos que o sistema linear homogêneo de equações em diferenças funcionais (1.1)

tem uma (k1, k2)-dicotomia se o operador solução T (n, τ) satisfaz as seguintes pro-

priedades: Existe uma constante positiva M e um operador projeção P (τ) : B → B,(
P (τ)2 = P (τ)

)
, τ ∈ Z, tal que se Q (τ) = I − P (τ), então

(a.1) T (n, τ) P (τ) = P (n) T (n, τ) , n ≥ τ.

(a.2) A restrição T (n, τ)|R(Q(τ)), n ≥ τ , é um isomorfismo de R (Q (τ)) sobre R (Q (n)),

onde R (Q (·)) denota a imagem de Q (·), e denotamos por T (τ, n) a aplicação

inversa.

(a.3) ‖T (n, τ) P (τ)‖ ≤ Mk1 (n) k1 (τ)−1 , n ≥ τ.

(a.4) ‖T (n, τ) Q (τ)‖ ≤ Mk2 (n) k2 (τ)−1 , τ ≥ n.

(b) Dizemos que a (k1, k2)-dicotomia é compensada se existe uma constante positiva C ≥ 1

tal que:

k1 (n) k1 (m)−1 ≤ Ck2 (n) k2 (m)−1 , n ≥ m.

Definição 1.1.3. Seja p ≥ 1, e sejam a1 e a2 duas sequências positivas. Dizemos que o

sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somável em peso (a1, a2) (ou simplesmente dicotomia

somável) se o operador solução T (n, τ) satisfaz as condições (a.1) e (a.2) da definição

anterior e, existe uma constante positiva K̃ tal que:

(i) ‖Γ (n, ·)‖a2,p :=

( ∞∑
s=no

‖Γ (n, s)‖p a2 (s)

)1/p

≤ K̃ a1 (n) , para n ≥ no, onde Γ (n, s)

denota a função:

Γ (n, s) =





T (n, s + 1) P (s + 1) , se n− 1 ≥ s,

−T (n, s + 1) Q (s + 1) , se n− 1 < s,
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chamada de Função de Green associada com a equação (1.1) (ver [1] para mais detalhes

e propriedades desta função)

Observação 1.1.4. A Teoria das dicotomias foi introduzida em equações diferenciais pelos

trabalhos de Perron [26], Levinson [21] e [22] e Massera e Shäfer [23]. A noção de dicotomia

exponencial e ordinaria são devidas a Shäfer. Importantes desenvolvimentos desta teoria tem

aparecido nos trabalhos de Coppel [5], Palmer [25] e Dalietckii e Krein [10].

Em geral, as dicotomias são descompostas em dois importantes grupos: as dicoto-

mias ”uniformes”, que são uma extensão natural de dicotomia ordinaria, e as dicotomias

”somáveis em peso”, que são uma extensão de dicotomia exponencial.

Exemplo 1.1.5. Consideremos o espaço de fase

Bα =

{
φ : Z−→ C2 : sup

n∈Z+

|φ (−n)|
α (n)

< +∞
}

,

onde α (n) = 2n. Sejam k1 (n) = k2 (n) = 2−n. Nestas condições consideremos o seguinte

sistema em diferenças do tipo Volterra

y (n + 1) = Ay (n) , n ≥ 0, (1.4)

onde A é a matriz 2× 2 dada por A = diag (1/2, 2).

Começamos com uma análise completa para verificar as propriedades de dicotomia.

Notemos que T (n) é um operador linear limitado no espaço Bα definido por:

T (n) φ (θ) =

{
y (n + θ, 0, φ, 0) =

(
2−(n+θ)φ1 (0) , 2n+θφ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

φ (n + θ) , se θ < −n.

Para φ (·) = (φ1 (·) , φ2 (·)) ∈ Bα. Necessitamos definir projeções apropriadas. Neste caso as

projeções podem ser tomadas como P (n) : Bα → Bα, dadas por:

P (n) φ (θ) =

{ (
φ1 (θ)− 2−θφ1 (0) , φ2 (θ)− 2θφ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

(0, 0) , se θ < −n,

e Q (n) = I − P (n) : Bα → Bα, dadas por:

Q (n) φ (θ) =

{ (
2−θφ1 (0) , 2θφ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

(φ1 (θ) , φ2 (θ)) , se θ < −n.
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Para n ≥ τ , observamos que T (n− τ) : Q (τ) Bα → Q (n) Bα é dado por:

T (n− τ) Q (τ) φ (θ) =

{ (
2−(n−τ+θ)φ1 (0) , 2n−τ+θφ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

(φ1 (n− τ + θ) , φ2 (n− τ + θ)) , se θ < −n.

Podemos ver que para n ≥ τ , temos que:

T (n− τ) Q (τ) = Q (n) T (n− τ) ,

T (n− τ) P (τ) = P (n) T (n− τ) .

Pode-se provar que, de fato, T (n− τ), n ≥ τ é um isomorfismo de Q (τ) Bα sobre

Q (n) Bα. Definimos T (τ − n) como a aplicação inversa, a qual é dada por:

T (τ − n) Q (n) φ (θ) =

{ (
2n−τφ1 (0) , 2−(n−τ)φ2 (0)

)
, se − τ ≤ θ ≤ 0,

(φ1 (τ − n + θ) , φ2 (τ − n + θ)) , se θ < −τ.

Um cálculo direto mostra que

‖T (n− τ) P (τ)‖ ≤ 2 · 2−(n−τ), n ≥ τ,

‖T (n− τ) Q (τ)‖ ≤ 2 · 2(τ−n), τ ≥ n.

Ou seja, o sistema (1.4) tem uma (2−n, 2−n)-dicotomia, e de fato é compensada, onde

a constante da Definição 1.1.2 é C = 1.

Exemplo 1.1.6. Consideremos o espaço de fase

Bα =

{
φ : Z−→ C : sup

n∈Z+

|φ (−n)|
α (n)

< +∞
}

,

onde α (n) = 2n. Sejam a1 (n) =
(
1/
√

2
)n

, a2 (n) = (1/4)n+1 e a > 1. Então consideremos

a equação em diferenças linear homogênea:

x (n + 1) = anx (n) , n ≥ no ≥ 0. (1.5)

Vamos checar as propriedades de dicotomia para este exemplo. Notamos que a solução

x (·,m, ϕ) de (1.5) é dada por:

x (n,m, ϕ) = am+(m+1)+···+n−1ϕ (0) =
√

a
(n−m)(n+m−1)

ϕ (0) ,

para n ≥ m. Assim:

T (n,m) ϕ (θ) =

{
ϕ (0)

√
a

(n+θ−m)(n+θ+m−1)
, se m− n ≤ θ ≤ 0,

ϕ (n + θ −m) , se n + θ ≤ m.
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Um cálculo direto mostra que:

T (n, s) T (s,m) = T (n,m) , n ≥ s ≥ m,

T (n, n) = I, n ≥ no.

As projeções apropriadas neste caso podem ser tomadas como P (n) : Bα → Bα, dadas

por:

P (n) ϕ (θ) =

{
ϕ (θ)− ϕ (0)

√
a(2nθ+θ2−θ), se − n ≤ θ ≤ 0,

0, se θ < −n,

e Q (n) = I − P (n) : Bα → Bα dadas por:

Q (n) ϕ (θ) =

{
ϕ (0)

√
a(2nθ+θ2−θ), se − n ≤ θ ≤ 0,

ϕ (θ) , se θ < −n.

Podemos ver que para n ≥ τ , temos:

T (n, τ) P (τ) = P (n) T (n, τ) ,

T (n, τ) Q (τ) = Q (n) T (n, τ) .

Para n ≥ τ , notamos que T (n, τ) : Q (τ) Bα → Q (n) Bα é dado por:

T (n, τ) Q (τ) ϕ (θ) =

{
ϕ (0)

√
a

(n+θ−τ)(n+θ+τ−1)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

ϕ (n + θ − τ) , se θ < −n,

e é um isomorfismo de Q (τ) Bα sobre Q (n) Bα. Definimos T (τ, n) como a aplicação inversa

dada por:

T (τ, n) Q (n) ϕ (θ) =

{
ϕ (0)

√
a

(τ+θ−n)(τ+θ+n−1)
, se − τ ≤ θ ≤ 0,

ϕ (τ − n + θ) , se θ < −τ,

e obtemos que:

‖T (n, s) P (s) ϕ‖Bα
≤ 2 (1/2)n−(s) ‖ϕ‖Bα

, n ≥ s,

‖T (n, s) Q (s) ϕ‖Bα
≤ 2s−n ‖ϕ‖Bα

, s ≥ n,

o que implica que:

‖Γ (n, ·)‖a2,1
≤ 2a1 (n) , n ≥ no.

Ou seja, (1.5) tem uma dicotomia 1-somável.
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Em `∞ := `∞ (N (no) ,Rm), o espaço de Banach das sequências limitadas, não existe

um bom critério de compacidade (aqui Rm denota m cópias de R = (−∞, +∞)). Usaremos

o seguinte critério conhecido na literatura (ver [9]):

”Um subconjunto S de `∞, limitado e equiconvergente em ∞ é relativamente compacto.”

Lembremos que um conjunto S de sequências x : N (no) → Rm em `∞ diz-se que é

equiconvergente em ∞ se toda sequência em S é convergente no ponto ∞ e para todo ε > 0,

existe um N ∈ N tal que |x (n)− Z1
∞ (x)| < ε, para todo n ≥ N , e todo x ∈ S. Aqui

Z1
∞ (x) = limn→∞ x (n).

Temos o seguinte critério de compacidade.

Lema 1.1.7. (Critério de Compacidade em X∞,k) Seja S um subconjunto de X∞,k.

Suponhamos que as seguintes condições são satisfeitas:

(C1) O conjunto Hk
n (S) :=

{
ξ (n) k (n)−1 : ξ ∈ S

}
é relativamente compacto em B para todo

n ∈ N (no) ,

(C2) S é equiconvergente em peso k em ∞; isto é, para qualquer ε > 0, existe N ∈ N tal

que ∥∥ξ (n) k (n)−1 − Zk
∞ (ξ)

∥∥
B

< ε , para todo n ≥ N , para todo ξ ∈ S.

Então, S é relativamente compacto em X∞,k .

Demonstração: Seja {ξm}m uma sequência em S. Segue de (C1) que existe uma sub-

sequência
{
ξmj

}
j

de {ξm}m tal que o limite a (n) = limj→∞ ξmj
(n) k (n)−1 existe para cada

n ∈ N (no). Por outra parte o conjunto

Zk
∞ (S) =

{
Zk
∞ (ξ) : ξ ∈ S

}
,

é relativamente compacto em B. De fato, segue de (C1) e (C2) que Zk
∞ (S) é o limite uni-

forme dos conjuntos relativamente compactos Hk
n (S), e assim ele é relativamente compacto

em B. Portanto, podemos assumir que
{
Zk
∞

(
ξmj

)}
j

é uma sequência de Cauchy em B.

Notemos que
{
ξmj

}
j

é uma sequência de Cauchy em X∞,k. Com efeito, fixado N , dado pela

condição (C2), se no ≤ n ≤ N :

∥∥ξmj
(n)− ξmi

(n)
∥∥

B
k (n)−1

≤
∥∥ξmj

(n) k (n)−1 − a (n)
∥∥

B
+

∥∥a (n)− ξmi
(n) k (n)−1

∥∥
B

.
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E para n > N :

∥∥ξmj
(n)− ξmi

(n)
∥∥

B
k (n)−1

≤ ∥∥ξmj
(n) k (n)−1 − Zk

∞
(
ξmj

)∥∥
B

+
∥∥ξmi

(n) k (n)−1 − Zk
∞ (ξmi

)
∥∥

B

+
∥∥Zk

∞ (ξmi
)− Zk

∞
(
ξmj

)∥∥
B

.

O que mostra que
{
ξmj

}
j

é uma sequência de Cauchy em X∞,k, e isso conclui nossa

demonstração.

Observação 1.1.8. A condição (C2) pode ser substitúıda pela seguinte condição equivalente:

(C2)
∗ S é uniformemente de Cauchy em peso k ; isto é, dado ε > 0, existe No ∈ N tal que:

∥∥ξ (m) k (m)−1 − ξ (n) k (n)−1
∥∥

B
< ε ,

para todo m ≥ n ≥ No , para todo ξ ∈ S.

Com efeito, é claro que (C2)
∗ se deduz de (C2). Suponhamos que se satisfaz (C2)

∗.

Então
{
ξ (n) k (n)−1}

n
é uma sequência de Cauchy em B, para cada ξ ∈ S. Portanto existe

o limite Zk
∞ (ξ) = limn→∞ ξ (n) k (n)−1 , para cada ξ ∈ S. Seja n ≥ No , n fixo. Então temos

∥∥ξ (m) k (m)−1 − ξ (n) k (n)−1
∥∥

B
< ε ,

para todo m ≥ n , para todo ξ ∈ S.

Assim,

a = sup
ξ∈S

sup
m≥n

∥∥ξ (m) k (m)−1 − ξ (n) k (n)−1
∥∥

B
≤ ε.

Por outro lado,

∥∥ξ (m) k (m)−1 − ξ (n) k (n)−1
∥∥

B
≤ a ≤ ε ,

para todo m ≥ n , para todo ξ ∈ S.

Então,
∥∥Zk

∞ (ξ)− ξ (n) k (n)−1
∥∥

B
≤ a ≤ ε , para n ≥ No , para cada ξ ∈ S, como

queriamos provar.
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No que segue consideramos a função com valores nas matrizes r×r, Eo (t), para t ∈ Z−,

definida por:

Eo (t) =





I (matriz identidade r × r) se t = 0,

0 (matriz nula r × r) se t < 0.

Lema 1.1.9. Assumamos que a função z : [τ, +∞) → B satisfaz a relação

z (n) = T (n, τ) z (τ) +
n−1∑
s=τ

T (n, s + 1) Eop (s) , n ≥ τ, (1.6)

e definamos a função y : Z→ Cr por:

y (n) =





z (n) (0) , se n ≥ τ,

z (τ) (n− τ) , se n < τ.

(1.7)

Então y satisfaz a equação

y (n + 1) = L (n, yn) + p (n) , n ≥ τ, (1.8)

junto com a relação yn = z (n) , n ≥ τ.

Demonstração: O Teorema 2.1 em [24] afirma que a solução x (·, τ, φ, p) de (1.8) pas-

sando por (τ, φ) satisfaz a relação:

xn (·, τ, φ, p) = T (n, τ) φ +
n−1∑
s=τ

T (n, s + 1) Eop (s) , n ≥ τ. (1.9)

Assim, de (1.6) e (1.9) temos que:

z (n) = xn (·, τ, z (τ) , p) , n ≥ τ. (1.10)

Portanto,

z (n) (s) = x (n + s, τ, z (τ) , p) , (1.11)

para s ≤ 0 e n ≥ τ . Donde

z (n) (0) = x (n, τ, z (τ) , p) .

De (1.7), (1.10) e (1.11) temos:

y (n + s) = z (n + s) (0) = x (n + s, τ, z (τ) , p) ,
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se s ≥ τ − n, e

y (n + s) = z (τ) (n + s− τ) = x (n + s, τ, z (τ) , p) ,

se s < τ − n. Ou seja,

yn (s) = xn (s, τ, z (τ) , p) ,

para s ≤ 0. Asśım:

yn = xn (·, τ, z (τ) , p) . (1.12)

De (1.10) e (1.12), tem-se que yn = z (n), para n ≥ τ . Como z (n) (0) = yn (0) = y (n),

de (1.12) obtemos

y (n) = x (n, τ, z (τ) , p) = x (n, τ, yτ , p) ,

para n ≥ τ . Portanto y (n) é a solução de (1.8) passando por (τ, φ) .

1.2 (k1, k2)-Dicotomia Compensada

O teorema de Krasnoselky é uma ferramenta muito útil na argumentação de teoremas

de existência para equações funcionais. Este teorema afirma que: se S é um subconjunto

convexo e completo de um espaço normado E, T : S → S é uma aplicação continua com

imagem relativamente compacta, B : S → E é uma contração e Tx+By ∈ S, para x, y ∈ S,

então T + B tem um ponto fixo (ver ref. [6] e [20] para uma discussão e outras referências).

Este poderoso teorema não tem sido suficientemente usado em Equações em Diferenças.

Usando tal teorema, provaremos a existência de soluções convergentes da equação (1.2).

Entre outros assuntos, no desenvolvimento desta seção e na próxima, obtemos interessante

informação referente ao conjunto das soluções convergentes de (1.2) (ver Observações 1.2.7

e 1.3.5).

Vale a pena mencionar que a relevância do Teorema 1.2.1 (assim como o Teorema

1.3.1), reside no fato que tem importantes consequência em aplicações devido à generalidade

da equação tratada aqui (ver Caṕıtulo 2). Em particular, esta abordagem melhora, e de

fato generaliza, um resultado sobre soluções convergentes provado no Teorema 4.1 de [8],

para um contexto mais geral sob suposições menos restritivas. Em [8] os autores tratam o

problema de convergência para o sistema em diferenças do tipo Volterra não autônomo com

retardo infinito com a suposição que o operador solução tem uma (k1, k2)-dicotomia.
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No processo para obter nossos resultados, inicialmente requereremos que o operador

solução T (n, τ), o qual é associado com a equação linear homogênea (1.1), tenha uma (k1, k2)-

dicotomia, a qual é compensada, e a equação em diferença quase linear (1.2) seja submetida

a duas perturbações não lineares.

Introduzimos a seguinte notação, para ϕ ∈ B

Zϕ (n) := T (n, no) P (no) ϕ.

Especificamente, para obter os seguintes dois resultados, precisamos introduzir a hipótese:

(D) As seguintes condições valem:

(d-1) A função f1 (n, ϕ) é localmente Lipschitz em ϕ ∈ B ; isto é, para cada número

positivo R e para todo ϕ, ψ ∈ B, com ‖ϕ‖B, ‖ψ‖B ≤ R :

|f1 (n, ϕ)− f1 (n, ψ)| ≤ k1 (n)−1 F1 (n,R) ‖ϕ− ψ‖B ,

onde F1 : N (no)×R+ → R+ é uma função cont́ınua não-decrescente com respeito

à segunda variável e f1 (n, 0) = 0, F1 (n, 0) = 0, para n ≥ no.

(d-2) Existem constantes positivas µ1j, j = 1, 2 tais que

∞∑
s=no

F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s + 1)−1 < +∞.

(d-3) Existem constantes positivas λj, e funções F2j : N (no) × R+ → R+ não decres-

centes com respeito à segunda variável, j = 1, 2 tais que, para cada (n, ξ) ∈
N (no)×Xkj

, com ‖ξ‖kj
≤ λj :

|f2 (n, ξ)| ≤ F2j

(
n, ‖ξ‖kj

)
.

(d-4) Existem constantes positivas µj, j = 1, 2 tais que

βµj
= sup

γ∈(0,µj ]

δj (γ)

γ
< 1,

onde

δj (γ) := Γ1

∞∑
s=no

F2j (s, γ) k1 (s + 1)−1 ,

com

Γ1 := KMC max
{
1, Ck1 (no) k2 (no)

−1} ,

K é a constante do axioma (B) e M,C são as constantes da definição 1.1.2.
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A prova do seguinte resultado combina o crucial critério de compacidade da seção

precedente com o teorema de Krasnoselky. Observemos que as hipóteses para f1 dão origem a

um operador contract́ıvel, e as hipoteses para f2 dão origem a um operador Schauderiano, em

espaços adequados. Este teorema nos dá importante informação sobre soluções convergentes

de (1.2). Nós obtemos existência de soluções convergentes e comportamento assintótico para

estas soluções.

Teorema 1.2.1. Assumamos que a condição (D) vale. Suponhamos também que as seguintes

condições são satisfeitas:

(D1) O sistema (1.1) tem uma (k1, k2)-dicotomia compensada e tal que

lim
m→∞

k1 (m)−1 T (m, n) P (n) = 0,

para qualquer n ∈ N (no).

(D2) Para qualquer n ≥ no e j = 1, 2 as funções

gj (n, ·) := F2j (n, µj)
−1 f2 (n, ·) ,

são cont́ınuas.

(D3) Os limites π (ξ) := Z1
∞ (gj (·, ξ)), j = 1, 2 existem uniformemente em ξ ∈ X∞,kj

[λj].

Então, existem constantes positivas γj, M̃j, j = 1, 2 tais que para cada ϕ ∈ P (no) B

com ‖ϕ‖B ≤ (
γjβµj

− δj (γj)
)
M̃−1

j , existe uma solução yj = yj (ϕ) = yj (n, no, ψ), j = 1, 2

com P (no) ψ = ϕ, da equação (1.2) tal que limn→∞ kj (n)−1 yj
n = 0. Além disso, temos a

seguinte fórmula assintótica:

yj
n (ϕ) = o (kj (n)) , quando n →∞. (1.13)

Demonstração: Começamos usando a propriedade (d-2) para escolher uma constante

apropriada 0 < γj < min {λj, µj, µ1j}, j = 1, 2 tal que:

τj := βµj
+ KMC

( ∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
< 1,

onde βµj
é dada por (d-4).
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Consideremos o operador Bj : X∞,kj
[γj] → X∞,kj

definido por

Bjη (n) :=
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eof1 (s, η (s)) . (1.14)

Então Z
kj∞ (Bjη) = 0. Com efeito, para cada s ∈ N (no) temos

‖η (s)‖B kj (s)−1 ≤ γj < µ1j,

ou seja,

‖η (s)‖B < µ1jkj (s) ,

e usando (D1), (d-1) e (d-2), obtemos

‖Bjη (n)‖B kj (n)−1

≤ K
n1−1∑
s=no

‖T (n, s + 1) P (s + 1)‖F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s)−1 kj (n)−1 ‖η (s)‖B

+ K
n−1∑
s=n1

‖T (n, s + 1) P (s + 1)‖F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s)−1 kj (n)−1 ‖η (s)‖B

+ K
∞∑

s=n

‖T (n, s + 1) Q (s + 1)‖F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s)−1 kj (n)−1 ‖η (s)‖B

≤ γjKMCk1 (n1) ‖T (n, n1) P (n1)‖ k1 (n)−1
n1−1∑
s=no

F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s + 1)−1

+ γjKMC
n−1∑
s=n1

F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s + 1)−1

+ γjKMC
∞∑

s=n

F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s + 1)−1

≤ γjKMCk1 (n1) ‖T (n, n1) P (n1)‖ k1 (n)−1
n1−1∑
s=no

F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s + 1)−1

+ γjKMC
∞∑

s=n1

F1 (s, µ1jkj (s)) k1 (s + 1)−1 .

Notemos que cada parcela se faz tão pequena quanto se deseja para n e n1 suficientemente

grandes com n1 fixo e n > n1.

Além disso, para η, ξ ∈ X∞,kj
[γj], usando a propriedade de compensação, obtemos:

∥∥Bjη −Bjξ
∥∥

kj
≤ KMC

( ∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
‖η − ξ‖kj

.
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Com efeito, notar que ‖η (n)‖B , ‖ξ (n)‖B ≤ γjkj (s), e portanto

‖Bjη (n)−Bjξ (n)‖B kj (n)−1

≤ KM
n−1∑
s=no

k1 (n) k1 (s + 1)−1 k1 (s)−1 F1 (s, γjkj (s)) ‖η (s)− ξ (s)‖B kj (n)−1

+ KM
∞∑

s=n

k2 (n) k2 (s + 1)−1 k1 (s)−1 F1 (s, γjkj (s)) ‖η (s)− ξ (s)‖B kj (n)−1

≤ KMC

(
n−1∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
‖η − ξ‖kj

+ KMC

( ∞∑
s=n

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
‖η − ξ‖kj

≤ KMC

( ∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
‖η − ξ‖kj

.

O que prova nossa afirmação.

Denotemos por M̃j := MCj−1kj (no)
−1 e seja ϕ ∈ P (no) B tal que

‖ϕ‖B ≤
(
γjβµj

− δj (γj)
)
M̃−1

j , para j = 1, 2.

Definamos o operador T j sobre o conjunto X∞,kj
[γj], j = 1, 2 por

T jξ (n) := Zϕ (n) +
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eof2 (s, ξ) , (1.15)

para ξ ∈ X∞,kj
[γj] e n ≥ no. Provaremos que T jξ ∈ X∞,kj

[γj]. De fato, temos que T jξ

pode ser estimado como segue:

∥∥T jξ (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ γjβµj

− δj (γj) + Γ1

∞∑
s=no

F2j (s, γj) k1 (s + 1)−1 .

Ou seja,

∥∥T jξ (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ γjβµj

≤ γj.

Vamos verificar que Z
kj∞ (T jξ) = 0 uniformemente em ξ ∈ X∞,kj

[γj] :

‖T jξ (n)‖B kj (n)−1

≤ ‖T (n, no) P (no)‖ k−1
1 ‖ϕ‖B
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+ KMCj−1k1 (n1) k1 (no) kj (no)
−1 ‖T (n, n1) P (n1)‖ k1 (n)−1

n1−1∑
s=no

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1

+ KMCj−1k1 (no) kj (no)
−1

∞∑
s=n1

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1

Para n1 suficientemente grande, n > n1, temos que cada parcela se faz tão pequena

quanto se deseja, uniformemente em ξ. Assim temos que T jξ ∈ X∞,kj
[γj].

Se ξ, η ∈ X∞,kj
[γj], então, temos que T jξ + Bjη ∈ X∞,kj

[γj]. Com efeito:

∥∥T jξ (n) + Bjη (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ M̃j ‖ϕ‖B + δj (γj) + γj

(
τj − βµj

)

≤ γj .

Agora, usando a condição (D2) vamos provar que o operador T j é cont́ınuo. Para isso,

consideremos uma sequência {ξm}m tal que ξm → ξ em X∞,kj
[γj]. Seja n1 ≥ no suficiente-

mente grande. Levando em conta a propriedade de compensação e com a ajuda de (d-3),

temos:

‖T jξm (n)− T jξ (n)‖B kj (n)−1

≤ KMC max
no≤s≤n1−1

|gj (s, ξm)− gj (s, ξ)|
n1−1∑
s=no

k1 (n) k1 (s + 1)−1 F2j (s, µj) kj (n)−1

+ KM
n−1∑
s=n1

k1 (n) k1 (s + 1)−1 F2j (s, µj) |gj (s, ξm)− gj (s, ξ)| kj (n)−1

+ KM
∞∑

s=n

k2 (n) k2 (s + 1)−1 F2j (s, µj) |f2 (s, ξm)− f2 (s, ξ)| kj (n)−1

≤ KMCj−1k1 (no) kj (no)
−1 max

no≤s≤n1−1
|gj (s, ξm)− gj (s, ξ)|

n1−1∑
s=no

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1

+ KMCj−1k1 (no) kj (no)
−1

n−1∑
s=n1

k1 (s + 1)−1 |f2 (s, ξm)− f2 (s, ξ)|

+ KMCjk1 (no) kj (no)
−1

∞∑
s=n

k1 (s + 1)−1 |f2 (s, ξm)− f2 (s, ξ)|

≤ Ljδj (µj) max
no≤s≤n1−1

|gj (s, ξm)− gj (s, ξ)|+ 2Γ1Lj

∞∑
s=n1

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1 .

Onde Lj =
1

Γ1

KMCjk1 (no) kj (no)
−1 e δj (µj) é dada por (d-4). Assim obtemos que:

‖T jξm − T jξ‖kj
≤ Ljδj (µj) max

no≤s≤n1−1
|gj (s, ξm)− gj (s, ξ)|+2Γ1Lj

∞∑
s=n1

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1 ,
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o que prova a continuidade do operador T j, como t́ınhamos afirmado.

Um passo essencial é agora mostrar que a imagem de T j é relativamente compacta em

X∞,kj
. Para isso primeiro provaremos que o conjunto

Hkj
n

(
T jX∞,kj

[γj]
)

=
{
T jξ (n) kj (n)−1 : ξ ∈ X∞,kj

[γj]
}

é relativamente compacto em B para todo n ≥ no. Consideremos uma sequência arbitrária

{ξm}m em X∞,kj
[γj]. Então {gj (·, ξm)}m é relativamente compacto em `∞ (aqui `∞ denota

o espaço de Banach das sequências limitadas de N (no) em Cr). Com efeito, notar que de

(d-3) é limitado, pois

|gj (n, ξm)| ≤ F2j (n, µj)
−1 F2j

(
n, ‖ξm‖kj

)

≤ 1,

e (D3) garante que é equiconvergente. Assim, existe uma subsequências {gj (·, ξmi
)}i uni-

formemente convergente para algum ψj ∈ `∞. Fazendo

ϕj (n) := F2j (n, µj) ψj (n) ,

podemos verificar que a sequência T jξmi
(n) kj (n)−1 converge para

Zϕ (n) kj (n)−1 +
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eoϕj (s) kj (n)−1 .

De fato, sempre usando a propriedade de compensação, temos:

∥∥∥∥T jξmi
(n)− Zϕ (n)−

∞∑
s=no

Γ (n, s) Eoϕj (s)

∥∥∥∥
B

kj (n)−1

≤ K
∞∑

s=no

‖Γ (n, s)‖F2j (s, µj) |gj (s, ξmi
)− ψj (s)| kj (n)−1

≤ K ‖gj (·, ξmi
)− ψj‖∞

∞∑
s=no

‖Γ (n, s)‖F2j (s, µj) kj (n)−1

≤ Ljδj (µj) ‖gj (·, ξmi
− ψj)‖∞ .

A equiconvergência em peso em ∞ da imagem de T j é uma consequência imediata do

fato que o kj-limite de T jξ é zero uniformemente em ξ ∈ X∞,kj
[γj].
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Finalmente, o critério de compacidade em X∞,kj
leva a concluir que a imagem de T j

é relativamente compacta em X∞,kj
. Agora, usando o teorema de Krasnoselky, temos que

T j + Bj tem um ponto fixo ξ ∈ X∞,kj
[γj]. Ou seja, temos que ξ (n) = T jξ (n) + Bjξ (n),

para n ≥ no, ou

ξ (n) = Zϕ (n) +
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eo (f1 (s, ξ (s)) + f2 (s, ξ)) ; n ≥ no.

Em particular, obtemos que:

ξ (no) = P (no) ϕ−
∞∑

s=no

T (no, s + 1) Q (s + 1) Eo (f1 (s, ξ (s)) + f2 (s, ξ)) .

Ou seja:

P (no) ϕ = ξ (no) +
∞∑

s=no

T (no, s + 1) Q (s + 1) EoΛ (s, ξ) .

Portanto:

ξ (n) = T (n, no)

(
ξ (no) +

∞∑
s=no

T (no, s + 1) Q (s + 1) EoΛ (s, ξ)

)

+
n−1∑
s=no

T (n, s + 1) P (s + 1) EoΛ (s, ξ)

−
∞∑

s=n

T (n, s + 1) Q (s + 1) EoΛ (s, ξ)

= T (n, no) ξ (no) +
n−1∑
s=no

T (n, s + 1) EoΛ (s, ξ)

onde Λ (s, ξ) := f1 (s, ξ (s)) + f2 (s, ξ).

Portanto ξ satisfaz as condições do Lema 1.1.9. Assim, definindo y por

y (n) =





ξ (n) (0) , se n ≥ no,

ξ (no) (n− no) , se n < no,

temos que y é solução da equação (1.2) e yn = ξ (n), n ≥ no. O que conclui a demonstração

do teorema.

Antes de proceder com o próximo resultado, vamos nos concentrar nas seguintes duas

observações.
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Observação 1.2.2. Como foi dito antes, o Teorema 1.2.1 é um resultado muito melhor do

que o Teorema 4.1 de [8], observamos que conseguimos eliminar uma condição usada no

argumento da sua prova, a saber a condição (iv) desse teorema.

Observação 1.2.3. No Teorema 3.1 de [7] (respectivamente o Teorema 4.1 de [8]) foi

provada a continuidade da aplicação ϕ → y• (ϕ) e a bicontinuidade da correspondência

y• (ϕ) → Zϕ para o sistema em diferenças do tipo Volterra autônomo (respectivamente não

autônomo), com perturbação Lipschitz, sob o suposto que o operador solução, o qual é asso-

ciado com o sistema em diferenças de Volterra homogêneo autônomo (respectivamente não

autônomo), tem uma dicotomia somável (respectivamente (k1, k2)-dicotomia). Devemos ob-

servar que em nosso caso este resultado não vale, exceto para a aplicação y• (ϕ) → Zϕ, a

qual é cont́ınua justamente pelas condições do Teorema 1.2.1 (ver observação 1.3.2). Con-

tudo, podemos obter a continuidade das aplicações prévias se substitúımos a condição (D2)

do Teorema 1.2.1, pela seguinte condição:

(D4) Existem constantes positivas µ2j, j = 1, 2 e funções Gj : N (no) × R+ × R+ não-

decrescentes com respeito à segunda e à terceira variáveis, tal que Gj (n, 0, 0) = 0, para

n ≥ no, além de

∞∑
s=no

F2j (s, µj) Gj (s, µ2j, µ2j) k1 (s + 1)−1 < +∞,

e

|gj (n, ξ)− gj (n, η)| ≤ Gj

(
n, ‖ξ‖kj

, ‖η‖kj

)
‖ξ − η‖kj

,

para todo ξ, η ∈ Xkj
.

Para provar a continuidade das aplicações prévias, primeiro notamos que podemos es-

colher γj no Teorema 1.2.1 com 0 < γj < min {λj, µj, µ1j, µ2j} tal que

τj := βµj
+ KMC

∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

+ Γ1

∞∑
s=no

F2j (s, µj) Gj (s, γj, γj) k1 (s + 1)−1 < 1.

Além disso, temos as seguintes estimativas responsáveis pela continuidade das aplicações

precedentes:

∥∥∥∥
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eo (f2 (s, yj
• (ϕ))− f2 (s, yj

• (ϕo)))

∥∥∥∥
B

kj (n)−1
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≤ Γ1

∞∑
s=no

Gj

(
s, ‖yj

• (ϕ)‖j , ‖yj
• (ϕo)‖j

)
‖yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)‖kj
F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1

≤ Γ1

( ∞∑
s=no

F2j (s, µj) Gj (s, γj, γj) k1 (s + 1)−1

)
‖yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)‖kj
,

e é fácil ver que:

∥∥∥∥
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eo (f1 (s, yj
s (ϕ))− f1 (s, yj

s (ϕo)))

∥∥∥∥
B

kj (n)−1

≤ KMCj

( ∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

) ∥∥yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)
∥∥

kj

Por outra parte,

‖yj
n (ϕ)− yj

n (ϕo)‖B kj (n)−1

≤ MCj−1kj (no)
−1 ‖ϕ− ϕo‖B

+ Γ1

( ∞∑
s=no

F2j (s, µj) Gj (s, γj, γj) k1 (s + 1)−1

)
∥∥yj

• (ϕ)− yj
• (ϕo)

∥∥
kj

+ KMC

( ∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
∥∥yj

• (ϕ)− yj
• (ϕo)

∥∥
kj

Donde, (
1− τj + βµj

) ∥∥yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)
∥∥

kj
≤ M̃j ‖ϕ− ϕo‖B ,

Ou seja,
∥∥yj

• (ϕ)− yj
• (ϕo)

∥∥
kj
≤ M̃j(

1− τj + βµj

) ‖ϕ− ϕo‖B .

Onde M̃j é a constante dada na prova do Teorema 1.2.1.

Usando o mesmo tipo de argumento temos a seguinte desigualdade:

∥∥yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)
∥∥

kj
≤ ‖Zϕ − Zϕo‖kj

+
(
τj − βµj

) ∥∥yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)
∥∥

kj
,

donde (
1− τj + βµj

) ∥∥yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)
∥∥

kj
≤ ‖Zϕ − Zϕo‖kj

.
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Notamos que Γj = T j + Bj é uma τj-contração. Com efeito,

‖Γjξ (n)− Γjη (n)‖B kj (n)−1

≤ Γ1

( ∞∑
s=no

F2j (s, µj) Gj (s, γj, γj) k1 (s + 1)−1

)
‖ξ − η‖kj

+ KMC

( ∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

)
‖ξ − η‖kj

≤ τj ‖ξ − η‖kj

Notamos que se para qualquer n ≥ no, temos que as funções ϕ → gj (n, yj
• (ϕ)), j = 1, 2

são cont́ınuas, então as funções ϕ → yj
• (ϕ), j = 1, 2 também são cont́ınuas. Com efeito,

para cada ξ ∈ X∞,kj
[γj], temos:

(
1− τj + βµj

) ∥∥yj
• (ϕ)− yj

• (ϕo)
∥∥

kj
≤ M̃j ‖ϕ− ϕo‖B δj (µj)

max
s≥no

∣∣gj

(
s, yj

• (ϕ)
)− gj

(
s, yj

• (ϕo)
)∣∣

+ 2Γ1

∞∑
s=n1

k1 (s + 1)−1 F2j (s, µj) .

A última condição entretanto não garante a continuidade de Zϕ → yj
• (ϕ) (ver final da

Observação 1.3.2). Isto completa a discussão da observação.

Observação 1.2.4. Se eliminamos a hipotese f1 (n, 0) = 0, em (d-1), o Teorema 1.2.1 não

é alterado de maneira essencial, pois é posśıvel obter um resultado análogo para o sistema

x (n + 1) = L (n, xn) + f1 (n, xn) + f2 (n, x•)− f1 (n, 0) (1.16)

Uma questão natural para a discussão, que é de interesse intŕınseco da teoria, acontece

quando relaxamos a condição lim
m→∞

k1 (m)−1 T (m,n) P (n) = 0, a qual foi responsável no

Teorema 1.2.1 pela existência dos kj-limites dos operadores T j e Bj. Podemos trocar esta

hipótese por uma condição mais fraca, lim
m→∞

kj (m)−1 T (m,n) P (n) = Lj (n) ∈ L (B).

Do ponto de vista prático, notamos que quando lidamos com situações concretas, a

primeira condição é muito mais simples, para o estudo de soluções convergentes, que a

segunda (ver Caṕıtulo 2). Mas, do ponto de vista teórico, o seguinte resultado é muito mais

completo que o teorema anterior. Entre outras coisas é natural esperar uma informação mais
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detalhada sobre o comportamento assintótico das soluções convergentes (ver (1.17),(1.18) e

(1.19)).

Antes de enunciar nosso próximo teorema, notemos que pelo fato de k1 e k2 satisfazer

a propriedade de compensação, temos que

0 ≤ inf
n≥no

k1 (n)

k2 (n)
≤ c2.

Seja ω = inf
n≥no

k1(n)
k2(n)

. Se ω 6= 0, as sequências k1 e k2 são equivalentes, e então tem-se

que L2 = ωL1, como pode-se verificar por um cálculo direto. Caso contrario, ω = 0, as

sequências não são equivalentes e tem-se que L2 = 0.

Por conveniencia notacional, no próximo teorema assumimos que ω0 = 1 para qualquer

ω real não negativo.

Teorema 1.2.5. Assumamos as hipóteses do Teorema 1.2.1, exceto (D1), a qual é substitúıda

pela seguinte condição:

(D5) O sistema (1.1) tem uma (k1, k2)-dicotomia a qual é compensada e tal que

lim
m→∞

kj (m)−1 T (m,n) P (n) = ωj−1L1 (n) ,

j = 1, 2 para todo n ≥ no.

Então, existem constantes γj, M̃j positivas, j = 1, 2 tais que para cada ϕ ∈ P (no) B

com ‖ϕ‖B ≤ (
γjβµj

− δj (γj)
)
M̃−1

j , existe uma solução yj = yj (ϕ) = yj (n, no, ψ), j = 1, 2

com P (no) ψ = ϕ, da equação (1.2) tal que o kj-limites de yj
• existe e ‖yj

•‖kj
≤ γj. Além

disso, temos a seguinte fórmula assintótica:

yj
n (ϕ) = Zϕ (n) +

n−1∑
s=no

Γ (n, s) Eo
(
f1

(
s, yj

s (ϕ)
)

+ f2

(
s, yj

• (ϕ)
))

+ o (kj (n)) , (1.17)

quando n →∞. O kj-limite de yj
• é dado por:

Zkj∞
(
yj
• (ϕ)

)
= ωj−1L1 (no) ϕ + Zkj∞

( •−1∑
s=no

Γ (•, s) Eo
(
f1

(
s, yj

s (ϕ)
)

+ f2

(
s, yj

• (ϕ)
)))

. (1.18)

Por outra parte, se bj := sup
n≥no

‖L1 (n)‖ kj (n) < +∞, então

Zkj∞
(
yj
• (ϕ)

)
= ωj−1L1 (no) ϕ + ωj−1

∞∑
s=no

L1 (s + 1) Eo
(
f1

(
s, yj

s (ϕ)
)

+ f2

(
s, yj

• (ϕ)
))

.

(1.19)
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Demonstração: Usando a notação do Teorema 1.2.1, destacamos alguns argumentos da

prova. Inicialmente notamos que os limites

lim
m→∞

A (m, ξ) kj (m)−1 = Zkj∞ (A (·, ξ)) ,

j = 1, 2 existem uniformemente em ξ ∈ X∞,kj
[γj], onde γj é suficientemente pequeno e

A (m, ξ) =
m−1∑
s=no

Γ (m, s) Eof2 (s, ξ) .

Com efeito, é suficiente provar que para todo ε > 0, existe um número Mo ∈ N, tal que:

∥∥A (m, ξ) kj (m)−1 − A (n, ξ) kj (n)−1
∥∥

B
< ε,

para qualquer m ≥ n ≥ Mo, para todo ξ ∈ X∞,kj
[γj].

O fato que A (m, ξ) verifica a última afirmação é consequência das seguintes duas esti-

mativas: Seja n1 suficientemente grande, e fixemos Mo ≥ n1. Para cada m e n, satisfazendo

m ≥ n ≥ Mo, temos:

∥∥∥∥
n1−1∑
s=no

[
Γ (n, s) kj (n)−1 − Γ (m, s) kj (m)−1] Eof2 (s, ξ)

∥∥∥∥
B

≤ K
n1−1∑
s=no

F2j (s, γj)

[
max

no≤s≤n1−1

∥∥Γ (n, s) kj (n)−1 − ωj−1L1 (s + 1)
∥∥

+ max
no≤s≤n1−1

∥∥Γ (m, s) kj (m)−1 − ωj−1L1 (s + 1)
∥∥
]

.

Nossa segunda estimativa é:

∥∥∥∥
n−1∑
s=n1

(
Γ (n, s) kj (n)−1 − Γ (m, s) kj (m)−1) Eof2 (s, ξ)

∥∥∥∥
B

+

∥∥∥∥
m−1∑
s=n

Γ (m, s) kj (m)−1 Eof2 (s, ξ)

∥∥∥∥
B

≤ 3Γ1

∞∑
s=n1

F2j (s, γj) k2 (s + 1)−1 ,

onde Γ1 é dada por (d-4). Assim, temos provada nossa afirmação.

Se B (n, η) =
n−1∑
s=no

Γ (n, s) Eof1 (s, η (s)), então os limites Z
kj∞ (B (·, η)), j = 1, 2 exis-

tem para cada η ∈ X∞,kj
[γj]. O argumento para provar isto é análogo ao anterior. Sejam
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m,n,M, n1 como antes. Então temos as seguintes estimativas:

∥∥∥∥
n1−1∑
s=no

(
Γ (n, s) kj (n)−1 − Γ (m, s) kj (m)−1) Eof1 (s, η (s))

∥∥∥∥
B

≤ c2 (n1) max
no≤s≤n1

∥∥Γ (n, s) kj (n)−1 − ωj−1L1 (s + 1)
∥∥

+ max
no≤s≤n1

∥∥Γ (m, s) kj (m)−1 − ωj−1L1 (s + 1)
∥∥ ,

onde c2 (n1) é uma constante que depende de n1, para n1 suficientemente grande. A se-

gunda estimativa é:

∥∥∥∥
n−1∑
s=n1

(
Γ (n, s) kj (n)−1 − Γ (m, s) kj (m)−1) Eof1 (s, η (s))

∥∥∥∥
B

+

∥∥∥∥
m−1∑
s=n

Γ (m, s) kj (m)−1 Eof1 (s, η (s))

∥∥∥∥
B

≤ 3γjKMC
∞∑

s=n1

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

Assim os kj-limites de Bjη são explicitamente calculáveis, e de fato temos que Z
kj∞ (Bjη) =

Z
kj∞ (B (·, η)).

A equiconvergência em ∞ da imagem de T j é consequência imediata do fato que

Z
kj∞ (T jξ) = ωj−1L1 (no) ϕ + Z

kj∞ (A (·, ξ)), uniformemente em ξ ∈ X∞,kj
[γj].

Assumamos que bj := sup
n≥no

‖L1 (n)‖ kj (n) < ∞, e denotemos por Aj (s) := f1 (s, yj
s) +

f2 (s, yj
•). Provaremos que:

lim
n→∞

kj (n)−1
n−1∑
s=no

Γ (n, s) EoAj (s) = ωj−1
∞∑

s=no

L1 (s + 1) EoAj (s) .

Notamos que a última série esta bem definida, pois de fato temos:

∥∥∥∥ωj−1
∞∑

s=no

L1 (s + 1) EoAj (s)

∥∥∥∥
B

≤ Kbjω
j−1

∞∑
s=no

(
k1 (s)−1 F1 (s, γjkj (s)) ‖yj

s‖B + F2j

(
s, ‖yj

•‖kj

))
kj (s + 1)−1

≤ Kbjω
j−1Cj−1 ‖yj

•‖kj

∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1
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+ Kbjω
j−1Cj−1k1 (no) kj (no)

−1
∞∑

s=no

F2j (s, γj) kj (s + 1)−1

≤ Kbjω
j−1Cj−1γj

∞∑
s=no

(
F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

+ 1
Γ1

Kbjω
j−1Cj−1k1 (no) kj (no)

−1 δj (γj) .

Ou seja, a série
∞∑

s=no

Lj (s + 1) EoAj (s) é dominada pelas séries convergentes

∞∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1 e δj (γj) .

Para provar o kj-limite, temos a seguinte estimativa: Escolhamos n1 suficientemente

grande e seja n ≥ n1 arbitrario. Então:

∥∥∥∥kj (n)−1
n−1∑
s=no

Γ (n, s) EoAj (s)−
∞∑

s=no

ωj−1L1 (s + 1) EoAj (s)

∥∥∥∥
B

≤ c (n1) max
no≤s≤n1−1

∥∥kj (n)−1 Γ (n, s)− ωj−1L1 (s + 1)
∥∥

+ KMC
n−1∑
s=n1

(
γjF1 (s, γjkj (s)) + k1 (no) kj (no)

−1 F2j (s, γj)
)
k1 (s + 1)−1

+ Kbjω
j−1C

∞∑
s=n

(
γjF1 (s, γjkj (s)) + k1 (no) kj (no)

−1 F2j (s, γj)
)
k1 (s + 1)−1

≤ c (n1) max
no≤s≤n1−1

∥∥kj (n)−1 Γ (n, s)− ωj−1L1 (s + 1)
∥∥

+d
∞∑

s=n1

(F1 (s, γjkj (s)) + F2j (s, γj)) k1 (s + 1)−1 , (1.20)

onde notamos que c (n1) é uma constante que depende de n1 e d é uma constante indepen-

dente de n.

Observação 1.2.6. O Teorema 1.2.5 fornece a seguinte estimativa a priori para os kj-limites

das soluções yj
•,

∥∥∥Z
kj∞ (yj

•)
∥∥∥

B
≤ γj. Agora, com ajuda da desigualdade de Gronwall discreta,

podemos melhorar esta cota superior como segue:
∥∥∥Z

kj∞ (yj
•)

∥∥∥
B
≤ ajγj, onde 0 < aj < 1.

Para provar isto, notemos que podemos escolher τj, definido na demonstração do Teorema
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1.2.1, tal que aj = τje < 1, e então:

kj (n)−1
∥∥yj

n

∥∥
B
≤ γjβµj

− δ (γj)

+ KMC
n−1∑
s=no

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1
∥∥yj

s

∥∥
B

k1 (s)−1

+ KMC
∥∥yj

•
∥∥

kj

∞∑
s=n

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

+ Γ1

∞∑
s=no

F2j (s, γj) k1 (s + 1)−1

≤ γjβµj

+ KMCγj

∞∑
s=n

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1

+
n−1∑
s=no

KMCF1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1
∥∥yj

s

∥∥
B

k1 (s)−1 .

Assim, definindo as seguintes funções: hj (s) := KMCF1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1, uj (s) :=

kj (s)−1 ‖yj
s‖B e pj (s) := γjβµj

+ KMCγj

∞∑
s=n

F1 (s, γjkj (s)) k1 (s + 1)−1, temos que:

uj (n) ≤ pj (n) +
n−1∑
s=no

hj (s) uj (s) ,

ou

uj (n) ≤ γjτj +
n−1∑
s=no

hj (s) uj (s) ,

e pela desigualdade de Gronwall discreta, obtemos que:

uj (n) ≤ γjτj

n−1∏
τ=s+1

(1 + hj (τ)) ,

donde

uj (n) ≤ γjτj

n−1∏
τ=s+1

ehj(s)

≤ γjτje
τj−βµj

≤ ajγj,

e assim
∥∥∥Z

kj∞ (yj
•)

∥∥∥
B
≤ ajγj, o que prova nossa afirmação.

A seguinte observação fornece importante informação a respeito do conjunto das soluções

convergentes de (1.2).
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Observação 1.2.7. Denotemos por Rj :=
(
γjβµj

− δj (γj)
)
M̃−1

j e seja P (no) B [Rj] a bola

‖ϕ‖B ≤ Rj em P (no) B. Sob as condições do Teorema 1.2.5 podemos deduzir que o con-

junto Ω de todas as soluções convergentes yj
• (ϕ) da equação (1.2) com ϕ ∈ P (no) B [Rj] é

equiconvergente em peso em ∞ no espaço X∞,kj
. Isto segue de (1.20) combinado com o fato

que lim
n→∞

kj (n)−1 o (kj (n)) = 0 uniformemente em Ω, onde o (kj (n)) é dado por (1.17).

Não podemos garantir que Ω seja relativamente compacto em X∞,kj
. Porém, se nós

modificamos ligeiramente esse conjunto, digamos Ω̃, como o conjunto dos yj
• (ϕ) − Zϕ (·),

com ϕ ∈ P (no) B [Rj] e introduzimos uma condição similar à (D3) do Teorema 1.2.1, dada

por:

(D6) Os limites π̃ (ξ) := Z1
∞ (g̃j (·, ξ)), j = 1, 2 existem uniformemente em ξ ∈ X∞,kj

[λj],

onde

g̃j (n, ξ) = k1 (n) kj (n)−1 F1 (n, µ1jkj (n))−1 f1 (n, ξ (n)) .

Então, usando o critério de compacidade, podemos provar que Ω̃ é relativamente com-

pacto em X∞,kj
. Com efeito, consideremos o conjunto

Hkj
n

(
Ω̃

)
=

{
yj

n (ϕ) kj (n)−1 − Zϕ (n) kj (n)−1 : ϕ ∈ P (no) B [Rj]
}

Seja a sequência {ϕm}m em P (no) B [Rj]. Então, pelo argumento usado na prova do

Teorema 1.2.1, existe uma subsequência {ϕmi
}i tal que {gj (·, yj

• (ϕmi
))}i é uniformemente

convergente para algúm ψj ∈ `∞. Além disso temos

∣∣g̃j

(
n, yj

• (ϕmi
)
)∣∣ ≤

∥∥yj
• (ϕmi

)
∥∥

kj

≤ γj.

Assim, a sequência {g̃j (·, yj
• (ϕmi

))}i é limitada, e de (D6) é equiconvergente. Portanto,

existe uma subsequência desta, uniformemente convergente para algúm ψ̃j ∈ `∞. Definamos

ϕj (n) := F2j (n, µj) ψj (n) + k1 (n)−1 kj (n) F1 (n, µ1jkj (n)) ψ̃j (n) .

Então, temos a seguinte estimativa:

∥∥∥∥yj
n (ϕmi

)− Zϕmi
(n)−

∞∑
s=no

Γ (n, s) Eoϕj (s)

∥∥∥∥
B

kj (n)−1

≤ KMC
∞∑

s=no

F1 (s, µ1jkj (s)) k2 (s + 1)−1
∥∥∥g̃j

(·, yj
• (ϕm)

)− ψ̃j

∥∥∥
∞

+ Ljδj (µj)
∥∥gj

(·, yj
• (ϕmi

)
)− ψj

∥∥
∞ .
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Isto mostra que
(
yj

n (ϕmi
)− Zϕmi

(n)
)
kj (n)−1 é convergente e converge para

∞∑
s=no

Γ (n, s) Eoϕj (s) kj (n)−1

quando i →∞.

A equiconvergência de Ω̃ é evidente dos resultados prévios. Assim, pelo critério de

compacidade temos que é relativamente compacto, como t́ınhamos afirmado.

Destacamos que até agora este tipo de resultados não tem sido analisados na literatura

existente sobre equações em diferenças funcionais.

1.3 Dicotomia p-somável em peso

Até aqui, temos analisado o problema da convergência exclusivamente do ponto de

vista das (k1, k2)-dicotomias. Nesta seção vamos nos concentrar em analisar este problema

considerando dicotomias p-somáveis em peso.

Em [7] o autor prova a existência de soluções convergentes de um sistema em diferenças

do tipo Volterra com retardo infinito usando dicotomias somáveis e o prinćıpio da contração.

Porém, esses resultados não são suficientemente ótimos para incluir perturbações mais gerais.

Sem dúvida, pesquisas nessa direção são tecnicamente mais complicadas, pois é necessário

aplicar outros tipos de argumentos de ponto fixo, como também usar critérios de compacidade

eficazes, os quais nos fornecem uma ferramenta senśıvel para processar novos resultados.

No que segue-se p e q são expoentes conjugados, isto é p−1 + q−1 = 1, e exclúımos o

caso p = 1, que corresponde a q = ∞.

Para estabelecer os seguintes resultados (ver Teorema 1.3.1 e 1.3.4) necessitamos in-

troduzir a hipótese:

(D)∗ As seguintes condições valem:

(d-1)∗ A função f1 (n, ϕ) é localmente Lipschitz em ϕ ∈ B; isto é, para cada número

positivo R, para todo ϕ, ψ ∈ B, com ‖ϕ‖B, ‖ψ‖B ≤ R, tem-se:

|f1 (n, ϕ)− f1 (n, ψ)| ≤ a2 (n)1/p F1 (n, R)1/q ‖ϕ− ψ‖B ,

onde F1 : N (no)×R+ → R+ é uma função cont́ınua e não decrescente com respeito

à segunda variável, e f1 (n, 0) = 0, F1 (n, 0) = 0, para n ≥ no.
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(d-2)∗ Existe uma constante positiva ν̃ tal que

∞∑
s=no

F1 (s, ν̃a1 (s)) a1 (s)q < ∞.

(d-3)∗ Existe uma constante positiva λ e uma função F2 : N (no) × R+ → R+ não-

decrescente com respeito à segunda variável e

ρ [F2] = sup
n≥no

F2 (n, λ) < ∞.

Também existe uma função l ∈ `q tal que, para cada (n, ξ) ∈ N (no) ×Xa1 , com

‖ξ‖a1
≤ λ :

|f2 (n, ξ)| ≤ ν (n) F2

(
n, ‖ξ‖a1

)
,

onde ν (n) = a2 (n)1/p l (n).

(d-4)∗ Existe uma constante positiva µ tal que

βµ := sup
γ∈(0,µ]

δ (γ)

γ
< 1,

onde δ (γ) := KK̃ ‖l‖q ‖F1 (·, γ)‖∞. Aqui K é a constante do axioma (B) e K̃ a

constante da Definição 1.1.3.

O seguinte resultado fornece soluções convergentes da equação (1.2) sob o suposto

que o sistema homogêneo (1.1) tem uma dicotomia p-somável em peso. Uma observação

importante a respeito do nosso próximo resultado é o fato que este é uma versão refinada

do Teorema 3.1 de [9], apresentando interessantes melhoras obtidas primeiro pela remoção

de duas hipóteses (condições (E3) e (E4) no Teorema 3.1 de [9]) as quais foram fortemente

usadas no argumento da prova desse teorema. Por outra parte, permite obter informações

mais precisas sobre a expansão assintótica (ver (1.21)) das soluções convergentes obtidas em

[9]. Assim, nosso Teorema 1.3.1 resulta ser mais eficiente que o Teorema 3.1 de [9] na teoria

aplicada associada a este tipo de sistemas. Por exemplo, temos ganhado um resultado muito

melhor que o Teorema 3.1 de [7], pois vemos que podemos retirar as condicões (iv) e (v)

nesse resultado (ver [7], pag. 467, para mais detalhes).

Teorema 1.3.1. Sejam p e q expoentes conjugados e assumamos que a condição (D)∗ vale.

Suponhamos que as seguintes condições se satisfazem:
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(D1)
∗ O sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somável em peso (a1, a2) e tal que

lim
m→∞

a1 (m)−1 T (m,n) P (n) = 0,

para cada n ≥ no.

(D2)
∗ Para qualquer n ≥ no, a função g (n, ·) = ν (n)−1 f2 (n, ·) é cont́ınua.

(D3)
∗ O limite π (ξ) = Za1∞ (g (·, ξ)) existe uniformemente em ξ ∈ X∞,a1 [λ].

Então existem constantes positivas γ̃, M̃ , tais que, para cada ϕ ∈ P (no) B, com

‖ϕ‖B ≤ (γ̃βµ − δ (γ̃)) M̃−1, existe uma solução y = y (ϕ) = y (n, no, ψ), com P (no) ψ = ϕ,

da equação (1.2) tal que lim
n→∞

a1 (n)−1 yn = 0. Além disso temos a fórmula assintótica:

yn (ϕ) = o (a1 (n)) , (1.21)

quando n →∞.

Demonstração: Segundo (d-2)∗, podemos escolher uma constante apropriada γ̃, com

0 < γ̃ < min {λ, µ, ν̃}, tal que

δ̃ := βµ + KK̃

( ∞∑
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

< 1

Introduzimos o operador B : X∞,a1 [γ̃] → X∞,a1 , definido por (1.14). Este operador

está bem definido, de fato

‖Bη (n)‖B a1 (n)−1 ≤ K
∞∑

s=no

‖Γ (n, s)‖ a2 (s)1/p F1 (s, γ̃a1 (s))1/q ‖η (s)‖B a1 (n)−1

≤ Kγ̃

( ∞∑
s=no

‖Γ (n, s)‖p a2 (s)

)1/p ( ∞∑
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

a1 (n)−1

≤ KK̃γ̃

( ∞∑
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

≤ γ̃
(
δ̃ − βµ

)
.

Por outra lado, devemos provar que o a1-limite de Bη existe.

Seja ε > 0 e n1 suficientemente grande. Se n ≥ n1, então

‖Bη (n)‖B a1 (n)−1 ≤ γ̃
(
δ̃ − βµ

)
‖T (n, n1) P (n1)‖ a1 (n)−1 a1 (n1)

+ γ̃KK̃

( ∞∑
s=n1

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

≤ ε

2
+

ε

2
= ε.
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Ou seja, Za1∞ (Bη) = 0.

O operador B é uma
(
δ̃ − βµ

)
-contração, como mostra o seguinte cálculo:

‖Bη (n)−Bξ (n)‖B a1 (n)−1 ≤ K ‖η − ξ‖a1

[∑∞
s=no

‖Γ (n, s)‖p a2 (s)
]1/p

[∑∞
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q]1/q
a1 (n)−1

≤ ‖η − ξ‖a1
KK̃

[∑∞
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q]1/q

≤
(
δ̃ − βµ

)
‖η − ξ‖a1

.

Definamos M̃ := sup
n≥no

a1 (n)−1 ‖T (n, no) P (no)‖, e seja ϕ ∈ P (no) B com ‖ϕ‖B ≤
(γ̃βµ − δ (γ̃)) M̃−1. Introduzimos o operador T : X∞,a1 [γ̃] → X∞,a1 [γ̃], definido por (1.15).

Usando as condições (d-3)∗ e (d-4)∗, temos que:

‖Tξ (n)‖B a1 (n)−1 ≤ γ̃βµ − δ (γ̃) + K
∞∑

s=no

‖Γ (n, s)‖ a2 (s)1/p l (s) F2 (s, γ̃) a1 (n)−1

≤ γ̃βµ − δ (γ̃) + K ‖F2 (·, γ̃)‖
( ∞∑

s=no

‖Γ (n, s)‖p a2 (s)

)1/p ( ∞∑
s=no

l (s)q

)1/q

a1 (n)−1

≤ γ̃βµ

< γ̃.

Além disso, temos que

‖Tξ (n)‖B a1 (n)−1 ≤ ‖T (n, no) P (no)‖ a1 (n)−1 (γ̃βµ − δ (γ̃)) M̃−1

+ a1 (n1) δ (γ̃) a1 (n)−1 ‖T (n, n1) P (n1)‖

+ KK̃ ‖F2 (·, γ̃)‖
( ∞∑

s=n1

l (s)q

)1/q

.

o que mostra que para n1 suficientemente grande, e n ≥ n1, temos ‖Tξ (n)‖B a1 (n)−1 < ε,

uniformemente em ξ.

Notamos que se ξ, η ∈ X∞,a1 [γ̃], então Tξ + Bη ∈ X∞,a1 [γ̃]. Com efeito, dos cálculos

anteriores é fácil ver que:

‖Tξ (n) + Bη (n)‖B a1 (n)−1 ≤ γ̃δ̃ ≤ γ̃.
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Agora provaremos que T é cont́ınuo. Seja {ξm}m uma sequência em X∞,a1 [γ̃] tal que

ξm → ξ ∈ X∞,a1 [γ̃]. Então,

‖Tξm (n)− Tξ (n)‖B a1 (n)−1

≤ K
n1−1∑
s=no

‖Γ (n, s)‖ a2 (s)1/p l (s) |g (s, ξm)− g (s, ξ)| a1 (n)−1

+ K
∞∑

s=n1

‖Γ (n, s)‖ a2 (s)1/p l (s)
(
F2

(
s, ‖ξm‖a1

)
+ F2

(
s, ‖ξ‖a1

))
a1 (n)−1

≤ KK̃ ‖l‖q max
no≤s≤n1−1

|g (s, ξm)− g (s, ξ)|

+ 2KK̃ρ [F2]

( ∞∑
s=n1

l (s)q

)1/q

o que prova a continuidade de T .

Como no Teorema 1.2.1, precisamos provar que a imagem de T é relativamente com-

pacta em X∞,a1 , e para isso usaremos o mesmo tipo de argumento. Seja

Ha1
n (TX∞,a1 [γ̃]) =

{
Tξ (n) a1 (n)−1 : ξ ∈ X∞,a1 [γ̃]

}
,

para n ≥ no. Consideremos uma sequência arbitrária {ξm}m em X∞,a1 [γ̃]. Então

|g (n, ξm)| ≤ F2

(
n, ‖ξm‖a1

)

≤ F2 (n, γ̃)

≤ ρ [F2] .

Portanto {g (·, ξm)}m é uma sequência limitada em `∞ e (D3)
∗ garante que é equiconvergente.

Assim, existe uma subsequências {g (·, ξmi
)}mi

uniformemente convergente para algum ψ1 ∈
`∞. Se definimos ψ (n) := ν (n) ψ1 (n), então, temos que:

∥∥∥∥Tξmi
(n)− Zϕ (n)−

∞∑
s=no

Γ (n, s) Eoψ (s)

∥∥∥∥
B

a1 (n)−1 ≤ KK̃ ‖l‖q ‖g (·, ξmi
)− ψ1‖∞

Assim temos provado que Tξmi
(n) a1 (n)−1 é convergente e que de fato converge para

Zϕ (n) a1 (n)−1 + a1 (n)−1
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eoψ (s).

Agora, a equiconvergência em peso em ∞, da imagem de T , é imediata, pois Tξ

é a1-convergente para zero, uniformemente em ξ ∈ X∞,a1 [γ̃]. Portanto, pelo critério de

compacidade, temos que a imagem de T é relativamente compacta em X∞,a1 .
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Aplicando o teorema de Krasnoselky a T + B, obtemos que existe um ponto fixo em

X∞,a1 , e a demonstração está conclúıda.

Observação 1.3.2. Sob as condições do resultado prévio, temos que y• (ϕ) → Zϕ é uma

aplicação cont́ınua como mostra a seguinte estimativa:

‖Zϕ (n)− Zϕo (n)‖B a1 (n)−1

≤ ‖yn (ϕ)− yn (ϕo)‖B a1 (n)−1 + ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

(
δ̃ − βµ

)

+ KK̃ ‖l‖q max
no≤s≤n1−1

|g (s, y• (ϕ))− g (s, y• (ϕo))|

+ 2K
∞∑

s=n1

‖Γ (n, s)‖ a2 (s)1/p l (s) F2 (s, γ̃) a1 (n)−1

≤
(
1 + δ̃ − βµ

)
‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

+ KK̃ ‖l‖q max
no≤s≤n1−1

|g (s, y• (ϕ))− g (s, y• (ϕo))|

+ 2Kρ [F2]

( ∞∑
s=no

‖Γ (n, s)‖p a2 (s)

)1/p ( ∞∑
s=no

l (s)q

)1/q

a1 (n)−1 .

Ou seja,

‖Zϕ − Zϕo‖a1
≤

(
1 + δ̃ − βµ

)
‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

+ KK̃ ‖l‖q max
no≤s≤n1−1

|g (s, y• (ϕ))− g (s, y• (ϕo))|

+ 2KK̃ρ [F2]

( ∞∑
s=n1

l (s)q

)1/q

.

Agora para obter a continuidade da aplicação ϕ → y• (ϕ) e a bicontinuidade da cor-

respondência y• (ϕ) → Zϕ, substitúımos a condição (D2)
∗ do Teorema 1.3.1 pela seguinte

hipótese:

(D4)
∗ Existe uma constante positiva µ̃ e uma função G : N (no) × R+ × R+ → R+, não-

decrescente com respeito da segunda e terceira variáveis, com G (n, 0, 0) = 0 para

n ≥ no, tal que G (·, µ̃, µ̃) l (·) ∈ `q e

|g (n, ξ)− g (n, η)| ≤ G
(
n, ‖ξ‖a1

, ‖η‖a1

) ‖ξ − η‖a1
,

para ξ, η ∈ Xa1.
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Notar que podemos escolher γ̃ no Teorema 1.3.1 suficientemente pequeno tal que

δ# := βµ + KK̃

( ∞∑
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

+ KK̃ ‖G (·, γ̃, γ̃) l (·)‖q < 1.

Então temos as seguintes estimativas:

‖yn (ϕ)− yn (ϕo)‖B a1 (n)−1

≤ M̃ ‖ϕ− ϕo‖B

+ KK̃ ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

( ∞∑
s=no

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

+ KK̃ ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

( ∞∑
s=no

l (s)q G (s, γ̃, γ̃)q

)1/q

≤ M̃ ‖ϕ− ϕo‖B +
(
δ# − βµ

) ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1
.

Ou seja,

‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1
≤ M̃

1 + δ# − βµ

‖ϕ− ϕo‖B .

Além disso, do cálculo anterior obtemos que

(
1− δ# + βµ

) ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1
≤ ‖Zϕ − Zϕo‖a1

.

Mas,

‖Zϕ (n)− Zϕo (n)‖B a1 (n)−1

≤ ‖yn (ϕ)− yn (ϕo)‖B a1 (n)−1 +
(
δ# − βµ

) ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

≤ (
1 + δ# − βµ

) ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

Notamos que se para qualquer n ≥ no, a função ϕ → g (n, y• (ϕ)) é cont́ınua, então

ϕ → y• (ϕ) é uma função cont́ınua também. De fato temos a seguinte estimativa:
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(
1− δ# + βµ

) ‖y• (ϕ)− y• (ϕo)‖a1

≤ M̃ ‖ϕ− ϕo‖B

+ KK̃ ‖l‖q max
no≤s≤n1−1

|g (s, y• (ϕ))− g (s, y• (ϕo))|

+ 2KK̃ρ [F2]

( ∞∑
s=n1

l (s)q

)1/q

.

Notamos que a última condição porém não garante a continuidade de Zϕ → y• (ϕ).

Observação 1.3.3. Devido ao nosso interesse nas aplicações, temos preferido usar direta-

mente a condição lim
m→∞

a1 (m)−1 T (m,n) P (n) = 0 no Teorema 1.3.1 no lugar de

lim
m→∞

m−1∏
s=n+1

K̃a1 (s + 1)[
K̃pa1 (s + 1)p + a2 (s)

]1/p
= 0

usada em [9]. De fato esta última apresenta uma desvantagem prática, ao trabalhar com

situações concretas, e até certo ponto é muito mais complicado lidar com esta.

Teorema 1.3.4. Suponhamos que se satisfazem as condições do Teorema 1.3.1, exceto (D1)
∗

que é substitúıda por:

(D5)
∗ O sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somável em peso (a1, a2) com

lim
m→∞

a1 (m)−1 T (m,n) P (n) = L (n) ,

para todo n ≥ no.

Então, existem constantes γ̃, M̃ positivas, tais que para cada ϕ ∈ P (no) B com ‖ϕ‖B ≤
(γ̃βµ − δ (γ̃)) M̃−1, existe uma solução y = y (ϕ) = y (n, no, ψ), com P (no) ψ = ϕ, da

equação (1.2) tal que o a1-limite de y• existe e ‖y•‖a1
≤ γ̃. Além disso, temos a seguinte

fórmula assintótica:

yn (ϕ) = Zϕ (n) +
n−1∑
s=no

Γ (n, s) Eo (f1 (s, ys (ϕ)) + f2 (s, y• (ϕ))) + o (a1 (n)) , (1.22)

quando n →∞. O a1-limite de y• é dado por:

Za1
∞ (y• (ϕ)) = L (no) ϕ + Za1

∞

( •−1∑
s=no

Γ (·, s) Eo (f1 (s, ys (ϕ)) + f2 (s, y• (ϕ)))

)
.
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Por outra parte, se b# :=

( ∞∑
s=no

‖L (s + 1)‖p a2 (s)

)1/p

< ∞, então

Za1
∞ (y• (ϕ)) = L (no) ϕ +

∞∑
s=no

L (s + 1) Eo [f1 (s, ys (ϕ)) + f2 (s, y• (ϕ))] .

Demonstração: Damos alguns dos argumentos da prova. Consideremos m ≥ no, ξ ∈
X∞,a1 [γ̃], onde γ̃ é suficientemente pequeno, e seja A (m, ξ) definido por

A (m, ξ) :=
m−1∑
s=no

Γ (m, s) Eof2 (s, ξ) .

Seja n1 suficientemente grandes, e M ≥ n1. Para cada m,n satisfazendo m ≥ n ≥ M ,

temos

∥∥∥∥
n1−1∑
s=no

(
a1 (n)−1 Γ (n, s)− a1 (m)−1 Γ (m, s)

)
Eof2 (s, ξ)

∥∥∥∥
B

≤ K max
no≤s≤n1−1

∥∥a1 (n)−1 Γ (n, s)− L (s + 1)
∥∥ n1−1∑

s=no

|f2 (s, ξ)|

+ K max
no≤s≤n1−1

∥∥a1 (m)−1 Γ (m, s)− L (s + 1)
∥∥ n1−1∑

s=no

|f2 (s, ξ)|

≤ c1 (n1)

(
max

no≤s≤n1−1

∥∥a1 (n)−1 Γ (n, s)− L (s + 1)
∥∥

+ max
no≤s≤n1−1

∥∥a1 (m)−1 Γ (m, s)− L (s + 1)
∥∥
)

.

Onde c1 (n1) é uma constante que depende de n1. Por outra parte, temos:

∥∥∥∥
n−1∑
s=n1

(
a1 (n)−1 Γ (n, s)− a1 (m)−1 Γ (m, s)

)
Eof2 (s, ξ)

∥∥∥∥
B

+

∥∥∥∥
m−1∑
s=n1

a1 (m)−1 Γ (m, s) Eof2 (s, ξ)

∥∥∥∥
B

≤ 3KK̃ρ [F2]

( ∞∑
s=n1

l (s)q

)1/q

Destas estimativas obtemos que o a1-limite de A (·, ξ) existe uniformemente em ξ ∈
X∞,a1 [γ̃].

A imagem de T é equiconvergente em peso em ∞, pois de (D5)
∗ e do cálculo anterior

obtemos que:

Za1
∞ (Tξ) = L (no) ϕ + Za1

∞ (A (·, ξ))
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uniformemente em ξ ∈ X∞,a1 [γ̃].

Denotemos por A (s) := f1 (s, ys (ϕ)) + f2 (s, y· (ϕ)), e seja n1 suficientemente grande.

Para n ≥ n1, temos a seguinte estimativa:

∥∥∥∥a1 (n)−1
n−1∑
s=no

Γ (n, s) EoA (s)−
∞∑

s=no

L (s + 1) EoA (s)

∥∥∥∥
B

≤ K max
no≤s≤n1−1

∥∥a1 (n)−1 Γ (n, s)− L (s + 1)
∥∥ n1−1∑

s=no

(|f1 (s, ys (ϕ))|+ |f2 (s, y• (ϕ))|)

+ K
n−1∑
s=n1

‖Γ (n, s)‖ a1 (n)−1 (|f1 (s, ys (ϕ))|+ |f2 (s, y• (ϕ))|)

+ K
n−1∑
s=n1

‖L (s + 1)‖ a1 (n)−1 (|f1 (s, ys (ϕ))|+ |f2 (s, y• (ϕ))|)

+ K
∞∑

s=n

‖L (s + 1)‖ a1 (n)−1 (|f1 (s, ys (ϕ))|+ |f2 (s, y• (ϕ))|)

≤ c2 (n1) max
no≤s≤n1−1

∥∥a1 (n)−1 Γ (n, s)− L (s + 1)
∥∥

+ d

(( ∞∑
s=n1

F1 (s, γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

+

( ∞∑
s=n1

l (s)q

)1/q
)

onde c2 (n1) é uma constante que depende de n1 e d é uma constante independente de n (isto

é garantido se b# < ∞). Portanto, temos provado que

lim
n→∞

a1 (n)−1
n−1∑
s=no

Γ (n, s) EoA (s) =
∞∑

s=no

L (s + 1) EoA (s)

o que conclui a demonstração.

Para concluir esta seção, damos como observação alguns resultados similares as ob-

servações 1.2.6 e 1.2.7 que podem ser obtidos para dicotomias p-somáveis.

Observação 1.3.5. Sob as suposições do resultado precedente, pode-se mostrar que

(i) Existe uma constante α ∈ (0, 1), tal que ‖Za1∞ (y•)‖B ≤ αγ̃. Com efeito, é suficiente

escolher δ̃ no Teorema 1.3.1, tal que α := 9δ̃1/qe
3q

q < 1. Assim, usando um argumento

envolvendo a desigualdade discreta de Gronwall obtemos nossa afirmação.
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(ii) O conjunto Ω de todas as soluções convergentes y• (ϕ) da equação (1.2) com ϕ ∈
P (no) B [R], onde R := (γ̃βµ − δ (γ̃)) M̃−1, é equiconvergente em peso em ∞ no X∞,a1.

Se além das hipóteses do Teorema 1.3.4, supomos que a seguinte condição vale:

(D6)
∗ Os limites Z1

∞ (g (·, ξ)) existem uniformemente em ξ ∈ X∞,a1 [λ], onde

g (n, ξ) := a2 (n)−1/p a1 (n)−1 F1 (n, ν̃a1 (n))−1/q f1 (n, ξ) ,

então podemos provar que

(iii) O conjunto de todas as y• (ϕ)−Zϕ (·), com ϕ ∈ P (no) B [R], é relativamente compacto

em X∞,a1.

Como as dicotomias podem ser descompostas em dicotomias uniformes e dicotomias

somáveis, os Teoremas 1.2.1 e 1.2.5 (respectivamente, observações 1.2.3, 1.2.6 e 1.2.7) são

complementarios com respeito aos Teoremas 1.3.1 e 1.3.4 (respectivamente, Observações

1.3.2 e 1.3.5). Também, observamos que estes resultados são simétricos com respeito das

condições sobre f1 e f2 dos teoremas precedentes. No Caṕıtulo 2, poderemos ver que as

suposições dos Teoremas 1.2.1, 1.2.5, 1.3.1 e 1.3.4, são muito naturais e elas não são dif́ıceis

de verificar. Destacamos que muitos resultados interessantes podem ser derivados de estes

teoremas, os quais incluem uma grande classe, digamos, sistemas (1.2) onde (1.1) tem uma

(k1, k2)-dicotomia ou uma dicotomia p-somável em peso.

1.4 Generalizações

Nesta seção estamos interessados com o seguinte sistema não homogêneo quase linear

de equações em diferenças funcionais

x (n + 1) = L (n, xn) + f1 (n, Txn) + f2 (n, Sx•) , (1.23)

onde T : B → B e S : Xk → Xk, são operadores sob condições convenientes.

A equação (1.23) é uma versão generalizada da equação (1.2). No que segue estamos

interessados, principalmente, em abordar vários tipos de operadores T e S. Uma expectativa

natural é que a maioria das propriedades e resultados discutidos nas seções precedentes sejam
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válidos para uma grande classe de operadores. Em ordem a discutir estes aspectos em mais

detalhes, introduziremos as seguintes notações, para ξ ∈ X∞,kj
:

Bjξ (n) :=
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eof1 (s, T ξ (s)) , (1.24)

T jξ (n) := Zϕ (n) +
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eof2 (s, Sξ) , (1.25)

τj := γSβµj
+ KMCγT

∞∑
s=no

F1 (s, γT γjkj (s)) k1 (s + 1)−1 , (1.26)

σj := min

{
λj

γS

,
µj

γS

,
µ1j

γT

}
, (1.27)

onde as constantes que aparecem aqui são obtidas como antes ou dadas a continuação.

Em ordem de passar para nosso próximo resultado introduzimos as seguintes hipóteses

sobre os operadores T e S:

(E) As seguintes condições são verdadeiras:

(e-1) O operador T : B → B é γT -Lipschitz e T0 = 0.

(e-2) O operador S : Xkj
→ Xkj

é γS-Lipschitz e S0 = 0.

Teorema 1.4.1. Assumamos a condição (E) e todas as hipóteses do Teorema 1.2.1, exceto

(d-4), a qual é substitúıda por:

(d-4)∗∗ Existem constantes positivas µj, j = 1, 2 tais que βµj
< min {1, 1/γS}, onde βµj

é a

constante definida em (d-4).

Então, existem constantes positivas γj, M̃j, j = 1, 2 tal que para cada ϕ ∈ P (no) B,

com ‖ϕ‖B ≤ (
γSγjβµj

− δj (γSγj)
)
M̃−1

j , existe uma solução yj = yj (ϕ) = yj (n, no, ψ), j =

1, 2 com P (no) ψ = ϕ da equação (1.26), tal que lim
n→∞

kj (n)−1 yj
n = 0 e yj

n é assintoticamente

dado por (1.13).

Demonstração: A prova é baseada nos mesmos argumentos da demonstração do Teo-

rema 1.2.1. As idéias principais são como segue: Sejam Bj e T j os operadores definidos

por (1.24) e (1.25), respectivamente. Podemos escolher γj ∈ (0, σj) tal que τj < 1. Tais

operadores estão bem definidos, como mostram as seguintes estimativas:

∥∥Bjξ (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ KMC

∞∑
s=no

F1 (s, γT γjkj (s)) k1 (s + 1)−1 .
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O operador Bj é uma
(
τj − γSβµj

)
-contração.

Por outra lado

∥∥T jξ (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ M̃j ‖ϕ‖B + δj (γSγj)

≤ γj.

Além disso,

∥∥T jξ (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ Ck1 (no) kj (no)

−1 ‖ϕ‖B ‖T (n, no) P (no)‖ kj (n)−1

+ KMCk1 (n1) k1 (no) kj (no)
−1

(
n1−1∑
s=no

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1

)

‖T (n, n1) P (n1)‖ k1 (n)−1

+ KMC2k1 (no) kj (no)
−1

∞∑
s=n1

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1

o que mostra que Z
kj∞ (T jξ) = 0, uniformemente em ξ ∈ X∞,kj

[γj].

Agora, como no caso do Teorema 1.2.1, para ξ, η ∈ X∞,kj
[γj], temos que T jξ + Bjη ∈

X∞,kj
[γj].

A continuidade do operador T j é imediata da seguinte estimativa, análoga à do Teorema

1.2.1:

∥∥T jξm (n)− T jξ (n)
∥∥

B
kj (n)−1 ≤ Ljδ (µj) max

no≤s≤n1−1
|gj (s, Sξm)− gj (s, Sξ)|

+ 2Γ1Lj

∞∑
s=n1

F2j (s, µj) k1 (s + 1)−1 .

Para ver que a imagem de T j é relativamente compacta, usando a mesma construção

do Teorema 1.2.1, obtemos que {gj (·, Sξmi
)}mi

converge uniformemente para algum ψj ∈
`∞. Então T jξmi

(n) kj (n)−1 converge para
∞∑

s=no

Γ (n, s) Eoϕj (s) kj (n)−1, onde ϕj (s) :=

F2j (s, µj) ψj (s).

Isto completa a prova do teorema.

Observação 1.4.2. Enfatizamos aqui que, com mı́nimas modificações no Teorema 1.4.1,

podemos garantir que o mesmo resultado é valido para um operador S : Xkj
→ Xkj

, j = 1, 2

tal que ‖Sη‖kj
≤ γS ‖η‖kj

, para cada η ∈ Xkj
, tendo-se que substituir a condição (D2) do

Teorema 1.2.1 por:
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(A)∗ Para todo n ≥ no e j = 1, 2, a função

gj (n, S (·)) := F2j (n, µj)
−1 f2 (n, S (·))

é cont́ınua.

Além disso, o Teorema 1.4.1 também é verdadeiro se consideramos os operadores T e

S satisfazendo: ‖Tϕ‖B ≤ γT ‖ϕ‖B, para ϕ ∈ B, e ‖Sη‖kj
≤ γS ‖η‖kj

, para η ∈ Xkj
. Neste

caso, além de substituir a condição (D2) por (A)∗, temos que substituir (d-1) por:

(B)∗ A função f1 (n, Tϕ) é k−1
1 F1-localmente Lipschitz em ϕ ∈ B, onde F1 é como em (d-1)

e (d-2).

Observação 1.4.3. É fácil ver que sem mudanças essenciais e repetindo a maior parte das

demonstrações, também valem as observações 1.2.3, 1.2.6 e 1.2.7, além do Teorema 1.2.5

da seção 1.2, para a equação (1.23), com T e S o mesmo tipo de operadores considerados

nesta seção.

O seguinte teorema é o análogo ao teorema anterior para dicotomias p-somáveis.

Teorema 1.4.4. Assumamos que a condição (e-1) vale e que o operador S : Xa1 → Xa1 é

γS-Lipschitz, com S0 = 0. Assumamos todas as hipóteses do Teorema 1.3.1, exceto (d-4)∗,

a qual é substitúıda por:

(d-5)∗∗ Existe uma constante positiva µ tal que βµ < min {1, 1/γS}, onde βµ é a constante

definida em (d-4)∗.

Então, existem constantes positivas γ̃, M̃ tais que para cada ϕ ∈ P (no) B, com ‖ϕ‖B ≤
(γS γ̃βµ − δ (γS γ̃)) M̃−1, existe uma solução y = y (ϕ) = y (n, no, ψ), com P (no) ψ = ϕ, da

equação (1.23), tal que lim
n→∞

a1 (n)−1 yn = 0 e yn é assintoticamente dado por (1.21).

Demonstração: Para provar o teorema é suficiente escolher, usando (d-2)∗, a constante

apropriada 0 < γ̃ < min

{
λ

γS

,
µ

γS

,
ν̃

γT

}
tal que

δ̃ := γSβµ + KK̃γT

( ∞∑
s=no

F1 (s, γT γ̃a1 (s)) a1 (s)q

)1/q

< 1.

Neste caso o operador B é uma
(
δ̃ − γSβµ

)
-contração.

O restante da demonstração é exatamente análoga à do Teorema 1.3.1.
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Observação 1.4.5. Podemos ver que o Teorema 1.4.4 é verdadeiro para operadores T e

S tais que ‖Tϕ‖B ≤ γT ‖ϕ‖B, para ϕ ∈ B, e ‖Sη‖a1
≤ γS ‖η‖a1

, para η ∈ Xa1. Porém,

é necessário substituir as condições (D2)
∗ e (d-1)∗ por condições convenientes de maneira

similar à observação 1.4.2, mas não requer nenhuma idéia diferente das abordadas até agora.



Caṕıtulo 2

Aplicações

A relevância dos resultados do caṕıtulo anterior reside no fato que têm importantes

consequências em aplicações devido à generalidade da equação tratada aĺı. Neste caṕıtulo

apresentamos aplicações dos nossos resultados prévios, considerando como um modelo con-

creto desta classe de equações os seguintes sistemas em diferenças do tipo Volterra com

retardo infinito.

2.1 Aplicações

Sejam A (n), K (s), B (n), D (n,m) e G (m) matrizes r×r definidas para n ∈ N, s ∈ Z+,

m ∈ Z−, e seja α : Z+ → R+ uma sequência arbitrária crescente tal que:

∞∑
n=0

(|G (−n)|+ |K (n)|) α (n) < +∞. (2.1)

A continuação consideramos o seguinte sistema em diferenças de Volterra com retardo

infinito:

x (n + 1) =
n∑

s=−∞
A (n) K (n− s) x (s) , (2.2)

para n ≥ no ≥ 0, e seu sistema perturbado:

y (n + 1) =
n∑

s=−∞
{A (n) K (n− s) + B (n) G (s− n) |y (0)|+ νD (n, s) |y (s)|} y (s) . (2.3)

As equações (2.2) e (2.3) são equações em diferenças funcionais no espaço de fase Bα,

onde Bα é o espaço dado por:

Bα =

{
ϕ : Z−→ Cr : sup

n∈Z+

|ϕ (−n)|
α (n)

< +∞
}

, (2.4)

46
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com a norma:

‖ϕ‖Bα
= sup

n∈Z+

|ϕ (−n)|
α (n)

, φ ∈ Bα (2.5)

De fato, o sistema (2.3) pode ser escrito como uma equação em diferenças funcionais

da forma (1.2). Com efeito, consideremos ξ : N (no) → Bα e ϕ ∈ Bα. Notamos que

L (n, ϕ) =
∞∑

j=0

A (n) K (j) ϕ (−j) ,

f1 (n, ϕ) = B (n) |ϕ (−n)|
0∑

s=−∞
G (s) ϕ (s) ,

f2 (n, ξ) =
no−1∑

τ=−∞
νD (n, τ) |ξ (no) (τ − no)| ξ (no) (τ − no)

+
n∑

τ=no

νD (n, τ) |ξ (τ) (0)| ξ (τ) (0) .

Em ordem de passar para o próximo resultado, introduzimos a seguinte notação, para

j = 1, 2:

α̃j (τ) =

{
kj (τ) α (0) , se τ ≥ no,

kj (no) α (no − τ) se τ < no.

lj (n) =
n∑

τ=−∞
|nD (n, τ)| (α̃j (τ))2

Teorema 2.1.1. Suponhamos que as seguintes condições são satisfeitas:

(E1) O sistema (2.2) tem uma (k1, k2)-dicotomia a qual é compensada e tal que

lim
m→∞

k1 (m)−1 T (m, n) P (n) = 0.

(E2) Γ1 |ν| ρj < 1, onde Γ1 e ν são as constantes de (d-4) e (2.3), respectivamente, e

ρj :=
∞∑

s=no

lj (s) k1 (s + 1)−1 < +∞

(E3)
∞∑

s=no

α (s) |sB (s)| k2
2 (s) k1 (s + 1)−1 < +∞
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Então, existem constantes positivas γj, aj, M̃j, j = 1, 2 tais que para cada ϕ ∈
P (no) Bα [Rj], onde Rj = Γ1 |ν| ρj

(
γjaj − γ2

j

)
M̃−1

j , existe uma solução yj = yj (ϕ), j = 1, 2

da equação (2.3) tal que o kj-limite de yj
• é zero. Por outra parte, temos a relação assintótica

yj
n (ϕ) = Zϕ (n) + o (kj (n)), quando n →∞. A correspondência yj

• (ϕ) ←→ Zϕ é bicont́ınua

e a aplicação ϕ → yj
• (ϕ) é cont́ınua (ver Observação 1.2.3). Além disso, o conjunto Ω, de

todas as soluções convergentes yj
• (ϕ) da equação (2.3) com ϕ ∈ P (no) Bα [Rj] é equiconver-

gente em peso em ∞ em X∞,kj
e o conjunto Ω̃ definido na Observação 1.2.7, é relativamente

compacto em X∞,kj
.

Demonstração: Denotemos por ρ :=
∞∑

s=0

|G (−s)|α (s). Então

|f1 (n, ϕ)− f1 (n, ψ)| ≤ |B (n)|α (n) ρ
(‖ϕ‖Bα

+ ‖ψ‖Bα

) ‖ϕ− ψ‖Bα
.

Assim, se

F1 (n,R) = 2ρR |nB (n)|α (n) k1 (n) , n ≥ no.

temos que

|f1 (n, ϕ)− f1 (n, ψ)| ≤ k1 (n)−1 F1 (n,R) ‖ϕ− ψ‖Bα
.

Notar que a condição (E3) implica (d-2)

Por outra parte

|f2 (n, ξ)| ≤
no−1∑

τ=−∞
|ν| |D (n, τ)| ‖ξ (no)‖2

Bα
kj (no)

2 α (no − τ)2 kj (no)
−2

+
n∑

τ=no

|ν| |D (n, τ)| ‖ξ (τ)‖2
Bα

kj (τ)2 α (0)2 kj (τ)−2

≤ 1

n
|ν| lj (n) ‖ξ‖2

kj
.

Assim, com F2j (n, t) = |ν| lj (n) t2, temos que

|f2 (n, ξ)| ≤ F2j

(
n, ‖ξ‖kj

)
.

Notamos que:

βµj
= Γ1 |ν| ρj < 1.

Portanto, a condição (D) do Teorema 1.2.1 e satisfeita, e vemos que para ‖ξ‖kj
≤ λj,

se satisfaz a condição (D3) desse teorema.

A condição (D2) é consequência imediata da seguinte estimativa:

|f2 (n, ξ)− f2 (n, η)| ≤ 1

n
|ν| lj (n) ‖ξ − η‖2

kj
. (2.6)
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Temos então as hipóteses do Teorema 1.2.1. Além disso, se definimos Gj (n, r, t) =
1
n
µ−2

j (r + t), usando (E2) obtemos a condição (D4) da Observação 1.2.3.

Finalmente, vemos que se satisfaz a Observação 1.2.7, pois:

|g̃j (n, ξ)| ≤ λ2
jρ
−1µ−1

1j

n
.

Assim o teorema está provado.

Observação 2.1.2. O resultado anterior generaliza o Teorema 4.1 de [8] para um contexto

muito mais geral (ver Observação 1.2.2 da seção 1.2).

A continuação consideramos a seguinte perturbação de (2.2):

y (n + 1) =
n∑

s=−∞
{A (n) K (n− s) + B (n) G (s− n) |y (0)|} y (s)

+
n∑

s=−∞
H (n, s, y (0)) . (2.7)

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Assumamos que as condições (E1) e (E3) do Teorema 2.1.1 valem. Supon-

hamos também que se satisfazem as seguintes condições:

(E4) H : N (no)× Z− × Cr → Cr é cont́ınua com respeito à terceira variável.

(E5) Existe uma função positiva g : R+ → R+, cont́ınua, não-decrescente com

lim
δ→0

sup
γ∈(0,δ]

g (γ)

γ
= 0,

e uma função β : N (no)× Z− → R tal que

|H (n, τ, α̃j (τ) z)| ≤ anβ (n, τ) g (|z|) ,

para todo n ≥ no, τ ∈ Z, com an ≥ 0, an → 0 e

χ :=
∞∑

s=no

(
s∑

τ=−∞
β (s, τ)

)
k1 (s + 1)−1 < +∞.
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Então, existem constantes γj, δ, M̃j positivas, j = 1, 2 tais que para cada ϕ ∈
P (no) Bα [Rj], onde Rj := (γjβδ − Γ1 ‖a‖∞ g (γj)) M̃−1

j , existe uma solução yj
•, j = 1, 2

da equação (2.7) tal que o kj-limite de yj
• é zero e a fórmula assintótica (1.13) vale. Além

disso, a aplicação yj
• (ϕ) → Zϕ é cont́ınua (ver observação 1.2.3) e o conjunto Ω de todas

as soluções convergentes de (2.7), é equiconvergente em peso e o conjunto Ω̃ é relativamente

compacto.

Demonstração: Notemos que a equação (2.7) pode-se escrever na forma (1.2), definindo

L (n, ϕ) =
∞∑

j=0

A (n) K (j) ϕ (−j) ,

f1 (n, ϕ) = B (n) |ϕ (−n)|
n∑

s=−∞
G (s) ϕ (s) ,

f2 (n, ξ) =
no−1∑

s=−∞
H (n, s, ξ (no) (s− no)) +

n∑
s=no

H (n, s, ξ (s) (0)) .

Donde, por simples cálculos, podemos verificar as hipóteses do Teorema 1.2.1.

Consideremos a seguinte notação:

B (n, s, y) =





B (0) |y (0)|G (0) y (0) , se n = s = 0,

1
s
B (0) |y (0)|G (s) y (s + 1) , se n = 0, s < 0,

1
sn

B (n) |y (1)|G (s) y (n + s + 1) , se n > 0, s < 0,

1
n
B (n) |y (1)|G (0) y (n) , se n > 0, s = 0.

H̃ (n, s, y) =

{
H (n, s, y (0)) , se s < 0,

H (n, s, y (s)) , se s ≥ 0.

A continuação fornecemos uma observação para ilustrar a utilidade dos resultados da

seção 1.4.

Observação 2.1.4. Se as hipóteses (Ei), i = 1, 3, 4, 5 valem, usando o Teorema 1.4.1 e a

Observação 1.4.2 da seção 1.4, é fácil obter o mesmo tipo de resultado (Teorema 2.1.3) para

o seguinte sistema em diferença de Volterra não-autônomo com retardo infinito:

y (n + 1) =
n∑

s=−∞

{
A (n) K (n− s) y (s) + B (n, s− n, y) + H̃ (n, s, y)

}
, (2.8)
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para n ≥ 0. Podemos observar que neste caso, para ϕ ∈ Bα e ξ ∈ Xkj
, o operador T de

(e-1) (ver seção 1.4) é definido por

Tϕ (0) = ϕ (0) , Tϕ (s) =
1

s
ϕ (s + 1) , se s < 0,

e o operador S é definido por

[Sξ (n)] (τ) = ξ (n) (0) , n ≥ 0, τ ∈ Z−.

Podemos ver que T é um operador 1-Lipschitz e ‖Sξ‖kj
≤ ‖ξ‖kj

. Além disso, neste

caso temos que:

L (n, ϕ) =
∞∑

j=0

A (n) K (j) ϕ (−j) ,

f1 (n, ϕ) = B (n) |ϕ (−n)|
n∑

s=−∞
G (s− n) ϕ (s− n) ,

f2 (n, ξ) =
−1∑

s=−∞
H (n, s, ξ (0) (s)) +

n∑
s=0

H (n, s, ξ (s) (0)) .

Com o qual obtém-se o desejado como antes.

Agora apresentaremos uma aplicação do Teorema 1.3.1, Observações 1.3.2 e 1.3.5.

Sejam ai (n), i = 1, 2 duas sequências positivas, e a (n), k (s), b (n), d (n,m) e g (m)

sequências de números complexos definidas para n ≥ no, s ∈ Z+, m ∈ Z−, e seja α : Z+ →
R+ uma sequência positiva crescente arbitrária tal que:

∞∑
s=0

(|g (−s)|+ |k (s)|) α (s) < +∞.

Consideremos a seguinte equação em diferença de Volterra:

x (n + 1) =
n∑

s=−∞
a (n) k (n− s) x (s) , n ≥ no ≥ 0, (2.9)

e sua equação perturbada:

y (n + 1) =
n∑

s=−∞

{
a (n) k (n− s) + a2 (n)1/p b (n) g (s− n) y (0)

}
y (s)

+ ν
n∑

s=−∞
a2 (n)1/p d (n, s) (y (s))µ , (2.10)

n ≥ no ≥ 0, com µ ∈ Z+, ν ∈ R.
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Introduzimos a seguinte notação:

ã1 (τ) :=

{
a1 (τ) α (0) , se τ ≥ no,

a1 (no) α (no − τ) , se τ < no.
(2.11)

W (s) =
s∑

τ=−∞
|sd (s, τ)| (ã1 (τ))µ . (2.12)

Teorema 2.1.5. Sejam p e q expoentes conjugados. Suponhamos que as seguintes condições

são satisfeitas:

(F1) A equação (2.9) satisfaz a condição (D1)
∗ do Teorema 1.3.1.

(F2) Seja b : N (no) → C uma sequência complexa tal que b̃ ∈ `1
a2
1α

(N (no)), onde b̃ (n) =

nb (n).

(F3) W ∈ `q (N (no)), onde W é a função definida em (2.12).

(F4) A constante ν da equação (2.10) é tal que KK̃ ‖W‖q |ν|µ < 1.

Então, existem constantes positivas γ̃, M̃ tais que para cada ϕ ∈ P (no) Bα, com

‖ϕ‖Bα
≤ ν1 (γ̃ |ν|µ − γ̃µ) M̃−1, onde ν1 = KK̃ ‖W‖q |ν|, existe uma solução y = y (ϕ) da

equação (2.10) tal que o a1-limite de y é zero. Além disso, temos a fórmula assintótica (1.21)

e a correspondência y (ϕ) → Zϕ é bicont́ınua e a aplicação ϕ → y (ϕ) é cont́ınua (ver ob-

servação 1.3.2). O conjunto Ω de todas as soluções convergentes de (2.10) é equiconvergente

em peso e o conjunto Ω̃ é relativamente compacto em X∞,a1 (ver observação 1.3.5).

Demonstração: Só indicamos que neste caso temos:

L (n, ϕ) =
∞∑

j=0

a (n) k (j) ϕ (−j) ,

f1 (n, ϕ) = b (n) ϕ (−n) a2 (n)1/p
0∑

s=−∞
g (s) ϕ (s) ,

f2 (n, ξ) = νa2 (n)1/p
no−1∑

s=−∞
d (n, s) (ξ (no) (s− n))µ

+ νa2 (n)1/p
n∑

s=no

d (n, s) (ξ (s) (0))µ ,

e com isso é suficiente para concluir a prova.
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Observação 2.1.6. Queremos mencionar que podemos facilmente obter o mesmo tipo de

resultado dado no Teorema 2.1.5 para a equação (2.3).

A continuação apresentamos um exemplo para ilustrar a utilidade do Teorema 2.1.1.

Exemplo 2.1.7. Seja α (n) uma sequência positiva crescente em Z tal que α (n) α (m) =

α (n + m). Sejam a1 (n) e a2 (n) duas sequências tais que

ρ∗i := sup
n≥0

max
−n≤θ≤0

n−1∏
s=n+θ

[
|ai (s)|−1

α (−θ)

]
< +∞, i = 1, 2. (2.13)

Consideremos o seguinte sistema em diferenças não autônomo

x (n + 1) = A (n) x (n) , (2.14)

onde A (n) = diag( a1 (n) , a2 (n)).

Começamos com uma análise completa para checar as propriedades de dicotomia. Lem-

brar que T (n, τ), n ≥ τ , é um operador linear limitado no espaço de fase Bα definido por

T (n, τ) ϕ (θ)

=





((
n+θ−1∏

s=τ

a1 (s)

)
ϕ1 (0) ,

(
n+θ−1∏

s=τ

a2 (s)

)
ϕ2 (0)

)
, se − (n− τ) ≤ θ ≤ 0,

ϕ (n− τ + θ) , se θ < − (n− τ) .

Um cálculo mostra que

T (n, s) T (s,m) = T (n,m) , para n ≥ s ≥ m, e

T (n, n) = I.

Necessitamos definir projeções apropriadas neste problema. Neste caso as projeções

podem ser tomadas como P (n) : Bα → Bα, dadas por:

P (n) ϕ (θ) =





(
ϕ1 (θ) , ϕ2 (θ)−

(
n−1∏

s=n+θ

a2 (s)−1

)
ϕ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

(ϕ1 (θ) , ϕ2 (θ)) , se θ < −n,

e Q (n) = I − P (n) : Bα → Bα, dadas por:

Q (n) ϕ (θ) =





(
0,

(
n−1∏

s=n+θ

a2 (s)−1

)
ϕ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ 0,

(0, 0) , se θ < −n.
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Para n ≥ τ , observamos que T (n, τ) : Q (τ) Bα → Q (n) Bα é dado por:

T (n, τ) Q (τ) ϕ (θ) =





(
0,

(
n+θ−1∏

s=τ

a2 (s)

)
ϕ2 (0)

)
, se − (n− τ) ≤ θ ≤ 0,

(
0,

(
τ−1∏

s=n+θ

a2 (s)−1

)
ϕ2 (0)

)
, se − n ≤ θ ≤ − (n− τ) ,

(0, 0) se θ < −n.

Podemos ver que para n ≥ τ :

T (n, τ) Q (τ) = Q (n) T (n, τ) ,

T (n, τ) P (τ) = P (n) T (n, τ) .

Pode-se provar que T (n, τ), n ≥ τ , é um isomorfismo de Q (τ) Bα sobre Q (n) Bα.

Definimos T (τ, n) como a aplicação inversa, a qual é dada por:

T (τ, n) Q (n) ϕ (θ) =





(
0,

(
n−1∏

s=τ+θ

a2 (s)−1

)
ϕ2 (0)

)
, se − τ ≤ θ ≤ 0,

(0, 0) se θ < −τ.

Para continuar, precisamos da seguintes suposições: Sejam δi : Z+ → (0, +∞), i = 1, 2

duas sequências e seja σ uma constante positiva tal que

(i)
t∏

s=τ

|a1 (s)| ≤ σ
t∏

s=τ

δ1 (s) , para 0 ≤ τ ≤ t.

(ii)
t∏

s=τ

|a2 (s)|−1 ≤ σ
t∏

s=τ

δ2 (s) , para 0 ≤ τ ≤ t.

(iii) lim
n→∞

n∏
s=τ

|a1 (s)|
δ1 (s)

= 0, para τ ≥ 0.

(iv) Existe uma constante C ≥ 1 tal que
t∏

s=τ

[δ1 (s) δ2 (s)] ≤ C, para t ≥ τ ≥ 0.

As suposições anteriores são essencialmente tiradas de Pinto [29] que as introduz

para construir sistemas em diferenças ordinários com (k1, k2)-dicotomia de tipo compensada.

Porem, no nosso caso o problema de determinar quando uma equação em diferença funcional

tem uma (k1, k2)-dicotomia a qual é compensada, resulta muito mais dif́ıcil, pois necessita-

mos construir certas projeções e dar alguma estimativa na norma do operador solução que

age no espaço de fase com dimensão infinita.
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Um exemplo concreto de funções a1 e a2 satisfazendo as suposições previas, é considerar

a1 (n) := 1, a2 (n) := 2, e assim ρ∗1 = ρ∗2 = 1. É fácil ver que as condições (i), (ii), (iii) e

(iv) são satisfeitas com δ1 (n) := 3/2, δ2 (n) := 1/2 e σ = C = 1; também podeŕıamos ter

considerado δ1 (n) := δ1, δ2 (n) := δ2, com 1 < δ1 ≤ 2, 1/2 ≤ δ2 < 1 e 1/2 < δ1δ2 ≤ 1. Outro

exemplo é considerar a1 (n) e a2 (n) tal que 1 ≤ |a1 (n)| ≤ λ |a2 (n)|, para todo n ≥ 0, onde

λ ∈ (0, 1). Nesse caso, podemos escolher δ1 (n) := |a1 (n)|, δ2 (n) := |a2 (n)|−1 e σ = C = 1.

Até o final deste exemplo assumimos que a1 e a2 são funções satisfazendo (i)-(iv) com

ρ∗j < +∞ (ver (2.13)), j = 1, 2. Usando (i), (ii) e (iv), podemos assegurar que:

t∏
s=τ

|a2 (s)|−1 ≤ Cσ−1
t∏

s=τ

|a1 (s)|−1 . (2.15)

Em virtude da estimativa precedente, temos que:

‖T (n, τ) P (τ)‖ ≤ 6Cρ∗1
(
σ2 + 1

) (
n−1∏
s=τ

|a1 (s)|
)

. (2.16)

Com efeito

‖T (n, τ) P (τ)‖
≤ max

−(n−τ)≤θ≤0

n+θ−1∏
s=τ

|a1 (s)|
α (−θ)

+ 3 max
−n≤θ≤−(n−τ)

τ−1∏
s=n+θ

|a2 (s)|−1

α (−θ)

≤
[

n−1∏
s=τ

|a1 (s)|
]

max
−(n−τ)≤θ≤0

n−1∏
s=n+θ

|a1 (s)|−1

α (−θ)

+3Cσ2

[
n−1∏
s=τ

|a1 (s)|
]

max
−n≤θ≤−(n−τ)

n−1∏
s=n+θ

|a1 (s)|−1

α (−θ)

≤ 6Cρ∗1 (σ2 + 1)
n−1∏
s=τ

|a1 (s)| .
Além disso, podemos verificar que

‖T (n, τ) Q (τ)‖ ≤ ρ∗2
n−1∏
s=τ

|a2 (s)|−1 . (2.17)

Das estimativas (2.16) e (2.17) é fácil ver que o sistema (2.14) admite uma (k1, k2)-

dicotomia a qual é compensada e satisfaz

lim
n→∞

k1 (n)−1 T (n,m) P (m) = 0,

onde k1 (n) :=
n−1∏
s=0

δ1 (s), k2 (n) :=
n−1∏
s=0

δ2 (s)−1 e M := 6C (ρ∗1 + ρ∗2) (σ2 + 1) σ.
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A continuação consideramos a seguinte perturbação do sistema (2.14):

y (n + 1) = A (n) y (n) + D (n) R (n) |y (0)| y (n) + ν
n∑

s=−∞
D (n) R (s) |y (s)| y (0) , (2.18)

onde D (n) e R (n) são duas matrizes 2× 2 tais que

χ1 :=
0∑

τ=−∞
|R (τ)|α (−τ)2 < +∞,

χ2 :=
0∑

τ=−∞
|R (τ)| k2 (τ)2 < +∞,

χ3 :=
0∑

τ=−∞
|τD (τ)|α (−τ)2 < +∞,

e ν é um número real suficientemente pequeno.

Podemos verificar que se ν satisfaz

6α (1) C5 (ρ∗1 + ρ∗2)
(
σ2 + 1

)
(χ1 + χ2) χ3 |ν| < 1

então o Teorema 2.1.1 é aplicável ao sistema (2.14) e (2.18).

A continuação fornecemos um exemplo para ilustrar a utilidade do Teorema 1.2.5.

Seja a um número positivo. Seja (βn)n uma sequência tal que βn ≥ 1 e βn → 1. Notar que

‖β‖∞ ≥ 1, onde temos denotado por ‖·‖∞ a norma do supremo para a sequência (βn)n em

Z+. Assumamos que an/βn é decrescente e seja α (n) uma sequência positiva crescente em

Z+ tal que α (n) α (m) = α (n + m) e

lim
n→∞

sup
j≤−n

aj

α (−j)
= 0.

Um exemplo concreto onde tais condições são satisfeitas é o seguinte: Tomemos a ∈
(0, 1/ ‖β‖∞) e α (n) = a−2n.

Exemplo 2.1.8. Consideremos a seguinte equação em diferença linear homogênea:

x (n + 1) = ax (n) , n ≥ no ≥ 0. (2.19)

Observamos que o operador solução T (n,m), n ≥ m no espaço Bα é definido por:

T (n,m) ϕ (θ) =

{
aθ+n−mϕ (0) , se m− n ≤ θ ≤ 0

ϕ (n + θ −m) , se θ < m− n.
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Um cálculo direto mostra que:

T (n, s) T (s, τ) = T (n, τ) , n ≥ s ≥ τ , e T (n, n) = I, n ≥ 0.

Além disso, se tomarmos P (n) = I, temos que a equação (2.19) tem uma (an/βn, 1)-

dicotomia, e as constantes M e C da Definição 1.2.1 são: M = ‖a•‖Bα
‖β‖∞ e C = 1.

Denotemos por L (m) ϕ (θ) = aθ−mϕ (0). Não é dif́ıcil verificar que

lim
n→∞

k1 (n)−1 T (n,m) = L (m) .

De fato isto é uma consequência da seguinte estimativa:

∥∥k1 (n)−1 T (n,m)− L (m)
∥∥ ≤ α (m)

(
|βn − 1| ‖a•‖2

Bα
+ 2 ‖β‖∞ sup

j≤−n

aj

α(−j)

)
.

A continuação consideramos a seguinte perturbação de (5.12):

y (n + 1) = ay (n) + b (n) y (0) y (n) + νc (n) |y (n)| y (n) , (2.20)

para n ≥ no ≥ 0, onde b (n) e c (n) são sequências de números complexos definidas para

n ≥ no, tais que:

ρb :=
∞∑

s=no

|sb (s)|α (2s) < +∞,

ρc :=
∞∑

s=no

|sc (s)|α (2s) < +∞.

Podemos ver que a condição ρb < +∞ implica que (d-2) da suposição (D) vale. Seja

ν um número real tal que (|ν| ‖a•‖2
Bα
‖β‖2

∞ ρc

)
/a < 1.

Esta condição garante (d-4). Por outra parte, para a equação (1.12), podemos conseguir

uma estimativa como em (2.16), e assim a condição (D2) é satisfeita. Portanto, pelo

Teorema 1.2.5, existe uma constante positiva R suficientemente pequena tal que para cada

ϕ ∈ P (no) Bα [R], existe uma solução y = y (ϕ) da equação (1.12) tal que o k1-limite de

y• (ϕ) existe e satisfaz a seguinte fórmula assintótica:

yn (ϕ) = Zϕ (n) +
n−1∑
s=no

Γ (n, s) Eo (f1 (s, ys (ϕ)) + f2 (s, y• (ϕ))) + o (k1) .
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Notamos que b1 ≤ ‖a•‖Bα
, onde b1 é definida como no Teorema 1.2.5. Assim, o

k1-limite de y• é dado por:

Zk1
∞ (y• (ϕ)) = a•−noϕ (0) +

∞∑
s=no

a•−s (f1 (s, ys (ϕ)) + f2 (s, y• (ϕ))) .

Por outra parte o conjunto Ω de todas as soluções convergentes y• (ϕ) da equação (1.12)

com ϕ ∈ P (no) Bα [R], é equiconvergente em ∞ em X∞,k1. Além disso, é fácil ver que a

condição (D4) (ver observação 3.2) e a condição (D6) (ver observação 3.4) são satisfeitas.

Portanto a correspondência y (ϕ) ←→ Zϕ é bicont́ınua, a aplicação ϕ → y• (ϕ) é cont́ınua e

o conjunto Ω̃ é relativamente compacto em X∞,k1.
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[21] N.Levinson, The Asymptotic Behavior of System of Linear Differential Equations, Am.

Math. J., 15(1946), 1-6.

[22] N.Levinson, The Asymptotic Nature of Solutions of Linear Systems of Differential Equa-

tions, Duke Math J., 15(1948), 129-139.
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Fines, Am.J.Math., 7(1885), 203-258.


