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Resumo

Nosso interesse neste trabalho foi o desenvolvimento de uma teoria assintética para
um sistema homogéneo de equagoes em diferencas funcionais. Noés nos concentramos na
existéncia de solugoes convergentes, comportamento assintético e propriedades desta classe
de solucbes para perturbagoes nao lineares do sistema homogéneo. Abordamos esta prob-
lemética no marco da teoria das dicotomias. Especificamente estudamos os casos nos quais
o operador solucao, o qual ¢ associado a equacao homogénea, possui um determinado tipo
de dicotomia. Usando o teorema de Krasnoselky e o critério de compacidade, provamos a
existéncia de solucoes convergentes . Além disso, entre outros assuntos, obtemos interes-
sante informacao com respeito ao conjunto das solugoes convergentes, como por exemplo
que tal conjunto é equiconvergente em peso em infinito. Este tipo de informagao nao tem

sido estudada até hoje na literatura existente sobre equacoes em diferencas funcionais.
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Abstract

This investigation using discrete dichotomies and Krasnoselsky’s theorem we obtain ex-
istence and asymptotic behavior of convergent solutions for retarded functional difference
equations. We also will get some global properties for the set of convergent solutions. Ap-

plications on Volterra difference equations with infinite delay are show.
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Introducao

O objeto de nossa pesquisa sao as Equacoes em Diferencas Funcionais. Mais concreta-
mente, desenvolvemos uma teoria assintotica para certas equagoes em diferencas funcionais
com retardo infinito. A problematica de considerar retardo infinito tem atraido bastante a
atencao dos pesquisadores nos ultimos anos tendo aparecido diversas publicagoes. A mo-
tivacao de estudar este tipo de equacoes surge do fato que suas aplicagoes atingem um
raio de expansao muito amplo, pois elas aparecem de maneira natural em diversos modelos
Biol6gicos, Econémicos, Quimicos e Fisicos (ver [13]).

A teoria assintética para equacoes em diferencas tem-se desenvolvido lentamente quando
comparadas as suas homologas, isto é, as equagoes diferenciais. Como aspecto histérico,
ressaltamos que H. Poincaré [30] estabeleceu os fundamentos da teoria assintdtica, tanto para
equagoes diferenciais quanto para equacoes em diferengas. Posteriormente, para equacoes
em diferengas, foi continuada por O. Perron [26].

Até agora em equacoes em diferencas, a maior parte dos trabalhos com respeito ao
desenvolvimento assintético consideram retardo finito nao tendo considerado condigoes ini-
ciais num espaco de fase abstrato. E por isso crescente o interesse em estudar as equagoes
em diferencas funcionais abstratas com retardo infinito. O conceito de espaco de fase foi
introduzido por Hale e Kato, no seu classico artigo [16], eles o utilizaram para estudar a teo-
ria qualitativa de equacgoes diferenciais funcionais com retardo nao-limitado. Uma excelente
referéncia para a filosofia geral destes espagos é o livro de Hino, Murakami e Naito [19].

Estamos interessados no desenvolvimento de uma teoria assintética para um sistema

homogéneo de equacgoes em diferencas funcionais do tipo

rz(n+1)=L(n,x,) , n>mn,>0,
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e seu sistema perturbado
x(n—f-l):L(n,xn)—i—fl(n,xn)—I—fg(n,x.) ) nznoz()a

onde L é um operador linear limitado com respeito a segunda variavel, a qual pertence ao
espago de fase 9B. Neste trabalho nos concentraremos na existéncia de solugoes convergentes,
o comportamento assintético e algumas outras propriedades desta classe de solugoes para
perturbagoes nao lineares do sistema homogéneo anterior. Abordaremos este problema no
marco da teoria das dicotomias. Especificamente estudaremos os casos nos quais o operador
solugao, associado a equagao homogénea, possui uma (kq, k2 )-dicotomia compensada ou uma
dicotomia de tipo somével (Definigoes 1.1.2 e 1.1.3).

E importante destacar que a introducao de perturbagoes fortemente nao lineares na
equagao, da lugar ao uso de potentes teoremas de ponto fixo como o teorema de Schauder e o
teorema de Krasnoselky entre outros. Estes teoremas fornecem uma importante ferramenta
para processar novos resultados de existéncia. Observamos que qualquer situagao nao linear
concreta requer um operador compacto e assim, um critério de compacidade conveniente.
Portanto, é necessario construir critérios de compacidade eficazes. Destacamos que o teorema
de Schauder foi aplicado com sucesso por Cuevas e Pinto em [9] para o estudo concernente
a existéncia de solugoes convergentes, para um tipo de equacoes similares as consideradas
aqui.

A nocao de dicotomia para um sistema homogéneo de equagoes diferenciais foi intro-
duzida nos trabalhos de Perron [27], Levinson [21] e [22], Massera e Schéfer [23]. Posteri-
ormente Coppel [5] sintetiza e melhora os resultados existentes na literatura até 1978. E
interessante mencionar que os resultados homologos em equacoes em diferencas apareceram
muito tempo depois, tendo em 1981, Henry incluido dicotomias discretas no seu classico livro
[17]. S6 em 1990 a nogao de dicotomia foi estendida a equagdes diferenciais nao lineares por
Elaydi e Hayek [12].

O problema de convergéncia em equacoes diferenciais ordinarias tem sido estudado
por muitos autores, entre outros Avramescu [3], Hallam [14] e [15] e Kartsatos e Michaelides
[18]. Alguns resultados para equagoes em diferengas foram estabelecidos por Cheng et al. [4],
Drazdowicz e Popenda [11], Aulbach [2], entre outros. Mas muitos deles estao relacionados
com uma classe especial de equacoes em diferencas de segunda ordem e, particularmente com
solugbes convergentes para zero. Em Pinto [28] foram estabelecidos resultados de solugoes
convergentes e solugoes limitadas de sistemas em diferencas nao lineares, usando uma dico-

tomia de tipo somédvel. Em Cuevas [7], o autor prova a existéncia de solugdes convergentes e
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solugoes limitadas para equacoes em diferencas do tipo Volterra autonomo com retardo in-
finito, usando uma dicotomia p-somaével e o principio da contracao. Posteriormente, Cuevas
e Pinto [8] provam a versao nao autéonoma de [7]. Generalizagoes deste tipo de equagoes serao
abordadas nas aplicagoes (Capitulo 2). Num artigo mais recente [9], os mesmos autores tem
estabelecido a existéncia de solugoes convergentes usando dicotomia soméavel em peso e o
teorema do ponto fixo de Schauder.

O teorema de Krasnoselky é uma ferramenta muito til na argumentacao de teoremas
de existéncia para equacoes funcionais. Este poderoso teorema nao tem sido suficientemente
usado em equacoes em diferencas. Usando tal teorema, provaremos a existéncia de solucoes
convergentes para certas perturbagoes do sistema homogéneo anteriormente indicado (Teo-
remas 1.2.1, 1.2.5, 1.3.1, 1.34, 1.4.1 e 1.4.4). Além disso, entre outros assuntos, obtemos
interessantes resultados referentes ao conjunto das solugoes convergentes (Observagoes 1.2.7
e 1.3.5)

A relevancia dos nossos resultados reside no fato que tém importantes consequéncias em
aplicacoes devido a generalidade da equacao aqui tratada. Como um modelo concreto desta
classe de equacoes nos estudamos sistemas em diferencas do tipo Volterra. Estes podem
ser considerados uma generalizacao natural dos sistemas em diferencas e sao comumente
utilizados em modelos em economia e ecologia. FEsta classe aparece quando se considera
aproximagcoes numeéricas discretas de equacoes de Volterra integrais ou integro-diferenciais.

No primeiro capitulo sao abordados os casos nos quais o operador soluc¢ao tem uma
(k1, k2)-dicotomia ou uma dicotomia somével em peso. Particularmente obtemos refinamen-
tos genuinos que permitem melhorar alguns resultados jé existentes na literatura (observagoes
1.2.2 e 1.2.3). Também dos nossos resultados podemos inferir que o conjunto de todas as
solugoes convergentes é equiconvergente em peso em oo (observagoes 1.2.7 e 1.3.5) e, emb-
ora nao possamos garantir que este seja relativamente compacto, modificando-o ligeiramente
obtemos um conjunto que é relativamente compacto. Este tipo de informacao nao tem sido
estudada até hoje na literatura existente sobre equagoes em diferengas funcionais.

No segundo capitulo apresentamos aplicagoes dos resultados obtidos no primeiro.



Capitulo 1

Existéncia de Solucoes Convergentes

1.1 Notacoes e Preliminares

Como usualmente, denotaremos por Z, Z*, Z~ o conjunto dos inteiros, os inteiros nao
negativos e os inteiros nao positivos, respectivamente. Para r € Z, r > 0, C" representa o
espago Euclidiano complexo de dimensao r com norma |-|.

Se F(Z~,C") é a familia de todas as fung¢oes de Z~ em C", entao para uma fungao x :
Z — C" e n € Z, denotamos por z,, o membro de F (Z~,C") definido por z,, (s) = x (n + s).
Usando a terminologia de Murakami [19] definimos o espago de fase B (C F (Z~,C")),

como sendo um espago de Banach com norma ||-||o e que satisfaz os seguintes axiomas:

(A) Existe uma constante positiva J e fungdes nao negativas N (-) e M (-) definidas em Z*
com a propriedade que se z : Z — C" é uma funcao tal que z, € B, entao para todo
nezt:

(i) xz, €95,

(i) Tl ()] < enlls < N (n) sup |z (s)] + M () 20|
(B) A aplicacao inclusao i : (B (Z~,C"),||-||.) — (B, []|ls) é continua, ou seja, existe
K >0 tal que [|¢||g < K¢, para todo ¢ € B(Z~,C"), onde B (Z~,C") representa

as funcoes limitadas de Z~ em C".
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Exemplo 1.1.1. Um exemplo tipico desta classe de espacos € o sequinte: Seja o : Z+T —

R* := [0, +00) uma sequéncia positiva crescente. Definamos o conjunto B, por

‘Baz{¢:Z_—>CT : supM<+oo},

nezt (n)

0 qual € um espago de Banach com a norma ||@|ls = sup,cz+ |¢(i(_n7;)|, ¢ € B,. E fdcil ver

que B, satisfaz os aviomas (A) e (B), com J = K = N(n) = «(0)™' e M(n) = 1.

No que segue-se, B denotara sempre um espaco de fase.
Suponhamos que {k (n)}, ,+ ¢ uma sequéncia positiva arbitraria. Denotamos por X
o espago de Banach de todas as funcoes 7 : N (n,) — B que sdo k-limitadas, ou limitadas

em peso k, munido da norma natural:

Ml = sup ||n (n)]|5 & (n) ™" < +o0,

n>neg

onde temos denotado por N (n,) := {n,, n, +1,...}, paran, € Z*.

Neste espago consideramos o sub-espaco X ; das fungoes £ € X, que sao k-convergentes,
ou convergentes em peso k, ou seja, para as quais existe o limite lim,, .., & (n) k (n)_1 (que
denotaremos por Z% (€) := lim, ., & (n) k (n)™"), munido com a norma ||-||,. Também con-
sideramos o conjunto Xo x [A], para A > 0, que denota a bola ||£]|, < X em X .

Nosso interesse é estudar o seguinte sistema linear homogéneo de equagoes em diferengas
funcionais:

z(n+1)=L(n,z,) , n>n,>0, (1.1)

e seu sistema perturbado
r(n+1)=L(n,z,) + fr(n,z,) + fa(n,ze) , n>mn, >0, (1.2)

onde L : N (n,) x B — C" é uma aplicacdo linear limitada com respeito a segunda varidvel,
e no que segue-se sempre denotara um operador com essa propriedade; fi : N (n,) x B — C’
e fo : N(n,) x X, — C" sdo fungoes sob condigoes convenientes que especificamos mais
adiante. Além disso, x4 : N (n,) — B ¢é a fungao definida por z, (n) = z,,.

Para qualquer n > 7, definimos o operador T (n,7) : B — B por T (n,7)p =
zn (4, 7,0,0), ¢ € B; onde z (-, 7,¢,0) denota a solugdo do sistema linear homogéneo (1.1)
que passa por (7,¢), ou seja z, (,7,9,0) = ¢. O operador T (n,7), chamado de Oper-

ador Solugao do sistema linear homogéneo (1.1), é linear limitado (axioma (A)) e satisfaz as
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seguintes propriedades de semigrupo:
T(n,s)T (s,7)=T(n,7), T(r,7)=1,n>8>7T2>n,. (1.3)

Vamos lembrar a defini¢ao de (kq, k2)-dicotomia, (kq, k2)-dicotomia compensada e di-
cotomia p-somavel em peso, pois estamos interessados em estabelecer nossos resultados para

estes tipos de dicotomias.

Definicao 1.1.2. Sejam ky e ko duas sequéncias positivas.

(a) Dizemos que o sistema linear homogéneo de equagdes em diferengas funcionais (1.1)
tem uma (kq, kq)-dicotomia se o operador solu¢ao T (n,T) satisfaz as sequintes pro-
priedades: Existe uma constante positiva M e um operador projecio P (1) : B — ‘B,
(P (r)>’=P (1)), T € Z, tal que se Q (1) =1 — P (1), entdo

(a.1) T (n,7)P () =P (n)T (n,7), n=>Tr.
(a.2) Arestricio T (n,7)|gq(r), 7 = T, € um isomorfismo de R (Q (7)) sobre R(Q (n)),
onde R(Q(+)) denota a imagem de Q (-), e denotamos por T (1,n) a aplica¢ao

(0.3) ||T (n,7) P (7)|| < Mky(n)ky (7)1, n>r
(a.4) |IT (n,7)Q (1) < Mky (n) ks (1), 7 2.

(b) Dizemos que a (ki, k2)-dicotomia é compensada se eziste uma constante positiva C' > 1
tal que:
ki (n) ki (m)™" < Chky(n)ka(m)™ . n>m.

Definicao 1.1.3. Seja p > 1, e sejam aq e ay duas sequéncias positivas. Dizemos que o
sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somdvel em peso (ay,as) (ou simplesmente dicotomia
somavel) se o operador solugio T (n,T) satisfaz as condigoes (a.1) e (a.2) da defini¢ao
anterior e, existe uma constante positiva K tal que:

0 1/p .
(@) T (s )My, = (E IT (n, s)||” az (s)) < Kay(n) , para n > n,, onde I'(n,s)

S=nNo

denota a funcao:
T(n,s+1)P(s+1), sen—12>s,
['(n,s) =
—T(ns+1)Q(s+1), sen—1<s,
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chamada de Fung¢ao de Green associada com a equagdo (1.1) (ver [1] para mais detalhes

e propriedades desta fun¢ao)

Observagao 1.1.4. A Teoria das dicotomias foi introduzida em equagoes diferenciais pelos
trabalhos de Perron [26], Levinson [21] e [22] e Massera e Shéfer [23]. A nogdo de dicotomia
exponencial e ordinaria sao devidas a Shafer. Importantes desenvolvimentos desta teoria tem
aparecido nos trabalhos de Coppel [5], Palmer [25] e Dalietckii e Krein [10].

Em geral, as dicotomias sao descompostas em dois importantes grupos: as dicoto-
mias "uniformes”, que sao uma extensao natural de dicotomia ordinaria, e as dicotomias

"somdveis em peso”, que sao uma extensao de dicotomia exponencial.

Exemplo 1.1.5. Consideremos o espago de fase

B, = {qﬁ :Z-— C? . sup ¢ (=n)| < —i—oo},

nezt+ (n)

onde a(n) = 2". Sejam ki (n) = ko (n) = 27". Nestas condi¢oes consideremos o sequinte

sistema em diferencas do tipo Volterra
y(n+1) = Ay(n), n>0, (1.4)

onde A € a matriz 2 x 2 dada por A = diag (1/2,2).
Comegamos com uma andlise completa para verificar as propriedades de dicotomia.

Notemos que T (n) € um operador linear limitado no espago B, definido por:

y(n+6,0,0,0) = (27"¢l (0),270¢%(0)), se —n <6 <0,

T(n)qﬁ(@):{ d(n+0), se 0 < —n.

Para ¢ (-) = (¢* (), 9% (+)) € By. Necessitamos definir projecoes apropriadas. Neste caso as

projecoes podem ser tomadas como P (n) : B, — B,, dadas por:

(61 (0) — 2796 (0), 6% (0) — 2°¢% (0)), se —n <0 <0,

Pn)¢(6) = { (0,0), se § < —n,

e@(n)=1—-P(n): B, — B,, dadas por:

(2799 (0), 2992 (0)), se —n <6 <0,

n f) =
Qo) { (@' (0),9%(0)), se 0 < —n.



1.1. NOTACOES E PRELIMINARES 9

Paran > 7, observamos que T'(n — 1) : Q (7) B, — Q (n) B, € dado por:

(27 (=01 (0) , 2779 (0)), se —n <0 <0,
T(n—r TV (0) =
( )@ o) {(¢1(n—7+9),¢2(n—7‘+9)), se 0 < —n.

Podemos ver que para n > 7, temos que:

Pode-se provar que, de fato, T (n—7), n > 7 é um isomorfismo de Q (7)B, sobre
Q (n)B,. Definimos T (T —n) como a aplicagdo inversa, a qual € dada por:
27T (0),2- (M2 (0)), se —7<6<0,
Tir-mQme@ -] 002 0)
(@' (r—n+0),¢°(T—n+0)), sed<—r.

Um calculo direto mostra que

IT(n—=m)P(r)]<2-2707, m2>7,

IT(n—7)Q ()| <2- 2(7_”), T>n.

Ou seja, o sistema (1.4) tem uma (27",27")-dicotomia, e de fato é compensada, onde
a constante da Definicao 1.1.2 ¢ C' = 1.

Exemplo 1.1.6. Consideremos o espacgo de fase

B, = {gb:Z‘—MC ©osup [¢ (=n)| <+oo},

nezt (n)

onde o (n) = 2". Sejam a; (n) = (1/\/§)n, as (n) = (1/4)"™ e a > 1. Entdio consideremos

a equacdao em diferencas linear homogénea:
z(n+1)=a"z(n), n>n,>0. (1.5)

Vamos checar as propriedades de dicotomia para este exemplo. Notamos que a solu¢ao
x (-, m,p) de (1.5) € dada por:

m—+(m e — n—m)(n+m—1
© (n,m, ) = @D (0) = /o ()
para n > m. Assim:

(n+0—m)(n4+0+m—1)
¢ (0)v/a , sem—n<6<0,
T (n,m)¢(0) = {

e(n+0—m), sen+60 < m.
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Um cdlculo direto mostra que:

T(n,s)T (s,m)=T(n,m), n>s>m,
T(n,n)=1, n>n,.

As projegdes apropriadas neste caso podem ser tomadas como P (n) : B, — B,, dadas

por:
2 (0) = (0) Va0 e —n <o <o,
Oa se 0 < —n,

P(n)e(0) :{
eQ(n)=1—-P(n): B, — B, dadas por:

Q(n)g@(e):{ v (0), se ) < —n.

Podemos ver que para n > 7, temos:

Para n > 7, notamos que T (n,7) : Q (7)Bs — Q (n) B, € dado por:

0 (O) \/E(n+6—T)(n+9+T—1)’ se —n <6< 0,
e(n+60—71), se § < —n,

T(n,T)Q(T)w(Q)Z{

e € um isomorfismo de Q (1) B, sobre Q (n)B,. Definimos T (1,n) como a aplica¢ao inversa

dada por:

o (O) \/5(7'4-6’—”)(7""'0""n_1)7 se —T71<0< 0,

T<T,n>c2<n>so<0>:{ olr—n 4+ set< -

e obtemos que:
1T (n, ) P (5) @lls, <2(1/2)" @l » n>s,
1T (n,5)Q(s)pllg, <2 " llellg, , s>mn,

o que 1mplica que:

T (72, )y, < 201 (n), n > ne.

Ou seja, (1.5) tem uma dicotomia 1-somduvel.
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Em ¢ := ¢~ (N (n,),R™), o espaco de Banach das sequéncias limitadas, nao existe
um bom critério de compacidade (aqui R™ denota m cépias de R = (—00, +00)). Usaremos

o seguinte critério conhecido na literatura (ver [9]):
”Um subconjunto S de £*°, limitado e equiconvergente em oo é relativamente compacto.”

Lembremos que um conjunto S de sequéncias z : N(n,) — R™ em (> diz-se que é
equiconvergente em oo se toda sequéncia em S é convergente no ponto oo e para todo € > 0,
existe um N € N tal que |z (n) — ZL (z)| < e, para todo n > N, e todo z € S. Aqui
ZL (z) = lim,,_o x (n).

Temos o seguinte critério de compacidade.

Lema 1.1.7. (Critério de Compacidade em X ) Seja S um subconjunto de Xo .

Suponhamos que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(Cy) O conjunto HF (S) := {&(n)k (n)':te S} € relativamente compacto em B para todo
n € N(n,),

(Cy) S € equiconvergente em peso k em oo; isto €, para qualquer € > 0, existe N € N tal
que
1€ (n) & (n)~' = 2% (§)H% <e¢e, paratodon > N, para todo & € S.

Entao, S € relativamente compacto em X .

Demonstracao:  Seja {&,},, uma sequéncia em S. Segue de (C;) que existe uma sub-
sequéncia {fmj }j de {&m},, tal que o limite a (n) = lim;j_.o {m, (n) k (n)f1 existe para cada

n € N (n,). Por outra parte o conjunto
25 (8) = {25 () : £ S},

é relativamente compacto em B. De fato, segue de (Cy) e (Cy) que Z% (S) é o limite uni-
forme dos conjuntos relativamente compactos H¥ (S), e assim ele é relativamente compacto
em ‘B. Portanto, podemos assumir que {Z(’jo (§mj)}j ¢ uma sequéncia de Cauchy em 8.
Notemos que {fmj }j ¢ uma sequéncia de Cauchy em X ;. Com efeito, fixado N, dado pela
condigao (Csy), se n, <n < N :

[€m; () = &ms ()| g K ()™

< ||&m, () k()" = a ()| + [Ja () = &m, (0) E (0) 7|5
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E paran > N :

[€m; (1) = &, ()| e ()

< |&m, () k()™ = ZE (&) I + 1Eme (W) ()" = Z5 (&)
+ | ZE (6n,) — ZE, (6m,)|

B

% -

O que mostra que {ﬁmj}J ¢ uma sequeéncia de Cauchy em X, e isso conclui nossa

demonstracao. |

Observacao 1.1.8. A condi¢do (Cs) pode ser substituida pela sequinte condi¢do equivalente:

(Cy)* S € uniformemente de Cauchy em peso k ; isto €, dado € > 0, existe N, € N tal que:

[€m) k(m) ™" —&m)k(n)| 5 <e,

para todo m > n > N, , para todo & € S.

Com efeito, € claro que (Cy)* se deduz de (Cz). Suponhamos que se satisfaz (Cs)*.
Entao {f (n)k (n)fl}n ¢ uma sequéncia de Cauchy em B, para cada & € S. Portanto existe
o limite Z% (€) = lim,, oo € (n) k (n)_1 , para cada £ € S. Sejan > N,, n firo. Entao temos

1€ (m) ke (m) ™ — &)k (n)"|| <.

para todo m > n, para todo £ € S.
Assim,

@ = sup sup ¢ (m) k (m) ™ =€ () k (m) |y <=

Por outro lado,
€ )k (m) ™ =€)k () |y Sa<e,

para todo m > n , para todo £ € S.

Entao,

qUeriamos Provar.

‘Zfo &) —§(n)k(n)_1“% <a<e, paran > N,, para cada £ € S, como
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No que segue consideramos a fungao com valores nas matrizes r xr, E° (t), parat € Z~,
definida por:
I (matriz identidade r x r) se t =0,
E°(t) =

0 (matriz nula r x r) se t < 0.

Lema 1.1.9. Assumamos que a fungdo z : [T, 4+00) — B satisfaz a relagdo

n—1

z(n) =T (n,7)z(r)+ X T (n,s+1)E°p(s), n=>m, (1.6)
e definamos a funcao y : Z — C" por:
z(n)(0), se n>T,
y(n) = (1.7)
z(t)(n—71), sen<r.
Entao y satisfaz a equacdo
yn+1)=L(n,y,) +p(n), n>r, (1.8)
Junto com a relagdo y, = z(n) , n > T.
Demonstragao: O Teorema 2.1 em [24] afirma que a soluc¢do z (-, 7, ¢,p) de (1.8) pas-
sando por (7, ¢) satisfaz a relacao:
n—1
T (7, 0,0) =T (0, 7)o+ 2T (n,s+ 1) E%(s) , n>T. (1.9)
Assim, de (1.6) e (1.9) temos que:
z(n):mn ('7T72(T)7p) ) nz>r. (].]_0)
Portanto,
z(n)(s) =z (n+s72(7),p), (1.11)

para s < 0en > 7. Donde
z(n)(0) =z (n,7,2(1),p).
De (1.7), (1.10) e (1.11) temos:

yn+s)=zn+s)0)=xzn+s,7,2(7),p),
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ses>T—n,e

ym+s)=z(r)(n+s—1)=x(n+s,7,2(7),p),

se s < 7 —n. Ou seja,
Yn (S> = Tn (577—72 (T) 7p)>

para s < 0. Assim:
Yn = Tn (-, 7,2(T), D). (1.12)

De (1.10) e (1.12), tem-se que y, = z (n), paran > 7. Como z (n) (0) =y, (0) = y (n),
de (1.12) obtemos

y(n)=x(n,7,z(1),p) =x(n,7,9:,p),

para n > 7. Portanto y (n) é a solucao de (1.8) passando por (7, ¢). |

1.2 (ky, ko)-Dicotomia Compensada

O teorema de Krasnoselky é uma ferramenta muito 1til na argumentacao de teoremas
de existéncia para equagoes funcionais. Este teorema afirma que: se S é um subconjunto
convexo e completo de um espa¢o normado FE, T : S — S é uma aplicacao continua com
imagem relativamente compacta, B : S — E é uma contracao e Tx+ By € S, para x,y € .S,
entao T + B tem um ponto fixo (ver ref. [6] e [20] para uma discussao e outras referéncias).

Este poderoso teorema nao tem sido suficientemente usado em Equagoes em Diferengas.
Usando tal teorema, provaremos a existéncia de solugdes convergentes da equagao (1.2).
Entre outros assuntos, no desenvolvimento desta secao e na proxima, obtemos interessante
informacao referente ao conjunto das solugdes convergentes de (1.2) (ver Observagoes 1.2.7
e 1.3.5).

Vale a pena mencionar que a relevancia do Teorema 1.2.1 (assim como o Teorema
1.3.1), reside no fato que tem importantes consequéncia em aplicac¢oes devido a generalidade
da equagao tratada aqui (ver Capitulo 2). Em particular, esta abordagem melhora, e de
fato generaliza, um resultado sobre solugdes convergentes provado no Teorema 4.1 de [8],
para um contexto mais geral sob suposigoes menos restritivas. Em [8] os autores tratam o
problema de convergéncia para o sistema em diferencas do tipo Volterra nao autonomo com

retardo infinito com a suposigao que o operador solu¢ao tem uma (kq, ko)-dicotomia.
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No processo para obter nossos resultados, inicialmente requereremos que o operador
solugao T' (n, ), o qual é associado com a equagao linear homogeénea (1.1), tenha uma (ky, k2)-
dicotomia, a qual é compensada, e a equagao em diferenga quase linear (1.2) seja submetida
a duas perturbagoes nao lineares.

Introduzimos a seguinte notacao, para ¢ € ‘B
Zy (n) = T (n.n,) P (n,) .
Especificamente, para obter os seguintes dois resultados, precisamos introduzir a hipdtese:

(D) As seguintes condigbes valem:

(d-1) A fungao fi(n,y) é localmente Lipschitz em ¢ € 9B ; isto é, para cada nimero

positivo R e para todo ¢, ¢ € B, com |||y, [|[¥]lg < R :

[fi(n.9) = fi (0, 0)] < ki ()7 Fy (0, R) o — ¥l
onde Fj : N(n,) x Rt — R* é uma fungao continua nao-decrescente com respeito
a segunda varidvel e fi (n,0) =0, F} (n,0) = 0, para n > n,,.

(d-2) Existem constantes positivas py;, 7 = 1,2 tais que

S Fi (s, gk () b (s + 1)) < o

S=nNo

(d-3) Existem constantes positivas \;, e fungoes Fy; : N(n,) x R* — R* nao decres-
centes com respeito a segunda varidvel, j = 1,2 tais que, para cada (n,§) €
N (1,) X X, com €], <

|2 (n, ) < B, (7% Hﬁij) :

(d-4) Existem constantes positivas p;, j = 1,2 tais que

Bu; = sup M <1,
R (7
onde
5 () =1 Y By (s, ) by (s + 1)
com o

Iy == KMCmax {1,Ck; (n,) ka (n,) '},

K é a constante do axioma (B) e M, C sao as constantes da definigao 1.1.2.
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A prova do seguinte resultado combina o crucial critério de compacidade da segao
precedente com o teorema de Krasnoselky. Observemos que as hipéteses para f; dao origem a
um operador contractivel, e as hipoteses para f, dao origem a um operador Schauderiano, em
espacos adequados. Este teorema nos da importante informagcao sobre solugoes convergentes
de (1.2). Nos obtemos existéncia de solugoes convergentes e comportamento assintético para

estas solucoes.

Teorema 1.2.1. Assumamos que a condi¢ao (D) vale. Suponhamos também que as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

(Dy) O sistema (1.1) tem uma (ky, k2)-dicotomia compensada e tal que

lim &y (m)™" T (m,n) P (n) =0,

m—0o0

para qualquer n € N (n,).

(Ds) Para qualquer n > n, e j = 1,2 as fungoes

gj (n7 ) = FQ] (nuuj)_l f2 (TL, ) y
sao continuas.

(D3) Os limites m (&) := Z, (g5 (-,€)), j = 1,2 existem uniformemente em & € Xooy, [A;].

Entao, existem constantes positivas ;, ]\A/[/j, Jj = 1,2 tais que para cada ¢ € P (n,)B
com ||¢llg < (viBu, — 65 (7)) M, existe uma solugio y? = y7 (o) = 47 (n,ne, V), j = 1,2
com P (ny) = ¢, da equagdo (1.2) tal que lim, o k; (n) " yJ = 0. Além disso, temos a

sequinte formula assintotica:

v, (p) =o(k;j(n)) , quando n — oo. (1.13)

Demonstragao: Comegamos usando a propriedade (d-2) para escolher uma constante

apropriada 0 < 7; < min {\;, p;, pa;}, 7 = 1,2 tal que:

7= Buj + KMC ( i Fl (S,")/jk'j (3)) kl (S —+ 1)_1) < 17

S=no

onde (3,, é dada por (d-4).
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Consideremos o operador B’ : Kook [vi] — Xeo,k; definido por

Bin(n) = S T (n,s) E°fy (s, (s)). (1.14)

S=no

Entdo Z5 (Bin) = 0. Com efeito, para cada s € N (n,) temos
-1
7 () llsg K () <95 < gy

ou seja,
17 (s)lles < piasks (s)
e usando (Dy), (d-1) e (d-2), obtemos

1B/ (n) | ks (n) ™

< KmZ_l IT (n, s+ 1) P (s + DI F1 (s, jghy (5)) ka (5) 7 kg ()7 [l ()

S=No

+ Kni IT (n, 5+ 1) P (s + Dl Fi (s, pughs () K () ky ()™ [l () g

s=ni

+ Ké 1T (n, s+ 1) Q (s + 1| Fy (s, sk (5)) ka ()™ ke ()™ 1 (5) 1 oy

< Y KMCEy (m) [T (1) P ()| by ()™ milFl (5, gy (8)) br (s + 1)

S=MNo

n—1
+ KMC Y Fy (s, ks () b (s + 1)

s=n1

+ 7 KMCY Fy (s, ks (s)) ka (s +1) 7

S=n

< K MCky () ||T (n,n1) P (n1)|| ky (n) ™" milFl (s, pajkj () r (s + 1)

S=MNo

+ KMC Y. Fy (s, gk () ka (s + 1)

s=nq
Notemos que cada parcela se faz tao pequena quanto se deseja para n e ny suficientemente

grandes com n, fixo e n > ny.

Além disso, para 1,§ € X, [7;], usando a propriedade de compensagao, obtemos:

50— 5], < KMC (£ Fi by (D (s + 17 ) In =€l

S=no
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Com efeito, notar que |17 (n)s, [1€ (n) 1 < 75k (5), e portanto

1B (n) = BIE (n) g by (n)™

n—1

S KM Y ki(n) ki (s + 1) ki (s)7 B (s,75k5 () 1 (5) = € (5)lla Ky ()™

S=nNo

M ey (n) by (54 1) oy ()7 By (5,705 (5)) 10 (5) = € (5) 1 K ()"

sS=n

< KMC (”f Fy (s,75k; (3)) Ky (s + 1)‘1) In = &lly,

S=no

+KMC (SR (ks () 4107 ) I =l

s=n

< KMC ( f; Fy (s,75k; (8)) ky (s + 1)1) 17— &lly, -

S=MNo

O que prova nossa afirmacao.
Denotemos por ]\A/f] ‘= MC''k; (n,) " e seja o € P(n,)B tal que

el < (viBhy — 85 (7)) M;, para j = 1,2.

Definamos o operador 77 sobre o conjunto Xo s, [v;], j = 1,2 por

TIE(n) i= Z, (n) + 3. T (n,s) E°fa(5,6). (1.15)

S=MNo

para { € Xeok, V] € n > n,. Provaremos que Ti¢ € Xoo; [7j]- De fato, temos que Ti¢

pode ser estimado como segue:

|77¢ (n)|| g &5 (0) ™" < 9By, — 65 () + T i Fyj (s,7) ka (s +1)7"

S=no

Ou seja,
177 ()| By (n) ™" < 758, < 5
Vamos verificar que Za2 (T9¢) = 0 uniformemente em & € X, [v5] :
I ()l gs K ()"

<A (n,m0) P (no) 1 k1 ol g
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+ KMCI™ ey (m1) by (n) Ky (n6) " |T (n,m0) P (ma) | by ()™ milF% (5, 15) b (s +1)7"

S=MNo
[o¢]
+ KMC]_lkl (TLO) kj (no)_l Z ng (S, ,u]) ]{?1 (S + 1)_1
s=n1
Para n; suficientemente grande, n > n;, temos que cada parcela se faz tao pequena

quanto se deseja, uniformemente em £. Assim temos que T7¢ € Xoo g, [75)-

Se §,m € Xeo, [7;], entao, temos que Ti¢ + Bin € Xook; [15]- Com efeito:

| T7¢ (n) + BIn (n)]| k5 ()™ < M; [0l + 65 (35) + 75 (75— Bay)

<.

Agora, usando a condigao (Dy) vamos provar que o operador T é continuo. Para isso,
consideremos uma sequéncia {{y},, tal que &, — § em Xy, [v;]. Seja ny > n, suficiente-
mente grande. Levando em conta a propriedade de compensagao e com a ajuda de (d-3),

temos:

|1 T96m (n) = T7€ ()l ; (n) ™

ni—1

< KMC  max  g;(s,6m) = g5 (s,6)| 20 ka(n) ko (s + 1) Fyj (s, 05) kj (n)™!

no<s<ni— S=no

FEM'S Ey (n) k(s + 1) Fy (5, 15) g5 (5,6m) — g5 (5, )| By () ™

KMok (0) b (5 1) Py (5,00 1o (5,6m) — fo (5, €) B ()

ni—1

< KMCT 7y (no) kj (no) ™" max g5 (s,6) = g; (5, 2 Foj (s, 5) ka (s + 1)

no<s<ni—1 S=T10

+ KMCT ey (no) kj (ny) ™" nf (s +1) 7" o (5,&m) — fa (5,9

s=n1

+ KMCIky (ny) kj (no) ™" ikl (s+1) 7" fa (5,&m) — f2 (5,9)]

s=n

< Loy (ny) - max g, (s,6m) = g5 (s, )| + 200 Ly D0 Foj (s, p5) b (s + 1t

ne<s<ni— s=n1

1 .
Onde L; = F—KMCJkl (o) kj (no) " € 0; () é dada por (d-4). Assim obtemos que:
1

|T960 — TIE|,, < L;6; (i) max  |g; (s,&m) — g; (5,)H201L; D2 Foj (s, p15) b (s +1) 77,

no<s<ni—1 s=n1
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o que prova a continuidade do operador 77, como tinhamos afirmado.

Um passo essencial é agora mostrar que a imagem de 77 é relativamente compacta em

Xeok;- Para isso primeiro provaremos que o conjunto
Hyyo (T7 Xoo g [5]) = {176 (n) by (n) ™"+ € € Ko, [}

é relativamente compacto em B para todo n > n,. Consideremos uma sequéncia arbitraria
{&m},, em Xoo g, [v5]. Entao {g; (-, &m)},, € relativamente compacto em £ (aqui > denota
o espaco de Banach das sequéncias limitadas de N (n,) em C"). Com efeito, notar que de

(d-3) é limitado, pois

195 (&) < Foy (ny )~ Fy (n, ||€m||kj>

<1

I

e (D3) garante que é equiconvergente. Assim, existe uma subsequéncias {g; (-,&m,)}, uni-

formemente convergente para algum v; € ¢*°. Fazendo

wj (n) == Faj (n, ;) ¥; (n),

podemos verificar que a sequéncia T7¢,,, (n) k; (n)~" converge para

Zy (n) k() + Y T (n,) E%; (s) k; (n)

S=no

De fato, sempre usando a propriedade de compensagao, temos:

k; (n)™!

HTjsmi (1) = Zy (n) — 32T (n,5) Fo; (s)
.

S=no

<K S T 8)]| Foy (5, 115) 15 (5, €m) — 5 (5)] Ky ()"

S=no

< K lg; (5 6m) — ¥l S I (. ) Foy (s.115) by (m)

S=no

< L6 (1) 1195 (3 &mi = 5l

A equiconvergéncia em peso em oo da imagem de 77 é uma consequéncia imediata do

fato que o kj-limite de 77¢ é zero uniformemente em & € Xoo i, [7;]-
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Finalmente, o critério de compacidade em X, leva a concluir que a imagem de Ti
é relativamente compacta em X ;. Agora, usando o teorema de Krasnoselky, temos que
T7 + B’ tem um ponto fixo & € Xy s, [v;]. Ou seja, temos que & (n) = T7¢ (n) + B¢ (n),
para n > n,, ou

E(n) = Z,(n)+ ST (n8) B (fi (5.6 () + fo(5.6)) © 1> non

S=No

Em particular, obtemos que:

E(no) = P(n0) 0 — 32T (ngrs+ 1) Q (s + 1) E° (i (5.€ (5)) + fa (5. ).

S=no

Ou seja:
P (o) =€(no) + 3T (o5 +1)Q (s + 1) E°A(s.€).

S=No
Portanto:

aszmmaGma+imean@+nE%@@)

S=no

+ nilT(n,s%—l)P(s—f—l)EoA(s,f)

S=No

S T (s +1)Q (s +1) E°A (5,€)

s=n

=T (n’ no) & (no) + nilT (n, s+ 1) E°A (8,5)

S=nNo

onde A (575) = fl (8,&(8)) + f2 (8>€>'

Portanto ¢ satisfaz as condi¢oes do Lema 1.1.9. Assim, definindo y por

¢ (n)(0), sen >n,,
y(n) =
£(no) (n—mn,), sen<mn,,

temos que y é solucao da equagado (1.2) e y, = £ (n), n > n,. O que conclui a demonstragao

do teorema. [

Antes de proceder com o préximo resultado, vamos nos concentrar nas seguintes duas

observagoes.
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Observacao 1.2.2. Como foi dito antes, o Teorema 1.2.1 é um resultado muito melhor do
que o Teorema 4.1 de [8], observamos que conseguimos eliminar uma condi¢ao usada no

argumento da sua prova, a saber a condi¢ao (iv) desse teorema.

Observagao 1.2.3. No Teorema 3.1 de [7] (respectivamente o Teorema 4.1 de [8]) foi
provada a continuidade da aplicagao ¢ — ye (p) e a bicontinuidade da correspondéncia
Yo () — Z, para o sistema em diferencas do tipo Volterra autéonomo (respectivamente nao
autonomo), com perturbagdo Lipschitz, sob o suposto que o operador solu¢do, o qual € asso-
ciado com o sistema em diferencas de Volterra homogéneo auténomo (respectivamente nao
autéonomo), tem uma dicotomia somdvel (respectivamente (ki, ko)-dicotomia). Devemos ob-
servar que em nosso caso este resultado nao vale, exceto para a aplicacio ye () — Zy,, a
qual € continua justamente pelas condi¢oes do Teorema 1.2.1 (ver observagdo 1.3.2). Con-
tudo, podemos obter a continuidade das aplicagoes prévias se substituimos a condi¢io (Ds)

do Teorema 1.2.1, pela sequinte condi¢ao:

(Dy) Ezistem constantes positivas ps;, j = 1,2 e fungoes G; : N(n,) x RT x R* ndo-
decrescentes com respeito a sequnda e a terceira varidveis, tal que G; (n,0,0) = 0, para
n > n,, além de

S By (s, 117) Gy (8, g, piog) Ky (s + 1)1 < 400,

S=No

195 (n,€) = g5 (.| < Gy (. gl il ) 11E =l

para todo §,n € X, .

Para provar a continuidade das aplicacoes prévias, primeiro notamos que podemos es-
colher v; no Teorema 1.2.1 com 0 < ~y; < min{\;, pu;, pj, po;} tal que

7j o= By + KMC Y Fy (s,75k5 () by (s + 1)

s=n,

+T0 Y By (s, 115) Gy (8,75, 75) ka (s + 1) 7 < 1.

S=No

Além disso, temos as sequintes estimativas responsdveis pela continuidade das aplicagoes

precedentes:

kj (n)™!

i r (n7 S) E° (f? (573/2 (90)) - f2 (Sayz (900)»

S=no
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<SG (87 lyd ()55 1w (%)I!j) 52 (0) = 42 (po)lly, Foj (5, 5) b (s +1)7

S=no

H(iﬂﬂmewvmwh@+)>MM> W o)l

Ss=no

e € facil ver que:

kj (n)™"

ST (n,8) B2 (fs (5,32 (9)) — f1 (5,3 (90))

S§=no

< KMOT (5 Ry () b5+ 1))

S=nNo

va (9) = w2 (o),
Por outra parte,

15 (0) = ¥2 (@o)llog s ()™

< MC7k; (16) 7l — ol

(ZF2J s, 17) G (8,75,75) kr (s + 1) )

S=MNo

va () — 2 (o),

v (@) = (o),

+ KMC (i Fy (s,7vik;j (s)) k1 (s + 1)1>

Donde,
(1_Tj+ﬁu]‘> Yl (@)—yi (SDO)ij < Mj |l = @ollgs »
Ou seja, N
, . M;
: -3 o S o
va (9) =yl (2o, T, e~ el

Onde ]\Z € a constante dada na prova do Teorema 1.2.1.

Usando o mesmo tipo de argumento temos a sequinte desigualdade:

vl () = vl (Po)lly, <125 = Zp,lly, + (75 = B,) |92 (9) = v (o), -

donde
(1 -7t 6%)

yi (¢) — yi (SOO)ij < HZso - Zsoonj .
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Notamos que TV =T + BJ € uma 7;-contragio. Com efeito,

7€ () — D9 (n) g Ky (n) "

<3 (£ £y () 65 (502000 b (5 + 17 ) e =l

S=nNo

#5010 (5 R (s ()b 6+ 07 ) e =l

S=no

<7l§— 77||kj

Notamos que se para qualquer n > n,, temos que as fungoes ¢ — g; (n,yd (©)), j = 1,2
s@o continuas, entdo as fungoes © — yl (), j = 1,2 também sdio continuas. Com efeito,

para cada § € Xoo; [7;], temos:

(L =75+ B,) 98 (0) = i (2ol < M llp = @ollon 65 (115)

max g; (5,44 (9)) = 95 (5,42 (¢0))|

+ 2F1 Z k?l (S -+ ]_>_1 ng (S,[,Lj) .

sS=nq

A dltima condi¢ao entretanto nao garante a continuidade de Z, — yi (@) (ver final da

Observagao 1.5.2). Isto completa a discussao da observag¢ao.

Observagao 1.2.4. Se eliminamos a hipotese fi(n,0) =0, em (d-1), o Teorema 1.2.1 nao

¢ alterado de maneira essencial, pois é possivel obter um resultado andlogo para o sistema

x(n+1)=L(n,x,) + fi(n,x,) + fo(n,ze) — f1 (n,0) (1.16)

Uma questao natural para a discussao, que é de interesse intrinseco da teoria, acontece
quando relaxamos a condicdo lim k (m) ' T (m,n) P (n) = 0, a qual foi responsével no
Teorema 1.2.1 pela existéncia gz)go/zj—limites dos operadores TV e B’. Podemos trocar esta
hip6tese por uma condicdo mais fraca, lim k; (m)~' T (m,n) P (n) = L’ (n) € £ (B).

Do ponto de vista pratico, notammo;oaue quando lidamos com situagoes concretas, a
primeira condicao ¢ muito mais simples, para o estudo de solucoes convergentes, que a
segunda (ver Capitulo 2). Mas, do ponto de vista tedrico, o seguinte resultado é muito mais

completo que o teorema anterior. Entre outras coisas é natural esperar uma informacgao mais
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detalhada sobre o comportamento assintético das solugdes convergentes (ver (1.17),(1.18) e
(1.19)).

Antes de enunciar nosso préximo teorema, notemos que pelo fato de kq e ko satisfazer
a propriedade de compensacao, temos que

. ki(n)
0< il o) S

ki(n)
ka(n)

Seja w = inf . Se w # 0, as sequéncias k; e ko sao equivalentes, e entao tem-se
n>ng
que L? = wL!, como pode-se verificar por um calculo direto. Caso contrario, w = 0, as
A . ~ ~ . 2 .
sequéncias nao sao equivalentes e tem-se que L* = 0.
Por conveniencia notacional, no préximo teorema assumimos que w® = 1 para qualquer

w real nao negativo.

Teorema 1.2.5. Assumamos as hipéteses do Teorema 1.2.1, exceto (Dy), a qual € substituida

pela sequinte condi¢ao:

(Ds) O sistema (1.1) tem uma (ky, k2)-dicotomia a qual é compensada e tal que

lim k; (m)~" T (m,n) P (n) =w 'L (n),

m—0o0

j =1,2 para todo n > n,.

Entao, existem constantes v;, M; positivas, j = 1,2 tais que para cada ¢ € P (n,)B

com ||¢llg < (’yjﬁuj — 0, (%-)) Mj_l, existe uma solugdo v/ =y’ (p) = o/ (n,ny, ), j = 1,2
com P (n,) ¢ = ¢, da equagio (1.2) tal que o k;-limites de yl existe e HyZHkJ < ;. Além
disso, temos a sequinte formula assintotica:

vi () = Z, (n) + nf [ (n,s) E° (fi (5,41 (9) + fa (5,92 (9))) +o(k; (), (1.17)

quando n — oo. O kj-limite de yJ é dado por:
) ) o—1 ) .
Z5 (4l () = /'L (no) o + 253 < > T (e,8) B (fi (5,2 () + fo (5,01 (90)))) . (1.18)

Por outra parte, se b; := sup ||L' (n)|| k; (n) < +o0, entdo

n>ne

75 (4 (9)) = L (no) g + w3 S L (5 4+ 1) B° (£ (5,42 (9)) + o (5.2 (9)))

S=nNo

(1.19)
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Demonstragao:  Usando a notacao do Teorema 1.2.1, destacamos alguns argumentos da
prova. Inicialmente notamos que os limites

lim A (m,§)k; (m)_1 =78 (A(,9),

m—0o0
j = 1,2 existem uniformemente em § € X1, [7;], onde 7; é suficientemente pequeno e

m—1

A(m7§) = Z F(m7 3) E°fy (375)'

S=nNo

Com efeito, é suficiente provar que para todo € > 0, existe um numero M, € N, tal que:
1 _
1A (. &) ks (m)™" = A0, &) by ()| <&,

para qualquer m > n > M,, para todo & € Xeo; [7;]-

O fato que A (m, &) verifica a ultima afirmacao é consequéncia das seguintes duas esti-
mativas: Seja n; suficientemente grande, e fixemos M, > n;. Para cada m e n, satisfazendo
m >n > M,, temos:

ni—1

> [T (n,8)k;(n) " =T (m,s) k; (m) '] E°fa(s,€)

S=No

B

ny—1

<K Z Fy; (5,75) o mex T (n, s) k; (n) ' — WL (s + 1|

+ max HF(m,s)k:j(m)_l—wj_lLl(s—kl)H}.

ne<s<ni—1
Nossa segunda estimativa é:

n—1

Z (F (TL, 3) kj (n)il -T (m7 S) kj (m)il) EOfQ (575)

s=n1

B

S o o

B
<30y DY) Fyy(s,v5) ka (s + 1)71 ;
s=n1
onde I'; é dada por (d-4). Assim, temos provada nossa afirmagao.
n—1
Se B(n,n) = Y. T (n,s)E°fi(s,n(s)), entdo os limites ZX (B (-,n)), j = 1,2 exis-

S=nNo

tem para cada n € X, [7;]. O argumento para provar isto é andlogo ao anterior. Sejam
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m,n, M,n; como antes. Entao temos as seguintes estimativas:

ny1—1

> (D(nys) ks () =T (my ) k; (m) ™) E°fr (s,m(s))

S=MNo

B

< ¢y (ny) max |[|T(n,s)k; ()" —w/ 'L (s + 1) |

ne<s<ni

+ max ||I'(m,s)k; (m)" —wi 'L (s +1)

no<s<nj

Y

onde ¢y (ny) é uma constante que depende de my, para n; suficientemente grande. A se-
gunda estimativa é:

n—1

> (T(nys)kj (n)™" =T (m,s) k; (m) ") E°fi (5.1 (s))

s=n1

B

+

ST ) ks () B (5,0(5)

B

<3y KMC'S. Fy(s,75k; (s) by (s + 1)

s=ni

Assim os kj-limites de B7n sdo explicitamente calculdveis, e de fato temos que Zfé (Bin) =
75 (B (-,m)).

A equiconvergéncia em oo da imagem de 7Y é consequéncia imediata do fato que
ZE(Ti€) = wi='LY (ny) ¢ + Z&2 (A (-, €)), uniformemente em ¢ € Xooky [73]-

Assumamos que b; := sup ||L' (n)|| k; (n) < oo, e denotemos por A; (s) := f1(s,y!) +

n>ne
2\ S, J . Provaremos que:
Yo

n—1 . o0
lim k; (n)"" 2T (n,s) E°A; (s) =w? ™1 S LY (s + 1) E°A; (s) .

Notamos que a ultima série esta bem definida, pois de fato temos:

‘ B

< Kb 55 (b ()7 B (5,505 (5)) s + P (s iy, ) ) s s 4+ 1)

S=No

WS L (s 4+ 1) E°A, (s)

S=nNo

< Kb 'O il 30 B (s, ks () R (s + 1)

S=no
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+ Kb T CT ey (n) Ky (n6) ™ 30 Fay (s,7) Ky (s + 1)

S=no

S ijwj_lcj_lf)/j Z (Fl (87’)/]]{]‘ (8)) k‘l (S + 1)71

S=no

+ = Kbjw = CT ey (o) kj (no) ™ 85 (1) -

Ou seja, a série > L7 (s + 1) E°A; (s) é dominada pelas séries convergentes

S=No

iFl(Sﬁjkj(S))kl(SJrl)_l e 6; ().

s=no

Para provar o kj-limite, temos a seguinte estimativa: Escolhamos n; suficientemente

grande e seja n > n; arbitrario. Entao:

By () ST (1, 8) EOA, (5) — 30 wi—LLL (s + 1) A, (s)

s=no s=no B
< c(n) x| |k (n) "' T (n, s) — w 1LY (s + 1)
n—1
+EMC ). (V1 (3:75k5 (5)) + ki (no) by (n0) ™" Faj (s,75)) ka (s +1) 7
+ Kb 1OY (vFy (5,755 (9)) + Ky (n6) kj (n0) ™ Faj (5,75)) ka (s + 1)
< c(n) g |k (n) "' (n,s) — wTLY (s + 1)
+d X0 (F) (s,75k5 () + Foy (5,75)) b (s +1) 77 (1.20)

s=ni

onde notamos que ¢ (n;) é uma constante que depende de ny e d é uma constante indepen-

dente de n. [ |

Observacao 1.2.6. O Teorema 1.2.5 fornece a sequinte estimativa a priori para os k;-limites

das solugoes yl, Z% (YD <. Agora, com ajuda da desigualdade de Gronwall discreta,
B

75 (43)

Para provar isto, notemos que podemos escolher 7;, definido na demonstragcio do Teorema

podemos melhorar esta cota superior como seque:

< a;7v;, onde 0 < a; < 1.
B
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1.2.1, tal que a; = Tje < 1, e entao:

ki ()" 9|l < 738 — 0 (1)

n—1 )
+ KMC Y Fi(s,7;k; (s)) k1 (s + 1)71 Hyg”%kl (s)f1

s=no

+KMC’|yf

o S B (5,958 () (s + 1)

-+ Fl Z ng (S,")/j) k’l (8 + 1)71

s=no
< i /6/13'

+ KMCy; 3 Fy (s,79k () R (s + 1)

sS=n

n—1 .
+ % KMCF, (5,75 () i (54 1) [yl B (5) ™"

Assim, definindo as sequintes fungoes: h; (s) := KMCF) (s,v;k; (s)) k1 (s +1)7", u; (s) :=
ki ()7 1yl € pj (8) == %38, + KMCr; 30 Fy (s,5k5 (5) k(s + )™, temos que:

wy(n) < py () + 5 oy () (s)

$=no

ou

uj (n) <1 + nil h; (s)u;(s),

e pela desigualdade de Gronwall discreta, obtemos que:
n—1
u; (n) <7 J—[+1 (L+h; (7)),
donde
n—1
uj (n) < yymy I €
T=5+1

< gy

< a;"v;,

. ki o .
e assim HZoé (y2) . < a;jvj, 0 que prova nossa afirmacao.

A seguinte observacao fornece importante informacao a respeito do conjunto das solugoes

convergentes de (1.2).
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Observagao 1.2.7. Denotemos por R; := (v;8,, — 6; (7;)) Mfl e seja P (n,) B [R;] a bola
lollg < Rj em P(n,)B. Sob as condzgoes do Teorema 1.2.5 podemos deduzir que o con-
Junto Q de todas as solugoes convergentes yl (p) da equagio (1.2) com ¢ € P (n,) B[R] é
equiconvergente em peso em oo no espago Xoo k. Isto seque de (1.20) combinado com o fato
que lim k; (n) " o (k; (n)) = 0 uniformemente em 2, onde o (k; (n)) é dado por (1.17).
n7v<>20 podemos garantir que Q seja relativamente compacto em Xoo,. Porém, se nds
modificamos ligeiramente esse conjunto, digamos (NZ, como o conjunto dos yl (p) — Z, (+),

com ¢ € P(n,) B [R,] e introduzimos uma condi¢do similar a (Ds) do Teorema 1.2.1, dada

por:

(Ds) Os limites T (&) == ZL (g; (,€)), j = 1,2 existem uniformemente em & € X, [Nj],

onde
G (n,€) = kv (n) kj (n) ™" Fy (n, sk (n) ™" f1(n, € ().

Entao, usando o critério de compacidade, podemos provar que € € relativamente com-

pacto em Xy, Com efeito, consideremos o conjunto

HE (2) = {5 (2) b (1) = Zo () by ()2 0 € P (n,) B[R]}

Seja a sequéncia {pn,},, em P (n,)B [R;]. Entdo, pelo argumento usado na prova do
Teorema 1.2.1, existe uma subsequéncia {¢m,}, tal que {g; (-, yl (om,))}; € uniformemente

convergente para algim ; € £>°. Além disso temos

K,

yf (¥m;)

135 (0,43 (om0))] < |
< ;.

Assim, a sequéncia {g; (-, y2 (¢m,))}, € limitada, e de (Dg) é equiconvergente. Portanto,

existe uma subsequéncia desta, uniformemente convergente para algim ; € £>°. Definamos

p; (n) == Faj (n, 1) ¥; (n) + ke (n) ™"k (n) Fy (n, sk () ¥ ().

Entao, temos a sequinte estimativa:

kj(n)™"

¥ (om) = Zom, () — 32T (n,5) B2 (s)

Ss=no

SKMC§F1 (s, p1k; () ks (5+1)_1 5]( ya (o )) %

—|—Lj5j (,uj) ng ('7yz ((pmz)) B ijoo
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Isto mostra que (Y, (m,) — Zy,,, (1)) k; (n)~" € convergente e converge para

S° T (n,5) E%; (s) b (n)

S=no

quando 1 — 00.

A equiconvergéncia de Q ¢ evidente dos resultados prévios. Assim, pelo critério de
compacidade temos que € relativamente compacto, como tinhamos afirmado.

Destacamos que até agora este tipo de resultados nao tem sido analisados na literatura

existente sobre equacgoes em diferencas funcionais.

1.3 Dicotomia p-somavel em peso

Até aqui, temos analisado o problema da convergéncia exclusivamente do ponto de
vista das (ki, k2)-dicotomias. Nesta secdo vamos nos concentrar em analisar este problema
considerando dicotomias p-somaveis em peso.

Em [7] o autor prova a existéncia de solugoes convergentes de um sistema em diferengas
do tipo Volterra com retardo infinito usando dicotomias soméaveis e o principio da contragao.
Porém, esses resultados nao sao suficientemente étimos para incluir perturbagoes mais gerais.
Sem duvida, pesquisas nessa direcao sao tecnicamente mais complicadas, pois é necessario
aplicar outros tipos de argumentos de ponto fixo, como também usar critérios de compacidade
eficazes, os quais nos fornecem uma ferramenta sensivel para processar novos resultados.

No que segue-se p e ¢ sao expoentes conjugados, isto é p~1 + ¢! = 1, e excluimos o
caso p = 1, que corresponde a ¢ = 0.

Para estabelecer os seguintes resultados (ver Teorema 1.3.1 e 1.3.4) necessitamos in-

troduzir a hipétese:
(D)* As seguintes condigbes valem:

(d-1)* A fungao fi(n,p) é localmente Lipschitz em ¢ € B; isto é, para cada nimero

positivo R, para todo ¢, 1 € B, com ||¢| g, ||¢]lg < R, tem-se:

fr (ny0) = fir (n,8)] < az () Fy (n, R)Y7|lop = 0l

onde F} : N (n,)xRT — R" é uma funcao continua e nao decrescente com respeito

a segunda varidvel, e f1 (n,0) =0, F} (n,0) =0, para n > n,.
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(d-2)* Existe uma constante positiva v tal que

ST F (s,vay(s)) ap () < 0.
(d-3)* Existe uma constante positiva A e uma funcao Fy : N(n,) x Rt — RT nao-

decrescente com respeito a segunda variavel e

p[F] = sup Fy (n,\) < oo.
n>ne
Também existe uma fungdo | € ¢ tal que, para cada (n,£) € N(n,) x X,,, com

€]y = A

2 (0, &) < v (n) B (n, [IE]l,,) -
onde v (n) = as (n)? 1 (n).

(d-4)* Existe uma constante positiva u tal que

'YE(O:/J'} ’y

onde 0 (7) := KK 10l [1F1 (7). Aqui K ¢ a constante do axioma (B) e K a

constante da Definigao 1.1.3.

O seguinte resultado fornece solugbes convergentes da equacao (1.2) sob o suposto
que o sistema homogéneo (1.1) tem uma dicotomia p-somével em peso. Uma observagao
importante a respeito do nosso préximo resultado é o fato que este é uma versao refinada
do Teorema 3.1 de [9], apresentando interessantes melhoras obtidas primeiro pela remogao
de duas hipdteses (condigoes (Es) e (E4) no Teorema 3.1 de [9]) as quais foram fortemente
usadas no argumento da prova desse teorema. Por outra parte, permite obter informacoes
mais precisas sobre a expansao assintética (ver (1.21)) das soluges convergentes obtidas em
[9]. Assim, nosso Teorema 1.3.1 resulta ser mais eficiente que o Teorema 3.1 de [9] na teoria
aplicada associada a este tipo de sistemas. Por exemplo, temos ganhado um resultado muito
melhor que o Teorema 3.1 de [7], pois vemos que podemos retirar as condicoes (iv) e (V)

nesse resultado (ver [7], pag. 467, para mais detalhes).

Teorema 1.3.1. Sejam p e q expoentes conjugados e assumamos que a condi¢ao (D)* vale.

Suponhamos que as sequintes condigoes se satisfazem:
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(D)5 O sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somdvel em peso (ay,as) e tal que

lim ay (m)~" T (m,n) P (n) =0,

m—0o0

para cada n > n,.
(Dy)* Para qualquer n > n,, a func¢io g (n,-) =v(n)"" fa(n,-) € continua.
(D3 ) O limite w (&) = Z% (g (-, €)) existe uniformemente em & € X a0, [A]-

Entao existem constantes positivas 7, M, tais que, para cada ¢ € P (n,)B, com

el < (3B, — 0 (7)) MY, eiste uma solugio y =y (¢) =y (n,n0,¥), com P (n,)) = ¢,
da equagio (1.2) tal que lim ay (n)”' y, = 0. Além disso temos a férmula assintdtica:

yn (@) = 0(ar (n)), (1.21)

quando n — o0.
Demonstragao: Segundo (d-2)*, podemos escolher uma constante apropriada 7, com
0 <7 < min{\, u, v}, tal que

~ [/ 1/q

d:=0,+KK (Szn Fy (s,7a4 (s)) aq (3)‘1) <1

Introduzimos o operador B : Xoo 4, [7] — Xooa,, definido por (1.14). Este operador

estd bem definido, de fato

1B (n) | ar ()" < K5 |7 ()] a ()77 B (5.5 ()7 1 (5)]] oy 2 ()

S=no

<87 (S Ir sl e <s>)w (A0 )a o) Yy

S=nNo S=no

< K7 ( S Fi (5,701 (s)) ax <s>‘Z) "

S=No
<7(0-4).
Por outra lado, devemos provar que o a;-limite de Bn existe.

Seja € > 0 e n; suficientemente grande. Se n > ny, entao

1Bl ar () <7 (5= 6,) IT (n,m0) P () ax ()" n (1)

FAKK ( S F (s, 7ar (s)) ax (s)q) v

s=n1
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Ou seja, Z% (Bn) = 0.

O operador B é uma (g— @)—contra(;éo, como mostra o seguinte calculo:

1Bn (n) = BE ()|l ar (n) ™" < K |l — €]l,, [220, IT (n,8)|P az ()]
[0, Fi (5,701 () a1 ()] Y% ay (n) ™!

< ln—é€ll,, KK [X5, Fi (s,7a1 (s)) a ()7

< (3=8.) Im=¢ll, -

Definamos M := sup a; (n) ™" |T (n,n,) P (no)]], € seja ¢ € P (n,)B com ol <

n>ne

(Y8, — 6 (7)) M~*. Introduzimos o operador T : X 4, [7] = Xooa, [7], definido por (1.15).
Usando as condigoes (d-3)* e (d-4)*, temos que:

I7€ ()l ar ()™ < T, — 8 () + K 3 I (.5 az ()71 (5) Fa (5,7) an (n)"

S=no

<A —0 () + K[[F2 (-7

(S Ireare <s>)1/p (Suer) )

S=n, s=no
< 7B
<7.

Além disso, temos que

76 () as ()" < 7 ) P )l )™ 5, — 6 ) BT
a1 (m) 8 () ar () |T (n,n) P (na)|
~ 00 1/q
FRRIECADI( S 1)

o que mostra que para n; suficientemente grande, e n > ny, temos ||T€ (n)||g a1 (n)*1 < g,

uniformemente em £.
Notamos que se &, 1 € Xooq, [7], entdo T€ + Bn € Xooq, [7]. Com efeito, dos calculos

anteriores é facil ver que:

IT€ (n) + By (n)||gai (n) ™" <70 < 7.
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Agora provaremos que 7" é continuo. Seja {,,},, uma sequéncia em X ., [7] tal que

Emn — € € Xooa [7]- Entéo,

|T&m (n) = TE ()|l ar (n)™

< K5I (09 a2 (97 1(5) b (5. 8) = (5. €) ()
+K S 9l a2 (977 1) (P (5, [all,) + Fo (5.1, ) an ()

< KK, max  g(s,&m) = g(5,6)]

v Rplr (£ 10) "

s=n1

o que prova a continuidade de 7.
Como no Teorema 1.2.1, precisamos provar que a imagem de T' é relativamente com-

pacta em X ,,, € para isso usaremos o mesmo tipo de argumento. Seja

Hi (TX oo (3]) = {T€ (n) a1 ()" € € X (A}

para n > n,. Consideremos uma sequéncia arbitraria {&,,},, em X ., [7]. Entao

|g (n7 ém)' <k (TL, ||£m||a1)
S F2 (n7 ;}7)
< plF].

Portanto {g (-, &mn)},, € uma sequéncia limitada em ¢* e (D3)* garante que é equiconvergente.

Assim, existe uma subsequéncias {g (-,&y,)},, uniformemente convergente para algum v €

m;

¢>°. Se definimos v (n) := v (n) 11 (n), entao, temos que:

ar (n) ™ < KK U, g ¢ &m) = ¢nllo
B

HTsmi (n) = Zy () — 3T (m, ) B (s)

S=no

Assim temos provado que Té,, (n) ay (n)”' é convergente e que de fato converge para

o
Zp(n)ar (n) " +ai (n)™ YT (n,s) B (s).
S=no
Agora, a equiconvergéncia em peso em oo, da imagem de T, é imediata, pois T¢
¢ aj-convergente para zero, uniformemente em £ € X, [7]. Portanto, pelo critério de

compacidade, temos que a imagem de 7' ¢é relativamente compacta em X, 4, .
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Aplicando o teorema de Krasnoselky a T+ B, obtemos que existe um ponto fixo em

Xoo,a;, € @ demonstragao esta concluida. |

Observagao 1.3.2. Sob as condigées do resultado prévio, temos que ye (¢) — Z, € uma

aplicacao continua como mostra a sequinte estimativa:

12, (n) = Zp, () oy 2 ()™
< llyn () = v (20}l 1 ()" + i (2) = (2, (35— 5)

+KK||I, max 9(5:90 (0)) = 9 (5,90 (0))]

no<s<ni—

F2K S T (n,s) ] az ()71 (s) Fy (5,7) ax (n) ™"

< (143 8) v (2) = e (2]l
+ KK, max g (s (9)) = 9 (5,50 (20))]

+2p[] (5 I0 (o) aa ) " (Soer) Yo

s=no S=MNo

Ou seja,

120 = Zoloy < (140 = 8) v () = 90 (@0l

+ KK U, max g (s,5s (2)) = 9 (5,5 (0))]

no<s<nj—
" 0 1/q
+ 2K Kp [Fy] (Zl(s)q) :
s=n1
Agora para obter a continuidade da aplicagio ¢ — ye (p) € a bicontinuidade da cor-
respondéncia Yo () — Z,, substituimos a condigao (Dy)* do Teorema 1.3.1 pela sequinte

hipotese:

(Dy)* Existe uma constante positiva i e uma funcio G : N(n,) x RT x RT — R*, ndo-
decrescente com respeito da sequnda e terceira varidveis, com G (n,0,0) = 0 para

n > n,, tal que G (i, i) 1 () € 7 ¢

|9 (n,8) =g (| < G (n, €y, - 1nll, ) 1€ = 7ll, -

para €, 1 € X,
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Notar que podemos escolher v no Teorema 1.3.1 suficientemente pequeno tal que

- 1/q -
5 = G+ KK ( > Fy (s.7a (s)) m <8>q) + KENG A DO, <1

S=no

Entao temos as sequintes estimativas:

“yn (90) — Yn (QOO)HSB a1 (n)il

< Ml = @olls

~ 00 1/q
£ KR yn (9) = e (9], ( S B (s 5ar () a <s>q)

S=no

i . 1/q
+ KK [|lye (¢) = o (00)l,, ( LG (s, &/)q)

$=no

< M |lp = @ollgs + (6% = Bo) lye (#) = ya (90, -

Ou seja,

M
— < — .
Hyo (90) Ye (QOO)Hal -1 +5# _/B,M HQD 900”%

Além disso, do cdlculo anterior obtemos que

(1= 6%+ 8,) ye (#) = yo (¢)lay < 1Z5 = Z, I, -

Mas,

12, (n) = Z, (n)|| g a1 (n)™

< |[Yn (©) = Yn (o)l a1 (0) ™" + (6% — B.) 1Y (¢) — Yo (00)]l,

< (1467 = 8,) [1ys (©) — e (00)]l,

Notamos que se para qualquer n > n,, a funcio ¢ — g(n,ye (v)) € continua, entdo

© — Yo () € uma fungao continua também. De fato temos a sequinte estimativa:
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(1= 6%+ B.) llye (¢) = yo (¢0)]l,,

< Ml = @ollos
+ KK |lll, max |g(s,4s () = g (5,50 (00))]

ne<s<ni—1

+2KKp[F) ( S (s)q) v .

s=n1

Notamos que a tltima condig@o porém ndo garante a continuidade de Z, — yo (¢).

Observacgao 1.3.3. Devido ao nosso interesse nas aplicagoes, temos preferido usar direta-

mente a condi¢io lim ay (m)""T (m,n) P (n) = 0 no Teorema 1.3.1 no lugar de

m—1 Kai (s +1)

KPay (5 +1)° + ay (s)

=0

] 1/p

usada em [9]. De fato esta ultima apresenta uma desvantagem pratica, ao trabalhar com

situacoes concretas, e até certo ponto € muito mais complicado lidar com esta.

Teorema 1.3.4. Suponhamos que se satisfazem as condi¢oes do Teorema 1.5.1, exceto (Dy)*

que € substituida por:

(Ds )" O sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somdvel em peso (ay,as) com

lim ay (m)~" T (m,n) P (n) =L (n),

m—00

para todo n > n,.

Entdo, existem constantes ¥, M positivas, tais que para cada ¢ € P (no) B com |||l <
(?ﬁu—é(ﬁ))ﬂ_l, existe uma solugio y = y(p) = y(n,ne ), com P(ny,)y = ¢, da
equagdo (1.2) tal que o ai-limite de y, existe e |lya|l,, < 7. Além disso, temos a seguinte

formula assintotica:

Yn (@) = Zp (n) + nfr (n,8) E° (f1 (5,55 (0)) + f2 (5,48 (¢))) + 0 (a1 (1)), (1.22)

s=no

quando n — oco. O ay-limite de yo € dado por:

S=MNo

25 (50 () = L (ng) +Za1(zr< )E"(fl(s,ys(@))+f2(8,y-(90)))>-
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0o 1/p
Por outra parte, se b¥ = ( STIL(s+ 1) ag (s)) < 00, entao

S=MNo

29 (e () = L(n) o+ > L(s+1) B [fy (5,95 () + Fa (5,90 ()]

S=nNo

Demonstragao: Damos alguns dos argumentos da prova. Consideremos m > n,, & €

Xooas [7], onde 7 é suficientemente pequeno, e seja A (m, &) definido por

m—1

A(m,€&) = > T (m,s)E°fy(s,§).

$=no

Seja ny suficientemente grandes, e M > n,. Para cada m,n satisfazendo m > n > M,

temos

ni—1

> (@ (n)"'T(n,s) —ai (m)" T (m,s)) E°f (5,€)

S=nNo

B

ni—1

<K max Ha1 (n)_lF(n,s)—L(8+1)|| > 12 (5.9

ne<s<ni—1

ni—1
FE max o (m) " Dm,s) ~ L(s+ D) T 1fa(s.0)

< e () ( max |a; ()T (n,5) — L (s + 1)

ne<s<ni—1

+ max ||a1(m)_1F(m,s)—L(s—l—l)H).

ne<s<ni—1

Onde ¢; (n1) é uma constante que depende de ny. Por outra parte, temos:

S (@ ()7 T (m,5) — s (m) ' T (m, ) B (5,€)
s=n1 B
m—1 ) _ s 1/q
+[ Y a; (m)" T (m,s)E°fy(s,8)|| <3KKpl[F] (Zl(s)q)
s=n1 B s=n1

Destas estimativas obtemos que o a;-limite de A (+,§) existe uniformemente em £ €
X(X%al [57]

A imagem de T' é equiconvergente em peso em oo, pois de (D5)* e do célculo anterior

obtemos que:
Z3 (T€) = L(no) o+ Z (A(+,€))
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uniformemente em £ € X 4, [7]-
Denotemos por A (s) := f1(s,ys (¢)) + f2(s,y. (p)), e seja n; suficientemente grande.

Para n > n;, temos a seguinte estimativa:

ar (n)™! ni:lf‘ (n,s) E°A(s) — i L(s+1)E°A(s)

S=no S=nNo

B

<K max |a (n)'T'(n,s)— L(s+ 1)]] mZ_l (Lf1 (s s (@) + 1f2 (s, 8 (0))])

S0 )l e () (U G595 (o] + 1 (5 (D))
KL G Dllar ()7 (1 (5.0 (D] 15 (530 (9D
K LG Dllar ()7 (1 (595 (0] + 1 (50 (D)

<c(m) max oy ()T (n,s) = L(s +1)]

td ((SiiFl(sﬁal (s)) ar (S)q) " + (Sill (S)q) Uq)

onde ¢y (n7) é uma constante que depende de n; e d é uma constante independente de n (isto
é garantido se b# < co). Portanto, temos provado que
n—1 00
lim a; (n)™" ST (n,s) E°A(s) = > L(s+1)E°A(s)

—
n—00 S=no S=no

o que conclui a demonstracao. |

Para concluir esta se¢ao, damos como observacao alguns resultados similares as ob-

servacoes 1.2.6 e 1.2.7 que podem ser obtidos para dicotomias p-somaveis.

Observacao 1.3.5. Sob as suposicoes do resultado precedente, pode-se mostrar que

(i) Eziste uma constante o € (0,1), tal que ||Z% (ye)||lgg < oy. Com efeito, € suficiente
~ ~ aq
escolher 6 mo Teorema 1.3.1, tal que o 1= 95V/9e's < 1. Assim, usando um argumento

envolvendo a desigualdade discreta de Gronwall obtemos nossa afirmacao.



1.4. GENERALIZACOES 41

(i) O conjunto 2 de todas as solugoes convergentes ye (@) da equagio (1.2) com ¢ €
P (n,) B[R], onde R := (73, — 6 (7)) M™1, ¢ equiconvergente em peso em o0 no Xooas -

Se além das hipoteses do Teorema 1.3.4, supomos que a sequinte condi¢ao vale:

(D )" Os limites Z1 (g (-,€)) existem uniformemente em & € Xoo o, [N, onde

g (n, §) = ay (”)71/1) ay (n)il F (n, va, (n))il/q S (7% £),
entdao podemos provar que

(111) O congunto de todas as ye () —Z, (+), com ¢ € P (n,)B [R], € relativamente compacto

em Xooa, -

Como as dicotomias podem ser descompostas em dicotomias uniformes e dicotomias
somaveis, os Teoremas 1.2.1 e 1.2.5 (respectivamente, observagoes 1.2.3, 1.2.6 e 1.2.7) sao
complementarios com respeito aos Teoremas 1.3.1 e 1.3.4 (respectivamente, Observagoes
1.3.2 e 1.3.5). Também, observamos que estes resultados sao simétricos com respeito das
condicoes sobre f; e fy dos teoremas precedentes. No Capitulo 2, poderemos ver que as
suposicoes dos Teoremas 1.2.1, 1.2.5, 1.3.1 e 1.3.4, sao muito naturais e elas nao sao dificeis
de verificar. Destacamos que muitos resultados interessantes podem ser derivados de estes
teoremas, os quais incluem uma grande classe, digamos, sistemas (1.2) onde (1.1) tem uma

(k1, k2)-dicotomia ou uma dicotomia p-soméavel em peso.

1.4 (eneralizacoes

Nesta secao estamos interessados com o seguinte sistema nao homogeneo quase linear

de equacoes em diferencas funcionais
x(n+1)=Ln,z,)+ fi(n,Tx,) + fo(n,Sz,), (1.23)

onde T :B — B e S: X, — X, sao operadores sob condigoes convenientes.
A equacgao (1.23) é uma versao generalizada da equagao (1.2). No que segue estamos
interessados, principalmente, em abordar varios tipos de operadores T e S. Uma expectativa

natural é que a maioria das propriedades e resultados discutidos nas se¢oes precedentes sejam
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validos para uma grande classe de operadores. Em ordem a discutir estes aspectos em mais

detalhes, introduziremos as seguintes notagoes, para § € Xoo; :

Big¢(n) = ST (n,s) E°fy (s, T (s)), (1.24)

TIE (n) = Z () + 3T (n,5) B (5, S6), (1.25)

75 =50, + KMCryr 3 Fy (5,907 (9) b (5+1)7 (1.26)
i d N

0, '= min {757 s’ } , (1.27)

onde as constantes que aparecem aqui sao obtidas como antes ou dadas a continuacao.
Em ordem de passar para nosso proximo resultado introduzimos as seguintes hipoteses

sobre os operadores T" e S:
(E) As seguintes condigdes sao verdadeiras:

(e-1) O operador T : B — B é ~yp-Lipschitz e T0 = 0.
(e-2) O operador S : X}, — X, é ys-Lipschitz e SO = 0.

Teorema 1.4.1. Assumamos a condi¢ao (E) e todas as hipéteses do Teorema 1.2.1, exceto

(d-4), a qual € substituida por:

(d-4)* Existem constantes positivas pi;, j = 1,2 tais que B,, < min{l,1/ys}, onde B,, € a
constante definida em (d-4).

Entao, existem constantes positivas -;, ]\Z, j = 1,2 tal que para cada ¢ € P (n,)*B,
com |[¢ll < (157384, — 0 (v573)) M, existe uma solugdo v =y’ () =y (n,n,1), j =
1,2 com P (n,) ¢ = ¢ da equacdo (1.26), tal que lim k; (n) ™"yl = 0 eyl € assintoticamente
dado por (1.13). T
Demonstragao: A prova é baseada nos mesmos argumentos da demonstracao do Teo-
rema 1.2.1. As idéias principais sdao como segue: Sejam B’ e T7 os operadores definidos
por (1.24) e (1.25), respectivamente. Podemos escolher v, € (0,0;) tal que 7; < 1. Tais
operadores estao bem definidos, como mostram as seguintes estimativas:

|BI (1) Ky (1)~ < KMC 3 Fy (s, 7k () o (54 1)

S=nNo
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O operador B’ é uma (Tj — ’ygﬁuj)—contragéo.

Por outra lado

IT9€ (n) || s &5 ()" < M; [l pllos + 65 (357;)
<

Além disso,
IT9€ (n) || ks ()™ < Chy (n) Ky (n0) " @llsg 1T (n,10) P (120) | K5 ()"

+ KMCky (n1) k1 (no) kj (no) ™" (mlegj (5, 41) Ky (s + 1)—1)

S=MNo

IT (n.ma) P ()| By ()™

+ KMC?ky (no) kj (n0) ™ 3 Fo (s, 15) ka (s + 1)
sS=nq
0 que mostra que Z43 (T7¢) = 0, uniformemente em & € Xoo s, [v5]-
Agora, como no caso do Teorema 1.2.1, para &, n € Xoo, [7;], temos que TiE+ Bin €
Xoo,kj [’yj]
A continuidade do operador 77 é imediata da seguinte estimativa, analoga & do Teorema
1.2.1:

1778 (n) = T7€ (n) [ g by (n) ™" < Lyo (ny) max |g; (s, Sm) — g; (5. S6)]

no<s<ni—

+ 201 L5 3 Foy (s, p5) ka (s + 1)

s=ni

Para ver que a imagem de 7V é relativamente compacta, usando a mesma construcao

do Teorema 1.2.1, obtemos que {g; (-, S¢m,)},, converge uniformemente para algum v; €

(®. Entdo TV, (n)k; (n)~" converge para . T'(n,s) E°p; (s)k;(n)"", onde ¢;(s) =
Faj (5, 115) ¥ (5)-

Isto completa a prova do teorema. |

Observagao 1.4.2. Enfatizamos aqui que, com minimas modificacoes no Teorema 1.4.1,
podemos garantir que o mesmo resultado € valido para um operador S : Xp, — Xy, j = 1,2
tal que ||S7]||kj < s ||77||kj_, para cada 1 € Xy, tendo-se que substituir a condi¢io (D) do

Teorema 1.2.1 por:
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(A)* Para todon >n, e j=1,2, a funcao

9; (n, S () = Fyj (n, 1)~ fa (n, S ()
€ continua.

Além disso, o Teorema 1.4.1 também € verdadeiro se consideramos os operadores T e
S satisfazendo: [|Tollg < yrll@llg, para ¢ € B, e [|Snlly, < ys|nlly,. para n € Xi,. Neste

caso, além de substituir a condigao (Do) por (A)*, temos que substituir (d-1) por:

(B)* A funcdo fi (n,Ty) é ky ' Fy-localmente Lipschitz em ¢ € B, onde I} é como em (d-1)
e (d-2).

Observagao 1.4.3. E'fdcil ver que sem mudancas essenciais e repetindo a maior parte das
demonstragoes, também valem as observacoes 1.2.3, 1.2.6 e 1.2.7, além do Teorema 1.2.5
da se¢ao 1.2, para a equagao (1.23), com T e S o mesmo tipo de operadores considerados

nesta secao.
O seguinte teorema ¢é o analogo ao teorema anterior para dicotomias p-somaveis.

Teorema 1.4.4. Assumamos que a condi¢io (e-1) vale e que o operador S : X, — X, €
~vs-Lipschitz, com SO = 0. Assumamos todas as hipdteses do Teorema 1.3.1, exceto (d-4)*,

a qual é substituida por:

(d-5)* Existe uma constante positiva p tal que §, < min{l,1/vs}, onde B, € a constante
definida em (d-4)*.

Entéo, existem constantes positivas 5, M tais que para cada o € P (16) B, com ||l <
(vs7Bu — 0 (7s7)) M-, eziste uma solugio y =y () = y(n,n, ), com P(n,) Y = ¢, da
equagdo (1.23), tal que lim ay (n) 'y, = 0 ey, € assintoticamente dado por (1.21).

Demonstragao:  Para provar o teorema ¢ suficiente escolher, usando (d-2)*, a constante

- ) A v
apropriada 0 < v < min {—, ﬁ, —} tal que
Ys Vs T

~ ~ o0 1/q
§ =B, + KKvr ( > Fy(s,yrya (s)) ay (s)q) < L

S=nNo

Neste caso o operador B é uma <g— Vgﬁ#> -contragao.

O restante da demonstracao é exatamente analoga a do Teorema 1.3.1. |
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Observacao 1.4.5. Podemos ver que o Teorema 1.4.4 € verdadeiro para operadores T e
S tais que |[Tolly < vrll@llg, para ¢ € B, e[|S0, < vslnl,,, paran € X,,. Porém,

¢ necessario substituir as condigoes (Dy)* e (d-1)* por condigdoes convenientes de maneira

similar a observagao 1.4.2, mas nao requer nenhuma idéia diferente das abordadas até agora.



Capitulo 2
Aplicacoes

A relevancia dos resultados do capitulo anterior reside no fato que tém importantes
consequéncias em aplicacoes devido a generalidade da equacgao tratada ali. Neste capitulo
apresentamos aplicacoes dos nossos resultados prévios, considerando como um modelo con-
creto desta classe de equacoes os seguintes sistemas em diferengas do tipo Volterra com

retardo infinito.

2.1 Aplicacoes

Sejam A (n), K (s), B(n), D (n,m) e G (m) matrizes r x r definidas paran € N, s € Z*,

m € Z~, e seja o : ZT — RT uma sequéncia arbitraria crescente tal que:

;(!G(—n)\ + K (n)]) a(n) < 4o0. (2.1)

A continuagao consideramos o seguinte sistema em diferencas de Volterra com retardo
infinito:

zn+1l)= > An)K(n—s)x(s), (2.2)

para n > n, > 0, e seu sistema perturbado:

ynt+1)= > {AM) K (n—s)+B(n)G(s—n)ly ) +vD(ns)ly(s)ty(s). (23)
As equagbes (2.2) e (2.3) sao equagoes em diferengas funcionais no espaco de fase B,
onde B, é o espaco dado por:

B, = {gp :Z-— C" : sup e (=)l < —1—00} : (2.4)
nezZt a(n)

46
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com a norma:

o (=n)|
= Ssup ———
”SOH%Q neZt a (TL)

,¢ € B, (2.5)

De fato, o sistema (2.3) pode ser escrito como uma equagao em diferengas funcionais

da forma (1.2). Com efeito, consideremos & : N (n,) — B, e ¢ € B,. Notamos que

L(n,y) = f:A (n) K (j) ¢ (=),

filng) = B@) o (—n)] 3 C(s)p(s).

S§=—0Q0

Nno—1

fo(n,€) = 32 vD(n,7) € (1) (T = 10)| € (o) (T = 1)

T=—00

+ 3 D (n,7) [€ () (0)| € (1) (0)

T=n,

Em ordem de passar para o proximo resultado, introduzimos a seguinte notacao, para
j=12

a-(T):{kj(T)am% SeT 2 Mo,
’ kj(no) a(no —7) set < mn,.

n

L (n)= 3 |nD (n,7)(& (1))’

T=—00

Teorema 2.1.1. Suponhamos que as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

(E1) O sistema (2.2) tem uma (ky, k2)-dicotomia a qual é compensada e tal que

lim %y (m)~" T (m,n) P (n) = 0.

m—00

(Ezx) Ty |v|p; <1, onde I'y e v sdo as constantes de (d-4) e (2.3), respectivamente, e

pii= Y li(s) k(s +1)7" < 400

S=no

(Bs) > a(s)|sB(s)| k2 () b (5 +1) " < oo

S=no
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Entao, existem constantes positivas v;, aj, ]\Z 7 = 1,2 tais que para cada ¢ €
P (n,) B[R], onde R; =T |v| p; (v;a; —77) ]\Afj*l, existe uma solucao iy’ =y (), j = 1,2
da equacao (2.3) tal que o k;-limite de yl € zero. Por outra parte, temos a relagdo assintdtica
vl (o) = Z, (n) + o (k; (n)), quando n — co. A correspondéncia yl () «— Z, € bicontinua
e a aplicagio ¢ — yl (p) € continua (ver Observagao 1.2.3). Além disso, o conjunto ), de
todas as solugoes convergentes yl (o) da equagao (2.3) com ¢ € P (n,) B[R] € equiconver-
gente em peso em 00 em X i, € 0 conjunto Q definido na Observagao 1.2.7, € relativamente
compacto em X, -

Demonstragao:  Denotemos por p := Y |G (—s)|a(s). Entao

s=0

[f1(n,9) = fr (n, )] < B () e (n) p ([l + 1¥]l,) I = Vllss, -
Assim, se
Fi(n,R) =2pR|nB(n)|a(n)k; (n), n>n,.
temos que
i (n0) = fi () < bt ()7 Fy (0, R) [l = ¥, -
Notar que a condigao (E3) implica (d-2)
Por outra parte

no—1

2, E)f < 2 vl (D (n, 7)€ (0) I35, 5 (16)” @ (6 — 7)" kj (o) ™
3 WD ()| € (), by (0 @ (02 &, (1)
1

< Z |l 2
< nIVI i (n) lI€ll%,

Assim, com Fy; (n,t) = |v|l; (n)t?, temos que

2 (1) < By (. €]l )
Notamos que:
/Blsz :F1|V|pj <1l

Portanto, a condigao (D) do Teorema 1.2.1 e satisfeita, e vemos que para [|{[[, < A;,
se satisfaz a condigao (D3) desse teorema.

A condigao (D3) é consequéncia imediata da seguinte estimativa:

12 (1,6) = fo ()] < 1oy () i = (2.6
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Temos entao as hipdteses do Teorema 1.2.1. Além disso, se definimos G, (n,r,t) =
2452 (r + 1), usando (E) obtemos a condigao (D4) da Observagao 1.2.3.
Finalmente, vemos que se satisfaz a Observagao 1.2.7, pois:
_ Np~ g
19; (n,§)| < ———.
n
Assim o teorema esta provado. |

Observagao 2.1.2. O resultado anterior generaliza o Teorema 4.1 de [8] para um contexto

muito mais geral (ver Observagdo 1.2.2 da se¢do 1.2).

A continuagao consideramos a seguinte perturbagao de (2.2):

yn+1)= 3 {AM)K (n—s)+ B(n)G(s—n) |y (0)]}y(s)

S=—00

+ i H (n,s,y(0)). (2.7)

S=—00

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Assumamos que as condigoes (Ey) e (E3) do Teorema 2.1.1 valem. Supon-

hamos também que se satisfazem as sequintes condi¢oes:

(Ey) H:N(n,) x Z~ x C" — C" é continua com respeito a terceira varidvel.
(Es) Existe uma fungdo positiva g : RT™ — Rt continua, nao-decrescente com

9(v)

lim sup ——= =0,
5_’076(0,5] Y

e uma fun¢ao 5 :N(n,) X Z~ — R tal que
|H (n, 7,0, (1) 2)| < anB(n,7)g(|2]),

para todo n > n,, T € Z, com a, >0, a, — 0 e

= 5 (£ 56 k) < o

$=Nno \T=—00
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Entao, existem constantes v;, 0, ]\7[/] positivas, j = 1,2 tais que para cada ¢ €
P (n,) B, [R;], onde Rj = (v;0s —T'1 Ha||oog(7j))]\f\4/j*1, existe uma solugdo yi, j = 1,2
da equagdo (2.7) tal que o kj-limite de yJ é zero e a férmula assintdtica (1.13) vale. Além
disso, a aplicagio yi (@) — Z, € continua (ver observagao 1.2.3) e o conjunto Q de todas

as solugoes convergentes de (2.7), é equiconvergente em peso e o conjunto §) € relativamente

compacto.
Demonstracao:  Notemos que a equagao (2.7) pode-se escrever na forma (1.2), definindo
Lin,o) = LAM K ()@ (=1),
J:
filn,p) =B (n)lp(=n)| > G(s)¢(s),
ne—1 n
fa(n, &) = 20 H(n,s,6(n0) (s = 10)) + 3 H (n,5,£(s) (0)) .
Donde, por simples calculos, podemos verificar as hipoteses do Teorema 1.2.1. |
Consideremos a seguinte notacao:
[ B(0)]y (0)|G(0)y(0), sen=s=0,
LBO)y(0)G(s)y(s+1),  sen=0,s<0,
B (n,s,y) =
LB(n)|y(1)|G(s)y(n+s+1), sen>0,s<0,
[ 2B (n) |y (1)|G(0)y(n), sen >0, s=0.

1,::[( ) H(H,S,y(O)), 868<O7
n7s7 =
Y H(n,s,y(s)), ses>0.

A continuacao fornecemos uma observacao para ilustrar a utilidade dos resultados da

secao 1.4.

Observacao 2.1.4. Se as hipdteses (E;), i = 1,3,4,5 valem, usando o Teorema 1.4.1 e a
Observagao 1.4.2 da se¢ao 1.4, € facil obter o mesmo tipo de resultado (Teorema 2.1.3) para
o sequinte sistema em diferenca de Volterra nao-autonomo com retardo infinito:

yn+1)= > {A(n)K(n—s)y(S)+B(n,s—n,y)+ﬁ(n,s,y)}, (2.8)

S§=—00
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para n > 0. Podemos observar que neste caso, para ¢ € B, e { € Xy, o operador T de
(e-1) (ver se¢ao 1.4) € definido por

Tp(0)=p(0), Te(s) = %ap(s%—l), se s <0,
e o operador S € definido por
[SE€ ()] (1) =& (n)(0), n>20, T€Z".

Podemos ver que T' € um operador 1-Lipschitz e ||S¢||, < |I€]l,,. Além disso, neste

caso temos que:

L(n,y) = f:A (n) K () @ ().

fi(n,9) = B) o (=n)| 3 G(s—n)ep(s—n),

fa(n,§) = i H (n,5,€ (0) () + 3. H (n,5.€ (s) (0)).

s=—00 s=0

Com o qual obtém-se o desejado como antes.

Agora apresentaremos uma aplicacao do Teorema 1.3.1, Observacoes 1.3.2 e 1.3.5.
Sejam a; (n), i = 1,2 duas sequéncias positivas, e a(n), k(s), b(n), d(n,m) e g(m)
sequéncias de numeros complexos definidas paran > n,, s € ZT, m € Z~, e seja o : ZT —
R* uma sequéncia positiva crescente arbitraria tal que:
o0

2. (lg (=) + [k (s)]) a (s) < +o0.

s=0

Consideremos a seguinte equacao em diferenca de Volterra:
n

zn+1)= > an)k(n—s)z(s), n>mn, >0, (2.9)

S=—00

e sua equacao perturbada:

n

g1 = 3 {amkn—s)+amPomgs—ny0)}y)

o :ioo@ ()7 d (n, s) (y ()" (2.10)

n>n,>0,compuecZ, vek.
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Introduzimos a seguinte notacgao:

oy [ a0, ser>m, .
= { o

W)= :i_oo Isd (s, 7)| (@ ()" . (2.12)

Teorema 2.1.5. Sejam p e q expoentes conjugados. Suponhamos que as sequintes condi¢oes

sao satisfeitas:
(F1) A equacao (2.9) satisfaz a condi¢ao (Dy)* do Teorema 1.5.1.

(Fy) Seja b : N(n,) — C uma sequéncia compleza tal que b € é(lz%a (N (n,)), onde b(n) =
nb(n).

(F3) W € t1(N(n,)), onde W € a funcgdo definida em (2.12).
(F1) A constante v da equagio (2.10) € tal que KK W, [v]* < 1.

Entao, existem constantes positivas 7, M tais que para cada ¢ € P (n,)B,, com
lollg, < vi(YIv" —7*) M=, onde v = K[?HWHq lv|, existe uma solucao y = y(p) da
equagao (2.10) tal que o ay-limite de y é zero. Além disso, temos a formula assintdtica (1.21)
e a correspondéncia y () — Z, € bicontinua e a aplicacao ¢ — y(p) € continua (ver ob-
servagdo 1.3.2). O conjunto S de todas as solugoes convergentes de (2.10) é equiconvergente
em peso e o conjunto Q ¢ relativamente compacto em Xo o, (ver observagdao 1.5.5).

Demonstragao:  S¢6 indicamos que neste caso temos:

L(n, ) = i (n) k() ¢ (=),

fi(m @) =b(m) o (—n)as ()7 3 g () (s),

S=—00

fo(m,€) = vay ()7 S d(n, 5) (€ () (5 — )"

S=—00

+vay ()32 d (n, ) (€ (5) (0)",

S=No

e com isso é suficiente para concluir a prova.
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Observacao 2.1.6. Queremos mencionar que podemos facilmente obter o mesmo tipo de

resultado dado no Teorema 2.1.5 para a equacao (2.3).
A continuagao apresentamos um exemplo para ilustrar a utilidade do Teorema 2.1.1.

Exemplo 2.1.7. Seja o (n) uma sequéncia positiva crescente em 7 tal que o (n)a(m) =

a(n+m). Sejam ay (n) e ay (n) duas sequéncias tais que

[r ()| "

p; :==sup max |[] o (=0) < 400, i =1,2. (2.13)

7

Consideremos o sequinte sistema em diferencas nao autonomo
z(n+1)=AMn)z(n), (2.14)

onde A (n) = diag( a1 (n),as(n)).
Comecamos com uma andlise completa para checar as propriedades de dicotomia. Lem-

brar que T (n,7), n > 7, € um operador linear limitado no espaco de fase B, definido por
T (n,7)¢(0)

) ((nﬁlal (S)) @ (0), (n:]_[(tlag (s)) o? (0)) L se —(n—7)<0<0,

e(n—T1+0), se < —(n—r1).
Um calculo mostra que
T (n,s)T (s,m) =T (n,m), paran>s>m, e

T (n,n) = 1.

Necessitamos definir projecoes apropriadas neste problema. Neste caso as projecoes

podem ser tomadas como P (n) : B, — B,, dadas por:

ot (0), ©*(0) — nﬁl a9 (s)_1 ©*(0) ], se —n<0<0,
P (n) © (9) — ( (szn-ﬁ-ﬁ > )
(' (), ©*(0)), se ) < —n,

e@(n)=1—-P(n): B, — B,, dadas por:

(o (i), = v

Q(n) ¢ (0) =
(0, 0), se ) < —n.
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Paran > 7, observamos que T (n,7) : Q (7) B, — Q (n) B, € dado por:
( n+6—1
<O,(Ha2(s))gpz(0)), se —(n—1)<60<0,

T (n,7)Q (1) ¢ (6) = <O,<ﬁ a2<s)—1)¢z<o>), e —n<0<—(n—1),

s=n+0

(0,0) se § < —n.

\

Podemos ver que para n > 7:

Pode-se provar que T (n,7), n > 7, é um isomorfismo de Q (7)B, sobre @Q (n)B,.

Definimos T (1,m) como a aplica¢ao inversa, a qual € dada por:

(Q(jiﬁﬂ@1)¢%m),se—fgega

T (m,n)Q(n)p(0) =
(0,0) sef < —r.

Para continuar, precisamos da sequintes suposicoes: Sejam 6; : Zt — (0,+00), i = 1,2

duas sequéncias e seja o uma constante positiva tal que

t t

(1) T la1 (s)| < o041 (s), para0 <7 <t.
3:; s=T .

(i) I laz ()] < o[[02(s), para 0 <1 <t.

o ag ()]
727) lim
( ) N—00 g—r 61(5)

=0, paraT > 0.

t
(1v) Eziste uma constante C > 1 tal que [] [01(s) 2 (s)] < C, parat > 7 > 0.

S=T

As suposi¢oes anteriores sao essencialmente tiradas de Pinto [29] que as introduz
para construir sistemas em diferencas ordindrios com (ky, ks)-dicotomia de tipo compensada.
Porem, no nosso caso o problema de determinar quando uma equacdao em diferenca funcional
tem uma (ky, k2)-dicotomia a qual é compensada, resulta muito mais dificil, pois necessita-
mos construir certas projecoes e dar alguma estimativa na norma do operador solu¢ao que

age no espaco de fase com dimensao infinita.
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Um exemplo concreto de fungoes aq e as satisfazendo as suposicoes previas, € considerar
a1 (n) =1, as (n) := 2, e assim pt = p} = 1. E facil ver que as condicoes (i), (i), (iii) e
(iv) sao satisfeitas com 61 (n) := 3/2, o (n) :=1/2 e 0 = C = 1; também poderiamos ter
considerado 61 (n) := 81, da (n) := 09, com 1 < 61 <2,1/2 <0y <1 e1/2< 6105 < 1. Outro
exemplo € considerar ay (n) e as (n) tal que 1 < |ay (n)| < Xaz (n)|, para todo n > 0, onde
A € (0,1). Nesse caso, podemos escolher 01 (n) := |ay (n)|, 62 (n) :=|az (n)| " eo = C = 1.

Até o final deste exemplo assumimos que ay e as sao fungoes satisfazendo (i)-(iv) com

p; < 400 (ver (2.13)), j =1,2. Usando (i), (ii) e (iv), podemos assegurar que:

S]i lag ()" < Cals]f[T lay (s)] 7. (2.15)
Em virtude da estimativa precedente, temos que:
IT (n,7) P (7)]| < 600 (02 +1) ("r;f jay (s)|) | (2.16)
Com efeito
1T (n,7) P (7)]| o i »
<, 1o +o e, TSy

n—1 nt |&1<8)’_1
) )
<[] o, 7,505

n— n— -1
1300 [Hl jax (3)]1 max el
— —n<0<—(n—7) y—pio @ (—0)

n—1
< 6Cp; (0 + 1) I fa1 (s)]-
Além disso, podemos vem’ﬁzar que
n—1
IT (0, ) Q (T < p5TT laz (s)] - (2.17)

s=T

Das estimativas (2.16) e (2.17) é fdcil ver que o sistema (2.14) admite uma (kq,ko)-

dicotomia a qual € compensada e satisfaz

lim ky (n) " T (n,m) P (m) =0,

n—oo

n—1 n—1
onde ky (n) := [ 61 (s), ka (n) :== [[02(s)”" e M :=6C (p* + p3) (62 + 1) 0.
s=0 s=0
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A continuagdo consideramos a sequinte perturbacao do sistema (2.14):

y(n+1)=A(m)y () +Dm) RM)y(O)ym) +v > Dm) R lys)ly0), (18)

onde D (n) e R(n) sio duas matrizes 2 X 2 tais que

wim 3 RMla(-r) < o,
wim X IRE) (0 < 4o
X3 1= i 17D ()] o (—7)* < 400,

T=—00

e v é um numero real suficientemente pequeno.

Podemos verificar que se v satisfaz

G (1) C° (p; + p3) (0 +1) (X1 + x2) xs || < 1
entdo o Teorema 2.1.1 € aplicdvel ao sistema (2.14) e (2.18).

A continuacao fornecemos um exemplo para ilustrar a utilidade do Teorema 1.2.5.
Seja a um nimero positivo. Seja (f3,), uma sequéncia tal que 3, > 1 e 3, — 1. Notar que
18]l = 1, onde temos denotado por ||-|| . a norma do supremo para a sequéncia (/3,), em
Z*. Assumamos que a"/3, é decrescente e seja o (n) uma sequéncia positiva crescente em

Z* tal que a(n)a(m) =a(n+m)e

lim sup —— = 0.
n—00 j<—p ¢ (—J)

Um exemplo concreto onde tais condigoes sao satisfeitas é o seguinte: Tomemos a €

0,1/118].) e a(n) = a2
Exemplo 2.1.8. Consideremos a sequinte equacao em diferenca linear homogénea:
z(n+1)=azx(n), n>n,>0. (2.19)
Observamos que o operador solugdo T (n,m), n > m no espaco B, € definido por:

a®*tnme (0), sem—n<60<0

en+60—m), sef<m-—n.

T(n,m)ww):{
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Um cdlculo direto mostra que:
T(n,s)T (s,7)=T(n,7),n>s>71,eT(n,n)=1,n>0.

Além disso, se tomarmos P (n) = I, temos que a equagao (2.19) tem uma (a"/Bp, 1)-
dicotomia, e as constantes M e C da Defini¢ao 1.2.1 sio: M = ||a®||y_ [|8], ¢ C = 1.
Denotemos por L (m) ¢ (0) = a® ™ (0). Nao é dificil verificar que
lim ky (n) " T (n,m) = L(m).

n—oo

De fato isto é uma consequéncia da sequinte estimativa:

[k ()™ (n,m) — L (m)]| < o (m) (wn ~ 1|, +2 8. sup ﬁ) -

A continuagdo consideramos a sequinte perturbacao de (5.12):

y(n+1)=ay(n)+b(n)y0)y(n)+wve(n)ly@)yn), (2.20)
para n > n, > 0, onde b(n) e c(n) sao sequéncias de nimeros complexos definidas para
n > n,, tais que:

o= 3 [sb(s)|a(2s) < +oo,

S=MNo

S Jse(s)] a(25) < +oo.

S=No

Pe -

Podemos ver que a condigdo p, < +oo implica que (d-2) da suposi¢ao (D) vale. Seja
v um numero real tal que

o2 2
(Ivlla® [, 1815 pe) /a < 1.

FEsta condigcdo garante (d-4). Por outra parte, para a equagdo (1.12), podemos consequir
uma estimativa como em (2.16), e assim a condi¢io (Dy) € satisfeita. Portanto, pelo
Teorema 1.2.5, existe uma constante positiva R suficientemente pequena tal que para cada
@ € P(n,) B, R], existe uma solu¢io y = y(¢) da equagao (1.12) tal que o ki-limite de

Yo () existe e satisfaz a sequinte formula assintdtica:

Yn (@) = Zp (n) + nff (n,8) E° (f1 (5,45 (#)) + f2 (5,50 () + 0 (k1) -

S=no
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Notamos que by < |[|a®||y_ , onde by € definida como no Teorema 1.2.5. Assim, o

ky-limite de yo € dado por:

28 (g (9)) = a0 (0) + 3 a** (f1 (5, s () + Fo (5,00 (2))) .

S=no

Por outra parte o conjunto Q de todas as solugoes convergentes ye (@) da equagdio (1.12)
com ¢ € P (n,) B[R], € equiconvergente em 0o em Xoog,. Além disso, é fdcil ver que a
condi¢io (Dy) (ver observagao 3.2) e a condi¢ao (Dg) (ver observagao 3.4) sao satisfeitas.
Portanto a correspondéncia y (@) «— Z, € bicontinua, a aplicacdo ¢ — ye (@) € continua e

o conjunto 2 € relativamente compacto em Xo i, -
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