
 
 
 
 
 
 
 

Universidade Federal de Pernambuco 
Centro de Ciências Exatas e da Natureza 

Departamento de Matemática 
 
 
 
 
 
 

Pós-Graduação em Matemática 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Modelo Sigma Não-linear  
e Função de Partição 

 
Ediel Azevedo Guerra 

 
 
 

Recife 
03 de julho de 2000 

 
 



 
 
 

Universidade Federal de Pernambuco 
Centro de Ciências Exatas e da Natureza 

Departamento de Matemática 
 
 
 
 
 
 

Ediel Azevedo Guerra 
 

Modelo Sigma Não-linear e Função de Partição 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Trabalho apresentado ao Programa de Pós-
Graduação em Matemática do Departamento 
de Matemática da Universidade Federal de 
Pernambuco como requisito parcial para 
obtenção do grau de Doutor em Matemática. 

 
 
 

Orientador: Ramón Mendoza Ahumada 
 
 
 

 
Recife 

3 de Julho de 2000 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Guerra, Ediel Azevedo 
       Modelo Sigma Não-linear e Função de Partição  
/  Ediel Azevedo Guerra  ─ Recife: O autor, 2000. 
       54 folhas:  il., fig. 
 
        Tese  (doutorado)   ─   Universidade Federal de  
Pernambuco.  CIN.   Ciência da computação, 2000. 
 
        Inclui bibliografia. 
 
       1.     Integração.     2.    Função de Partição.     3. 
Renormalização.      4.      Regularização Zeta.        5. 
Operador de Dirac.     I.Título 
 
      515.43               CDD (22.ed.)       MEI2007-067 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 



Resumo

Os modelos sigma não-lineares são modelos matemáticos de sistemas f́ısicos
nos quais se consideram interações entre campos gravitacionais, bosônicos e
fermiônicos. A despeito desses modelos serem comumente definidos sobre Su-
perf́ıcies de Riemann, neste trabalho consideramos alguns modelos sigma não-
lineares sobre variedades unidimensionais, visando à compreensão e à forma-
lização matemática de alguns conceitos elaborados nessa teoria, de modo es-
pecial o de Função de Partição. Após estabelecer notações, conceitos e alguns
resultados básicos, calculamos, em um primeiro momento, a função de partição
renormalizada para um modelo sigma definido sobre um intervalo fechado da
reta numérica real; mostramos nesse contexto, por intermédio de procedimen-
tos de renormalização e de aproximação semiclássica, que a função de partição
apresenta valores finitos em várias situações. Em um segundo momento, e o
principal dessa dissertação de doutorado, consideramos modelos sigma sobre
a circunferência unitária; nesse novo contexto, apresentamos valores expĺıcitos
para a função de partição renormalizada quando o espaço alvo são as seguintes
variedades riemannianas: a esfera euclidiana no espaço euclidiano usual e o toro
plano. Palavras-chave: Função de Partição; Renormalização; Regularização
Zeta; Operador de Dirac; Integração.



Abstract

The non-linear sigma models are mathematical models of physical systems in
which interactions amongst gravitation, bosonic and fermionic fields are consid-
ered. In spite of the fact that such models are commonly defined on Riemann
Surfaces, in this work we have considered some non-linear sigma models on
unidimensional manifold, aiming at understanding and the mathematical for-
mulation of some concepts formulated within this theory, specially the Partition
Function. After establishing notations, concepts and some basic results, we have
calculated, at first, the renormalized partition function for a sigma model define
on a closed interval of the real numeric straight line; we have presented within
this context, through renormalization and semi-classical approximation proce-
dures, that the partition function presents definite values in various situations.
At a second moment, and the main one in this doctoral thesis, we have con-
sidered sigma models on a unitary circumference; within this new context, we
have shown explicit values for the renormalized partition function when the tar-
get space are the following riemannian manifolds: the euclidean sphere within
the usual euclidean space and the flat torus. Keywords: Partition Function;
Renormalization; Zeta regularization; Dirac operator; Integration.
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1.1.3 Integração sobre álgebras de Grassmann . . . . . . . . . . 12
1.1.4 Álgebras de Clifford . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Preliminares geométricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.1 Fibrado de Clifford . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.2 Operador de Dirac e o laplaciano generalizado . . . . . . 14
1.2.3 Operações elementares com fibrados . . . . . . . . . . . . 14
1.2.4 Volume do fibrado tangente unitário . . . . . . . . . . . . 15
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Introdução

Os σ-modelos dizem respeito a sistemas f́ısicos em que interagem campos gra-
vitacionais, campos bosônicos e/ou campos fermiônicos. A despeito desses mo-
delos serem comumente definidos sobre superf́ıcies de Riemann, consideraremos
o estudo da função de partição para alguns σ-modelos definidos sobre varie-
dades unidimensionais visando à formalização e ‘a “experimentação”de alguns
conceitos matemáticos fundamentais utilizados nessa teoria em um contexto
mais simples que o usual. Seguimos o seguinte itinerário: após estabelecer nos
caṕıtulos 1 e 2 as notações, conceitos e resultados básicos que precisaremos nos
dois caṕıtulos posteriores, nos fixamos, no caṕıtulo 3, em um σ-modelo formu-
lado na teoria do campo bosônico livre sobre um intervalo. Em seguida, no
caṕıtulo 4, tratamos de um σ-modelo não-linear fermiônico definido sobre a
circunferência S1.

O primeiro problema que abordamos aqui é o da determinação da função de
partição para um σ-modelo sobre um intervalo fechado da reta. Esse problema
foi motivado em sua origem pelos artigos [P1] e [W2]. Em [P1], artigo em que
Polyakov trata da teoria das cordas bosônicas, considera-se o estudo da integral

Zγ =
∫
Met(Σ)×C∞(Σ,RD)

e−βE(g,φ)dgdφ,

onde Σ é uma superf́ıcie de Riemann de gênero γ, C∞(Σ,RD) é o conjunto das
aplicações de classe C∞ de Σ em RD, D =26, β = 1

kT (aqui k é a constante de
Boltzmann e T é a temperatura do sistema f́ısico em questão) e

E(g, φ) =
α

4π

∫
Σ

s(g)νg +
λ

2

∫
Σ

〈Δgφ, φ〉νg ,

onde α e λ são constantes de acoplamento, s(g) é a curvatura gaussiana de Σ
na métrica g e νg é o elemento de volume de g. Note que se Σ é uma variedade
compacta, então, pelo teorema de Gauss-Bonnet, temos que

1
4π

∫
Σ

s(g)νg = χ(Σ),

onde χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ, um número inteiro que depende
apenas da topologia de Σ.

Em [W2], artigo apresentado por Witten no Congresso Internacional de Ma-
temática de 1986, em Zürich, define-se um modelo sigma não-linear como a
teoria do campo quântico relativa ao estudo da função

Zf (Σ, X) =
∫

Ωf (Σ,X)

e−βEdφ,
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onde Σ é uma superf́ıcie de Riemann com bordo,X é uma variedade riemanniana
com tensor métrico h, Ωf (Σ, X) é o espaço das funções cont́ınuas de Σ em X
que coincidem com f sobre o bordo de Σ, e E é um funcional definido sobre
Ωf (Σ, X).

Motivados pelos artigos ([P1],[W2]), os autores em [MGM] consideram o
problema de definir e calcular a função de partição

Z(β) =
∫
Met(S1)×C∞(S1,RD)

e−βEdgdφ,

onde E : Met(S1) × C∞(S1,RD) −→ R é a função dada por

E(g, φ) = l2g +
1
2
〈Δgφ, φ〉.

O valor encontrado pelos autores para a função de partição, após um procedi-
mento de renormalização, é dado por

Z(β)ren =
1
2
β3D/4Γ(−D/4),

onde Γ denota a função complexa Gama de uma variável complexa.
No mesmo esṕırito de [MGM], consideramos inicialmente o problema de

definir e calcular a função de partição

Z(β) =
∫
Met(I)×C∞

0 (I,RD)

e−βEdgdφ,

onde I é um intervalo [a, b] da reta, Met(I) é o espaço das métricas sobre I,
C∞

0 (I,RD) é o conjunto das aplicações de I no espaço euclidiano D-dimensional
RD que se anulam nas extremidades de I e E : Met(I) ×C∞

0 (I,RD) −→ R é a
função dada por

E(g, φ) = l2g +
1
2
〈Δgφ, φ〉.

Utilizando o procedimento de renormalização descrito no caṕıtulo 2, obtemos
uma expressão Zren(β) para a função de partição cujo valor pode ser determi-
nado explicitamente. O resultado obtido, contido no caṕıtulo 3 adiante, é o
seguinte:

Teorema 1. Se S = Met(I) × C∞
0 (I,RD) e E : S −→ R é a função dada por

E(g, φ) = l2g + 1
2 〈Δgφ, φ〉, então o valor da função de partição renormalizada é

dado por

Zren(β) = β
D−1

2 · 2−D
2 · Γ
(−D + 2

4

)
.

Aqui Γ denota a função Gama da teoria das funções de uma variável complexa.

O segundo problema aqui abordado, objeto do caṕıtulo 4, diz respeito aos
modelos sigma não-lineares supersimétricos, atualmente um campo de interesse
central em f́ısica teórica (Cf. [V]). Vários conceitos surgidos no estudo de tais
modelos têm sido aplicados em diferentes áreas da matemática permitindo, por
exemplo, novas interpretações da teoria de Morse (Cf. [W1], [HS], [Ch]) ou novas
informações acerca das curvas racionais sobre as variedades de Calabi-Yau (Cf.
[COGP], [AM]).
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Em sua formulação geral, os modelos sigma não-lineares supersimétricos
tratam do conjunto das aplicações φ : Σ −→ X, onde Σ é uma superf́ıcie de Ri-
emann, X é uma variedade riemanniana ou uma variedade complexa de Kähler
cujas únicas 2-formas fechadas são do tipo (1,1) (Cf. [AM],[W]). A variedade Σ é
denominada espaço fonte e a varidade X é denominada espaço alvo. O funcional
energia é definido levando-se em conta as contribuições dos campos gravitaci-
onais, bosônicos, fermiônicos do sistema f́ısico considerado, e, além disso, de
um termo adicional topologicamente invariante, que depende apenas da classe
de homotopia de φ ∈ C∞(Σ, X), da classe de cohomologia de uma forma em
HdimΣ
DR (X) no caso riemanniano (ou de uma (1,1)-forma em H1,1(X), no caso

de uma variedade complexa) e da classe de homologia da imagem de Σ em
X(Cf.[AM ]).

O modelo que trataremos aqui é aquele proposto em [MRM], definido no con-
texto mais simples em que Σ é a circunferência S1. Para descrever esse modelo
considere duas variedades riemannianas (Σ, g) e (X,h) conexas, compactas, sem
bordo, orientáveis, de dimensões m e n, respectivamente. Denote por Clg(Σ) o
fibrado de Clifford de (Σ, g). Dada uma aplicação diferenciável φ : Σ −→ X de
classe C∞, seja φ∗TX o fibrado induzido sobre Σ por φ.

Considere o fibrado de módulos à esquerda Clg(Σ)⊗φ∗TX sobre Clg(Σ) (isto
é, Clg(Σ) ⊗ φ∗TX é um fibrado sobre Σ cuja fibra sobre p ∈ Σ é um módulo
à esquerda sobre a álgebra de Clifford Cl(TpΣ, gp)). Seja D(g,φ) o operador de
Dirac de Clg(Σ) ⊗ φ∗TX, e denote por E(g,φ) a álgebra de Grassmann gerada
pelas autofunções normalizadas de D(g,φ). Obtemos desse modo um novo fibrado
E sobre B ≡Met(Σ) × C∞(Σ, X) cuja fibra sobre (g, φ) é dada por E(g,φ).

A superenegia Ê associada ao fibrado E sobre B é definida como sendo

Ê(ψ) = α

∫
Σ

s(g)νg + β

∫
Σ

trgφ
∗hνg + γD(g,φ)ψ · ψ + δ

∫
Σ

φ∗ω,

onde α, β, γ, δ são constantes de acoplamento, s(g) é a curvatura escalar da
métrica g, νg é o elemento de volume de g, e ω ∈ HdimΣ

DR (X,Z). Se ea, a =
1, 2, ..., k é um conjunto de geradores de HdimΣ

DR (X), então [ω] =
∑k

a=1c
a[ea],

onde ca são números reais. Denotando o último termo de Ê(ψ) por Et, obtemos
que Et =

∑k
a=1c

ama, onde ma =
∫

Σ
φ∗ea. Pelo teorema da dualidade de

Poincaré (Cf. [GH]) temos que

ma =
∫

Σ

φ∗ea =
∫
φ(Σ)

ea =# ([φ(Σ)] · [PD(ea)]),

onde PD(ea) ∈ HdimX−dimΣ(X) é o ciclo dual de Poincaré de ea, e #([φ(Σ)] ·
[PD(ea)]) é o número de intersecção da classe de homologia de φ(Σ) com a
classe de homologia do ciclo PD(ea). Desse modo, os ma são números inteiros
que dependem da classe de homologia de φ(Σ).

O problema proposto em [MRM] é o de definir e obter um valor expĺıcito
para a função

Z(
α

kT
,
β

kT
,
γ

kT
,
δ

kT
) =
∫
e−

1
kT Ê(ψ).

Isso é feito por intermédio dos procedimentos de aproximação semiclássica e
de renormalização descritos no caṕıtulo 2, obtendo uma expressão calculável
para a função de partição clássica Z que denotamos por ZSCren. Como Et é um
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invariante topológico, o cálculo de ZSCren pode ser feito considerando uma soma
discreta sobre as classes de homotopia [Σ, X ] das aplicações de Σ em X. Convém
observar aqui, que se φ e φ̃ são aplicações homotópicas de Σ em X , então φ∗TX
e φ̃∗TX são fibrados isomorfos. Temos, portanto,

ZSCren =
∑

[φ]∈[Σ,X]
ZSCren|[φ].

No que se segue assumiremos que kT = 1, a menos que se diga explicitamente
o contrário.

Em [MRM] os autores consideraram o caso em que Σ = (S1, g) e X =
(S1, h), e obtiveram o valor de ZSCren restrita à classe de homotopia das aplicações
constantes:

ZSCren|[φ=cte] =
1
2
α− 3

4 β
1
2 γ−2Γ

(
3
4

)
vol(S1, h).

O problema que abordamos no caṕıtulo 4 é o de definir e calcular Z =∫
Ee

−Ê(ψ) nos casos em que Σ = S1 e X é o toro flat ou a esfera S2 equipada com
a métrica induzida pela métrica euclidiana do R3. Os resultados encontrados
estão descritos nos teoremas 2 e 3 abaixo.

Teorema 2. Sejam Σ a circunferência S1 com uma métrica riemanniana g
e X uma variedade riemanniana n-dimensional compacta com uma métrica h.
Então o valor da função de partição ZSCren restrita à classe de homotopia das
aplicações constantes é dado por

ZSCren|[φ=cte] =
1
2
α− 3n

4 β
n
2 γ−2nΓ

(
3n
4

)
vol(X,h).

Seja (S2, can) a esfera munida da métrica riemanniana induzida pela métrica
canônica do R3. A imagem de uma aplicação harmônica φ : S1 −→ (S2, can)
é um ćırculo máximo de S2. Desse modo, podemos olhar para φ como sendo
uma aplicação de S1 em φ(S1) ≡ S1. Definimos o grau da aplicação harmônica
φ : S1 −→ (S2, can) como sendo o número de vezes que ela cobre sua imagem.

Teorema 3. Sejam Σ a circunferência S1 munida de uma métrica riemanniana
g e X a esfera S2 equipada com a métrica induzida pela métrica euclidiana do
R3. Então o valor da função de partição ZSCren restrita à classe de homotopia
das aplicações harmônicas [φ]1 ∈ [S1, S2] de grau 1 é dado por

ZSCren|[φ]1
= 2π2γ−4β−1

∫ ∞

0

e
−[αl2g+β (2π)2

lg
]

sinh(lg/2)
l
7
2
g dlg,

onde lg é o comprimento de S1 na métrica g.

Observe que na expressão obtida para ZSCren|[φ]1
não consta a constante de

acoplamento δ. Isso se deve ao fato de Et ser nula para S2, uma vez que
H1
DR(S2) = 0.

Para o toro plano obtivemos o resultado seguinte:

Teorema 4. Sejam Σ = (S1, g) e X = S1 ×S1 o toro flat com métrica h. Seja
φm1,m2 : S1 −→ X a aplicação φm1,m2(z) = (αzm1 , βzm2), com (m1,m2) ∈
Z × Z. Se Et =

∫
S1 φ

∗
m1,m2

w, w = c1dθ1 + c2dθ2 ∈ H1
DR(X,Z), então

Zm1,m2 := ZSCren|[φm1,m2 ] = α3/2βγ−4(
∫ ∞

0

e−[x2+ b
x (m2

1+m
2
2)]x2dx)vol(X,h)qm1

1 qm2
2 ,
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onde b = 4π2β
√
α e qi = e−δci , i ∈ {1, 2}.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

No estudo das part́ıculas elementares da matéria, os f́ısicos têm distinguido dois
tipos básicos de part́ıculas: os férmions, que obedecem o prinćıpio de exclusão de
Pauli e podem ser descritos pela estat́ıstica de Fermi; e os bósons, que não obe-
decem àquele prinćıpio, e cujo comportamento pode ser descrito pela estat́ıstica
de Bose. O modelo que estudaremos nos caṕıtulos subseqüentes, pretende in-
corporar esses dois tipos de part́ıculas por intermédio dos conceitos de campo
bosônico e de campo fermiônico.

Um campo sobre uma variedade diferenciável Σ é uma seção de um fibrado
E sobre Σ, de fibra F . Um campo bosônico sobre Σ é uma seção de um fibrado
trivial cuja base Σ e cuja fibra X são variedades riemannianas; devido ao caráter
trivial do fibradoE é conveniente identificar o espaço das seções Γ(E) deE com o
espaço C∞(Σ, X) das aplicações de classe C∞ de Σ emX . Um campo fermiônico
sobre Σ é uma seção de um fibrado cuja base é uma variedade riemanniana e
cuja fibra é um módulo sobre uma álgebra de Clifford. Os campos gravitacionais
são seções do fibrado S2Σ das aplicações bilineares simétricas sobre Σ.

Neste trabalho, entendemos por modelo um par (S, E), onde S é um conjunto
definido a partir de um dado sistema f́ısico, e E : S −→ R é uma função
que descreve a energia de cada s ∈ S. O espaço S é denominado espaço de
configurações do modelo.

Um modelo que tem sido amplamente estudado em Relatividade Geral é
aquele em que a energia EG é definida sobre o conjunto Met(Σ) de todas as
métricas sobre uma variedade diferenciável compacta orientável pela seguinte
expressão:

EG(g) =
∫

Σ

s(g)νg,

onde s(g) é a curvatura escalar de Σ na métrica g e νg é o elemento de volume de
g. Sabe-se que os pontos cŕıticos de EG são exatamente as métricas de Einstein
sobre Σ.

Outros modelos bastante difundidos, e que têm sido objeto de investigação
nas últimas décadas pelas suas conexões com o problema da unificação da forças
elementares, são os σ-modelos. Esses modelos tratam de sistemas f́ısicos em que
se consideram as interações entre os campos gravitacionais e os campos bosônicos
e/ou fermiônicos. Os modelos sigma não-lineares referem-se a sistemas f́ısicos
em que se consideram as interações dos campos gravitacionais e dos campos
bosônicos C∞(Σ, X), onde X é uma variedade riemanniana de dimensão finita
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sem estrutura de espaço vetorial. Nesse tipo de modelo os campos fermiônicos
não são considerados. Um exemplo de um tal modelo é aquele em que o espaço
de configurações é constitúıdo pelos campos bosônicos φ sobre uma variedade
riemanniana (Σ, g) compacta orientável, sem bordo, e a função energia E é a
função que a cada campo φ associa o número

E(φ) =
1
2

∫
Σ

trgφ
∗hνg,

onde h é a métrica sobre a fibra X , φ∗h é o pull-back de h pela aplicação φ,
e trgφ∗h é o traço de φ∗h com respeito à métrica g. Os pontos cŕıticos desse
funcional são denominados aplicações harmônicas.

Um modelo sigma não-linear supersimétrico, por sua vez, é um modelo de-
finido a partir de um sistema f́ısico em que interagem campos gravitacionais,
bosônicos e fermiônicos. O modelo supersimétrico que trataremos neste traba-
lho é aquele proposto em [MRM] obtido a partir de um fibrado E cuja base é
dada por B = Met(Σ)×C∞(Σ, X) e cujas fibras são as álgebras de Grassmann
geradas pelas autofunções de um operador de Dirac D(g,φ) convenientemente
definido. Estaremos particularmente interessados nos casos em que Σ = S1 e
X é o toro plano R2/Z2 ou a esfera S2. Para estabelecer precisamente esse
modelo, o que será feito no caṕıtulo 2, é necessário fixar notações, introduzir
alguns conceitos e resultados básicos; esse é o objetivo deste caṕıtulo.

1.1 Preliminares algébricos

O tratamento matemático dos campos fermiônicos requer a introdução de duas
noções fundamentais: álgebra de Grassmann e álgebra de Clifford; duas álgebras
associativas com produtos anticomutativos. O objetivo desta seção é introduzir
esses dois conceitos, ressaltando suas propriedades mais elementares que serão
necessárias nos caṕıtulos subseqüentes.

1.1.1 Álgebras de Grassmann

A álgebra de Grassmann GN é a álgebra associativa, com unidade 1, gerada sobre
R ou C por N śımbolos θ1, θ2, ..., θN sujeitos à seguinte regra de multiplicação

θiθj + θjθi = 0, 1 ≤ i, j ≤ N

Note que quando i = j, obtém-se θ2i = 0 para i = 1, 2, 3, ..., N.
Uma base da álgebra GN ,vista como espaço vetorial sobre R ou C , é dada

pelos monômios

1 , θ1, ..., θN , θiθj(i < j), θiθjθk(i < j < k), ..., θ1θ2...θN

Desse modo, a dimensão de GN é igual a
∑N

p=0(
N
p ) = 2N .

Um elemento f ∈ GN arbitrário, pode ser escrito na forma

f = f(θ) ≡ f01 +
∑

i<1
fijθiθj +

∑
i<j<k

fijkθiθjθk + ...+ f12...Nθ1...θN

=
∑

0≤k≤N
1
k!

∑
i1,...,ik

fi1...ikθi1θi2 ...θik ,
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onde 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ N.
Note que essa expansão de f pode ser posta na seguinte forma:

f =
∑

ni∈{0,1}fn1,...,nNθ1
n1θ2

n2 ...θN
nN

Os inteiros ni ∈ {0, 1} podem ser pensados como os números de ocupação dos
estados descritos pelos θi. Esse ponto de vista traz à tona as relações subjacentes
entre as álgebras de Grassmann e a estat́ıstica de Fermi.

1.1.2 Derivação em álgebras de Grassmann

A derivada à esquerda ∂
∂θi

é definida sobre os monômios θi1θi2 ...θiN da seguinte
maneira: a derivada ∂

∂θi
de um monômio que não contém θi é igual a zero; a

derivada ∂
∂θi

de um monômio que contém θi é calculado movendo-se o θi para a
esquerda obedecendo a anticomutação até que ele ocupe a primeira posição do
monômio, quando então é suprimido. Essa operação é estendida por linearidade
para qualquer elemento da álgebra. Analogamente define-se derivação à direita.
Verifica-se facilmente que

∂

∂θi

∂

∂θj
+

∂

∂θj

∂

∂θi
=
{
∂

∂θi
,
∂

∂θj

}
= 0

∂

∂θi
θj + θj

∂

∂θi
=
{
∂

∂θi
, θj

}
= δij

1.1.3 Integração sobre álgebras de Grassmann

As integrais de Berezin são operações lineares sobre funções f(θ1, ..., θN) dos
geradores θ1, θ2, ..., θN de GN , dadas por∫

f(θ1, ..., θN )dθi =
∂

∂θi
f(θ1, ..., θN ),

∫
f(θ1, ..., θN )dθidθj =

∂

∂θj

∂

∂θi
f(θ1, ..., θN ), ...∫

f(θ1, ..., θN )dθ1...dθN =
∂

∂θ1
...

∂

∂θN
f(θ1, ..., θN ).

Valem as seguintes proposições (Cf.Berezin[B], Itzykson e Drouffe[ID]):

Proposição 1. Sejam θ1, ..., θN os geradores de uma álgebra de Grassmann GN
e aij números reais tais que aij = −aji, para 0 ≤ i, j ≤ N. Então,∫

exp(
1
2

∑
aijθiθj)dθN ...dθ1 = [det(aij)]

1
2

Proposição 2. Se o conjunto de geradores de uma álgebra de Grassmann pode
ser decomposto em dois conjuntos conjugados θk e θk, k = 1, 2, 3, ..., N, e se
A = (aij) é uma matriz anti-simétrica, então∫

exp(
∑

i,j
aijθiθj)dθ1dθ1...dθNdθN = detA

12



1.1.4 Álgebras de Clifford

Classicamente, a álgebra de Clifford ClN é conhecida como a álgebra associa-
tiva, com unidade 1, gerada por N elementos e1, e2, ..., eN sujeitos às seguintes
relações:

e2i = −1,

eiej + ejei = 0, 1 ≤ i, j ≤ N.

Note que Cl1 é o conjunto dos números complexos, e que Cl2 é a álgebra dos
quatérnions de Hamilton.

Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K, e seja q : V −→ K uma forma
quadrática sobre V . A álgebra de Clifford Cl(V, q) é a álgebra associativa sobre
K, com unidade 1, gerada por V sujeito à relação

v · v = −q(v) · 1, v ∈ V.

Quando a caracteŕıstica de K é diferente de 2, temos que

v · w + w · v = −2q(v, w)1,

onde q(v, w) = 1
2 [q(v + w) − q(v) − q(w)].

Observação: Quando a dimensão de V é finita igual a N e q é uma
forma quadrática degenerada (isto é, q(v, v) = 0, ∀v ∈ V ), a álgebra de Clif-
ford Cl(V, q ≡ 0) coincide com a álgebra de Grassmann GN .

O leitor interessado em mais informações sobre este tópico, pode consultar
as referências [LM] e [BGV].

1.2 Preliminares geométricos

Nosso objetivo nesta seção é introduzir algumas noções de geometria diferen-
cial que u saremos posteriormente, principalmente na descrição do modelo que
apresentaremos no caṕıtulo 4. Aqui colecionamos apenas alguns conceitos e fa-
tos elementares com o enfoque que utilizaremos no corpo deste trabalho. Mais
informações acerca dos tópicos apenas aludidos nesta seção podem ser obtidos
em [LM], [BGV], [GH], [B] e [EL].

1.2.1 Fibrado de Clifford

Um fibrado vetorial π : E −→ M é riemanniano quando em cada fibra Ex =
π−1(x) existe um produto interno positivo definido <,>x que varia diferencia-
velmente com x.

Seja π : E −→ M um fibrado vetorial riemanniano com métrica <,> .
Considerando para cada p ∈M a álgebra de Clifford Cl(π−1(p), <,>p) obtém-
se um novo fibrado sobre M cujas fibras são álgebras de Clifford. Este fibrado
é denominado fibrado de Clifford de E e é denotado por Cl(E). O fibrado de
Clifford Cl(M) de uma variedade riemanniana (M, g) é o fibrado de Clifford de
seu fibrado tangente TM .
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1.2.2 Operador de Dirac e o laplaciano generalizado

Uma conexão sobre um fibrado vetorial π : E −→M é uma aplicação R-bilinear

∇ : Γ(TM)×Γ(E) −→ Γ(E)

que satisfaz os seguintes axiomas (onde ∇Xs ≡ ∇(X, s)) :

(i)∇fXs = f∇Xs;

(ii)∇Xfs = X(f)s+ f∇Xs,

onde f : M −→ R é uma função diferenciável. A seção ∇Xs, é denominada
derivada covariante de s na direção X.

Seja π : E −→M um fibrado vetorial riemanniano com métrica <,> . Uma
conexão riemanniana ∇ sobre E é uma conexão sobre E que satisfaz a igualdade

X < s, t >=< ∇Xs, t > + < s,∇Xt >

para todos X ∈ Γ(TM), e s, t ∈ Γ(E).
Seja (M, g) uma variedade riemanniana orientada com fibrado de Clifford

Cl(M), e seja S qualquer fibrado de módulos à esquerda sobre Cl(M) (isto é, S
é um fibrado sobre M tal que em cada ponto p ∈ M a fibra Sp é um módulo à
esquerda sobre a álgebra de Clifford Cl(TpM, gp)). Supondo que S é riemanniano
e é dado com uma conexão riemanniana ∇, definimos o operador de Dirac de S
como o operador diferencial de primeira ordem D : Γ(S) −→ Γ(S) dado, em p ∈
M, por D(s) =

∑m
k=1Ek · ∇Ek

s, onde {E1, ..., Em} é um referencial ortonormal
local em um aberto em torno de p, e onde o ponto “·”denota a multiplicação do
módulo de Clifford. A definição independe do referencial ortonormal adotado.

O operador de Dirac D é um operador formalmente autoadjunto com espec-
tro real não limitado inferiormente e superiormente (Cf. [LM]). No caṕıtulo 4
encontram-se alguns exemplos de operadores de Dirac.

Sejam M uma variedade riemanniana com métrica g e ∇ uma conexão sobre
um fibrado vetorial E −→ M . O laplaciano generalizado (ou de uma conexão)
é o operador que a cada seção s ∈ Γ(E) associa a seção Δ̃s definida como

(Δ̃s)(p) = −
∑m

i=1
(∇Ei∇Ei −∇∇Ei

Ei)s(p),

onde {E1, E2, ..., Em} é um referencial ortonormal local em um aberto U em
torno de p. O laplaciano generalizado independe do referencial ortonormal es-
colhido.

1.2.3 Operações elementares com fibrados

Se E −→ M e F −→ M são dois fibrados vetoriais, denotaremos por:(1) E∗ o
fibrado dual de E;(2) E⊕F a soma direta (ou de Whitney) de E e F ;(3) E⊗F
o produto tensorial de E eF .

Se φ : M −→ N é uma aplicação diferenciável e π : E −→ N é um fibrado
vetorial sobre N , denotaremos por φ∗E o fibrado induzido sobre M por φ. A
fibra de φ∗E sobre p ∈M é Eφ(p), a fibra de E sobre φ(p).

Se ∇E e ∇F são conexões sobre os fibrados E −→ M e F −→ N , podemos
definir conexões sobre os fibrados mencionados acima:
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(1) a conexão dual ∇∗ sobre E∗ é dada por

(∇∗
Xθ)(s) = X(θ(s)) − θ(∇Xs),

onde θ ∈ Γ(E∗) e s ∈ Γ(E);
(2) a conexão soma direta ∇ sobre E ⊕ F é dada por

∇X(r ⊕ s) = ∇E
Xr ⊕∇F

Xs;

(3) a conexão produto tensorial é dada por

∇X(r ⊗ s) = (∇E
Xr) ⊗ s+ r ⊗ (∇F

Xs);

(4) a conexão pull-back é a única conexão ∇ sobre φ∗E tal que para cada
p ∈M, com q = φ(p), X ∈ TpM e s ∈ Γ(E) temos que

∇X(φ∗s) = φ∗∇E
φ∗X

(s),

onde φ∗ é a derivada de φ e φ∗s = s ◦ φ ∈ Γ(φ∗E).

1.2.4 Volume do fibrado tangente unitário

Seja M uma variedade riemanniana com métrica g. O fibrado tangente de M
é o conjunto TM = {(p, v)|p ∈ M, v ∈ TpM}. Dados (p, v) ∈ TM e V,W
vetores tangentes a TM em (p, v), escolha curvas α(t) = (p(t), v(t)) e β(s) =
(q(s), w(s)) com p(0) = q(0) = p, v(0) = w(0) = v e V = (p′(0), v′(0)) = α′(0)
, W = (q′(0), w′(0)) = β′(0). Podemos introduzir uma métrica g1 em TM
definindo

g1(V,W ) = g(π∗V, π∗W ) + g(
DV

dt
(0),

DW

dt
(0)),

onde π∗ é a diferencial da projeção canônica π : TM −→ M e D
dt é a derivada

covariante.
Note que a métrica g1 induz no fibrado tangente unitário UM = {(p, v) ∈

TM |g(v, v) = 1} uma métrica riemanniana que ainda denotaremos por g1.
Em Besse ([B], pp. 51-2), demonstra-se o seguinte resultado: Se (M, g) é

uma variedade riemanniana compacta d-dimensional, então

vol(UM, g1) = vol(Sd−1, can)vol(M, g),

onde UM é o fibrado tangente unitário de M , g1 é a métrica do fibrado tangente
de M, e Sd−1 é a esfera de dimensão d− 1 munida da métrica canônica.

1.2.5 Número de intersecção e dualidade de Poincaré

Suponha que M é uma n-variedade orientada, A, B são dois ciclos em M de
dimensões k e n − k, respectivamente, e p ∈ A ∩ B é um ponto da intersecção
transversal de A e B. Sejam v1, ..., vk ∈ TpA ⊂ TpM uma base orientada de
TpA, e w1, ..., wn−k uma base orientada de TpB ⊂ TpM . Definimos o ı́ndice de
intersecção ip(A · B) de A e B em p como sendo +1 se v1, ..., vk, w1, ..., wn−k é
uma base de orientação positiva para TpM , e sendo -1 em caso contrário. Se A e
B intersectam-se transversalmente em todos os pontos de intersecção, definimos
o número de intersecção de A e B como sendo

#(A · B) =
∑

p∈A⊂Bip(A ·B).
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Em sua versão fraca (cf. [GH]), o Teorema da Dualidade de Poincaré diz
que se M é uma n-variedade compacta orientada, então a aplicação

P : Hk(M,Q) −→ Hn−k(Q)∗ ∼= Hn−k(M,Q)

dada por
P (A)(B) =# (A · B),

é um isomorfismo. Pelo isomorfismo de de Rham Hn−k(M,Q) é isomorfo a
Hn−k
DR (M,Q); desse modo, o Teorema de Dualidade de Poincaré assegura que

para qualquer k-ciclo A sobre M existe uma (n-k)-forma fechada ϕ tal que para
qualquer (n-k)-ciclo B sobre M , temos∫

B

ϕ =# (A ·B).

Essa (n-k)-forma ϕ é denominada dual de Poincaré de A. Usaremos a seguinte
notação: ϕ = PD(A).

Se f : M −→ N é uma aplicaçào não-singular sobre o ciclo A ⊂ N, então
com a orientação apropriada o ciclo f−1(A) é o dual de Poincaré para o pull-
back via f do dual de Poincaré de A. Para ver isso, observe que se B ⊂ M é
qualquer ciclo sobre M encontrando f−1(A) transversalmente, temos que f(B)
intersecta A transversalmente em f(B ∩ f−1(A); assim,∫

B

f∗(PD(A)) =
∫
f(B)

PD(A) =# (f(B) ·A) =# (B · f−1(A)).

Portanto, f−1(A) é o dual de Poincaré de f∗(PD(A)).
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Caṕıtulo 2

Função de partição

Seja S o conjunto dos estados acesśıveis a um sistema f́ısico F em equiĺıbrio a
uma dada temperatura T . Boltzmann descobriu, partindo de estudos anterio-
res de Maxwell, que a probabilidade P (s, T ) de ocorrência de um dado estado
acesśıvel s ao sistema F é proporcional ao fator exponencial e−E(s)/kT , onde
E(s) é a energia da configuração s e k é a constante de Boltzmann. Fazendo
β = 1

kT , podemos escrever

P (s, T ) = Ce−βE(s),

onde C é uma constante a ser determinada. Usando a condição de normalização∑
s∈S P (s, T ) = 1, obtemos que

C =
1∑

s∈S e−βE(s)
.

Logo, fazendo Z(β) =
∑
s∈S e

−βE(s), obtemos que

P (s, T ) =
e−βE(s)

Z(β)
.

Definição: Seja S o conjunto de todos estados acesśıveis a um dado sistema
f́ısico F em equiĺıbrio a uma dada temperatura T . Seja E : S −→ R a função
que a cada estado s ∈ S associa sua energia. A função de partição Z associada
ao par (S,E) é dada por

Z(β) =
∑
s∈S

e−βE(s) ,

onde β = 1/kT , sendo k a constante de Boltzmann.
Observação:

(1) A letra Z vem da palavra alemã Zustandsumme, que significa soma sobre
estados.

(2) Alternativamente, podemos definir função de partição no contexto da te-
oria da medida. Para isso, considere um sistema f́ısico F em equiĺıbrio
a uma dada temperatura T . Seja A uma σ-álgebra de subconjuntos do
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conjunto S, de todos estados acesśıveis a F . Se μ : A −→ [0,+∞] é uma
medida e E : S −→ R é uma função, então a função de partição associada
ao par (S,E) é dada por

Z(β) =
∫
S

e−βEdμ ,

onde β = 1/kT , k é a constante de Boltzmann.

(3) A importância do conhecimento da função de partição, reside no fato
de que as propriedades termodinâmicas de um sistema f́ısico podem ser
expressas em termos de ln Z. Por exemplo, a energia, a entropia e a
pressão de um sistema f́ısico são dadas, respectivamente, por:

E = − ∂

∂β
lnZ , S = βE + ln Z , P =

1
2

∂

∂V
lnZ .

Mais considerações acerca da função de partição podem ser encontradas nas
referências ([R], [MB], [Ha], [ID]).

2.1 Renormalização

Em vários problemas f́ısicos, o espaço de configurações S é uma variedade ri-
emanniana de dimensão infinita. Então, o primeiro problema com o qual nos
defrontamos é o de dar sentido matemático à função de partição Z(β). Um
segundo problema é o de obter valores expĺıcitos para Z(β). Há dois procedi-
mentos que utilizaremos para esse fim: o de renormalização e o de aproximação
semiclássica.

O procedimento de renormalização da função de partição é utilizado quando
é posśıvel identificar um grupo de simetrias G que age sobre S, deixando a ener-
gia do sistema invariante, e de modo que o quociente S/G tenha uma estrutura
de variedade riemanniana de dimensão finita. Nesse caso, redefine-se a função
de partição por intermédio de uma integração sobre a variedade quociente S/G.
Essa redefinição é motivada por um resultado válido para o caso em que S e
G têm dimensão finita. Para enunciar esse resultado, precisaremos de algumas
definições e observações preliminares.

Nos deteremos inicialmente no caso mais simples em que S é um conjunto e
G é um grupo finito que age sobre S de modo que o conjunto quociente S/G é
finito. Dado s ∈ S, o grupo de isotropia (ou estabilizador) de s é o subgrupo de
G dado por

Ks = {g ∈ G|g · s = s}.
Dado s ∈ S, temos que os grupos de isotropia Ks e Kg·s são isomorfos; para ver
isso, basta observar que a aplicação ia : Ks −→ Kg·s, dada por ia(x) = gxg−1,
é um isomorfismo. Por conseguinte, podemos definir o número de elementos no
grupo de isotropia da órbita [s] de s ∈ S como

#K[s] = #Ks,

para qualquer s ∈ [s].
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Quando o espaço quociente S/G é finito, podemos reescrever a função de
partição Z(β) =

∑
s∈S e

−βE(s) em termos de uma soma sobre as órbitas [s] ∈
S/G. Isso é feito no teorema seguinte.

Proposição 3. Seja A : G × S −→ S uma ação de um grupo finito G sobre
um conjunto S, denotada por A(g, s) = g · s, tal que o conjunto quociente S/G
é finito. Se E : S −→ R é uma função constante ao longo das órbitas da ação
(isto é, E(g, s) = s, ∀g ∈ G), então

Z(β) =
∑
s∈S

e−βE(s) =

⎛⎝ ∑
[s]∈S/G

e−βĒ([s]) · 1
#K[s]

⎞⎠#G.

Demonstração: Fixado s ∈ S, considere a aplicação As : G −→ [s] ⊂ S dada
por As(g) = g · s. Observe que As não é injetiva, pois

(gh) · s = g · (h · s) = g · s,
para todo h ∈ Ks. Considere então a aplicação Ās : G/Ks −→ [s] ⊂ S/G dada
por Ās([g]) = g · s. Note, agora, que Ās é bijetiva, pois

Ās([g]) = Ās([gh]),

para todo h ∈ Ks. Temos então que #G/Ks = #[s]. Pelo Teorema de Lagrange,
conclúımos que

#[s] =
#G
#Ks

.

Desse modo, obtemos que

Z(β) =
∑
s∈S

e−βE(s) =
∑

[s]∈S/G

⎡⎣∑
s∈[s]

e−βE(s)

⎤⎦ =
∑

[s]∈S/G

[
#[s] · e−βĒ([s])

]
,

onde Ē é tal que Ē ◦ π = E.
Dáı segue-se, finalmente, que

Z =
(∑

[s]∈S/Ge
−βĒ([s]) · 1

#Ks

)
#G.

�

Observação: Podemos obter uma medida μ em S/G definindo

μ([s]) =
1

#Ks
.

Isso permite reescrever a função de partição obtida na proposição acima como

Z = Zren(β)#G,

onde

Zren(β) =
∫
S/G

e−βĒ
1

#Ks
dμ.
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Consideraremos, agora, o caso em que S é uma variedade riemanniana de
dimensão finita orientável, e G um grupo de Lie compacto. Seja A : G×S −→ S
uma ação diferenciável. Para s ∈ S fixado, considere a aplicação As : G −→ S
dada por As(a) = A(a, s). Defina A

′
s,a como sendo a restrição da derivada A

′
s(a)

ao subespaço (KerAs′(a))⊥. Denote por A
′∗
s,a a adjunta de A

′
s,a.

O determinante de Fadeev-Popov da ação de G sobre S é a função

FP : G× S −→ S
dada por

FP (a, s) =
√
det(A′∗

s,a ◦As,a′).

Teorema 5. Sejam (S,G) uma variedade riemanniana e (G, h) um grupo de
Lie com uma métrica bi-invariante h. Se G atua sobre S por isometrias, então
o determinante de Fadeev-Popov tem as seguintes propriedades:

(i) FP (a, s) = FP (e, s)
(ii) FP (e, s) = FP (e, as).

Demostração: Para demonstrar (i), condidere as aplicações la : G −→ G,
la(x) = ax; La : S −→ S, La(s) = a · s; e As : G −→ S, dada por As(y) = y · s.
É imediato verificar que

As ◦ la = La ◦As.
Derivando os termos desta igualdade na identidade, obtemos que

A′
s(a) ◦ l′a(e) = L′

a ◦A′
s(e).

Temos que la e La são isometrias, pois h é uma métrica biinvariante sobre G e
G age sobre S por isometrias; desse modo,

detA′
s,a = ±detA′

s,e.

Conclúımos dáı que
FP (a, s) = FP (e, s).

Para demonstrar (ii), considere as aplicações ia : G −→ G, ia(x) = axa−1,Aa·s :
G −→ S, Aas(x) = xas, e La : S −→ S dada por La(s) = a · s. É imediato
verificar que La ◦ As = Aas ◦ ia. Derivando os termos dessa igualdade na
identidade e ∈ G, obtemos que

L′
a ◦ A′

s(e) = A′
as(e) ◦ Ada.

Como L′
a e Ada são isometrias, pois G atua por isometrias e h é uma métrica

biinvariante, segue-se que

detA′
s,e = ±detA′

as,e.

Portanto,

FP (e, as) =
√

detA′∗
as,e ◦ A′

as,e =
√

detA′∗
s,e ◦ A′

s,e = FP (e, s)

�
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Observação: Segue-se da proposição que FP é constante ao longo das
órbitas da ação. Portanto, tem sentido definir o determinante de Fadeev-Popov
da órbita [s] de s ∈ S, como sendo FP ([s]) = FP (e, s).

Observe que se Ad(a) é uma transformação ortogonal para todo a ∈ G,
então o isomorfismo ia : Ks −→ Ka·s dado por ia(x) = axa−1 é uma isometria.
Portanto, tem sentido definir o volume do estabilizador de [s] como sendo o
volume do estabilizador de qualquer s ∈ [s]; ou seja, vol(K[s]) = vol(Ks).

Podemos agora enunciar o teorema que prometemos.

Teorema 6. Sejam (S,G) uma variedade riemanniana orientável de dimensão
finita, e (G, h) um grupo de Lie compacto com métrica biinvariante. Se G atua
sobre S por isometrias e f : S −→ R é uma função integrável sobre S tal que
f(a · s) = f(s), ∀a ∈ G, então∫

S
f(s)νG = (

∫
S/G

f([s])FP ([s])
1

vol(K[s])
νG̃)
∫
G

νh

onde νG , νh e νG̃ são as formas de volume de S, G e S/G, respectivamente.

Para demonstrar esse teorema necessitaremos do resultado seguinte, cuja
demons tração pode ser encontrada na referência [Hel]; para mais detalhes, o
leitor interessado pode também consultar [R]. .

Teorema 7. ([Hel]) Seja G um grupo de Lie e K um subgrupo fechado. A
relação

|det AdG(k)| = |det AdK(k)|, k ∈ K,

é una condição necessária e suficiente para a existência de uma medida G-
invariante positiva sobre G/K. Essa medida dgK é única (a menos de um fator
constante) e ∫

G

f(a)dg =
∫
G/K

(∫
K

f(a.k)dk
)
dgK ,

onde f é cont́ınua de suporte compacto en G, se as medidas invariantes à es-
querda dg e dk estão adequadamente normalizadas.

Corolário: Sejam G um grupo de Lie compacto e K um subgrupo fechado
de G. Se |det AdG(k)| = |det AdK(k)|, então

vol(G/K) =
vol(G)
vol(K)

.

Demostração (do corolário): Tomando f ≡ 1 no Teorema, obtemos que∫
G

dg =
∫
G/K

(vol K)dgK ,

donde se conclue que

vol(G) = vol(K).vol(G/K).

Logo,

vol(G/K) =
vol(G)
vol(K)

.
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�
Observação: O corolário generaliza o Teorema de Lagrange para grupos

finitos.

Demostração (do teorema 6):
Aplicando o Teorema de Fubini localmente e usando uma partição da uni-

dade, obtemos que ∫
S
f(s)vG =

∫
S/G

(∫
[s]

f(s)vG̃

)
vḠ ,

onde Ḡ é a métrica sobre S/G e G̃ é a métrica induzida sobre [s] vista como
subvariedade de S.

Como f é constante em [s], conclúımos que∫
S
f(s)vG =

∫
S/G

f([s])

(∫
[s]

vG̃

)
vḠ .

Seja As : G/Ks −→ [s] dada por As(ā) = a · s. Então, pela fórmula da
mudança de variáveis, temos que∫

[s]

vG̃ =
∫
G/Ks

A∗
svG̃ =
∫
G/Ks

det A′
s(a)vh̄ =

∫
G/Ks

FP (a, s)vh̄,

onde nesta última igualdade usamos o seguinte resultado de álgebra linear: se
L é um operador linear de (V,<,>) que preserva orientação, então det L =√
det(L∗L). Usando o teorema 4 obtemos que∫

G/Ks
FP (a, s)vh̄ =

∫
G/Ks

FP ([s])vh̄

A última igualdade decorre do corolário enunciado anteriormente. Portanto,∫
S f(s)vG =

∫
S/G f(s).FP ([s]).vḠ

=
(∫

S/G f([s]).FP ([s]). 1
vol(K[s])

.vḠ
)
.
∫
G vh.

�

Definição: Quando (S,G) é uma variedade riemanniana de dimensão infi-
nita e G é um grupo de simetrias que age sobre S por isometrias deixando uma
função f : S −→ R invariante, e, além disso, o quociente S/G tem dimensão
finita, definimos, com a notação acima e motivados pelo teorema anterior, a
função de partição renormalizada:

Zren(β) =
∫
S/G

f([s])FP ([s])
1

volK[s]
νG ,

onde f é a função induzida no quociente por f , K[s] é o grupo de isotropia
de s ∈ [s], G é a métrica induzida sobre S/G e FP ([s]) =

√
detP , com P =

A′

s,e ◦A′

s,e : (KerA′
s(e))

⊥ −→ (KerA′
s(e))

⊥.
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2.2 Regularização de determinantes

A noção de regularização de determinantes é necessária quando se deseja definir
o determinante de um operador que atua sobre um espaço vetorial de dimensão
infinita. Na parte inicial desta seção, adotaremos [T] como referência básica.

Dada uma seqüência Λ = {λ1, λ2, ...} de números reais positivos, considere
a função

ζΛ(s) =
∑∞

n=1

1
λsn
.

suponha que ζΛ(s) converge para parte real de s suficientemente grande. Ob-
serve que

N∏
n=1

λn = exp

(
− d

ds
|s=0

∑N

n=1

1
λsn

)
.

Tendo isso em vista, e supondo que ζΛ(s) é uma função que pode ser prolon-
gada analiticamente, sendo anaĺıtica em s = 0, define-se o produto regularizado
da seqüência Λ como ( ∞∏

n=1

λn

)
ζ

= exp (−ζ′Λ(0))

Neste caso diz-se que a seqüência Λ é zeta multiplicável. Exemplo: Para Λ =
{1, 2, 3, ...}, tem-se que ζΛ(s) coincide com a função Zeta de Riemann,

ζ(s) =
∑∞

n=1

1
ns
,

para Res > 1. A função Zeta de Riemann pode ser estendida analiticamente a
todo o plano complexo. Da teoria das funções de uma variável complexa, sabe-se
que ζ(0) = − 1

2 , ζ
′
(0) = − 1

2 ln2π. Decorre dessas propriedades que( ∞∏
n=1

n

)
ζ

=
√

2π.

A seguir enumeramos algumas propriedades do produtório acima definido,
que decorrem diretamente da definição.

Proposição 4. Seja Λ = {λ1, λ2, ...} uma seqüência de números reais positivos.
Então:

a)para um número real positivo α, tem-se que( ∞∏
n=1

λαn

)
ζ

=

( ∞∏
n=1

λn

)α
ζ

b)para um número real positivo μ, tem-se que( ∞∏
n=1

λnμ

)
ζ

=

( ∞∏
n=1

λn

)
ζ

μζΛ(0)
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Proposição 5. Seja Λ = {λ1, λ2, ...} uma seqüência zeta multiplicável de números
reais positivos e seja A = {α1, α2, ...} uma seqüência de números reais positivos
tais que

∑∞
n=1|lnαn| existe. Então a seqüência

Λ ·A = {λ1α1, λ2α2, ...}

é zeta multiplicável e vale a seguinte identidade:( ∞∏
n=1

λnαn

)
ζ

=

( ∞∏
n=1

λn

)
ζ

∞∏
n=1

αn

Considere agora um operador pseudo-diferencial essencialmente autoadjunto
positivo P de ordem k ≥ 1, atuando sobre as seções de um fibrado vetorial
E −→ M, onde M é uma variedade riemanniana compacta, de dimensão m,
com autovalores 0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ ... ≤ En ≤ .... A função ζ de Riemann
generalizada de P é definida como

ζP (s) =
∑

En 
=0
E−s
n , s ∈ C.

Seeley [S], usando o cálculo de operadores pseudo-diferenciais dependentes de
um parâmetro complexo, demonstra que ζP (s) é uma função meromorfa para
Re(s) > m

k com apenas pólos isolados fora da origem s = 0. Assim ζP (0) e
ζ′P (0) estão bem definidos.

O determinante regularizado de P é definido como sendo

detP = exp(−ζ′P (0)).

Mostra-se (Cf. [E]) que
det(βP ) = βζP (0)detP.

Para introduzir a noção de determinante regularizado no caso em que P
é um ope rador autoadjunto com autovalores λ positivos e negativos, do tipo
Dirac, e Q = P ∗ ◦P é um operador com autovalores não-negativos, recordamos
a definição do invariante eta:

ηP (z) =
∑

λ
=0
(|λ|−zsgnλ) dimE(λ, P ) + dimE(0, P ),

onde E(λ, P ) é o autoespaço gerado pelas autofunções de P associadas ao auto-
valor λ. Essa função foi introduzida em [APS] no estudo de assimetria espectral.
Observe que, formalmente,

ηP (0) =(No. de autovalores positivos)−(No. de autovalores negativos).

Vale notar que ηP (0) pode não ser um número inteiro (Cf. [A],[GLP]).
Definimos, então, o determinante regularizado de P como sendo

detP =
√

detQ(−1)αo ,

onde
αz =
∑

λ<0
(|λ|−zsgnλ).
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2.3 A Supermétrica sobre Met(Σ) × C∞(Σ, X)

Sejam Σ e X variedades diferenciáveis orientadas e compactas, de dimensões
finitas. Denote por Met(Σ) o conjunto de todas as métricas riemannianas sobre
Σ, e por C∞(Σ, X) o conjunto de todas as aplicações de classe C∞ de Σ em
X . Dados φ ∈ C∞(Σ, X) e g ∈ Met(Σ) mostra-se que os espaços tangentes
Tφ(C∞(Σ, X)), Tg(Met(Σ)) podem ser identificados com os espaço das seções
Γ(φ∗TX) e Γ(S2Σ), respectivamente (Cf. [H]), onde φ∗TX é o fibrado induzido
sobre Σ por φ e S2Σ é o fibrado dos tensores bilineares simétricos sobre Σ.

A supermétrica sobre B = Met(Σ) × C∞(Σ, X) é a métrica riemanniana G
sobre B obtida a partir das formas quadráticas G(g,φ) dadas por

G(g,φ)((δg, δφ)) =
∫

Σ

tr(δ̂g ◦ δ̂g)νg +
∫

Σ

h ◦ φ(δφ, δφ)νg ,

onde δg ∈ Tg(Met(Σ)), δφ ∈ Tφ(C∞(Σ, X)), δ̂g é a única aplicação linear que
satistaz

δg(u, v) = g(δ̂gu, v), ∀u, v ∈ Γ(TΣ),

e tr denota o traço de um operador linear.
Seja D+(Σ) o grupo dos difeomorfismos de Σ que preservam orientação. A

aplicação
A : B ×D+(Σ) −→ B

dada por A((g, φ), f) = (f∗g, f∗φ) ≡ f∗(g, φ), onde f∗g é o pull-back de g por
f e f∗φ = f ◦ φ, define uma ação de D+(Σ) sobre B pela direita.

Mostra-se (Cf. [M,G]) que:
(1) D+(Σ) age isometricamente sobre B, isto é, para cada f ∈ D+(Σ) fixado

a aplicação
(Af )∗s : (TsB,Gs) −→ (Tf∗sB,Gf∗s)

é uma isometria.
(2) A supermétrica G sobre B induz uma métrica riemanniana G no quociente

B/D+(Σ).

2.4 Aproximação semiclássica

O cálculo de um valor expĺıcito para a função de partição pressupõe a definição
de uma medida sobre a variedade S, o que nem sempre é posśıvel. O método de
aproximação semiclássica visa à obtenção de valores aproximados para aquela
função, transferindo a integração sobre S para uma integração sobre os pontos
cŕıticos da energia.

O conjunto dos pontos cŕıticos da função energia E : S −→ R é dado por

PC(E) = {s ∈ S|E∗s = 0},

onde E∗s : TsS −→ R é a derivada de E no ponto s ∈ S.
O hessiano de E em um ponto cŕıtico s ∈ S é a aplicação bilinear simétrica

Hesss(E) : TsS × TsS −→ R

definida como
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Hesss(E)(v, w) = v(w(E))(s).

Se tivermos uma métrica G sobre S, podemos obter um operador autoadjunto
HE que satisfaz a identidade

Hesss(E)(v, w) = G(HEv, w), ∀v, w ∈ TsS.

Denotemos ainda por HE o operador obtido pela restrição de HE ao espaço
[TsPC(E)]⊥. O método da aproximação semiclássica consiste em assumir a se-
guinte aproximação:

Z(β) ∼= ZSC =
∫
PC(E)

e−βE
1√

detHβE
νGc ,

onde νGc é o elemento de volume induzido por G sobre a subvariedade PC(E).
A proposição seguinte é um exemplo simples de aproximação semiclássica

em que E(v) = 1
2 〈Hv, v〉, onde H é um operador autoadjunto, e PC(E) = {0}.

Proposição 6. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita com produto
interno 〈 , 〉. Se H : V −→ V é um operador positivo autoadjunto, então∫

V

e−
1
2 〈Hv,v〉 νg

(2π)n/2
=

1√
detH

,

onde νg é o elemento de volume de V na métrica riemanniana g associada a
〈 , 〉.

Demonstração: Seja {e1, . . . , en} uma base ortonormal de V tal que Hei =
λiei, i = 1, . . . , n. Temos que v = x1e1 + · · · + xnen. Segue-se que 〈Hv, v〉 =
λ1x

2
1 + · · · + λnx

2
n. A integral dada pode ser calculada facilmente:∫

Rn

e−
1
2 (λ1x

2
1+···+λnx

2
n) dx

(2π)n/2
=

n∏
i=1

1√
λi

=
1√
detH

.

�

Consideremos o caso em que o espaço de configurações S é o conjunto

C∞(Σ, X) = {φ : Σ −→ X |φ ∈ C∞},

onde (Σ, g) e (X,h) são variedades riemannianas compactas, orientáveis, sem
bordo, e a energia Eb : C∞(Σ, X) −→ R é dada por

Eb(φ) =
1
2

∫
Σ

trgφ
∗hνg.

Na determinação dos pontos cŕıticos de Eb é útil ter em mente a identificação
Tφ(C∞(Σ, X)) ≡ φ∗TX. Para calcular a derivada (Eb)∗φ · V de Eb no ponto
φ ∈ C∞(Σ, X) na direção de V ∈ φ∗TX , toma-se uma curva c : (−ε, ε) −→
C∞(Σ, X) tal que c(0) = φ e c′(0) = V (por exemplo, c(t)(σ) = expφ(σ) ·t(V (t));
então

(Eb)∗ · V =
d

dt
(Eb ◦ c(t)(·))|t=0
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A determinação dos pontos cŕıticos de Eb é feita por intermédio do teorema
da primeira variação (Cf. [EL]):

(Eb)∗φ · V = −
∫

Σ

h(V, τ(φ))νg ,

onde
τ(φ)(p) =

∑m

i=1
(∇̃Eiφ∗Ei − φ∗∇EiEi)(p);

aqui ∇̃ é a conexão de φ∗TX , ∇ é a conexão de Σ e {E1, E2, ..., Em} é um
referencial ortonormal em uma vizinhamça de p ∈ Σ, com respeito a g.

Os pontos cŕıticos de Eb são as aplicações φ ∈ C∞(Σ, X) tais que τ(φ) = 0.
Essas aplicações são denominadas aplicações harmônicas de Σ em X .

Proposição 7. Seja (X,h) uma variedade riemanniana e expg1 a aplicação
exponencial de (S1, g) no ponto 1. Uma aplicação φ : (S1, g) −→ X é harmônica
se, e somente se, φ̃ = φ ◦ expg1 é uma geodésica de X.

Demonstração: Seja E o campo tangente unitário à circunferência (S1, g).
Note que E = (expg1)∗(λ

d
dx). Desse modo,

τ(φ) = (∇̃Eφ∗E−φ∗∇EE) = ∇(φ◦expg
1)∗(λ d

dx )(φ◦expg1)∗(λ
d

dx
) = λ2∇φ̃∗ d

dx
φ̃∗

d

dx
= λ2∇φ̃′ φ̃

′.

Logo,τ(φ) = 0 se, e somente se, ∇φ̃′ φ̃′ = 0, o que mostra o que queŕıamos.

�

A determinação do hessiano da função Eb em um ponto cŕıtico φ ∈ C∞(Σ, X)
é feita mediante a fórmula da segunda variação (Cf. [EL]):

HessEφ (V,W ) =
∫

Σ

h(J(g,φ)V,W )νg = G(J(g,φ)V,W ), V,W ∈ Γ(φ∗TX).

Aqui, J(g,φ) é o operador diferencial eĺıptico de segunda ordem atuando sobre o
espaço das seções Γ(φ∗TX), dado por

J(g,φ)V = −
∑m

i=1
(∇̃Ei∇̃Ei − ∇̃∇Ei

Ei)V −
∑m

i=1
RX(V, φ∗Ei)φ∗Ei

onde ∇̃ é a conexão de φ∗TX,RX é o tensor curvatura de X e {E1, E2, ..., Em}
é um conjunto ortonormal de seções em Γ(TΣ).

Observação: Note que Δφ = −∑m
i=1(∇̃Ei∇̃Ei − ∇̃∇Ei

Ei) é o laplaciano
generalizado de φ∗TX . Fazendo Rφ(V ) =

∑m
i=1R

X(V, φ∗Ei)φ∗Ei, podemos
escrever Jφ = Δφ −Rφ.

Observação: Usando o operador J(g,φ) obtemos a seguinte fórmula para a
aproximação semiclássica:

Z(β) ∼= ZSC =
∫
PC(E)

e−βE
1√

detβJ(g,φ)

νGc .
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Observação: Como o operador J(g,φ) é um operador diferencial eĺıptico
autoajunto atuando sobre as seções do fibrado φ∗TX induzido sobre uma varie-
dade compacta Σ, decorre do teorema de Hodge que o espectro de J(g,φ) consiste
de um conjunto discreto infinito de autovalores com multiplicidades finitas

λ1(φ) ≤ λ2(φ) ≤ ...λn(φ) ≤ ....

Seja Vλ(φ) = {V ∈ Γ(φ∗TX)|J(g,φ) = λV }. O ı́ndice e a nulidade de uma
aplicação harmônica φ : (Σ) −→ (X,h) são definidos por

ind(φ) =
∑

λ<o
dimVλ(φ),

e
nul(φ) = dimV0(φ) = dimKerJ(g,φ).

O estudo da estabilidade de uma aplicação harmônica está associada à de-
terminação do seu ı́ndice. Uma aplicação é denominada (fracamente) estável
quando ind(φ) = 0.
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Caṕıtulo 3

A Função de Partição de
um σ-modelo sobre um
intervalo fechado

Em [MMG] os autores obtiveram o valor da função Zren(β) no caso em que o
espaço de configurações S é o espaço Met(I) das métricas riemannianas sobre
o intervalo unitário I = [0, 1] e a energia E : S −→ R é dada por E(g) = l2g
(onde lg é o comprimento de I na métrica g); o grupo G usado no método de
renormalização foi o grupo dos difeomorfismos de I que preservam orientação.
Nesse contexto o valor obtido para a função de partição renormalizada foi

Zren(β) =
√
π

β
.

Nesse mesmo artigo, considera-se também, o caso em que S = Met(S1) ×
C∞(S1,RD) e E(g, φ) = l2g + 1

2 < Δgϕ,ϕ > . Nestas condições, o valor encon-
trado para a função de partição renormalizada foi

Zren(β) =
1
2
β

3D
4 Γ
(
−D

4

)
.

Neste caṕıtulo consideraremos o caso em que S = Met(I)×C∞
0 (I,RD), onde

Met(I) é o conjunto das métricas riemannianas sobre um intervalo I = [a, b],
e C∞

0 (I,RD) é o conjunto das funções de classe C∞ de I em RD, D inteiro
positivo, que se anulam na fronteira de I; E : S −→ R é dada por

E(g, ϕ) = l2g +
1
2
< Δgϕ,ϕ >,

onde lg é o comprimento de I na métrica g e Δg é o laplaciano de g. Nosso
objetivo é obter um valor expĺıcito para a função de partição renormalizada
Zren(β). O resultado que obtivemos se encontra no teorema ().

3.1 Preliminares

Seja V uma variedade diferenciável. Nesta seção denotaremos por D+(V ) o
conjunto dos difeomorfismos de V que preservam orientação, e por Met(V ) o
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conjunto das métricas riemannianas sobre V . No caso em que V é compacta com
bordo C∞ podemos identificar Tid(D+(V )) com o conjunto Γ0(TV ) dos campos
tangentes a V que se anulam na fronteira, e Tg(Met(V )) com o conjunto Γ(S2V )
dos tensores simétricos de ordem 2 sobre V . Temos, então, o seguinte resultado.

Proposição 8. Sejam V uma variedade diferenciável compacta com bordo de
classe C∞, e g ∈ Met(V ). Considere a aplicação

Ag : D+(V ) −→ Met(V ),

dada por Ag(f) = f∗g, onde ∗ denota a operação de pullback. Então

A′
g(id) : Γ0(TV ) −→ Γ(S2V )

é dada por
A′
g(id) ·X = g(∇·X, ·) + g(·,∇·X),

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de g.
Demonstração: Seja σ : (−ε, ε) → D+(V ) uma curva σ(t) = Xt tal que

σ(0) = id e σ′(0) = X. Então,

A′
g(id) ·X = d

dt(Ag ◦ σ)(t)|t=0 = d
dt (Ag ◦Xt)|t=0

= d
dt((X

t)∗g)|t=0 = LXg,

onde LXg é a derivada de Lie de g com relação ao campo vetorial X. Sabemos
que

LXg(Y, Z) = X(g(Y, Z)) − g(LXY, Z) − g(Y, LXZ)

= X(g(Y, Z)) − g([X,Y ], Z) − g(Y, [X,Z]).

Usando a simetria de ∇, e a compatibilidade de ∇ com g, obtemos que

LXg(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX),

donde segue-se o resultado que queŕıamos.

�

Considere a ação de D+(V ) sobre Met(V ) definida por A(f, g) = f∗g, onde
∗ denota a operação de pull-back. Se V é compacta com fronteira não-vazia,
mostra-se que o espaço de órbitas é uma variedade diferenciável de dimensão
finita se, e somente se, a dimensão de V é igual a 1 ([T],[FM]).

O conjunto Met(V ) admite uma métrica riemanniana G. Para ver isso,
fixe g ∈ Met(V ), e identifique o espaço tangente Tg(Met(V )) com o conjunto
Γ(S2V ) dos tensores simétricos de ordem 2. Defina, então,

Gg(m,n) =
∫
V

tr(m̂ ◦ n̂)νg,

onde m̂ e n̂ satisfazemm(X,Y ) = g(m̂X, Y ) e n(X,Y ) = g(n̂X, Y ). A métrica G
assim obtida é denominada supermétrica. O espaço das órbitas Met(V )/D+(V )
também admite uma uma métrica riemanniana G̃. Para ver isso, considere uma
curva σ : (−ε, ε) −→ Met(V )/D+(I) tal que σ(0) = [g], e o levantamento σ̃ de
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σ a Met(V ) tal que σ̃(0) = g e σ̃
′
(0) ∈ (Tg[g])⊥, onde [g] = {f∗g|f ∈ D+(V )}.

Defina, então,
G̃[g](σ

′
(0), σ

′
(0)) = Gg(σ̃′

(0), σ̃
′
(0)).

Mostra-se ([G],p.39) que G̃ é uma métrica riemanniana que está bem definida.
Seja (V, g) uma variedade riemanniana. Podemos também obter uma métrica

riemanniana hg sobre D+(V ) definindo

hg(X,Y ) =
∫
V

g(X,Y )νg, X, Y ∈ Γ(TV ) ≡ Tid(D+(V )).

A seguir demonstramos um resultado enunciado em [MMG] que trata do
volume do grupo de isotropia de g ∈ Met(S1) visto como subconjunto de
(D+(S1), hg).

Proposição 9. Seja A : D+(S1) × Met(S1) −→ Met(S1) a ação dada por
A(f, g) = f∗g. Então o volume do estabilizador Kg de uma métrica g ∈Met(S1)
é dado por

V ol(Kg, hg) = l3/2g .

Demonstração: Note que Kg é o grupo Iso(g) das isometrias de g. Desse
modo, temos que

V ol(Kg, hg) =
∫
Iso(g)

νhg ,

onde νhg é o elemento de volume da métrica g.
Suponhamos inicialmente que g é a métrica usual u sobre a circunferência

S1. Considere o difeomorfimo F : S1 −→ Iso(u), F (z) = ẑ, onde ẑ : S1 −→ S1

é a aplicação ẑ(w) = zw. Então temos que F ∗νhu = cdθ, onde c é uma constante
e dθ é a forma dual do campo unitário ∂θ com respeito a métrica u. Assim,∫

Iso(g)

νhu =
∫
S1
F ∗νhu =

∫
S1
cdθ = 2πc.

Para determinar c, observe que hu(∂θ, ∂θ) = 2π; logo, E = ∂θ

2π é um campo
unitário com respeito à métrica hu. Note também que F ∗νhu(∂θ) = cdθ(∂θ),
donde segue-se que c = νhu(F∗∂θ).

Seja eit uma curva que passa por 1 ∈ S1 com velocidade ∂θ|1. Temos que
F (eit) = êit. Então

F∗∂θ =
d

dt
(êit)|t=0 = ∂θ.

Logo, temos que
c = νhu(F∗∂θ) = νhu(∂θ) =

√
2π.

Portanto,
V ol(Ku, hu) = (2π)3/2.

No caso em que g = λu,um argumento análogo mostra que

V ol(Kλu, hλu) = (2πλ−1/2)3/2.

Para uma métrica qualquer g ∈Met(S1) temos que existe um difeomorfismo
f ∈ D+(S1) tal que f∗g = λu, com λ = (2π

lg
)2, (Cf.[A]). Decorre dáı que

V ol(Kg, hg) = V ol(Kλu, hλu) = l3/2g .

�
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3.2 Cálculo da Função de Partição

Com a notação estabelecida na introdução, considere S = Met(I)×C∞
0 (I,RD)

e E : S −→ R a função dada por

E(g, ϕ) = l2g +
1
2
〈Δgϕ,ϕ〉. (2.1)

A função de partição associada ao sistema (S,E) é, então, dada por

Z(β) =
∫
S

e−βE(g,ϕ)dgdϕ, (2.2)

onde dgdϕ é uma “medida” sobre S.
Introduzindo (2.1) em (2.2), obtemos que

Z(β) =
∫
Met(I)

e−βl
2
g

(∫
C∞

0 (I,RD)

e−β( 1
2 〈Δgϕ,ϕ〉)dϕ

)
dg. (2.3)

Seja Z(β)|g a contribuição de C∞
0 (I,RD) para a função de partição, i.e.,

Z(β)|g =
∫
C∞

0 (I,RD)

e−β( 1
2 〈Δgϕ,ϕ〉)dϕ. (2.4)

Note que não explicitamos a “medida” dϕ. Assim essa expressão carece de um
sentido matemático preciso. Inspirados na proposição () do caṕıtulo 1, que é
um resultado válido para espaços vetoriais de dimensão finita, definimos

Z(β)|g :=
1√

det βΔg

, (2.5)

onde Δg é o laplaciano de g atuando sobre C∞
0 (I,RD). O determinante que

aparece nessa definição deve ser entendido no sentido da teoria da regularização
ζ, visto que o laplaciano é um operador que, nesse caso, atua em um espaço de
dimensão infinita. Desse modo temos que

det βΔg = βζg(0). exp(−ζ′g(0)).

Nesta expressão, ζg(s) é a função ζ de Riemann generalizada, isto é,

ζg(s) =
∑
En 
=0

E−s
n , s ∈ C,

onde E1 ≤ E2 ≤ · · · ≤ En ≤ · · · são os autovalores de Δg. Quando quisermos
explicitar o operador Δg ao qual ζg(s) está associado escreveremos ζΔg (s).

(a) Cálculo de Z(β)|g

Para calcular Z(β)|g precisaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 1. Seja u a métrica euclidiana sobre o intervalo I = [a, b]. Se g é uma
métrica riemanniana sobre I, então existe um único f ∈ D+(I) que deixa o
bordo de I fixado e satisfaz f∗(λu) = g, onde λ = ( lg

b−a )2.
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Demonstração: Podemos escrever g = αu, onde α : I −→ R é uma função
positiva de classe C∞. Se existe f tal que f∗(λu) = g, então λ(f ′(x))2 = α(x).
Donde segue-se que

f(x) =
1√
λ

∫ x
a

√
α(t)dt+ a,

É imediato verificar que f tem as propriedades requeridas no lema.

�

Seja V uma variedade compacta orientável de dimensão n e fronteira C∞.
Para cada g ∈Met(V ) associamos o operador de Laplace-Beltrami Δg. Esse ope-
rador é um endomorfismo do espaço das p-formas diferenciais sobre V , definido
por

Δg = δp+1dp + dp−1δp, 0 ≤ p ≤ n,

onde d é a derivada exterior, e δ o adjunto com respeito ao produto escalar

< α, β >=
∫
V

α ∧ �β, α, β ∈ Ωp(V ).

Aqui Ωp(V ) é o espaço das p-formas diferenciais e � a estrela de Hodge. Note
que em Ω0(V ), o laplaciano se escreve como Δg = δd, onde d é a diferencial
atuando sobre funções.

Lema 2. Se f ∈ D+(V ) e g ∈ Met(V ), então Δf∗g = (f∗)Δg(f∗)−1, onde ∗
denota a operação de pull-back.

Demonstração: Use os seguintes fatos:

�(f∗g) = f∗ ◦ �g ◦ (f−1)∗,
∫
V

f∗ω =
∫
V

ω, νf∗g = f∗νg. �

Lema 3. Seja Z(β,D) o valor de Z(β)|g para Δg atuando sobre C∞
0 (I,RD).

Então,temos que
Z(β,D) = Z(β, 1)D.

Demonstração: O conjunto C∞
0 (I,RD) admite uma estrutura de espaço nor-

mado. Identifiquemos, então, C∞
0 (I,RD) com a soma direta C∞

0 (I,R) ⊕ ... ⊕
C∞

0 (I,R), de D parcelas. Para ϕ = (ϕ1, ..., ϕD) em C∞
0 (I,RD) defina Δ̃gϕ :=

(Δgϕ1, ...,ΔgϕD). Então temos que Spec(Δ̃g) = {(λi, Dmi)|λi é autovalor de
Δg de multiplicidade mi, i=1,2,3,...}. Então segue-se que ζΔ̃g

(s) = DζΔg(s).

Observando que ζΔ̃g
(0) = DζΔg (0) e ζ

′

Δ̃g
(0) = Dζ

′
Δg

(0), obtemos que det Δ̃g =

exp(Dζ′Δ̃g
(0)) = (detΔg)D, donde segue-se o resultado desejado.

�

Proposição 10. Se g ∈Met(I), onde I = [a, b], então

Z(β)|g =
(
β1/2

2lg

)D/2
,

onde lg é o comprimento de I na métrica g.
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Demonstração: Pelo Lema 1, existe f ∈ D+(I) tal que f∗g = λu, onde
λ = ( lg

(b−a) )
2 e u é a métrica euclidiana usual. Suponhamos, inicialmente,

que D = 1. Pelo Lema 2, temos que os autovalores de Δg coincidem com
aqueles de Δf∗g = Δλu, com as mesmas multiplicidades. Segue-se, então, que
ζg = ζλu. Mas Δλu = 1

λΔu = − 1
λ
d2

dx2 . Considere, então, o seguinte problema
de autovalores, {

Δλuϕ = Eϕ
ϕ(a) = ϕ(b) = 0.

Esse problema é equivalente ao seguinte:{
d2

dx2ϕ = −λEϕ
ϕ(a) = ϕ(b) = 0.

Uma solução para este último problema é dada por ϕn(x) = sen[nπ(x−a)
(b−a) ], n =

1, 2, 3, . . . , com os autovalores correspondentes dados por μn = −
(
nπ
b−a
)2
. De-

corre dáı que os autovalores En do operador Δλu são dados por En = n2π2

l2g
,

todos de multiplicidade 1. Segue-se, então, que

ζg(s) =
+∞∑
n=1

E−s
n =
(
lg
π

)2s

ζ(2s).

Usando o fato bem conhecido que a função ζ de Riemann usual satisfaz ζ(0) =
− 1

2 e ζ′(0) = − 1
2 ln2π, obtemos que

Z(β)|g =
1√

det(βΔg)
=

β1/4

21/2 · l1/2g

=
(
β1/2

2lg

)1/2

.

No caso em que D > 1, obtemos, usando o lema 3, que

Z(β)|g =
(
β1/2

2lg

)D/2
. �

(b) O Cálculo de Z(β)ren

Usando a fórmula (2.3) e a Proposição 8, obtemos que

Z(β) =
∫
Met(I)

e−βl
2
g · βD/4 · 2D/2 · l−D/2g · dg. (2.6)

Denotemos o integrando nesta fórmula por Φ(g). Consideremos a ação do grupo
G = D+(I) sobre Met(I), dada por A(f, g) = f∗g. Do Teorema 5 do caṕıtulo
1, decorre que

∫
Met(I)

Φ(g)νG =

(∫
Met(I)/G

Φ(g) · FP (g) · 1
vol(Kg)

· νG̃
)

·
∫
G

νh, (2.7)

onde G̃ denota a métrica induzida no espaço das órbitas, obtida conforme indi-
cado na seção 3.1.
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Nosso próximo objetivo é determinar o grupo de isotropia Kg, g ∈Met(I).

Proposição 11. Seja G o grupo D+(I) dos difeomorfimos do intervalo I que
presevam orientação. Se G atua sobreMet(I) mediante a ação dada por A(f, g) =
f∗g, então dim Met(I)/G = 1.

Demonstração: Basta observar que c : Met(I)/G −→ R+ dada por c(g) =
lg é bijetiva, pelo lema 1; logo, uma carta global.

�

Corolário: Seja Kg o estabilizador da ação A(f, g) = f∗g dada acima.
Então o grupo de isotropia de g é dada por Kg = {id}.

Passemos ao cálculo do determinante de Fadeev-Popov. Para isso considere
a aplicação Ag : D+(I) −→ Met(I) dada por Ag(f) = f∗g. Já vimos na
Proposição 7 que (A′

g)(id) : Γ0(TI) −→ Γ(S2I) é dada por

(A′
g)(id) ·X = g(∇·X, ·) + g(·,∇·X).

Para obtermos o adjunto de (A′
g)(id), devemos introduzir métricas nos espaços

Γ0(TI) e Γ(S2I). Para isso, fixe g ∈ Met(I). Em Γ0(TI) defina

hg(X,Y ) =
∫
I

g(X,Y )νg,

e, em Γ(S2I) defina

〈〈m,n〉〉 =
∫
I

tr(m̂ ◦ n̂)νg,

onde m̂ e n̂ satisfazem m(X,Y ) = g(m̂X, Y ) e n(X,Y ) = g(n̂X, Y ).

Proposição 12. Seja A′
g
∗ a adjunta de (A′

g). Então A′
g
∗◦A′

g(ϕE) = (4Δgϕ)E,
onde E é um campo unitário na métrica g, e ϕ ∈ C∞

0 (I,RD).
Demonstração: Como a dimensão do intervalo I é igual a 1, temos que

A′
g(ϕE) = μg, onde μ é uma função μ : I −→ R. Pela Proposição 6, avaliando

em E, obtemos que

g(∇E(ϕE), E) + g(E,∇E(ϕE)) = μ,

donde
μ = 2g(∇E(ϕE), E).

Mas
∇E(ϕE) = E(ϕ)E.

Logo,
μ = 2E(ϕ).

Assim temos que A′
g(ϕE) = 2E(ϕ)g. Dados X,Y em Γ(I), temos que X = ϕE

e Y = ψE. Então,

hg(A′
g
∗A′

gX,Y ) = 〈〈A′
gX,A

′
gY 〉〉 =

∫
I 4E(ϕ)E(ψ)νg

= hg(4ΔgX,Y ), ∀Y ∈ Γ(I),

donde segue-se o resultado desejado.

�
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Proposição 13. O determinante de Fadeev-Popov da ação A(f, g) = f∗g de
G = D+(I) sobre S = Met(I) é dado por FP (g) =

√
lg.

Demonstração: Seja P = A′
g
∗ ◦Ag. Então,

ζP (s) =
+∞∑
n=1

1
μsn
,

onde μ1 ≤ μ2 ≤ μ3 ≤ · · · ≤ μn ≤ . . . são os autovalores de P . Por definição,
FP (g) =

√
exp(−ζ′P (0)). Consideremos, então, o problema de autovalores{

P (ϕE) = μ(ϕE)

ϕ(a) = ϕ(b) = 0.

Pela proposição anterior, esse problema é equivalente ao seguinte:{
Δgϕ = (μ4 )ϕ

ϕ(a) = ϕ(b) = 0.

Uma solução para esse problema é dada por ϕn(x) = sen[nπ(x−a)
b−a ] com autovalor

μn = n2(2π
lg )2.

Então temos que

ζP (s) =
(

2π
lg

)−2s

ζ(2s),

donde segue-se que
ζ′P (0) = − ln lg.

É imediato, agora, verificar que

FP (g) =
√
lg.

�

Proposição 14. O elemento de volume νG̃ do espaço de órbitas é dado por
νG̃ = c∗( 2√

t
dt), onde c : Met(I)/D+(I) −→ R+ é a aplicação dada por c(ḡ) = lg.

Demonstração: Seja σ : (−ε, ε) −→ Met([a, b])/D+(I) uma curva tal que
σ(0) = [g]. Afirmamos inicialmente que

G̃[g](σ′(0), σ′(0)) =
4
lg
.

Para ver isso, considere o levantamento σ : (−ε, ε) −→ Met([a, b]) de σ dado
por

σ(s) =
(
lg + s

b − a

)2

dt2.

Note que σ(0) =
(

lg
b−a
)2
dt2 e que

∫ b
aνσ(0) = lg. Assim temos que [σ(0)] = [g].

Pela definição temos que

G̃[g](σ′(0), σ′(0)) = Gg(σ′(0), σ′(0)).
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Mas
σ′(0) =

2lg
(b− a)2

dt2 =
2
lg
σ(0) =

2
lg
g.

Assim
G̃[g](σ′(0), σ′(0)) = Gg( 2

lg
g,

2
lg
g) =

4
lg
.

Isso prova o que hav́ıamos afirmado.
Seja μ uma constante tal que c∗(μdt2) = G̃. Afirmamos que μ = 4

lg
. Para

ver isso, observe que

c∗(μdt2)(σ′(0), σ′(0)) = (μdt2)(c∗σ′(0), c∗σ′(0)) = G̃[g](σ′(0), σ′(0)).

Por outro lado, temos que

c∗σ′(0) =
d

ds
c ◦ σ(s)|s=0 =

d

ds
(lσ(s))|s=0.

Mas

lσ(s) =
∫ b
a

lg + s

b − a
du = lg + s.

Segue-se dáı que c∗σ′(0) = 1. Portanto, obtemos que μ = 4
lg
, como hav́ıamos

afirmado.
Desse modo, G̃ = c∗(4

t dt
2), donde segue-se que νG̃ = c∗( 2√

t
dt).

�

Podemos, agora, obter um valor expĺıcito para Zren(β).

Teorema 8. Se S = Met(I)×C∞
0 (I,RN ) e E : S −→ R é dada por E(g, ϕ) =

l2g + 1
2 < Δgϕ,ϕ >, então

Zren(β) = β
D−1

2 · 2−D
2 · Γ
(−D + 2

4

)
Demonstração: Substitua na fórmula (2.7), os valores encontrados nas

proposições 11 e 12, e defina vol(Kg) = 1. Fazendo t = lg, temos que

Zren(β) = βD/4 · 2−D/2 · 2
∫ +∞

0

e−βt
2 · t−D/2dt,

donde segue-se o resultado desejado.

Observação: Visto que a função Gama é meromorfa no plano complexo,
com pólos simples em 0, -1, -2, -3,..., conclúımos que uma condição necessária
e suficiente para que Zren(β) seja finita é que D �≡ 2 mod4. A introdução de
campos fermiônicos sobre I permite o procedimento de renormalização para D
arbitrário.
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Caṕıtulo 4

O modelo e a função de
partição

Na seção 4.1 deste caṕıtulo apresentamos o σ-modelo proposto em [MRM], que
será nosso objeto de estudo. Na seção 4.2, definimos, seguindo [MRM], a função
de partição do modelo usando os resultados enunciados sobre as álgebras de
Grassmann e os procedimentos de renormalização e aproximação semi-clássica
apresentados no caṕıtulo 2. Nas seções 4.3 e 4.4 estão contidos os principais
resultados que obtivemos neste trabalho: a generalização do resultado obtido
em [MRM] e o cálculo da função de partição ZSCren para o caso em que o espaço
alvo é a esfera.

4.1 O modelo

Sejam (Σ, g) e (X,h) variedades riemannianas conexas, compactas, sem bordo,
orientáveis, de dimensões m e n, respectivamente. Denote por Clg(Σ) o fibrado
de Clifford de (Σ, g). Dada uma aplicação diferenciável φ : Σ −→ X de classe
C∞, seja φ∗TX o fibrado induzido sobre Σ por φ.

Considere o fibrado de módulos à esquerda Clg(Σ)⊗φ∗TX sobre Clg(Σ) (isto
é, Clg(Σ) ⊗ φ∗TX é um fibrado sobre Σ cuja fibra sobre p ∈ Σ, é um módulo
à esquerda sobre a álgebra de Clifford Cl(TpΣ, gp)). Seja D(g,φ) o operador de
Dirac de Clg(Σ) ⊗ φ∗TX, e denote por E(g,φ) a álgebra de Grassmann gerada
pelas autofunções de D(g,φ). Obtemos desse modo um novo fibrado E sobre
B ≡Met(Σ) × C∞(Σ, X) cuja fibra sobre (g, φ) é dada por E(g,φ).

A superenergia Ê associada ao fibrado E sobre B é dada por

Ê(ψ) = α

∫
Σ

s(g)νg +
1
2
β

∫
Σ

trgφ
∗hνg + γD(g,φ)ψ · ψ + δ

∫
Σ

φ∗ω.

As constantes de acoplamento α, β, γ, δ são introduzidas nessa expressão com um
duplo objetivo: o de ajuste dimensional, e o de refletir o peso da contribuição de
cada campo presente no modelo. O termo EG =

∫
Σ
s(g)νg na primeira parcela

dessa soma está associada à energia gravitacional do sistema f́ısico considerado;
s(g) denota a curvatura escalar da métrica g. O termo Eb =

∫
Σ
trgφ

∗hνg na
segunda parcela é denominada energia bosônica do campo φ acoplado ao campo
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gravitacional g. O termo Ef = D(g,φ)ψ · ψ é a energia fermiônica e é dado
explicitamente por

D(g,φ)ψ · ψ =
∑

i
{λ+

i ψ
+
i ψ

+
i + λ−i ψ

−
i ψ

−
i },

onde λ+
i e λ−i são os autovalores positivos e negativos, respectivamente, de D(g,φ)

e ψ+
i , ψ

−
i são as autofunções desse operador. A quarta parcela, que denotaremos

por Et, é um invariante topológico que depende apenas da classe de cohomologia
da 2-forma fechada ω ∈ H2

DR(X) e da classe de homologia de φ(Σ) (Cf.[AM]).
Se ea, a = 1, 2, ..., k é um conjunto de geradores de HdimΣ

DR (X), então [ω] =∑k
a=1c

a[ea], onde ca são números reais. Denotando o último termo de Ê(ψ)
por Et, obtemos que Et =

∑k
a=1c

ama, onde ma =
∫

Σφ
∗ea. Pelo teorema da

dualidade de Poincaré (Cf. [GH] ou a subseção 1.2.5) temos que

ma =
∫

Σ

φ∗ea =
∫
φ(Σ)

ea =# ([φ(Σ)] · PD(ea)),

onde PD(ea) ∈ HdimX−dimΣ(X) é o ciclo dual de Poincaré de ea, e #(φ(Σ) ·
PD(ea)) é o número de intersecção da classe de homologia de φ(Σ) com o ciclo
PD(ea). Desse modo, os ma são números inteiros que dependem da classe de
homologia de φ(Σ).

Por conseguinte, obtemos que Et =
∑k

a=1c
ama, onde ma são inteiros dados

pela classe de homologia de φ(Σ). Fazendo qa = e−
caδ
kT , podemos escrever

e−
δ

kT Et = qm1
1 qm2

2 ...qmk

k .

4.2 A função de partição para o modelo

A função de partição associada ao modelo (E , Ê) é dada, formalmente, por

Z(
α

kT
,
β

kT
,
γ

kT
,
δ

kT
) ≡
∫

E
e−

1
kT Ê(ψ) ≡

≡
∑

[φ]∈[Σ,X]

[∫
Met(Σ)×[φ]

(∫
E(g,φ)

e−
1

kT Efdψ

)
e

−1
kT (αEg+βEb)dgdφ

]
e−

δ
kT Et ,

onde [Σ, X ] é o conjunto das classes de homotopia das aplicações φ : Σ −→ X.
Usando nessa expressão formal os procedimentos de aproximação semiclássica e
de renormalização vistos no caṕıtulo 2, e a proposição [*] da seção [*], obtemos
a função

ZSCren(
α

kT
,
β

kT
,
γ

kT
,
δ

kT
) =
∑

[φ]∈[Σ,X]
ZSCren|[φ],

onde

ZSCren|[φ] = e−
1

kT Et

∫
M/D+

e−
α

kT EG
1

vol(K[g])

⎡⎣∫
PC(Eb)∩[φ]

e−
β

kT Eb
det( γ

kT D(g,φ))√
det β

kT J(g,φ)
νGc

⎤⎦FP ([g])νG

De agora em diante assumiremos que kT = 1, salvo em menção contrária.
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O objetivo deste trabalho é obter valores expĺıcitos para ZSCren(α, β, γ, δ) nos
seguintes casos:

(1)Σ = S1 e X é o toro plano;
(2)Σ = S1 e X é a esfera unitária S2.
Quando Σ é uma variedade unidimensional, segue-se diretamente da de-

finição que EG = 0. Como estamos também interessados em averiguar a con-
tribuição da métrica no modelo proposto neste trabalho redefiniremos a com-
ponente gravitacional da superenergia, conforme é feito em [MMG], pondo
EG(g) = l2g, onde lg é o comprimento da circunferência S1 na métrica g.

Quando Σ é a circunferência, o fator de Fadeev-Popov da ação do grupo de
difeomorfismos que preservam orientação D+ sobre a circunferência é dado por
FP ([g]) = 1

2 lg, vol(Kg) = l
3/2
g , e νG = 2l−

1
2

g dlg (Cf. [MGM]). Um cálculo sim-
ples, utilizando esses dados, mostra que a função de partição possui a seguinte
aproximação semiclássica:

ZSCren =
∑

[φ]∈[Σ,X]

[∫ ∞

0

e−
α

kT EG l−1
g

(∫
PC(Eb)∩[φ]

e−βEb
det(γD(g,φ))√

detβJ(g,φ)
νGc

)
dlg

]
e−δEt

Assim para chegarmos a um valor expĺıcito aproximado para a função de partição,
teremos que calcular a integral

I =
∫

PC(Eb)∩[φ]

e−βEb
det(γD(g,φ))√

detβJ(g,φ)
νGc ,

onde Gc é a métrica induzida sobre PC(Eb) ∩ [φ] pela supermétrica G.
Observe que os elementos do conjunto PC(Eb)∩[φ] são as aplicações harmônicas

φ : S1 −→ X, que são exatamente as geodésicas fechadas da variedade riemanni-
ana X. Portanto, φ : S1 −→ X, é um ponto ou o recobrimento de uma geodésica
de X .

4.3 Cálculo da função de partição

4.3.1 ZSC
ren restrita à classe de homotopia das aplicações

constantes

Nesta seção obteremos o valor expĺıcito de ZSCren restrita à classe de homotopia
das aplicações φ : S1 −→ X constantes, onde X é uma variedade riemanniana
n-dimensional.

Proposição 15. Sejam Σ = (S1, g) e (X,h) uma variedade riemanniana n-
dimensional. Seja φ : S1 −→ X uma aplicação constante. Então,

(a) O determinante do operador de Dirac D(g,φ) do fibrado Clg(Σ) ⊗ φ∗TX é
dado por

detD(g,φ) = (det Δg)n;

(b)Se c é uma constante positiva, então

det(cD(g,φ)) = c−2n(detΔg)n;
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Demonstração:(a) Seja E um campo tangente sobre Σ tal que g(E,E) = 1.
Suponha que φ(p) = q para todo p ∈ Σ, e tome uma base {F1, ..., Fn} de TqX.
Uma seção s ∈ Γ(Clg(Σ) ⊗ φ∗TX) tem a seguinte representação local:

s =
∑n

i=1
ai1 ⊗ F̃i +

∑n

i=1
biE ⊗ F̃i

onde {1, E} é uma base de Clg(S1) e {F̃1 = F1 ◦ φ, ..., F̃n = Fn ◦ φ} é um
referencial ortonormal local de φ∗TX. Observando que

∇̃E F̃i = (∇φ∗EFi) ◦ φ = 0,

pois φ é constante, obtemos então que

D(g,φ)(s) = −
∑n

i=1
E(bi)1 ⊗ F̃i +

∑n

i=1
E(ai)E ⊗ F̃i.

Seja P = D∗
(g,φ) ◦ D(g,φ). Segue-se que

P (s) =
∑n

i=1
Δgai1 ⊗ F̃i +

∑n

i=1
ΔgbiE ⊗ F̃i.

Usando a teoria de regularização ζ obtemos que

detP = (detΔg)2n.

Resulta dáı e da teoria da regularização de determinantes que

detD(g,φ) = (det Δg)n.

(b)Seja Dc = cD(g,φ) e Pc = Dc ◦ Dc. Observe que Pc = c2P . Dáı segue-se,
usando a teoria de regularização de determinantes, que

detPc = c−4n(det Δg)2n.

Portanto,
detDc = c−2n(det Δg)n.

�

Lema 4. Sejam (Mm, g) e (Nn, h) variedades riemannianas compactas. Se
φ : M −→ N é uma aplicação constante, então

detJφ = (detΔg)n.

Além disso, se c é uma constante positiva, então

det(cJ(g,φ)) = c−n(detΔg)n.

Demonstração: Suponha que φ(p) = q. Seja {v1, ..., vn} uma base de TqN .
Então uma base para φ∗TN pode ser obtida, tomando-se os campos {Ṽ1, ..., Ṽn},
onde Ṽi = vi ◦φ, i=1,...,n. Assim, dado Ṽ ∈ φ∗TN , temos que Ṽ =

∑n
j=1fjṼj ,

onde fj são funções definidas sobre M, ∀j.
Temos que JφṼ = (Δ̃φ −Rφ)Ṽ , como observado no fim do caṕıtulo 1. Ob-

serve agora que RφṼ = 0, pois φ é constante. Um cálculo simples mostra que
o laplaciano generalizado de φ∗TN é dado por Δ̃φ =

∑n
j=1ΔgfjṼj . Segue-se,
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então, que spec(Jφ) = nspec(Δg), donde, usando a teoria da regularização zeta,
conclui-se a primeira afirmação do lema.

Seja Jc = cJ(g,φ). Então

detJc = c
ζJ(g,φ) (0)detJ(g,φ).

Notando que ζJ(g,φ)(0) = nζΔg(0), segue-se o resultado desejado.

�

Cálculo de ZSCren|[φ=cte].

Temos que [φ = cte] = {φ : Σ −→ X |φ é constante }. Note que Eb(φ) = 0, ∀φ ∈
[φ0,0]. Segue-se dáı que

I =
∫

[φ=cte]

νGc .

A integral I é determinada no lema seguinte.

Lema 5. Seja Σ = (S1, g) e seja (X,h) uma variedade riemanniana n-dimensional.
Considere a aplicação x̂: Σ −→ X dada por x̂(σ) = x, ∀σ ∈ Σ. Se Gc a métrica
induzida sobre C∞(Σ, X)∩ [φ = cte] pela supermétrica G e f : X −→ C∞(Σ, X)
é a aplicação f(x) = x̂, então f∗Gc = lgh, onde lg é o comprimento de S1 na
métrica g. Além disso, se o volume vol(X,h) de X na métrica h é finito tem-se
que

I = ln/2g vol(X,h).

Demonstração: Considere a aplicação F : X −→ C∞(Σ, X) dada por F (x) =
x̂. Afirmamos que F ∗Gc = lgh. Para ver isso, mostraremos que F ∗Gc(vx, vx) =
lgh(vx, vx) para todo vx ∈ TxX tal h(vx, vx) = 1. Observe que F∗x aplica TxX
em Tx̂C

∞(Σ, X) ≡ Γ(x̂∗TX). Considere uma curva α : (−ε, ε) −→ X tal que
α(0) = x e α′(0) = vx. Então,

F∗x · vx =
d

dt
(F ◦ α(t)|t=0 =

d

dt
(α̂(t))|t=0,

notando que α̂(t)(σ) = α(t), conclúımos que F∗x · vx = vx. Dáı segue-se que

F ∗Gc(vx, vx) = Gc(F∗x · vx) =
∫

Σ=S1
h ◦ x̂(vx, vx) = lgh(vx, vx),

o que mostra o que hav́ıamos afirmado.
Então, temos que∫

[φ=cte]

νGc =
∫
X

F ∗νGc =
∫
X

νF∗Gc =
∫
X

ln/2g νh = ln/2g vol(X,h)

.
�

Podemos agora obter ZSCren restrita à classe de homotopia das aplicações
constantes .

Teorema 9. Sejam Σ a circunferência S1 com uma métrica riemanniana g
e X uma variedade riemanniana n-dimensional compacta com uma métrica h.
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Então o valor da função de partição ZSCren restrita à classe de homotopia das
aplicações constantes é dado por

ZSCren|[φ=cte] = α− 3n
4 β

n
2 γ−2n 1

2
Γ
(

3n
4

)
vol(X,h).

Demonstração: Substituindo na expressão encontrada para ZSCren|[φ=cte] acima,
o valor da integral I encontrado no Lema (), e usando a identidade∫ ∞

0

xse−ax
2
dx =

1
2
Γ
(
s+ 1

2

)
a−

s+1
2 , a > 0,

obtemos que

ZSCren|[φ=cte] = α− 3n
4 β

n
2 γ−2n 1

2
Γ
(

3n
4

)
vol(X,h).

�

Observe que esse teorema se aplica nos casos em que X é o toro plano ou a
esfera.

4.3.2 A esfera S2 como variedade alvo

Nesta seção consideraremos o caso em que Σ é a circunferência (S1, g), e a
variedade X é a esfera S2 em R3 com a métrica induzida. Nosso objetivo aqui,
será determinar o valor de ZSCren restrita à classe das aplicações harmônicas
φ : S1 −→ S2 de grau 1.

Lema 6. Sejam Σ e X variedades riemannianas com métricas g, h,respectivamente,
e seja Y uma variedade diferenciável. Se f : Y −→ X é um difeomorfismo,
então os operadores de Dirac dados abaixo satisfazem a seguinte relação

D(g,f−1◦φ,f∗h) = A−1 ◦ D(g,φ,h) ◦A,
onde A : Γ(Clg(Σ) ⊗ (f−1 ◦ φ)∗TY ) −→ Γ(Clg(Σ) ⊗ (φ)∗TX) é uma aplicação
linear sobre o anel das funções de classe C∞ sobre Σ.

Demonstração: Para simplificar a notação, suporemos que dimΣ = dimX =
1; o argumento no caso geral é o mesmo.

Sejam {E} e {F} campos ortonormais sobre Σ e X, respectivamente. Então
uma seção s ∈ Γ(Clg(Σ) ⊗ (φ)∗TX) se escreve como

s = a1 ⊗ F̃ + bE ⊗ F̃

onde F̃ = F ◦ φ é uma base de φ∗TX e a, b são funções de classe C∞ sobre Σ.
É fácil ver que

D(g,φ,h)s = −E(b)1 ⊗ F̃ + −E(a)E ⊗ F̃ .

Por outro lado, temos que uma seção t ∈ Γ(Clg(Σ) ⊗ (f−1 ◦ φ)∗TY pode ser
escrita como

t = a1 ⊗ G̃+ bE ⊗ G̃,

onde G̃ = f−1
∗ ◦F ◦φ = f−1

∗ ◦ F̃ é uma base de (f−1 ◦φ)∗TY, e a, b são funções
de classe C∞ sobre Σ. Usando diretamente a definição, obtemos que

D(g,f−1◦φ,f∗h)t = −E(b)1 ⊗ G̃+ −E(a)E ⊗ G̃.
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A aplicação A : Γ(Clg(Σ)⊗ (f−1 ◦φ)∗TY ) −→ Γ(Clg(Σ)⊗ (φ)∗TX) dada sobre
uma base por A(1⊗ G̃) = 1⊗ f∗G̃ e A(E⊗ G̃) = E⊗ f∗G̃ satisfaz a propriedade
enunciada no lema.

�

Lema 7. Seja φ : S1 −→ S2 a aplicação harmônica φ(eiθ) = (eiθ, 0). Seja
{F1, F2} um referencial ortonormal ao longo de φ(S1), com F1 = ∂

∂θ . Então o
determinante do operador de Dirac D(g,φ,u) : Γ(Clg(S1)⊗φ∗TS2) −→ Γ(Clg(S1)⊗
φ∗TS2) é dado por

detD(g,φ,u) = (detΔg)2.

Demonstração:Qualquer seção s em Γ(Clg(S1)⊗ φ∗TS2) pode ser escrita
na forma

s = a1 ⊗ F̃1 + b1 ⊗ F̃2 + cE ⊗ F̃1 + dE ⊗ F̃2,

onde E é um campo sobre Σ satisfazendo g(E,E) = 1, {F̃1 = F1◦φ, F̃2 = F2◦φ}
é uma base de φ∗TS2, e a, b, c, d são funções reais sobre Σ.

Note que
∇EF̃1 = (∇φ∗EF1) ◦ φ = (∇λF1F1) = 0,

e que
∇E F̃2 = (∇φ∗EF2) ◦ φ = (∇λF1F2).

Observe, agora, que

∇F1F2 = 〈∇F1F2, F1〉F1 + 〈∇F1F2, F2〉F2.

Como 〈F2, F2〉 = 1 ao longo do equador, temos que F1〈F2, F2〉 = 0, donde
segue-se que 〈∇F1F2, F2〉 = 0.

Temos também que 〈F1, F2〉 = 0 ao longo do equador. Então

〈∇F1F1, F2〉 + 〈F1,∇F1F2〉 = 0.

Como ∇F1F1 = 0, obtemos que 〈F1,∇F1F2〉 = 0. Resulta dessas considerações
que ∇λF1F2 = 0. Levando isso em conta, segue-se diretamente da definição de
um operador de Dirac que

D(g,φ,u) = −E(c)1 ⊗ F̃1 − E(c)1 ⊗ F̃2 + E(a)E ⊗ F̃1 + E(b)E ⊗ F̃1

Considerando o operador P = D2
(g,φ,u), obtemos que

Ps = Δg(a)1 ⊗ F̃1 + Δg(b)1 ⊗ F̃2 + Δg(c)E ⊗ F̃1 + Δg(d)E ⊗ F̃2,

donde segue-se o resultado que queŕıamos.

�

Proposição 16. Sejam Σ = (S1, g) e X = S2 a esfera com a métrica euclidiana
induzida do R3.

(a) O determinante do operador de Dirac D(g,φ) do fibrado Clg(Σ) ⊗ φ∗TX é
dado por

detD(g,φ) = (detΔg)2;
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(b) Se c é uma constante positiva, então

det(cD(g,φ)) = c−4(detΔg)2;

(c) Seja {V1, V2} uma base ortonormal ao longo da geodésica φ : S1 −→ S2,
φ(θ) = (cos θ, sin θ, 0), θ ∈ [0, 2π], tal que V1 = ∂

∂θ . Seja Ṽ = f1Ṽ1 + f2Ṽ2 uma
seção de φ∗TS2. O operador de Jacobi J(g,φ), é dado por

J(g,φ)Ṽ = Δg(f1)Ṽ1 + (Δg + 1)f2Ṽ2.

(d) O determinante do operador de Jacobi no item (c) é dado por

detJ(g,φ) = (detΔg)24l−2
g sinh2(lg/2),

onde lg é o comprimento de S1 na métrica g.

(e) Se c é uma constante positiva, então

det cJ(g,φ) = c−2(det J(g,φ)).

Demonstração: (a) Pelo lema 4, basta calcular o determinante de D(g,φ) para
o caso em que φ : S1 −→ S2 é a aplicação harmônica que manda S1 no equador
(cos θ, sin θ, 0), θ ∈ [0, 2π]. O resultado segue-se do lema 5.

(b)Demontração análoga à do caso(b) da proposição 12, seção 3.3.
(c)Seja Ṽ = f1Ṽ1 + f2Ṽ2 uma seção de φ∗TS2. Por definição temos que

J(g,φ) = Δ̃φ −Rφ. Um cálculo direto mostra que

Δ̃φṼ = Δg(f1)Ṽ1 + Δg(f2)Ṽ2.

Por outro lado, denotando por R a curvatura de S2, temos que

Rφ = R(f1Ṽ1 + f2Ṽ2, φ∗E)φ∗E.

Note que φ∗E = Ṽ1. Segue-se então que

RφṼ = f2R(Ṽ2, Ṽ1)Ṽ1.

Assim obtemos que

RφṼ = 〈RφṼ , Ṽ1〉Ṽ1 + 〈RφṼ , Ṽ2〉Ṽ2.

Usando as propriedades de simetria da curvatura temos que

RφṼ = f2〈R(Ṽ2, Ṽ1)Ṽ1, Ṽ2〉Ṽ2 = −f2Ṽ2

(d) Os autovalores de Δg são dados por λn =
(

2π
lg

)
n2. Considerando a mul-

tiplicidade dos autovalores e as propriedades operatórias da regularização dos
determinantes, obtemos que

det(Δg + 1) =
∏
λn 
=0

(1 + λn)2 = (detΔg)
∏
n≥1

(1 +
1
λn

)2.
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Usando a identidade∏
n≥1

(
1 +

z2

n2

)
=
eπz − e−πz

2πz
=
sinh(πz)

πz
,

obtemos que ∏
n≥1

(
1 +

1
λn

2

)
=

sinh(lg/2)
lg/2

.

Agora é fácil ver que

detJ(g,φ) = detΔg det(Δg + 1) = (det Δg)2l−2
g sinh2(lg/2).

(e)Demonstração análoga à do caso(d) da proposição 12, seção 3.3.

�

O Lema que vem a seguir, será utilizado na demonstração da próxima pro-
posição.

Lema 8. Sejam g e h produtos internos sobre um espaço vetorial V de dimensão
finita n, tais que g(v, w) = 0 ⇒ h(v, w) = 0. Se {E1, ..., En} é uma base de
ortonormal de V com respeito à métrica g, então os elementos de volume de g
e h satisfazem a identidade:

νh = |E1|h...|En|hνg,

onde | · |h denota a norma que provém da métrica h.
Demonstração: Observe que B = { E1

|E1|h , ...,
En

|En|h } é uma base ortonor-
mal de V na métrica h. Seja {E∗

1 , ..., E
∗
n} a base dual de {E1, ..., En}, então

{|E1|hE∗
1 , ..., |En|hE∗

n} é a base dual da base B. Usando as propriedades do
produto exterior obtém-se o resultado.

�

Proposição 17. Seja US2 o fibrado tangente unitário de S2. Considere a
aplicação

F : US2 −→ {geodesicas emS2} ⊂ C∞(S1, S2) ↪→ {g} × C∞(S1, S2)

dada por F (p, v) = φp,v, onde φp,v é a única geodésica que passa pelo ponto
p na direção v. Sejam Gc = G|{g}×C∞(S1,S2), onde G é a supermétrica sobre
Met(S1) × C∞(S1, S2), e g1 a métrica em US2. Então verifica-se a seguinte
relação entre os elementos de volume de F ∗Gc e g1:

νF∗G =
1
2
lg

3/2νg1 .

Demonstração:
Dado V ∈ T(p,v)(US2), temos que

(F ∗G)(p,v)(V ) = Gφp,v (F∗(p,v) · V ).
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Seja α : (−ε, ε) −→ US2 uma curva α(t) = (p(t), q(t)) tal que α(0) = (p, v) e
α′(0) = V. Então

F∗(p,v) · V =
d

dt
(F ◦ α)(t)|t=0 =

d

dt
(φp(t),v(t))|t=0.

Temos que
φp(t),v(t)(s) = cos sp(t) + sin sv(t).

Sem perda de generalidade podemos supor que p = p(0) = (1, 0, 0) e v = v(0) =
(0, 1, 0) Desse modo, obtemos que

d

dt
φp(t),v(t)(s)|t=0 = cos sp′(0) + sin sv′(0),

onde p′(0) = αe2 + βe3 e v′(0) = ae1 + ce3, com a = α. Assim,

F∗(p,v) · V = (a sin s, α cos s, β cos s+ c sin s).

Então,

Gφp,v (F∗(p,v)·V ) =
∫
S1
h◦φp,v(F∗(p,v)·V ) =

∫
S1

[(a2sin2(s)+α2cos2(s)+(β cos s+c sin s)2]νg.

Para g = u obtemos,

Gφp,v (F∗(p,v)·V ) =
∫ 2π

0

[(a2sin2(s)+α2cos2(s)+(β cos s+c sin s)2]νu = π(|p′(0)|2+|v′(0)|2).

Por outro lado, um cálculo simples mostra que

g1(V, V ) = |p′(0)|2 + c2.

Observe que F ∗G não é múltiplo de g1. No entanto temos que F ∗G(V,W ) =
0 ⇒ g1(V,W ) = 0. Tomando referenciais adequados obtemos que

νF∗G = π3/221/2νg1 .

Suponhamos, agora, que g = λu. Então temos que

νλu =
√
λνu.

Segue-se dáı que

Gφp,v(F∗(p,v) · V ) = π
√
λ(|p′(0)|2 + |v′(0)|2).

Dada uma métrica riemanniana g qualquer sobre S1, existe um difeomor-
fismo f da circunferência tal que f∗g = ( lg2π )2u, onde lg é o comprimento de S1

na métrica g e u é a métrica usual sobre S1 (Cf.[A]). Desse modo, temos que

(F ∗G)(p,v)(V ) =
lg
2

(|p′(0)|2 + |v′(0)|2).

Tomando referenciais ortonormais adequados, conclúımos que

νF∗G =
1
2
lg

3/2νg1 .

�
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Proposição 18. Considere S1 com uma métrica riemanniana g e S2 com a
métrica induzida da da métrica canônica do R3. Sejam [φ]1 a classe de homo-
topia das aplicações harmônicas de grau 1 em [S1, S2], e Gc = G|[φ]1 a restrição
da supermétrica G ao espaço [φ]1. Então∫

[φ]1

Gc = 4π2l3/2g .

Demonstração: considere a aplicação

F : US2 −→ {geodesicas emS2} ⊂ C∞(S1, S2) ↪→ {g} × C∞(S1, S2).

Pela proposição anterior temos que

νF∗G =
1
2
lg

3/2νg1 .

Assim obtemos que∫
[φ]1

Gc =
∫
US2

νF∗G =
∫
US2

1
2
lg

3/2νg1 .

Pela fórmula do volume do fibrado unitário dada na subseção 1.3.4, do caṕıtulo
1, obtemos que ∫

[φ]1

Gc =
1
2
l3/2g vol(S1, can)vol(S2, can),

donde segue-se o resultado que queŕıamos.

�

Seja (S2, can) a esfera munida da métrica riemanniana induzida pela métrica
canônica do R3. A imagem de uma aplicação harmônica φ : S1 −→ (S2, can)
é um ćırculo máximo de S2. Desse modo, podemos olhar para φ como sendo
uma aplicação de S1 em φ(S1) ≡ S1. Definimos o grau da aplicação harmônica
φ : S1 −→ (S2, can) como sendo o número de vezes que ela cobre sua imagem.

Teorema 10. Sejam Σ a circunferência S1 munida de uma métrica riemanni-
ana g e X a esfera S2 equipada com a métrica h induzida pela métrica euclidiana
do R3. Então o valor da função de partição ZSCren restrita à classe de homotopia
das aplicações harmônicas [φ]1 ∈ [S1, S2] de grau 1 é dada por

ZSCren|[φ]1 = 2π2γ−4β

∫ ∞

0

e
−[αl2g+β (2π)2

lg
]

sinh(lg/2)
lg

7/2dlg

Demonstração: Observe inicialmente que a energia topológica Et é nula,
visto que o grupo de cohomologia H1

DR(S2) = 0. Afirmamos que a energia
bosônica de uma aplicação harmônica φ ∈ [S1, S2] de grau n é dada por Eb =
(2πn)2

lg
. Para ver isso, considere um campo F ao longo de φ(S1) tal que h(F, F ) =

1. Podemos então escrever φ∗E = cF ◦ φ, onde c é uma constante. Segue-se
diretamente da definição da energia bosônica que Eb(φ) = c2lg. Olhando para φ
como uma aplicação de S1 em φ(S1) ≡ S1, temos que

degφ = n =
∫
S1
φ∗
( νh

2π

)
νg =

c

2π
lg.
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Aqui νh denota o elemento de volume da esfera restrito a φ(S1). Dáı segue-se
nossa afirmação.

Substituindo na fórmula [] os dados obtidos nos lemas e proposições desta
seção, lembrando que nesse contexto vol(Kg) = l

3/2
g ,FP ([g]) = 1

2 lg,νg̃ = 2dlg√
lg
,

(Cf.[MGM]), obtemos o valor de ZSCren|[φ]1 dado no enunciado do teorema.

�

4.3.3 O toro plano como espaço alvo

Observe que no caso em que X é o toro plano, PC(Eb) ∩ [φ] é o conjunto das
geodésicas periódicas do toro plano.

Seja φm1,m2 : S1 −→ X a aplicação

φm1,m2(z) = (αzm1 , βzm2)

cuja imagem em R2/Z2 ≡ S1 × S1 é a reta que passa por (α, β) de inclinação
racional m1/m2. Temos, então, a seguinte decomposição:

PC(Eb) ∩ [Σ, X ] = [φ0,0] ∪ [φ1,0] ∪ {[φm1,m2 ]|m2 �= 0}
onde [φ0,0] é a classe das geodésicas constantes, e [φ1,0] é a classe das geodésicas
(isto é, retas) de inclinação infinita e [φm1,m2 ] são as classes das geodésicas de
inclinação racional m1/m2.

No que se segue, adotaremos a seguinte notação:

Zm1,m2 = ZSCren|[φm1,m2 ] =

[∫ ∞

0

e−αEG l−1
g

(∫
PC(Eb)∩[φm1,m2 ]

e−βEb
det(γD(g,φ))√

detβJ(g,φ)

νGc

)
dlg

]
qm1
1 qm2

2

com (m1,m2) ∈ Z × Z e qi = e−δci , i ∈ {1, 2}.
Note que o valor de Z0,0 já foi obtido na subseção 4.3.1. A seguir faremos

algumas observações que são úteis ao considerarmos o cálculo de Zm1,m2 , para
m1 e m2 inteiros arbitrários.

O Primeiro passo em direção à obtenção de um valor expĺıcito de Zm1,m2 , é
descrever explicitamente EG, Et e Eb. Pela mesma razão de antes (seção 4.2),
redefinimos EG(lg) = l2g. Determinemos, então, a energia topológica Et. Para
isso, tome [ω] ∈ H1(R2/Z2). então ω = adθ1 +bdθ2, onde a, b ∈ R. pelo teorema
da dualidade de Poincaré temos que∫

S1
φ∗dθ1 = [φ(S1)] ∩ PD(dx) = m2

e ∫
S1
φ∗dθ2 = [φ(S1)] ∩ PD(dy) = m1.

Desse modo, obtemos que Et = c1m2 + c2m1.
Determinemos agora a energia bosônicaEb =

∫
S1trgφ

∗hνg. Note que trgφ∗h =
h(φ∗E, φ∗E), g(E,E) = 1.Consideremos inicialmente o caso em que g = u, onde
u é a métrica euclidiana usual sobre o ćırculo. Note que E = ∂

∂θ , é um campo
unitário sobre S1. Dáı segue-se que a derivada de φm1,m2 aplicada em E é dada
por

φm1,m2∗(E) = (m1∂1,m2∂2).
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Conclúımos então que

Eb(φm1,m2) = (m2
1 +m2

2)2π.

Se g = λu, então E = ∂θ√
λ

é um campo unitário com respeito a g. A energia
bosônica, neste caso, é dada por

Eb(φm1,m2) =
1√
λ

(m2
1 +m2

2)2π.

Quando g é uma métrica riemanniana arbitrária sobre S1, existe (Cf.[A]) um

difeomorfismo f de S1 tal que f∗g = λu, onde λ =
(
lg
2π

)2
. Obtemos, portanto,

que a energia bosônica é dada, para uma métrica arbitrária g sobre S1, por

Eb(φm,n) =
(2π)2(m2 + n2)

lg
.

Um outro passo necessário para a obtenção de Zm1,m2 é a determinação da
métrica induzida sobre φm1,m2 pela supermétrica. Isso é feito na proposição
seguinte.

Proposição 19. Seja S1×S1 o toro flat com métrica h. Considere a aplicação

F : X −→ [φm1,m2 ] ∈ C∞(S1, X) ↪→ {g} × C∞(S1, X)

dada por F (α, β) = (̂α, β), onde (̂α, β) é a aplicação de S1 em X dada por
(̂α, β)(z) = (αzm1 , βzm2). Seja Gc = G|{g}×C∞(S1,X), onde G é a supermétrica
sobre Met(S1) × C∞(S1, X). Então verifica-se a seguinte relação entre os ele-
mentos de volume

νF∗Gc = lgνh.

Demonstração: Sejam 1 ∈ S1 × S1 e h = dθ21 + dθ22 . Faça ∂1 = ∂θ1 |1 e
∂2 = ∂θ2 |1. Temos que

F ∗Gc(∂1, ∂2) = Gc(F∗∂1, F∗∂2).

Considere a curva α(t) = (eit, 1) tal que α(0) = 1 e α′(0) = ∂1. Então

F∗∂1 =
d

dt
(F ◦ α(t))|t=0 =

d

dt
α̂(t)|t=0.

Mas α̂(t)(z) = (eitzm1, zm2). Então d
dt α̂(t)|t=0 = ∂1 ◦ φm1,m2 .

Obtemos dáı que

Gc(F∗∂1, F∗∂2) =
∫
S1
h(∂1, ∂2)νg = lg.

Logo. F ∗Gc = lgh.. Donde segue-se que

νF∗Gc = lgνh.

�
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A seguir determinamos o operadores de Dirac Dg,φ e o operador Jg,φ.

Proposição 20. Sejam Σ = (S1, g) e X = S1 × S1 o toro flat com métrica h.

(a) O determinante do operador de Dirac D(g,φ) do fibrado Clg(Σ) ⊗ φ∗TX é
dado por

detD(g,φ) = (detΔg)2;

(b) Se c é uma constante positiva, então

det(cD(g,φ)) = c−4(detΔg)2;

(c) O determinante do operador de Dirac J(g,φ) é dado por

detJ(g,φ) = (detΔg)2;

(d) Se c é uma constante positiva, então

det(cJ(g,φ)) = c−2(detΔg)2;

Substituindo os valores encontrados nesta seção, na fórmula dada acima para
Zm1,m2 obtemos o teorema seguinte.

Teorema 11. Sejam Σ = (S1, g) e X = S1 × S1 o toro flat com métrica h.
Então,

Zm1,m2 = βγ−4

(∫ ∞

0

l5/2g e
−(αl2g+

β(2π)2(m2
1+m2

2)
lg

)
dlg

)
vol(X,h)qm1

1 qm2
2 .
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Caṕıtulo 5
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Birkhäuser, 1993

[COGP] Candelas, P., de la Ossa, X.C., Green,P.S., Parkes, L. A pair of Calabi-
Yau Manifolds as an exactly soluble superconformal theory Nucl. Phys.
B359, 21-74.

[EL] Eels J. and Lemaire L. Selected topics in harmonics maps. Conference
board of the mathematical sciences RSCM, number 50.

52



[E] Elizalde, E. et al. Zeta Regularization Techniques with Applications, World
Scientific, Singapore, 1994.

[FM] Fischer, A.E. e Moncrief, V. Hamiltonian reduction of Einstein’s equa-
tions of general relativity, Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.) 57, 142-161,
August 1997.
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