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Resumo

Os modelos sigma néo-lineares sdo modelos matematicos de sistemas fisicos
nos quais se consideram interagdes entre campos gravitacionais, bosonicos e
fermionicos. A despeito desses modelos serem comumente definidos sobre Su-
perficies de Riemann, neste trabalho consideramos alguns modelos sigma nao-
lineares sobre variedades unidimensionais, visando & compreensao e a forma-
lizagdo matematica de alguns conceitos elaborados nessa teoria, de modo es-
pecial o de Funcgao de Particdo. Apos estabelecer notacoes, conceitos e alguns
resultados bésicos, calculamos, em um primeiro momento, a fungao de particao
renormalizada para um modelo sigma definido sobre um intervalo fechado da
reta numérica real; mostramos nesse contexto, por intermédio de procedimen-
tos de renormalizacao e de aproximacao semiclassica, que a funcao de particao
apresenta valores finitos em vérias situagoes. Em um segundo momento, e o
principal dessa dissertagao de doutorado, consideramos modelos sigma sobre
a circunferéncia unitdria; nesse novo contexto, apresentamos valores explicitos
para a fungao de particao renormalizada quando o espago alvo sao as seguintes
variedades riemannianas: a esfera euclidiana no espaco euclidiano usual e o toro
plano. Palavras-chave: Funcao de Particao; Renormalizacao; Regularizacao
Zeta; Operador de Dirac; Integracao.



Abstract

The non-linear sigma models are mathematical models of physical systems in
which interactions amongst gravitation, bosonic and fermionic fields are consid-
ered. In spite of the fact that such models are commonly defined on Riemann
Surfaces, in this work we have considered some non-linear sigma models on
unidimensional manifold, aiming at understanding and the mathematical for-
mulation of some concepts formulated within this theory, specially the Partition
Function. After establishing notations, concepts and some basic results, we have
calculated, at first, the renormalized partition function for a sigma model define
on a closed interval of the real numeric straight line; we have presented within
this context, through renormalization and semi-classical approximation proce-
dures, that the partition function presents definite values in various situations.
At a second moment, and the main one in this doctoral thesis, we have con-
sidered sigma models on a unitary circumference; within this new context, we
have shown explicit values for the renormalized partition function when the tar-
get space are the following riemannian manifolds: the euclidean sphere within
the usual euclidean space and the flat torus. Keywords: Partition Function;
Renormalization; Zeta regularization; Dirac operator; Integration.
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Introducao

Os o-modelos dizem respeito a sistemas fisicos em que interagem campos gra-
vitacionais, campos bosénicos e/ou campos fermionicos. A despeito desses mo-
delos serem comumente definidos sobre superficies de Riemann, consideraremos
o estudo da funcao de particdo para alguns o-modelos definidos sobre varie-
dades unidimensionais visando & formalizacao e ‘a “experimentacao”de alguns
conceitos matematicos fundamentais utilizados nessa teoria em um contexto
mais simples que o usual. Seguimos o seguinte itinerario: apds estabelecer nos
capitulos 1 e 2 as notagoes, conceitos e resultados basicos que precisaremos nos
dois capitulos posteriores, nos fixamos, no capitulo 3, em um o-modelo formu-
lado na teoria do campo bosonico livre sobre um intervalo. Em seguida, no
capitulo 4, tratamos de um o-modelo nao-linear fermionico definido sobre a
circunferéncia S*.

O primeiro problema que abordamos aqui é o da determinacao da funcao de
particdo para um o-modelo sobre um intervalo fechado da reta. Esse problema
foi motivado em sua origem pelos artigos [P1] e [W2]. Em [P1], artigo em que
Polyakov trata da teoria das cordas bosonicas, considera-se o estudo da integral

7. = / efﬁE(g@)dgd(ﬁ’
Met(S)xC= (£,RDP)

onde ¥ é uma superficie de Riemann de género y, C°°(X,RP) é o conjunto das
aplicacoes de classe C®° de ¥ em RP, D =26, f = ﬁ (aqui k é a constante de
Boltzmann e T é a temperatura do sistema fisico em questao) e

(67

A
= E/Es(g)yg + §/E<Ag¢7 ¢>Vga

onde a e A sdo constantes de acoplamento, s(g) é a curvatura gaussiana de ¥
na métrica g e v4 é o elemento de volume de g. Note que se ¥ é uma variedade
compacta, entao, pelo teorema de Gauss-Bonnet, temos que

1
4 >

E(g,9)

s(9)vy = x(¥),

onde x(X) é a caracteristica de Euler de X, um ntimero inteiro que depende
apenas da topologia de .

Em [W2], artigo apresentado por Witten no Congresso Internacional de Ma-
tematica de 1986, em Ziirich, define-se um modelo sigma néo-linear como a
teoria do campo quéntico relativa ao estudo da funcéo

7;(5,X) = / BB d,

Qf(Z,X)



onde Y é uma superficie de Riemann com bordo, X é uma variedade riemanniana
com tensor métrico h, Q;(X,X) é o espaco das fungdes continuas de ¥ em X
que coincidem com f sobre o bordo de ¥, e ' é um funcional definido sobre
Qr (5, X).

Motivados pelos artigos ([P1],[W2]), os autores em [MGM] consideram o
problema de definir e calcular a fungao de partigao

2(8) = e Pdgds,

/Met(Sl)xCOO(Sl,]RD)

onde E : Met(S') x C=(S',RP) — R ¢ a fungdo dada por

B(g,0) = &+ 5(8,6,0).

O valor encontrado pelos autores para a fungao de partigdo, apés um procedi-
mento de renormalizagao, é dado por

Z(B)ren = 50*P1*T(~D/4)

onde I" denota a fungdo complexa Gama de uma varidvel complexa.
No mesmo espirito de [MGM], consideramos inicialmente o problema de
definir e calcular a fungao de particao

20) - [ e E dgdg,
Met(I)xCg° (I,RP)

onde I é um intervalo [a,b] da reta, Met(I) é o espago das métricas sobre I,
Cs°(I,RP) é o conjunto das aplicagoes de I no espago euclidiano D-dimensional
RP que se anulam nas extremidades de [ e E : Met(I) x O (I,RP) — R é a
funcao dada por

B(g,0) = &+ 5(8,6,0).

Utilizando o procedimento de renormalizagao descrito no capitulo 2, obtemos
uma expressao Zr.,(0) para a fungdo de particdo cujo valor pode ser determi-
nado explicitamente. O resultado obtido, contido no capitulo 3 adiante, é o
seguinte:

Teorema 1. Se S = Met(I) x C§*(I,RP) e E: S — R € a funcdo dada por
E(g,¢) = lg + %(quﬁ, @), entdo o valor da fungdo de particao renormalizada é

dado por
D-1 D —D4+2
Zren(ﬁ)zﬁ T -2 g)F(T)

Aqui T denota a funcdo Gama da teoria das funcoes de uma varidvel compleza.

O segundo problema aqui abordado, objeto do capitulo 4, diz respeito aos
modelos sigma nao-lineares supersimétricos, atualmente um campo de interesse
central em fisica tedrica (Cf. [V]). Varios conceitos surgidos no estudo de tais
modelos tém sido aplicados em diferentes dreas da matemaética permitindo, por
exemplo, novas interpretagoes da teoria de Morse (Cf. [W1], [HS], [Ch]) ou novas
informagoes acerca das curvas racionais sobre as variedades de Calabi-Yau (Cf.
[COGP], [AM]).



Em sua formulacao geral, os modelos sigma nao-lineares supersimétricos
tratam do conjunto das aplicagoes ¢ : ¥ — X, onde X é uma superficie de Ri-
emann, X é uma variedade riemanniana ou uma variedade complexa de Kéahler
cujas tnicas 2-formas fechadas sao do tipo (1,1) (Cf. [AM],[W]). A variedade X é
denominada espago fonte e a varidade X é denominada espaco alvo. O funcional
energia é definido levando-se em conta as contribuigoes dos campos gravitaci-
onais, bosonicos, fermionicos do sistema fisico considerado, e, além disso, de
um termo adicional topologicamente invariante, que depende apenas da classe
de homotopia de ¢ € C*(3, X), da classe de cohomologia de uma forma em
H#mE(X) no caso riemanniano (ou de uma (1,1)-forma em H'1(X), no caso
de uma variedade complexa) e da classe de homologia da imagem de ¥ em
X(Cf.JAM]).

O modelo que trataremos aqui é aquele proposto em [MRM], definido no con-
texto mais simples em que ¥ é a circunferéncia S'. Para descrever esse modelo
considere duas variedades riemannianas (3, g) e (X, h) conexas, compactas, sem
bordo, orientaveis, de dimensdes m e n, respectivamente. Denote por Cly(X) o
fibrado de Clifford de (X, g). Dada uma aplicagdo diferencidvel ¢ : ¥ — X de
classe C'*°, seja ¢*T' X o fibrado induzido sobre ¥ por ¢.

Considere o fibrado de médulos & esquerda Cl,(X)®¢*T X sobre Cly(X) (isto
é, Cly(X) ® ¢*TX é um fibrado sobre X cuja fibra sobre p € ¥ é um médulo
a esquerda sobre a algebra de Clifford CI(T},X, g,)). Seja D, 4) 0 operador de
Dirac de Cly(X) ® ¢*TX, e denote por £y 4y a algebra de Grassmann gerada
pelas autofungoes normalizadas de D, 4). Obtemos desse modo um novo fibrado
& sobre B = Met(¥) x C*°(%, X) cuja fibra sobre (g, ¢) é dada por &g 4)-.

A superenegia E associada ao fibrado € sobre B ¢ definida como sendo

E(w) = a/zs(g)ug + B/Etrgqb*hl/g +YD(g,p)% - + 5/2(;5*@0,

onde a, 3,7,0 sdo constantes de acoplamento, s(g) é a curvatura escalar da
métrica g, v4 é o elemento de volume de g, e w € H%igZ(X, Z). Se eq, a =
1,2,...,k é um conjunto de geradores de HE™M*(X), entdo [w] = Zszlc“[ea],
onde ¢® sdo nimeros reais. Denotando o dltimo termo de E (v) por Ei, obtemos
que E; = Zszlcama, onde m, = fqu*ea. Pelo teorema da dualidade de
Poincaré (Cf. [GH]) temos que

e — / $eq = / ea = ([6(2)] - [PD(ea)]),
= P(X2)

onde PD(e,) € Haimx —dims(X) é o ciclo dual de Poincaré de e,, e #([¢p(2)] -
[PD(eq)]) é o numero de interseccao da classe de homologia de ¢(X) com a
classe de homologia do ciclo PD(e,). Desse modo, os m, sdo ndimeros inteiros
que dependem da classe de homologia de ¢(X).

O problema proposto em [MRM] é o de definir e obter um valor explicito

para a funcao
2 B 0y [ bW,
KT’ kKT’ KT’ kT
Isso é feito por intermédio dos procedimentos de aproximacao semiclassica e
de renormalizacao descritos no capitulo 2, obtendo uma expressao calculdvel

para a fungdo de partigdo cldssica Z que denotamos por Z5¢. Como E; é um



invariante topoldgico, o calculo de Z5¢ pode ser feito considerando uma soma

discreta sobre as classes de homotopia [¥, X| das aplicagdes de ¥ em X. Convém
observar aqui, que se ¢ e ¢ sao aplicagoes homotépicas de ¥ em X, entao ¢*T'X
e ¢*T X sao fibrados isomorfos. Temos, portanto,

SC sC
Zren - Z[¢]E[Z7X]Zren|[¢]

No que se segue assumiremos que k7' = 1, a menos que se diga explicitamente
o contrario.

Em [MRM] os autores consideraram o caso em que ¥ = (S',g) e X =
(S, h), e obtiveram o valor de ere(;; restrita a classe de homotopia das aplicagoes
constantes:

sC L s .1 3 1
Zren'[(i):cte] = 504 4527 r (Z)’UOZ(S ,h)

O problema que abordamos no capitulo 4 é o de definir e calcular Z =
fge_E(w) nos casos em que ¥ = S e X é o toro flat ou a esfera S? equipada com
a métrica induzida pela métrica euclidiana do R3. Os resultados encontrados
estao descritos nos teoremas 2 e 3 abaixo.

Teorema 2. Sejam ¥ a circunferéncia S' com uma métrica riemanniana g
e X uma variedade riemanniana n-dimensional compacta com uma métrica h.
Entdo o valor da funcdo de particio Z5S restrita a classe de homotopia das
aplicacoes constantes € dado por

1 _3n n _
Z§e€z|[¢=ct6] =5 ! BEy 2T ( 1 >vol(X h).

Seja (52, can) a esfera munida da métrica riemanniana induzida pela métrica
candnica do R®. A imagem de uma aplicacdo harménica ¢ : S' — (S2, can)
é um circulo méximo de S2. Desse modo, podemos olhar para ¢ como sendo
uma aplicacio de S em ¢(S') = St. Definimos o grau da aplicagdo harmonica
#: S — (82, can) como sendo o niimero de vezes que ela cobre sua imagem.

Teorema 3. Sejam ¥ a circunferéncia S* munida de uma métrica riemanniana
g e X a esfera S? equipada com a métrica induzida pela métrica euclidiana do
R3. Entdo o valor da funcgdo de particdo ere(;; restrita a classe de homotopia

das aplicagées harmonicas [¢], € [S*, S?] de grau 1 é dado por
oo - Otlz B(zﬂ) ]
ZSC -9 —4 / R |
ren'[tb]l 7T v ﬁ S’th 9/2)

onde l, é o comprimento de S' na métrica g.

Qm\\l

dl,,

ZSC

Observe que na expressao obtida para 7.2/

|[¢]1 nao consta a constante de
acoplamento 6. Isso se deve ao fato de E, ser nula para S2%, uma vez que
H bR(S ) =0.

Para o toro plano obtivemos o resultado seguinte:

Teorema 4. Sejam ¥ = (S',g) e X = S' x S o toro flat com métrica h. Seja
Gmyms + ST — X a aplicagio dm, m,(2) = (2™, 2™2), com (my,ma) €
Zx L. Se By = [g ¢ mow, w=c'dby + *dby € Hpp(X,7Z), entdo

— > —[x2+ 2 2 m m
Zomrms = Zispl s ma] = @22 By / e~ L MmO Yol (X, h) g™ gy
0



onde b = 4m?B\/a e ¢ = e i € {1,2}.



Capitulo 1

Preliminares

No estudo das particulas elementares da matéria, os fisicos tém distinguido dois
tipos béasicos de particulas: os férmions, que obedecem o principio de exclusao de
Pauli e podem ser descritos pela estatistica de Fermi; e os bdsons, que nao obe-
decem aquele principio, e cujo comportamento pode ser descrito pela estatistica
de Bose. O modelo que estudaremos nos capitulos subseqiientes, pretende in-
corporar esses dois tipos de particulas por intermédio dos conceitos de campo
bosonico e de campo fermionico.

Um campo sobre uma variedade diferencidvel X é uma secao de um fibrado
E sobre X, de fibra F. Um campo bosénico sobre ¥ é uma sec¢do de um fibrado
trivial cuja base X e cuja fibra X sao variedades riemannianas; devido ao carater
trivial do fibrado E é conveniente identificar o espago das se¢oes I'(E) de E com o
espago C° (X, X) das aplicagoes de classe C* de ¥ em X. Um campo fermidnico
sobre ¥ é uma secdo de um fibrado cuja base é uma variedade riemanniana e
cuja fibra é um médulo sobre uma dlgebra de Clifford. Os campos gravitacionais
sdo secoes do fibrado S?Y das aplicacoes bilineares simétricas sobre X.

Neste trabalho, entendemos por modelo um par (S, E), onde S é um conjunto
definido a partir de um dado sistema fisico, e £ : § — R é uma fungao
que descreve a energia de cada s € S. O espago S é denominado espaco de
configuracoes do modelo.

Um modelo que tem sido amplamente estudado em Relatividade Geral é
aquele em que a energia Eg é definida sobre o conjunto Met(X) de todas as
métricas sobre uma variedade diferencidvel compacta orientdvel pela seguinte
expressao:

Eelg) = / st

onde s(g) é a curvatura escalar de ¥ na métrica g e v, é o elemento de volume de
g. Sabe-se que os pontos criticos de Eg sao exatamente as métricas de Einstein
sobre X.

Outros modelos bastante difundidos, e que tém sido objeto de investigacao
nas ultimas décadas pelas suas conexoes com o problema da unificagao da forcas
elementares, sao os o-modelos. Esses modelos tratam de sistemas fisicos em que
se consideram as interagoes entre os campos gravitacionais e os campos bosonicos
e/ou fermidnicos. Os modelos sigma nao-lineares referem-se a sistemas fisicos
em que se consideram as interacoes dos campos gravitacionais e dos campos
bosénicos C°(X, X ), onde X é uma variedade riemanniana de dimensao finita

10



sem estrutura de espaco vetorial. Nesse tipo de modelo os campos fermidnicos
nao sao considerados. Um exemplo de um tal modelo é aquele em que o espaco
de configuragoes é constituido pelos campos bosonicos ¢ sobre uma variedade
riemanniana (X, g) compacta orientével, sem bordo, e a funcdo energia E é a
funcdo que a cada campo ¢ associa o nimero

E(¢) = %/Etrggzﬁ*hz/g,

onde h é a métrica sobre a fibra X, ¢*h é o pull-back de h pela aplicagao ¢,
e trqg@*h é o trago de ¢*h com respeito a métrica g. Os pontos criticos desse
funcional sao denominados aplicagées harmonicas.

Um modelo sigma nao-linear supersimétrico, por sua vez, ¢ um modelo de-
finido a partir de um sistema fisico em que interagem campos gravitacionais,
bosoénicos e fermionicos. O modelo supersimétrico que trataremos neste traba-
lho é aquele proposto em [MRM] obtido a partir de um fibrado £ cuja base é
dada por B = Met(X) x C* (X, X) e cujas fibras sao as dlgebras de Grassmann
geradas pelas autofungoes de um operador de Dirac D, 4) convenientemente
definido. Estaremos particularmente interessados nos casos em que ¥ = S! e
X é o toro plano R?/Z? ou a esfera S2. Para estabelecer precisamente esse
modelo, o que sera feito no capitulo 2, é necessario fixar notagoes, introduzir
alguns conceitos e resultados basicos; esse é o objetivo deste capitulo.

1.1 Preliminares algébricos

O tratamento matemédtico dos campos fermidnicos requer a introdugao de duas
nogoes fundamentais: dlgebra de Grassmann e algebra de Clifford; duas dlgebras
associativas com produtos anticomutativos. O objetivo desta se¢do é introduzir
esses dois conceitos, ressaltando suas propriedades mais elementares que serao
necessarias nos capitulos subseqiientes.

1.1.1 Algebras de Grassmann

A dlgebra de Grassmann Gy é a dlgebra associativa, com unidade 1, gerada sobre
R ou C por N simbolos 01,05, ..., 0 sujeitos a seguinte regra de multiplicagao

9i9j+9j9i:07 1<4,7<N
Note que quando i = j, obtém-se 7 = 0 para i = 1,2,3, ..., N.
Uma base da édlgebra Gy ,vista como espago vetorial sobre R ou C , é dada
pelos monomios

1 ,604,...,0N, 019](1 < j), 619]9k(z <j< k), vy 0105..0N

Desse modo, a dimensao de Gy ¢ igual a E;VZO(]:) =2V,
Um elemento f € Gy arbitrario, pode ser escrito na forma

[=10)=fol + Zi<1fij9i9j + Zi<j<kfijk9i9j9k + ...+ fi2..nO1..0N

1
N ZOSkSNqu,...,ikf"1~~"k9i19iz---%7

11



onde 1 <y <49 <...<N.
Note que essa expansao de f pode ser posta na seguinte forma:

f: Zme{o,l}f"h“"”f"el 92 HN

Os inteiros n; € {0, 1} podem ser pensados como os ntimeros de ocupagao dos
estados descritos pelos 6;. Esse ponto de vista traz a tona as relacoes subjacentes
entre as dlgebras de Grassmann e a estatistica de Fermi.

1.1.2 Derivacao em algebras de Grassmann

A derivada a esquerda % ¢ definida sobre os monémios 6;,6;,...0;, da seguinte
;
maneira: a derivada % de um monomio que nao contém 6; é igual a zero; a

derivada da de um monomio que contém 6; é calculado movendo-se o 6; para a
esquerda obedecendo a anticomutacao até que ele ocupe a primeira posicao do
mondmio, quando entao é suprimido. Essa operagao é estendida por linearidade
para qualquer elemento da dlgebra. Analogamente define-se derivacdo a direita.
Verifica-se facilmente que

090 990 _[o9 0]1_,
96, 00; 06,00, | 00;’ 00, |

0 0 0
2av0 2 {20 s,

1.1.3 Integracgao sobre algebras de Grassmann

As integrais de Berezin sdo operagoes lineares sobre funcoes f(61,...,0n) dos
geradores 61,05, ...,05 de Gy, dadas por

/f(@l, ey ON)dO; = %f(é)l, w08,

o 0
/f(el,...,e Jitidh; = g I O, ),
5‘ 0
/f(91,~~~79N)d91 AN = 20, 908 ——f(01,....0n).

Valem as seguintes proposi¢oes (Cf.Berezin[B], Itzykson e Drouffe[ID]):

Proposigao 1. Sejam 61, ...,0n os geradores de uma dlgebra de Grassmann Gy
e a;; numeros reais tais que a;; = —aj;, para 0 < 4,7 < N. Entdo,

1 1
/exp(EZaijeiHj)deN...del = [det(aij)]i

Proposigao 2. Se o conjunto de geradores de uma dlgebra de Grassmann pode
ser decomposto em dois conjuntos conjugados Oy e 0, k = 1,2,3,.... N, e se
A = (aij) € uma matriz anti-simétrica, entao

/ exp( . jaijaiéj)daldﬁl...deNdﬁN = detA
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1.14 Algebras de Clifford

Classicamente, a algebra de Clifford Cly é conhecida como a algebra associa-
tiva, com unidade 1, gerada por N elementos eq, €3, ..., en sujeitos as seguintes
relagoes:

e? =1,

6i6j+€j€i:0, 1<4,5 <N.

Note que Cl; é o conjunto dos nimeros complexos, e que Cly é a algebra dos
quatérnions de Hamilton.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K, e seja ¢ : V — K uma forma
quadrética sobre V. A dlgebra de Clifford CI1(V,q) é a dlgebra associativa sobre
K, com unidade 1, gerada por V sujeito a relagao

vov=—qv)-1, veV.
Quando a caracteristica de K ¢ diferente de 2, temos que

veow+w-v=—-2q(v,w)l,
onde (v, w) = Llg(v+w) — q(v) — qw)).

Observagao: Quando a dimensao de V é finita igual a N e ¢ é uma
forma quadritica degenerada (isto é, g(v,v) = 0,Vv € V), a algebra de Clif-
ford Cl(V,q = 0) coincide com a &lgebra de Grassmann Gy .

O leitor interessado em mais informagoes sobre este tépico, pode consultar
as referéncias [LM] e [BGV].

1.2 Preliminares geométricos

Nosso objetivo nesta secao é introduzir algumas nogoes de geometria diferen-
cial que usaremos posteriormente, principalmente na descricao do modelo que
apresentaremos no capitulo 4. Aqui colecionamos apenas alguns conceitos e fa-
tos elementares com o enfoque que utilizaremos no corpo deste trabalho. Mais

informagoes acerca dos topicos apenas aludidos nesta se¢ao podem ser obtidos
em [LM], [BGV], [GH], [B] e [EL].

1.2.1 Fibrado de Clifford

Um fibrado vetorial m : E — M é riemanniano quando em cada fibra F, =
7~ 1(z) existe um produto interno positivo definido <, >, que varia diferencia-
velmente com .

Seja m : E — M um fibrado vetorial riemanniano com métrica <,> .
Considerando para cada p € M a &lgebra de Clifford Cl(7*(p), <, >,) obtém-
se um novo fibrado sobre M cujas fibras sao dlgebras de Clifford. Este fibrado
é denominado fibrado de Clifford de E e é denotado por CI(E). O fibrado de
Clifford CI(M) de uma variedade riemanniana (M, g) é o fibrado de Clifford de
seu fibrado tangente T'M.
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1.2.2 Operador de Dirac e o laplaciano generalizado

Uma conexdo sobre um fibrado vetorial w : E — M é uma aplicagao R-bilinear
V. :T(TM)xI'(E) — T'(E)
que satisfaz os seguintes axiomas (onde Vxs = V(X,s)) :

(i)Vsz = fVXS;
(i))Vx fs = X(f)s+ fVxs,

onde f: M — R é uma fungao diferenciavel. A secdo Vxs, é denominada
derivada covariante de s na diregao X.

Seja m: E — M um fibrado vetorial riemanniano com métrica <, > . Uma
conexao riemanniana V sobre E é uma conexao sobre F que satisfaz a igualdade

X <s,t>=<Vxs,t >+ <s,Vxt >

para todos X € I'(T'M), e s,t € I'(E).

Seja (M, g) uma variedade riemanniana orientada com fibrado de Clifford
CIl(M), e seja S qualquer fibrado de médulos & esquerda sobre CI(M) (isto é, S
¢ um fibrado sobre M tal que em cada ponto p € M a fibra S, é um médulo a
esquerda sobre a dlgebra de Clifford C1(T,M, g,)). Supondo que S é riemanniano
e é dado com uma conexao riemanniana V, definimos o operador de Dirac de S
como o operador diferencial de primeira ordem D : I'(S) — I'(S) dado, em p €
M, por D(s) =Y j-Ex - Vg,s, onde {E,..., E;,} é um referencial ortonormal
local em um aberto em torno de p, e onde o ponto “.”denota a multiplicagao do
moédulo de Clifford. A defini¢ao independe do referencial ortonormal adotado.

O operador de Dirac D é um operador formalmente autoadjunto com espec-
tro real nao limitado inferiormente e superiormente (Cf. [LM]). No capitulo 4
encontram-se alguns exemplos de operadores de Dirac.

Sejam M uma variedade riemanniana com métrica g e V uma conexao sobre
um fibrado vetorial E — M. O laplaciano generalizado (ou de uma conexao)
é o operador que a cada secdo s € T'(E) associa a secio As definida como

As)p) = =>_" (V5 = Vou,£)s0),

onde {F1, Es, ..., B, } é um referencial ortonormal local em um aberto U em
torno de p. O laplaciano generalizado independe do referencial ortonormal es-
colhido.

1.2.3 Operagoes elementares com fibrados

Se E — M e F — M sao dois fibrados vetoriais, denotaremos por:(1) E* o
fibrado dual de E;(2) E® F a soma direta (ou de Whitney) de E e F';(3) EQ F
o produto tensorial de E eF'.

Se ¢ : M — N é uma aplicagdo diferencidvel e 7 : E — N é um fibrado
vetorial sobre IV, denotaremos por ¢*FE o fibrado induzido sobre M por ¢. A
fibra de ¢* E sobre p € M é Ey ), a fibra de E sobre ¢(p).

Se VF e VI s@o conexédes sobre os fibrados E — M e F — N, podemos
definir conexdes sobre os fibrados mencionados acima:
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(1) a conezdo dual V* sobre E* é dada por
(Vx0)(s) = X(0(s)) — 0(Vxs),

onde 0 e I'(E*) e s € T'(E);
(2) a conexdo soma direta V sobre E @ F é dada por

Vx(r®s)=VErovis;
(3) a conezxdo produto tensorial é dada por
Vx(r@s) = (VEr) ©@s+r® (Vis);

(4) a conexdo pull-back é a inica conexdo V sobre ¢*E tal que para cada
p €M, comq=¢(p), X € T,MesecI'(E) temos que

Vx(¢*s) = " Vg (),
onde ¢, é a derivada de ¢ e ¢*s = so ¢ € I'(¢p*E).

1.2.4 Volume do fibrado tangente unitario

Seja M uma variedade riemanniana com métrica g. O fibrado tangente de M
é o conjunto TM = {(p,v)lp € M,v € T,M}. Dados (p,v) € TM e V,W
vetores tangentes a T'M em (p,v), escolha curvas a(t) = (p(t),v(t)) e B(s) =
(a(s),w(s)) com p(0) = q(0) = p, v(0) = w(0) = v e V = (5/(0),'(0)) = a’(0)
, W = (¢'(0),w'(0)) = p’(0). Podemos introduzir uma métrica g1 em TM

definindo DV DW
a(V,W) =g(mV,m.W) + Q(W(O)a 7(0))7

onde 7, é a diferencial da projecio canénica m : TM — M e £ é a derivada

i di
covariante.
Note que a métrica g; induz no fibrado tangente unitdrio UM = {(p,v) €
TM|g(v,v) = 1} uma métrica riemanniana que ainda denotaremos por g.
Em Besse ([B], pp. 51-2), demonstra-se o seguinte resultado: Se (M,g) é
uma variedade riemanniana compacta d-dimensional, entao

vol (UM, g1) = vol(S?~1, can)vol(M, g),

onde UM ¢é o fibrado tangente unitario de M, g1 é a métrica do fibrado tangente
de M, e S9! ¢ a esfera de dimensdo d — 1 munida da métrica canonica.

1.2.5 Numero de interseccao e dualidade de Poincaré

Suponha que M é uma n-variedade orientada, A, B sao dois ciclos em M de
dimensdes k e n — k, respectivamente, e p € AN B é um ponto da intersec¢ao
transversal de A e B. Sejam vy,...,v; € T,A C T,M uma base orientada de
T,A, e wi, ..., wp—} uma base orientada de T, B C T, M. Definimos o indice de
intersec¢do ip(A- B) de A e B em p como sendo +1 Se U1, ..., g, W1, ..., Wy—j; €
uma base de orientacao positiva para T, M, e sendo -1 em caso contrario. Se A e
B intersectam-se transversalmente em todos os pontos de interseccao, definimos
o numero de intersec¢do de A e B como sendo

#(A-B) =) (A-B).

7
peAcB P
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Em sua versao fraca (cf. [GH]), o Teorema da Dualidade de Poincaré diz
que se M é uma n-variedade compacta orientada, entao a aplicagao

P: Hy(M,Q) — H,_x(Q)* = H"*(M,Q)

dada por
P(A)(B) =% (A B),

é um isomorfismo. Pelo isomorfismo de de Rham H"~*(M,Q) é isomorfo a
Hg;%k (M,Q); desse modo, o Teorema de Dualidade de Poincaré assegura que
para qualquer k-ciclo A sobre M existe uma (n-k)-forma fechada ¢ tal que para
qualquer (n-k)-ciclo B sobre M, temos

/B<p=# (A-B).

Essa (n-k)-forma ¢ é denominada dual de Poincaré de A. Usaremos a seguinte
notagao: ¢ = PD(A).

Se f: M — N é uma aplicacao nao-singular sobre o ciclo A C N, entao
com a orientacdo apropriada o ciclo f~1(A) é o dual de Poincaré para o pull-
back via f do dual de Poincaré de A. Para ver isso, observe que se B C M é
qualquer ciclo sobre M encontrando f~!(A) transversalmente, temos que f(B)
intersecta A transversalmente em f(B N f~(A); assim,

/ FPDA) = [ PD(A) =# (f(B)- A) =* (B f~1(A)).
B f(B)

Portanto, f~1(A) é o dual de Poincaré de f*(PD(A)).
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Capitulo 2
Funcao de particao

Seja S o conjunto dos estados acessiveis a um sistema fisico F em equilibrio a
uma dada temperatura T. Boltzmann descobriu, partindo de estudos anterio-
res de Maxwell, que a probabilidade P(s,T') de ocorréncia de um dado estado
acessivel s ao sistema F é proporcional ao fator exponencial e~ F()/*T  onde
E(s) é a energia da configuracao s e k é a constante de Boltzmann. Fazendo
0= ﬁ, podemos escrever

P(s,T) = Ce PP,

onde C' é uma constante a ser determinada. Usando a condi¢ao de normalizagao
> scg P(s5,T) =1, obtemos que

1
- Y eeg € PEG)

Logo, fazendo Z(8) = > g e BEG) obtemos que

C

¢~ BE()
AC)

Definigao: Seja S o conjunto de todos estados acessiveis a um dado sistema
fisico F em equilibrio a uma dada temperatura 7. Seja E : S — R a funcéo
que a cada estado s € S associa sua energia. A func¢do de particio Z associada
ao par (S, F) é dada por

P(s,T) =

2(8) = 3 e P50

seS

onde 8 = 1/kT, sendo k a constante de Boltzmann.
Observagao:

(1) A letra Z vem da palavra alema Zustandsumme, que significa soma sobre
estados.

(2) Alternativamente, podemos definir func¢do de partigdo no contexto da te-
oria da medida. Para isso, considere um sistema fisico F em equilibrio
a uma dada temperatura T. Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos do
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conjunto S, de todos estados acessiveis a F. Se p: A — [0,400] é uma
medida e F : S — R é uma funcao, entao a funcao de particdo associada
ao par (S, E) é dada por

2) = [ ey

onde 8 =1/kT, k é a constante de Boltzmann.

(3) A importancia do conhecimento da funcao de partigao, reside no fato
de que as propriedades termodindmicas de um sistema fisico podem ser
expressas em termos de InZ. Por exemplo, a energia, a entropia e a
pressao de um sistema fisico sdo dadas, respectivamente, por:

0 10
E=—-—InZ,S=p3FE Z ,P=-—InZ.
86ln S=pBE+InZ, 28Vln

Mais consideragoes acerca da fungao de particao podem ser encontradas nas
referéncias ([R], [MB], [Ha], [ID]).

2.1 Renormalizacao

Em vérios problemas fisicos, o espago de configuragées S é uma variedade ri-
emanniana de dimensao infinita. Entao, o primeiro problema com o qual nos
defrontamos é o de dar sentido matemdtico a func¢do de partigdo Z(5). Um
segundo problema é o de obter valores explicitos para Z(8). Ha dois procedi-
mentos que utilizaremos para esse fim: o de renormalizacao e o de aproximacgao
semicléssica.

O procedimento de renormalizacao da fungdo de particdo é utilizado quando
é possivel identificar um grupo de simetrias G que age sobre S, deixando a ener-
gia do sistema invariante, e de modo que o quociente §/G tenha uma estrutura
de variedade riemanniana de dimensao finita. Nesse caso, redefine-se a fungao
de partigao por intermédio de uma integracao sobre a variedade quociente S/G.
Essa redefinicdo é motivada por um resultado vélido para o caso em que S e
G tém dimensao finita. Para enunciar esse resultado, precisaremos de algumas
definigoes e observagoes preliminares.

Nos deteremos inicialmente no caso mais simples em que S é um conjunto e
G é um grupo finito que age sobre S de modo que o conjunto quociente S/G é
finito. Dado s € S, o grupo de isotropia (ou estabilizador) de s é o subgrupo de
G dado por

Ks;={g€Glg-s=s}.

Dado s € S, temos que os grupos de isotropia K e K., sao isomorfos; para ver
isso, basta observar que a aplicagdo i, : K5 — K5, dada por i,(z) = grg™!,
é um isomorfismo. Por conseguinte, podemos definir o nimero de elementos no
grupo de isotropia da érbita [s] de s € S como

#K[q) = #Ks,

para qualquer s € [s].
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Quando o espago quociente S/G é finito, podemos reescrever a funcao de
particio Z(8) = 3 ,cge PP em termos de uma soma sobre as érbitas [s] €
S/G. Isso é feito no teorema seguinte.

Proposigao 3. Seja A : G xS — S uma ag¢do de um grupo finito G sobre
um conjunto S, denotada por A(g,s) = g- s, tal que o conjunto quociente S/G
€ finito. Se E: S — R € uma funcgdo constante ao longo das orbitas da a¢do
(isto é, E(g,s) = s,VYg € G), entdo

- s —BE([s 1
Z(3) = Ze BE(s) _ Z e BE(s]) Ty #G
s€S [sles/a [s]

Demonstragao: Fizado s € S, considere a aplicagio As : G — [s] C S dada
por As(g) = g - s. Observe que A nao € injetiva, pois

(gh)-s=g-(h-s)=g"s,

para todo h € K. Considere entdo a aplicagio Ay G/Ky — [s] € §/G dada
por Aq([g]) = g - s. Note, agora, que A, € bijetiva, pois

As(lg)) = As([gh]),

para todo h € K. Temos entio que #G /K, = #[s]. Pelo Teorema de Lagrange,
concluimos que
#G

#lsl = o

Desse modo, obtemos que
— —BE(s) _ —BE(s) | — .o~ BE(s])
Z(8) Sze;se Z[S}ES/G %:]e Z[S]GS/G [#[S] € } ’

onde E ¢ tal que Eom = E.
Dai segue-se, finalmente, que

i 1
_ ~BE(s) .
Z (Z[s1eS/Ge #K) #G.

Observagao: Podemos obter uma medida p em S/G definindo

!
C#K

Isso permite reescrever a func¢do de particao obtida na proposicao acima como

Z = Zren(ﬁ)#G;

w([s])

onde

7 1
Zren ﬂ :/ eiﬁE—d,u“
) 5/G #K;
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Consideraremos, agora, o caso em que S é uma variedade riemanniana de
dimensao finita orientavel, e G um grupo de Lie compacto. Seja A : GXxS — S
uma acao diferencidvel. Para s € S fixado, considere a aplicacdo A5 : G — S
dada por A;(a) = A(a, s). Defina A/S’a como sendo a restricao da derivada A, (a)

ao subespaco (KerA'(a))*. Denote por A;Ta a adjunta de A;a.
O determinante de Fadeev-Popov da acao de G sobre S é a funcao

FP:GxS8—3S8

dada por
FP(a,s) = /det(Ay, o As').

Teorema 5. Sejam (S,G) uma variedade riemanniana e (G,h) um grupo de
Lie com uma métrica bi-invariante h. Se G atua sobre S por isometrias, entao
o determinante de Fadeev-Popov tem as seguintes propriedades:

(i) FP(a,s)=FP(e,s)
(t5) FP(e,s) = FP(e,as).

Demostragao: Para demonstrar (i), condidere as aplicagoes l, : G — G,
lo(@)=ax; Ly:S — 8, Lo(s) =a-s; e As : G — S, dada por As(y) =y - s.
E imediato verificar que

Agol, =L, 0 A,.

Derivando os termos desta igualdade na identidade, obtemos que
Al(a)oll(e) =L o Al(e).

Temos que l, e L, sdo isometrias, pois h é wma métrica bitnvariante sobre G e
G age sobre S por isometrias; desse modo,

det A , = £det A .

Concluimos dai que
FP(a,s) = FP(e,s).

Para demonstrar (i), considere as aplicagoes iy : G — G, iq(7) = axa™ Ay
G — S, Aus(z) = zas, e Ly : S — S dada por La(s) = a - s. E imediato
verificar que L, o Ay = Ags o i,. Derivando os termos dessa igualdade na
identidade e € G, obtemos que

L o Al(e)= Al (e) o Ad,.

Como LI, e Ad, sao isometrias, pois G atua por isometrias e h € uma métrica
biinvariante, seque-se que

det A} , = +det A

as,e”

Portanto,

as,e as,e s,e

FP(e,as) = \/det Al o Al = \/det A, o AL = FP(e,s)
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Observagao: Segue-se da proposicao que FP € constante ao longo das
orbitas da agdo. Portanto, tem sentido definir o determinante de Fadeev-Popov
da drbita [s] de s € S, como sendo FP([s]) = FP(e,s).

Observe que se Ad(a) é uma transformacao ortogonal para todo a € G,
entdo o isomorfismo i, : Ky — K,.; dado por i,(z) = ara~! é uma isometria.
Portanto, tem sentido definir o volume do estabilizador de [s] como sendo o
volume do estabilizador de qualquer s € [s]; ou seja, vol(K[y) = vol (K).

Podemos agora enunciar o teorema que prometemos.

Teorema 6. Sejam (S,G) uma variedade riemanniana orientdvel de dimensdo
finita, e (G, h) um grupo de Lie compacto com métrica biinvariante. Se G atua
sobre S por isometrias e f : S — R € uma funcgao integrdvel sobre S tal que

fla-s)= f(s),Ya € G, entio

1
Jf0me = ([, HDFPD ) [

onde vg, vy e Vg sao as formas de volume de S,G e S/G, respectivamente.

Para demonstrar esse teorema necessitaremos do resultado seguinte, cuja
demons tragdo pode ser encontrada na referéncia [Hel]; para mais detalhes, o
leitor interessado pode também consultar [R]. .

Teorema 7. ([Hel]) Seja G um grupo de Lie e K um subgrupo fechado. A
relagao
|det Adg (k)| = |det Adk (k)|,k € K,

€ una condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de uma medida G-
invariante positiva sobre G/K. Essa medida dgk € inica (a menos de um fator

constante) e
/G f(a)dg = /G p ( /K f(a.k)dk) dxc,

onde [ € continua de suporte compacto en G, se as medidas invariantes a es-
querda dg e dk estao adequadamente normalizadas.

Corolario: Sejam G um grupo de Lie compacto e K um subgrupo fechado
de G. Se |det Adg(k)| = |det Adk(k)|, entdo

vol (@)
vol(K)'

vol(G/K) =

Demostragao (do coroldrio): Tomando f =1 no Teorema, obtemos que

/ dg:/ (vol K)dgk,
G G/K

donde se conclue que
vol(G) = vol(K).wol(G/K).
Logo,

vol(Q)
vol(K)'

vol(G/K) =
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Observagao: O coroldrio generaliza o Teorema de Lagrange para grupos
finitos.

Demostracao (do teorema 6):
Aplicando o Teorema de Fubini localmente e usando uma particao da uni-

dade, obtemos que
s | ( f(s)vg~>vg,
s s5/G6 \J[s]

onde G é a métrica sobre S/G e G é a métrica induzida sobre [s] vista como
subvariedade de S.
Como f é constante em [s], concluimos que

s = [ ) < /[S] vg~> .

Seja As : G/Ks — [s] dada por As(a) = a-s. Entao, pela férmula da
mudanga de variaveis, temos que

/ vg z/ Aivg :/ det Al(a)vy, z/ FP(a,s)v;,
[s] G/K, G/K, G/K.

onde nesta ultima igualdade usamos o seguinte resultado de algebra linear: se
L é um operador linear de (V,<,>) que preserva orientacao, entdo det L =
\/det(L*L). Usando o teorema 4 obtemos que

fG/Ks FP(a,s)v;, = fG/KS FP([s])vy

A dltima igualdade decorre do corolédrio enunciado anteriormente. Portanto,

JsFswg = [5,6 F(s).FP([s])vg
= (Jsya FUD-FP((s])- sorche—y-06) - Ji on-

s

O

Definigao: Quando (S,G) é uma variedade riemanniana de dimensao infi-
nita e G é um grupo de simetrias que age sobre S por isometrias deixando uma
fungao f : & — R invariante, e, além disso, o quociente S/G tem dimensao
finita, definimos, com a notagao acima e motivados pelo teorema anterior, a
funcdo de particao renormalizada:

Zen® = [ () FP(s]) —

W?
S/G UOlK[S] g

onde f é a fungao induzida no quociente por f, K[q é o grupo de isotropia
de s € [s], G é a métrica induzida sobre S/G e FP([s]) = VdetP, com P =
Az 0 ALt (KerAi(e)t — (Kerdy(e))™

22



2.2 Regularizacao de determinantes

A nocao de regularizagio de determinantes é necessaria quando se deseja definir

o determinante de um operador que atua sobre um espacgo vetorial de dimensao

infinita. Na parte inicial desta segdo, adotaremos [T] como referéncia bdsica.
Dada uma seqiiéncia A = {1, A2, ...} de ntimeros reais positivos, considere

a funcao
oo 1
CA(S) - Zn:1g.

suponha que (x(s) converge para parte real de s suficientemente grande. Ob-

serve que
N
d N 1
A= eap [ — oo —).
11 eon (- Seho X0 5 )

Tendo isso em vista, e supondo que (x(s) é uma fungéo que pode ser prolon-
gada analiticamente, sendo analitica em s = 0, define-se o produto regularizado

da seqiiéncia A como
(H An> — eop(~h(0)
n=1 ¢

Neste caso diz-se que a sequiéncia A é zeta multiplicdvel. Exemplo: Para A =
{1,2,3,...}, tem-se que (a(s) coincide com a fun¢do Zeta de Riemann,

=" =

para Res > 1. A fung¢do Zeta de Riemann pode ser estendida analiticamente a
todo o plano complexo. Da teoria das func¢ées de uma varidvel complexa, sabe-se
que ¢(0) = —%, (0) = —%l’l’LZTF. Decorre dessas propriedades que

<ﬁn>c—m.

A seguir enumeramos algumas propriedades do produtério acima definido,
que decorrem diretamente da definicao.

Proposicao 4. Seja A = {1, Ag, ...} uma seqiiéncia de nimeros reais positivos.
Entao:
a)para wm ndmero real positivo o, tem-se que

(M) - (1)

b)para um nidmero real positivo u, tem-se que

<ﬁ Anﬂ) — (ﬁ /\n> MCA(O)
n=1 ¢ n=1 ¢

23



Proposicao 5. Seja A = {\1, A, ...} uma seqiiéncia zeta multiplicdvel de nimeros
reais positivos e seja A = {aq, s, ...} uma seqiéncia de nimeros reais positivos

. o0 . ~ e A .
tais que Y~ |lnay,| existe. Entao a seqiiéncia

A . A = {)\10{1, A2a27 }

€ zeta multiplicdvel e vale a sequinte identidade:

oo [ee] oo
(H /\nan> = <H )\n> H Qp
n=1 ¢ n=1 ¢n=1
Considere agora um operador pseudo-diferencial essencialmente autoadjunto
positivo P de ordem k > 1, atuando sobre as secoes de um fibrado vetorial
E — M, onde M é uma variedade riemanniana compacta, de dimensao m,
com autovalores 0 < F; < Fy < ... < E, < .... A funcdo ¢ de Riemann
generalizada de P é definida como

Cp(s) = ZEW,;&oE’:S’ seC.

Seeley [S], usando o cédlculo de operadores pseudo-diferenciais dependentes de
um parametro complexo, demonstra que (p(s) é uma fun¢do meromorfa para

Re(s) > 7t com apenas pélos isolados fora da origem s = 0. Assim (p(0) e

(p(0) estdo bem definidos.
O determinante regularizado de P é definido como sendo

detP = exp(—(p(0)).

Mostra-se (Cf. [E]) que
det(BP) = 7V detP.

Para introduzir a nocao de determinante regularizado no caso em que P
é um operador autoadjunto com autovalores A positivos e negativos, do tipo
Dirac, e Q = P* o P é um operador com autovalores nao-negativos, recordamos
a definicdo do invariante eta:

np(z) = ZA¢0(|/\| sgnA) dim E(A, P) 4+ dim E(0, P),
onde E()\, P) é o autoespago gerado pelas autofungoes de P associadas ao auto-

valor A. Essa fungao foi introduzida em [APS] no estudo de assimetria espectral.
Observe que, formalmente,

np(0) =(No. de autovalores positivos)—(No. de autovalores negativos).

Vale notar que np(0) pode ndo ser um nimero inteiro (Cf. [A],[GLP]).
Definimos, entéo, o determinante regularizado de P como sendo

det P = +/det Q(—1)%,

onde

o, = Z)\<O(|)\|7ngn)\).

24



2.3 A Supermétrica sobre Met(X) x C®(%, X)

Sejam X e X variedades diferencidveis orientadas e compactas, de dimensoes
finitas. Denote por Met(X) o conjunto de todas as métricas riemannianas sobre
%, e por C*°(X, X) o conjunto de todas as aplicagoes de classe C*° de ¥ em
X. Dados ¢ € C®(X,X) e g € Met(X) mostra-se que os espacos tangentes
Ty (C>*(E,X)), Tg(Met(X)) podem ser identificados com os espaco das secoes
['(¢*TX) e ['(S%%), respectivamente (Cf. [H]), onde ¢*T'X ¢é o fibrado induzido
sobre ¥ por ¢ e S?% é o fibrado dos tensores bilineares simétricos sobre X.

A supermétrica sobre B = Met(X) x C*°(X, X) é a métrica riemanniana G
sobre B obtida a partir das formas quadréticas G, 4) dadas por

Gy ((59,56)) = / Sy o dgyy + / o 60050},

onde dg € Ty(Met(X)), d¢ € T¢(C°°(E,X)),5b é a unica aplicagao linear que
satistaz .
59(u,v) = g(Sgu, v), Yu,v € T(T'E),

e tr denota o traco de um operador linear.
Seja DF(X) o grupo dos difeomorfismos de ¥ que preservam orientagio. A
aplicagao
A:BxDYX) — B

dada por A((g, ¢), f) = (f*9,f*¢) = [*(9,¢), onde f*g é o pull-back de g por
fe f*¢= fod¢, define uma agio de DF(X) sobre B pela direita.
Mostra-se (Cf. [M,G]) que:
(1) DT (X) age isometricamente sobre B, isto é, para cada f € DT (X) fixado
a aplicacao
(Af)es + (TsB,Gs) — (Tp+sB,Ggs)

¢ uma isometria.
(2) A supermétrica G sobre B induz uma métrica riemanniana G no quociente

B/DF (D).

2.4 Aproximagao semiclassica

O célculo de um valor explicito para a fungao de particao pressupoe a definigao
de uma medida sobre a variedade S, o que nem sempre é possivel. O método de
aproximagao semiclassica visa a obtencao de valores aproximados para aquela
fungao, transferindo a integracdo sobre S para uma integraciao sobre os pontos
criticos da energia.

O conjunto dos pontos criticos da fungao energia F : S — R é dado por

PC(E) = {s € S|E,, = 0},

onde E,s : T,S — R ¢é a derivada de E no ponto s € S.
O hessiano de E em um ponto critico s € S é a aplicacao bilinear simétrica

Hesss(E) : TsS x T,S — R

definida como
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Hesss(E)(v,w) = v(w(E))(s).

Se tivermos uma métrica G sobre S, podemos obter um operador autoadjunto
HF que satisfaz a identidade

Hesss(E)(v,w) = G(HFv,w), Vv, w € T,S.

Denotemos ainda por HZ o operador obtido pela restricio de HF ao espaco
[TsPC(E)]*. O método da aproximagdo semicldssica consiste em assumir a se-
guinte aproximagao:

20)=2% = |

1
e PE
PC(E)

v
JdetHPE

onde vg, é o elemento de volume induzido por G sobre a subvariedade PC(E).
A proposicao seguinte é um exemplo simples de aproximacao semicldssica
em que E(v) = +(Hv,v), onde H é um operador autoadjunto, e PC(E) = {0}.

Proposigao 6. Seja V. um espaco vetorial de dimensao finita com produto
interno (, ). Se H:V — V ¢é um operador positivo autoadjunto, entdo

/e—%(HU,1)> Vg — 1
v @m)n/2 VdetH'

onde vy € o elemento de volume de V na métrica riemanniana g associada a
().

Demonstragao: Seja {e1,...,e,} uma base ortonormal de V tal que He; =
Aieiy, 1 =1,...,n. Temos que v = x1e1 + -+ + Tpe,. Seque-se que (Hv,v) =
Mzt + -+ A\a2. A integral dada pode ser calculada facilmente:

/ o bOuad a2y 4T ﬁ LR S
(2m)n/2 Pl Vi VdetH

Consideremos o caso em que o espaco de configuragbes S é o conjunto
CoEX)={p: X — X|p € C},

onde (X,9) e (X, h) sao variedades riemannianas compactas, orientdveis, sem
bordo, e a energia Ej : C*°(X, X) — R é dada por

Ey(¢) = %/Etrgd)*hz/g.

Na determinagao dos pontos criticos de Ej é til ter em mente a identificagao
Ty (C>*(E,X)) = ¢*TX. Para calcular a derivada (Ep).« - V de Ep no ponto
¢ € C®(X,X) na diregdo de V € ¢*TX, toma-se uma curva ¢ : (—e, €) —
C> (%, X) tal que ¢(0) = ¢ e /(0) = V (por exemplo, c(t)(0) = expyr) -t(V(t));

entao

4By o e(t)()) im0

E), -V =—
(Bp). -V =
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A determinagao dos pontos criticos de Ej, é feita por intermédio do teorema
da primeira variacao (Cf. [EL]):

(By)eg -V = — / WV, 7(6)vs,

onde

(@) = (Ve beEi = 6.V B (p);

aqui V é a conexao de ¢*TX, V é a conexio de ¥ e {E1,Ea,...; B} é um
referencial ortonormal em uma vizinhamca de p € ¥, com respeito a g.

Os pontos criticos de Ej sdo as aplicages ¢ € C*° (X, X) tais que 7(¢) = 0.
Essas aplicacoes sao denominadas aplicacdes harmonicas de ¥ em X.

Proposigao 7. Seja (X,h) uma variedade riemanniana e expi a aplicagdo
exponencial de (Sll g) no ponto 1. Uma aplicagdo ¢ : (S, g) — X é harmonica
se, e somente se, ¢ = ¢ o exp] é uma geodésica de X.

Demonstragao: Seja E o campo tangente unitdrio a circunferéncia (S1, g).
Note que E = (exp‘f)*()\%), Desse modo,

= d -~ d -
_ _ g 2\ _\2 .
7(9) = (VB E=¢VEE) =V (gocaps). (r i) (90€2P1): (A=) = XV 4 ¢ = AV5, 6
Logo,7(¢) = 0 se, e somente se, vq;,é’ =0, o que mostra o que queriamos.
O

A determinagao do hessiano da fungao Ej em um ponto critico ¢ € C*° (X, X)
é feita mediante a férmula da segunda variagao (Cf. [EL]):

Hessh (V,W) = /Eh(J(g,@V, W)vy =G(Jg0) V. W), V,W € I (¢*TX).

Aqui, J(4,4) € 0 operador diferencial eliptico de segunda ordem atuando sobre o
espaco das segoes I'(¢*T X ), dado por

Jig)V = —Zizl(%ﬁﬂ — Vv, 8)V - ZileX(V, G E) . E;

onde V é a conexao de ¢*T'X, R é o tensor curvatura de X e {E1, Es, ..., Ep}
¢ um conjunto ortonormal de segbes em I'(T'Y).

Observagao: Note que Ay = —ZZL(@E@E - @in E;) € o laplaciano
generalizado de ¢*TX. Fazendo Ry(V) = Y." RX(V, ¢.E;)$. E;, podemos
escrever Jy = Ay — Ry.

Observagao: Usando o operador J(, 4) obtemos a seguinte férmula para a
aproximagao semiclassica:

1
Z(b’)%ZSC:/ eiﬁEiz/gu.
PC(E) VdetBJ g,4)
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Observagao: Como o operador J, 4) ¢ um operador diferencial eliptico
autoajunto atuando sobre as secoes do fibrado ¢*T X induzido sobre uma varie-
dade compacta ¥, decorre do teorema de Hodge que o espectro de J(, 4y consiste
de um conjunto discreto infinito de autovalores com multiplicidades finitas

() < Xa(6) < - An(9) < .o

Seja Va(¢) = {V € I'(¢*"TX)|Jg¢) = AV}. O indice e a nulidade de uma
aplicagdo harménica ¢ : () — (X, h) séo definidos por

ind(¢) = ZKO dim Vi (¢),

nul(¢) = dim Vo(¢) = dim KerJy ).

O estudo da estabilidade de uma aplicagdo harmoénica estd associada a de-
terminacdo do seu indice. Uma aplicagdo é denominada (fracamente) estdvel
quando ind(¢) = 0.
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Capitulo 3

A Funcao de Particao de
um o-modelo sobre um
intervalo fechado

Em [MMG] os autores obtiveram o valor da fungio Z,., () no caso em que o
espago de configuragoes S é o espaco Met(I) das métricas riemannianas sobre
o intervalo unitdrio I = [0,1] e a energia E : S — R ¢ dada por E(g) = I2
(onde l; é o comprimento de I na métrica g); o grupo G usado no método de
renormalizacao foi o grupo dos difeomorfismos de I que preservam orientagao.
Nesse contexto o valor obtido para a funcao de particao renormalizada foi

Zven(B) = \/g .

Nesse mesmo artigo, considera-se também, o caso em que S = Met(S!) x
C>(S1,RP) e E(g,¢) = lg + 1 < Ay, > . Nestas condigdes, o valor encon-
trado para a fungao de partigao renormalizada foi

1 sp D
ZTen(ﬁ) = 55 T (_Z) .

Neste capitulo consideraremos o caso em que S = Met(I) x C§° (I, R?), onde

Met(I) é o conjunto das métricas riemannianas sobre um intervalo I = [a, b],

e C3°(I,RP) é o conjunto das funcdes de classe C°>° de I em RP, D inteiro
positivo, que se anulam na fronteira de I; E: S — R é dada por

1
E(g,0) =g+ 5 < Agprp >,

onde [, é o comprimento de I na métrica g e A, é o laplaciano de g. Nosso
objetivo é obter um valor explicito para a fungao de particao renormalizada
Zren(B). O resultado que obtivemos se encontra no teorema ().

3.1 Preliminares

Seja V uma variedade diferencidvel. Nesta segdo denotaremos por Dt (V)

0
conjunto dos difeomorfismos de V' que preservam orientagdo, e por Met(V) o
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conjunto das métricas riemannianas sobre V. No caso em que V' é compacta com
bordo C'* podemos identificar T;4(D*(V)) com o conjunto I'g(T'V') dos campos
tangentes a V que se anulam na fronteira, e T, (Met(V')) com o conjunto I'(S?V)
dos tensores simétricos de ordem 2 sobre V. Temos, entao, o seguinte resultado.

Proposigao 8. Sejam V' uma variedade diferencidvel compacta com bordo de
classe C*, e g € Met(V'). Considere a aplica¢ao

Ay : DT(V) — Met(V),
dada por Ay(f) = f*g, onde * denota a operagdo de pullback. Entdo
Al (id) : To(TV) — T(S?V)

€ dada por

onde V € a conexdo de Levi-Civita de g.
Demonstragao: Seja o : (—¢,e) — D (V) uma curva o(t) = X' tal que
0(0) =id e o’(0) = X. Entao,

Aid)- X = (A, 00)(1)]imo = (A, 0 X)|imo

= L((X"*9g)|i=0 = Lxy,

onde Lxg € a derivada de Lie de g com relagao ao campo vetorial X. Sabemos
que
LXg(Ya Z)

X(9(Y.2)) — g(LxY,Z) — g(Y,Lx Z)
= XY, 2)) —g([X, Y], Z2) = g(Y,[X, Z]).
Usando a simetria de V, e a compatibilidade de V com g, obtemos que
Lxg(Y,2) = g(Vy X, Z) +g(Y,VzX),
donde seque-se o resultado que queriamos.

O

Considere a acao de DT (V) sobre Met(V) definida por A(f,g) = f*g, onde
x denota a operagao de pull-back. Se V é compacta com fronteira nao-vazia,
mostra-se que o espago de Orbitas é uma variedade diferenciavel de dimensao
finita se, e somente se, a dimensdo de V é igual a 1 ([T],[FM]).

O conjunto Met(V) admite uma métrica riemanniana G. Para ver isso,
fixe g € Met(V), e identifique o espago tangente Ty(Met(V)) com o conjunto
['(S5%V) dos tensores simétricos de ordem 2. Defina, entdo,

gg(m,n):/vtr(moﬁ)l/g,

onde 1 e 7 satisfazem m(X,Y) = g(mX,Y) en(X,Y) = g(nX,Y). A métricaG
assim obtida é denominada supermétrica. O espago das 6rbitas Met(V)/D* (V)
também admite uma uma métrica riemanniana G. Para ver isso, considere uma
curva o : (—¢,€) — Met(V)/D*(I) tal que o(0) = [g], e o levantamento & de
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/

o a Met(V) tal que 5(0) = g e 5 (0) € (Ty[g])*", onde [g] = {f*g|f € DT(V)}.
Defina, entao, R ) ) ) )
Gig1(0 (0),0 (0)) = Gy(5 (0),5 (0)).
Mostra-se ([G],p.39) que G é uma métrica riemanniana que estd bem definida.
Seja (V, g) uma variedade riemanniana. Podemos também obter uma métrica
riemanniana hy sobre Dt (V) definindo

he(X,Y) = / 9(X, V), X, Y e T(TV) = Tia(DT(V)).
v

A seguir demonstramos um resultado enunciado em [MMG] que trata do

volume do grupo de isotropia de g € Met(S') visto como subconjunto de

(D*(S), hy).
Proposigao 9. Seja A : DT(S') x Met(S') — Met(S*) a agdo dada por
A(f,9) = f*g. Entdo o volume do estabilizador K, de uma métrica g € Met(S*')
€ dado por

Vol(Kgy, he) =132,
Demonstracao: Note que K, € o grupo Iso(g) das isometrias de g. Desse
modo, temos que

Vol(K,y, hy) = / iy,
Iso(g)

onde vy, ¢ o elemento de volume da métrica g.

Suponhamos inicialmente que g € a métrica usual u sobre a circunferéncia
SL. Considere o difeomorfimo F : S* — Iso(u), F(z) = 2, onde 2 : S* — S*
€ a aplicagao 2(w) = zw. Entdo temos que F*vy,, = cdf, onde ¢ € uma constante
e df € a forma dual do campo unitdrio Oy com respeito a métrica u. Assim,

/ Vp, = Fruyy, = / cdf = 2me.
Iso(g) S1 St

Para determinar ¢, observe que hy(0g,0p) = 2m; logo, E = g—" € um campo

unitdrio com respeito a métrica h,. Note também que F*vp, (59) = ¢df(0y),
donde seque-se que ¢ = vy, (F.0p).

Seja et uma curva que passa por 1 € St com velocidade 9p|1. Temos que
F(e') = eit. Entdo

d —
F.0p = —(e?)|i=0 = Dp.
)= (@m0 = 0y
Logo, temos que

¢ =uvp, (Fi0p) = vp,(0g) = Vor.

Portanto,
Vol(Ky, hy) = (21)%/2.

No caso em que g = Au,um argumento andlogo mostra que
Vol (Kxu, haw) = (2mA71/2)3/2,

Para uma métrica qualquer g € Met(S') temos que existe um difeomorfismo
f €D (SY) tal que f*g = Au, com A\ = (%—:)2, (Cf.[A]). Decorre dai que

Vol(Kg, hy) = Vol(Kxu, hau) = 13/%.
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3.2 Calculo da Funcao de Particao

Com a notagao estabelecida na introdugao, considere S = Met(I) x C§° (I, RP)
e £F: S — R a fungao dada por

Blg,9) = &+ 5 (Mg, ). (21)

A funcio de particdo associada ao sistema (S, E') é, entdo, dada por

2(9) = [ ey, (2.2)

onde dgdp é uma “medida” sobre S.
Introduzindo (2.1) em (2.2), obtemos que

2= [ ([ el o)
Met(I) Cg°(I,RP)

Seja Z(B)|9 a contribuigao de C§°(I,RP) para a fungio de particdo, i.e.,
Z(8)[9 :/ =P Borie)) g, (2.4)
Cg°(1,RP)

Note que nao explicitamos a “medida” dp. Assim essa expressao carece de um
sentido matemdtico preciso. Inspirados na proposigao () do capitulo 1, que é
um resultado véalido para espacos vetoriais de dimenséo finita, definimos

1

\det BA,’

onde A, é o laplaciano de g atuando sobre C§°(/ ,RP). O determinante que
aparece nessa definicao deve ser entendido no sentido da teoria da regularizagao
¢, visto que o laplaciano é um operador que, nesse caso, atua em um espago de
dimenséo infinita. Desse modo temos que

det BAg = B exp(—(,(0)).

Nesta expressao, (4(s) ¢ a funcao ¢ de Riemann generalizada, isto é,

Cols) = Z E.;® seC,

En#0

2B = (2.5)

onde By < By <--- < E, < --- sdo os autovalores de A,. Quando quisermos
explicitar o operador Ay ao qual (4(s) estd associado escreveremos (a, (s).

(a) Calculo de Z(3)[Y

Para calcular Z(3)|9 precisaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 1. Seja u a métrica euclidiana sobre o intervalo I = [a,b]. Se g é uma
métrica riemanniana sobre I, entdo existe um tnico f € DV (I) que deiza o
bordo de I fizado e satisfaz f*(Au) = g, onde \ = (L—ga)Q.
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Demonstragao: Podemos escrever g = au, onde o : I — R € uma funcao
positiva de classe C. Se existe f tal que f*(Mu) = g, entdo \(f'(x))? = a(x).

Donde segque-se que
1 T
Tr) = — a(t)dt + a,
#(x) VKL\/U

E imediato verificar que f tem as propriedades requeridas no lema.
O

Seja V uma variedade compacta orientdvel de dimensdao n e fronteira C°.
Para cada g € Met(V') associamos o operador de Laplace-Beltrami A,. Esse ope-
rador é um endomorfismo do espago das p-formas diferenciais sobre V', definido
por

Ay =Tl +dP716P, 0<p<m,

onde d é a derivada exterior, e 6 o adjunto com respeito ao produto escalar
<a,f >:/ aANxB, a,B€QP(V).
1%

Aqui QP(V) é o espago das p-formas diferenciais e x a estrela de Hodge. Note
que em Q°(V), o laplaciano se escreve como A, = dd, onde d é a diferencial
atuando sobre funcoes.

Lema 2. Se f € DY(V) e g € Met(V), entio Agey = (f*)Ag(f*)™1, onde *
denota a operagao de pull-back.
Demonstragao: Use os sequintes fatos:

ﬂﬁm:FOWOU“ﬁ(AFw:[y7Ww:F%- 0

Lema 3. Seja Z(3,D) o valor de Z(3)|9 para A, atuando sobre C§°(I,RP).
Entao,temos que

Z(8,D) = Z(8,1)".

Demonstragao: O conjunto C$°(I,RP) admite uma estrutura de espago nor-
mado. Identifiquemos, entdo, C°(I,RP) com a soma direta C§°(I,R) @ ... ®
Cs°(I,R), de D parcelas. Para ¢ = (1, ...,0p) em C§°(I,RP) defina Agga =
(Ayp1,. Agop). Entdo temos que Spec(A,) = {(Mi, Dmi)|\i € autovalor de
Ay de multiplicidade m;, i=1,2,3,...}. Entdo seque-se que CAQ (s) = D¢a,(s).

Observando que G5 (0) = D¢a,(0) e C/A (0) = DC/Ag(O), obtemos que det A, =
exp(D(’ 5 (0)) = (det AP, donde seque-se o resultado desejado.
(]
Proposicao 10. Se g € Met(I), onde I = [a,b], entdo
D/2
61/2
ZB) = [ =—
or=(5)

onde ly € o comprimento de I na métrica g.
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Demonstragao: Pelo Lema 1, existe f € DT (I) tal que f*g = Au, onde
A= ((bl_s'a))2 e u € a métrica euclidiana usual. Suponhamos, inicialmente,
que D = 1. Pelo Lema 2, temos que os autovalores de Ay coincidem com
aqueles de Ay-g = Axy, com as mesmas multiplicidades. Segue-se, entdo, que

2 . ~ .
Cg = Q- Mas Ay = %Au = —%# Considere, entdo, o sequinte problema

de autovalores,
{ A)\USO = ESO
p(a) = ¢(b) = 0.
Esse problema é equivalente ao sequinte:

2
{ Lo =—\Ep

p(a) = ¢(b) = 0.
Uma solugdo para este dltimo problema é dada por oy, (x) = sen[m(rb(f;)a)], n=
2
1,2,3,..., com os autovalores correspondentes dados por p, = — (b”_—”a) . De-
n27'r2

corre dai que os autovalores E, do operador Ay, sao dados por E, 7
g

todos de multiplicidade 1. Seque-se, entdo, que

Gl = fE SERE

Usando o fato bem conhecido que a funcao ¢ de Riemann usual satisfaz ((0) =
—1 e ('(0) = —1In2n, obtemos que

1 61/4 51/2
2())7 = _ _ ( )
Vdet(BA,)  21/2. 1517/2 2l,

No caso em que D > 1, obtemos, usando o lema 3, que

1/2

D/2

2(B)p = <ﬂ) | 0

21,
(b) O Caélculo de Z(f3),en
Usando a férmula (2.3) e a Proposicao 8, obtemos que

2
Z(3) = / e Plo . gP/4 . 9D/ 1 mDI2 . g, (2.6)
Met (1)

Denotemos o integrando nesta férmula por ®(g). Consideremos a agdo do grupo
G = D*(I) sobre Met(I), dada por A(f,g) = f*g. Do Teorema 5 do capitulo
1, decorre que

—_ _ 1 i . .
/Met(l)fb(g)w = (/Met(l)/gé(g) - FP(g) - wol (K -ug> /G n  (2.7)

onde G denota a métrica induzida no espago das érbitas, obtida conforme indi-
cado na secao 3.1.
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Nosso préximo objetivo é determinar o grupo de isotropia Ky, g € Met(I).

Proposigao 11. Seja G o grupo DV (I) dos difeomorfimos do intervalo I que
presevam orientag¢do. Se G atua sobre Met(I) mediante a agdo dada por A(f,g) =
f*g, entio dim Met(I)/G = 1.

Demonstragao: Basta observar que ¢ : Met(I)/G — Rt dada por ¢(g) =
ly € bijetiva, pelo lema 1; logo, uma carta global.

O

Corolério: Seja K, o estabilizador da agdo A(f,g) = f*g dada acima.
Entéo o grupo de isotropia de g é dada por K, = {id}.

Passemos ao calculo do determinante de Fadeev-Popov. Para isso considere
a aplicagao A, : DT (I) — Met(I) dada por A,(f) = f*g. J& vimos na
Proposicao 7 que (A})(id) : To(TT) — T'(S*I) é dada por

(A,)(id) - X = g(V.X, )+ g(-, V. X).

Para obtermos o adjunto de (Aj)(id), devemos introduzir métricas nos espagos
[o(T1) e T(S?I). Para isso, fixe g € Met(I). Em T'g(TI) defina

he(X,Y) :/Ig(X,Y)l/g,

e, em I'(S%1) defina
((m,n)) = /tr(m o )y,
I
onde 7 e 7 satisfazem m(X,Y) = g(mX,Y) e n(X,Y) = g(X,Y).
Proposicao 12. Seja Ay* a adjunta de (Aj). Entdo A}*o Ay (pE) = (4840)E,
onde E é um campo unitdrio na métrica g, e p € C°(I,RP).
Demonstragao: Como a dimensdo do intervalo I € igual a 1, temos que

AL (pE) = pg, onde p € uma fungdo p: I — R. Pela Proposi¢do 6, avaliando
em E, obtemos que

9(VE(pE),E) + g(E,VE(pE)) = u,

donde

1 =29(Ve(pE), E).
Mas

VEe(pE) = E(p)E.
Logo,

p=2E(p).

Assim temos que A} (pE) = 2E(p)g. Dados X,Y em I'(I), temos que X = ¢E
eY =yFE. Entao,

ho(AL* AL X,Y)

(A5 X, AYY)) = [[4E(0)E(¥)v,
= hy(4A,X)Y), VY eI(I),

donde seque-se o resultado desejado.
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Proposicao 13. O determinante de Fadeev-Popov da ag¢io A(f,g9) = f*g de
G =D (I) sobre S = Met(I) € dado por FP(g) = \/l,.
Demonstragao: Seja P = Aj* o A,. Entdo,
+oo
1
Cp(s) =

—,
e Hn

onde 1 < po < pg < - < pp < ... sGo 0s autovalores de P. Por definigao,
FP(g) = \/exp(—(p(0)). Consideremos, entdo, o problema de autovalores

{ P(pE) = p(pE)
p(a) = ¢(b) =0.

Pela proposicao anterior, esse problema € equivalente ao sequinte:

{ AgSO: (%)90
p(a) = p(b) = 0.

Uma solugao para esse problema € dada por o, (x) = sen[%] com autovalor
_ 2(2m\2
e = 2 ( lg )°.
Entao temos que
—2s
27
)= (37) <o)
g

donde seque-se que
Cp(0) = —Inl,.
E imediato, agora, verificar que
FP(g) =/l
U

Proposigao 14. O elemento de volume vg do espago de drbitas € dado por
vg = c*(%dt), onde ¢ : Met(I)/D(I) — R € a aplicagio dada por c(g) = l,,.

Demonstragao: Seja 7 : (—e,e) — Met([a,b])/DV(I) uma curva tal que
7(0) = [g]. Afirmamos inicialmente que

s _ 4
Gy (7(0).7(0) = -
g
Para ver isso, considere o levantamento o : (—e,e) — Met([a,b]) de T dado
por
! 2
o(s) = (é’j;) dt?.

2
Note que o(0) = (bl_"a) dt? e que fzyg(o) = lg. Assim temos que [0(0)] = [g].
Pela definigcao temos que

G191 (@ (0),5(0)) = Gy(o”(0), 07 (0)).
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Mas 21 2 2
I _dt* = Zo(0) = —g.

o'(0) = b—a)? Iy

ly

Assim
2 2 4

Gia)(7(0),7(0) = Gy (-9, T9) = -
g g g
Isso prova o que haviamos afirmado. R
Seja u uma constante tal que c*(udt?) = G. Afirmamos que p = zi' Para

ver isso, observe que
¢ (ud?) (#(0).7(0)) = (udt?) (.7 (0), .7 (0) = Gy (7(0). 7 (0)).
Por outro lado, temos que

d

_ d
.o (0) = ECOU(S)L@:O = %(la(s)”s:()-

Mas

b
o) :/ l§+5du:lg+s.

Jb—
Segque-se dai que c,a' (0) = 1. Portanto, obtemos que pu = %, como haviamos

afirmado. R
Desse modo, G = c*($dt?), donde segue-se que vg = c*(%dt).

Podemos, agora, obter um valor explicito para Z,..,(3).

Teorema 8. Se S = Met(I) x C(I,RY) e E: S — R ¢ dada por E(g,¢) =
l_?] + 1 < Agp, 0 >, entio

Zuon(B) = g% 98T (—D4+ 2)

Demonstragao: Substitua na formula (2.7), os valores encontrados nas
proposicoes 11 e 12, e defina vol(Ky) = 1. Fazendo t = 1, temos que

+o00 )
Zren(B) = ﬁD/4 .o~b/2. 2/ e Pt . t_D/QdE
0

donde seque-se o resultado desejado.

Observagao: Visto que a funcdo Gama é meromorfa no plano complexo,
com polos simples em 0, -1, -2, -3,..., concluimos que uma condi¢do necessaria
e suficiente para que Z,.,(5) seja finita é que D # 2mod4. A introdugao de
campos fermionicos sobre I permite o procedimento de renormalizagao para D
arbitrario.
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Capitulo 4

O modelo e a funcao de
particao

Na segao 4.1 deste capitulo apresentamos o o-modelo proposto em [MRM], que
serd nosso objeto de estudo. Na segao 4.2, definimos, seguindo [MRM], a fungao
de particao do modelo usando os resultados enunciados sobre as algebras de
Grassmann e os procedimentos de renormalizagdo e aproximagao semi-classica
apresentados no capitulo 2. Nas secoes 4.3 e 4.4 estdao contidos os principais
resultados que obtivemos neste trabalho: a generalizagao do resultado obtido
em [MRM] e o célculo da funcio de particio Z5C para o caso em que o espago
alvo é a esfera.

4.1 O modelo

Sejam (X, g) e (X, h) variedades riemannianas conexas, compactas, sem bordo,
orientaveis, de dimensdes m e n, respectivamente. Denote por Cly(X) o fibrado
de Clifford de (X, ¢g). Dada uma aplicagao diferencidvel ¢ : ¥ — X de classe
C*, seja ¢*T'X o fibrado induzido sobre X por ¢.

Considere o fibrado de médulos & esquerda Cl,(X)®¢*T X sobre Cly(X) (isto
é, Cly(X) ® ¢*TX é um fibrado sobre ¥ cuja fibra sobre p € X, é um médulo
a esquerda sobre a dlgebra de Clifford CI(T,%, g,)). Seja D(g4,4) 0 operador de
Dirac de Cly(X) ® ¢*TX, e denote por £ 4) a dlgebra de Grassmann gerada
pelas autofungoes de D, 4). Obtemos desse modo um novo fibrado £ sobre
B = Met(%) x C*(%, X) cuja fibra sobre (g, ¢) é dada por &g ¢)-

A superenergia E associada ao fibrado € sobre B é dada por

E@W) = a/zs(g)l/g + %5/Ztr9¢*h1/g + 9D, )% - b + 5/E¢*w.

As constantes de acoplamento «, (3,7, § s&o introduzidas nessa expressao com um
duplo objetivo: o de ajuste dimensional, e o de refletir o peso da contribuicao de
cada campo presente no modelo. O termo Eg = [ +5(9)vy na primeira parcela
dessa soma estd associada & energia gravitacional do sistema fisico considerado;
5(g) denota a curvatura escalar da métrica g. O termo Ej = [try¢*hry na
segunda parcela é denominada energia bosénica do campo ¢ acoplado ao campo
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gravitacional g. O termo Ey = D, ) - ¢ é a energia fermionica e é dado
explicitamente por

Digath - =D IO 07 + 07w )

onde )\;r e \; sao os autovalores positivos e negativos, respectivamente, de D, 4)
e wj ,%; sdo as autofungoes desse operador. A quarta parcela, que denotaremos
por E;, é um invariante topolégico que depende apenas da classe de cohomologia
da 2-forma fechada w € H3 »(X) e da classe de homologia de ¢(X) (Cf.[AM]).
Se eq, a =1,2,....k é um conjunto de geradores de HE™*(X), entdo [w] =

por E;, obtemos que F; = Zszlcama, onde m, = fzgﬁ*ea. Pelo teorema

dualidade de Poincaré (Cf. [GH] ou a subsec@o 1.2.5) temos que

212:10& [a], onde ¢* sdo niimeros reais. Denotando o iltimo termo de E(v)
d

my = / *eq = / ea =* ([6(2)] - PD(ca)),
D) P(%)

onde PD(ey) € Haimx—aims(X) é o ciclo dual de Poincaré de e,, e #(¢(X) -
PD(e,)) é o nimero de intersecgao da classe de homologia de ¢(X) com o ciclo
PD(e,). Desse modo, os m, sdo numeros inteiros que dependem da classe de
homologia de ¢(%).

Por conseguinte, obtemos que E; = Zszlcama, onde m, sao inteiros dados

pela classe de homologia de ¢(X). Fazendo ¢, = e_%g, podemos escrever

5
—wrEr _  omi _mo mp
e FTT =gy q, eyt

4.2 A funcao de particao para o modelo

A funcao de particao associada ao modelo (&, E) ¢é dada, formalmente, por

EZ / / e—;%TEfdw e%%(aEg+ﬁEb)dgd¢ e_%Et,
[#le[=,X] Met(Z) x[¢] Eg,9)

onde [X, X] é o conjunto das classes de homotopia das aplicagoes ¢ : & — X.
Usando nessa expressao formal os procedimentos de aproximagao semiclassica e
de renormalizagao vistos no capitulo 2, e a proposigao [*] da secao [*], obtemos
a funcao

sc,o By 0 sc
D L S VA
ren(kTv LT’ kT’ kT) ZW]E[XLX] ren|[¢]7

onde

e
o= [ |
M/D* vol(Kig)) |/ pe(m)nig) det 227 (,.4)

De agora em diante assumiremos que k7T = 1, salvo em mencao contraria.
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O objetivo deste trabalho é obter valores explicitos para Z5¢ (o, 3,7, §) nos
seguintes casos:

(1)L = 8! e X é o toro plano;

(2)X = S! e X ¢ a esfera unitaria S2.

Quando ¥ é uma variedade unidimensional, segue-se diretamente da de-
finicao que Fg = 0. Como estamos também interessados em averiguar a con-
tribuicao da métrica no modelo proposto neste trabalho redefiniremos a com-
ponente gravitacional da superenergia, conforme é feito em [MMG], pondo
Ec(g) = 13, onde [, é o comprimento da circunferéncia S ! na métrica g.

Quando X é a circunferéncia, o fator de Fadeev-Popov da agao do grupo de
difeomorfismos que preservam orientacao Dl+ sobre a circunferéncia é dado por
FP(lg)) = L1y, vol(K,) = 13"°, e vg = 2 *dl, (Cf. [MGM]). Um calculo sim-
ples, utilizando esses dados, mostra que a fungao de particao possui a seguinte
aproximagao semiclédssica:

sc _ —BE, det(vD(y,))

Zren _ / e_k%EGl_l / e —1g, dl 6_6Et
Z[ME[E,X]l 0 g < PC(Ep)N[¢] \/detﬁ'](g@) ‘ !

Assim para chegarmos a um valor explicito aproximado para a funcdo de particéo,
teremos que calcular a integral

o—BEs det(YD(g,4))

I= / Vg,
PC(Ey)N[4] vdet 8J(g6)

onde G, é a métrica induzida sobre PC(Ejp) N [¢] pela supermétrica G.

Observe que os elementos do conjunto PC(E})N[¢] sdo as aplicagdes harmonicas
¢ : S — X, que sdo exatamente as geodésicas fechadas da variedade riemanni-
ana X. Portanto, ¢ : S' — X, é um ponto ou o recobrimento de uma geodésica
de X.

4.3 Calculo da funcao de particao

4.3.1 Z5C restrita & classe de homotopia das aplicacoes

constantes
Nesta secdo obteremos o valor explicito de Z5¢ restrita & classe de homotopia
das aplicacdes ¢ : S' — X constantes, onde X é uma variedade riemanniana
n-dimensional.

Proposigao 15. Sejam ¥ = (S1,g) e (X, h) uma variedade riemanniana n-
dimensional. Seja ¢ : S* — X uma aplicacdo constante. Entdo,

(a) O determinante do operador de Dirac Dy 4y do fibrado Cly(X) @ ¢*TX €
dado por
det Dy 4) = (det Ay)";

(b)Se ¢ é uma constante positiva, entdo

det(cDyy,4)) = ¢ > (detAg)™;
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Demonstragao: (a) Seja E um campo tangente sobre ¥ tal que g(E, E) = 1.
Suponha que ¢(p) = q para todo p € X, e tome uma base {Fi,...,F,} de T,X.
Uma segio s € I'(Cly(X) ® ¢*TX) tem a sequinte representacdo local:

5= Zﬁ_lail ® F; + Z:;lbiE ® F;

onde {1,E} ¢ uma base de Cly(S') e {Fy = Fy06,...F, = F,0¢} é um
referencial ortonormal local de ¢*TX. Observando que

VeF, = (Vo.pF)od =0,

pois ¢ € constante, obtemos entao que

n ~

Dygoy(s) ==y EG)I®F+Y E@)EeF.

Seja P = DZ‘g@) 0 D(y,4)- Segue-se que

P(s) = Z;lAgail @ F, + Z:ZlAgbiE ® F;.
Usando a teoria de regularizacao ¢ obtemos que
det P = (det A,)*".
Resulta dai e da teoria da regularizagdo de determinantes que
det D(g,4) = (det Ay)".

(b)Seja D. = cD(y,4y € Pe = Do D.. Observe que P, = c2P. Daf seque-se,
usando a teoria de reqularizacao de determinantes, que

det P. = ¢~ *"(det A,)*".

Portanto,
det D, = ¢ 2"(det A,)™.
O

Lema 4. Sejam (M™,g) e (N™,h) variedades riemannianas compactas. Se
¢: M — N ¢é uma aplicacdo constante, entao

detJy = (detAg)".
Além disso, se ¢ € uma constante positiva, entdo
det(cJig,¢y) = ¢ "(detAgy)".

Demonstragao: Suponha que ¢p(p) = q. Seja {v1,...,v,} uma base de T,N.
Entao uma base para ¢*T'N pode ser obtida, tomando-se os campos {‘71, e V’L}’
onde V; =wv;0¢, i=1,...,n. Assim, dado V € ¢*TN, temos que V = z;;lfjvj,
onde f; sao funcgoes definidas sobre M, Vj.

Temos que J¢‘7 = (A¢ — R¢)V, como observado no fim do capitulo 1. Ob-
serve agora que R¢V = 0, pois ¢ € constante. Um calculo simples mostra que
o laplaciano generalizado de ¢* TN € dado por Aqg = Z;L:1Agfj‘7j' Segue-se,
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entdo, que spec(Jy) = nspec(A,), donde, usando a teoria da regularizacio zeta,
conclui-se a primeira afirmacdo do lema.
Seja J. = cJ(g,4). Entao

detJ. = o0 Odet ], ).

Notando que (;, ,,(0) =nla,(0), seque-se o resultado desejado.

Caélculo de ere(;: | [p=cte]-

Temos que [¢ = cte] = {¢p : ¥ — X|¢ € constante }. Note que Ey(¢) = 0,V¢ €
[60,0]- Segue-se dai que
I= / vg..
[p=cte]

A integral I é determinada no lema seguinte.

Lema 5. Seja ¥ = (S, g) e seja (X, h) uma variedade riemanniana n-dimensional.
Considere a aplicagio i: ¥ — X dada por #(c) = x,Vo € X. Se G. a métrica
induzida sobre C*° (X, X)N[¢ = cte] pela supermétrica G e f: X — C*(%, X)
¢ a aplicagio f(x) = &, entdo f*G. = lyh, onde l, é o comprimento de S* na
métrica g. Além disso, se o volume vol(X,h) de X na métrica h € finito tem-se
que

I =1""%v0l(X,h).

Demonstragao: Considere a aplicagio F : X — C*°(X, X) dada por F(x) =
Z. Afirmamos que F*G. = ljh. Para ver isso, mostraremos que F*Ge(vg,vg) =
lgh(vy,v5) para todo vy € T, X tal h(vy,v;) = 1. Observe que Fiyp aplica T, X
em T;C®(X,X) = T'(#*TX). Considere uma curva o : (—e,e) — X tal que
a(0) =z e &’(0) = vy. Entao,

d d,
Fop vy = E(F o a(t)|t=0 = E(a(tmt:(ﬁ

notando que &(t)(o) = a(t), concluimos que Fiy - vy = vz. Dai segque-se que
F*gc(vxavx) = gc(F*z 'vz) = / ho :%(Ua:; vz) = lgh(vx; vz)v
=51

0 que mostra o que haviamos afirmado.
FEntdo, temos que

/ Vg, = / Flvg, = / VFeg, = / 12/2u), = 12%vol (X, h)
[p=cte] X e X

O
Podemos agora obter Z;ge% restrita a classe de homotopia das aplicagoes
constantes .

Teorema 9. Sejam ¥ a circunferéncia S' com uma métrica riemanniana g
e X uma variedade riemanniana n-dimensional compacta com uma métrica h.
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ZSC

= restrita a classe de homotopia das

Entao o wvalor da funcao de particao
aplicacoes constantes € dado por

_3n ,n _ n]' 3n
Zfe%|[¢=cte] =a~ 4 Biy? §F (I>vol(X, h).

SC

Demonstracao: Substituindo na expressio encontrada para Z,.g,|[(g=cte] acima,

o valor da integral I encontrado no Lema (), e usando a identidade

o 1 1 .
/ 2%e 9 dy = §F (S; )a_%l,a >0,
0

obtemos que
3n _n 1 3
R A C S !

O

Observe que esse teorema se aplica nos casos em que X é o toro plano ou a
esfera.

4.3.2 A esfera S? como variedade alvo

Nesta secdo consideraremos o caso em que ¥ é a circunferéncia (S, g), e a
variedade X é a esfera S? em R3 com a métrica induzida. Nosso objetivo aqui,
serd determinar o valor de Z5C restrita a classe das aplicacdes harmonicas
¢: S — 52 de grau 1.

Lema 6. Sejam X e X variedades riemannianas com métricas g, h,respectivamente,
e seja Y wma variedade diferencidvel. Se f : Y — X € um difeomorfismo,
entdo os operadores de Dirac dados abaizo satisfazem a sequinte relacao

-1
Dig,f-10,+h) = A7 2 D(gs.n) 0 4,

onde A:T(Cly(R) @ (fLog)*TY) — T(Cly(X) @ (¢)*TX) é uma aplicagio
linear sobre o anel das fungoes de classe C*° sobre 3.

Demonstragao: Para simplificar a notagdo, suporemos que dim¥ = dimX =
1; o argumento no caso geral ¢ o mesmo.

Sejam {E} e {F'} campos ortonormais sobre ¥ e X, respectivamente. Entdo
uma se¢do s € I'(Cly(X) ® (¢)*TX) se escreve como

s=al®@ F+bE®F

opde F=Fo ¢ € uma base de ¢*TX e a,b sdo fungoes de classe Coo sobre 3.
E facil ver que } R
Digonys=—Eb)1®F+ -E(a)E® F.

Por outro lado, temos que uma se¢io t € T'(Cly(X) @ (f~! o ¢)*TY pode ser
escrita como ~ ~
t=al®G+bE®G,

onde G = f-loFop=floF éuma base de (f~ o d)*TY, e a,b sio funcies
de classe C*° sobre .. Usando diretamente a defini¢cdo, obtemos que

Dy f-106,1mt = —EB)1 ® G+ —E(a)E®G.
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A aplicagio A :T(Cly(X) @ (f~1od)*TY) — T(Cly(X) ® (¢)*TX) dada sobre
uma base por A1®G) =1® f.G e A(E® G‘) = E® f.G satisfaz a propriedade
enunciada no lema.

0

Lema 7. Seja ¢ : S* — S? a aplicacio harmoénica ¢(e??) = (¢?,0). Seja
{F1, F»} um referencial ortonormal ao longo de ¢(S'), com Fy = %. Entdo o
determinante do operador de Dirac Dy ) : T(Cly(SY)@¢*T'S?) — T'(Cly(S)®
¢*TS?) é dado por

det Dy 4.0) = (det Ag)>.

Demonstragao: Qualquer se¢io s em I'(Cly(S') ® ¢*TS?) pode ser escrita
na forma ~ ~ ~ R
s=al@F +bl1 QR Fo+cEQ®F +dE ® Fy,

onde E ¢é um campo sobre ¥ satisfazendo g(E,E) =1, {F} = Fio¢, Fy = Fyo¢}
¢ uma base de ¢*TS?, e a,b,c,d sdo funcdes reais sobre X.
Note que R
Vel = (V. pF1) 0 ¢ = (Vap F1) =0,

e que .
VeF; = (V. 5F2) 09 = (Var Fa).

Observe, agora, que
Ve By =(Vp Fo, F1)Fi + (Vg Fy, F) Fs.
Como (F, F5) = 1 ao longo do equador, temos que Fy(Fy, Fy) = 0, donde
seque-se que (Vg Fa, Fp) = 0.
Temos também que (Fy, F») = 0 ao longo do equador. Entao

<VF1F1,F2> =+ <F1, VF1F2> =0.

Como Vi, Fi =0, obtemos que (F1,Vp, Fs) = 0. Resulta dessas consideragoes
que Var, Fo = 0. Levando isso em conta, seque-se diretamente da defini¢do de
um operador de Dirac que

Dby = —E()1®F —E()1®F+E(@E®F +EbE®F
Considerando o operador P = D(297¢7u), obtemos que
Ps=A0,(a)l @ Fy + Ay(0)1 @ Fy + Ay(c)E @ Fy + Ay(d)E @ Fy,
donde seque-se o resultado que queriamos.
O

Proposicao 16. Sejam ¥ = (S',g) e X = S? a esfera com a métrica euclidiana
induzida do R3.

(a) O determinante do operador de Dirac D4 4y do fibrado Cly(X) @ ¢*TX €
dado por
detD(g@) = (detAg)2;

44



(b) Se ¢ € uma constante positiva, entio
det(cDyy.4)) = ¢ *(detAg)%;
(c) Seja {V1,Va} uma base ortonormal ao longo da geodésica ¢ : S* — S2,

@(0) = (cosb,sinb,0), 6 € [0, 2], tal que V1 = %, Seja V= fiVi + foVa uma
secdo de ¢*T'S?. O operador de Jacobi J(g,4), € dado por

TV =Bg(f)Vi + (8 + 1) V2.
(d) O determinante do operador de Jacobi no item (c¢) € dado por
det J(g.4) = (det Ag)?4l, sinh?(l,/2),

onde l, é o comprimento de S' na métrica g.

(e) Se ¢ € uma constante positiva, entdo
det CJ(g@) = Ciz(det J(g7¢)).

Demonstragao: (a) Pelo lema 4, basta calcular o determinante de Dy 4y para
0 caso em que ¢ : ST — S% € a aplicacio harmoénica que manda S* no equador
(cosf,sin6,0),0 € [0,27]. O resultado segque-se do lema 5.

(b)Demontragdo andloga a do caso(b) da proposicio 12, secio 3.3.

(¢)Seja V = fiVi + faVa uma secio de ¢*TS?. Por defini¢io temos que
Jig,4) = A¢ —Rg. Um cdlculo direto mostra que

AV = Ag(f1)V1 + Ay (f2)Va
Por outro lado, denotando por R a curvatura de S*, temos que

Ry = R(ALVi + foVa, 0. E)¢.E.
Note que ¢ F = Vi. Segue-se entao que

RyV = faR(Va, V1) Vi
Assim obtemos que
RoV = (ReV. Vi)Vi + (R V', Vo) Vo,
Usando as propriedades de simetria da curvatura temos que
RoV = fo(R(Va, Vi)Vi, Va) Vo = — foV

(d) Os autovalores de Ay sao dados por X\, = (%—:) n?. Considerando a mul-

tiplicidade dos autovalores e as propriedades operatdrias da regulariza¢ao dos
determinantes, obtemos que

det(Ag +1) = ] 1+ Mn)? = (detry) [T+ %)2.

An #0 n>1 n
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Usando a identidade

H 125 = e —e _ sinh(mz)
n2) 2z mz

obtemos que
H (1 N %) _ smh(lg/2).
A ly/2

Agora € facil ver que
det Jig,4) = det Ay det(Ay + 1) = (det Ag)ng_Q sinh?(1,/2).
(e)Demonstrag¢ao andloga a do caso(d) da proposicao 12, se¢ao 3.3.
U

O Lema que vem a seguir, serd utilizado na demonstragao da préxima pro-
posicao.

Lema 8. Sejam g e h produtos internos sobre um espago vetorial V de dimensao
finita n, tais que glv,w) = 0 = h(v,w) = 0. Se {E1,...,E,} € uma base de
ortonormal de V' com respeito a métrica g, entao os elementos de volume de g
e h satisfazem a identidade:

Vp = |E1|h---|En|th;

onde | - | denota a norma que provém da métrica h.

Demonstragao: Observe que B = {Ib%\h’ ey “f—”‘h} é uma base ortonor-
mal de V' na métrica h. Seja {E5,...,E:} a base dual de {E,...,E,}, entdo
{|E1|nES, ..., |EnlnEL} € a base dual da base B. Usando as propriedades do

produto exterior obtém-se o resultado.
O

Proposicao 17. Seja US? o fibrado tangente unitdrio de S?. Considere a
aplicacao

F :US? — {geodesicasem S*} C C>=(S', %) — {g} x C>°(S*, S?)

dada por F(p,v) = ¢pv, onde ¢p, € a Unica geodésica que passa pelo ponto
p na dire¢io v. Sejam Ge = Gl{gyxco=(s1,52), onde G € a supermétrica sobre
Met(SY) x C*°(S1,5%), e g1 a métrica em US?. Entdo verifica-se a sequinte
relagao entre os elementos de volume de F*G. e g;:

Z/F*g

1
= 5193/21/91 :

Demonstragao:
Dado V € T(W,)(USQ), temos que

(F*G) (p,0) (V) = G, o, (Fa(pv) - V).
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Seja o : (—€,€) — US? uma curva a(t) = (p(t),q(t)) tal que a(0) = (p,v) e
o/ (0) = V. Entdo

d d
Eip) -V = 2 (Foa)(t)li=0 = = (Sp(t),0(0))|t=0-

Temos que
Bp(t),v(t) (8) = cos sp(t) + sin sv(t).
Sem perda de generalidade podemos supor que p = p(0) = (1,0,0) e v =v(0) =

(0,1,0) Desse modo, obtemos que
d / o
7 Pp(0).0(0) (8)le=0 = cos sp'(0) + sin sv'(0),
onde p'(0) = aes + Bes e v'(0) = aey + ces, com a = a. Assim,
Fipw) -V = (asins, acos s, 3cos s + csin s).

Entao,

Gopo (Fi(p)V) = / hogp o (Fyipv)V) = / [(a®sin?(s)+a?cos?(s)+( 8 cos s+esin s)%]y,.
51 51
Para g = u obtemos,

2m
Gopo (Fripo)'V) = /o [(a®sin®(s)+a2cos? (s)+(B cos s+csin s)?]v, = 7(|p’ (0)]2+]v'(0)]?).

Por outro lado, um cdlculo simples mostra que
n(V.V) = p' ()] +¢.

Observe que F*G ndo € maltiplo de g1. No entanto temos que F*G(V,W) =
0= g1(V,W) = 0. Tomando referenciais adequados oblemos que

Vprg = 7T3/221/21/gl.
Suponhamos, agora, que g = Au. Entdo temos que
Vaa = VAl
Seque-se dai que

G (Feipy - V) = VAR (0) + [0/ (0)).

Dada uma métrica riemanniana g qualquer sobre S, existe um difeomor-
fismo f da circunferéncia tal que f*g = (;%F)QU, onde l, é o comprimento de S*
na métrica g e u é a métrica usual sobre S (Cf.[A]). Desse modo, temos que

. l
(F*G) ) (V) = (1P () + [/ ()[).
Tomando referenciais ortonormais adequados, concluimos que

3/2

1
Vp+g = El‘q Vg, -
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Proposicao 18. Considere S' com uma métrica riemanniana g e S? com a
métrica induzida da da métrica canénica do R3. Sejam [¢]1 a classe de homo-
topia das aplicacées harménicas de grau 1 em [S*,S?], e G. = Glig), @ restrigdo
da supermétrica G ao espago [¢]1. Entao

G = 4m?13/2.
[¢]1

Demonstragao: considere a aplica¢ao
F:US? — {geodesicas em S*} C C™(S*,5%) — {g} x C(S*, S?).

Pela proposi¢do anterior temos que

1
Vpeg = 5lg?)/?

Vg, -

Assim obtemos que

1
gc — / Vpxg = / _193/21/91'
[¢]1 Us? Us2 2

Pela formula do volume do fibrado unitdrio dada na subsecdo 1.3.4, do capitulo
1, obtemos que

1.
” Ge= §l3/2001(31,can)vol(S’Q,can),

donde seque-se o resultado que queriamos.
O

Seja (52, can) a esfera munida da métrica riemanniana induzida pela métrica
canonica do R®. A imagem de uma aplicacio harménica ¢ : ST — (S?, can)
é um circulo méximo de S2. Desse modo, podemos olhar para ¢ como sendo
uma aplicacao de S' em ¢(S!) = S!. Definimos o grau da aplicacio harmonica
¢ : S' — (82, can) como sendo o niimero de vezes que ela cobre sua imagem.

Teorema 10. Sejam X a circunferéncia S* munida de uma métrica riemanni-
ana g e X a esfera S? equipada com a métrica h induzida pela métrica euclidiana
do R®. Entdo o valor da funcdo de particdo Z5S restrita a classe de homotopia
das aplicagdes harmonicas [¢]; € [S',S?] de grau 1 é dada por

2
00 o~ ladg +8 7]

lg

- 1,7%dl
o sinh(ly/2) ¢ g

Zrealioh = 27T27*4ﬂ/
Demonstracgao: Observe inicialmente que a energia topoldgica Ey € nula,
visto que o grupo de cohomologia HLp(S?) = 0. Afirmamos que a energia
bosonica de uma aplicagio harménica ¢ € [S*,S?] de grau n é dada por E, =
2
(27;—"). Para ver isso, considere um campo F ao longo de ¢(S1) tal que h(F, F) =
g9
1. Podemos entao escrever ¢.FE = cF o ¢, onde ¢ € uma constante. Segue-se
diretamente da defini¢io da energia bosénica que Ey(¢) = c*l,. Olhando para ¢
como uma aplicacdo de S' em ¢(S') = S, temos que

o « (Vo _ <
deg¢—n—/51¢ (27r> Yo 27rlg'
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Aqui vy, denota o elemento de volume da esfera restrito a ¢(S'). Dai segue-se
nossa afirmac¢ao.

Substituindo na férmula [] os dados obtidos nos lemas e proposigées desta

secdo, lembrando que nesse contexto vol(K,) = lS/Q,FP([g]) = %lg,l/g = i%—g,
g

(Cf.[MGM]), obtemos o valor de Z5€ dado no enunciado do teorema.

renl[¢]1

O

4.3.3 O toro plano como espago alvo

Observe que no caso em que X é o toro plano, PC(Ep) N [¢] é o conjunto das
geodésicas periddicas do toro plano.
Seja Gy .m, : ST — X a aplicagio

Pmyms (2) = (2™, B22)

cuja imagem em R?/Z? = S! x St é a reta que passa por (o, 3) de inclinacio
racional mj /mgy. Temos, entao, a seguinte decomposicao:

PC(Ey) N [E, X] = [¢0,0] U [¢1,0] U {[Pm,,ms]lma # 0}

onde [¢,0] é a classe das geodésicas constantes, e [¢1 o] € a classe das geodésicas
(isto ¢, retas) de inclinagao infinita € [dm,,m,] sdo as classes das geodésicas de
inclinagdo racional my/ma.

No que se segue, adotaremos a seguinte notacao:

> _ _ det(’yD( ¢))
e R ) e e SOZ00) Yy, |
e B 0 I PC(E) Gy ms] Vet BJ (g ) !

com (my,ma) €EZ xZ e q =e % ic{l1,2}

Note que o valor de Zj ¢ ja foi obtido na subsecdo 4.3.1. A seguir faremos
algumas observacoes que sao uteis ao considerarmos o célculo de Z,,, ,,, para
m1 € my inteiros arbitrarios.

O Primeiro passo em diregao a obtengdo de um valor explicito de Z,, m,, €
descrever explicitamente Eg, E; e E,. Pela mesma razao de antes (se¢ao 4.2),
redefinimos E¢(ly) = l?)' Determinemos, entao, a energia topoldgica E;. Para
isso, tome [w] € H1(R?/Z?). entdo w = adb +bdfhs, onde a,b € R. pelo teorema
da dualidade de Poincaré temos que

LGdo = [6(SY)] N PD(dz) = mo

LS [6(SH)] N PD(dy) = m,.

Desse modo, obtemos que F; = clmg + ¢m;.

Determinemos agora a energia bosonica Ej, = [ g1trg@*hv,. Note que try¢*h =
h(¢+E, ¢ E), g(E, E) = 1. Consideremos inicialmente o caso em que g = u, onde
u é a métrica euclidiana usual sobre o circulo. Note que F = %, é um campo
unitario sobre S. Daf segue-se que a derivada de ¢, m, aplicada em E é dada
por

Gmy mar (B) = (m101, m202).
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Concluimos entao que

Eb(¢m17m2) = (m% + mg)Q’/T
Se g = A\u, entao E = % é um campo unitdrio com respeito a g. A energia

bosonica, neste caso, é dada por

1
Ey($myma) = —=(mi +m3)2m.

VA

Quando g é uma métrica riemanniana arbitréria sobre S!, existe (Cf.[A]) um
2
difeomorfismo f de S* tal que f*g = Au, onde \ = (é—j’r) . Obtemos, portanto,
que a energia bosonica é dada, para uma métrica arbitraria g sobre S!, por
271)2(m? + n?
Eb(ﬂsm}n) = (2m) (l )
g

Um outro passo necessario para a obtencao de Z,,, m, ¢ a determinacao da
;
métrica induzida sobre ¢, m, pela supermétrica. Isso é feito na proposigao
seguinte.

Proposicao 19. Seja S' x St o toro flat com métrica h. Considere a aplicacdo

F:X— [¢M1,m2] € COO(Sle) — {g} x Coo(slaX)

-

dada por F(a, ) = m, onde (o, ) €é a aplicagio de S* em X dada por

(o, B)(2) = (az™, 322). Seja Ge = Gligyxco(s1,x), onde G € a supermétrica
sobre Met(S') x C*°(St, X). Entdo verifica-se a sequinte relagio entre os ele-
mentos de volume

Vp+g, = lth.
Demonstragao: Sejam 1 € S' x S e h = d#? + df3. Faca 0, = Op,|1 e
02 = Og,|1. Temos que

F*G.(01,02) = Go(F.01, F..02).

Considere a curva a(t) = (e, 1) tal que a(0) =1 e o/(0) = 1. Entdo

d —
F0y = —(Foa(t))l—o = —a(t)lo.

Mas 07(?)(2) = (etz™1, 2™2). Entdo %oj(?ﬂt:o = 010 Gmyms-
Obtemos dai que

Ge(F, 0y, F05) = / h(01,02)vy = 1.

S

Logo. F*G. = lgh.. Donde segue-se que

VF*QU = lgl/h.
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A seguir determinamos o operadores de Dirac Dy 4 € o operador Jg 4.

Proposigao 20. Sejam ¥ = (S1,g) e X = St x St o toro flat com métrica h.

(a) O determinante do operador de Dirac D4 ) do fibrado Cly(X) @ ¢*TX €
dado por
detD(g@) = (detAg)2;

(b) Se ¢ € uma constante positiva, entio
det(cDyy.4)) = ¢ *(detAg)%;
(c) O determinante do operador de Dirac J(4 4 € dado por
detJ iy 4 = (detAg)?;
(d) Se ¢ é uma constante positiva, entdo
det(cJig,¢)) = c 2 (detA,)%

Substituindo os valores encontrados nesta segao, na férmula dada acima para
Zmi,m, Obtemos o teorema seguinte.

Teorema 11. Sejam ¥ = (S',g) e X = S x S o toro flat com métrica h.
Entao,

>, BEm)2(m2+m3)

o0
Znyoms = By * < / zg/%*(‘”ﬁilg >dzg> vol (X, h)g™ ql'2.
0

o1



Capitulo 5

Referéencias

[A] Alves A.O. Mecanica Estatistica, fun¢ées de correlagdo e parti¢do, Tese de
Mestrado UFPE,1998.

[AM] Aspinwall P.S. and Morrison D.R. Topological Field Theory and Rational
Curves, Comm. Math Phys.,151, 245-62, 1993.

[A] Atiyah M. The Geometry and Physics of Knots. Cambridge University
Press, 1990.

[APS] Atiyah M.F., Patodi V.K. and Singer I.M. Spectral asymetry and Rie-
mannian geometry I, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 77(1975), 43-69.

[BGV] Berline N.; Getzler E. and Vergne M. Heat Kernel and Dirac Operators,
Springer Verlag, 1992.

[B] Besse A. Manifolds all of whose geodesic are closed, Springer Verlag, 1978.

[BM] Baez, J. e Muniain, J.P. Gauge Fields, Knots and Gravity, World Scien-
tific,1994.

[Ba] Barreto, R.S.O Funcional de Polyakov,Tese de Mestrado,UFPE,1994.

[Be] Berezin F.A. The Method of Second Quantization, Series Pure and Applied
Physics, vol. 24 ACADEMIC PRESS INC., 1966.

[B] Bost, J-B. Fibrés déterminants regularisés et mesures sur les espaces de
modules de curves complezes, Astérisque 152-153(1987).

[Br] Brush, S.G. The kind of motion we call heat, North-Holland Publ. Comp.,1976.

[C] Chang Infinite dimensional Morse theory and multiple solution problems
Birkh&auser, 1993

[COGP] Candelas, P., de la Ossa, X.C., Green,P.S., Parkes, L. A pair of Calabi-
Yau Manifolds as an exactly soluble superconformal theory Nucl. Phys.
B359, 21-74.

[EL] Eels J. and Lemaire L. Selected topics in harmonics maps. Conference
board of the mathematical sciences RSCM, number 50.

92



[E] Elizalde, E. et al. Zeta Regularization Techniques with Applications, World
Scientific, Singapore, 1994.

[FM] Fischer, A.E. e Moncrief, V. Hamiltonian reduction of Einstein’s equa-
tions of general relativity, Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.) 57, 142-161,
August 1997.

[FGR] Frohlich J., Grandjean O. and Recknagel A. Supersymetric Quantum
Theory, Non-Commutative Geometry and Gravitation, Lectures Notes Les
Houches, 1995, Hep-th/9706132/18 Jun 1997.

[GH] Griffits P. e Harris J. Principles of Algebraic Geometry, John Willey and
sons, 1978.

[GLP] Gilkey, P.B., Leahy, J.V. e Park, J. Spectral Geometry, Riemannian Sub-
mersions, and the Gromov-Lawson conjecture, Chapman and Hall/CRC,
1999.

[H1] Hawking, S.W. Zeta function regularization of path integrals in curved
spacetime, Comm. Math. Physics (60),917-1066,1988.

[Hel] Helgason, S.W. Geometry Lie Groups and Symetric Spaces, Academic
Press, New York, 1978.

[HS] Helffer and Sjostrand. Puits multiples en mécanique semiclassique IV.
Etude du complexe de Witten, Comm. PDE 10(1985),245-340.

[ID] Itzykson C. and Drouffe J-M. Statistical Field Theory, vol.1, Cambridge
University Press, 1989.

[LM] Lawson, Blaine and Michelsoh, M.L. Spin geometry. Princeton Univ.
Press, New Jersey, 1989.

[MC] Mendoza R. e Cardoso F. On the hyperbolic Dirichlet to Neumann func-
tional, Comm. in PDE, 21(7 e 8), 1235-52(1996)

[MG] Mendoza R. and Guerra E. Funcién de Particidn y Renormalizacion,
Preprint, 1998.

[MMG] Mendoza R., Moraes F. and Gémez P. Fluctuating metrics in one-
dimensional manifolds, J. Math. Phys. 38(10), October 1997

[MRM] Mendoza R., Rojas J. and Moraes F. Partition function For A Non
linear Supersymetric Model, Preprint, 1999.

[MP] Minakshisundaiam, S. e Pleijel, A. Some properties of the eigenfunctions
of the Laplace-operator on Riemannian manifolds, Can. J. of Math. vol.1,
1(1949).

[MS] McDuff, D. e Salamon, D. J-holomorfhic curves and quantum cohomology,
Amer. Math. Soc. Providence, 1996.

[RS] Ray D.B., Singer .M. R-torsion and Laplacian on Riemannian manifolds,
Adv. Math. 145-210 (1971).

[R1] Reif, F. Fisica Estadistica Editorial Reverté,S.A.,Barcelona,1969.

33



[R2] Reif, F. Fundamentals of statistical and thermal physics, McGraw-Hill,
Inc

[R] Rodrigo Integragao invariante sobre grupos de Lie Tese de Mestrado, UFPB,
1999.

[S] Seeley, R.T. Complex Powers of an Elliptic Operator, Proceedings Symp.
in Pure and Math. volume X,288-307(1967)

[SBB] de Siqueira A., Bezerra de Mello E. and Bezerra V. Bosonic and fermi-
onic partition functions on S2, Modern Phys. letters A, Vol. 13, No. 11,
899-909(1998).

[SS] Sears, F. W. e Salinger, S. Termodindmica, Teoria Cinética e Termo-
dinamica FEstatistica, Guanabara Dois, 1979.

[T] Tromba, A. Teichmiiller theory in Riemannian Geometry Birkauser,1992.
[V] Vafa, C. Proceedings of the Intern. Cong. of Math., vol.1, Berlin, 1998.

[W1] Witten, E. Supersimetry and Morse Theory J. Diff. Geom. 17,661-692,
1982.

[W2] Witten, Edward. Physics and geometry. Proceedings of the International
Congress of Mathematicians, Berkeley, California, USA, 1986.

o4





