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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma nova abordagem para avaliar extensoes de ideais de
operadores lineares para multi-ideais e ideais de polinémios. Nossa abordagem estende os
conceitos de coeréncia e compatibilidade de ideais de polindmios. Além disso, mostramos
que o nosso método é capaz de filtrar as principais extensoes multilineares e polinomiais
conhecidas e eliminar possiveis construgoes artificiais.

Estudamos ainda as aplicagoes multilineares e polindmios quase somantes em todo
ponto, construindo uma norma para este espago que torna tal classe um ideal de
polindmios/multi-ideal de Banach. Mostramos ainda que esta construgao fornece uma

sequéncia de ideais coerentes e compativeis.

Palavras-Chave:
Operadores quase somantes; Ideais de operadores; Ideais de polindmios; Espacos de

Banach.
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Abstract

This work presents a new approach to evaluate extensions of ideals of linear operators
to multi-ideals and ideals of polynomials. Our approach extends the concepts of coherence
and compatibility for ideals of polynomials. Furthermore, we show that our method is able
to filter out the main multilinear and polynomials known extensions and eliminate possible
artificial constructions.

Applications to everywhere almost summing polynomials and multilinear mappings have
also been studied, building a norm on this space that makes this class a Banach ideal of
polynomials/Banach multi-ideal. We also show that this construction provides a coherent

and compatible sequence of ideals.

Key-Words:

Almost summing operators; Ideals of operators; Ideals of polynomials; Banach Spaces.
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Introducao

Os trabalhos de Alexandre Grothendieck [19, 20], na década de 50, sdo considerados
o ponto de partida da teoria de ideais de operadores. Neste trabalho, ele apresenta uma
demonstragao diferente para o teorema de Aryeh Dvoretzky e Claude Ambrose Rogers,
onde é mostrado que em todo espago de Banach de dimensao infinita existem séries
incondicionalmente convergentes que nao sao absolutamente convergentes, além de introduzir
a esséncia do conceito de operador absolutamente somante. Porém, somente na década de
60, com os trabalhos de Albrecht Pietsch, Joram Lindenstrauss e Aleksander Pelczynski, as
idéias de Grothendieck comecaram a ser melhor compreendidas e reescritas de forma mais
acessivel. Desde entao, essa teoria vem sendo de fundamental importancia dentro da Andlise
Funcional.

Nos anos 70, A. Pietsch [42] introduziu a teoria abstrata de ideais de operadores, vindo
em 1983 [43, 44] apresentar o conceito de ideais de aplicagoes multilineares cuja adaptacao
para polinomios é imediata.

O desenvolvimento das teorias das classes especiais de polindbmios homogéneos e
aplicacoes multilineares entre espacos de Banach tem-se mostrado bem sucedido, haja vista
a quantidade delas ja estudadas, cada uma com a sua particularidade. Neste trabalho
estudamos os operadores quase somantes nao lineares. Esta nocao aparece na literatura
nos trabalhos [6, 8]. Para a teoria linear, fazemos referéncia ao livro cldssico [17].

Ao longo do texto estaremos interessados em explorar o conceito de operadores quase

somantes em um dado ponto, obtendo uma norma com boas propriedades no espaco das



Introducao

aplicagoes quase somantes em todo ponto.

Para os nossos propésitos, uma norma bem comportada é de fundamental importancia,
pois ela é essencial para investigarmos o conceito de ideal de operadores. Com essa
norma também exploramos a nogao de tipo de holomorfia, devido a Nachbin [30]. Nessa
direcao, obtivemos sucesso ao mostrar que a classe em estudo de fato se trata de um ideal
multilinear de operadores, e o ideal dos polinomios um tipo de holomorfia global, conceito
esse introduzido por Botelho, Braunss, Junek e Pellegrino em [9].

No entanto, como sabemos que dado um ideal de operadores lineares 7, existem, em
geral, varios ideais de polinomios e de aplicagoes multilineares associados ao mesmo ideal,
como é o caso do ideal dos absolutamente somantes, ¢ natural nos questionarmos sobre a
qualidade desse novo ideal que estamos construindo.

Este fato serve de motivagao para se criar mecanismos que apontem qual dessas
extensoes ¢ a melhor, ou seja, estd se buscando respostas para a questao natural: dado um
ideal de operadores Z, como definir um multi-ideal e um ideal de polinomios que preserve o
espirito de Z7 Seguindo nessa direcao, métodos abstratos de definir quando uma extensao
multilinear (e polinomial) de um dado ideal de operadores é, em algum sentido, compativel
com o ideal linear foram recentemente discutidos por varios autores.

A ideia é que, dados inteiros positivos n; e ns, os respectivos niveis de n;-linearidade
e no-linearidade de um dado multi-ideal (ou ideal de polindmios) devem apresentar uma
relevante inter-conexao e também manter o espirito do nivel original (n = 1).

Seguindo nessa linha, destacamos os trabalhos [10] e [14]. No primeiro, foram
introduzidos os conceitos de ideais de polindbmios CUD e CSM. Esses conceitos sao facilmente
generalizados para multi-ideais, como podemos encontrar em [37], e eles tém como objetivo
avaliar se uma determinada sequéncia de ideais de polindmios/multi-ideais tem um bom
relacionamento entre os diferentes niveis de n-linearidades.

No segundo trabalho, Carando et al apresentam a no¢ao de coeréncia e compatibilidade
para um ideal de polindmios, onde uma sequéncia de ideais de polindmios é dita coerente se os

ideais mantém uma boa relacao com os niveis imediatamente superior e inferior. Essa nocao

x1



Introducao

de ideais coerentes, assim como mencionado no trabalho original, é bastante semelhante
a nogao de ideais CUD/CSM. J4 a compatibilidade diz respeito a relagdo de um ideal de
polindmios com o ideal linear.

Sem duvida, o conceito de coeréncia e compatibilidade tem acrescentado uma importante
contribuicao a teoria dos ideais dos polinémios. No entanto, algo parecia ainda incompleto,
devido ao surgimento de um importante inconveniente. Isto é, a sequéncia canonica (Pk)szl
composta de ideais de polino6mios k-homogéneos com a norma do sup deixa de ser coerente
quando considerada sobre o corpo dos nimeros reais.

Sendo assim, um dos principais objetivos desse trabalho é a introducao de um critério
geral claro para decidir se uma generalizacao multilinear e polinomial de um dado ideal de
operadores tem um comportamento que possa ser considerado "adequado". Nosso critério
serd definido simultaneamente para pares de ideais de polindémios e multi-ideais.

Em resumo, os principais objetivos desse trabalho sao:

(1) Apresentar uma nova nogao de coeréncia e compatibilidade, onde sdo considerados
uma sequéncia de pares composta por um ideal de polinémios n-homogéneos e um ideal de
aplicagoes n-lineares. Além disso, verificamos que o nosso novo conceito consegue filtrar
algumas extensoes existentes na literatura que possuia boas propriedades.

(77) Exibimos uma extensao multilinear e polinomial de um operador quase somante,
caracterizamos esse espago e introduzimos uma norma, além de mostrarmos que com essa
norma, esse espago se torna um espaco de Banach. Mostramos ainda que com essa norma,
esse espaco ¢ um multi-ideal normado e junto com o ideal de polinémios gerado por esse

multi-ideal temos uma sequéncia coerente e compativel.
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Capitulo 1

Ideais de aplicacoes n-lineares e

polinémios entre espacos de Banach

Neste primeiro momento, apresentaremos algumas defini¢goes que serao utilizadas ao
longo de todo o texto, e alguns resultados preliminares que servirao para que o leitor se
familiarize com as ferramentas usadas nos capitulos subsequentes.

Dentre as definicoes e resultados apresentados, destacamos as aplicacoes n-lineares
simétricas e os polindbmios n-homogéneos continuos, bem como as suas relagoes.
Apresentamos ainda a nocao de derivada de polindbmio e os conceitos de polinémios e
aplicacoes de tipo finito. Esses conceitos serao muito titeis durante a definicao de ideais
de operadores lineares, ideais de aplicacoes multilineares e ideais de polindbmios que sao
definidos logo em seguida.

Ainda neste primeiro capitulo, introduzimos o conceito de ideal de polinomios gerado
por um ideal de aplicacoes multilineares. Na realidade essa é apenas mais uma, dentre
tantas maneiras de se gerar um ideal de polinémios. O mesmo acontece com um ideal de
aplicacoes multilineares, ou seja, dado um ideal linear, podem existir diferentes maneiras
de se gerar o ideal de aplicagcoes multilineares. Dessa forma, fica evidente a necessidade da
existéncia de uma teoria para avaliar essas possiveis extensoes. Nesse sentido, existem na

literatura diversos trabalhos que tém esse objetivo como uma das metas principais. Aqui,
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listamos as principais abordagens, como é o caso dos ideais coerentes/compativeis, ideais
CUD/CSM, tipos de holomorfia e tipos de holomorfia globais. Enunciamos ainda alguns

resultados importantes desta teoria.

1.1 Aplicacoes n-lineares e polindmios

Ao longo deste trabalho F, Ey, ..., E,, F denotarao espacos de Banach sobre R ou C
e ' o dual topolégico de E. A bola unitaria fechada de E serd representada por Bp.
Dado um inteiro positivo n > 2, o espaco de Banach de todas as transformagoes n-lineares
continuas de Fy x -+- x E, em F' com a norma do sup serd denotado por L(Ej, ..., E,;F).
Se £y = -+ = E, = FE, escrevemos L(Ey,..,E;F) = L(MEF), e L(FEy,...,E,)
representard L (Ey, ..., E,; K). Em alguns casos, e dependendo da conveniéncia, escrevemos

L(Ey, ..., EF)=L"E, ..., By F) e L("EF) = L("EGF).

Definicao 1.1.1 Uma aplicagio n-linear A ¢é dita simétrica se A(xy,...,x,) =

A (%(1), o xa(n)) para toda permuta¢ao o de {1,...,n} e todos x1,...,x,.

Definicao 1.1.2 Seja n € N. Uma aplicagio P : E — F é um polinémio n-homogéneo
continuo se existe uma aplicagio n-linear A € L ("E; F) tal que P (z) = A(x,...,x) para
todo v € E. Neste caso, dizemos que P é um polinémio associado a A, e denotamos P = 21
O conjunto de todos os polindmios n-homogéneos continuos de E em F é denotado por

P("E; F), que é um espago de Banach quando munido com a norma

I1P|| = sup [|P (z)]].

r€BE

Assim como no caso multilinear, as vezes escrevemos P"("E; F) = P("E; F).

Dado um polinémio n-homogéneo P existem muitas aplicagoes n-lineares que satisfazem

a condicao da definicao acima, porém existe apenas uma que é simétrica. Esta aplicacao n-
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\
linear que é simétrica, denotada por P, pode ser obtida de P via Férmula de Polarizacao

(veja [22, 29]):

v 1 n
P(xl,...,xn) = ol Z 51...€np (Z&ZI'Z) .
’ i=1

Eizil
Denotaremos por L, ("E; F') o espago das aplicagoes continuas n-lineares simétricas de

E em F. Este conjunto, quando equipado com a norma
[A]l = sup {|A (21, ..., 2n)| s 21,. .., 21 € Bp}
é um espaco de Banach. Por [30, Proposigao 1, Cap 3] temos

I

A nn
HAFwwsj
n!

!

e isto implica que a aplicacao

P("E;F)— L;("E; F)

v
P— P

¢ um isomorfismo topoldgico de espagos vetoriais.
Dados P € P ("E;F), a € E e 0 < k < n, definimos o polinomio P € P ("*E; F)
por

v v k n—k
Pk (w):P(ak,xn_k) =P (a,...,a,x,...,:c ,

e dizemos que o polinémio P, é obtido de P fixando k varidveis iguais a a. Para k = 1,
escrevemos P, em vez de P,. A k-ésima derivada de um polinémio P é a aplicacao

A
d*P: E — P (*E; F) definida por

@%Q@ZCQ%k@,
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de onde conclufmos que

N
d*PeP("*E;P (*E;F)).
De igual modo, podemos definir d*P : E — L, (*E; F') por
kP v
% <y1’ e ’yk) = (Z)P (xnik7y17 co 7@/16) )
d"PeP (" *E; L, ("E;F))

para todo £k =0,...,n.

Definicao 1.1.3 Sejam E, ..., E, e F espagos vetoriais, p1 € F,...,ponp € B, ebe F. A
aplicacao A : B X --- x E,, — F definida por

Az, oo xn) = @1 (1) -0 () b

é claramente n-linear. Uma combinacao linear finita de aplicagoes n-lineares desse tipo é
chamada de aplicagiao n-linear de tipo finito. A forma geral de uma aplicagdo n-linear de

tipo finito de E1 x --- X E, em F é entao

Alxy, ... x,) = Z O (w1) ... 0 (20)bs,
onde gpé- € E; eb; € Fparai=1,....k ej=1,....,n. O conjunto de todas as aplica¢oes

n-lineares de tipo finito é denotado por L¢(Ex, ..., E,; F).

Definicao 1.1.4 Um polinémio P € P("E; F') é dito de tipo finito se existir k € N tal que

P() =Y (¢i (@) b

i=1

4
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onde o; € E', by € F ei=1,...,k. O conjunto de todos os polinémios n-homogéneos

continuos de tipo finito serd denotado por Py("E; F').

1.2 Ideais de aplicagoes multilineares

A teoria de ideais de operadores é essencialmente devida a A. Pietsch [44], cuja
adaptacao para polinémios é imediata. Para a teoria de polindmios e aplicacoes multilineares

fazemos referéncia a bibliografia [22, 29].

Definigao 1.2.1 Um ideal de operadores I ¢é wma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espacos de

Banach E e F', sua componente
I(E;F):=L(E;F)NT

satisfaz:

(Oa) Z(E; F) é um subespaco vetorial de L(E; F) que contém os operadores de tipo
finito;

(Ob) A propriedade de ideal: se uw € L(E;F), v e I(F;G) et € L(G; H), entdo

tovoueI(E;H).

Além disso, se existe uma fungao ||-||; : Z — [0, 00] tal que:

(01) A fungao |-||; restrita a componente I (E;F) é uma norma para todos E e F
espacos de Banach;

(02) O funcional I : K — K dado por Ix (\) = A € tal que ||Zk||; = 1;

(03) Seue L(E;F),veI(F;G) et € L(G; H), entdo a composi¢ao satisfaz

lwovotfy < llull vl Il
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o ideal (Z,||-||;) € um ideal normado de operadores. Mais ainda, se todas as componentes
I (E;F) sao subespagos completos relativamente & norma |-||; dizemos que (Z,|-||;) é um

ideal de Banach.

Dizemos que um ideal de operadores Z é um ideal fechado se todas as componentes
T (E; F) sao subespagos fechados em L(E;F) em relacdo a norma usual de operadores.
Assim, se Z ¢ um ideal fechado, cada componente Z (F;F) é um subespago completo
relativamente & norma induzida.

O conceito de multi-ideal é também devido a A. Pietsch [44]. Para cada n € N, vamos
denotar L, como a classe de todos os operadores n-lineares continuos entre espacos de

Banach.

Definicao 1.2.2 Um ideal de aplicagées multilineares (ou multi-ideal) M é uma subclasse
da classe L = |J L, de todas aplicagoes multilineares continuas entre espagos de Banach,

n=1
cujas componentes

M (B, ...,Ey F):=L,(Ey, ..., Ey; F)N M

satisfazem, para todos Ey, ..., E, e F:

(Ma) M, (E,...,E,; F) é um subespago vetorial de L, (FE1, ..., E,; F) que contém as
aplicagoes n-lineares de tipo finito;

(Mb) A propriedade de ideal: se A € M,(Ey,...,E,;F), u; € Li(X;;E;) para
j=1,...,nete Li(F;Y), entdo

tA(ug, .. up) € Mp(Xq, ..., X3 Y).

Além disso, quando existe uma funcao ||-|| ,, : M — [0, 00[ que satisfaca
(M1) [|-|| \g restrito a My(Ey, ..., Ey; F) € uma norma (respectivamente, quasi-norma)

para quaisquer Ky, ..., E, e F, para todo nimero natural n;

(M2) ||A, : K" = K; A, (21,...,2,) = T1... 2, o, = 1 para todo n;

6
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(M3) Se A e My(Er,....E; F), u; € Lo(Xj3E;) para j = 1,...,n et € Ly(F;Y)
entao

lto Ao (. yun)ll g < I 1A g sl fal]

M é dito um ideal normado (respectivamente, quasi-normado) de aplicag¢oes multilineares.
Quando todas as componentes M., (F1, ..., E,; F) sao completas com essa (quasi-) norma

M ¢é dito um multi-ideal (quasi-) Banach.

Para um ideal de aplicagoes multilineares fixado M e n € N, a classe
M, :=Up, g, rM (B, ..., By F)

¢ chamado de ideal de aplicagoes n-lineares.

Um ideal de Banach de aplicacoes n-lineares, denotado por M,, é dito ser fechado se a
sua norma é a norma usual do sup e cada componente M,, (F1, ..., E,; F') ¢ um subespaco
fechado de L, (E1, ..., Ey; F)). Um ideal de Banach M de aplicagoes multilineares é fechado
se cada M,, é fechado.

1.3 Como criar ideais de aplicacoes multilineares e de

polinbmios a partir de um ideal de operadores

1.3.1 Multi-ideais vs ideais de operadores

Quando se define um ideal de aplicagoes multilineares a partir de um ideal de operadores,
uma preocupacao natural é que essa definicao seja uma boa generalizacao do ideal original.
Seguindo essa linha, existem na literatura [9, 10, 14] algumas caracteristicas de ideais de
aplicacoes multilineares que, sob determinados critérios, ajudam nessa avaliacao, como por

exemplo:
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Defini¢ao 1.3.1 (Ideal CUD ([37]) Um ideal de aplicag¢ées multilineares M é fechado para
diferenciacao (CUD) se, para todosn, Ey, ..., E,, F eT € M(Es, ..., E,; F) tivermos que
todo operador linear obtido fixando n — 1 vetores ai, ..., aj_1, Gji1, ..., a, em T pertence a

M (Ej; F), para todo j =1, ..., n.

Definicao 1.3.2 (Ideal CSM [37]) Um ideal de aplicagées multilineares M é fechado para
multiplicagao por escalar (CSM) se, para todo n, Ey, ..., E,, F, T € M(Ey,...,E,;F) e
v € Bl aaplicagio oT € M (Ey, ..., E,, Eyq; F) .

As defini¢oes acima tém o objetivo de determinar se os niveis de n-linearidades de um

ideal M tém uma certa harmonia entre si.

1.3.2 Ideais de polindmios vs ideais de operadores

A defini¢ao de ideal de polindmios segue linhas andlogas as da definicao de multi-ideal.
Assim, para cada n € N, vamos denotar por P, a classe de todos os polindémios n-homogéneos

continuos entre espagos de Banach.

Definigao 1.3.3 (Ideal de Polindémios) Um  ideal de  polindomios  homogéneos,
ou simplesmente ideal de polinomios, é uma subclasse Q da classe P = |JP, de todos
n=1

0s polindmios homogéneos continuos entre espagos de Banach tal que para todo n € N e

todos espacos de Banach E e F', as componentes
Q,.("E;F) =P, ("E;F)N Q

satisfazem:
(Pa) Q, ("E; F) é um subespago vetorial de P, ("E; F) que contém os polindmios n-

homogéneos de tipo finito.
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(Pb) A propriedade de ideal: Sew € L1 (G;E), P € Q, ("E; F) et € Ly ("FE; F), entdo
toPoue Q,("G;H).

Se exzistir uma fungdo ||-||o : @ — [0, 0o satisfazendo
(P1) Para cada n existe 0 < p, <1 tal que ||| restrito a Q,("E; F') é uma p,-norma

para todos espacos de Banach E, F;
(P2) [P, : K= K; P, (\) =\ =1 para todo n;
(P3) Seue Ly(G;E), Pe Q,("E; F) et € L1(F; H), entao

lto Poullg < |[tl[Pllg [lull",

entao Q ¢é dito um ideal de polindomios quasi-normados (normado se p, = 1 para todo n).
Além disso, se todas as componentes Q,, ("E; F) sao subespagos completos relativamente a
quasi-norma ||-|| o, dizemos que (Q. ||||o) € um ideal quasi-Banach (Banach, se para todo n,

pn = 1) de polinémios. Para um ideal de polinémios Q fizado e n € N, a classe
Q, :=UprQ("E; F)

é chamada de um ideal de polindomios n-homogéneos. Se Q é um ideal de polinomios,

definimos
Q("E;F)=F

para todos espacos de Banach E e F.

Ideais de polindémios fechados sao definidos de uma maneira similar ao caso dos ideais

das aplicacoes multilineares.

Defini¢ao 1.3.4 Se M =(M,,)", é um multi-ideal (quasi-) normado, pode-se definir

n=1
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Vv
(Pr)o, dizendo que P € Pl ("E; F) se, e somente se, P € M,, ("E; F) e

V
1Pllpy, = HPH :
My

Proposicao 1.3.5 ([9, pagina 46]) Se M =(M,,)." | é um multi-ideal (quasi-) Banach,
entao Py : = (P}“Vl)zozl ¢ um ideal de polinomios de (quasi-) Banach, e é chamado de ideal

de polinomios gerado por M.

A seguir destacamos propriedades que foram introduzidas nos tltimos anos para,
de certa forma, avaliar quando multi-ideais sao boas generalizacoes de certos ideais de

operadores.

Defini¢ao 1.3.6 (Propriedade (B)) e Uma aplicagao (n+1)-linear A € L("E,G; F)

é dita stmétrica nas primeiras n varidreis se

Az, .. 20, Y) = A(Zo@)s - - - To(n), V)

para toda permutagdo o do conjunto {1,...,n} e para todos x1,...,x, € E ey € G.

e Dados A€ L(Ey,...,E,; F) ea€ E, definimos A, € L(Er,...,E,_1;F) por

Ag(z1, . yxp1) = Az, .o 21, Q).

e Seja I uma classe de aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach tal

que para todos n € N e espacos de Banach E+, ..., E,, F', a componente
IZ(Ey,...,E;F):=L(Ey,....,E; F)NT

é um subespago vetorial de L(Ey, ..., E,; F) equipado com uma quasi-norma denotada

por || - ||z. Dizemos que I tem a propriedade (B) se existe C' > 1 tal que para cada
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n € N, e cada espago de Banach E e F' e todo A € TZ("E,K; F) simétrica nas primeiras
n varidves,

AL €I("E; F) e [|Ad]lz < C||Allz.

A terminologia "propriedade B'"foi introduzida em [9] e o termo "B"foi usado em
homenagem a H.-A. Braunss que em sua tese de doutorado [12] trabalhou essencialmente

com essa propriedade.

Definicao 1.3.7 (Ideal CSM / CUD [10]) Seja Q wm ideal de polindmios. Dados n €
N, E e I, dizemos que:

(i) Q é fechado com relagdo a diferenciacao para n, E e F se dpr (a) € Q(F; F) para
todosa € E e P € Q("E;F), onde dP (a) é a deriada do polinomio P no ponto a.

(ii) Q é fechado com relagao o multiplicacao por escalar para n, E e F se oP €
Q ("M E; F) para todos ¢ € E' e P € Q("E; F).

Quando (i) e/ou (ii) for verdadeiro para todosn, E e F diremos que Q é um ideal CUD
e/ou CSM.

Definicao 1.3.8 (Ideais Compativeis [14]) Seja U um ideal quasi-normado de
operadores lineares. Diremos que o ideal quasi-normado U, de polindomios n-homogéneos
é compativel com U (ou que U, e U sdo compativeis) se existem constantes positivas By e 3o
tais que para todos espagos de Banach E e F, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) Para todos P € U, (E;F) e a € E, Pyn-1 pertence a U (E; F) e
”Pa”*Hu(E;F) <5 HPHL{n(E;F) H‘ZHn_l :

(ii) Para todos T € U (E;F) ey € E', " 'T pertence a U, (E; F) e
" T gy < o I [T -

Definigao 1.3.9 (Ideais Coerentes [14]) Considere a sequéncia {Uy}_,, onde para cada

k, U, ¢é um 1ideal quasi-normado de polinomios k-homogéneos quasi-normado e N ¢é

11
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eventualmente infinito. Diremos que {Uy} é uma sequéncia coerente de ideais de polindmios
se existem constantes positivas B3 e B4 tais que para quaisquer espacos de Banach E e F, as
sequintes condigoes sao satisfeitas para k=1,..., N — 1:

(i) Para todos P € Uy, (E; F) ea € E, P, pertence a Uy (E; F) e

HPaHuk(E;F) < B3 ||P||L{k+1(E;F) al -

(ii) Para todos P € Uy, (E; F) ey € E', vP pertence a U1 (E; F) e

H’YP”ukH(E;F) < Ba|vll HP“L{k(E;F) :

O préximo resultado, que nos permite deduzir relagoes entre ideais de operadores a
partir dos ideais de polindmios, foi provado por Carando, Dimant e Muro em [14] no ano de

2009. Este mesmo resultado aparece com uma terminologia diferente em [10].

Proposicao 1.3.10 ([14], Proposicao 1.6) (a) Sejam U, e B, ideais normados de
polindmios n-homogéneos compativeis com U e B respectivamente. Se para alguns E e F,
U, (E;F)C B, (E;F), entaoU (E; F) C B(E; F).

(b) Sejam {Ui}tr e {Br}r sequéncias coerentes. Se para alguns E e F e algum ko,

Uy, (E; F) C By, (E; F), entao Uy (E; F) C By (E; F) para todo k < k.

Os préximos dois resultados foram mostrados em [14] e sdo uma espécie de reciproca

para as condigbes (i) e (ii) das defini¢oes 1.3.8 e 1.3.9.

Lema 1.3.11 ([14, Lema 1.4]) Seja U,, um ideal normado de polinémios n-homogéneos
continuos compativel comU e seja T € L (E; F). Entao:

(@) T €U (E; F) se, e somente se, y" 1T pertence a U, (E; F) para todo v € E'.

(b) T €U (E; F) se, e somente se, existem P €U, (E;F) e a € E tais que T = Pyu-1.

Lema 1.3.12 ([14, Lema 1.5]) Sejam {U}, wma sequéncia coerente de ideais normados

de polindmios homogéneos e P € P* (E; F). Entao:

12



Capitulo 1 Ideais de aplicacoes n-lineares e polindmios entre espacos de Banach

(a) P e Uy (E; F) se, e somente se, vP pertence a Uy, (E; F) para todo v € E'.
(b) P € Uy, (E; F) se, e somente se, existem Q) € U1 (E; F) e a € E tais que P = Q.

O conceito de ideais compativeis surge com o intuito de relacionar os ideais de polinémios
com os ideais de operadores, enquanto que o conceito de ideais coerentes relaciona os ideais

de polindémios de graus diferentes.

Os conceitos acima, de certa forma, remontam & ideia de tipos de holomorfia, devida a

Leopoldo Nachbin:

Definigao 1.3.13 (Tipo de Holomorfia [30]) Sejam E e F' espagos de Banach. Um tipo
de holomorfia Py entre E e F' é uma classe de polindmios homogéneos entre E e F' tal que

para todo n natural, a componente
Py ("E;F):=P("E;F)NPy

¢ um subespago vetorial de P ("E; F'), que é um espago de Banach quando munido com a
norma P — || Pl , e

(i) Py (°E; F) = F, como um espago vetorial normado,

(17) Eziste o > 1 tal que para todos k, n € N, k < n, a € E e P € Py("E;F),
d*P (a) € Py (*E;F) e

—k
<" [|Plly llal™,

1 7k
o),

onde d*P (a) é a k-ésima derivada de P em a.

No contexto de ideais de polinomios, foi introduzida em [9] uma reformulagao da
defini¢ao acima. Para a defini¢do de Nachbin [30], a no¢ao de tipos de holomorfia baseava-se

entre dois espacgos de Banach F e F fixos, o que nao é mais utilizado na nova abordagem.

Definicao 1.3.14 (Tipo de Holomorfia Global [9]) Um tipo de holomorfia global Py é

uma classe de polindomios homogéneos entre espagos de Banach tal que para todo n natural
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e quaisquer espacos de Banach E e F', a componente
Pu("E;F):=P("E;F)NPy

¢ um subespago vetorial de P ("E; F'), que é um espago de Banach quando munido com a
norma P — || Pl ,, e

(i) Py (°E; F) = F, como um espago vetorial normado para todo E e F';

(17) Eziste 0 > 1 tal que para todos espago de Banach E e F, n € N, k <n,a € F e
P € Py ("E;F), d"P(a) € Py (*E; F) e

—k
<" [|Pllg llal™,

H%czkp @)

onde d*P (a) € a k-ésima derivada de P em a.

Observagao 1.3.15 Note que:

(a) Se um ideal de polindmios possui a propriedade (i) da Definicao 1.3.8, entdo esse
ideal é CSM.

(b) Se um ideal de polinémios possui a propriedade (ii) da Defini¢cao 1.8.9, entdo o ideal
é CUD.

(c) Se um ideal de polinémios possui a propriedade (i) da Defini¢ao 1.8.9, entao o ideal
possui a propriedade (B).

Além disso, sequéncias coerentes sao sempre tipos de holomorfia global.

Foi provado em [9] que se um multi-ideal de Banach M tem a propriedade (B) com
constante C, entao o ideal de Banach Py de polinémios ¢ um tipo de holomorfia global
com constante o = 2C'. Além disso, foi provado também que se M é um multi-ideal CSM,
fechado e simétrico, entdao M tem a propriedade (B) (com constante C' = 1) se, e somente se,
P € um tipo de holomorfia global (com a melhor constante o < 2). Além disso, foi provada
em [9] uma série de resultados que relacionam tipos de holomorfia com a propriedade (B).

Sao eles:

14
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Proposigao 1.3.16 ([9], Proposicao 8.2) Toda classe de polindmios homogéneos com a
propriedade (B) com constante C' tal que as componentes sao espagos quasi-Banach é um
tipo de quasi-holomorfia global (tipo de holomorfia global se as componentes sao espagos de

Banach) com constante o = 2C..

Proposicao 1.3.17 ([9], Proposicao 8.4) Seja Q um ideal fechado de polinémios entre
espacos de Banach complexos. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Q tem a propriedade (B) (com melhor constante C = e).

(b) Q é um tipo de holomorfia global (com melhor constante o < 2e).

(¢) Para todosn, E e F, P, € Q("'E; F) sempre que P € Q("E;F) ea € E.

Proposigao 1.3.18 ([9], Proposicao 8.5) Todo ideal fechado de polinémios entre espagos

de Banach reais nao possui a propriedade (B).

Sabemos que dado um ideal linear, sempre é possivel estendé-lo a um multi-ideal, pelo
menos num sentido abstrato (para detalhes, veja [7]). Contudo, a construcao adequada de
uma extensao multilinear e polinomial inspira alguns cuidados, uma vez que existe uma
preocupagao natural de se indicar com precisao quando um dado ideal multilinear /polinomial
¢ uma boa generalizacao do ideal linear. Essa preocupacao basicamente se resume na
seguinte questao: dados inteiros positivos n; e ng, 0s respectivos niveis de nq-linearidade
e na-linearidade necessitam ter alguma interconexao e obviamente uma forte relagao com o
nivel original (n = 1).

Nessa diregao, tém sido desenvolvidos diversos trabalhos (veja por exemplo [9, 10, 14]),
tendo sido criados os conceitos de ideais CUD, CSM, ideais coerentes/compativeis e tipos de
holomorfia globais que foram apresentados nessa sec¢ao.

Nao hé duvidas que os conceitos de ideais de polinémios coerentes e compativeis tém
uma importante contribuicao na teoria de ideais de polinémios. No entanto, como um ideal
de operadores 7 pode ser sempre estendido a um multi-ideal e a um ideal de polinémios,

concluimos que nao ha razoes aparentes para se considerar os conceitos de compatibilidade e
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coeréncia apenas para polinémios (ou apenas para aplicagoes multilineares separadamente).
Nesse sentido, apresentaremos no préximo capitulo uma proposta que oferece significantes

o9} 7

variagoes dessas nogoes, considerando os pares (Uy, My),,, onde (Uy),—, ¢ um ideal de
polinémios e (M)~ ¢ um multi-ideal. Logo, esta nova abordagem trata simultaneamente
de polindmios e operadores multilineares e, é claro, exige alguma harmonia entre (Uy),, €
(M2,

E muito importante destacar que, como enunciamos na Proposicao 1.3.18, para o caso do
corpo dos nimeros reais, a sequéncia canonica (Py),,, composta pelos ideais dos polinémios
k-homogéneos continuos com a norma do sup, nao é coerente de acordo com a Defini¢ao 1.3.9
(esta observagao aparece no artigo original [14] e é baseada em estimativas para as normas
de certos polinémios homogéneos usados em [9, Proposicao 8.5]). Este resultado parece
ser desconfortdvel, uma vez que a sequéncia canoénica (Py),-, deveria ser um protétipo da
esséncia da coeréncia. Usando a abordagem que serd introduzida no préximo capitulo, serd
possivel provar que o par (Pg, Li)pe,, composto por ideais de polinémios k-homogéneos
continuos e os operadores k-lineares continuos com a norma do sup, é coerente e compativel

com o ideal dos operadores lineares continuos.
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Capitulo 2

Coeréncia e Compatibilidade: uma

nova abordagem

No presente capitulo oferecemos ao leitor uma nova abordagem para as nocoes
de coeréncia e compatibilidade, considerando pares de ideais, compostos por ideais de
polindmios e ideais de aplicacoes multilineares.

Segundo a nossa definicao de coeréncia e compatibilidade, coeréncia nao necessariamente
implica em compatibilidade; além disso eliminamos um importante inconveniente que aparece
no trabalho original: a sequéncia canonica dos polindémios continuos nao era coerente quando
considerada sobre o corpo dos nimeros reais.

Além disso, mostramos, através de exemplos concretos, que nossa nova abordagem
parece exigir uma harmonia adequada entre os polinomios a as aplicagoes multilineares
pertencentes aos pares de ideais.

No final do capitulo apresentamos uma versao mais forte da nocao de coeréncia e
compatibilidade, além de um exemplo onde fica claro que a nossa nova definicao de coeréncia
e compatibilidade em pares, além de selecionar os bons pares de extensoes, elimina possiveis

construgoes artificiais.
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2.1 Coeréncia e compatibilidade para pares de ideais

De agora em diante (Uy,, M k)fcvzl ¢ uma N-upla de pares, onde cada Uy, ¢ um ideal (quasi-)
normado de polindomios k-homogéneos e cada M, é um ideal (quasi-) normado de aplicagoes
k-lineares. O parametro N pode ser eventualmente infinito. Motivado pelo argumento de
que as nocoes de compatibilidade e coeréncia devem ser definidas simultaneamente para

polinomios e aplicacoes multilineares, propomos a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.1.1 (Par de ideais compativeis) Sejam U um ideal normado de operadores
e N € (NNA{1})U{oco}. Uma sequéncia (Z/{n,/\/ln)f:[:l, onde Uy = My = U, é compativel
com U se existem constantes positivas oy, o, a3 € oy tais que para quaisquer espagos de
Banach E, Ey, ..., Ey e F, as sequintes condi¢des sao verdadeiras para todon € {2,..., N} :

(CP1) Seke{l,....,n}, T e M, (Er,...,E;F) eaj € Ej para todo j € {1,...,n}~
{k}, entao

T vaps1sman € U (B F)
e
| T oairarsnman|ly < 01 1T pg, Nlanll - Nax—all gl - llan]l -
(CP2) Se PeU,("E;F) eac E, entao Pyjnr € U(E;F) €
\
IPaol < [P pal
M,
(CP3) SeuecU(E,; F) ey € B para todo j =1,...,n —1, entdo
Y Yt € My (B, .o By F)
e

Iyl ag, < Qs llnll - vl el -
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(CP4) SeuelU(E;F), v € FE, entaioy" uecl,("E;F) e
17" tull,,, < aallyI™ ully,.

V
(CP5) P pertence a U, ("E; F) se, e somente se, P pertence a M,, ("E; F).

Definigao 2.1.2 (Par de ideais coerentes) Sejam U um ideal normado de operadores e
N € NU{oc}. Uma sequéncia (uk,/\/tk)ff:l, onde Uy = My = U, é coerente se existem
constantes positivas 1, P2, B3 e Ba tais que para quaisquer espacos de Banach F., ..., E, e
F as sequintes condigcoes sao satisfeitas para k=1,... , N — 1:

(CH1) SeT € Myy1 (Er, ..., Ep;F) ea; € Ejparaj=1,...,k+1, entao

To, € My (Er, ... Ej 1, Ejp, ..., Epp1s F)

1o, ||, < BTN g, Mgl

(CH2) Se P € Uiy ("E;F) ea € E, entdo P, € Uy, ("E; F) e

[Pallyy, < B

V
PH lal .
M

(CH3) SeT € My (Ey,....Ei F) eye E ., entaoyT € My (Ey, ..., Epy13 F) e
VTN pa,, < B IVINT N g, -
(CH4) Se P € Uy, (kE; F) ey € E', entao yP € U4 (k+1E;F) e

1Py, < BallVI Py, -

V

(CHb5) Para cada k =1,...,N, P pertence a Uy (’“E; F) se, e somente se, P pertence
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a My (kE;F).

Observagao 2.1.3 Somos gratos as waliosas sugestoes do Professor Geraldo Botelho,

durante a confeccao dos ariomas de par de ideais compativeis e coerentes aqui apresentados.

Observagao 2.1.4 Note que a Definicio 2.1.1 é bastante diferente do conceito de
compatibilidade introduzido por Carando et al. Por exemplo, a mossa abordagem exige
constantes oy, ag, az e ay universais (que nao dependem de n). E também importante
mencionar que uma sequéncia coerente (Uy, ./\/lk)ff:1 nao é necessariamente compativel com
Uy. Se py = Po = B3 = By = 1, entdo a coeréncia de uma sequéncia (Z/Ik,./\/lk),]j:l implica

facilmente na compatibilidade com Uy, como veremos na proxima proposi¢ao.
Antes de enunciar tal resultado, provaremos um lema que serd usado na demonstracao.

Vv
Lema 2.1.5 Se P€ P ("E; F) ea € E, entio (P,)" = P,.

Vv V
Demonstragao: Se P, Q € P("E;F) e P(x,...,z) = Q(x,...,x) para todo = € E,
\% \4
entao P = (). De fato, pela férmula de polarizacao temos

1
21!

Z €1+ &nQ (Xn: 51’%‘)
+1

ei=1

v 1 "
P(Z‘l,...,a?n) = o] 61"'€np (Z 61‘371‘) =
’ gi==*1

ei=1

%
=Q(z1,...,7,).
Assim, para concluir a demonstracao, é suficiente observar que

(P (2,....2) = Py (2) = Pa,z,....2) = Py (x, ..., 7).
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Proposicao 2.1.6 Se (L{n,./\/ln)i:[:1 ¢ coerente, com constantes 31 = [y = B3 = [, = 1,

entdao é compativel com o ideal Uy = M1 =U.

Demonstragao: Seja T € M,, (Ey, ..., E,; F). Entao por (CH1) temos que

Ta1 € Mn—l (E277EnaF)

1T,y < TN pg, Nl

Novamente, por (CH1), obtemos

Tasas ity < N Tanllpa, -y a2l < ATl g, Nlaalllaz]] -

Dessa forma, a propriedade (CP1) pode ser obtida através de uma repetigao desse argumento.
Para obtermos a propriedade (CP2), consideremos P € U, ("E; F) e a € E. Assim,
pela propriedade (CH2), P, € U, 1 (" *E;F) e
\
P < ||l

My

Procedendo de igual modo, temos que

|| P,z

Z/l'n,—2 = H(Pa)a un—Q

< ()|, Nl

215 || ¥
=" ||Pa all
Mn—l
(CP1) || v )
< 7P| el
M,
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Da mesma forma,

|| Py

Up_s — H(Paz)a Up_s
< |[(Pa2)"|[ o, _, llal

V
= ||P,

lall
M'n,—2

(CP1) || v 5
< Pl fal?.

Moy,

Prosseguindo dessa maneira, concluimos que
M n—1
[Pan—llyy < ||P|| - llall™
Mo,
Agora, considere u € U (E,,; F') e y; € E; paratodo j = 1,...,n—1. Assim, por (CH3),

nu € My (Ey, B,y F)

el g, < Dl Tl -

Analogamente,

Irv2ull vy < 2l el v, < vl a2l el

Dessa forma, podemos concluir que (CP3) é vilida, iterando esse procedimento (n — 1)-vezes.

Com um argumento semelhante, mostramos (CP4) utilizando a propriedade (CH4). W

Como mencionado no capitulo anterior, a sequéncia (Py),- ,, no caso real, nao é coerente
segundo a definicao original, devida a Carando, Dimant e Muro. O préximo teorema
(Teorema 2.1.12), cuja demonstragdo é uma consequéncia imediata dos préximos lemas,

mostra que a situacao é diferente de acordo com a nova abordagem.
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Lema 2.1.7 Para cada P € Py (k“E; F) ea € FE, P, pertence a Py, (kE; F) e

V
Pl < [P el 1)
L1

Demonstracao: Por defini¢ao, temos

Y \ n

P =[[Plaeo) < [P tallel
L1

de onde segue imediatamente (2.1). [ |

Lema 2.1.8 Seja j € {1,...,k+1}. SeT € Liy1(Er, ..., B3 F) e a; € Ej, entdo Ty,
pertence a Ly (Ey, ..., E;_1,Ejiq, ..., By F) e

17l < I, llas]- (22)
Demonstragao: Note que (2.2) é uma consequéncia imediata da seguinte observagao:

HTaj (T1, - Tt Tty - - ;MH)H =T (@1, -, 2j-1, 45, Tjgs - -+, Tiop) |

< Tl gl el Mgl lleeall - Alzradl

Lema 2.1.9 Se P € P, (kE; F) ey € E', entao vP pertence a P11 (’“HE; F) e

17 Plip,,, <P, (2.3)

Demonstragao: Observe também que a equacao (2.3) é imediata a partir da simples

desigualdade

Iy (2) P (@)l = [y @ IP @)1 < Iy P )l = Iy P )
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Lema 2.1.10 Se T € Ly (B, ....ExF) e v € E, ., entio YT pertence a
L1 (B, ., Epin F) e
N Tllg,,, < VT, -

Demonstragao: O resultado segue de

17 (@h2) T (@, ) | < AIHTzRaa TN g, llall - ]

= VT, el lnl rall

O préximo resultado é uma consequéncia imediata da Férmula de Polarizagao.

\
Lema 2.1.11 Seja P um polinémio algébrico. P pertence a P (kE; F) se, e somente se, P

pertence a Ly, (’“E; F)

Segue da sequéncia de lemas acima, e da Proposicao 2.1.6 o seguinte resultado:

Teorema 2.1.12 O par (Py, Ly),., (composto pelos ideais de polinémios k-homogéneos
continuos e operadores k-lineares continuos, com a norma do sup) é coerente e compativel

com o ideal dos operadores lineares continuos.
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2.2 O método da fatoracao

O método da fatoragao é uma conhecida maneira abstrata de extensao de um ideal de
operadores para ideais de polindmios e de aplicacoes multilineares. Nesta se¢ao mostraremos

que uma sequéncia de pares obtidos por esse método é coerente e compativel com o ideal

original.
Dado um ideal completo de operadores Z, uma aplicagao n-linear A € L (Ey, ..., E,; F)
¢ do tipo L£("Z) se existem espacos de Banach Gi,...,G,, operadores lineares u; €

I(E;Gj),j=1,...,neBe L(Gy,...,G,; F) tais que
A=Bo(uy,...,uy,). (2.4)

Neste caso, escrevemos

AeL("T)(By,... By F),

e definimos

[All gy = [ B [Juallz - -~ lunllz

onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis fatoragdes da forma de (2.4).

Para todo n, L£("Z) é um ideal completo %—normado de aplicacoes n-lineares;
[ee]
consequentemente (£ ("Z))’2, ¢ um multi-ideal quasi-Banach e (PZ(nI)) , construido

n=1

como na Definicao 1.3.4, é um ideal de polinémios quasi-Banach.

A demonstracao de que o par (PZ(HI), L (nI))

é coerente e compativel com o ideal
1

7 serd uma consequéncia imediata dos préximos resultados.

Lema 2.2.1 Se P ¢ PiiL,_ (" E;F) ea € E, entio P, pertence a Prwr ("B F) e

£("H1T)
L i
P, on < ||P all .
Prn) L("1T)
Demonstracao: Segue da definicao que existem espagos de Banach Gi,...,G,11,
operadores lineares u; € Z; (E;G;), j = 1,...,n + 1, e uma aplicacdo multilinear B €
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L (G, ...,Gpi1; F) tais que

\Y

P (x17 s 71'71—0—1) =B (U’l (xl) ooy Ungl (xn+1)) : (25>
Logo

(P)Y (x1, ) = P (21, ..., 2n,0) = B (uy (21) ..., un(T0), Uns1 (a))

= By, (a) (ug (1) 5oy up (2,)) -

Portanto, como |[tu,+1| < ||ups1|l; (veja [17, pdgina 131]), temos

1Fallpn

L(MT)

n n+1
= [ (Pa)"[| gy < HBu,,,H(a)H]E[l lujllz < llall 1Bl ]gl [l -

para toda representacao (2.5) e a demonstragao é completada quando se considera o infimo

sobre todas essas representagoes. |

O préximo resultado ¢ inspirado em [14, Proposigao 3.1]:

Lema 2.2.2 Se P € Py ("E; F) ey € E', entao vP € PZ(JZLLI) ("B F) e

7 Pllezgs,, < 1 1Py
Demonstragao:  Podemos supor ||v|| = 1. Dessa forma, existem espacos de Banach
G4,...,G,, uma aplicacao multilinear B € L (Gy,...,Gy; F), e operadores lineares u; €

I(E;Gj),j=1,...,n, tais que

V

P =DBo(uy,...,uy).

Agora, considere a aplicacio B € £ (Gy,...,Gp, K; F) definida por

By, yn,y () =7 (2) B (Y1, Yn) -
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Observe que B estd bem definida, e que

B (ul (331) ey Un (wn> Y (wn-i-l)) =7 (wn-i-l) B (ul ($1) ey Un (xn))

\Y
=7 (zpy1) P(x1,...,2,).

Assim,

VPer ("'T) ("M E; F) .
Além disso,

HB B(y1,~--,yn,7(w))H

‘ = sup
ly;ll=1, j=1,...n
[v(z)|=1

= sup |7 (2) B (Y1, - - yn) |

= sup  [B(ys,--u)ll = (1B

Note ainda que o mesmo ocorre ao definirmos B colocando 7 em outras entradas. Dessa

forma,

P P

('YP)V (%1,---;])714-1): ,Y(xl) ($27"'7In+1)+"'+7(xn+1) (Ilv--'axn),
n+1
temos que
\ n
" — v < < ,
PPy = W07 ey < g {0+ D |pP| ) <181 T sl
Vv

O resultado segue tomando o infimo sobre todas as representagoes de P. ]
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Lema 2.2.3 Sejak e {1,....,n+1}. SeT € L("MT)(Ey,...,E1; F) e ap € Ey, entao

Tak S £ (nI) (E17 e 7Ek_1,Ek+1, - .,En+1; F)

”TakHE("I) < ||T‘|z:(n+1z) llax]l-

Demonstragao:  Existem espagos de Banach Gi,...,G, 41, operadores lineares u; €

I(E;Gj),j=1,...,n+1,e Be L(Gy,...,Gnq1; F) tais que

T (Llj'l, e 7$n+1) =B (Ul (.I‘l) yoe ey Untd (.I‘n+1>) .
Assim,
Tak (CL’l, ey L—1, $k+1, Ce -Tn-i—l)
= Buk(ak) (ul ($1) yoeey Ug—1 (xk—l) y Uk 41 (xk’-&-l) y ooy Ung1 (xn+1)>

e a demonstragao pode ser concluida seguindo a linha da demonstracao da Proposicao 2.2.2.

Lema 2.2.4 SeT € L("I)(E,...,E; F) ey € B, entio
VT € LML) (By, ooy Bnii; F) € |V || pningy < VT googy -

Demonstragao: Como T € L ("Z) (Ey, ..., E,; F), existem espagos de Banach G, ..., G,
operadores lineares u; € Z(E;;G;), j = 1,...,n, e uma aplicagdo multilinear B €

L(Gq,...,Gy; F) tais que
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Se definimos a aplicacio B € L (G4, ..., Gy, K; F) dada por

Byi, - yn, v (@) =7 (@) B (Y155 Yn)

torna-se facil de ver que B é bem definida e que

B (ul (1’1) yeees Un (ﬂfn) Y (anrl)) =7 (anrl) B (ul (ml) yeees Un ((L‘n))

= V(anrl)T(mlu s J$n> :
Como v € Z (Fy41;K), concluimos que
/}/T el (n-i—l:z') (Ela R ,EnJrl; F) .

Para a desigualdade da norma, vamos considerar v # 0 (se v = 0 o resultado ¢ imediato).

Se fizermos ||7y|| = 1, obtemos
|8] =181
e que
VTl < Bl ullz - - unllz -
O resultado segue tomando o infimo sobre todas as representacoes de 7. |

A demonstracao do préximo teorema é uma consequéncia imediata das Proposicoes 2.2.1

- 2.2.4 e a Proposicao 2.1.6.

Teorema 2.2.5 A sequéncia ((732(“1), H.HPZ( I)) , (,C ("T), H~Hc(nz)>> é coerente e
" n=1

compativel com o ideal T.
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2.3 Operadores lineares absolutamente somantes e
quase somantes

Para 1 < p < o0, 0 espaco vetorial de todas as sequéncias (:rj) _, em E tais que

00 1/p
~ (zuxjup) .
P o

serd denotado por de (,(E). Tais sequéncias sdo chamadas de absolutamente p-somdveis.

H (%’);‘;1

Denotaremos por K;f’(E) o espago vetorial formado pelas sequéncias (z;)-, em E tais que

7j=1
(¢ (25));2, € £y (K) para todo funcional linear continuo ¢ : £ — K. Estas sequéncias sdo

denominadas fracamente p-somdveis. Também definimos a norma || - [|,,;, em ¢ (E) por
1/p
H(wj);’il = sup (Z lo () ) .
w,p (,OEBE/ T

€ (¥ (E) tais que

O subespago vetorial de £,/ (£) constituido por todas as sequéncias (%)J €4

o)
Jj=m

lim H(asj) =0

m—00 Hw,p

serd denotado por £ (E). As sequéncias em £, (F) sao chamadas de incondicionalmente
p-somduveis.
A notagao Rad,(F) denota o espago vetorial formado pelas sequéncias (z;)32, tais que
n

> il

Jj=1

converge em L,([0,1], F), 0 < p < co. O limite ¢ denotado por > r;(-)x; e as fungdes 7; (t)
Jj=1
sao as fungoes de Rademacher que sao definidas do intervalo [0, 1] em R por

r; (t) == sign (sin 2"7t)
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para todo j € N.
O proximo resultado é trivial. Nés destacamos como lema apenas para facilitar

referéncias posteriores.

Lema 2.3.1 Se (7;);2, € Rad,(F), entdo

P 1 P

dt.

n

DCIGE?

Jj=1

j=1

[ee]

Demonstracao: Como (z;)72, € Rad,(F), entdo > 7, () z; converge para Y 7, (-)z; em
~ :

J= j=1
L,([0,1], F). Isto implica que

donde temos o resultado. [ |

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Kahane I) Se 0 < p,g < oo, entao existe uma
constante K, , > 0 tal que

( [ th> " ( [ pdt) T

para todo espaco de Banach E e qualquer quantidade finita de vetores x4, ...,x, em F.

Z Tk (t) T

k<n

ZTk (t)l’k

k<n

Este teorema se encontra em [17, Teorema 11.1].

A seguinte variagao do Teorema 2.3.2 serd 1itil:

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Kahane II) Sejam 0 < p,q < oo, e suponha que a
sequéncia

(2;)%, € Rad, (E).
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Entao
()72, € Rad, (E).

Além disso, existe uma constante K, , onde a desigualdade abaizo é verdadeira.

1 q 1/q 1 P 1/p
/ dt < K, / dt
0 0

Demonstragao: Mostraremos inicialmente que

Z Ty (t) Z 7y (t)

Sn = Z 7"]' (t) l’j
j=1

converge em L, ([0,1], E).

De fato, note que
> ()

1
1S — Sl = (/
0 {lj=n+1
> ()

(2.6) 1
< Kp,q /
0 j=n+1

= Ky 15m — SnHLp :

q 1/q

dt>
p 1/p
dt>

Como (S,),—, € Cauchy em L, ([0,1], E), segue que (S,) -, ¢ Cauchy em L, ([0,1],FE) e,

m

portanto, (S,),-, converge em L, ([0,1], E).

Passando o limite e utilizando o Lema 2.3.1, obtemos

1l n q 1/q 1
lim (/ er (t) x; dt> < K,, lim (/

(/01 iﬁ'(t)fﬂj th>1/q§Kp,q (/01 PTG

Jj=1 j

n p 1/p
Z Tj (t) ij dt)
j=1

P 1/p
dt) |

Jj=1
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Este resultado nos garante que, se uma sequéncia (xj);il € Rad, (E) para um dado
0 < p < oo, entao (xj);’;l € Rad, (E) para todo 0 < ¢ < co. Motivado por esse resultado,

faremos a seguinte definicao:

Definigao 2.3.4 O espago vetorial formado pelas sequéncias (xj);il tais que a soma
n
> i)
j=1
¢ convergente em E para quase todo t € [0, 1] (ou equivalentemente
n
> i)
j=1

converge em L, ([0,1], E) para algum e, portanto, todo 0 < p < oo [17, Teorema 12.3]) serd
denotado por Rad (E).

O espago Rad (E) é completo, e portanto Banach, se for munido com a norma

1
Rad(X) . ‘/0

Neste caso, gragas a desigualdade de Kahane, a convergéncia em L, ([0,1], E) pode ser

9 1/2
dt

H (Ij)]o'i1

ZTJ (t) z;

trocada por L, ([0,1],E) onde 1 < p < oo. Os elementos em Rad (E) sao chamados de
sequéncias quase incondicionalmente soméveis. Ainda de acordo com a nova definicao, temos

facilmente o seguinte lema:

Lema 2.3.5 Se (z;))2, € Rad(F), entdo

/

Agora, estamos aptos para mais algumas definig¢oes:

2

2
dt = lim dt.

1
n—oo Jo

ZT i () x;

ZT i () @;
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Definicao 2.3.6 Sejam 1 < p,q < o0 eu : E — F um operador linear continuo entre

espagos de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p, q)-somante se existir um operador

induzido U : £;) (E) — £, (F) definido por

i ((@)32)) = (@),

Denotamos por H (E; F) o conjunto formado pelos operadores lineares absolutamente

P
(p, g)-somantes de F em F.

O préximo resultado caracteriza tais aplicagoes:

Proposicao 2.3.7 [3, Proposi¢ao 3.1.4] Seja u € L (E; F). Sao equivalentes:
(1) u é absolutamente (p, q)-somante;

(17) Existe C > 0 tal que

w,q

n 1/p
(_Z ||u<xj>||P> < 0 @)

para quaisquer xi,...,xr, em E e n natural;

(13i) Existe C' > 0 tal que

00 1/p
(Z Ju <xj>||p> <cl|@z,,

[ee]
sempre que (z;);_, € g

O infimo das constantes que satisfazem a desigualdade (2.7) define uma norma em

H (E; F), denotada por 7, , (u). Este infimo ¢ atingido. Temos ainda o seguinte teorema:
P

Teorema 2.3.8 Se 1 < ¢,p < oo, entdo (H’WWI) é um ideal de Banach de operadores

. P
lineares.

Alguns resultados dessa teoria sao bastante conhecidos:
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Teorema 2.3.9 (Grothendieck[17, Teorema 1.13]) Todo operador linear continuo u :

0y — 0y é absolutamente somante.

Teorema 2.3.10 (Versao fraca - Dvoretzky-Rogers [17, Teorema 10.5])
Sejam E um espaco de Banach e 1 < p < oo. FEntao idg é absolutamente p-somante

se, e somente se, dim (F) < 0.

A definicao de operador linear quase p-somante é bastante préxima da definicao de

operador absolutamente (p, ¢)-somante.

Definicao 2.3.11 Sejam 1 < p < 2 eu : E — F um operador linear continuo entre
espacos de Banach. Dizemos que u é quase p-somante se existir um operador induzido

i : Ly (E) — Rad (F) definido por

i ((2)2,) = (@),

Denotamos por H (E; F) o conjunto formado pelos operadores lineares absolutamente

as,p
p-somantes de E em F.

Neste contexto, também existe um resultado que caracteriza os operadores lineares quase

p-somantes.

Proposigao 2.3.12 Seja u € L(E; F). Sao equivalentes:
(1) u é quase p-somante;

(17) Existe C > 0 tal que

) 1/2

| <o H(mj);;l (2.8)

w?p

para quaisquer xi,...,xr, em E e n natural;
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(13i) Existe C' > 0 tal que

/

sempre que ()72, € l; (E).

9 1/2

dt <C H(xj);?‘;l

)
w,p

ZTJ (t) u (x)

A menor constante que satisfaz (2.8) define uma norma em H (E; F'), denotada por
as,p

ﬂ-as?p (u).
O préximo resultado é bastante importante, pois relaciona a conhecida teoria dos

operadores lineares p-somantes com a teoria dos operadores lineares quase somantes.

Proposigao 2.3.13 ([17, Proposigao 12.5]) Seja 1 < p < oo, e sejam E e F espacos
de Banach. FEntao todo operador p-somante u : E — F ¢é quase 2-somante. Além disso,

[ull oo < By l|ull,,, onde a constante B, é fornecida pela desigualdade de Khinchin.

as,2 —

Ainda sobre a teoria linear dos operadores quase somantes, destacamos a importante

observagao, que também chamaremos de Teorema de Dvoretzky-Rogers:

Teorema 2.3.14 ([17, 12.8]) Seja 1 < p < 2. O operador identidade em um espago de

Banach E ¢é quase p-somante se, e somente se, a dimensao de E é finita.

As préximas secoes contém generalizacoes do conceito de operadores lineares
absolutamente somantes e o capitulo 3 trata dos operadores multilineares e polinémios quase

p-somantes.

2.4 Polindmios e operadores multilineares
absolutamente somantes em todo ponto

Historicamente, uma das primeiras generalizacoes polinomiais do ideal dos operadores

absolutamente somantes (veja [1]) é a seguinte:
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Defini¢ao 2.4.1 Se 0 < p,q < oo e p > ngq, um polinémio n-homogéneo P € P ("E; F) é

absolutamente (p; q)-somante se existe C' tal que

00 1/p
(Z HP(xj)H”> <Cl|@z) 29)

para toda (x;)7=, € £ (E).

O infimo de todas as constantes C' para as quais (2.9) é verdadeira define uma norma
(p-norma se 0 < p < 1), denotada por ||-||
Pr("E; F) em vez de ("E; F).

as,p

as(p;q)’ em P(;Ls(p;q) (nEQ F) Se p = q, escrevemos

n
as(p;q)

Nao ¢ diffcil mostrar que a defini¢ao acima equivale a dizer que (P (z;))72, € £, (F) para
todo (xj);il € Ly (E). Entretanto, em geral, este multi-ideal nao é fechado por diferenciagao
(CUD) e nao é um tipo de holomorfia (global). Além disso, o espirito do ideal linear é também
destruido por varios teoremas de coincidéncia, que nao tém relacao com o caso linear. Por
exemplo, usando que ¢, (para 1 < p < 2) tem cotipo 2, segue da préxima proposicao que

. (n£p§F) =P" (”EP;F) (2-10)

as,1

para todos 1 < p <2, n > 2 e todo F; este resultado nao é verdadeiro para n = 1. Assim, é

natural que (73;‘871, IR 1) nao seja classificada como compativel com o ideal II;. Defeitos

n

similares pode ser encontrado neste ideal para o caso geral de os(pi)”

O préximo resultado € bem conhecido na teoria (veja, por exemplo, [5, Teorema 2.2]).

No entanto, faremos a demonstracao para tornar o texto mais auto-suficiente.

Proposicao 2.4.2 Seja E um espag¢o de Banach de cotipo 2. Entdo, para todo espaco de

Banach F' en > 2, temos que

"L ("E;F)=P" ("E;F).

as,1

37



Capitulo 2 Coeréncia e Compatibilidade: uma nova abordagem

Demonstragao: Sejam P € P ("E; F) e xy,...,x, € E. Sabemos que (veja [17, Pag 218])
se I/ tem cotipo 2, entao £ tem cotipo ¢ para todo 2 < ¢ < oco. Dessa forma, temos pela
Proposigao 2.1 de [5], que o operador identidade em E (denotado por Idg) é (n,1)-somante,

uma vez que n > 2. Observando que P = P o Idg, segue que

S IP (@)l = Y IP (s ) < 1P Y Hde )

n

" k
< NP (M) || @)

w,1

Portanto,

P("E;F) C Py, ("ESF).
A inclusao contraria é imediata. [ |

A versao n-linear da Defini¢ao 2.4.1 para operadores n-lineares absolutamente somantes

Definigao 2.4.3 Um operador n-linear T € L(FEy,...,E,; F) é absolutamente (p;q)-

somante se existe C' > 0 tal que

%) 1/p n
(1) m\||” (k)\ ™
(Sl @) <ett (), 2
j=1 k=1 J= lw,g
para toda <$§k)> € by (Ey), k =1,...,n. Além disso, o infimo de todas as constantes
j=1

C' que satisfazem a desigualdade (2.11) define uma norma (p-norma se 0 < p <

1), denotada por ||| para esta classe. FEsta definicao é equivalente a dizer que

as(p;q)’

(T (z'(-l) . z'(-n)>>%ol € l, (F) para toda (wgk)>°°1 €ly(By), k=1,...,n.
i= i=

n

as(pg) forma um multi-ideal de Banach mas, deficiéncias

Esta classe, denotada por L

n

similares as apresentadas em as(pig

) também podem ser encontradas. Logo, temos facilmente

que:
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oo
A sequéncia (<7?”S(p;q)’ H.Has(p;q)> , ([,Z’S(p;q)>> » nao ¢ coerente nem compativel com

a

I1

p.q-

Se u ¢ um operador linear, entdo estimar (u (a + ;) — u (a));Z, ¢ o mesmo que estimar
(u(z;));2,. Contudo, para polinomios, em geral, P’ (a + x;) # P (a) + P (;), como também
para operadores multilineares. Dessa forma, faz sentido estudar somabilidade absoluta,
no caso nao linear, em um ponto a. Essa ideia é creditada a Richard Aron, e apareceu
pela primeira vez na literatura em um trabalho de M. C. Matos [26], sendo posteriormente
desenvolvida em [27] e na tese de doutorado de D. Pellegrino [31]. Com isso, foi introduzido
na literatura uma nova definicao onde os principais problemas da classe acima desapareceram,

como veremos nas préximas defini¢oes e teoremas.

Definigao 2.4.4 Seja 1 < ¢ < p < oco. Um operador n-linear T € L (Ey,...,E,; F)

é absolutamente (p;q)-somante em todo ponto (notagao L (Ey,...,E,;F)) se existe

as(p;q)
1/p
p)

C >0 tal que

<§:HT <a +$ an—i—a:(")) T (ay,...,a,)
<[ (Haku + ’ (x§k>):°1 w)

para todos (ay,...,a,) € By X -+ X E, e <x§k)) € ly(EBy), k=1,...,n. Além disso,
j=1

o ifimo de todas as constantes C' que satisfazem a desigualdade acima define uma norma

completa em L7\ denotada por |||, () -

A definicao acima é justificada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4.5 ([2], Teorema 4.1) As sequintes afirmagoes sao equivalentes para T €

L(Ey,...,E;F):
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(a) T € Ly (Br,... EyF).

as(p;q
o0

(b) A sequéncia <T <a1 + xg-l), co,ap + Jfgn)> — T (ay,... ,an)) ~ pertence a ly, (F) para

Jj=1

todo (mgk)> €li(By), k=1,...,n, etodo (ay,...,a,) € By X --- X E,.
A versao polinomial da Defini¢ao 2.4.4 é:

Definigao 2.4.6 Seja 1 < ¢ < p < oo. Um polinémio P € P ("E;F) é absolutamente
(p; q)-somante em todo ponto (notagiao P"7" (FE;F)) se existe C > 0 tal que

as(p;q)
n
w,q)

para todo a € E e (x;) € Uy (E). Além disso, o infimo de todas as constantes C' que satisfazem

00 1/p
(Z 1P (a+ay) - P(a)\w) <o (Jal + sz,

a desigualdade define uma norma em Py - ("E; F) denotada por |||, g -

Como no caso dos operadores multilineares, existe a seguinte caracterizacao:

Teorema 2.4.7 ([2], Teorema 4.2) As sequintes afirmagées sao equivalentes para P €

P("E;F):
(@) P € Pyipg ("E; F).
(b) A sequéncia (P (a+x;) — P (a));2, € 4, (F) paratoda (x;);2, € {; (E) etodoa € E.

Foi ainda provado em [2, Proposicao 4.3] que
| A, K" — K Ay (A, An) = A )\n||w(2)(p;q) =1
para todos 1 < ¢ < p. Desta forma, nao ¢é dificil mostrar que

<£Z;g;q)7 e (P?‘I)> n=1

¢ um multi-ideal de Banach.

40



Capitulo 2 Coeréncia e Compatibilidade: uma nova abordagem

Proposigao 2.4.8 ( nev ]|-Hev(g)(p;q)>n:1 ¢ um multi-ideal de Banach.

as(p;q)’

Demonstragao: Sejam u; € L(G;,E;), j = 1,...,n, T € L (Ey,...,E; F) e

as(p;q)
w € L(F;G). Note que para todo (ai,...,a,) € B3 X -+ X E,,

o —T (uy(ay), ..., u.(a,))

< ol I e [T (Hukwk)H - '

=3 ) e A P T (Hakn +]
e segue que
JwoT o (ut,. s un)llco@ gy < NWINT Mo gy [Nl - - [lunl] -
As outras propriedades de multi-ideal sao facilmente verificadas. |

(o)
Em geral, o ideal (77::(3;; pY ||~||ev<2)(p;q)>n:1 tem boas propriedades (para detalhes, veja

[37]). Também foi provado em [2, Proposigao 4.4] que

”Pn K" —K: P, (\) = )‘nHev(Q)(p;q) =1

n,ev

para todos p > ¢ > 1. Com isto, nao ¢ dificil mostrar que <73 o) | leo@ )> é
as(p;q ev biq n=1
um ideal de polinémios de Banach. Além disso, em [2, Proposigao 4.9] foi provado que
(o0
(77:;;’;(1)7 ||.||ev(2)(p;q))n:1 ¢ um tipo de holomorfia global. O principal resultado dessa segao

mostra que, ao contrdrio do que acontece para

<<Pgs(p;q)a H'Has(p;q)> ) <£ZS(p;q)’ H'|‘“3(?’?‘1)>>n:1 ’
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o
o par <<P:S’?;q), H.Hev@)(p;q)) , (ﬁ;f(;;q), H.Hev@)(p;q)))n:l é coerente e compativel com o ideal
11

p.q-

O préximo resultado € importante para nossos propositos (note que este resultado é

uma variacao de [2, Proposicao 3.5]):

V

Proposicao 2.4.9 Um polinémio P pertence a P("  ("E; F) se, e somente se, P pertence

as(p;q)
@ Ea;’(p;q) ("E; F).

\
Demonstracao: Note que se P pertence a EZ;S(;,q) ("E; F), entao é facil ver que P pertence

a Py ("B F). A implicagdo contrdria (ndo trivial) ¢ uma consequéncia da Férmula de

Polarizagao (veja [22, 29]), pois
| on v (1) (n) _ 7

2" | P by +x;7, . by + P(by,...,b,)

— . (1) . (n)

= 251 e P (51(b1+mj )+t en(bn + 75 ))
=+1

- Z 51"'5nP(€1b1+"'+8nbn)
=+1

P ((5151 +---+ Enbn) + (61$§-1) et 5n$(ﬂ))>

_ J
=) c1én :
gi==%1

—P(e1by + - +enbp)

de onde o resultado segue facilmente. ]
Proposic¢ao 2.4.10 Se P e P""' ("E;F) ey € E', entdo vP € P"le’e)v ("B F) e

as(p;q) as(piq

|‘7P’|ev(2)(p;q) S H’7H HPHEU(Q)(p;q) . (2]‘2>
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Demonstracao: Seja (7;)%2, € ¢;(E). Note que

o 1/p
<Z Iv(a+z;)Pla+x;) — V(G)P(a)||p>

1/p

0o 1/p o0
< |y(a)] (Z 1P(a+x;) - P(a)Hp) + (Z H’V(ﬂ?j)P(aJrﬂfj)Hp)

o 1/p
< Il 1Pl (el + a2l )+ 10 (509l + 2,17 (Z |v<a:j>|f’> |

Como ¢ < p,
1Pl e gy = 1Pl € sup [la+ ]| < (Hall + H(%)?ile,q),
J
temos que
oo 1/p
(Z Iv(a + ;) P(a+ ;) — v(a)P(a)H”>
7j=1
< V@l 1Pl euo (g (Ilall + H(fcj);?‘;lHM)
T 1Pleerrgy (Nl + )2l ) I @)L,
n+1
= 1Pl (el + e)2ll,)
de onde obtemos (2.12). [ |

Proposigao 2.4.11 Se P € P11 ("t F) e a € E, entio P, € PV ("E; F) e

as(p;q) as(p;q)

lall - (2.13)

ev(2) (piq)

\
||Pa||e'u(2)(p;q) S HP
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Demonstragao: Sejam (z;)52, € (f(F) e b € E. Note que

o 1/p
(Z I1Pu(b+a;) - Pa<b>||f’>

0 y P\ /P
- Z a, (b4 x;)") — P(a,b") )
j=1
00 y P\ /P
= (> |P a+0 (b+ z;)") — P(a,b") )
7j=1
\Y
<|7 o (1 HOAlL,) (0 + )
ev piq

Dai, temos sem dificuldades (2.13).

Proposicao 2.4.12 Seja i € {1,...,
(Eb ce 7Ei717 Ei+17 R

as(p;q)

entao T,, € L7 E..1;F) e

as(p;q)

I,

@ (pia) = HTHGU(Q)(p;q) | -

J

n+1}. SeT € LM (B, ...,

n
w,q)

En+1;F) ea; € E’i;

(2.14)

Demonstragao: Sejam (:L’(.k)) € ly (Ey) e a; € Ej para todo j # i. O resultado segue
j=1

da desigualdade

p\ 1/p
i Taq', (al + -755‘1)7 N A -775 b y Qit1 + x(H_ ) y Qpt1 + l'(n—H))
j=1 =T, (a1, i1, Qi1 ey A1)
) ) p\ 1/p
= || T (a1 + 905-1); ce i+ Oﬁyfl); a; +0,a;41 + iUg-Hl) s Ayl + x(nﬂ )

-z

j=1 =T (Cl,l, N

n+1
k
HTHev(2)(pq) ||(11|| H <|ak” * ‘ < ( )>j=

k;ﬁz

7an+1)

1 w7q>

IN
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Proposicao 2.4.13 Se T € ﬁ”ev (El, .., Ey F)evye E) ., entdo

as(p;q)
n+1,ev .
Demonstragao: Sejam (xgk)> € by (Ey) e (a1,...,an41) € Ey X -+ X E,,1. Entao,
j=1

p
(E H’Y <Cbn+1 + x§n+1)) T (CLl + (,C;l) , Ay + w(”)> ol (an_H) T (al, .. ,an) >
J=1

1/p
p)

1/p
p)

gw%m(XwT@+é” antal”) = T (o, a,)
j=1

1/p
(S ) o))

gw%m(XwT@+é” antal”) = T (o, a)
j=1

) 1/p

Usando os mesmos argumentos da Proposicao 2.4.10, temos que

n

w7 sup T ([Jos + ) (Z\ (s

I k=1

(Z H7 (a”“ + x§n+1)> T (a1 gt x(n)> Y (@nr1) T (a1, - . an)
=1
k o0
SMMWﬂW%%@HOMH(@%ﬂ )
S,

k=1
k n+1
ﬂmwwmnomw-ﬂdﬁ ) ChN
()
37]» ) y
j=1 w7q>

n+1
= M v gy 1 (Ilakll +
k=1
e a demonstracao pode ser facilmente concluida. |

j=1

wﬂq
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n,ev

o0
A coeréncia e a compatibilidade do par <(73a5(p;q), - llev® ia))» (Laapra H"|ev(2)(p;q))>n:1

sao consequéncias imediatas dos resultados anteriores e da Proposicao 2.1.6, ou seja,

[ee]
Teorema 2.4.14 A sequéncia de pares <(73§S’f;;q), - lleo® ig))s (Lonipeay H.Hev(g)(p;q))>n:1 é

coerente e compativel com 11, ,.

2.5 Operadores multilineares e polinémios fortemente

somantes

O multi-ideal dos operadores multilineares fortemente p-somantes é provavelmente
a classe que melhor herda a natureza do ideal dos operadores lineares absolutamente
p-somantes (para artigos comparando as diferentes extensoes nao lineares do ideal dos
operadores lineares absolutamente somantes fazemos referéncia a [13, 37, 40]).

Sep >1,T € L(F,...,E,;F) é fortemente p-somante, neste caso escrevemos

T € LIS (B, ..., Ey; F), se existe uma constante C' > 0 tal que

m 1/p m 1/p
(Z 17, .2 ||p) <C ( sup Y [, al) |P> (2.16)
j=1

PEBL(E,,...,EniK) =1

para todos n € N, ZE;Z) cFE,ondel=1,....nej=1,...,m.
Este conceito é devido a V. Dimant [21]. Nesse mesmo artigo, a autora propoe a seguinte

definicao para o caso polinomial.

Definigao 2.5.1 Um polinomio P € P ("E;F) é fortemente p-somante se existe uma

constante K > 0 tal que, para quaisquer x1,...,xT,, € E, a desigualdade abaixzo é satisfeita
m 1/p m 1/p
(Z 1P (Ij)Hp> <K sup ( lq (xj)!p> :
j=1 qGBp(nE) j=1
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Mas, como mencionado em [14], este conceito nao gera um ideal de polindémios
compativel com II,,.

Nao ¢ dificil mostrar (veja [37, Secdo 6]) que o ideal dos operadores multilineares
fortemente p-somantes é fechado para diferenciacao (CUD) e fechado para multiplicacao

por escalar (CSM). Além disso, para essa classe temos os seguintes teoremas:

Teorema 2.5.2 (do tipo Grothendieck [21]) Todo T € L ("l1;03) é fortemente 1-

somante.

Teorema 2.5.3 (Dominagao de Pietsch [21]) T" € L(FEy,...,E,; F) é fortemente p-
somante se, e somente se, existem uma medida de probabilidade j1 em Bg, g, .0, E,)*, COM

a topologia fraca estrela, e uma constante C > 0 tais que

1/p
1T (21, -y )| < C </ o (21 ® - @) dpt (@)) (2.17)
B(E1®7r“'®7'rEn)*

para todo (r1,...,x,) € By X -+ X E,.

Como consequéncia, existe um Teorema de Inclusdo natural (se p < g, entao LII}™" C
EHZ’S“). Vale destacar que mesmo o importante multi-ideal dos operadores multilineares
multiplo somantes (que abordaremos na préxima segao) nao possui todas essas propriedades
(por exemplo, o teorema de inclusao nao é valido em geral, veja [39]). No artigo recente
[37], uma nogao de "generalizacao desejavel de operadores absolutamente somantes"para a
configuragao multilinear foi discutida e a classe dos operadores multilineares fortemente p-
somantes parecia ser uma das "mais préximas da perfeicao", de acordo com a abordagem ali
apresentada.

Diremos que um polinomio P € P ("E;F) é fortemente p-somante (notagao

i
PI~" ("E; F)) se P pertence a LIIS" ("B F) e

V
Pl = [P

n,str
LI
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Este conceito de polindbmio fortemente p-somante é diferente do original apresentado
em [14, 21]. Isto se justifica pois com essa nova abordagem <73H;“S“, H'Hpng’”“)j:l é
um ideal completo de polindémios e, além disso, nao é dificil provar que a sequéncia
(PHS’S“, H-Hpng,m>:il ¢ um tipo de holomorfia global (isto é consequéncia da Proposi¢ao
2.5.4 e do Teorema 3.2 de [9]). Como veremos no Teorema 2.5.8, a sequéncia
<(PH§7S”, ||‘||PH;,str> : ([,HZ’S“, H‘Hgngvstr))il ¢ coerente e compativel com II,. Para provar

esse resultado, precisamos antes provar quatro lemas:

Lema 2.5.4 Seja k€ {1,...,n+1}. SeT € LIDTY (Ey, ..., En; F) e ay, € By, entdo
Tak € ,CHZ’StT (El, Ce Ek—la Ek+1, e 7En+1; F) (& ||Tak HLH;,SM' S HCL}CH ”T||£H;z+1,str .

Demonstragao: O caso a; = 0 é imediato. Vamos supor a;, # 0. E suficiente observar que

m 1/p
> )
j=1
m ) 1/p
= (Z HT (xg»l), o ,xg»k*l), ak,x§k+1), . xﬁ”)) )
j=1
7 a P\ /P
a|| sup z © (xgl),...,xg-k_l),—k,$§k+1),...,x§"))‘
En+15K) ”a’kH

PE€BL(Ey,..., 1
m » 1/p
o (St )
YEBy =1
onde H = L(En, ..., Ey_1, Eyi1, ..., Epir; K). -

Ta, <x§-1), LY g ,x§”)>

L) L)

<N g

[ p—

Lema 2.5.5 Se T € LI (Ey, ..., B, F) ey € B}y, entdo

VT € LI (B Buyis F) e 9T g < I I g
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Demonstragao: Sabemos que

p e . ) 1/p
1
Tl { s 3o (o)
¢€B£(E1 ----- En;K) 7j=1

m , 1/p
(Z HT (xg-l), o ,xg-n)) ¥ (:L’E-nﬂ) >
j=1
1 n n+1
< HTchg,m ( sup Z ‘gb <:c§ ), ,x§ )> v (wg * )
] Epn;K) j=1

GBE(E1 ~~~~~ n

(Z HT <$§»1), . ,mén)>
j=1

Dessa forma,

1/p
p)

1/p
p>

e a demonstragao esta concluida. |

1 n+1
< 1T gy ( swp 3| (2l

VYEBL(By,...Bny1K) j=1

Lema 2.5.6 Se P € PI"" ("M E; F) ea € E, entio P, pertence a PII" ("E; F) e

[ Pallprger < lal

v
‘p

n—+1,str
LI

\Y%
Demonstragao: Como, pela definicao, P € LIIT" ("E; F), segue da Proposicao 2.5.4

que
\Y
P, € LTI ("E; F)
(§
Vv \
12 <t |
LH;L,str Eng+l,str
Consequentemente
v V i
||Pa||PHZ’Str — “(Pa) HLH;L,SH - Pa S Ha” P
£H;L,str LH;H»l,str
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Lema 2.5.7 Se P € PII*" ("E; F) e v € E', entdo yP pertence a PII" ("H1EF) e

I Pllpge < I H

n str

Demonstracao: Note que

V V
’7(1‘1>P($2, "'anJrl) +.. ’V(In+1)P($1, 7xn)
n+1 '

(vP)Y (21, ..., Tpy1) =

Logo, segue da Proposicao 2.5.5 que

n str

V
VPl s = [(6P) || gy < H’yPH < {17 H

n+1,str
LIy

Como na secao anterior, o seguinte teorema é uma consequéncia das proposigoes prévias

e da Proposigao 2.1.6:

oo
Teorema 2.5.8 A sequéncia <(PHZ75”’, |H|7,H;m> ; (EH;“S”, ||.||£H;,m->>n:1 é coerente e

compativel com I1,,.

2.6 Operadores multilineares e polindmios miiltiplo

somantes

Sel < g <p< ooen éum inteiro positivo, um operador n-linear ' : £y X ---x E, — F

¢ multiplo (p, ¢)-somante (1" € EH%“““ (E1,...,Ey F)) se existe C' > 0 tal que

1/p
(1) (n) (k)
(3 rle) el
.717 7.77’1_

20

(2.18)

w7q
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para todas (3:5“)01 € () (Ey), k = 1,...,n. O infimo de todas as constantes C' > 0
que satisfazem (QJIS) define uma norma completa, denotada por ||| £rppatt, DO €SPAgo
LI (B B, F).

Esta classe foi investigada por diversos autores nos tltimos anos (veja, por exemplo,
[11, 15, 16, 39, 45]).

O ideal dos polinomios multiplo somantes é definido como na Definigao 1.3.4 e denotado
por PIIm™ e a norma é denotada por ||-||PH;,::;,UR, isto ¢, P € PII2™" ("E; F) se, e somente
se, ]V3 € EHZ:;MM ("E;F) e

T I— Hﬁ

Enn,mult
p,q
Assim como fizemos na secao anterior, demonstraremos alguns lemas que serao

essencialmente a demonstracao de que a sequéncia de pares de ideais

o0
n,mult n,mult
(G — 0 S H.ng’?uu»n:l
é coerente e compativel com o ideal I, ,.

Lema 2.6.1 Sejak e {1,....,.n+1}. SeT € EHZ;;L'”“” (Ery...,Eni1; F) e ay, € Ey, entao
T,, pertence a £HZ”;’L“” (Er,... By 1, Epy1,. .. Eny1s F) e

1o g < Nl 1T gy

Demonstracao: Seja (mi”) € (Y(E), i = 1,....,n+ 1, i # k, e considere
j=1

o1
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(:c(-k)> = (ak,0,...,0,...). Como T € LIIVF™ (Ey, ... Eniq; F), segue que

i)z
1/p
s P
(1) (n+1)
E ‘ T, (wjl yeees &g
J1yensdnt1=1
n#k
1/p
> P
_ (1) (k—1) (k+1) (n+1)
= E, ”T (% e T W Ty g
J1seesdnt1=1
1/p
> P
_ § (1) (k=1) (k) _ (k+1) (n+1)
- ”T (le v g T gy e gy
j17-~~7j71,+1:1
n+1 oo
(@)
< T o 02, 0.0, TT{ (557)
=1 w,q
i+k
n+1 IS
< ||T +1,mult ||Q H <$(-l)>
S
=1 w,q
ik

Lema 2.6.2 Se P € PIL IV ("HUE F) e a € E, entdo P, pertence a PILV"" ("E; F) e
||Pa||PH;:[;n,ult S ||CL|| ||P||,PH;74(;1,71L11115 .

Demonstracao: Note que, pelo Lema 2.1.5

Vv
(P)" = P,.
Assim,
P AN P <P p
|| a”’PHz:énult — H( a) HCHZ:;‘”“ - a EH;L::ZHUM iy ﬁngzl’mult ||a|| — || ||.PH;L:ZI,mult ”CLH,
onde a desigualdade acima ¢ uma consequéncia do Lema 2.6.1. ]
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Lema 2.6.3 Se T ¢ EH;};;"““ (Er,....,E;F) ey € El.,, entao T pertence a
LHnJrl,mult (El, ey En+1; F) €

p,q

”’yTHEHZ:ngu“ S H")/H ||THLH;:;MUH .

oo

Demonstragao: Sejam (xg-r)) € (J(E), r = 1,...,n+ 1. Como T €
j=1

LI (B, By F), segue que

- 1/p
n+1 1 n p
Z H/y ($§7z+1 )) T(.fl?;l), T ’:E;n))
Jiyeosdn+1=1
- 1/p
n+1 p 1 n p
— Z ‘7 (x§n+l )) T(l’g-l), o ,l’g-n))

IN
2
u

==
T

1/p
p)

(n+1) - (1) (n)
S5 )

J1see5In=

n+1 - 0o
<Pl g I T | (257)
r=1 -

w?q

Portanto,

VTl grgpgnome < Il 1T g

Lema 2.6.4 Se P € PII7""" ("E; F) ey € E', entao vP pertence a PILYILm (" F) e

HP)/PHPHHL””‘“ < |1l HPHPH;;;;""“'

Demonstragao: Utilizando os argumentos da demonstragao do Lema 2.2.2 e o Lema 2.6.3,

segue que
v Vv \
||7P||PH2,—;1,mult — H(’}/P) HLH;zl,mult S ’YP £Hn+1’mu1t S ||7|| P £Hnm|\1]t - ||/y|| ||P||'PH;’7’3‘““ °
p,q p,q
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O préximo resultado, como haviamos anunciado antes, é uma consequéncia imediata
dos lemas prévios desta secao e da Proposicao 2.1.6.
o0
n,mult n,mult 45 -
Teorema 2.6.5 <<73Hp7q : H-||PH;’,;M) : (LHM ; ||-||£H;L:qmun>)nz1 é coerente e compativel

com 11, ;.

2.7 Operadores multilineares e polindmios dominados

O conceito de aplicagoes multilineares dominadas (e polindmios dominados) é,
cronologicamente, a primeira generalizagao do conceito do operador absolutamente somante.
Esta nogao, no caso multilinear foi primeiro esbogado por Pietsch [44] e depois explorada

por vérios autores [5, 13, 26]. Nesta segao, 1 <r < co.

Definicao 2.7.1 Um operador multilinear T' : 1 x -+ X E,, — ' é r-dominado, neste caso

escrevemos T' € Lg’r (Er, ..., Ey F), se existe uma constante C > 0 tal que
m / n/r n
(Slrra)[) =Tl ),
G T < i)
j=1 k=1 I= e
para todos m € N e :ng), e ,x$,’§) € Ex, k=1,...,n. O infimo de todas as constantes C' é

denotado por [T,

E bem conhecido que (EZVT, -1l T) ¢ um ideal de aplicagoes multilineares quasi-Banach

(|[[l4, € uma norma em £, se r > n e uma ;-norma se r < n).
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Definicao 2.7.2 Um polinomio n-homogéneo P : E — F é r-dominado, neste caso

escrevemos P € Py, ("E; F), se existe uma constante C' > 0 tal que

n

w,r

m n/r
(Z 1P <xj>r|””) < ¢,

para toda sequéncia finita (vy),_, C E. O infimo das constantes C' é denotado por || P||,,.-

E bem conhecido que (P[ZT, Il |l d,r) é um ideal de polinomios de Banach se r > n (quasi-
Banach se r < n).

A terminologia "dominado"é motivada pelo Teorema de Dominacao de Pietsch:

Teorema 2.7.3 ([18]) T € L (FE,..., E,; F) ér-dominado se, e somente se, existem C > 0
e medidas de probabilidade yi;, j = 1,...,n, nas o-dlgebras de Borel de BE;_ equipadas com

a topologia fraca estrela, tais que

" 1/p
7@ < CTL( [l @l du o
i=1 \’Be,
para todos x; € Ej e j = 1,...,n. Além disso, o infimo de todas as constantes C' que

satisfazem a desigualdade acima ¢é precisamente || T ...

Para generalizacoes recentes do Teorema de Dominacao de Pietsch mencionamos os
trabalhos [35, 36].

Nosso objetivo nesta secao ¢é provar que a sequéncia de pares
((PZT, IRl d,r) : (/JZ’T, Il |l d””)):; é coerente e compativel com o ideal II,. Nessa diregao,
ja temos que as propriedades (CH2) e (CH4) sao verdadeiras conforme [14, pdgina 1119].
Observe ainda que a propriedade (C'H5) pode ser obtida de maneira andloga a Proposigao
2.4.9. Resta-nos mostrar (CH1) e (CH3) para obtermos a coeréncia da sequéncia. Porém,

vamos mostrar apenas (C'H3) uma vez que a demonstragao de (C'H1) ¢ bastante andloga.
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Proposicao 2.7.4 Para cada T € ir (B, B F) e v o€ By, AT €
LZ}‘l (Ela s 7En+1; F) €

17Tl < VT g -

Demonstragao: Pelo Teorema de Dominacao de Pietsch existem medidas de probabilidade

1,y Iy tals que

1/r
I7 o <, T { [l o)l
j=1 \VBr
J
Assim, se considerarmos a medida Dirac 4, obtemos
17 (@) T (21, )]
1/r
< IR, [ o) 11 | testapl du
|| | 1\ /B,
J
1/r 1/r
AL S e I U AT 7
E;z—}—l -7:1

J

e, novamente pelo Teorema de Dominacgao de Pietsch, segue que

VTl gy < IV N g -

N
Como ((PZ[T, H'Hm) , ( o HHM>> ¢ uma sequéncia coerente com constantes 3; =
b Kl tl b TL:1
by = B3 = B4 = 1, temos pela Proposicao 2.1.6 que a sequéncia é compativel com o ideal II,.

Assim, temos o nosso principal resultado da segao:

N
Teorema 2.7.5 A sequéncia de pares de ideais ((PZ}T, H'Hm) , ( o HHM)) ¢ coerente
’ ’ ’ ’ n=1

e compativel com o ideal I1,.
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2.8 Um conceito mais forte de coeréncia e

compatibilidade

Uma nocao de coeréncia e compatibilidade aparentemente mais forte pode ser
considerada se trocarmos (C'P2) e (C'H2) por

(CP2*) Existe uma constante as > 0 tal que se P € U, ("E;F) e a € FE, entao
P €U (EF) e

1Pantllyy < a2 [[Plly, llall"™"

(CH2*) Existe uma constante 3, > 0 tal que se P € Uy (V1 E; F) e a € F, entao
P,y ("E;F) e
1 Palley, < B2 [Pl llall-

Esta abordagem é muito préxima do conceito original introduzido em [14] para ideais
de polinémios. Para os casos investigados nas secoes 2.2, 2.5, 2.6 e 2.7 nao existe diferenca

alguma entre os conceitos, uma vez que

V
T HPH |
M,

Porém, acreditamos que esse nao seria o melhor enfoque a ser empregado ao tema, dado que a
sequéncia de pares "canonicos" (Py, Ly)r.; (composta por ideais de polinémios k-homogéneos
continuos e operadores n-lineares continuos, com a norma do sup) deixa de ser coerente e
compativel quando os mesmos sao considerados sobre o corpo dos nimeros reais, conforme
[9, Proposigao 8.5].

Para mostramos que os conceitos de coeréncia e compatibilidade funcionam bem

simultaneamente, apresentaremos um exemplo que consideramos bastante ilustrativo.

Exemplo 2.8.1 Seja Uy = M; = II; e considere, para todo n, a sequéncia artificial
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(U, M), definida por

oo
(Unp, M), = <<PH§””"““, y|-um§n,mm> , (cni”ﬂ"“”, H-ngn,mun))n:

00
(u2n+l’M2n+l)Zo:1 _ <<7)H§n+1,str’ ”'H,Pninqtl,stv‘) : <£H%n+1,str’ H.HEHmeLS”))

n=1

Pelas nossas prévias segoes, € facil ver que a sequéncia (U,, M,,),~, é compativel com
o ideal I1y. Por outro lado, nao é dificil mostrar que (Un, M)~ nao é coerente. Logo,
a nossa abordagem em pares, além de filtrar sequéncias que mantém o espirito do ideal de

operadores lineares, parece se mostrar um método adequado de evitar construcoes artificiais.

No proximo capitulo introduziremos a nocao de aplicagoes multilineares e polinémios
quase somantes em todo ponto e definiremos uma norma natural que torna esta classe um
ideal de polinomios/multilineares de Banach. Vamos ainda, neste novo capitulo, explorar os
conceitos de coeréncia e compatibilidade que apresentamos neste capitulo, além de mostrar

que o ideal de polinémios quase somantes é um tipo de holomorfia global.
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Capitulo 3

Aplicacoes Quase Somantes

A ideia de considerar aplicagoes nao-lineares quase somantes aparece pela primeira vez
na literatura nos artigos [6] e [8], e foi posteriormente explorada em [32, 33, 38]. Para a
teoria linear de operadores quase somantes, sugerimos [17]. Neste trabalho visamos explorar o
conceito de aplicacao quase somante em um dado ponto, tentando obter uma norma no espaco
das aplicacoes quase somantes em todo ponto. Inicialmente, tentamos adaptar resultados
similares (para aplicagoes absolutamente somantes) obtidos em [9, 27]; entretanto, o caso de
aplicacoes quase somantes é mais delicado e, mesmo no caso linear, exige atencao especial

(veja, por exemplo [6]).

Observagao 3.0.2 Os resultados do presente capitulo foram aceitos para publicagao na

revista Linear and Multilinear Algebra [34].
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Capitulo 3 Aplicagoes Quase Somantes

3.1 Aplicagoes multilineares e polin6mios quase

somantes

3.1.1 Aplicacoes multilineares quase somantes

Sejam 1 < py,...,p, < oco. Uma aplicagao n-linear T' € L(FE1, ..., E,; F) é dita quase

(p1,- .., pn)-somante no ponto a = (ay,...,a,) € By X ... X E, se
(T <a1 +m§-1), oy, +x§")> — T (ay,... ,an)> € Rad (F)
j=1

sempre que ( (-Z)> € by (Ei), 1 < p <oo,i=1,...,n. O conjunto de todas as
j=1 !

aplica(;()es n-lineares que sdo quase (py, ..., p,)-somantes em a = (ay,...,a,) serd denotado
por ‘Cal (o ,pn)(Eh By F).
Em particular, se T' é uma aplicagdo n-linear continua quase (pi, ..., p,)-somante em

a = 0, ou seja,

<T (x;v, . g”)»J € Rad (F)

. [ee]
sempre que <x§2)> S (E;) i = 1,...,n, dizemos apenas que T é quase (p1,...,Pn)-
=t

somante e denotamos o conjunto de todos os operadores com essa propriedade por

Lo (El,...,En;F)

Se E1 =...= E, = E, escrevemos ﬁal(;)(”E F), e os elementos de £al(;)(”E F) sdo
chamados de quase p-somantes em a.

O espaco formado pelas aplicagoes n-lineares continuas que sao quase (pi,...,pn)-

somantes em todo ponto ¢ denotado por E" < (Eq, ..., E,; F). Note que

,(P1ye-pn)

Loty X X By F) = (VL300 (By % o x By F),

al,(p1,....,pn) al,(p1,-...pn)
a€ER
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Se n > 2, o Corolério 3 de [32] nos garante que

Lo ("co3co) = L ("co;co) -
Como, se 1 < p < 2, entdo IV (E) C I3 (E), segue que

L, ("cosco) = L ("co;co) -

Além disso, o exemplo abaixo mostra que 52172 nao é um ideal CUD. De fato, considere

a aplicacao R : ¢g X ¢y — ¢ definida por

R(z,y) = ¢ (1) y,

onde ¢ € E', ¢ # 0, que é quase 2-somante. Sabemos, pelo Teorema de Dvoretzky-Rogers
2.3.14, que

id : ¢y — ¢

nao é quase 2-somante. Assim, se fixarmos a € ¢y, onde ¢ (a) = 1, entao

R(a,y) =y,

que nao ¢ quase 2-somante. Isto mostra que £2,, nao é um ideal CUD.
Estes resultados sugerem que este conceito que privilegia a origem nao é muito adequado,

uma vez que existem muitos resultados de coincidéncia.

3.1.2 Polindmios quase somantes

Um polindémio P € P("E; F') é quase p-somante em a € E se

(P(a+z;) — P(a));2, € Rad(F),
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para toda ()52, € £;(E), 1 <p < oo.

O espaco formado pelos polindémios n-homogéneos continuos que sao quase p-somantes

n,(a)

em a € F serd denotado por alp

("E; F). Os polinémios n-homogéneos continuos quase
p-somantes em a = 0 sao simplesmente chamados de quase p-somantes e o respectivo espaco

2 n n .
¢ denotado por Py ("E; F).
O espaco formado pelos polindémios n-homogéneos continuos que sao quase p-somantes

em todo ponto é denotado por P, "("E; F). Note que

Py ("B F) = (P ("E; F).
acE

No estudo dos polinébmios quase somantes também existem muitos resultados que
mostram a importéancia de estudarmos os polinomios quase somantes fora da origem. Uma
boa justificativa dessa afirmagao pode ser vista no exemplo abaixo, onde mostramos que Py, ,
nao é um tipo de holomorfia global. Resultados dessa natureza nos motivaram a trabalhar

com um conceito diferente.

Exemplo 3.1.1 Seja P € P(*co; o) definido por
Px)=¢ @)z, 0£pe L
e seja a € ¢ tal que ¢ (a) = 1. Seque do Corolario 3 de [32] que

P 6 ,Pgl,2<2607 CO).
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Calculando a derivada de P, temos que

t—0 t
1im<p(a+tx) (a+tx) —a
t—0 t
— lim (a+tx)+te(x)(a+tx) —a
t—0 t
=z + ¢ (z)a.

Como

idZCO—>CO

nao é quase 2-somante, temos que dP (a) nao pertence a Lq2(co;co) €, portanto, P, ndo

é tipo de holomorfia global.

3.2 Teoremas do tipo Dvoretzky Rogers
Foi provado em [8, Proposi¢ao 3.1] o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.1 Sejam E e F espagos de Banach e n € N.
(i) Todo polinémio n-homogéneo continuo e toda aplicagdo n-linear continua é quase

1-somante, isto é,
wi("E F) =P("EF) e Lo, ("E; F) = L("E; F).

(ii) Todo polindmio n-homogéneo continuo de tipo finito é quase p-somante parap < 2n,
15to €,

Pr("E; ) C Poy("E; F)

(iii) Para p > 2n, nao existe polinémio n-homogéneo quase p-somante, com exce¢do do

polinémio nulo.
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De acordo com este resultado, estaremos principalmente interessados em quase p-
somabilidade com 1 < p < 2n, onde n é o grau do polindbmio ou n-linearidade. Sabe-se
ainda que para 1 < p < 2, temos (veja [32])

P"E;E)#P("E;E) < dimE =00 e (3.1)

al,p

L"EE) # LM ("E; E) < dim E = cc.

al,p

Nosso primeiro resultado é uma melhoria do resultado acima, qualificando pontos

(aq,...,a,) € E™ para os quais

LOEE)# L5 ("B E) e

al,p

P("E;E) # Py ("E; E).
As técnicas usadas nessa segao foram inspiradas em [2].

3.2.1 Caso multilinear

Sejam T € L(Ey,...,E;;F)ea= (ay,...,a,) € Ey X -+ X E,. Denotaremos por Ty,

a aplicacdo (n — 1)-linear de Fy X -+ x E, em F' definida por

To, (2, ... xy) =T (ar, T2, ..., 2y) .

Analogamente, definimos as aplicagoes (n — 1)-lineares T,,,...,T,, , as aplicacoes (n — 2)-
lineares
Ta1,a2 =T (ab A2,y ..., )
Tan—17an = T (’7 cee a/nf].: an)
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e as aplicagoes lineares

Tal,...,an,1 =T (ala ey Qp—1, )
Tog.an =T (-ya,...,a,)

Proposicao 3.2.2 Sejama = (ay,...,a,) € By X xE, eT € £Zl’((a;1 qn)(El, oo B F).
Entao:
(a) A aplicagiao

Ta: [N

J1? I
¢ quase (qQyy, - - - , Qr.)-Somante na origem, sempre que
{1,...on} =41, Jr ULk, . oo ks ),
kl S S ]{75 e{jl,...,jr}ﬂ{kl,...,ks}:@.

Em particular, T é quase (q1, ..., gn)-Somante na origem.

(b) A aplicagio

n,(b)
ah(er'”Qn)

TeLl
para todo b € {\jay,..., \an}, A\, €K, j=1,...,

Demonstragao: (a) Para o operador linear 7y,

Tt s (mﬁ")> =T (al +0,...,a,-1+0,a, +x

Portanto,
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o0

para todo (@n)) € (; (E,). Consequentemente,
j=1

Os outros casos de operadores lineares sao andlogos.

Para o caso bilinear, T, notemos que

ey —2

n—1 n
Ta1,...,an,2 ($§ ),ZL’§ ))

= [T <a1 +0,...,0,-9+0,ap_1 + :cg-"_l), a, + xgn)> —T(ay,. .. ,an)] (3.2)

n n—1
— Ta17“.7an71 (fL’; )> - Tal,...,an—2an (375 )>

Como

e
(7 (ﬂ”*”))m € Rad(F)
al,...,an—20n j le ,
. todo <x§k)) < eZk(Ek) com k = n - 17 n, segue que Tal,...,an—2 €
7j=1
2 .
ﬁal,(qn_hqn)(Enfla Ey; F).

Os outros casos bilineares sao anédlogos. Usando esse raciocinio, podemos concluir que

YTEES (Ekl,...,Eks;F)

Ay 5ees@j al,(qky ks )

sempre que

1,y = e iy Udk oo k)
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klé---Skse{j17~--7jr}m{kl7---aks}:w'

Sabemos ainda que

[T <a1+x(l) . an+x(”)> T(al,...,an)]

_T($§-1)7a27.. )+T<a1, 52),...,an>+...+T<a1,.. Uy 1,x§n))
+T< 51), 52),...,%) +...+T(a1,...,an,2,x§ ), ;”)>
= + :
+T <x§»1) (n 1) > < {L’§-2),...,{L’§-n)>
+T( y (">)

para todo j € N. Desta forma, como

Terh”  (BEy,.. E.;F)

al,(q1,.-,qn)

Tah _____ aj, Eﬁal(qkl, ,qks)(EkJ?"‘?Ek's;F)’

segue que T" é quase (qi, ..., ¢, )-Somante na origem.

(b) Seja b = (May, ..., \ay,). Se Aj # 0 para todo j, note que

<T (Alal + l’ o AnGp x§")> —T(May, . .. ,)\nan)) (3.3)

H Mw i Mw

A An (n
(T ()\1&1 + 2L (1) e Aply ) 335 )) —T(M\ay,. .. ,)\nan)>

n

k
1 1
=\.. )\an] ( (a1+)\—x§-1),...,an—|—)\—x§ )) —T(al,...,an)).
1 n

J=1

Como
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sempre que (xgk)> € {y (Ey), entdo de (3.3) segue que
j=1

o0

(T <)\1a1 + a2 an + x<”)) T(Ma,. .., )\nan)> € Rad(F).

j=1
Se existir j tal que A; = 0, o resultado também ¢ valido. Vamos demonstra-lo apenas

no caso n = 3, pois os outros casos sao completamente similares.

Como T € 522(81 02.5)? onde a = (ay, as, ag), entdo sabemos, pelo item (a), que

Ta1 EE EQ,EQ,;F)

al,(gz, CI3)<

Ta2 S [’al (q1,q3) (El, l’jg7 F)

Ta3 €£ <E17E27F)

al,(q1,92)

Talag S C E3aF)

al qg(

Toras € LL . (Fo; F)

al,q2

Ta203 € Eal 1 (El’ F)

TEE )(El,EQ,Eg;F). (34)

al,(q1,92,93
A demonstracao serd dividida em casos:

e Caso A\ #0, Ay # 0 e A\3 = 0. Note que
k
Z T (t |: (/\1(11 + CE )\QCL + .7552), §3)> - T ()\1@1, )\2@2, 0)i|

[k
1 1
:)\1)\2 Z?"j(t) <T <a1 + )\—J;( ) a9 + )\—1'52),1}53)) _ T(al,ag, O))]
1 2

Lj=1
T (al,ag, 5 )> + T (/\ 51),@, 53)) —|—T( ;2), 53)>

k
=M | D ry(t) I ENORINCINC
_j:l J ’)\ J ’ J
_ 3 1 3 2 3
o [ [P ) 5 () 5 (1.2
=Mde [ Y i) 71,0 1.2 O ’
| =1 + )\1 J ’/\2x] ’xj
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3,(0)

de onde segue facilmente que T € L) (01,02.05)"

onde b = (Ajaq, A2as, 0).
e Oscasos \; =0, A #0,A3 #0e A\ # 0, s =0, \3 # 0 sdo andlogos.
e Caso A\ #0 e Ay = A3 = 0. Observe que

k

S () (T <)\1a1+x§)’ o), 53)) T(A1a1,0,0)>

j=1
k
1
NS00 (7 (a0, al?) 7 (o) = 7 (00,0,
- 1
7j=1
d 1
_ 2) () 1) @ .6
=\ Y _ri(t) (Tm(j @} )+T()\1 o 2® ol >)
j=1

3,(0)

e novamente concluimos que 17" € £al’( G1.2.03)°

onde b = ()\1@1, 0, O)
e Oscasos \a # 0, \; = A3 =0¢e A\ = Ay =0, A3 # 0 sdao andlogos.

e Quando A\ = Ay = A3 = 0, jd sabemos que 1" € Cal ,(q1,92,93)"

O lema seguinte serd 1til nos dois proximos teoremas.

Lema 3.2.3 Sejam ¢1,...,0m € E ebe F. Se f,,(x) = ¢1(2) ... om(x)b para cada z € E,

entao f, é quase p-somante em qualquer a € £, 1 <p < 2.

Demonstragao: Devemos mostrar que (f,,(a + ;) — fm(a));.il € Rad(F), sempre que

(acj);il € {,(E), que por defini¢ao ¢ equivalente a mostrar que

Zm ) (fm(a +25) = f(a))

¢ convergente em F' para quase todo t € [0, 1].
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Faremos o caso onde m = 3. O caso geral segue de maneira andloga.

Observe que

> ri(t) [fs(a+a;) = fala)]

= Z i) [p1(a+x5) @2 (a+ ;) @3 (a+2;)b—p1(a) p2 (a) @3 (a) b]

& e1(a) g2 (a) @3 (z7) + @1 (a) 2 (25) @3 (a) + 1 (z;) 2 (a) @5 (a)
=D riOb | +1(0)#a (1)) @5 () + 01 (27) 2 (1) @5 (a) + 01 (27) 02 (27) 5 (a)
+o1 (25) 2 () 3 (25)
. 3 (201 (a) 2 (@) + w2 (25001 (a) @3 (@) + @1 (2502 (@) p3 (a))
= Z (b | +o (2501 (a) w3 (25)) + @1 (202 (a) @3 (7)) + 1 (2502 (25) @3 (a)) (3.5)
+o1 (292 (25) 3 (7))

Como ¢; é quase somante, segue por [17, Proposigao 12.5] que cada termo de (3.5)
converge em Ly ([0, 1]; '), sempre que ()52, € £5(E).
Como 1 < p <2, e ()72, € {,(E), temos (x;);2, € (3(F), donde segue o resultado

desejado. ]

Teorema 3.2.4 (Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers) Sejam E um espago de Banach,
n>2el<p<2. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) E tem dimensao infinita.

(b) EZI”(;)(”E; E) # L("E; E) para todo a = (ay,...,a,) € E™ com a; # 0 para todo i ou
a; = 0 para apenas um i.

(c) ﬁgif;)(”E;E) # L("E; E) para algum a = (aq,...,a,) € E™ com a; # 0 para todo i ou

a; = 0 para apenas um i.
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Observagao 3.2.5 Como consequéncia de [8, Proposicio 3.1] podemos mostrar que

Eijf) ("E; E) = L(™E; E), e isso mostra a importancia de tomarmos 1 < p < 2 no Teorema

que acabamos de enunciar.

Demonstragao: (a) = (b)
Seja k € N, 1 < k <n. Suponha que, para todo ¢ # k, a; seja diferente de zero. Entao

existe ¢; € E' tal que ¢;(a;) = 1. Com isto, definamos

T (21, Thy ey n) = @1(21) oo 01 (1) st (Thr1) - - Pn(Tn) Tk

Mostraremos que tal operador nao é quase somante em a. De fato, como

T aprapsnan (@) = T(ar, ... a1, 2, Qgrs .- ) = T

e por hipétese dim(E) = oo, temos por [17, Observacao 12.8] que

Tal...ak_lak+1...an ("L‘) ¢ £il,p(E7 E)

Logo, pelo item (a) da Proposigao 3.2.2, T' ¢ £ng;> ("E,E).
(b) = (c) é imediato.
(¢) = (a)

Suponha que dim(E) < oo. Entao, existem uma base {u1,...,u,} de E e uma base

{¢1,...,om} de E' tais que ¢;(u;) = ;5. Seja A € L("E; E). Assim, podemos escrever

Alxy, ..., x,) = A (Z wi(z1)uy,. .. 7Z<Pj($n)uj)

= > (@) e (@) Ay, ug,)-

Ji---Jn

Desta forma, segue pelo Lema 3.2.3 que A € L;7"("E; E) e isto contradiz (c). [ ]
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3.2.2 Caso polinomial
Seguindo as técnicas usadas em [2], podemos demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.2.6 Se P € ”’(a)("E; F), entao P € n’()‘a)(”E; F) para todo X # 0.

al,p al,p

n,(a)

n .
oy ("3 F) se, e somente se,

Demonstracao: Sabemos que P €
k
> ri(t) [Pla + ;) — P(a)]

=1

converge em Ly ([0, 1], F') sempre que ()32, € £;(E). Como P € mmp F) e

al,p

P(Aa+ ;) = P(a) = A" [P (a+ %) - P(a)],

entao
Ly

i ri(t) [POa + z;) — P(Aa)] = A" i ri(t) [P (a+ %) = P(a)]

converge em Ly ([0, 1], F), pois (%);‘;1 € (4(E). Portanto, P € Zl’ga), para todo A #0. W

O lema acima nos permitiu provar o seguinte resultado:

Proposigao 3.2.7 Se P € P("E;F) ea € E. Entao P é quase p-somante em a se, e
Vv
somente se, P é quase p-somante em (a,...,a) € E".

Demonstragao: Pela Férmula de Polarizacao, devida a Mazur e Orlicz [28], temos que

J J

=3 (-1Ee -P (a:o + iek (a +x§.’“))> —p (mo + im)]

v v
m! {P(a—km(l),...,a—km(n)) —P(a,...,a)}

e,=0,1 k=1
= Z (—1)n_26k P (ZEU + Zaka + ZSkZL’;k)> — P <$0 + Zeka)]
e,=0,1 L k=1 k=1 k=1
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Como xq é arbitrario, podemos escolher zq = (n + 1)a, e portanto

$04—j£:€kai#(l

k=1

Por hipétese, P € P

alp (”E F); logo, pelo Lema 3.2.6 temos P € P, (’\a)(”E F), para
todo A # 0. Como

(Z gkx§k>> € 1X(E),
k=1 j=1

entao
i ry(t) {IVD (at+a,. o+ o) - P(a a)}
j ; el
_ Zf/’] Z 1)n—Zsk P (370 + Zaka + ngxgk)> - P <x0 + ZekCL)] (3.6)
k=1 k=1

.<':‘]C 0,1 k=1

converge em Ly([0, 1], F).

Para a reciproca, note que
\ \
P(a+z;)— P(a) = Pla+xj,...,a+z;) — P(a,...,a),

para todo j. Desta forma,

k k Y
er(t)[ (a+x;) — er { (a+zj,...,a+z;) — P(a,...,a)
7j=1 7j=1

converge em Ly([0, 1]; F), para todo (z;)72, € £;(E). [ |
O préximo resultado é uma consequéncia da Proposicao 3.2.7 e do item (b) da Proposicao

3.2.2, como se pode ver em sua demonstragao.

Proposigao 3.2.8 Se P € P("E; F) é quase p-somante em a € E, entao P é quase p-

somante na origem.
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Demonstragao: Note que

Pmp 3.2.2(b) ]VD c En,(,\la,...,Ana) (nE F)

al,p

Prop3 2.7 Y

Pe Lh\m (g, F)

al,p

Pe Py ("B F)

al,p

para todo Ai,..., A\, € K. Tomando A\; = ... = )\, = 0, temos que P c L (a)("E F)e

al,p

novamente pela Proposicao 3.2.7 segue que P € 73:,’7;“) ("E; F). [ |

Teorema 3.2.9 Sejam E um espaco de Banach, n > 2 el < p < 2. As sequintes afirmacgoes
sao equivalentes:
(a) E tem dimensdo infinita.

(b) P, (“)(”E E) # P("E; E) para todo a € E, a # 0.

al,p

(c) P\ ("E; E) # P("E; E) para algum a € E, a # 0.

al,p

Demonstragao: (a) = (b) Suponha que P.; m(a) ("E;E) =P("E; E), ea # 0. Entao escolha

al,p

¢ € F' tal que ¢(a) = 1 e defina P € P("E; E) por

Seja
Az, ..., z0) = o(r1) .. o(Tp1)Tn + ...+ 0(x2) .. .(p(mn)xl.
n
Assim,
Ae,....2) = o) = P(x)
Logo, A = P Pela Proposicao 3.2.7, como P € Pal g)a) ("E; E) temos que ]VD é quase p-somante

em (a,...,a). Considere P,n-1 € L(E; E) definido por

Assim,

<
<

Pn-1(z)=P(a+0,...,a+0,a+z)— P(a,...,a,a), Yz € E.
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Desta forma, concluimos que P,.-1(x) é quase p-somante.
Além disso, sabemos que
n—1

1
Pon-i(z) = - o(xr)a + ~T Ve e E,

de onde terfamos que a identidade em E é um operador quase p-somante, e isto implica que
a dim (F) < 0.
(b) = (c) é imediato.

A demonstragao de (¢) = (a) é andloga & demonstragao de (¢) = (a) do Teorema 3.2.4.

3.3 Caracterizagoes de £Zifg) ("E; F)

A seguir apresentaremos uma sequéncia de lemas que serao tteis para caracterizar o

espaco £ ("E; F).

al,p

Lema 3.3.1 Se (z;);2, € Rad(F), entdo ||z, < H(a:j);ilHRad(F) para todo n.
Demonstracao: Se ()2, € Rad (F), entao

/

2

dt < 0o.

ZTj(t)Ij

Pelo Lema 2.3.5,

. 2
lim dt.
n—oo 0

n 2 1 00
St dt= [ ||Sor,
j=1 0 =1

Mas o Lema de Contragao [17, 12.2] garante que essa convergéncia é crescente.
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Desta forma, para cada n, temos que

1
]l = ( / urn@)xnuzdt)
1| » 2

1/2

1/2 9 1/2

IN

)

e o resultado estd provado. [ |
Lema 3.3.2 Sejam ( (r )> - € Rad(F), para cada n € N. Se
j:

tim (4") " = v = ()7 € Rad(F)

n—oo

entao

lim y( " =

n—oo J

=y; em F
para todo natural j.

Demonstracao: Dado ¢ > 0, existe IV tal que

5 1/2
m\>
— Y dt = 1|{y; (yj) <e
Rad(F)
sempre que n > N. Desta forma, segue do Lema 3.3.1 que, para cada j,
9 1/2
—y; Zr] ( - yj) at| < 2e,
sempre que n > N e o resultado estd provado. |

A partir do lema acima, podemos mostrar a seguinte caracterizacao de operadores

multilineares quase somantes:
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Proposigao 3.3.3 As sequintes afirmagoes para T € L(E\, ..., E,; F) sao equivalentes:

(1) T é quase p-somante.

(ii) A aplicagio T : Cy(Ey) X -+ x L3(Ey,) — Rad(F) dada por

T W\~ ™\ ) _ 1) ™\
T<(zj )j:1"”’<zj >j:1> = <T<zj yeees % ))j:l

estd bem definida e é continua.

(1i1) Existe C' >0 tal que

il oo ) 1/2
/ Z ri(t)T (xg-l), . ,xg-n)) dt <C ‘ <x§1)> . ' (mgn)>
0 X j=1 j=1
j=1 w,.p w,p
k) "
para todo (xg )>j:1 cli(By), k=1,..,n.
(1v) Existe C > 0 tal que
il ) 1/2
1 n 1\m n)\m
/ er(t)T (xg ), ,mg )> dt <C H($§ ))j:1 ) H(.r; ))j:1 ,
0 j:1 w7 w7

para todo m € N.

Demonstragao: (i) = (i) Da definigao de T" segue que T estd bem definida. Para mostrar
que Té continua, utilizaremos o teorema do grafico fechado para aplicagoes multilineares.
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Capitulo 3

Para simplificar a notagao, denotaremos

Assim,

entao
1 n k—oo
T (17, 0)") 222y,
para todo j. Como T é continua, temos que T(xél), o ,xén)) = y;. Dessa forma, o ponto
W\~ m\> (1) ™))™
((acj >j:1 b (.17]» )j:1 , (T (acj e T >>J’=1)
pertence ao grafico de T, e T é continua.
(ii) = (iii) segue do fato de T ser continua.
(173) = (iv) ¢ imediato.
1w) = (1) Queremos mostrar que S,,(t) = > 75 xy’, ...,z | converge em F' para
/ ) Q Spn(t (T (2 () F
j=1
quase todo t € [0, 1].
De fato, se m > k, entao
1 n
18(t) = Skl yory = || 2 a7 (20,2
j:k-‘rl LQ([Oﬂl]vF)

(n)>m
€T\
< T ) =k

(D)m
€T\
( T ) =kt

w?p w?p

<c|
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Como cada (x(.i)> € ég(Ei), temos que dado ¢ > 0, existe ng € N tal que, se & > ny,

<.1>>m
(ch J=k+1

entao

w,p ‘

Consequentemente,

15m(t) = Skl Ly o.11.0) < &

Desta forma, S,,(t) é de Cauchy. Como Ls([0, 1], F') € Banach, entao S,,(t) converge em
F para quase todo t € [0, 1]. [ |

No Teorema 3.3.5 demonstraremos uma caracterizacao similar & Proposicao 3.3.3, mas
para aplicagao quase p-somante em todo ponto.
A seguir, provaremos um lema auxiliar:

Lema 3.3.4 Se T € LI (Ey,...,Ey; F) e (a1,...,a,) € Ey X -+ X E,, entao existe um

al,p

nimero real Cy, ., tal que

/

sempre que (.7;5“) - € Buu(gy); k=1,...,n.
]:

er (t) (T (a1 + xEl), co, Ayt mgn)> —T(aq,... ,an)>
j=1

Demonstragao: Faremos a demonstragao para n = 2. No caso geral, a demonstracao

segue de forma semelhante. Note que:

il so 5 1/2
/ er (t) <T (a1 + x§.1), as + x§2)> — T (ay, a2)> dt
o |55
11| oo 2 1/2 Ll oo 9 1/2
= / er(t)T (a17$§2)) dt + / er(t)T <x§1),a2> dt
0 Ilj=1 0 |lj=1
5 1/2
1| oo
— / > T (mgl),mf)) dt
o ||5=
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Pelo item (7i7) da Proposigao 3.3.3, existe C; > 0 tal que

1
) e
/0 (mJ j=1 T j=1

Como, pela Proposicao 3.2.2, T,, e T,, sao quase p-somantes na origem, existem Cy e

9 1/2

dt <Ch

er ()T (xg-l), x§-2)>
j=1

w7p w?p

C5 tais que
il oo 5 1/2 N
/ er(t)T <a1, ac;?)) dt < Oy (m§2)>
0 || j=1 3= Hlw p
e
) 1/2
1| o o
/ er(t)T (mgl), ag) dt < (4 ‘ (xgl))
0 |]j=1 =Ulw,p
Assim, basta tomar C,,,, = Cy + Cy + C3 que o resultado segue. [ |

De agora em diante, se T' € L‘Zl’i:’(El, ..., B ), considere a aplicagao n-linear

¢T:G1x---xGn—>Rad(F)

dada por

onde

Gy =FE,xl;(E), s=1,...,n,

¢ munido com a norma da soma

(. (z;)521)|

o, = lall+ @)l
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A caracterizac@o a seguir foi inspirada em ideias de [2] e [27].

Teorema 3.3.5 As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) T € LV (Ey,. .., B, F).

al,p
(b) o1 é bem definida e continua.

(c) Existe C' > 0 tal que

. ) 1/2
Z ap + (1) mY) _p d 7
LT At T (a1,...,an,) t (3.7)
<] (laku+l (7). )
7j=1
kil w?p
para todos (x;k)>j:1 €ly(EBy), k=1,...,ne(ar,...,a,) € By X --- X E,.
(d) Existe C > 0 tal que
il 5 1/2
/ er (t) (T (al + xgl) ,an + a:(")> — T (ay,... ,an)> dt (3.8)
C ( (k)>
<c]] (HakH + ' -
k:]. w,p
para todo positivo inteiro m, todos x§-k) € Ey, k = 1,....,n e quaisquer (ay,...,a,) €

E, x---x E,.

Demonstragao: (a) = (b)
A aplicagio ¢r estd bem definida devido & definigio de L} (E1, ..., Ey; F'). Mostremos agora

que ¢r é continua.
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Inicialmente, mostraremos que o conjunto

(al,...,an)GElx...xEn;

oo (e ()7,) (o (7))

[ee]

<k

j=1 ~
Rad(F)

R NE) \

¢ fechado para todo nimero natural k& e (xgr)) € Byy(p,). Para isto, considere o conjunto
1

j=
Fi ()" ()" = {(al, ey @) € B X oo X B llon(T) (ar, -+, @0) | guagry < k:}
N = j=1

J

onde ¢,,(T") é a funcao

o (T) 2 Ey X - - X By — (Rad(F), || - [lL),

definida por
om (T) (a1, ... ,a,) = er (t) (T (al + m&l), Gt m;m) - T (a,..., an))
j=1
que é uma funcao continua. De fato, observe que

J

—|—T(b1,...,bn)—T(al,...,an)

(al +all +x(”)) T (b1 +aP,. b, +x§">) B

/01 irj(t) !

+/0 >l 1T (b, 1b) = T s )

r; (t) [T <a1 +x§1), Gy +x§n)) -T <b1 +:L’§-1), o by +x§”))} H dt

:ZHT <a1+£§1)7,an+x§n)> _T(bl‘f—l'gl),,bn‘i‘x;n))H
j=1

+ 53 UT (e b)) = T (ans )|
j=1
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Sabemos que T é continua no ponto a = (ay, ..., a,). Logo, dado € > 0 existe 6 >0 tal
que, se ¢ = (c1,...,¢,) e ||c —al| < 6, entdo
I7(a) = T()]l < 5
2m
Além disso, T' é continua no ponto <a1 + xg-l), ceyap + J:E-n)>, j=1,...,m. Portanto, dado
e > 0 existe ¢; tal que
€
T ) —=T(d)] < =—
T+ 2) ~ T@) < o,

para todos j = 1,...,n,d = (dy,...,d,) € Bs, (a + x;), onde x; = (azgl), . ,xg-")). Tome
6 =min{d,01,...,0m}.
Daf, se |la—b|| < d e [[(a+ x;) — (b+z;)|| <6; para j =1,...,n, entdo

[m (T) (ay, .- an) = om (T) (b1, - - -, bn)]

L T(al—l—xg-l),...,an—l—xg-n)) —T(b1+x§1),...,bn+x§n)>
- [ Xne

0 j=1 —|—T(b1,,bn) —T(al,...,an)
<e.

dt

Sendo assim, o conjunto

¢é fechado.

Mostraremos agora que

T o Vo
k’(x('l))jq """ (x(' ))jzl k’<x('1)>j=1 """ <x(' )>j:1

J
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Se (ay,...,a,) € F (z‘.1)>°° (:L-(."))OO , entao
=1 j=1

Pelo Principio de Contragao [17, 12.2] e pelo Lema 2.3.5, temos que

) €[V F oy myn -
(a1, ..., an) ) h@;m)j:l,.‘.,(mg, ))J-:l

Reciprocamente, suponha que

1]l m
lim ZT’] (t) [T (a1 + x; )’ ,ay + xgn)) — T (ay, ,an)] dt
m—oo ey
1| o0
- / 0 [T (a1 +a2W L an x§">) ~ T (ar, ,an)} dt.
o ||5=
Como
1] m
/ er (t) [T <a1 + xg-l), ceyly + x;m) — T (ay, ..., an)} dt < k,
o ||5=

para todo m € N, temos o resultado desejado.

Assim, acabamos de mostrar que o conjunto Fk (x(l))oo <x(">>°° ¢ fechado, pois é
) J jilv"'v ki j=1

intersecao de fechados.

Agora, definamos o conjunto

Fio=) Fk»(ﬂ”E-l));"“’(”;n));7
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onde <x§T)>j1 cly(E,)e (:Ey))jl € By, r=1,...,n.

Assim, temos pelo Lema 3.3.4 que

E1><-~-><En:UFk.

keN

Pelo Teorema de Baire, existe kg tal que Fj, tem interior nao vazio, isto é, existem

7))

) EBgu(ET),Tzl,...,n.
j=1 v

(b1,...,b,) €0 <e <1 tais que

or (e ()7 Yoo (e (o

)
J

< ko (3.9)
Rad(F)

S~

sempre que ||¢, — b, || < e e <x

Afirmamos que ¢ € limitada na bola de raio € e centro no ponto

(b1, (0)52y) 5oy (bns (0)52)) € Gr X ... X Gy

De fato, se

para todo i =1,...,n, temos

lvi]| <ee

Logo, usando (3.9), segue que

Jor [ (o 022) oo (o)) o (o0 ()7 ) (o (7))
_ ‘ . Kbl + oy, <x§1)):1) <bn + vy, <$§n)>:1)

pois

Rad(F)

[(bj +vy) = bl = [[v]l <ee

@) -
<xj j=1
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Isto mostra que ¢ é limitada em uma vizinhanca de um certo ponto. Logo, ¢ é continua.
E imediato que (b) = (c).
(¢) = (d) ¢é imediato.
Resta mostrar apenas que (d) = (a). De fato, seja n = 2. Basta mostrar que
(T <a1 + 2 ay + x§2)) — T (ay, a2)>

J .
J:

€ Rad(F),
1

para todos (a1, as) € Ey x Ey e (xgl));’ozl € (y(E;).

Para tal, note que se fizermos a; = as = 0 entao, pelo mesmo argumento utilizado na

demonstragao da Proposigao 3.3.3 ((iv) = (7)), a sequéncia
Sm(t) =Y ()T (3,2
m T ri,
j=1

é de Cauchy e, portanto,
(T (:c(.” g;@)))OO € Rad(F). (3.10)
1

J 7 .
j:

Se a; = 0 e ay arbitrédrio, entao

(7 (042" az +2®) = T(0,a2)) = (7 (oV00) +7 (a"2P)) " .

Jj=1 Jj=1

Como por hipétese,

dt

/01 irj (t) (T (0 + 2l ay + xf)) — 70, ag))
=C (H(x})LHw,p) (||a2|| - H<w?>311Hw,p) |

entdo a sequéncia S,,(t) = > r;(t) <T <x§1),a2> +T (gc(,l) x(.2)>> ¢ de Cauchy e,
=1

Jo
portanto,

(T (x(.l) a2> +T(x(1) $(2)>>Oo € Rad(F).

) | j
J 3oy =1
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Dessa forma, como

(T (:rgl), :rg?)))%l € Rad(F),

]:
segue que

(T (xy), QQ)):I € Rad(F). (3.11)

De maneira andloga, se a; é arbitrario e as = 0, entao

(7 (a1,$(2)>>oo € Rad(F) (3.12)

j i1

Assim, temos de (3.10), (3.11) e (3.12) que

o0

(1 o+ 2 00+ %) =T 0,09)

J:

_ ® @)\~ (1) o @Y\~

— <T (xj T ))jl + <T (xj ,ag))jl + (T (al,xj >)j1 € Rad(F)

Para n > 2 o raciocinio é semelhante. [ |

3.4 Normas naturais para L (E\, ..., E,; F)

Nesta secao estamos interessados na introducao de uma norma natural no espago

LYy, ..., By F)). Além disso, mostramos ainda que o espaco L% (Ey,...,E,; F) é

al,p al,p

ev

completo com a norma natural que foi introduzida e que ‘C:ip ¢ um ideal normalizado

de aplicacoes multilineares.
Proposicao 3.4.1 A aplicagio

-7 2 L (B, ...y B F) — [0, 00]

al,p al,p

1T ar, = llo(T)]

é uma norma em L) (Ey, ..., Ey; F).

Demonstragao: E claro que 7|5, >0 equese |T];;, =0 entdo T = 0.
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Seja A € K, XA # 0. Entao

L1l oo N 1/2
/ er (t) [/\T <a1 + ajg.l), N x§n)> — AT (aq, ..., an)} dt
= H <)\ (T <a1 + xg»l), co, A+ 335")> — T (aq, ..., an))> 4
I=1| Rad(F)
=\l H (T <a1 + xg-l), Oyt Jrg-n)> — T (ay, ..., an)> ‘ )
I=| Rad(F)
Portanto,
- ) 1/2
/ er (1) [)\T <a1 + xél), N 555")> — AT (aq, ...,an)] dt
ev k)\
<, IT (Hak!l + \ (=) " ) . (3.13)
k=1 = lw,p
Sabemos ainda que
H ()\T <a1 + xg-l), e,y :L’§")> — AT (aq, ..., an)) ‘
I=| Rad(F)
ev k)\ >
< 27, T1 (nakn + \ (=) " ) -
k=1 = lw,p
Logo,
H (T <a1 + xg-l), ce G+ xgm) — T (ay, ...,an)) '
=] Rad(F)
1 ev - k)
< oy i, T1 (uaku + \ (), ) . (3.14)
k=1 - Hwp

Assim, segue de 3.13 e 3.14 que [|\T||

ev
al,p

ev
al,p*

= AT
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Sejam Ty e Ty € L7 (FEy, ..., E,; F). Entao,

al,p
(Tk (a1 +aV,.ay +x§”)) ~ Ty (as,... ,m)jl € Rad(F), k = 1,2.
Logo,
f:lrj (+) [Tk <a1 + xg-l), N SL’;n)> — T (aq, ..., an)} converge em Ly([0,1], F') para
i=
irj (+) [Tk (al + :cgl), I NS xﬁ")> — Ty (ay, ..., an)} )
j=1
Assim,

> i) [Tl <a1 ol an x§n>> — T (ay, ..., an)]

Jj=1

m

+ er (+) |:T2 (a1 + xg-l), cey Ot xﬁn)> — Ty (ag, ..., an)} (3.15)

J=1

converge em Ly([0,1], F') para

er (+) [Tl (a1 + xél), cap + xgn)) — T (ay, ..., an)}
j=1
+ er (+) |:T2 <a1 + mg»l), Co, A+ mgm) — T (a, ...,an)] )
j=1
Mas,
(3.15) = 1, (- [(T1 ) <a1 +a20 e+ a;;m) (T, + D) (ar, . an)]
j=1
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converge em Ly ([0, 1], F) para

irj () [(Tl +T5) (al + :cg-l), Ayt J;E")) — (Th + T3) (a4, ...,an)] }

j=1

Dati, segue pela unicidade dos limites que

er () [T1 <a1 + x§1)7 ce Gt x§”)> — T (a, ..., an)]

=1

+) i () [Tg (a1 +20 L an+ x§”)> — Ty (ay, ., an)}
j=1

=im () [(Tl +T3) (al +all L an xgw) — (T +Ty) (as, ..., an)} (3.16)

Além disso, pelo Teorema 3.3.5,

1l oo 5 1/2
/ er (t) [Tr <a1 + xél), G 555")> — T, (ay, ... an)] dt
ev k)\
< HTrHaz,pH (HakH + ‘ (x§ >> . ) r=1,2. (3.17)
k=1 I= lw,p
Logo, pela desigualdade de Minkowski,
9 1/2
1| o0
/ er (1) [(Tl +T3) <a1 + xél), ey Qg mgm) — (Th + Ty) (ay, ..., an)] dt
il oo 9 1/2
< / er (1) [Tl <a1 + xﬁl), g+ xgm) — T (ay, ..., an)] dt
X 5 1/2
+ / dt
0

er (t) |:T2 (al + xﬁ»l), Ot mgm) — Ty (ag, ..., an)]
j=1

Desta forma, segue de 3.16 e 3.17 a desigualdade triangular.
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Portanto, [|T;;, € de fato uma norma em L3 (Ey, ..., Ey; F). [ ]

Lema 3.4.2 No espago L (B, ..., En; F) wale || - || < [ - |57,

al,p

Demonstragao: Seja T € LV (Ey, ..., E,; F), entao

al,p

9 1/2

dt

er (t) [T (al + l’g»l), eyt x;n)> — T (ay, ..., an)]
=1

()
x; ) .
Jj=1 wm)

Assim, se tomarmos m =1ea; =... =a, =0, entao

</01H7"1 (t)T w§1>7,. (n))H dt)1/2< [FalFmiE

1

<1 I] (nakn ; \

k=1

(1) H (n)

Logo,

1 n !
|7 (0. <z, [+

Portanto,
1T < 17015

al,p*

Proposicao 3.4.3 O operador linear ¢ : L) (En, ..., En; F) — L(G, ..., Gp; Rad(F)) dado
por ¢(T) = ¢r é injetivo e sua imagem é fechada em L(G1, ...,G,; Rad(F)).

Demonstragao: ¢ estd bem definida pelo Teorema 3.3.5. Além disso, é fécil ver que ¢ é
linear e injetiva.

Seja Ty € LIV (FEy, ..., B F), k € N, tal que

al,p

(1) I A
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Mostraremos que existe T' € L' (E1, ..., E,; F) tal que ¢(T) = A. Definamos

al,p

T (z1,...,2,) = ]}LrgoTk(xl,...,xn)

e vejamos que 1" estd bem definida.

De fato, como

o(Ty) 1L A,

entao dado € > 0 existe ky € N tal que se k > ko,

16(Tk) — All <e.

Logo
16(Ti) (2) = A gaary < € ll2ll, Yo € Grx -+ x G

Note que

¢(Tk) ((07 (1'1707"'))7'"7(07(337170’"'))) - (Tk ($17"'7xn)a0a"')'
Seja 7; a projecao na j-ésima coordenada, para cada j € N. Assim,

lim Ty(x1,...,2,) = lim m ((T) (21,...,2,)),0,--+)

k—oo k—oo

= lim T [¢(Tk) ((O, (.1'1,0, e )) AR (07 (mn707 o )))]

k—oo

=m I}i_%lo(/ﬁ(Tk) ((0,(21,0,+-4)), ..., (0, (24,0, +)))

= mA0, (21,0,--+)), ..., (0, (2,0, -)))

Isto mostra que o limg_,o Tk (21, ...,z,) existe, ou seja, T estd bem definida. Além

disso, é facil ver que T é n-linear, e pelo teorema de Banach-Steinhaus para aplicagoes

multilineares (veja [4]), T' é continua. Logo T' € L(Ey, ..., E,; F'), porém queremos mostrar
que T' € L7 (Fy, ..., Ey; F). Para isto, consideremos
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9 1/2
1| m
er (1) [T <a1 + a;g-l) Gy + x(”)> — T (ay,..., an)} dt
j=1
9 1/2
= lim [ (a1 + x(l) S Ay + x§”)> — Tk (a1, ..., an)] dt
k—oo

o (o (). ,(w ()]

< hm lo(Th) OOH (”CLTH + <x§?“)> )
w,p

~ 4l H <||a7«|| +: | (=), w,p>
()™ )

<] <ua,«u +]
r=1
Logo, pelo Teorema 3.3.5,
TeL:(Ey,. .., By F).

al,p

Rad(F)

j=1

<

=1

Agora, observe que para todo i € N, temos
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() )
e (o () ()

i < (a1+x an—Hc(”)) —Tk(al,...,an))oo }

j=1

= lim [ < (aﬁ—x an+x(")> — T (al,...,an)>oo }

k—o0 j=1
khm [ ( 1 a, + )> Ty (aq, ,an)]

:T<a1+33() an—l—xn))—T(al,...,an).

Portanto,
A [ ai, ($(1)>OO > e (an, (m(")>oo )]
7j=1 7j=1
_ M) (n)) >
= o) [ (o () Yoo (o (7))
Logo, o operador ¢(T) = ¢r ¢ injetivo e sua imagem ¢ fechada em
,CZZ?(El,...,En);Rad(F)). |

Proposicao 3.4.4 O espago L (E1, ..., Ey; F) é completo com a norma || - ||<¢

al,p al,p*

Demonstragao: Seja (7}),—, uma sequéncia de Cauchy em L;"'(Ey, ..., Ey,; F). Entao,

(&(Tk))pe; € uma sequéncia de Cauchy em L£(Gy, ..., G,; Rad(F)), pois

1¢(Tom) = (L)l = l¢(Tn = To) | = I1(Ton = Tt <

para m, n suficientemente grandes.
Assim, como (L(Gh,...,Gy; Rad(F)),||||) é completo, entao ¢(7}) converge, digamos,
para A € L(G4,...,Gp; Rad(F)).
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Pela Proposicao 3.4.3, a imagem de ¢ é fechada. Assim, existe T' € L(Ey,..., E,; F)
tal que ¢(7T") = A. Logo, ||¢(1}) — A|| — 0. Portanto,

16(Tk) = S(D = l¢(Tee = D)l = 1Tk = Tll,, — 0

al,p

mostrando que T}, converge para 7. |

Lema 3.4.5 Para todo (ay).., € ls, vale

/

2 9]

dt = Z’CLJ‘|2.

=1

ZTJ (t) a;

Demonstracao: Note que

/

dt = er(')aj = <er(')aj,z7“j(~)aj>

= aa; (r; (1), () = Zaja_j: Z|Gj|2~

j=1

Z rj (t) a;

Observagao 3.4.6 A prova da préoxima proposicao é uma consequéncia do lema 3.4.5 e um

argumento utilizado na prova da Proposi¢ao 4.3 de [2].

Proposigao 3.4.7 Sejamn € N e A : K" — K dada por A(xy,...,x,) =21 ...2,. Entdo,

HAHev =1,

al,p —

sempre que 1 < p < 2.

Demonstracao: Sabemos pelo Lema 3.4.2 que

1AllG, = 1Al =1

al,p =
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Para mostrar a desigualdade contréria, observe que, como a dimensao de K é finita,
entao ((K) = (,(K) C {5(K), uma vez que estamos considerando 1 < p < 2.
Aqui, faremos apenas o caso n = 3, pois o caso geral seguird analogamente. Seja

(27);2, € £;(K) e observe que:

9 1/2
1| oo
/ er (t) [A (a1+$§1)a@2+ R +$(3)> A(a1,a27a3)} dt
o |52
1/2
/1 i . alan( ) L ay x( )a3 + ap x@) (3) + z(l)a sas + x( )y x(?’) "
0 M2y + x(l) @),
Utilizando o Lema 3.4.5, obtemos
1/2
i alagx( ) + aq fL’; )a + aq g;( ) 3 )_|_1=( )a as +$( )a x(3) (1)I;2)a3
a0,
- 1/2 )\ 172 - )\ 172
< |CL1(L2| ( 1'53) ) + |CL1(L3| (Z ) + |CL2@3| (Z mg-l) )
j=1 j= j=1
oo ) 1/2 o0 ) 1/2 oo ) 1/2
+ |ai] (Z $(2>x§3>‘ ) + |as| <Z S ) + |as| <Z o\ )
J=1 j= j=1

o ) 1/2
+ ( xﬁl)m§2)x§3) )
7j=1
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1/2 o )\ 12 o 1/2
) + |a1a3| Z .Z’j ) -+ |Cl2@3’ < )
j=1 J=1
- 11/2 - - 1/2
L \Jj=1 j=1 j=1
B ) ) 11/2 M %) %) %) 1/2
2 (2)2 2 2 2
oo (z )(z (k) (Sl )(z )
L \Jj=1 Jj=1 i L \j=1 j=1 j=1
1/2 1/2 1/2
= ||a1| + x; las| + Z x; ‘ las| + x; — |ayasas|
=1
< (laal + ] (o8): )
< <\a1|+ (xg.”), ) (I%H‘ >
7=Hlp P
= (!a1|+ < )

A dltima igualdade segue do fato de K ter dimensao finita. Com isto, segue que

< |aras)| (Z

J=1

+ |as]

V]

< 1, e o resultado é verdadeiro. [ |

1A

al,p —

O lema seguinte serd 1til na demonstragao do préximo resultado.

Lema 3.4.8 Seja v : E — F. Sewv é linear, continua e (v;);2, € ((E), entdo

(v ()2, € G (F).

Demonstracao: Seja ¢ € F', ||¢||» < 1. Entdo,

s 1/p »\ /P
(Z|SOOU(IJ)|p) < ]l ( )

1/p
< [lol| sup (ZW) ;) ) — 0,

(pOU< )

o]l 5 <
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pois (7;)2, € {;(E). [ |

Teorema 3.4.9 (L, .l;,) € um ideal normalizado de aplicagdes multilineares.

Demonstragao:  Sejam w; € L(N;, Ej), j = 1,....,n, T € L7 (Ey,...,E;F) e
A€ L(F; H). Queremos verificar que

AOTO(Ul,...,’LLn) GEmEU(Nla"'?Nn;H)'

al,p

Para isso, observe que

mr’ —AoTo(ul,...,u)<a1+x§)7_ &n—i-x())

;J(t) i —AoTo(uy,...,uy)(ar,...,an,)
:mr» —AoT(ul(al)—&—ul( (.)) ot (an) + uy <x§”))>

jzl i) I —AoT (ui(ay), ..., uy(ay))
_AZTJ [ <u1 (a1) + uy ( (1 )> s Un(an) + uy <x§")>> — T (ur(ar), ... ,un(an))] )

(3.18)

Como (v (acﬁ”)) € ZZ(EZ»), devido ao Lema 3.4.8, entao 3.18 converge para quase
j=1

todo t. Logo,
AOTO(Ul,..., ) E’Zle;)(le"’7Nn;H)’

Desta forma, temos que
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(AoTo(ul,...,u)(a1+x§), an+x<”>> o0
(£ g ot e D)
(g oo [l D))
- R e )

T(Ul(a1)+u1 < ()> ,...,un(an)+un (én))) ”
—T (ur(ay), ..., u(ay))

(ul <x§-1)>>:: ) <||un(an)||En + ‘ (un (mﬁ"»)il
Ch W I (T CO

AT o (uy, ... un)llap, < NAINT N luall - lun]l -

IN

a1 [ [

SHMMTMPOMKMM&+‘

w7p>
w7p>

<Hmwﬂmpmm~wwm<w@wM+\

Logo,

Juntando-se esse resultado as Proposicées 3.4.1 e 3.4.7, temos que (L5}, [ [l5;,) €
um ideal normalizado de aplicagoes multilineares, visto que sao satisfeitas as hipéteses da

Definicao 1.2.2. ]

99



Capitulo 3 Aplicagoes Quase Somantes

3.5 Uma norma natural para P)"("E; F) e tipos de

holomorfia

Tipos de holomorfia foram introduzidos por L. Nachbin [30] em 1969 e recentemente,
em [9], essa nogao foi modificada e chamada de tipo de holomorfia global. A relacdo entre
ideais de aplicagbes multilineares e tipos de holomorfia foram investigadas em [9].

De [32, Proposigao 4], sabe-se que

\
PePL("EF) & P e L5 ("E; F).

al,p

Agora, consideremos a funcao

PLU(ME F) — [0,400),

|| Hal,p : al,p

definida por

eV

P11

al,p *

-l

al,p

Desta forma, temos uma norma natural no espaco 73:1 ;” (”E F ) Com esta norma,

TLC’U

i o |l p) ¢ um ideal de Banach de polindmios.

a Proposicao 1.3.5 nos garante que (

al,p >’

Utilizando esse fato, mostraremos que (73"’5” ||‘||az,p) é um tipo de holomorfia global. As
técnicas foram adaptadas de [9, Teorema 9.6]. Nessa dire¢do, faremos antes a seguinte
proposicao.

al,p?

Proposicao 3.5.1 O ideal <£" NG p) possui a propriedade (B).

Demonstragao: Seja A € 522';’%(1?1, ..y By F). Como

A, (al + xﬁl) ,Qy + x§n)> — Ad(ay, ..., a,)

:A(al+$§-1),...,an+x§-"),a+0) — Alay, ..., an,a),
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entao

(Aa (a1 +x§1), N N xé")) — A, (aq, ... ,an))
j=1
= (A <a1 —|—x§-1), A —l—xgn),a—i— O) — Alaq, . .. ,an,a)> € Rad(F),

J=1

@\ u
sempre que (xj )j:1 € (y(E;).
Logo,
Ay € LB, ... By F).

al,p

Além disso, note que:

5 o\ 1/2
1] oo
/ er(t) (Aa (a1 + xgl), cey l‘gn)) — A, (aq, ... ,an)) dt
< 14,125, IT (ol + e ], )
. 1 J.
Como
. , o\ 1/2
/ Zfrj(t) <Aa <a1 + $§1), RN A xgm) Ay(ay, ,an)> dt
. 5\ /2
- / er(t) (A (a1 + xg-l), Ay +x§”),a + O) — Aay, . .. ,an,a)> dt
< i, IT (1t + o], ) .
segue que
[Aallcr, < 1AllG, all.
Portanto, £,/ tem a propriedade (B). [ |
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O préximo teorema ¢ fundamental para os nossos propdésitos, e se encontra provado em

[9, Teorema 3.2].

Teorema 3.5.2 ([9, Teorema 3.2]) Se o ideal de Banach M de aplicagées multilineares
possui a propriedade (B) com constante C, entdo o ideal de polindmios de Banach P é um

tipo de holomorfia global com constante o = 2C.

O préximo resultado é uma consequéncia imediata da Proposicao 3.5.1 e do Teorema

3.5.2.

Teorema 3.5.3 < proev

ol | W p) ¢ um tipo de holomorfia global.

3.6 Coeréncia e compatibilidade

Para finalizar este capitulo, mostraremos que a sequéncia de pares de ideais

(( Paiy s 1115 p) , <£Zle;, 115 p)) ¢ coerente e compativel com o ideal II,,, de acordo
n=1

com a nossa abordagem apresentada no capitulo anterior. Para tal, fazemos uma sequéncia
de proposicoes que nos conduzirao ao nosso objetivo.
Note que a préxima proposicao é ligeiramente diferente da Proposicao 3.2.7 e a

demonstragao é andloga & demonstragao da Proposicao 2.4.9.

Proposigﬁo 3.6.1 Seja P € P("E,F). Entio P € Py ("E;F) se, e somente se,
e L ("E; F).

al,p

Proposicao 3.6.2 Se P € 73”+1 ("B F) ea € E, entio P, € P ("E; F) e

al,p

ev

1Pall

lal -
al,p

<|F

al,p —
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u

Demonstragao: Sejam (acj);il € (*(E), e b e E. Observe que, por defini¢ao,

p
. ) 1/2
L IXn @@ orm) - ra) a
o ||5=1
5\ 1/2
1| o0 Y Y
— / er(t)<P(a,b—|—xj,...,b+xj)—P(a,b,...,b)> dt
o 5=

Como por hipétese, P € P;Ll;l’ev

ﬁzlzyl’ev ("HE; F ) e, consequentemente,
1 o] 2 1/2
/ > ri () (P (b+ ;) — P (b))]|| dt
o ||5=

(&)

P

-

ol (101+ @], )

al,p

Logo,
ev

lall -
al,p

IR < HP

Proposicao 3.6.3 SeT € L7 (Fy, ..., Ep1; F) e ay € By para algum k =1, . ..

al,p

entao Tak € ﬁn,ev (El, ey Ek—h Ek+1, ey En+1; F) (&

al,p

1Ty < T Nt laxll -

atp > 1 Hlarp
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Demonstragao: Sejam (:E(-i)> € (" (E;) e b; € E;. Note que o resultado segue de

1/2
bl—i—l’ o1 + 25 (k1) ,br11 +a:(k+1) o i

1| o T
. t @k (n+l) ;lt
Ty ( ) bn+1 + Z;
0

j=1
—Ta, b1y bk—1, b1y - o<y bygr)

2 1/2
b1+$(1),...,bk_1—|—$§» )ak+0 bk+ —|—$(+1)

oo J

1
= /0 Z 7 (1) O $(n+1) dt

—T (bl, .. .,bk,l,ak,bkﬂ, e 7bn+1)

=)L)

n+1
1715, lasl T (|b |+ \

z;ﬁk

Proposicao 3.6.4 Se T € L) (Ey,....,E;F) e v € E,.,, entio YT €
L (B B F) e

al,p

VTNl < IV MG -

Demonstragao: Sejam (mgk)> € Uy (Ey) e a, € Ey, para todo k = 1,...,n + 1. Note
j=1
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que
(n+1) o oy TIP \
1 || ©© n+1 1 n
'y<an +; )T(a + x; san + T )
/ S () o Y dt
0 Jj=1 - (an+1> T (a17 s 7an)
s ) 1/2
<[ O @) (7 (a4 2?) = T (a0 | e
0
7j=1
) 1/2
1 (o0
+ / Z i (t)y <x§n+1)> T (a1 + x§1) , Ay + x(n)) dt
0 -
j=1
k o0
< Il a1, TT (Hakl\ + (=) " )
k=1 = lw,p
(=) L, im0 T (fos +<4[)
- T k=1
Como
175, = 171
e
sup ax + 2| < (Haku +/(=5) ) ,
J 3=l p
segue da tltima desigualdade que
5 1/2

<an+1 + x(n+ )> T <a1 + xgl), e, Gyt xé")>

=7 (@) T (ar, .., an)

/01 20:;7"]‘ (t)
< (k:))j:le)

< I e 17157, T (naku +
(n+1)> T - ( (k))“’
CRuIN I ||alpkHl<Hak||+ )"
w,p)

n+1
k
= TG, I (Hakn (=)
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e o resultado estd provado. |

Proposicao 3.6.5 Se P € P, ("E; F) ey € E, entdo P € Pn+1 B F) e

17 Plla, < IVIHIPIG, -

Demonstracao: Sejam (z;)7°, € {; (E) e a € E. Note que
0 2\ 2
/ Z v(a+x;) P(a+x;) —v(a) P(a))|| dt
- ) o
<[ I>rn®r@P@se) - P d
:1 2 o
+ D i)y () Pla+ay)|| dt
j=1

1/2

er {JVD(a+xj,...,a+xj)—Jvﬂ(a,...,a)}

9 1/2

dt

1
+ /
0

< {171 lall

D ri () (x)) Pla+ ;)
j=1
V; ev
‘p

al,p

= Il el 1P, (||ar|+H<xj>§‘;1H ) il @] 1Plsu o+
w, w, 7

(||a||+H<a:j>§°;1H ) i@z, IPlsupla+ o)
w, w, j

O resultado segue utilizando os mesmos argumentos utilizados na demonstracao da

Proposicao 3.6.4. [ |

Fazendo uso das Proposicoes 3.6.1 a 3.6.5 e da Proposicao 2.1.6, obtemos o principal

resultado dessa secao, apresentado no préximo teorema:
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Teorema 3.6.6 A sequéncia <( PG p> ([," o | p>> é coerente e compativel
: =1

al,p ? al,p

com o tdeal Il .
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