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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma nova abordagem para avaliar extensões de ideais de

operadores lineares para multi-ideais e ideais de polinômios. Nossa abordagem estende os

conceitos de coerência e compatibilidade de ideais de polinômios. Além disso, mostramos

que o nosso método é capaz de �ltrar as principais extensões multilineares e polinomiais

conhecidas e eliminar possíveis construções arti�ciais.

Estudamos ainda as aplicações multilineares e polinômios quase somantes em todo

ponto, construindo uma norma para este espaço que torna tal classe um ideal de

polinômios/multi-ideal de Banach. Mostramos ainda que esta construção fornece uma

sequência de ideais coerentes e compatíveis.

Palavras-Chave:

Operadores quase somantes; Ideais de operadores; Ideais de polinômios; Espaços de

Banach.
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Abstract

This work presents a new approach to evaluate extensions of ideals of linear operators

to multi-ideals and ideals of polynomials. Our approach extends the concepts of coherence

and compatibility for ideals of polynomials. Furthermore, we show that our method is able

to �lter out the main multilinear and polynomials known extensions and eliminate possible

arti�cial constructions.

Applications to everywhere almost summing polynomials and multilinear mappings have

also been studied, building a norm on this space that makes this class a Banach ideal of

polynomials/Banach multi-ideal. We also show that this construction provides a coherent

and compatible sequence of ideals.

Key-Words:

Almost summing operators; Ideals of operators; Ideals of polynomials; Banach Spaces.
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Introdução

Os trabalhos de Alexandre Grothendieck [19, 20], na década de 50, são considerados

o ponto de partida da teoria de ideais de operadores. Neste trabalho, ele apresenta uma

demonstração diferente para o teorema de Aryeh Dvoretzky e Claude Ambrose Rogers,

onde é mostrado que em todo espaço de Banach de dimensão in�nita existem séries

incondicionalmente convergentes que não são absolutamente convergentes, além de introduzir

a essência do conceito de operador absolutamente somante. Porém, somente na década de

60, com os trabalhos de Albrecht Pietsch, Joram Lindenstrauss e Aleksander Pe÷czyński, as

idéias de Grothendieck começaram a ser melhor compreendidas e reescritas de forma mais

acessível. Desde então, essa teoria vem sendo de fundamental importância dentro da Análise

Funcional.

Nos anos 70, A. Pietsch [42] introduziu a teoria abstrata de ideais de operadores, vindo

em 1983 [43, 44] apresentar o conceito de ideais de aplicações multilineares cuja adaptação

para polinômios é imediata.

O desenvolvimento das teorias das classes especiais de polinômios homogêneos e

aplicações multilineares entre espaços de Banach tem-se mostrado bem sucedido, haja vista

a quantidade delas já estudadas, cada uma com a sua particularidade. Neste trabalho

estudamos os operadores quase somantes não lineares. Esta noção aparece na literatura

nos trabalhos [6, 8]. Para a teoria linear, fazemos referência ao livro clássico [17].

Ao longo do texto estaremos interessados em explorar o conceito de operadores quase

somantes em um dado ponto, obtendo uma norma com boas propriedades no espaço das
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Introdução

aplicações quase somantes em todo ponto.

Para os nossos propósitos, uma norma bem comportada é de fundamental importância,

pois ela é essencial para investigarmos o conceito de ideal de operadores. Com essa

norma também exploramos a noção de tipo de holomor�a, devido a Nachbin [30]. Nessa

direção, obtivemos sucesso ao mostrar que a classe em estudo de fato se trata de um ideal

multilinear de operadores, e o ideal dos polinômios um tipo de holomor�a global, conceito

esse introduzido por Botelho, Braunss, Junek e Pellegrino em [9].

No entanto, como sabemos que dado um ideal de operadores lineares I, existem, em

geral, vários ideais de polinômios e de aplicações multilineares associados ao mesmo ideal,

como é o caso do ideal dos absolutamente somantes, é natural nos questionarmos sobre a

qualidade desse novo ideal que estamos construindo.

Este fato serve de motivação para se criar mecanismos que apontem qual dessas

extensões é a melhor, ou seja, está se buscando respostas para a questão natural: dado um

ideal de operadores I, como de�nir um multi-ideal e um ideal de polinômios que preserve o

espírito de I? Seguindo nessa direção, métodos abstratos de de�nir quando uma extensão

multilinear (e polinomial) de um dado ideal de operadores é, em algum sentido, compatível

com o ideal linear foram recentemente discutidos por vários autores.

A ideia é que, dados inteiros positivos n1 e n2, os respectivos níveis de n1-linearidade

e n2-linearidade de um dado multi-ideal (ou ideal de polinômios) devem apresentar uma

relevante inter-conexão e também manter o espírito do nível original (n = 1).

Seguindo nessa linha, destacamos os trabalhos [10] e [14]. No primeiro, foram

introduzidos os conceitos de ideais de polinômios CUD e CSM. Esses conceitos são facilmente

generalizados para multi-ideais, como podemos encontrar em [37], e eles têm como objetivo

avaliar se uma determinada sequência de ideais de polinômios/multi-ideais tem um bom

relacionamento entre os diferentes níveis de n-linearidades.

No segundo trabalho, Carando et al apresentam a noção de coerência e compatibilidade

para um ideal de polinômios, onde uma sequência de ideais de polinômios é dita coerente se os

ideais mantêm uma boa relação com os níveis imediatamente superior e inferior. Essa noção

xi



Introdução

de ideais coerentes, assim como mencionado no trabalho original, é bastante semelhante

à noção de ideais CUD/CSM. Já a compatibilidade diz respeito à relação de um ideal de

polinômios com o ideal linear.

Sem dúvida, o conceito de coerência e compatibilidade tem acrescentado uma importante

contribuição à teoria dos ideais dos polinômios. No entanto, algo parecia ainda incompleto,

devido ao surgimento de um importante inconveniente. Isto é, a sequência canônica (Pk)
N
k=1

composta de ideais de polinômios k-homogêneos com a norma do sup deixa de ser coerente

quando considerada sobre o corpo dos números reais.

Sendo assim, um dos principais objetivos desse trabalho é a introdução de um critério

geral claro para decidir se uma generalização multilinear e polinomial de um dado ideal de

operadores tem um comportamento que possa ser considerado "adequado". Nosso critério

será de�nido simultaneamente para pares de ideais de polinômios e multi-ideais.

Em resumo, os principais objetivos desse trabalho são:

(i) Apresentar uma nova noção de coerência e compatibilidade, onde são considerados

uma sequência de pares composta por um ideal de polinômios n-homogêneos e um ideal de

aplicações n-lineares. Além disso, veri�camos que o nosso novo conceito consegue �ltrar

algumas extensões existentes na literatura que possuia boas propriedades.

(ii) Exibimos uma extensão multilinear e polinomial de um operador quase somante,

caracterizamos esse espaço e introduzimos uma norma, além de mostrarmos que com essa

norma, esse espaço se torna um espaço de Banach. Mostramos ainda que com essa norma,

esse espaço é um multi-ideal normado e junto com o ideal de polinômios gerado por esse

multi-ideal temos uma sequência coerente e compatível.

xii



Capítulo 1

Ideais de aplicações n-lineares e

polinômios entre espaços de Banach

Neste primeiro momento, apresentaremos algumas de�nições que serão utilizadas ao

longo de todo o texto, e alguns resultados preliminares que servirão para que o leitor se

familiarize com as ferramentas usadas nos capítulos subsequentes.

Dentre as de�nições e resultados apresentados, destacamos as aplicações n-lineares

simétricas e os polinômios n-homogêneos contínuos, bem como as suas relações.

Apresentamos ainda a noção de derivada de polinômio e os conceitos de polinômios e

aplicações de tipo �nito. Esses conceitos serão muito úteis durante a de�nição de ideais

de operadores lineares, ideais de aplicações multilineares e ideais de polinômios que são

de�nidos logo em seguida.

Ainda neste primeiro capítulo, introduzimos o conceito de ideal de polinômios gerado

por um ideal de aplicações multilineares. Na realidade essa é apenas mais uma, dentre

tantas maneiras de se gerar um ideal de polinômios. O mesmo acontece com um ideal de

aplicações multilineares, ou seja, dado um ideal linear, podem existir diferentes maneiras

de se gerar o ideal de aplicações multilineares. Dessa forma, �ca evidente a necessidade da

existência de uma teoria para avaliar essas possíveis extensões. Nesse sentido, existem na

literatura diversos trabalhos que têm esse objetivo como uma das metas principais. Aqui,

1



Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

listamos as principais abordagens, como é o caso dos ideais coerentes/compatíveis, ideais

CUD/CSM, tipos de holomor�a e tipos de holomor�a globais. Enunciamos ainda alguns

resultados importantes desta teoria.

1.1 Aplicações n-lineares e polinômios

Ao longo deste trabalho E;E1; :::; En; F denotarão espaços de Banach sobre R ou C

e E 0 o dual topológico de E: A bola unitária fechada de E será representada por BE.

Dado um inteiro positivo n � 2; o espaço de Banach de todas as transformações n-lineares

contínuas de E1 � � � � � En em F com a norma do sup será denotado por L(E1; :::; En;F ).

Se E1 = � � � = En = E, escrevemos L(E1; :::; En;F ) = L(nE;F ), e L (E1; : : : ; En)

representará L (E1; : : : ; En;K). Em alguns casos, e dependendo da conveniência, escrevemos

L(E1; :::; En;F ) = Ln(E1; :::; En;F ) e Ln(nE;F ) = L(nE;F ).

De�nição 1.1.1 Uma aplicação n-linear A é dita simétrica se A (x1; : : : ; xn) =

A
�
x�(1); : : : ; x�(n)

�
para toda permutação � de f1; : : : ; ng e todos x1; : : : ; xn.

De�nição 1.1.2 Seja n 2 N. Uma aplicação P : E ! F é um polinômio n-homogêneo

contínuo se existe uma aplicação n-linear A 2 L (nE;F ) tal que P (x) = A (x; : : : ; x) para

todo x 2 E. Neste caso, dizemos que P é um polinômio associado a A, e denotamos P =
^

A.

O conjunto de todos os polinômios n-homogêneos contínuos de E em F é denotado por

P(nE;F ), que é um espaço de Banach quando munido com a norma

kPk = sup
x2BE

kP (x)k :

Assim como no caso multilinear, as vezes escrevemos Pn(nE;F ) = P(nE;F ).

Dado um polinômio n-homogêneo P existem muitas aplicações n-lineares que satisfazem

a condição da de�nição acima, porém existe apenas uma que é simétrica. Esta aplicação n-

2



Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

linear que é simétrica, denotada por
_

P , pode ser obtida de P via Fórmula de Polarização

(veja [22, 29]):
_

P (x1; : : : ; xn) =
1

2nn!

X

"i=�1

"1 : : : "nP

 
nX

i=1

"ixi

!
:

Denotaremos por Ls (nE;F ) o espaço das aplicações contínuas n-lineares simétricas de

E em F . Este conjunto, quando equipado com a norma

kAk = sup fkA (x1; : : : ; xn)k ;x1; : : : ; xn 2 BEg

é um espaço de Banach. Por [30, Proposição 1, Cap 3] temos






^

A





 � kAk �
nn

n!






^

A





 ;

e isto implica que a aplicação

P (nE;F )! Ls (
nE;F )

P 7�!
_

P

é um isomor�smo topológico de espaços vetoriais.

Dados P 2 P (nE;F ), a 2 E e 0 � k � n, de�nimos o polinômio Pak 2 P
�
n�kE;F

�

por

Pak (x) =
_

P
�
ak; xn�k

�
=

_

P

 
kz }| {

a; : : : ; a;

n�kz }| {
x; : : : ; x

!
;

e dizemos que o polinômio Pak é obtido de P �xando k variáveis iguais a a. Para k = 1,

escrevemos Pa em vez de Pa1 . A k-ésima derivada de um polinômio P é a aplicação
^

dkP : E ! P
�
kE;F

�
de�nida por

^

dkP (x)

k!
(y) =

�
n

k

�
Pxn�k (y) ;

3



Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

de onde concluímos que
^

dkP 2 P
�
n�kE;P

�
kE;F

��
:

De igual modo, podemos de�nir dkP : E ! Ls
�
kE;F

�
por

dkP (x)

k!
(y1; : : : ; yk) =

�
n

k

�
_

P
�
xn�k; y1; : : : ; yk

�
;

e

dkP 2 P
�
n�kE;Ls

�
kE;F

��

para todo k = 0; : : : ; n.

De�nição 1.1.3 Sejam E1; : : : ; En e F espaços vetoriais, '1 2 E 01; : : : ; 'n 2 E
0
n e b 2 F . A

aplicação A : E1 � � � � � En ! F de�nida por

A (x1; : : : ; xn) = '1 (x1) � � �'n (xn) b

é claramente n-linear. Uma combinação linear �nita de aplicações n-lineares desse tipo é

chamada de aplicação n-linear de tipo �nito. A forma geral de uma aplicação n-linear de

tipo �nito de E1 � � � � � En em F é então

A(x1; : : : ; xn) =

kX

i=1

'i1(x1) : : : '
i
n(xn)bi;

onde 'ij 2 E 0j e bi 2 F para i = 1; : : : ; k e j = 1; : : : ; n. O conjunto de todas as aplicações

n-lineares de tipo �nito é denotado por Lf (E1; : : : ; En;F ).

De�nição 1.1.4 Um polinômio P 2 P(nE;F ) é dito de tipo �nito se existir k 2 N tal que

P (x) =

kX

i=1

('i (x))
n bi;

4



Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

onde 'i 2 E 0, bi 2 F e i = 1; : : : ; k. O conjunto de todos os polinômios n-homogêneos

contínuos de tipo �nito será denotado por Pf (nE;F ).

1.2 Ideais de aplicações multilineares

A teoria de ideais de operadores é essencialmente devida a A. Pietsch [44], cuja

adaptação para polinômios é imediata. Para a teoria de polinômios e aplicações multilineares

fazemos referência à bibliogra�a [22, 29].

De�nição 1.2.1 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os

operadores lineares contínuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer espaços de

Banach E e F , sua componente

I (E;F ) := L (E;F ) \ I

satisfaz:

(Oa) I(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F ) que contém os operadores de tipo

�nito;

(Ob) A propriedade de ideal: se u 2 L(E;F ), v 2 I(F ;G) e t 2 L(G;H), então

t � v � u 2 I(E;H):

Além disso, se existe uma função k�kI : I ! [0;1[ tal que:

(O1) A função k�kI restrita à componente I (E;F ) é uma norma para todos E e F

espaços de Banach;

(O2) O funcional IK : K! K dado por IK (�) = � é tal que kIKkI = 1;

(O3) Se u 2 L(E;F ), v 2 I(F ;G) e t 2 L(G;H), então a composição satisfaz

ku � v � tkI � kuk kvkI ktk ;

5



Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

o ideal (I; k�kI) é um ideal normado de operadores. Mais ainda, se todas as componentes

I (E;F ) são subespaços completos relativamente à norma k�kI dizemos que (I; k�kI) é um

ideal de Banach.

Dizemos que um ideal de operadores I é um ideal fechado se todas as componentes

I (E;F ) são subespaços fechados em L(E;F ) em relação a norma usual de operadores.

Assim, se I é um ideal fechado, cada componente I (E;F ) é um subespaço completo

relativamente à norma induzida.

O conceito de multi-ideal é também devido a A. Pietsch [44]. Para cada n 2 N, vamos

denotar Ln como a classe de todos os operadores n-lineares contínuos entre espaços de

Banach.

De�nição 1.2.2 Um ideal de aplicações multilineares (ou multi-ideal) M é uma subclasse

da classe L =
1S
n=1

Ln de todas aplicações multilineares contínuas entre espaços de Banach,

cujas componentes

Mn(E1; : : : ; En;F ) := Ln(E1; : : : ; En;F ) \M

satisfazem, para todos E1; : : : ; En e F :

(Ma) Mn(E1; : : : ; En;F ) é um subespaço vetorial de Ln(E1; : : : ; En;F ) que contém as

aplicações n-lineares de tipo �nito;

(Mb) A propriedade de ideal: se A 2 Mn(E1; : : : ; En;F ), uj 2 L1(Xj;Ej) para

j = 1; : : : ; n e t 2 L1(F ;Y ), então

tA(u1; : : : ; un) 2Mn(X1; : : : ; Xn;Y ):

Além disso, quando existe uma função k�kM :M! [0;1[ que satisfaça

(M1) k�kM restrito aMn(E1; : : : ; En;F ) é uma norma (respectivamente, quasi-norma)

para quaisquer E1; : : : ; En e F , para todo número natural n;

(M2) kAn : K
n ! K; An (x1; : : : ; xn) = x1 : : : xnkM = 1 para todo n;
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Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

(M3) Se A 2 Mn(E1; : : : ; En;F ), uj 2 L1(Xj;Ej) para j = 1; : : : ; n e t 2 L1(F ;Y )

então

kt � A � (u1; : : : ; un)kM � ktk kAkM ku1k : : : kunk ;

M é dito um ideal normado (respectivamente, quasi-normado) de aplicações multilineares.

Quando todas as componentes Mn(E1; : : : ; En;F ) são completas com essa (quasi-) norma

M é dito um multi-ideal (quasi-) Banach.

Para um ideal de aplicações multilineares �xadoM e n 2 N, a classe

Mn := [E1;:::;En;FM (E1; : : : ; En;F )

é chamado de ideal de aplicações n-lineares.

Um ideal de Banach de aplicações n-lineares, denotado porMn é dito ser fechado se a

sua norma é a norma usual do sup e cada componenteMn (E1; : : : ; En;F ) é um subespaço

fechado de Ln (E1; : : : ; En;F ). Um ideal de BanachM de aplicações multilineares é fechado

se cadaMn é fechado.

1.3 Como criar ideais de aplicações multilineares e de

polinômios a partir de um ideal de operadores

1.3.1 Multi-ideais vs ideais de operadores

Quando se de�ne um ideal de aplicações multilineares a partir de um ideal de operadores,

uma preocupação natural é que essa de�nição seja uma boa generalização do ideal original.

Seguindo essa linha, existem na literatura [9, 10, 14] algumas características de ideais de

aplicações multilineares que, sob determinados critérios, ajudam nessa avaliação, como por

exemplo:
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Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

De�nição 1.3.1 (Ideal CUD [37]) Um ideal de aplicações multilinearesM é fechado para

diferenciação (CUD) se, para todos n, E1, : : :, En, F e T 2M (E1; : : : ; En;F ) tivermos que

todo operador linear obtido �xando n� 1 vetores a1, : : :, aj�1, aj+1, : : :, an em T pertence a

M (Ej;F ), para todo j = 1, : : :, n.

De�nição 1.3.2 (Ideal CSM [37]) Um ideal de aplicações multilinearesM é fechado para

multiplicação por escalar (CSM) se, para todo n, E1, : : :, En, F , T 2 M (E1; : : : ; En;F ) e

' 2 E 0n+1 a aplicação 'T 2M (E1; : : : ; En; En+1;F ) :

As de�nições acima têm o objetivo de determinar se os níveis de n-linearidades de um

idealM têm uma certa harmonia entre si.

1.3.2 Ideais de polinômios vs ideais de operadores

A de�nição de ideal de polinômios segue linhas análogas às da de�nição de multi-ideal.

Assim, para cada n 2 N, vamos denotar por Pn a classe de todos os polinômios n-homogêneos

contínuos entre espaços de Banach.

De�nição 1.3.3 (Ideal de Polinômios) Um ideal de polinômios homogêneos,

ou simplesmente ideal de polinômios, é uma subclasse Q da classe P =
1S
n=1

Pn de todos

os polinômios homogêneos contínuos entre espaços de Banach tal que para todo n 2 N e

todos espaços de Banach E e F , as componentes

Qn (
nE;F ) := Pn (

nE;F ) \Q

satisfazem:

(Pa) Qn (
nE;F ) é um subespaço vetorial de Pn (nE;F ) que contém os polinômios n-

homogêneos de tipo �nito.
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(Pb) A propriedade de ideal: Se u 2 L1 (G;E), P 2 Qn (
nE;F ) e t 2 L1 (nE;F ), então

t � P � u 2 Qn (
nG;H) :

Se existir uma função k�kQ : Q ! [0;1[ satisfazendo

(P1) Para cada n existe 0 < pn � 1 tal que k�kQ restrito a Qn(
nE;F ) é uma pn-norma

para todos espaços de Banach E, F ;

(P2) kPn : K! K; Pn (�) = �nkQ = 1 para todo n;

(P3) Se u 2 L1(G;E), P 2 Qn(
nE;F ) e t 2 L1(F ;H), então

kt � P � ukQ � ktk kPkQ kuk
n ;

então Q é dito um ideal de polinômios quasi-normados (normado se pn = 1 para todo n).

Além disso, se todas as componentes Qn (
nE;F ) são subespaços completos relativamente à

quasi-norma k�kQ, dizemos que
�
Q; k�kQ

�
é um ideal quasi-Banach (Banach, se para todo n,

pn = 1) de polinômios. Para um ideal de polinômios Q �xado e n 2 N, a classe

Qn := [E;FQ (
nE;F )

é chamada de um ideal de polinômios n-homogêneos. Se Q é um ideal de polinômios,

de�nimos

Q
�
0E;F

�
= F

para todos espaços de Banach E e F .

Ideais de polinômios fechados são de�nidos de uma maneira similar ao caso dos ideais

das aplicações multilineares.

De�nição 1.3.4 Se M =(Mn)
1
n=1 é um multi-ideal (quasi-) normado, pode-se de�nir
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(Pn
M)

1
n=1 dizendo que P 2 P

n
M (

nE;F ) se, e somente se,
_

P 2Mn (
nE;F ) e

kPkPn
M
:=






_

P






Mn

:

Proposição 1.3.5 ([9, página 46]) Se M =(Mn)
1
n=1 é um multi-ideal (quasi-) Banach,

então PM : =
�
Pk
M

�1
k=1

é um ideal de polinômios de (quasi-) Banach, e é chamado de ideal

de polinômios gerado porM.

A seguir destacamos propriedades que foram introduzidas nos últimos anos para,

de certa forma, avaliar quando multi-ideais são boas generalizações de certos ideais de

operadores.

De�nição 1.3.6 (Propriedade (B)) � Uma aplicação (n+1)-linear A 2 L(nE;G;F )

é dita simétrica nas primeiras n variáreis se

A(x1; : : : ; xn; y) = A(x�(1); : : : ; x�(n); y)

para toda permutação � do conjunto f1; : : : ; ng e para todos x1; : : : ; xn 2 E e y 2 G.

� Dados A 2 L(E1; : : : ; En;F ) e a 2 En de�nimos Aa 2 L(E1; : : : ; En�1;F ) por

Aa(x1; : : : ; xn�1) = A(x1; : : : ; xn�1; a):

� Seja I uma classe de aplicações multilineares contínuas entre espaços de Banach tal

que para todos n 2 N e espaços de Banach E1; : : : ; En, F , a componente

I(E1; : : : ; En;F ) := L(E1; : : : ; En;F ) \ I

é um subespaço vetorial de L(E1; : : : ; En;F ) equipado com uma quasi-norma denotada

por k � kI. Dizemos que I tem a propriedade (B) se existe C � 1 tal que para cada

10



Capítulo 1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios entre espaços de Banach

n 2 N, e cada espaço de Banach E e F e todo A 2 I(nE;K;F ) simétrica nas primeiras

n variáveis,

A1 2 I(
nE;F ) e kA1kI � CkAkI :

A terminologia "propriedade B"foi introduzida em [9] e o termo "B"foi usado em

homenagem a H.-A. Braunss que em sua tese de doutorado [12] trabalhou essencialmente

com essa propriedade.

De�nição 1.3.7 (Ideal CSM / CUD [10]) Seja Q um ideal de polinômios. Dados n 2

N, E e F , dizemos que:

(i) Q é fechado com relação à diferenciação para n, E e F se d̂P (a) 2 Q (E;F ) para

todos a 2 E e P 2 Q (nE;F ), onde d̂P (a) é a derivada do polinômio P no ponto a.

(ii) Q é fechado com relação à multiplicação por escalar para n, E e F se 'P 2

Q (n+1E;F ) para todos ' 2 E 0 e P 2 Q (nE;F ) :

Quando (i) e/ou (ii) for verdadeiro para todos n, E e F diremos que Q é um ideal CUD

e/ou CSM.

De�nição 1.3.8 (Ideais Compatíveis [14]) Seja U um ideal quasi-normado de

operadores lineares. Diremos que o ideal quasi-normado Un de polinômios n-homogêneos

é compatível com U (ou que Un e U são compatíveis) se existem constantes positivas �1 e �2

tais que para todos espaços de Banach E e F , as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Para todos P 2 Un (E;F ) e a 2 E, Pan�1 pertence a U (E;F ) e

kPan�1kU(E;F ) � �1 kPkUn(E;F ) kak
n�1 :

(ii) Para todos T 2 U (E;F ) e 
 2 E 0, 
n�1T pertence a Un (E;F ) e




n�1T



Un(E;F )

� �2 k
k
n�1 kTkU(E;F ) :

De�nição 1.3.9 (Ideais Coerentes [14]) Considere a sequência fUkgNk=1, onde para cada

k, Uk é um ideal quasi-normado de polinômios k-homogêneos quasi-normado e N é
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eventualmente in�nito. Diremos que fUkgk é uma sequência coerente de ideais de polinômios

se existem constantes positivas �3 e �4 tais que para quaisquer espaços de Banach E e F , as

seguintes condições são satisfeitas para k = 1; : : : ; N � 1:

(i) Para todos P 2 Uk+1 (E;F ) e a 2 E, Pa pertence a Uk (E;F ) e

kPakUk(E;F ) � �3 kPkUk+1(E;F ) kak :

(ii) Para todos P 2 Uk (E;F ) e 
 2 E 0, 
P pertence a Uk+1 (E;F ) e

k
PkUk+1(E;F ) � �4 k
k kPkUk(E;F ) :

O próximo resultado, que nos permite deduzir relações entre ideais de operadores a

partir dos ideais de polinômios, foi provado por Carando, Dimant e Muro em [14] no ano de

2009. Este mesmo resultado aparece com uma terminologia diferente em [10].

Proposição 1.3.10 ([14], Proposição 1.6) (a) Sejam Un e Bn ideais normados de

polinômios n-homogêneos compatíveis com U e B respectivamente. Se para alguns E e F ,

Un (E;F ) � Bn (E;F ), então U (E;F ) � B (E;F ).

(b) Sejam fUkgk e fBkgk sequências coerentes. Se para alguns E e F e algum k0,

Uk0 (E;F ) � Bk0 (E;F ) ; então Uk (E;F ) � Bk (E;F ) para todo k � k0.

Os próximos dois resultados foram mostrados em [14] e são uma espécie de recíproca

para as condições (i) e (ii) das de�nições 1.3.8 e 1.3.9.

Lema 1.3.11 ([14, Lema 1.4]) Seja Un um ideal normado de polinômios n-homogêneos

contínuos compatível com U e seja T 2 L (E;F ). Então:

(a) T 2 U (E;F ) se, e somente se, 
n�1T pertence a Un (E;F ) para todo 
 2 E 0.

(b) T 2 U (E;F ) se, e somente se, existem P 2 Un (E;F ) e a 2 E tais que T = Pan�1 :

Lema 1.3.12 ([14, Lema 1.5]) Sejam fUkgk uma sequência coerente de ideais normados

de polinômios homogêneos e P 2 Pk (E;F ). Então:
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(a) P 2 Uk (E;F ) se, e somente se, 
P pertence a Uk+1 (E;F ) para todo 
 2 E 0.

(b) P 2 Uk (E;F ) se, e somente se, existem Q 2 Uk+1 (E;F ) e a 2 E tais que P = Qa.

O conceito de ideais compatíveis surge com o intuito de relacionar os ideais de polinômios

com os ideais de operadores, enquanto que o conceito de ideais coerentes relaciona os ideais

de polinômios de graus diferentes.

Os conceitos acima, de certa forma, remontam à ideia de tipos de holomor�a, devida a

Leopoldo Nachbin:

De�nição 1.3.13 (Tipo de Holomor�a [30]) Sejam E e F espaços de Banach. Um tipo

de holomor�a PH entre E e F é uma classe de polinômios homogêneos entre E e F tal que

para todo n natural, a componente

PH (
nE;F ) := P (nE;F ) \ PH

é um subespaço vetorial de P (nE;F ), que é um espaço de Banach quando munido com a

norma P 7! kPkH , e

(i) PH (
0E;F ) = F , como um espaço vetorial normado,

(ii) Existe � � 1 tal que para todos k, n 2 N, k � n, a 2 E e P 2 PH (
nE;F ),

d̂kP (a) 2 PH
�
kE;F

�
e 





1

k!
d̂kP (a)






H

� �n kPkH kak
n�k ;

onde d̂kP (a) é a k-ésima derivada de P em a.

No contexto de ideais de polinômios, foi introduzida em [9] uma reformulação da

de�nição acima. Para a de�nição de Nachbin [30], a noção de tipos de holomor�a baseava-se

entre dois espaços de Banach E e F �xos, o que não é mais utilizado na nova abordagem.

De�nição 1.3.14 (Tipo de Holomor�a Global [9]) Um tipo de holomor�a global PH é

uma classe de polinômios homogêneos entre espaços de Banach tal que para todo n natural
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e quaisquer espaços de Banach E e F , a componente

PH (
nE;F ) := P (nE;F ) \ PH

é um subespaço vetorial de P (nE;F ), que é um espaço de Banach quando munido com a

norma P 7! kPkH , e

(i) PH (
0E;F ) = F , como um espaço vetorial normado para todo E e F ;

(ii) Existe � � 1 tal que para todos espaço de Banach E e F , n 2 N, k � n, a 2 E e

P 2 PH (
nE;F ), d̂kP (a) 2 PH

�
kE;F

�
e






1

k!
d̂kP (a)






H

� �n kPkH kak
n�k ;

onde d̂kP (a) é a k-ésima derivada de P em a.

Observação 1.3.15 Note que:

(a) Se um ideal de polinômios possui a propriedade (i) da De�nição 1.3.8, então esse

ideal é CSM.

(b) Se um ideal de polinômios possui a propriedade (ii) da De�nição 1.3.9, então o ideal

é CUD.

(c) Se um ideal de polinômios possui a propriedade (i) da De�nição 1.3.9, então o ideal

possui a propriedade (B).

Além disso, sequências coerentes são sempre tipos de holomor�a global.

Foi provado em [9] que se um multi-ideal de Banach M tem a propriedade (B) com

constante C, então o ideal de Banach PM de polinômios é um tipo de holomor�a global

com constante � = 2C. Além disso, foi provado também que seM é um multi-ideal CSM,

fechado e simétrico, entãoM tem a propriedade (B) (com constante C = 1) se, e somente se,

PM é um tipo de holomor�a global (com a melhor constante � � 2). Além disso, foi provada

em [9] uma série de resultados que relacionam tipos de holomor�a com a propriedade (B).

São eles:
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Proposição 1.3.16 ([9], Proposição 8.2) Toda classe de polinômios homogêneos com a

propriedade (B) com constante C tal que as componentes são espaços quasi-Banach é um

tipo de quasi-holomor�a global (tipo de holomor�a global se as componentes são espaços de

Banach) com constante � = 2C.

Proposição 1.3.17 ([9], Proposição 8.4) Seja Q um ideal fechado de polinômios entre

espaços de Banach complexos. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) Q tem a propriedade (B) (com melhor constante C = e).

(b) Q é um tipo de holomor�a global (com melhor constante � � 2e).

(c) Para todos n, E e F , Pa 2 Q (n�1E;F ) sempre que P 2 Q (nE;F ) e a 2 E.

Proposição 1.3.18 ([9], Proposição 8.5) Todo ideal fechado de polinômios entre espaços

de Banach reais não possui a propriedade (B).

Sabemos que dado um ideal linear, sempre é possível estendê-lo a um multi-ideal, pelo

menos num sentido abstrato (para detalhes, veja [7]). Contudo, a construção adequada de

uma extensão multilinear e polinomial inspira alguns cuidados, uma vez que existe uma

preocupação natural de se indicar com precisão quando um dado ideal multilinear/polinomial

é uma boa generalização do ideal linear. Essa preocupação basicamente se resume na

seguinte questão: dados inteiros positivos n1 e n2, os respectivos níveis de n1-linearidade

e n2-linearidade necessitam ter alguma interconexão e obviamente uma forte relação com o

nível original (n = 1).

Nessa direção, têm sido desenvolvidos diversos trabalhos (veja por exemplo [9, 10, 14]),

tendo sido criados os conceitos de ideais CUD, CSM, ideais coerentes/compatíveis e tipos de

holomor�a globais que foram apresentados nessa seção.

Não há dúvidas que os conceitos de ideais de polinômios coerentes e compatíveis têm

uma importante contribuição na teoria de ideais de polinômios. No entanto, como um ideal

de operadores I pode ser sempre estendido a um multi-ideal e a um ideal de polinômios,

concluímos que não há razões aparentes para se considerar os conceitos de compatibilidade e
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coerência apenas para polinômios (ou apenas para aplicações multilineares separadamente).

Nesse sentido, apresentaremos no próximo capítulo uma proposta que oferece signi�cantes

variações dessas noções, considerando os pares (Uk;Mk)
1
k=1, onde (Uk)

1
k=1 é um ideal de

polinômios e (Mk)
1
k=1 é um multi-ideal. Logo, esta nova abordagem trata simultaneamente

de polinômios e operadores multilineares e, é claro, exige alguma harmonia entre (Uk)
1
k=1 e

(Mk)
1
k=1.

É muito importante destacar que, como enunciamos na Proposição 1.3.18, para o caso do

corpo dos números reais, a sequência canônica (Pk)
1
k=1, composta pelos ideais dos polinômios

k-homogêneos contínuos com a norma do sup, não é coerente de acordo com a De�nição 1.3.9

(esta observação aparece no artigo original [14] e é baseada em estimativas para as normas

de certos polinômios homogêneos usados em [9, Proposição 8.5]). Este resultado parece

ser desconfortável, uma vez que a sequência canônica (Pk)
1
k=1 deveria ser um protótipo da

essência da coerência. Usando a abordagem que será introduzida no próximo capítulo, será

possível provar que o par (Pk;Lk)
1
k=1, composto por ideais de polinômios k-homogêneos

contínuos e os operadores k-lineares contínuos com a norma do sup, é coerente e compatível

com o ideal dos operadores lineares contínuos.
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Capítulo 2

Coerência e Compatibilidade: uma

nova abordagem

No presente capítulo oferecemos ao leitor uma nova abordagem para as noções

de coerência e compatibilidade, considerando pares de ideais, compostos por ideais de

polinômios e ideais de aplicações multilineares.

Segundo a nossa de�nição de coerência e compatibilidade, coerência não necessariamente

implica em compatibilidade; além disso eliminamos um importante inconveniente que aparece

no trabalho original: a sequência canônica dos polinômios contínuos não era coerente quando

considerada sobre o corpo dos números reais.

Além disso, mostramos, através de exemplos concretos, que nossa nova abordagem

parece exigir uma harmonia adequada entre os polinômios a as aplicações multilineares

pertencentes aos pares de ideais.

No �nal do capítulo apresentamos uma versão mais forte da noção de coerência e

compatibilidade, além de um exemplo onde �ca claro que a nossa nova de�nição de coerência

e compatibilidade em pares, além de selecionar os bons pares de extensões, elimina possíveis

construções arti�ciais.
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2.1 Coerência e compatibilidade para pares de ideais

De agora em diante (Uk;Mk)
N
k=1 é umaN -upla de pares, onde cada Uk é um ideal (quasi-)

normado de polinômios k-homogêneos e cada Mk é um ideal (quasi-) normado de aplicações

k-lineares. O parâmetro N pode ser eventualmente in�nito. Motivado pelo argumento de

que as noções de compatibilidade e coerência devem ser de�nidas simultaneamente para

polinômios e aplicações multilineares, propomos a seguinte de�nição:

De�nição 2.1.1 (Par de ideais compatíveis) Sejam U um ideal normado de operadores

e N 2 (Nr f1g) [ f1g. Uma sequência (Un;Mn)
N
n=1, onde U1 = M1 = U , é compatível

com U se existem constantes positivas �1, �2, �3 e �4 tais que para quaisquer espaços de

Banach E;E1; : : : ; Ek e F , as seguintes condições são verdadeiras para todo n 2 f2; : : : ; Ng :

(CP1) Se k 2 f1; : : : ; ng, T 2Mn (E1; : : : ; En;F ) e aj 2 Ej para todo j 2 f1; : : : ; ngr

fkg, então

Ta1;:::;ak�1;ak+1;:::;an 2 U (Ek;F )

e


Ta1;:::;ak�1;ak+1;:::;an




U
� �1 kTkMn

ka1k : : : kak�1k kak+1k : : : kank :

(CP2) Se P 2 Un (nE;F ) e a 2 E, então Pan�1 2 U (E;F ) e

kPan�1kU � �2






_

P






Mn

kakn�1 :

(CP3) Se u 2 U (En;F ) e 
j 2 E 0j para todo j = 1; : : : ; n� 1, então


1 � � � 
n�1u 2Mn (E1; : : : ; En;F )

e

k
1 � � � 
n�1ukMn
� �3 k
1k � � � k
n�1k kukU :
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(CP4) Se u 2 U (E;F ), 
 2 E 0, então 
n�1u 2 Un (nE;F ) e




n�1u



Un
� �4 k
k

n�1 kukU :

(CP5) P pertence a Un (nE;F ) se, e somente se,
_

P pertence aMn (
nE;F ).

De�nição 2.1.2 (Par de ideais coerentes) Sejam U um ideal normado de operadores e

N 2 N[f1g. Uma sequência (Uk;Mk)
N
k=1, onde U1 = M1 = U , é coerente se existem

constantes positivas �1, �2, �3 e �4 tais que para quaisquer espaços de Banach E1; : : : ; En e

F as seguintes condições são satisfeitas para k = 1; : : : ; N � 1:

(CH1) Se T 2Mk+1 (E1; : : : ; Ek+1;F ) e aj 2 Ej para j = 1; : : : ; k + 1, então

Taj 2Mk (E1; : : : ; Ej�1; Ej+1; : : : ; Ek+1;F )

e


Taj




Mk

� �1 kTkMk+1
kajk :

(CH2) Se P 2 Uk+1
�
k+1E;F

�
e a 2 E, então Pa 2 Uk

�
kE;F

�
e

kPakUk � �2






_

P






Mk+1

kak :

(CH3) Se T 2Mk (E1; : : : ; Ek;F ) e 
 2 E 0k+1, então 
T 2Mk+1 (E1; : : : ; Ek+1;F ) e

k
TkMk+1
� �3 k
k kTkMk

:

(CH4) Se P 2 Uk
�
kE;F

�
e 
 2 E 0, então 
P 2 Uk+1

�
k+1E;F

�
e

k
PkUk+1 � �4 k
k kPkUk :

(CH5) Para cada k = 1; : : : ; N , P pertence a Uk
�
kE;F

�
se, e somente se,

_

P pertence
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aMk

�
kE;F

�
.

Observação 2.1.3 Somos gratos às valiosas sugestões do Professor Geraldo Botelho,

durante a confecção dos axiomas de par de ideais compatíveis e coerentes aqui apresentados.

Observação 2.1.4 Note que a De�nição 2.1.1 é bastante diferente do conceito de

compatibilidade introduzido por Carando et al. Por exemplo, a nossa abordagem exige

constantes �1, �2, �3 e �4 universais (que não dependem de n). É também importante

mencionar que uma sequência coerente (Uk;Mk)
N
k=1 não é necessariamente compatível com

U1. Se �1 = �2 = �3 = �4 = 1, então a coerência de uma sequência (Uk;Mk)
N
k=1 implica

facilmente na compatibilidade com U1, como veremos na próxima proposição.

Antes de enunciar tal resultado, provaremos um lema que será usado na demonstração.

Lema 2.1.5 Se P 2 P (nE;F ) e a 2 E, então (Pa)
_ =

_

P a.

Demonstração: Se P , Q 2 P (nE;F ) e
_

P (x; : : : ; x) =
_

Q (x; : : : ; x) para todo x 2 E,

então
_

P =
_

Q. De fato, pela fórmula de polarização temos

_

P (x1; : : : ; xn) =
1

2nn!

X

"i=�1

"1 � � � "nP

 
nX

"i=1

"ixi

!
=

1

2nn!

X

"i=�1

"1 � � � "nQ

 
nX

"i=1

"ixi

!

=
_

Q (x1; : : : ; xn) :

Assim, para concluir a demonstração, é su�ciente observar que

(Pa)
_ (x; : : : ; x) = Pa (x) =

_

P (a; x; : : : ; x) =
_

P a (x; : : : ; x) :

�
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Proposição 2.1.6 Se (Un;Mn)
N
n=1 é coerente, com constantes �1 = �2 = �3 = �4 = 1,

então é compatível com o ideal U1 =M1 = U .

Demonstração: Seja T 2Mn (E1; : : : ; En;F ). Então por (CH1) temos que

Ta1 2Mn�1 (E2; : : : ; En;F )

e

kTa1kMn�1
� kTkMn

ka1k :

Novamente, por (CH1), obtemos

kTa1a2kMn�2
� kTa1kMn�1

ka2k � kTkMn
ka1k ka2k :

Dessa forma, a propriedade (CP1) pode ser obtida através de uma repetição desse argumento.

Para obtermos a propriedade (CP2), consideremos P 2 Un (
nE;F ) e a 2 E. Assim,

pela propriedade (CH2), Pa 2 Un�1 (n�1E;F ) e

kPakUn�1 �






_

P






Mn

kak :

Procedendo de igual modo, temos que

kPa2kUn�2 = k(Pa)akUn�2

�


(Pa)_




Mn�1

kak

2:1:5
=






_

P a






Mn�1

kak

(CP1)

�






_

P






Mn

kak2 :
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Da mesma forma,

kPa3kUn�3 = k(Pa2)akUn�3

�


(Pa2)_




Mn�2

kak

=






_

P a2






Mn�2

kak

(CP1)

�






_

P






Mn

kak3 :

Prosseguindo dessa maneira, concluímos que

kPan�1kU �






_

P






Mn

kakn�1 :

Agora, considere u 2 U (En;F ) e 
j 2 Ej para todo j = 1; : : : ; n�1. Assim, por (CH3),


1u 2M2 (E1; En;F )

e

k
1ukM2
� k
1k kukU :

Analogamente,

k
1
2ukM3
� k
2k k
1ukM2

� k
1k k
2k kukU :

Dessa forma, podemos concluir que (CP3) é válida, iterando esse procedimento (n� 1)-vezes.

Com um argumento semelhante, mostramos (CP4) utilizando a propriedade (CH4). �

Como mencionado no capítulo anterior, a sequência (Pk)
1
k=1, no caso real, não é coerente

segundo a de�nição original, devida a Carando, Dimant e Muro. O próximo teorema

(Teorema 2.1.12), cuja demonstração é uma consequência imediata dos próximos lemas,

mostra que a situação é diferente de acordo com a nova abordagem.
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Lema 2.1.7 Para cada P 2 Pk+1
�
k+1E;F

�
e a 2 E, Pa pertence a Pk

�
kE;F

�
e

kPakPk �






_

P






Lk+1

kak : (2.1)

Demonstração: Por de�nição, temos

kPa (x)k =






_

P (a; x; : : : ; x)





 �





_

P






Lk+1

kak kxkn

de onde segue imediatamente (2:1). �

Lema 2.1.8 Seja j 2 f1; : : : ; k + 1g. Se T 2 Lk+1 (E1; : : : ; Ek+1;F ) e aj 2 Ej, então Taj

pertence a Lk (E1; : : : ; Ej�1; Ej+1; : : : ; Ek+1;F ) e



Taj



Lk
� kTkLk+1 kajk : (2.2)

Demonstração: Note que (2:2) é uma consequência imediata da seguinte observação:



Taj (x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xk+1)


 = kT (x1; : : : ; xj�1; aj; xj+1; : : : ; xk+1)k

� kTk kajk kx1k : : : kxj�1k kxj+1k : : : kxk+1k :

�

Lema 2.1.9 Se P 2 Pk
�
kE;F

�
e 
 2 E 0, então 
P pertence a Pk+1

�
k+1E;F

�
e

k
PkPk+1 � k
k kPkPk : (2.3)

Demonstração: Observe também que a equação (2:3) é imediata a partir da simples

desigualdade

k
 (x)P (x)k = j
 (x)j kP (x)k � k
k kxk kPk kxkk = k
k kPk kxkk+1 :
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�

Lema 2.1.10 Se T 2 Lk (E1; :::; Ek;F ) e 
 2 E 0k+1, então 
T pertence a

Lk+1 (E1; :::; Ek+1;F ) e

k
TkLk+1 � k
k kTkLk :

Demonstração: O resultado segue de

k
 (xk+1)T (x1; : : : ; xk)k � k
k kxk+1k kTkLk kx1k : : : kxkk

= k
k kTkLk kx1k : : : kxkk kxk+1k :

�

O próximo resultado é uma consequência imediata da Fórmula de Polarização.

Lema 2.1.11 Seja P um polinômio algébrico. P pertence a Pk
�
kE;F

�
se, e somente se,

_

P

pertence a Lk
�
kE;F

�
.

Segue da sequência de lemas acima, e da Proposição 2.1.6 o seguinte resultado:

Teorema 2.1.12 O par (Pk;Lk)
1
k=1 (composto pelos ideais de polinômios k-homogêneos

contínuos e operadores k-lineares contínuos, com a norma do sup) é coerente e compatível

com o ideal dos operadores lineares contínuos.
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2.2 O método da fatoração

O método da fatoração é uma conhecida maneira abstrata de extensão de um ideal de

operadores para ideais de polinômios e de aplicações multilineares. Nesta seção mostraremos

que uma sequência de pares obtidos por esse método é coerente e compatível com o ideal

original.

Dado um ideal completo de operadores I, uma aplicação n-linear A 2 L (E1; : : : ; En;F )

é do tipo L (nI) se existem espaços de Banach G1; : : : ; Gn, operadores lineares uj 2

I (Ej;Gj), j = 1; : : : ; n e B 2 L (G1; : : : ; Gn;F ) tais que

A = B � (u1; : : : ; un) : (2.4)

Neste caso, escrevemos

A 2 L (nI) (E1; : : : ; En;F ) ;

e de�nimos

kAkL(nI) = inf kBk ku1kI � � � kunkI ;

onde o ín�mo é tomado sobre todas as possíveis fatorações da forma de (2.4).

Para todo n, L (nI) é um ideal completo 1
n
-normado de aplicações n-lineares;

consequentemente (L (nI))1n=1 é um multi-ideal quasi-Banach e
�
Pn
L(nI)

�1
n=1
, construído

como na De�nição 1.3.4, é um ideal de polinômios quasi-Banach.

A demonstração de que o par
�
Pn
L(nI);L (

nI)
�1
n=1

é coerente e compatível com o ideal

I será uma consequência imediata dos próximos resultados.

Lema 2.2.1 Se P 2 Pn+1
L(n+1I) (

n+1E;F ) e a 2 E, então Pa pertence a Pn
L(nI) (

nE;F ) e

kPakPn
L(nI)

�






_

P






L(n+1I)

kak :

Demonstração: Segue da de�nição que existem espaços de Banach G1; :::; Gn+1,

operadores lineares uj 2 Ij (E;Gj), j = 1; : : : ; n + 1, e uma aplicação multilinear B 2
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L (G1; :::; Gn+1;F ) tais que

_

P (x1; : : : ; xn+1) = B (u1 (x1) ; : : : ; un+1 (xn+1)) : (2.5)

Logo

(Pa)
_ (x1; :::; xn) =

_

P (x1; : : : ; xn; a) = B (u1 (x1) ; : : : ; un(xn); un+1 (a))

= Bun+1(a) (u1 (x1) ; : : : ; un (xn)) :

Portanto, como kun+1k � kun+1kI (veja [17, página 131]), temos

kPakPn
L(nI)

=


(Pa)_




L(nI)

�


Bun+1(a)



 nQ
j=1

kujkI � kak kBk
n+1Q
j=1

kujkI :

para toda representação (2.5) e a demonstração é completada quando se considera o ín�mo

sobre todas essas representações. �

O próximo resultado é inspirado em [14, Proposição 3.1]:

Lema 2.2.2 Se P 2 Pn
L(nI) (

nE;F ) e 
 2 E 0, então 
P 2 Pn+1
L(n+1I) (

n+1E;F ) e

k
PkPn+1
L(n+1I)

� k
k kPkL(nI) :

Demonstração: Podemos supor k
k = 1. Dessa forma, existem espaços de Banach

G1; : : : ; Gn, uma aplicação multilinear B 2 L (G1; : : : ; Gn;F ), e operadores lineares uj 2

I (E;Gj), j = 1; : : : ; n, tais que

_

P = B � (u1; : : : ; un) :

Agora, considere a aplicação ~B 2 L (G1; : : : ; Gn;K;F ) de�nida por

~B (y1; : : : ; yn; 
 (x)) = 
 (x)B (y1; : : : ; yn) :
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Observe que ~B está bem de�nida, e que

~B (u1 (x1) ; : : : ; un (xn) ; 
 (xn+1)) = 
 (xn+1)B (u1 (x1) ; : : : ; un (xn))

= 
 (xn+1)
_

P (x1; : : : ; xn) :

Assim,



_

P 2 L
�
n+1I

� �
n+1E;F

�
:

Além disso,




 ~B



 = sup

kyjk=1, j=1;:::;n
j
(x)j=1




 ~B (y1; : : : ; yn; 
 (x))





= sup
kyjk=1, j=1;:::;n

j
(x)j=1

k
 (x)B (y1; : : : ; yn)k

= sup

kyjk=1, j=1;:::;n
kB (y1; : : : ; yn)k = kBk :

Note ainda que o mesmo ocorre ao de�nirmos ~B colocando 
 em outras entradas. Dessa

forma,

(
P )_ (x1; : : : ; xn+1) =

 (x1)

_

P (x2; : : : ; xn+1) + � � �+ 
 (xn+1)
_

P (x1; : : : ; xn)

n+ 1
;

temos que

k
PkPn+1
L(n+1I)

=


(
P )_




L(n+1I)

�
1

n+ 1

 
(n+ 1)







_

P






L(n+1I)

!
� kBk

nQ
j=1

kujkI :

O resultado segue tomando o ín�mo sobre todas as representações de
_

P : �
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Lema 2.2.3 Seja k 2 f1; : : : ; n+ 1g. Se T 2 L (n+1I) (E1; :::; En+1;F ) e ak 2 Ek, então

Tak 2 L (
nI) (E1; : : : ; Ek�1; Ek+1; : : : ; En+1;F )

e

kTakkL(nI) � kTkL(n+1I) kakk :

Demonstração: Existem espaços de Banach G1; : : : ; Gn+1, operadores lineares uj 2

I (Ej;Gj), j = 1; : : : ; n+ 1, e B 2 L (G1; : : : ; Gn+1;F ) tais que

T (x1; : : : ; xn+1) = B (u1 (x1) ; : : : ; un+1 (xn+1)) :

Assim,

Tak (x1; : : : ; xk�1; xk+1; : : : xn+1)

= Buk(ak) (u1 (x1) ; : : : ; uk�1 (xk�1) ; uk+1 (xk+1) ; : : : ; un+1 (xn+1))

e a demonstração pode ser concluída seguindo a linha da demonstração da Proposição 2.2.2.

�

Lema 2.2.4 Se T 2 L (nI) (E1; : : : ; En;F ) e 
 2 E 0n+1, então


T 2 L
�
n+1I

�
(E1; :::; En+1;F ) e k
TkL(n+1I) � k
k kTkL(nI) :

Demonstração: Como T 2 L (nI) (E1; :::; En;F ), existem espaços de Banach G1; : : : ; Gn,

operadores lineares uj 2 I (Ej;Gj), j = 1; : : : ; n, e uma aplicação multilinear B 2

L (G1; : : : ; Gn;F ) tais que

T (x1; : : : ; xn) = B (u1 (x1) ; : : : ; un (xn)) :
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Se de�nimos a aplicação ~B 2 L (G1; : : : ; Gn;K;F ) dada por

~B (y1; : : : ; yn; 
 (x)) = 
 (x)B (y1; : : : ; yn) ;

torna-se fácil de ver que ~B é bem de�nida e que

~B (u1 (x1) ; : : : ; un (xn) ; 
 (xn+1)) = 
 (xn+1)B (u1 (x1) ; : : : ; un (xn))

= 
 (xn+1)T (x1; : : : ; xn) :

Como 
 2 I (En+1;K), concluímos que


T 2 L
�
n+1I

�
(E1; : : : ; En+1;F ) :

Para a desigualdade da norma, vamos considerar 
 6= 0 (se 
 = 0 o resultado é imediato).

Se �zermos k
k = 1, obtemos 


 ~B



 = kBk

e que

k
Tk � kBk ku1kI : : : kunkI :

O resultado segue tomando o ín�mo sobre todas as representações de T . �

A demonstração do próximo teorema é uma consequência imediata das Proposições 2.2.1

- 2.2.4 e a Proposição 2.1.6.

Teorema 2.2.5 A sequência
��
Pn
L(nI); k:kPn

L(nI)

�
;
�
L (nI) ; k:kL(nI)

��1
n=1

é coerente e

compatível com o ideal I.
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2.3 Operadores lineares absolutamente somantes e

quase somantes

Para 1 � p <1, o espaço vetorial de todas as sequências (xj)
1
j=1 em E tais que




(xj)1j=1




p
:=

 
1X

j=1

kxjk
p

!1=p
<1

será denotado por de `p(E). Tais sequências são chamadas de absolutamente p-somáveis.

Denotaremos por `wp (E) o espaço vetorial formado pelas sequências (xj)
1
j=1 em E tais que

(' (xj))
1
j=1 2 `p (K) para todo funcional linear contínuo ' : E ! K. Estas sequências são

denominadas fracamente p-somáveis. Também de�nimos a norma k � kw;p em `wp (E) por




(xj)1j=1




w;p
:= sup

'2BE0

 
1X

j=1

j' (xj)j
p

!1=p
:

O subespaço vetorial de `wp (E) constituído por todas as sequências (xj)
1
j=1 2 `

w
p (E) tais que

lim
m!1




(xj)1j=m




w;p
= 0

será denotado por `up (E). As sequências em `up (E) são chamadas de incondicionalmente

p-somáveis.

A notação Radp(F ) denota o espaço vetorial formado pelas sequências (xj)1j=1 tais que

nX

j=1

rj(�)xj

converge em Lp([0; 1]; F ), 0 < p <1. O limite é denotado por
1P
j=1

rj(� )xj e as funções rj (t)

são as funções de Rademacher que são de�nidas do intervalo [0; 1] em R por

rj (t) := sign (sin 2n�t)
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para todo j 2 N.

O proximo resultado é trivial. Nós destacamos como lema apenas para facilitar

referências posteriores.

Lema 2.3.1 Se (xj)
1
j=1 2 Radp(F ); então

Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








p

dt = lim
n!1

Z 1

0








nX

j=1

rj (t) xj








p

dt:

Demonstração: Como (xj)
1
j=1 2 Radp(F ), então

nP
j=1

rj (� ) xj converge para
1P
j=1

rj (� ) xj em

Lp([0; 1]; F ). Isto implica que

lim
m!1








mX

j=1

rj (� ) xj







p

=








1X

j=1

rj (� ) xj







p

;

donde temos o resultado. �

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Kahane I) Se 0 < p; q < 1, então existe uma

constante Kp;q > 0 tal que

 Z 1

0







X

k�n

rk (t) xk








q

dt

!1=q
� Kp;q

 Z 1

0







X

k�n

rk (t) xk








p

dt

!1=p
(2.6)

para todo espaço de Banach E e qualquer quantidade �nita de vetores x1; : : : ; xn em E.

Este teorema se encontra em [17, Teorema 11.1].

A seguinte variação do Teorema 2.3.2 será útil:

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Kahane II) Sejam 0 < p; q < 1, e suponha que a

sequência

(xj)
1
j=1 2 Radp (E) :
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Então

(xj)
1
j=1 2 Radq (E) :

Além disso, existe uma constante Kp;q onde a desigualdade abaixo é verdadeira.

 Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








q

dt

!1=q
� Kp;q

 Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








p

dt

!1=p

Demonstração: Mostraremos inicialmente que

Sn =

nX

j=1

rj (t) xj

converge em Lq ([0; 1] ; E) :

De fato, note que

kSm � SnkLq =

 Z 1

0








mX

j=n+1

rj (t) xj








q

dt

!1=q

(2:6)

� Kp;q

 Z 1

0








mX

j=n+1

rj (t) xj








p

dt

!1=p

= Kp;q kSm � SnkLp :

Como (Sn)
1
n=1 é Cauchy em Lp ([0; 1] ; E), segue que (Sn)

1
n=1 é Cauchy em Lq ([0; 1] ; E) e,

portanto, (Sn)
1
n=1 converge em Lq ([0; 1] ; E).

Passando o limite e utilizando o Lema 2.3.1, obtemos

lim
n!1

 Z 1

0








nX

j=1

rj (t) xj








q

dt

!1=q
� Kp;q lim

n!1

 Z 1

0








nX

j=1

rj (t) xj








p

dt

!1=p

 Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








q

dt

!1=q
� Kp;q

 Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








p

dt

!1=p
:

�
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Este resultado nos garante que, se uma sequência (xj)
1
j=1 2 Radp (E) para um dado

0 < p < 1, então (xj)
1
j=1 2 Radq (E) para todo 0 < q < 1. Motivado por esse resultado,

faremos a seguinte de�nição:

De�nição 2.3.4 O espaço vetorial formado pelas sequências (xj)
1
j=1 tais que a soma

nX

j=1

rj (t) xj

é convergente em E para quase todo t 2 [0; 1] (ou equivalentemente

nX

j=1

rj (�) xj

converge em Lp ([0; 1] ; E) para algum e, portanto, todo 0 < p <1 [17, Teorema 12.3]) será

denotado por Rad (E).

O espaço Rad (E) é completo, e portanto Banach, se for munido com a norma




(xj)1j=1




Rad(X)

:=

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








2

dt

1
A
1=2

:

Neste caso, graças à desigualdade de Kahane, a convergência em L2 ([0; 1] ; E) pode ser

trocada por Lp ([0; 1] ; E) onde 1 � p < 1. Os elementos em Rad (E) são chamados de

sequências quase incondicionalmente somáveis. Ainda de acordo com a nova de�nição, temos

facilmente o seguinte lema:

Lema 2.3.5 Se (xj)
1
j=1 2 Rad(F ); então

Z 1

0








1X

j=1

rj (t) xj








2

dt = lim
n!1

Z 1

0








nX

j=1

rj (t) xj








2

dt:

Agora, estamos aptos para mais algumas de�nições:
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De�nição 2.3.6 Sejam 1 � p; q < 1 e u : E ! F um operador linear contínuo entre

espaços de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante se existir um operador

induzido û : `wq (E)! `p (F ) de�nido por

û
�
(xj)

1
j=1

�
= (u (xj))

1
j=1 :

Denotamos por
Y

p;q

(E;F ) o conjunto formado pelos operadores lineares absolutamente

(p; q)-somantes de E em F .

O próximo resultado caracteriza tais aplicações:

Proposição 2.3.7 [3, Proposição 3.1.4] Seja u 2 L (E;F ). São equivalentes:

(i) u é absolutamente (p; q)-somante;

(ii) Existe C > 0 tal que

 
nX

j=1

ku (xj)k
p

!1=p
� C




(xj)nj=1




w;q

(2.7)

para quaisquer x1; : : : ; xn em E e n natural;

(iii) Existe C > 0 tal que

 
1X

j=1

ku (xj)k
p

!1=p
� C




(xj)1j=1




w;q

sempre que (xj)
1
j=1 2 `

w
q (E).

O ín�mo das constantes que satisfazem a desigualdade (2.7) de�ne uma norma em
Y

p;q

(E;F ), denotada por �p;q (u). Este ín�mo é atingido. Temos ainda o seguinte teorema:

Teorema 2.3.8 Se 1 � q; p < 1, então

 
Y

p;q

; �p;q

!
é um ideal de Banach de operadores

lineares.

Alguns resultados dessa teoria são bastante conhecidos:
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Teorema 2.3.9 (Grothendieck[17, Teorema 1.13]) Todo operador linear contínuo u :

`1 ! `2 é absolutamente somante.

Teorema 2.3.10 (Versão fraca - Dvoretzky-Rogers [17, Teorema 10.5])

Sejam E um espaço de Banach e 1 � p < 1. Então idE é absolutamente p-somante

se, e somente se, dim (E) <1.

A de�nição de operador linear quase p-somante é bastante próxima da de�nição de

operador absolutamente (p; q)-somante.

De�nição 2.3.11 Sejam 1 � p � 2 e u : E ! F um operador linear contínuo entre

espaços de Banach. Dizemos que u é quase p-somante se existir um operador induzido

û : `up (E)! Rad (F ) de�nido por

û
�
(xj)

1
j=1

�
= (u (xj))

1
j=1 :

Denotamos por
Y

as;p

(E;F ) o conjunto formado pelos operadores lineares absolutamente

p-somantes de E em F .

Neste contexto, também existe um resultado que caracteriza os operadores lineares quase

p-somantes.

Proposição 2.3.12 Seja u 2 L (E;F ). São equivalentes:

(i) u é quase p-somante;

(ii) Existe C > 0 tal que

0
@
Z 1

0








nX

j=1

rj (t) u (xj)








2

dt

1
A
1=2

� C



(xj)nj=1





w;p

(2.8)

para quaisquer x1; : : : ; xn em E e n natural;
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(iii) Existe C > 0 tal que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) u (xj)








2

dt

1
A
1=2

� C



(xj)1j=1





w;p

;

sempre que (xj)
1
j=1 2 `

u
p (E).

A menor constante que satisfaz (2.8) de�ne uma norma em
Y

as;p

(E;F ), denotada por

�as;p (u).

O próximo resultado é bastante importante, pois relaciona a conhecida teoria dos

operadores lineares p-somantes com a teoria dos operadores lineares quase somantes.

Proposição 2.3.13 ([17, Proposição 12.5]) Seja 1 � p < 1, e sejam E e F espaços

de Banach. Então todo operador p-somante u : E ! F é quase 2-somante. Além disso,

kukas;2 � Bp kukp, onde a constante Bp é fornecida pela desigualdade de Khinchin.

Ainda sobre a teoria linear dos operadores quase somantes, destacamos a importante

observação, que também chamaremos de Teorema de Dvoretzky�Rogers:

Teorema 2.3.14 ([17, 12.8]) Seja 1 < p � 2. O operador identidade em um espaço de

Banach E é quase p-somante se, e somente se, a dimensão de E é �nita.

As próximas seções contém generalizações do conceito de operadores lineares

absolutamente somantes e o capítulo 3 trata dos operadores multilineares e polinômios quase

p-somantes.

2.4 Polinômios e operadores multilineares

absolutamente somantes em todo ponto

Historicamente, uma das primeiras generalizações polinomiais do ideal dos operadores

absolutamente somantes (veja [1]) é a seguinte:
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De�nição 2.4.1 Se 0 < p; q < 1 e p � nq, um polinômio n-homogêneo P 2 P (nE;F ) é

absolutamente (p; q)-somante se existe C tal que

 
1X

j=1

kP (xj)k
p

!1=p
� C




(xj)1j=1




n

w;q
(2.9)

para toda (xj)
1
j=1 2 `

u
q (E).

O ín�mo de todas as constantes C para as quais (2.9) é verdadeira de�ne uma norma

(p-norma se 0 < p < 1), denotada por k�kas(p;q), em Pn
as(p;q) (

nE;F ). Se p = q, escrevemos

Pn
as;p (

nE;F ) em vez de Pn
as(p;q) (

nE;F ).

Não é difícil mostrar que a de�nição acima equivale a dizer que (P (xj))
1
j=1 2 `p (F ) para

todo (xj)
1
j=1 2 `

u
p (E). Entretanto, em geral, este multi-ideal não é fechado por diferenciação

(CUD) e não é um tipo de holomor�a (global). Além disso, o espírito do ideal linear é também

destruído por vários teoremas de coincidência, que não têm relação com o caso linear. Por

exemplo, usando que `p (para 1 � p � 2) tem cotipo 2, segue da próxima proposição que

Pn
as;1 (

n`p;F ) = P
n (n`p;F ) (2.10)

para todos 1 � p � 2, n � 2 e todo F ; este resultado não é verdadeiro para n = 1. Assim, é

natural que
�
Pn
as;1; k�kas;1

�
não seja classi�cada como compatível com o ideal �1. Defeitos

similares pode ser encontrado neste ideal para o caso geral de Pn
as(p;q).

O próximo resultado é bem conhecido na teoria (veja, por exemplo, [5, Teorema 2.2]).

No entanto, faremos a demonstração para tornar o texto mais auto-su�ciente.

Proposição 2.4.2 Seja E um espaço de Banach de cotipo 2. Então, para todo espaço de

Banach F e n � 2, temos que

Pn
as;1 (

nE;F ) = Pn (nE;F ) :
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Demonstração: Sejam P 2 P (nE;F ) e x1; : : : ; xk 2 E. Sabemos que (veja [17, Pag 218])

se E tem cotipo 2, então E tem cotipo q para todo 2 � q � 1. Dessa forma, temos pela

Proposição 2:1 de [5], que o operador identidade em E (denotado por IdE) é (n; 1)-somante,

uma vez que n � 2. Observando que P = P � IdE, segue que

kX

j=1

kP (xj)k =
kX

j=1

kP (IdE (xj))k � kPk
kX

j=1

kIdE (xj)k
n

� kPk
�
kIdEkas;(n;1)

�n 


(xj)kj=1




n

w;1
:

Portanto,

P (nE;F ) � Pn
as;1 (

nE;F ) :

A inclusão contrária é imediata. �

A versão n-linear da De�nição 2.4.1 para operadores n-lineares absolutamente somantes

é:

De�nição 2.4.3 Um operador n-linear T 2 L (E1; : : : ; En;F ) é absolutamente (p; q)-

somante se existe C � 0 tal que

 
1X

j=1




T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�



p
!1=p

� C
nY

k=1






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

(2.11)

para toda
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uq (Ek), k = 1; : : : ; n. Além disso, o ín�mo de todas as constantes

C que satisfazem a desigualdade (2.11) de�ne uma norma (p-norma se 0 < p <

1), denotada por k�kas(p;q), para esta classe. Esta de�nição é equivalente a dizer que�
T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

��1
j=1

2 `p (F ) para toda
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uq (Ek), k = 1; : : : ; n.

Esta classe, denotada por Lnas(p;q), forma um multi-ideal de Banach mas, de�ciências

similares às apresentadas em Pn
as(p;q) também podem ser encontradas. Logo, temos facilmente

que:

38



Capítulo 2 Coerência e Compatibilidade: uma nova abordagem

A sequência
��
Pn
as(p;q); k�kas(p;q)

�
;
�
Lnas(p;q)

��1
n=1

não é coerente nem compatível com

�p;q.

Se u é um operador linear, então estimar (u (a+ xj)� u (a))1j=1 é o mesmo que estimar

(u (xj))
1
j=1. Contudo, para polinômios, em geral, P (a+ xj) 6= P (a) +P (xj), como também

para operadores multilineares. Dessa forma, faz sentido estudar somabilidade absoluta,

no caso não linear, em um ponto a. Essa ideia é creditada a Richard Aron, e apareceu

pela primeira vez na literatura em um trabalho de M. C. Matos [26], sendo posteriormente

desenvolvida em [27] e na tese de doutorado de D. Pellegrino [31]. Com isso, foi introduzido

na literatura uma nova de�nição onde os principais problemas da classe acima desapareceram,

como veremos nas próximas de�nições e teoremas.

De�nição 2.4.4 Seja 1 � q � p < 1. Um operador n-linear T 2 L (E1; : : : ; En;F )

é absolutamente (p; q)-somante em todo ponto (notação Ln;evas(p;q) (E1; : : : ; En;F )) se existe

C � 0 tal que

 
1X

j=1




T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)





p
!1=p

� C

1Y

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

!

para todos (a1; : : : ; an) 2 E1 � � � � � En e
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uq (Ek), k = 1; : : : ; n. Além disso,

o ín�mo de todas as constantes C que satisfazem a desigualdade acima de�ne uma norma

completa em Ln;evas(p;q) denotada por k�kev(2)(p;q).

A de�nição acima é justi�cada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4.5 ([2], Teorema 4.1) As seguintes a�rmações são equivalentes para T 2

L (E1; : : : ; En;F ):
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(a) T 2 Ln;evas(p;q) (E1; : : : ; En;F ) :

(b) A sequência
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�1
j=1

pertence a `p (F ) para

todo
�
x
(k)
j

�
2 `uq (Ek), k = 1; : : : ; n, e todo (a1; : : : ; an) 2 E1 � � � � � En.

A versão polinomial da De�nição 2.4.4 é:

De�nição 2.4.6 Seja 1 � q � p < 1. Um polinômio P 2 P (nE;F ) é absolutamente

(p; q)-somante em todo ponto (notação Pn;ev
as(p;q) (E;F )) se existe C � 0 tal que

 
1X

j=1

kP (a+ xj)� P (a)kp
!1=p

� C

�
kak+




(xj)1j=1




w;q

�n

para todo a 2 E e (xj) 2 `uq (E). Além disso, o ín�mo de todas as constantes C que satisfazem

a desigualdade de�ne uma norma em Pn;ev
as(p;q) (

nE;F ) denotada por k�kev(2)(p;q).

Como no caso dos operadores multilineares, existe a seguinte caracterização:

Teorema 2.4.7 ([2], Teorema 4.2) As seguintes a�rmações são equivalentes para P 2

P (nE;F ) :

(a) P 2 Pn;ev
as(p;q) (

nE;F ).

(b) A sequência (P (a+ xj)� P (a))1j=1 2 `p (F ) para toda (xj)
1
j=1 2 `

u
q (E) e todo a 2 E.

Foi ainda provado em [2, Proposição 4.3] que

kAn : K
n �! K : An (�1; : : : ; �n) = �1 � � ��nkev(2)(p;q) = 1

para todos 1 � q � p. Desta forma, não é difícil mostrar que

�
Ln:evas(p;q); k�kev(2)(p;q)

�1
n=1

é um multi-ideal de Banach.
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Proposição 2.4.8
�
Ln:evas(p;q); k�kev(2)(p;q)

�1
n=1

é um multi-ideal de Banach.

Demonstração: Sejam uj 2 L (Gj; Ej), j = 1; : : : ; n, T 2 Ln;evas(p;q) (E1; : : : ; En;F ) e

w 2 L(F ;G). Note que para todo (a1; : : : ; an) 2 E1 � � � � � En,

0
@

1X

j=1








w � T � (u1; : : : ; un)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�

�w � T � (u1; : : : ; un) (a1; : : : ; an)









p1
A
1=p

� kwk

0
@

1X

j=1








T
�
u1(a1) + u1(x

(1)
j ); : : : ; un(an) + un(x

(n)
j )
�

�T (u1(a1); : : : ; un(an))









p1
A
1=p

� kwk kTkev(2)(p;q)
nQ
k=1

 
kuk(ak)k+






�
uk

�
x
(k)
j

��1
j=1






w;q

!

� kwk kTkev(2)(p;q) ku1k � � � kunk
nQ
k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

!
;

e segue que

kw � T � (u1; : : : ; un)kev(2)(p;q) � kwk kTkev(2)(p;q) ku1k � � � kunk :

As outras propriedades de multi-ideal são facilmente veri�cadas. �

Em geral, o ideal
�
Pn;ev
as(p;q); k�kev(2)(p;q)

�1
n=1

tem boas propriedades (para detalhes, veja

[37]). Também foi provado em [2, Proposição 4.4] que

kPn : K
n �! K : Pn (�) = �nkev(2)(p;q) = 1

para todos p � q � 1. Com isto, não é difícil mostrar que
�
Pn;ev
as(p;q); k�kev(2)(p;q)

�1
n=1

é

um ideal de polinômios de Banach. Além disso, em [2, Proposição 4.9] foi provado que�
Pn;ev
as(p;q); k�kev(2)(p;q)

�1
n=1

é um tipo de holomor�a global. O principal resultado dessa seção

mostra que, ao contrário do que acontece para

��
Pn
as(p;q); k�kas(p;q)

�
;
�
Lnas(p;q); k�kas(p;q)

��1
n=1

;
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o par
��
Pn;ev
as(p;q); k�kev(2)(p;q)

�
;
�
Ln;evas(p;q); k�kev(2)(p;q)

��1
n=1

é coerente e compatível com o ideal

�p;q.

O próximo resultado é importante para nossos propósitos (note que este resultado é

uma variação de [2, Proposição 3.5]):

Proposição 2.4.9 Um polinômio P pertence a Pn;ev
as(p;q) (

nE;F ) se, e somente se,
_

P pertence

a Ln;evas(p;q) (
nE;F ).

Demonstração: Note que se
_

P pertence a Ln;evas(p;q) (
nE;F ), então é fácil ver que P pertence

a Pn;ev
as(p;q) (

nE;F ). A implicação contrária (não trivial) é uma consequência da Fórmula de

Polarização (veja [22, 29]), pois

n! 2n
�
_

P
�
b1 + x

(1)
j ; : : : ; bn + x

(n)
j

�
�

_

P (b1; : : : ; bn)

�

=
X

"i=�1

"1 � � � "nP
�
"1(b1 + x

(1)
j ) + � � �+ "n(bn + x

(n)
j )
�

�
X

"i=�1

"1 � � � "nP ("1b1 + � � �+ "nbn)

=
X

"i=�1

"1 � � � "n

2
4 P

�
("1b1 + � � �+ "nbn) + ("1x

(1)
j + � � �+ "nx

(n)
j )
�

�P ("1b1 + � � �+ "nbn)

3
5 ;

de onde o resultado segue facilmente. �

Proposição 2.4.10 Se P 2 Pn;ev
as(p;q) (

nE;F ) e 
 2 E 0, então 
P 2 Pn+1;ev
as(p;q) (

n+1E;F ) e

k
Pkev(2)(p;q) � k
k kPkev(2)(p;q) : (2.12)
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Demonstração: Seja (xj)1j=1 2 `
u
q (E). Note que

 
1X

j=1

k
(a+ xj)P (a+ xj)� 
(a)P (a)kp
!1=p

� j
(a)j

 
1X

j=1

kP (a+ xj)� P (a)kp
!1=p

+

 
1X

j=1

k
(xj)P (a+ xj)k
p

!1=p

� k
k kak kPkev(2)(p;q)

�
kak+



(xj)1j=1



w;q

�n
+ kPk

�
sup
j
ka+ xjk

n

� 1X

j=1

j
(xj)j
p

!1=p
:

Como q � p,

kPkev(2)(p;q) � kPk e sup
j
ka+ xjk �

�
kak+



(xj)1j=1



w;q

�
;

temos que

 
1X

j=1

k
(a+ xj)P (a+ xj)� 
(a)P (a)kp
!1=p

� k
k kak kPkev(2)(p;q)

�
kak+



(xj)1j=1



w;q

�n

+ kPkev(2)(p;q)

�
kak+



(xj)1j=1



w;q

�n
k
k



(xj)1j=1



w;q

= k
k kPkev(2)(p;q)

�
kak+



(xj)1j=1



w;q

�n+1
;

de onde obtemos (2.12). �

Proposição 2.4.11 Se P 2 Pn+1;ev
as(p;q) (

n+1E;F ) e a 2 E, então Pa 2 P
n;ev
as(p;q) (

nE;F ) e

kPakev(2)(p;q) �






_

P






ev(2)(p;q)

kak : (2.13)
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Demonstração: Sejam (xj)
1
j=1 2 `

u
q (E) e b 2 E. Note que

 
1X

j=1

kPa(b+ xj)� Pa(b)k
p

!1=p

=

 
1X

j=1






_

P (a; (b+ xj)
n)�

_

P (a; bn)






p
!1=p

=

 
1X

j=1






_

P (a+ 0; (b+ xj)
n)�

_

P (a; bn)






p
!1=p

�






_

P






ev(2)(p;q)

�
kak+



(0)1j=1



w;q

��
kbk+



(xj)1j=1



w;q

�n
:

Daí, temos sem di�culdades (2.13). �

Proposição 2.4.12 Seja i 2 f1; : : : ; n+ 1g. Se T 2 Ln+1;evas(p;q) (E1; : : : ; En+1;F ) e ai 2 Ei,

então Tai 2 L
n;ev
as(p;q) (E1; : : : ; Ei�1; Ei+1; : : : ; En+1;F ) e

kTaikev(2)(p;q) � kTkev(2)(p;q) kaik : (2.14)

Demonstração: Sejam
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uq (Ek) e aj 2 Ej para todo j 6= i. O resultado segue

da desigualdade

0
@

1X

j=1








Tai

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; ai�1 + x

(i�1)
j ; ai+1 + x

(i+1)
j ; : : : ; an+1 + x

(n+1)
j

�

�Tai (a1; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; an+1)









p1
A
1=p

=

0
@

1X

j=1








T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; ai�1 + x

(i�1)
j ; ai + 0; ai+1 + x

(i+1)
j ; : : : ; an+1 + x

(n+1)
j

�

�T (a1; : : : ; an+1)









p1
A
1=p

� kTkev(2)(p;q) kaik
n+1Y

k=1
k 6=i

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

!
:

�
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Proposição 2.4.13 Se T 2 Ln;evas(p;q) (E1; : : : ; En;F ) e 
 2 E
0
n+1, então


T 2 Ln+1;evas(p;q) (E1; : : : ; En+1;F ) e k
Tkev(2)(p;q) � k
k kTkev(2)(p;q) : (2.15)

Demonstração: Sejam
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uq (Ek) e (a1; : : : ; an+1) 2 E1 � � � � � En+1. Então,

 
1X

j=1






�
an+1 + x

(n+1)
j

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� 
 (an+1)T (a1; : : : ; an)





p
!1=p

� j
 (an+1)j

 
1X

j=1




T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)





p
!1=p

+

 
1X

j=1






�
x
(n+1)
j

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�



p
!1=p

� j
 (an+1)j

 
1X

j=1




T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)





p
!1=p

+ kTk sup
j

nY

k=1

�


ak + x
(k)
j





� 1X

j=1

���

�
x
(n+1)
j

����
p
!1=p

:

Usando os mesmos argumentos da Proposição 2.4.10, temos que

 
1X

j=1






�
an+1 + x

(n+1)
j

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� 
 (an+1)T (a1; : : : ; an)





p
!1=p

� k
k kan+1k kTkev(2)(p;q)

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

!

+ kTkev(2)(p;q)

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

!
k
k






�
x
(n+1)
j

�1
j=1






w;q

= k
k kTkev(2)(p;q)

n+1Y

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

!
;

e a demonstração pode ser facilmente concluída. �
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A coerência e a compatibilidade do par
�
(Pn;ev

as(p;q); k:kev(2)(p;q)); (L
n;ev
as(p;q); k:kev(2)(p;q))

�1
n=1

são consequências imediatas dos resultados anteriores e da Proposição 2.1.6, ou seja,

Teorema 2.4.14 A sequência de pares
�
(Pn;ev

as(p;q); k:kev(2)(p;q)); (L
n;ev
as(p;q); k:kev(2)(p;q))

�1
n=1

é

coerente e compatível com �p;q.

2.5 Operadores multilineares e polinômios fortemente

somantes

O multi-ideal dos operadores multilineares fortemente p-somantes é provavelmente

a classe que melhor herda a natureza do ideal dos operadores lineares absolutamente

p-somantes (para artigos comparando as diferentes extensões não lineares do ideal dos

operadores lineares absolutamente somantes fazemos referência a [13, 37, 40]).

Se p � 1, T 2 L (E1; : : : ; En;F ) é fortemente p-somante, neste caso escrevemos

T 2 L�n;strp (E1; : : : ; En;F ), se existe uma constante C � 0 tal que

 
mX

j=1

k T (x
(1)
j ; :::; x

(n)
j ) k

p

!1=p
� C

 
sup

�2BL(E1;:::;En;K)

mX

j=1

j �(x
(1)
j ; :::; x

(n)
j ) j

p

!1=p
(2.16)

para todos n 2 N, x(l)j 2 El, onde l = 1; : : : ; n e j = 1; : : : ;m.

Este conceito é devido a V. Dimant [21]. Nesse mesmo artigo, a autora propõe a seguinte

de�nição para o caso polinomial.

De�nição 2.5.1 Um polinômio P 2 P (nE;F ) é fortemente p-somante se existe uma

constante K � 0 tal que, para quaisquer x1; : : : ; xm 2 E, a desigualdade abaixo é satisfeita

 
mX

j=1

kP (xj)k
p

!1=p
� K sup

q2BP(nE)

 
mX

j=1

jq (xj)j
p

!1=p
:
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Mas, como mencionado em [14], este conceito não gera um ideal de polinômios

compatível com �p.

Não é difícil mostrar (veja [37, Seção 6]) que o ideal dos operadores multilineares

fortemente p-somantes é fechado para diferenciação (CUD) e fechado para multiplicação

por escalar (CSM). Além disso, para essa classe temos os seguintes teoremas:

Teorema 2.5.2 (do tipo Grothendieck [21]) Todo T 2 L (n`1; `2) é fortemente 1-

somante.

Teorema 2.5.3 (Dominação de Pietsch [21]) T 2 L (E1; : : : ; En;F ) é fortemente p-

somante se, e somente se, existem uma medida de probabilidade � em B(E1
� ���
�En)�, com

a topologia fraca estrela, e uma constante C � 0 tais que

kT (x1; :::; xn)k � C

 Z

B(E1
� ���
�En)�

j' (x1 
 � � � 
 xn)j
p d� (')

!1=p
(2.17)

para todo (x1; :::; xn) 2 E1 � � � � � En.

Como consequência, existe um Teorema de Inclusão natural (se p � q, então L�n;strp �

L�n;strq ). Vale destacar que mesmo o importante multi-ideal dos operadores multilineares

múltiplo somantes (que abordaremos na próxima seção) não possui todas essas propriedades

(por exemplo, o teorema de inclusão não é válido em geral, veja [39]). No artigo recente

[37], uma noção de "generalização desejável de operadores absolutamente somantes"para a

con�guração multilinear foi discutida e a classe dos operadores multilineares fortemente p-

somantes parecia ser uma das "mais próximas da perfeição", de acordo com a abordagem ali

apresentada.

Diremos que um polinômio P 2 P (nE;F ) é fortemente p-somante (notação

P�n;strp (nE;F )) se
_

P pertence a L�n;strp (nE;F ) e

kPkP�n;strp
:=






_

P






L�n;strp

:
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Este conceito de polinômio fortemente p-somante é diferente do original apresentado

em [14, 21]. Isto se justi�ca pois com essa nova abordagem
�
P�n;strp ; k�kP�n;strp

�1
n=1

é

um ideal completo de polinômios e, além disso, não é difícil provar que a sequência�
P�n;strp ; k�kP�n;strp

�1
n=1

é um tipo de holomor�a global (isto é consequência da Proposição

2.5.4 e do Teorema 3:2 de [9]). Como veremos no Teorema 2.5.8, a sequência��
P�n;strp ; k�kP�n;strp

�
;
�
L�n;strp ; k�kL�n;strp

��1
n=1

é coerente e compatível com �p. Para provar

esse resultado, precisamos antes provar quatro lemas:

Lema 2.5.4 Seja k 2 f1; : : : ; n+ 1g. Se T 2 L�n+1;strp (E1; : : : ; En+1;F ) e ak 2 Ek, então

Tak 2 L�
n;str
p (E1; : : : Ek�1; Ek+1; : : : ; En+1;F ) e kTakkL�n;strp

� kakk kTkL�n+1;strp
:

Demonstração: O caso ak = 0 é imediato. Vamos supor ak 6= 0. É su�ciente observar que

 
mX

j=1




Tak
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(k�1)
j ; x

(k+1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�



p
!1=p

=

 
mX

j=1




T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(k�1)
j ; ak; x

(k+1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�



p
!1=p

� kTkL�n+1;strp
kakk sup

'2BL(E1;:::;En+1;K)

 
mX

j=1

����'
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(k�1)
j ;

ak
kakk

; x
(k+1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�����
p
!1=p

� kTkL�n+1;strp
kakk sup

 2BH

 
mX

j=1

��� 
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(k�1)
j ; x

(k+1)
j ; : : : ; x

(n)
j

����
p
!1=p

;

onde H = L(E1; : : : ; Ek�1; Ek+1; : : : ; En+1;K). �

Lema 2.5.5 Se T 2 L�n;strp (E1; : : : ; En;F ) e 
 2 E 0n+1, então


T 2 L�n+1;strp (E1; : : : ; En+1;F ) e k
TkL�n+1;strp
� k
k kTkL�n;strp

:
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Demonstração: Sabemos que

 
mX

j=1




T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�



p
!1=p

� kTkL�n;strp

 
sup

�2BL(E1;:::;En;K)

mX

j=1

����
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

����
p
!1=p

Dessa forma,

 
mX

j=1




T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�


�
x
(n+1
j

�



p
!1=p

� kTkL�n;strp

 
sup

�2BL(E1;:::;En;K)

mX

j=1

����
�
x
(1)
j ; :::; x

(n)
j

�


�
x
(n+1
j

����
p
!1=p

� k
k kTkL�n;strp

 
sup

 2BL(E1;:::;En+1;K)

mX

j=1

��� 
�
x
(1)
j ; :::; x

(n+1)
j

����
p
!1=p

e a demonstração está concluída. �

Lema 2.5.6 Se P 2 P�n+1;strp (n+1E;F ) e a 2 E, então Pa pertence a P�n;strp (nE;F ) e

kPakP�n;strp
� kak






_

P






L�n+1;strp

Demonstração: Como, pela de�nição,
_

P 2 L�n+1;strp (nE;F ) ; segue da Proposição 2.5.4

que
_

P a 2 L�
n;str
p (nE;F )

e 




_

P a






L�n;strp

� kak






_

P






L�n+1;strp

:

Consequentemente

kPakP�n;strp
=


(Pa)_




L�n;strp

=






_

P a






L�n;strp

� kak






_

P






L�n+1;strp

:
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�

Lema 2.5.7 Se P 2 P�n;strp (nE;F ) e 
 2 E 0, então 
P pertence a P�n+1;strp (n+1E;F ) e

k
PkP�n+1;strp
� k
k






_

P






L�n;strp

:

Demonstração: Note que

(
P )_ (x1; :::; xn+1) =

(x1)

_

P (x2; :::; xn+1) + :::+ 
(xn+1)
_

P (x1; :::; xn)

n+ 1
:

Logo, segue da Proposição 2.5.5 que

k
PkP�n+1;strp
=


(
P )_




L�n+1;strp

�







_

P






L�n+1;strp

� k
k






_

P






L�n;strp

:

�

Como na seção anterior, o seguinte teorema é uma consequência das proposições prévias

e da Proposição 2.1.6:

Teorema 2.5.8 A sequência
��
P�n;strp ; k:kP�n;strp

�
;
�
L�n;strp ; k:kL�n;strp

��1
n=1

é coerente e

compatível com �p.

2.6 Operadores multilineares e polinômios múltiplo

somantes

Se 1 � q � p <1 e n é um inteiro positivo, um operador n-linear T : E1�� � ��En ! F

é múltiplo (p; q)-somante (T 2 L�n;multp;q (E1; : : : ; En;F )) se existe C � 0 tal que

 
1X

j1;:::;jn=1




T
�
x
(1)
j1
; :::; x

(n)
jn

�



p
!1=p

� C

nY

k=1






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;q

(2.18)
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para todas
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `wq (Ek), k = 1; : : : ; n. O ín�mo de todas as constantes C � 0

que satisfazem (2.18) de�ne uma norma completa, denotada por k�kL�n;multp;q
, no espaço

L�n;multp;q (E1; : : : ; En;F ).

Esta classe foi investigada por diversos autores nos últimos anos (veja, por exemplo,

[11, 15, 16, 39, 45]).

O ideal dos polinômios múltiplo somantes é de�nido como na De�nição 1.3.4 e denotado

por P�n;multp;q , e a norma é denotada por k�kP�n;multp;q
, isto é, P 2 P�n;multp;q (nE;F ) se, e somente

se,
_

P 2 L�n;multp;q (nE;F ) e

kPkP�n;multp;q
:=






_

P






L�n;multp;q

:

Assim como �zemos na seção anterior, demonstraremos alguns lemas que serão

essencialmente a demonstração de que a sequência de pares de ideais

��
P�n;multp;q ; k�kP�n;multp;q

�
;
�
L�n;multp;q ; k�kL�n;multp;q

��1
n=1

é coerente e compatível com o ideal �p;q.

Lema 2.6.1 Seja k 2 f1; : : : ; n+ 1g. Se T 2 L�n+1;multp;q (E1; : : : ; En+1;F ) e ak 2 Ek, então

Tak pertence a L�
n;mult
p;q (E1; : : : ; Ek�1; Ek+1; : : : ; En+1;F ) e

kTakkL�n;multp;q
� kakk kTkL�n+1;multp;q

:

Demonstração: Seja
�
x
(i)
j

�1
j=1

2 `wq (Ei), i = 1; : : : ; n + 1, i 6= k, e considere
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�
x
(k)
j

�1
j=1

= (ak; 0; : : : ; 0; : : :). Como T 2 L�n+1;multp;q (E1; : : : ; En+1;F ), segue que

0
BB@

1X

j1;:::;jn+1=1
n6=k




Tak
�
x
(1)
j1
; : : : ; x

(n+1)
jn+1

�



p

1
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1=p
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0
@

1X

j1;:::;jn+1=1




T
�
x
(1)
j1
; : : : ; x

(k�1)
jk�1

; ak; x
(k+1)
jk+1

; : : : ; x
(n+1)
jn+1

�



p

1
A
1=p

=

0
@

1X

j1;:::;jn+1=1




T
�
x
(1)
j1
; : : : ; x

(k�1)
jk�1

; x
(k)
jk
; x
(k+1)
jk+1

; : : : ; x
(n+1)
jn+1

�



p

1
A
1=p

� kTkL�n+1;multp;q
k(ak; 0; 0; : : :)kw;q

n+1Y

i=1
i6=k






�
x
(i)
j

�1
j=1






w;q

� kTkL�n+1;multp;q
kakk

n+1Y

i=1
i6=k






�
x
(i)
j

�1
j=1






w;q

:

�

Lema 2.6.2 Se P 2 P�n+1;multp;q (n+1E;F ) e a 2 E, então Pa pertence a P�n;multp;q (nE;F ) e

kPakP�n;multp;q
� kak kPkP�n+1;multp;q

:

Demonstração: Note que, pelo Lema 2.1.5

(Pa)
_ =

_

P a:

Assim,

kPakP�n;multp;q
=


(Pa)_




L�n;multp;q

=






_

P a






L�n;multp;q

�






_

P






L�n+1;multp;q

kak = kPkP�n+1;multp;q
kak ;

onde a desigualdade acima é uma consequência do Lema 2.6.1. �
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Lema 2.6.3 Se T 2 L�n;multp;q (E1; : : : ; En;F ) e 
 2 E 0n+1, então 
T pertence a

L�n+1;multp;q (E1; : : : ; En+1;F ) e

k
TkL�n+1;multp;q
� k
k kTkL�n;multp;q

:

Demonstração: Sejam
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 `wq (Er), r = 1; : : : ; n + 1. Como T 2

L�n+1;multp;q (E1; : : : ; En+1;F ), segue que

0
@

1X

j1;:::;jn+1=1






�
x
(n+1)
jn+1

�
T (x

(1)
j1
; : : : ; x

(n)
jn
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p

1
A
1=p

=

0
@

1X

j1;:::;jn+1=1

���

�
x
(n+1)
jn+1

����
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T (x(1)j1 ; : : : ; x

(n)
jn
)




p

1
A
1=p

� k
k sup
j




x(n+1)j





 

1X

j1;:::;jn=1




T
�
x
(1)
j1
; : : : ; x

(n)
jn

�



p
!1=p

� kTkL�n+1;multp;q
k
k

n+1Y

r=1






�
x
(r)
j

�1
j=1






w;q

:

Portanto,

k
TkL�n+1;multp;q
� k
k kTkL�n;multp;q

:

�

Lema 2.6.4 Se P 2 P�n;multp;q (nE;F ) e 
 2 E 0, então 
P pertence a P�n+1;multp;q (n+1E;F ) e

k
PkP�n+1;multp;q
� k
k kPkP�n;multp;q

:

Demonstração: Utilizando os argumentos da demonstração do Lema 2.2.2 e o Lema 2.6.3,

segue que

k
PkP�n+1;multp;q
=


(
P )_




L�n+1;multp;q

�







_

P






L�n+1;multp;q

� k
k






_

P






L�n;multp;q

= k
k kPkP�n;multp;q
:
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�

O próximo resultado, como havíamos anunciado antes, é uma consequência imediata

dos lemas prévios desta seção e da Proposição 2.1.6.

Teorema 2.6.5
��
P�n;multp;q ; k�kP�n;multp;q

�
;
�
L�n;multp;q ; k�kL�n;multp;q

��1
n=1

é coerente e compatível

com �p;q.

2.7 Operadores multilineares e polinômios dominados

O conceito de aplicações multilineares dominadas (e polinômios dominados) é,

cronologicamente, a primeira generalização do conceito do operador absolutamente somante.

Esta noção, no caso multilinear foi primeiro esboçado por Pietsch [44] e depois explorada

por vários autores [5, 13, 26]. Nesta seção, 1 � r <1.

De�nição 2.7.1 Um operador multilinear T : E1� � � � �En ! F é r-dominado, neste caso

escrevemos T 2 Lnd;r (E1; : : : ; En;F ), se existe uma constante C > 0 tal que

 
mX

j=1




T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�



r=n
!n=r

� C

nY

k=1






�
x
(k)
j

�m
j=1






w;r

para todos m 2 N e x(k)1 ; : : : ; x
(k)
m 2 Ek, k = 1; : : : ; n. O ín�mo de todas as constantes C é

denotado por kTkd;r.

É bem conhecido que
�
Lnd;r; k�kd;r

�
é um ideal de aplicações multilineares quasi-Banach

(k�kd;r é uma norma em Lnd;r se r � n e uma r
n
-norma se r < n).
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De�nição 2.7.2 Um polinômio n-homogêneo P : E ! F é r-dominado, neste caso

escrevemos P 2 Pn
d;r (

nE;F ), se existe uma constante C > 0 tal que

 
mX

j=1

kP (xj)k
r=n

!n=r

� C



(xj)mj=1





n

w;r

para toda sequência �nita (xk)
m
k=1 � E. O ín�mo das constantes C é denotado por kPkd;r.

É bem conhecido que
�
Pn
d;r; k�kd;r

�
é um ideal de polinômios de Banach se r � n (quasi-

Banach se r < n).

A terminologia "dominado"é motivada pelo Teorema de Dominação de Pietsch:

Teorema 2.7.3 ([18]) T 2 L (E1; : : : ; En;F ) é r-dominado se, e somente se, existem C > 0

e medidas de probabilidade �j, j = 1; : : : ; n, nas �-álgebras de Borel de BE0j
equipadas com

a topologia fraca estrela, tais que

kT (x1; : : : ; xn)k � C
nY

j=1

0
@
Z

BE0
j

j' (xj)j
p d�j (')

1
A
1=p

para todos xj 2 Ej e j = 1; : : : ; n. Além disso, o ín�mo de todas as constantes C que

satisfazem a desigualdade acima é precisamente kTkd;r.

Para generalizações recentes do Teorema de Dominação de Pietsch mencionamos os

trabalhos [35, 36].

Nosso objetivo nesta seção é provar que a sequência de pares��
Pn
d;r; k�kd;r

�
;
�
Lnd;r; k�kd;r

��N
n=1

é coerente e compatível com o ideal �r. Nessa direção,

já temos que as propriedades (CH2) e (CH4) são verdadeiras conforme [14, página 1119].

Observe ainda que a propriedade (CH5) pode ser obtida de maneira análoga à Proposição

2.4.9. Resta-nos mostrar (CH1) e (CH3) para obtermos a coerência da sequência. Porém,

vamos mostrar apenas (CH3) uma vez que a demonstração de (CH1) é bastante análoga.
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Proposição 2.7.4 Para cada T 2 Lnd;r (E1; : : : ; En;F ) e 
 2 E 0n+1, 
T 2

Ln+1d;r (E1; : : : ; En+1;F ) e

k
Tkd;r � k
k kTkd;r :

Demonstração: Pelo Teorema de Dominação de Pietsch existem medidas de probabilidade

�1; : : : ; �n tais que

kT (x1; : : : ; xn)k � kTkd;r

nY

j=1

0
@
Z

BE0
j

j'j (xj)j
r d�j

1
A
1=r

:

Assim, se considerarmos a medida Dirac �
=k
k obtemos

k
 (xn+1)T (x1; : : : ; xn)k

� k
k kTkd;r

����



k
k
(xn+1)

����
nY

j=1

0
@
Z

BE0
j

j'j (xj)j
r d�j

1
A
1=r

= k
k kTkd;r

0
@
Z

BE0
n+1

j'n+1 (xn+1)j
r d�
=k
k

1
A
1=r

nY

j=1

0
@
Z

BE0
j

j'j (xj)j
r d�j

1
A
1=r

;

e, novamente pelo Teorema de Dominação de Pietsch, segue que

k
Tkd;r � k
k kTkd;r :

�

Como
��
Pn
d;r; k�kd;r

�
;
�
Lnd;r; k�kd;r

��N
n=1

é uma sequência coerente com constantes �1 =

�2 = �3 = �4 = 1, temos pela Proposição 2.1.6 que a sequência é compatível com o ideal �r.

Assim, temos o nosso principal resultado da seção:

Teorema 2.7.5 A sequência de pares de ideais
��
Pn
d;r; k�kd;r

�
;
�
Lnd;r; k�kd;r

��N
n=1

é coerente

e compatível com o ideal �r.
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2.8 Um conceito mais forte de coerência e

compatibilidade

Uma noção de coerência e compatibilidade aparentemente mais forte pode ser

considerada se trocarmos (CP2) e (CH2) por

(CP2�) Existe uma constante �2 > 0 tal que se P 2 Un (
nE;F ) e a 2 E, então

Pan�1 2 U (E;F ) e

kPan�1kU � �2 kPkUn kak
n�1 :

(CH2�) Existe uma constante �2 > 0 tal que se P 2 Uk+1
�
k+1E;F

�
e a 2 E, então

Pa 2 Uk
�
kE;F

�
e

kPakUk � �2 kPkUk+1 kak :

Esta abordagem é muito próxima do conceito original introduzido em [14] para ideais

de polinômios. Para os casos investigados nas seções 2.2, 2.5, 2.6 e 2.7 não existe diferença

alguma entre os conceitos, uma vez que

kPkUn =






_

P






Mn

:

Porém, acreditamos que esse não seria o melhor enfoque a ser empregado ao tema, dado que a

sequência de pares "canônicos"(Pk;Lk)
1
k=1 (composta por ideais de polinômios k-homogêneos

contínuos e operadores n-lineares contínuos, com a norma do sup) deixa de ser coerente e

compatível quando os mesmos são considerados sobre o corpo dos números reais, conforme

[9, Proposição 8.5].

Para mostramos que os conceitos de coerência e compatibilidade funcionam bem

simultaneamente, apresentaremos um exemplo que consideramos bastante ilustrativo.

Exemplo 2.8.1 Seja U1 = M1 = �1 e considere, para todo n, a sequência arti�cial
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(Un;Mn)
1
n=1 de�nida por

(U2n;M2n)
1
n=1 =

��
P�2n;mult1 ; k�kP�2n;mult1

�
;
�
L�2n;mult1 ; k�kL�2n;mult1

��1
n=1

(U2n+1;M2n+1)
1
n=1 =

��
P�2n+1;str1 ; k�kP�2n+1;str1

�
;
�
L�2n+1;str1 ; k�kL�2n+1;str1

��1
n=1

:

Pelas nossas prévias seções, é fácil ver que a sequência (Un;Mn)
1
n=1 é compatível com

o ideal �1. Por outro lado, não é difícil mostrar que (Un;Mn)
1
n=1 não é coerente. Logo,

a nossa abordagem em pares, além de �ltrar sequências que mantém o espírito do ideal de

operadores lineares, parece se mostrar um método adequado de evitar construções arti�ciais.

No próximo capítulo introduziremos a noção de aplicações multilineares e polinômios

quase somantes em todo ponto e de�niremos uma norma natural que torna esta classe um

ideal de polinômios/multilineares de Banach. Vamos ainda, neste novo capítulo, explorar os

conceitos de coerência e compatibilidade que apresentamos neste capítulo, além de mostrar

que o ideal de polinômios quase somantes é um tipo de holomor�a global.
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Aplicações Quase Somantes

A ideia de considerar aplicações não-lineares quase somantes aparece pela primeira vez

na literatura nos artigos [6] e [8], e foi posteriormente explorada em [32, 33, 38]. Para a

teoria linear de operadores quase somantes, sugerimos [17]. Neste trabalho visamos explorar o

conceito de aplicação quase somante em um dado ponto, tentando obter uma norma no espaço

das aplicações quase somantes em todo ponto. Inicialmente, tentamos adaptar resultados

similares (para aplicações absolutamente somantes) obtidos em [9, 27]; entretanto, o caso de

aplicações quase somantes é mais delicado e, mesmo no caso linear, exige atenção especial

(veja, por exemplo [6]).

Observação 3.0.2 Os resultados do presente capítulo foram aceitos para publicação na

revista Linear and Multilinear Algebra [34].
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3.1 Aplicações multilineares e polinômios quase

somantes

3.1.1 Aplicações multilineares quase somantes

Sejam 1 � p1; : : : ; pn < 1. Uma aplicação n-linear T 2 L(E1; : : : ; En;F ) é dita quase

(p1; : : : ; pn)-somante no ponto a = (a1; : : : ; an) 2 E1 � : : :� En se

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�1
j=1

2 Rad (F )

sempre que
�
x
(i)
j

�1
j=1

2 lupi (Ei), 1 � pi < 1, i = 1; : : : ; n. O conjunto de todas as

aplicações n-lineares que são quase (p1; : : : ; pn)-somantes em a = (a1; : : : ; an) será denotado

por Ln;(a)al;(p1;:::;pn)
(E1; : : : ; En;F ).

Em particular, se T é uma aplicação n-linear contínua quase (p1; : : : ; pn)-somante em

a = 0, ou seja, �
T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

��1
j=1

2 Rad (F )

sempre que
�
x
(i)
j

�1
j=1

2 lupi (Ei) i = 1; : : : ; n, dizemos apenas que T é quase (p1; : : : ; pn)-

somante e denotamos o conjunto de todos os operadores com essa propriedade por

Lnal;(p1;:::;pn)(E1; : : : ; En;F ).

Se E1 = : : : = En = E, escrevemos Ln;(a)al;p (
nE;F ), e os elementos de Ln;(a)al;p (

nE;F ) são

chamados de quase p-somantes em a.

O espaço formado pelas aplicações n-lineares contínuas que são quase (p1; : : : ; pn)-

somantes em todo ponto é denotado por Ln;eval;(p1;:::;pn)
(E1; : : : ; En;F ): Note que

Ln;eval;(p1;:::;pn)
(E1 � : : :� En;F ) =

\

a2E

L
n;(a)
al;(p1;:::;pn)

(E1 � : : :� En;F ):

60



Capítulo 3 Aplicações Quase Somantes

Se n � 2, o Corolário 3 de [32] nos garante que

Lnal;2 (
nc0; c0) = L (

nc0; c0) :

Como, se 1 � p � 2, então lup (E) � lu2 (E), segue que

Lnal;p (
nc0; c0) = L (

nc0; c0) :

Além disso, o exemplo abaixo mostra que L2al;2 não é um ideal CUD. De fato, considere

a aplicação R : c0 � c0 ! c0 de�nida por

R(x; y) = ' (x) y;

onde ' 2 E 0, ' 6= 0, que é quase 2-somante. Sabemos, pelo Teorema de Dvoretzky-Rogers

2.3.14, que

id : c0 ! c0

não é quase 2-somante. Assim, se �xarmos a 2 c0, onde ' (a) = 1, então

R (a; y) = y;

que não é quase 2-somante. Isto mostra que L2al;2 não é um ideal CUD.

Estes resultados sugerem que este conceito que privilegia a origem não é muito adequado,

uma vez que existem muitos resultados de coincidência.

3.1.2 Polinômios quase somantes

Um polinômio P 2 P(nE;F ) é quase p-somante em a 2 E se

(P (a+ xj)� P (a))1j=1 2 Rad(F );
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para toda (xj)1j=1 2 `
u
p(E), 1 � p <1.

O espaço formado pelos polinômios n-homogêneos contínuos que são quase p-somantes

em a 2 E será denotado por Pn;(a)
al;p (

nE;F ). Os polinômios n-homogêneos contínuos quase

p-somantes em a = 0 são simplesmente chamados de quase p-somantes e o respectivo espaço

é denotado por Pn
al;p(

nE;F ).

O espaço formado pelos polinômios n-homogêneos contínuos que são quase p-somantes

em todo ponto é denotado por Pn;ev
al;p (

nE;F ). Note que

Pn;ev
al;p (

nE;F ) =
\

a2E

P
n;(a)
al;p (

nE;F ):

No estudo dos polinômios quase somantes também existem muitos resultados que

mostram a importância de estudarmos os polinômios quase somantes fora da origem. Uma

boa justi�cativa dessa a�rmação pode ser vista no exemplo abaixo, onde mostramos que Pn
al;2

não é um tipo de holomor�a global. Resultados dessa natureza nos motivaram a trabalhar

com um conceito diferente.

Exemplo 3.1.1 Seja P 2 P(2c0; c0) de�nido por

P (x) = ' (x) x; 0 6= ' 2 E 0

e seja a 2 c0 tal que ' (a) = 1. Segue do Corolário 3 de [32] que

P 2 P2al;2(
2c0; c0):
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Calculando a derivada de P , temos que

dP (a) (x) = lim
t!0

P (a+ tx)� P (a)

t

= lim
t!0

' (a+ tx) (a+ tx)� a

t

= lim
t!0

(a+ tx) + t' (x) (a+ tx)� a

t

= x+ ' (x) a:

Como

id : c0 ! c0

não é quase 2-somante, temos que dP (a) não pertence a Lal;2(c0; c0) e, portanto, Pn
al;2 não

é tipo de holomor�a global.

3.2 Teoremas do tipo Dvoretzky Rogers

Foi provado em [8, Proposição 3.1] o seguinte resultado:

Proposição 3.2.1 Sejam E e F espaços de Banach e n 2 N.

(i) Todo polinômio n-homogêneo contínuo e toda aplicação n-linear contínua é quase

1-somante, isto é,

Pn
al;1(

nE;F ) = P(nE;F ) e Lnal;1(
nE;F ) = L(nE;F ):

(ii) Todo polinômio n-homogêneo contínuo de tipo �nito é quase p-somante para p � 2n,

isto é,

Pf (
nE;F ) � Pn

al;p(
nE;F )

(iii) Para p > 2n, não existe polinômio n-homogêneo quase p-somante, com exceção do

polinômio nulo.

63



Capítulo 3 Aplicações Quase Somantes

De acordo com este resultado, estaremos principalmente interessados em quase p-

somabilidade com 1 < p � 2n, onde n é o grau do polinômio ou n-linearidade. Sabe-se

ainda que para 1 < p � 2; temos (veja [32])

P(nE;E) 6= Pn;ev
al;p (

nE;E), dimE =1 e (3.1)

L(nE;E) 6= Ln;eval;p (
nE;E), dimE =1:

Nosso primeiro resultado é uma melhoria do resultado acima, quali�cando pontos

(a1; :::; an) 2 E
n para os quais

L(nE;E) 6= L
n;(a)
al;p (

nE;E) e

P (nE;E) 6= P
n;(a)
al;p (

nE;E) :

As técnicas usadas nessa seção foram inspiradas em [2].

3.2.1 Caso multilinear

Sejam T 2 L(E1; : : : ; En;F ) e a = (a1; : : : ; an) 2 E1 � � � � � En. Denotaremos por Ta1

a aplicação (n� 1)-linear de E2 � � � � � En em F de�nida por

Ta1 (x2; : : : ; xn) := T (a1; x2; : : : ; xn) :

Analogamente, de�nimos as aplicações (n� 1)-lineares Ta2 ; : : : ; Tan, as aplicações (n� 2)-

lineares

Ta1;a2 := T (a1; a2; �; : : : ; �)

...

Tan�1;an := T (�; : : : ; �; an�1; an)
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e as aplicações lineares

Ta1;:::;an�1 := T (a1; : : : ; an�1; �)

...

Ta2;:::;an := T (�; a2; : : : ; an) :

Proposição 3.2.2 Sejam a = (a1; : : : ; an) 2 E1�� � ��En e T 2 L
n;(a)
al;(q1;:::;qn)

(E1; : : : ; En;F ):

Então:

(a) A aplicação

Taj1 ;:::;ajr

é quase (qk1 ; : : : ; qks)-somante na origem, sempre que

f1; : : : ; ng = fj1; : : : ; jrg [ fk1; : : : ; ksg;

k1 � : : : � ks e fj1; : : : ; jrg \ fk1; : : : ; ksg = ;:

Em particular, T é quase (q1; :::; qn)-somante na origem.

(b) A aplicação

T 2 L
n;(b)
al;(q1;:::;qn)

(E1; : : : ; En;F );

para todo b 2 f�1a1; : : : ; �nang, �j 2 K, j = 1; : : : ; n:

Demonstração: (a) Para o operador linear Ta1;:::;an�1 é su�ciente observar que

Ta1;:::;an�1

�
x
(n)
j

�
= T

�
a1 + 0; : : : ; an�1 + 0; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an):

Portanto, �
Ta1;:::;an�1

�
x
(n)
j

��1
j=1

2 Rad(F )
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para todo
�
x
(n)
j

�1
j=1

2 `uqn(En). Consequentemente,

Ta1;:::;an�1 2 L
1
al;qn(En; F ):

Os outros casos de operadores lineares são análogos.

Para o caso bilinear, Ta1;:::;an�2 , notemos que

Ta1;:::;an�2

�
x
(n�1)
j ; x

(n)
j

�

=
h
T
�
a1 + 0; : : : ; an�2 + 0; an�1 + x

(n�1)
j ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

i
(3.2)

� Ta1;:::;an�1

�
x
(n)
j

�
� Ta1;:::;an�2an

�
x
(n�1)
j

�

Como

�
T
�
a1 + 0; : : : ; an�2 + 0; an�1 + x

(n�1)
j ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�1
j=1

2 Rad(F );

�
Ta1:::an�1

�
x
(n)
j

��1
j=1

2 Rad(F )

e �
Ta1;:::;an�2an

�
x
(n�1)
j

��1
j=1

2 Rad(F );

para todo
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uqk(Ek) com k = n � 1, n, segue que Ta1;:::;an�2 2

L2al;(qn�1;qn)(En�1; En;F ).

Os outros casos bilineares são análogos. Usando esse raciocínio, podemos concluir que

Taj1 ;:::;ajr 2 L
s
al;(qk1 ;:::;qks )

(Ek1 ; : : : ; Eks ;F )

sempre que

f1; : : : ; ng = fj1; : : : ; jrg [ fk1; : : : ; ksg;
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k1 � : : : � ks e fj1; : : : ; jrg \ fk1; : : : ; ksg = ;:

Sabemos ainda que

h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

i

=

2
66666666664

T
�
x
(1)
j ; a2; : : : ; an

�
+ T

�
a1; x

(2)
j ; : : : ; an

�
+ : : :+ T

�
a1; : : : ; an�1; x

(n)
j

�

+T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j ; : : : ; an

�
+ : : :+ T

�
a1; : : : ; an�2; x

(n�1)
j ; x

(n)
j

�

+ : : :+

+T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n�1)
j ; an

�
+ : : :+ T

�
a1; x

(2)
j ; : : : ; x

(n)
j

�

+T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�

3
77777777775

;

para todo j 2 N. Desta forma, como

T 2 L
n;(a)
al;(q1;:::;qn)

(E1; : : : ; En;F )

e

Taj1 ;:::;ajr 2 L
s
al;(qk1 ;:::;qks )

(Ek1 ; : : : ; Eks ;F );

segue que T é quase (q1; :::; qn)-somante na origem.

(b) Seja b = (�1a1; : : : ; �nan). Se �j 6= 0 para todo j, note que

kX

j=1

rj(t)
�
T
�
�1a1 + x

(1)
j ; : : : ; �nan + x

(n)
j

�
� T (�1a1; : : : ; �nan)

�
(3.3)

=

kX

j=1

rj(t)

�
T

�
�1a1 +

�1
�1
x
(1)
j ; : : : ; �nan +

�n
�n
x
(n)
j

�
� T (�1a1; : : : ; �nan)

�

=�1 : : : �n

kX

j=1

rj(t)

�
T

�
a1 +

1

�1
x
(1)
j ; : : : ; an +

1

�n
x
(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�
:

Como �
T

�
a1 +

1

�1
x
(1)
j ; : : : ; an +

1

�n
x
(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�1

j=1

2 Rad(F )
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sempre que
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `uqk(Ek), então de (3.3) segue que

�
T
�
�1a1 + x

(1)
j ; : : : ; �nan + x

(n)
j

�
� T (�1a1; : : : ; �nan)

�1
j=1

2 Rad(F ):

Se existir j tal que �j = 0, o resultado também é válido. Vamos demonstrá-lo apenas

no caso n = 3, pois os outros casos são completamente similares.

Como T 2 L3;(a)al;(q1;q2;q3)
, onde a = (a1; a2; a3), então sabemos, pelo item (a), que

Ta1 2 L
2
al;(q2;q3)

(E2; E3;F )

Ta2 2 L
2
al;(q1;q3)

(E1; E3;F )

Ta3 2 L
2
al;(q1;q2)

(E1; E2;F )

Ta1a2 2 L
1
al;q3
(E3;F )

Ta1a3 2 L
1
al;q2
(E2;F )

Ta2a3 2 L
1
al;q1
(E1;F )

T 2 L3al;(q1;q2;q3)(E1; E2; E3;F ): (3.4)

A demonstração será dividida em casos:

� Caso �1 6= 0, �2 6= 0 e �3 = 0. Note que

kX

j=1

rj(t)
h
T
�
�1a1 + x

(1)
j ; �2a2 + x

(2)
j ; x

(3)
j

�
� T (�1a1; �2a2; 0)

i

=�1�2

"
kX

j=1

rj(t)

�
T

�
a1 +

1

�1
x
(1)
j ; a2 +

1

�2
x
(2)
j ; x

(3)
j

�
� T (a1; a2; 0)

�#

=�1�2

2
4

kX

j=1

rj(t)

0
@ T

�
a1; a2; x

(3)
j

�
+ T

�
1
�1
x
(1)
j ; a2; x

(3)
j

�
+ T

�
a1;

1
�2
x
(2)
j ; x

(3)
j

�

+T
�
1
�1
x
(1)
j ; 1

�2
x
(2)
j ; x

(3)
j

�

1
A
3
5

=�1�2

2
4

kX

j=1

rj(t)

0
@ Ta1a2

�
x
(3)
j

�
+ Ta2

�
1
�1
x
(1)
j ; x

(3)
j

�
+ Ta1

�
1
�2
x
(2)
j ; x

(3)
j

�

+T
�
1
�1
x
(1)
j ; 1

�2
x
(2)
j ; x

(3)
j

�

1
A
3
5 ;
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de onde segue facilmente que T 2 L3;(b)al;(q1;q2;q3)
, onde b = (�1a1; �2a2; 0).

� Os casos �1 = 0; �2 6= 0; �3 6= 0 e �1 6= 0; �2 = 0; �3 6= 0 são análogos.

� Caso �1 6= 0 e �2 = �3 = 0. Observe que

kX

j=1

rj(t)
�
T
�
�1a1 + x

(1)
j ; x

(2)
j ; x

(3)
j

�
� T (�1a1; 0; 0)

�

=�1

kX

j=1

rj(t)

�
T
�
a1; x

(2)
j ; x

(3)
j

�
+ T

�
1

�1
x
(1)
j ; x

(2)
j ; x

(3)
j

�
� T (a1; 0; 0)

�

=�1

kX

j=1

rj(t)

�
Ta1

�
x
(2)
j ; x

(3)
j

�
+ T

�
1

�1
x
(1)
j ; x

(2)
j ; x

(3)
j

��

e novamente concluímos que T 2 L3;(b)al;(q1;q2;q3)
, onde b = (�1a1; 0; 0).

� Os casos �2 6= 0, �1 = �3 = 0 e �1 = �2 = 0, �3 6= 0 são análogos.

� Quando �1 = �2 = �3 = 0, já sabemos que T 2 L3al;(q1;q2;q3).

�

O lema seguinte será útil nos dois próximos teoremas.

Lema 3.2.3 Sejam '1; : : : ; 'm 2 E
0

e b 2 F . Se fm(x) = '1(x) : : : 'm(x)b para cada x 2 E,

então fn é quase p-somante em qualquer a 2 E, 1 < p � 2.

Demonstração: Devemos mostrar que (fm(a+ xj)� fm(a))
1
j=1 2 Rad(F ), sempre que

(xj)
1
j=1 2 `

u
p(E), que por de�nição é equivalente a mostrar que

kX

j=1

rj(t) (fm(a+ xj)� fm(a))

é convergente em F para quase todo t 2 [0; 1].
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Faremos o caso onde m = 3. O caso geral segue de maneira análoga.

Observe que

kX

j=1

rj(t) [f3 (a+ xj)� f3(a)]

=

kX

j=1

rj(t) ['1 (a+ xj)'2 (a+ xj)'3 (a+ xj) b� '1 (a)'2 (a)'3 (a) b]

=

kX

j=1

rj(t)b

2
6664

'1 (a)'2 (a)'3 (xj) + '1 (a)'2 (xj)'3 (a) + '1 (xj)'2 (a)'3 (a)

+'1 (a)'2 (xj)'3 (xj) + '1 (xj)'2 (xj)'3 (a) + '1 (xj)'2 (xj)'3 (a)

+'1 (xj)'2 (xj)'3 (xj)

3
7775

=
kX

j=1

rj(t)b

2
6664

'3 (xj'1 (a)'2 (a)) + '2 (xj'1 (a)'3 (a)) + '1 (xj'2 (a)'3 (a))

+'2 (xj'1 (a)'3 (xj)) + '1 (xj'2 (a)'3 (xj)) + '1 (xj'2 (xj)'3 (a))

+'1 (xj'2 (xj)'3 (xj))

3
7775 (3.5)

Como 'i é quase somante, segue por [17, Proposição 12.5] que cada termo de (3.5)

converge em L2([0; 1];F ), sempre que (xj)1j=1 2 `
u
2(E).

Como 1 < p � 2, e (xj)
1
j=1 2 `up(E), temos (xj)

1
j=1 2 `u2(E), donde segue o resultado

desejado. �

Teorema 3.2.4 (Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers) Sejam E um espaço de Banach,

n � 2 e 1 < p � 2. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) E tem dimensão in�nita.

(b) Ln;(a)al;p (
nE;E) 6= L(nE;E) para todo a = (a1; : : : ; an) 2 En com ai 6= 0 para todo i ou

ai = 0 para apenas um i.

(c) Ln;(a)al;p (
nE;E) 6= L(nE;E) para algum a = (a1; : : : ; an) 2 En com ai 6= 0 para todo i ou

ai = 0 para apenas um i.
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Observação 3.2.5 Como consequência de [8, Proposição 3:1] podemos mostrar que

L
n;(a)
al;1 (

nE;E) = L(nE;E), e isso mostra a importância de tomarmos 1 < p � 2 no Teorema

que acabamos de enunciar.

Demonstração: (a)) (b)

Seja k 2 N, 1 � k � n. Suponha que, para todo i 6= k, ai seja diferente de zero. Então

existe 'i 2 E
0

tal que 'i(ai) = 1. Com isto, de�namos

T (x1; : : : ; xk; : : : ; xn) = '1(x1) : : : 'k�1(xk�1)'k+1(xk+1) : : : 'n(xn)xk:

Mostraremos que tal operador não é quase somante em a. De fato, como

Ta1:::ak�1ak+1:::an(x) := T (a1; : : : ; ak�1; x; ak+1; : : : ; an) = x

e por hipótese dim(E) =1, temos por [17, Observação 12.8] que

Ta1:::ak�1ak+1:::an(x) =2 L
1
al;p(E;E):

Logo, pelo item (a) da Proposição 3.2.2, T =2 L
n;(a)
al;p (

nE;E).

(b)) (c) é imediato.

(c)) (a)

Suponha que dim(E) < 1. Então, existem uma base fu1; : : : ; ung de E e uma base

f'1; : : : ; 'mg de E 0 tais que 'i(uj) = �ij. Seja A 2 L(nE;E). Assim, podemos escrever

A(x1; : : : ; xn) = A

 
mX

j=1

'j(x1)uj; : : : ;

mX

j=1

'j(xn)uj

!

=
X

j1:::jn

'j1(x1) : : : 'jn(xn)A(uj1 ; : : : ; ujn):

Desta forma, segue pelo Lema 3.2.3 que A 2 Ln;eval;p (
nE;E) e isto contradiz (c). �

71



Capítulo 3 Aplicações Quase Somantes

3.2.2 Caso polinomial

Seguindo as técnicas usadas em [2], podemos demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.2.6 Se P 2 Pn;(a)
al;p (

nE;F ); então P 2 Pn;(�a)
al;p (nE;F ) para todo � 6= 0:

Demonstração: Sabemos que P 2 Pn;(a)
al;p (

nE;F ) se, e somente se,

kX

j=1

rj(t) [P (a+ xj)� P (a)]

converge em L2([0; 1]; F ) sempre que (xj)1j=1 2 `
u
p(E). Como P 2 P

n;(a)
al;p (

nE;F ) e

P (�a+ xj)� P (�a) = �n
h
P
�
a+

xj
�

�
� P (a)

i
;

então
kX

j=1

rj(t) [P (�a+ xj)� P (�a)] = �n
kX

j=1

rj(t)
h
P
�
a+

xj
�

�
� P (a)

i

converge em L2([0; 1]; F ), pois
�xj
�

�1
j=1

2 `up(E). Portanto, P 2 P
n;(�a)
al;p , para todo � 6= 0. �

O lema acima nos permitiu provar o seguinte resultado:

Proposição 3.2.7 Se P 2 P(nE;F ) e a 2 E. Então P é quase p-somante em a se, e

somente se,
_

P é quase p-somante em (a; : : : ; a) 2 En.

Demonstração: Pela Fórmula de Polarização, devida a Mazur e Orlicz [28], temos que

m!

�
_

P
�
a+ x

(1)
j ; : : : ; a+ x

(n)
j

�
�

_

P (a; : : : ; a)

�

=
X

"k=0;1

(�1)n�
P

"k

"
P

 
x0 +

nX

k=1

"k

�
a+ x

(k)
j

�!
� P

 
x0 +

nX

k=1

"ka

!#

=
X

"k=0;1

(�1)n�
P

"k

"
P

 
x0 +

nX

k=1

"ka+
nX

k=1

"kx
(k)
j

!
� P

 
x0 +

nX

k=1

"ka

!#
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Como x0 é arbitrário, podemos escolher x0 = (n+ 1)a, e portanto

x0 +

nX

k=1

"ka 6= 0:

Por hipótese, P 2 Pn;(a)
al;p (

nE;F ); logo, pelo Lema 3.2.6 temos P 2 Pn;(�a)
al;p (nE;F ), para

todo � 6= 0. Como  
nX

k=1

"kx
(k)
j

!1

j=1

2 lup (E);

então

sX

j=1

rj(t)

�
_

P
�
a+ x

(1)
j ; : : : ; a+ x

(n)
j

�
�

_

P (a; : : : ; a)

�

=
sX

j=1

rj(t)
1

m!

X

"k=0;1

(�1)n�
P

"k

"
P

 
x0 +

nX

k=1

"ka+
nX

k=1

"kx
(k)
j

!
� P

 
x0 +

nX

k=1

"ka

!#
(3.6)

converge em L2([0; 1]; F ).

Para a recíproca, note que

P (a+ xj)� P (a) =
_

P (a+ xj; : : : ; a+ xj)�
_

P (a; : : : ; a);

para todo j. Desta forma,

kX

j=1

rj(t) [P (a+ xj)� P (a)] =

kX

j=1

rj(t)

�
_

P (a+ xj; : : : ; a+ xj)�
_

P (a; : : : ; a)

�

converge em L2([0; 1];F ), para todo (xj)
1
j=1 2 `

u
p(E). �

O próximo resultado é uma consequência da Proposição 3.2.7 e do item (b) da Proposição

3.2.2, como se pode ver em sua demonstração.

Proposição 3.2.8 Se P 2 P(nE;F ) é quase p-somante em a 2 E; então P é quase p-

somante na origem.
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Demonstração: Note que

P 2 P
n;(a)
al;p (

nE;F )
Prop:3:2:7
,

_

P 2 L
n;(a;:::;a)
al;p (nE;F )

Prop:3:2:2(b)
)

_

P 2 L
n;(�1a;:::;�na)
al;p (nE;F )

para todo �1; : : : ; �n 2 K: Tomando �1 = : : : = �n = 0, temos que
_

P 2 L
n;(a)
al;p (

nE;F ) e

novamente pela Proposição 3.2.7 segue que P 2 Pn;(a)
al;p (

nE;F ). �

Teorema 3.2.9 Sejam E um espaço de Banach, n � 2 e 1 < p � 2. As seguintes a�rmações

são equivalentes:

(a) E tem dimensão in�nita.

(b) Pn;(a)
al;p (

nE;E) 6= P(nE;E) para todo a 2 E, a 6= 0.

(c) Pn;(a)
al;p (

nE;E) 6= P(nE;E) para algum a 2 E, a 6= 0.

Demonstração: (a)) (b) Suponha que Pn;(a)
al;p (

nE;E) = P(nE;E), e a 6= 0. Então escolha

' 2 E
0

tal que '(a) = 1 e de�na P 2 P(nE;E) por

P (x) = '(x)n�1x:

Seja

A(x1; : : : ; xn) =
'(x1) : : : '(xn�1)xn + : : :+ '(x2) : : : '(xn)x1

n
:

Assim,

A(x; : : : ; x) = '(x)n�1x = P (x):

Logo, A =
_

P . Pela Proposição 3.2.7, como P 2 Pn;(a)
al;p (

nE;E) temos que
_

P é quase p-somante

em (a; : : : ; a). Considere Pan�1 2 L(E;E) de�nido por

Pan�1(x) =
_

P (a; : : : ; a; x):

Assim,

Pan�1(x) =
_

P (a+ 0; : : : ; a+ 0; a+ x)�
_

P (a; : : : ; a; a); 8x 2 E:
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Desta forma, concluímos que Pan�1(x) é quase p-somante.

Além disso, sabemos que

Pan�1(x) =
n� 1

n
'(x)a+

1

n
x; 8x 2 E;

de onde teríamos que a identidade em E é um operador quase p-somante, e isto implica que

a dim (E) <1.

(b)) (c) é imediato.

A demonstração de (c)) (a) é análoga à demonstração de (c)) (a) do Teorema 3.2.4.

�

3.3 Caracterizações de L
n;(a)
al;p (

nE;F )

A seguir apresentaremos uma sequência de lemas que serão úteis para caracterizar o

espaço Ln;(a)al;p (
nE;F ).

Lema 3.3.1 Se (xj)
1
j=1 2 Rad(F ), então kxnkF �




(xj)1j=1




Rad(F )

para todo n.

Demonstração: Se (xj)1j=1 2 Rad (F ), então

Z 1

0








1X

j=1

rj(t)xj








2

dt <1:

Pelo Lema 2.3.5,

lim
n!1

Z 1

0








nX

j=1

rj(t)xj








2

dt =

Z 1

0








1X

j=1

rj(t)xj








2

dt:

Mas o Lema de Contração [17, 12.2] garante que essa convergência é crescente.
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Desta forma, para cada n, temos que

kxnk =

�Z 1

0

krn(t)xnk
2 dt

�1=2

�

0
@
Z 1

0








nX

j=1

rj(t)xj








2

dt

1
A
1=2

�

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)xj








2

dt

1
A
1=2

;

e o resultado está provado. �

Lema 3.3.2 Sejam
�
y
(n)
j

�1
j=1

2 Rad(F ), para cada n 2 N. Se

lim
n!1

�
y
(n)
j

�1
j=1

= y = (yj)
1
j=1 2 Rad(F );

então

lim
n!1

y
(n)
j = yj em F

para todo natural j.

Demonstração: Dado " > 0, existe N tal que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)
�
y
(n)
j � yj

�






2

dt

1
A
1=2

=






�
y
(n)
j

�1
j=1
� (yj)

1
j=1






Rad(F )

< "

sempre que n > N . Desta forma, segue do Lema 3.3.1 que, para cada j,




y(n)j � yj




 � 2

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)
�
y
(n)
j � yj

�






2

dt

1
A
1=2

< 2";

sempre que n > N e o resultado está provado. �

A partir do lema acima, podemos mostrar a seguinte caracterização de operadores

multilineares quase somantes:
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Proposição 3.3.3 As seguintes a�rmações para T 2 L(E1; :::; En;F ) são equivalentes:

(i) T é quase p-somante.

(ii) A aplicação eT : `up(E1)� � � � � `up(En)! Rad(F ) dada por

eT
��

z
(1)
j

�1
j=1

; : : : ;
�
z
(n)
j

�1
j=1

�
=
�
T
�
z
(1)
j ; : : : ; z

(n)
j

��1
j=1

está bem de�nida e é contínua.

(iii) Existe C � 0 tal que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�






2

dt

1
A
1=2

� C






�
x
(1)
j

�1
j=1






w;:p

� � �






�
x
(n)
j

�1
j=1






w;p

para todo
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `up(Ek); k = 1; :::; n.

(iv) Existe C � 0 tal que

0
@
Z 1

0








mX

j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; :::; x

(n)
j

�






2

dt

1
A
1=2

� C



(x(1)j )mj=1





w;p
� � �



(x(n)j )

m
j=1





w;p

para todo m 2 N:

Demonstração: (i)) (ii) Da de�nição de T segue que eT está bem de�nida. Para mostrar

que eT é contínua, utilizaremos o teorema do grá�co fechado para aplicações multilineares.

Seja

��
(k)z

(1)
j

�1
j=1

; : : : ;
�
(k)z

(n)
j

�1
j=1

;
�
T
�
(k)z

(1)
j ; : : : ; (k)z

(n)
j

��1
j=1

�1

k=1

uma sequência convergente no grá�co de eT . Suponha que

�
(k)z

(i)
j

�1
j=1

k
�!

�
x
(i)
j

�
; i = 1; : : : ; n e T

�
(k)z

(1)
j ; : : : ; (k)z

(n)
j

�
k
�! (yj)

1
j=1 :
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Para simpli�car a notação, denotaremos

T
�
(k)z

(1)
j ; : : : ; (k)z

(n)
j

�
= a

(k)
j :

Assim, �
a
(k)
j

�1
j=1

k!1
���! (yj)

1
j=1 :

Pelo Lema 3.3.2, como

�
T
�
(k)z

(1)
j ; : : : ; (k)z

(n)
j

��1
j=1

k!1
���! (yj)

1
j=1 ;

então

T
�
(k)z

(1)
j ; : : : ; (k)z

(n)
j

�
k!1
���! yj;

para todo j. Como T é contínua, temos que T (x(1)j ; : : : ; x
(n)
j ) = yj. Dessa forma, o ponto

��
x
(1)
j

�1
j=1

; : : : ;
�
x
(n)
j

�1
j=1

;
�
T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

��1
j=1

�

pertence ao grá�co de eT , e eT é contínua.

(ii)) (iii) segue do fato de eT ser contínua.

(iii)) (iv) é imediato.

(iv)) (i) Queremos mostrar que Sm(t) =
mP
j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�
converge em F para

quase todo t 2 [0; 1].

De fato, se m > k, então

kSm(t)� Sk(t)kL2([0;1];F ) =








mX

j=k+1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�





L2([0;1];F )

� C






�
x
(1)
j

�m
j=k+1






w;p

: : :






�
x
(n)
j

�m
j=k+1






w;p

:
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Como cada
�
x
(i)
j

�1
j=1

2 `up(Ei), temos que dado " > 0, existe n0 2 N tal que, se k > n0,

então

C






�
x
(1)
j

�m
j=k+1






w;p

: : :






�
x
(n)
j

�m
j=k+1






w;p

< ":

Consequentemente,

kSm(t)� Sk(t)kL2([0;1];F ) < ":

Desta forma, Sm(t) é de Cauchy. Como L2([0; 1]; F ) é Banach, então Sm(t) converge em

F para quase todo t 2 [0; 1]. �

No Teorema 3.3.5 demonstraremos uma caracterização similar à Proposição 3.3.3, mas

para aplicação quase p-somante em todo ponto.

A seguir, provaremos um lema auxiliar:

Lema 3.3.4 Se T 2 Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ) e (a1; : : : ; an) 2 E1 � � � � � En; então existe um

número real Ca1:::an tal que

Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�






2

dt � Ca1:::an ;

sempre que
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 B`up (Ek); k = 1; : : : ; n:

Demonstração: Faremos a demonstração para n = 2. No caso geral, a demonstração

segue de forma semelhante. Note que:

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; a2 + x

(2)
j

�
� T (a1; a2)

�






2

dt

1
A
1=2

�

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
a1; x

(2)
j

�






2

dt

1
A
1=2

+

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; a2

�






2

dt

1
A
1=2

+

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j

�






2

dt

1
A
1=2

:
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Pelo item (iii) da Proposição 3.3.3, existe C1 � 0 tal que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j

�






2

dt

1
A
1=2

� C1






�
x
(1)
j

�1
j=1






w;p






�
x
(2)
j

�1
j=1






w;p

:

Como, pela Proposição 3.2.2, Ta1 e Ta2 são quase p-somantes na origem, existem C2 e

C3 tais que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
a1; x

(2)
j

�






2

dt

1
A
1=2

� C2






�
x
(2)
j

�1
j=1






w;p

e 0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)T
�
x
(1)
j ; a2

�






2

dt

1
A
1=2

� C3






�
x
(1)
j

�1
j=1






w;p

:

Assim, basta tomar Ca1a2 = C1 + C2 + C3 que o resultado segue. �

De agora em diante, se T 2 Ln;eval;p (E1; :::; En;F ); considere a aplicação n-linear

�T : G1 � � � � �Gn ! Rad(F )

dada por

�T

��
a1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�1
j=1

��

=
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�1
j=1

;

onde

Gs = Es � `up (Es) ; s = 1; : : : ; n;

é munido com a norma da soma



(a; (xj)1j=1)



Gs
:= kak+



(xj)1j=1



w;p

:
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A caracterização a seguir foi inspirada em ideias de [2] e [27].

Teorema 3.3.5 As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) T 2 Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ):

(b) �T é bem de�nida e contínua.

(c) Existe C � 0 tal que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�






2

dt

1
A
1=2

(3.7)

� C

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!

para todos
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `up(Ek); k = 1; :::; n e (a1; :::; an) 2 E1 � � � � � En:

(d) Existe C � 0 tal que

0
@
Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�






2

dt

1
A
1=2

(3.8)

� C
nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�m
j=1






w;p

!

para todo positivo inteiro m; todos x(k)j 2 Ek; k = 1; : : : ; n e quaisquer (a1; : : : ; an) 2

E1 � � � � � En.

Demonstração: (a)) (b)

A aplicação �T está bem de�nida devido à de�nição de L
n;ev
al;p (E1; :::; En;F ):Mostremos agora

que �T é contínua.
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Inicialmente, mostraremos que o conjunto

F
k;
�

x
(1)
j

�1

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�1

j=1

=

8
><
>:

(a1; : : : ; an) 2 E1 � : : :� En;



�T
��

a1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�1
j=1

��




Rad(F )

� k

9
>=
>;

é fechado para todo número natural k e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 Blup (Er). Para isto, considere o conjunto

F
k;
�

x
(1)
j

�m

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�m

j=1

=
n
(a1; : : : ; an) 2 E1 � : : :� En; k'm(T ) (a1; : : : ; an)kRad(F ) � k

o
;

onde 'm(T ) é a função

'm (T ) : E1 � � � � � En ! (Rad(F ); k � k1) ;

de�nida por

'm (T ) (a1; : : : ; an) =
mX

j=1

rj (t)
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�

que é uma função contínua. De fato, observe que

Z 1

0









mX

j=1

rj (t)

2
4 T

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T

�
b1 + x

(1)
j ; : : : ; bn + x

(n)
j

�

+T (b1; : : : ; bn)� T (a1; : : : ; an)

3
5








dt

�

Z 1

0

mX

j=1




rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T

�
b1 + x

(1)
j ; : : : ; bn + x

(n)
j

�i


 dt

+

Z 1

0

mX

j=1

krj (t) [T (b1; : : : ; bn)� T (a1; : : : ; an)]k dt

=

mX

j=1




T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T

�
b1 + x

(1)
j ; : : : ; bn + x

(n)
j

�




+

mX

j=1

kT (b1; : : : ; bn)� T (a1; : : : ; an)k :
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Sabemos que T é contínua no ponto a = (a1; : : : ; an). Logo, dado " > 0 existe ~� > 0 tal

que, se c = (c1; : : : ; cn) e kc� ak < ~�, então

kT (a)� T (c)k <
"

2m
:

Além disso, T é contínua no ponto
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
, j = 1; : : : ;m. Portanto, dado

" > 0 existe �j tal que

kT (a+ xj)� T (d)k <
"

2m
;

para todos j = 1; : : : ; n, d = (d1; : : : ; dn) 2 B�j (a+ xj), onde xj =
�
x
(1)
j ; : : : ; x

(n)
j

�
. Tome

� = minf~�; �1; : : : ; �mg:

Daí, se ka� bk < � e k(a+ xj)� (b+ xj)k < �j para j = 1; : : : ; n, então

k'm (T ) (a1; : : : ; an)� 'm (T ) (b1; : : : ; bn)k

=

Z 1

0









mX

j=1

rj (t)

2
4 T

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T

�
b1 + x

(1)
j ; : : : ; bn + x

(n)
j

�

+T (b1; :::; bn)� T (a1; :::; an)

3
5








dt

� ":

Sendo assim, o conjunto

F
k;
�

x
(1)
j

�m

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�m

j=1

é fechado.

Mostraremos agora que

F
k;
�

x
(1)
j

�1

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�1

j=1

=
\

m

F
k;
�

x
(1)
j

�m

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�m

j=1

:
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Se (a1; : : : ; an) 2 Fk;
�

x
(1)
j

�1

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�1

j=1

, então

Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

i




 dt � k:

Pelo Princípio de Contração [17, 12.2] e pelo Lema 2.3.5, temos que

(a1; : : : ; an) 2
\

m

F
k;
�

x
(1)
j

�m

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�m

j=1

:

Reciprocamente, suponha que

(a1; : : : ; an) 2
\

m

F
k;
�

x
(1)
j

�m

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�m

j=1

:

Pelo Lema 2.3.5,

lim
m!1

Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

i




 dt

=

Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

i




 dt:

Como

Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

i




 dt � k;

para todo m 2 N, temos o resultado desejado.

Assim, acabamos de mostrar que o conjunto F
k;
�

x
(1)
j

�1

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�1

j=1

é fechado, pois é

interseção de fechados.

Agora, de�namos o conjunto

Fk :=
\

F
k;
�

x
(1)
j

�1

j=1
;:::;
�

x
(n)
j

�1

j=1

;
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onde
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 `up (Er) e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 B`up (Er); r = 1; : : : ; n.

Assim, temos pelo Lema 3.3.4 que

E1 � � � � � En =
[

k2N

Fk:

Pelo Teorema de Baire, existe k0 tal que Fk0 tem interior não vazio, isto é, existem

(b1; : : : ; bn) e 0 < " < 1 tais que





�T
��

c1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
cn;
�
x
(n)
j

�1
j=1

��




Rad(F )

� k0 (3.9)

sempre que kcr � brk < " e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 B`up (Er); r = 1; : : : ; n.

A�rmamos que �T é limitada na bola de raio " e centro no ponto

��
b1; (0)

1
j=1

�
; : : : ;

�
bn; (0)

1
j=1

��
2 G1 � : : :�Gn:

De fato, se 




�
vi;
�
x
(i)
j

�1
j=1

�



 < "

para todo i = 1; : : : ; n, temos

kvik < " e






�
x
(i)
j

�1
j=1





 < " < 1.

Logo, usando (3.9), segue que





�T
���

b1; (0)
1
j=1

�
; : : : ;

�
bn; (0)

1
j=1

��
+

��
v1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
vn;
�
x
(n)
j

�1
j=1

���




Rad(F )

=





�T
��
b1 + v1;

�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
bn + vn;

�
x
(n)
j

�1
j=1

��




Rad(F )

� k0

pois

k(bj + vj)� bjk = kvjk < " e






�
x
(i)
j

�1
j=1






w;p

< " < 1.
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Isto mostra que �T é limitada em uma vizinhança de um certo ponto. Logo, �T é contínua.

É imediato que (b)) (c).

(c)) (d) é imediato.

Resta mostrar apenas que (d)) (a). De fato, seja n = 2. Basta mostrar que

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; a2 + x

(2)
j

�
� T (a1; a2)

�1
j=1

2 Rad(F );

para todos (a1; a2) 2 E1 � E2 e (x
(i)
j )

1
j=1 2 `

u
p(Ei).

Para tal, note que se �zermos a1 = a2 = 0 então, pelo mesmo argumento utilizado na

demonstração da Proposição 3.3.3 ((iv)) (i)), a sequência

Sm(t) =

mX

j=1

rj (t)T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j

�

é de Cauchy e, portanto, �
T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j

��1
j=1

2 Rad(F ): (3.10)

Se a1 = 0 e a2 arbitrário, então

�
T
�
0 + x

(1)
j ; a2 + x

(2)
j

�
� T (0; a2)

�1
j=1

=
�
T
�
x
(1)
j ; a2

�
+ T

�
x
(1)
j ; x

(2)
j

��1
j=1

:

Como por hipótese,

Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
�
T
�
0 + x

(1)
j ; a2 + x

(2)
j

�
� T (0; a2)

�




 dt

� C

�



�
x1j
�m
j=1





w;p

��
ka2k+





�
x2j
�m
j=1





w;p

�
;

então a sequência Sm(t) =
mP
j=1

rj (t)
�
T
�
x
(1)
j ; a2

�
+ T

�
x
(1)
j ; x

(2)
j

��
é de Cauchy e,

portanto, �
T
�
x
(1)
j ; a2

�
+ T

�
x
(1)
j ; x

(2)
j

��1
j=1

2 Rad(F ):
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Dessa forma, como �
T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j

��1
j=1

2 Rad(F );

segue que �
T
�
x
(1)
j ; a2

��1
j=1

2 Rad(F ): (3.11)

De maneira análoga, se a1 é arbitrário e a2 = 0, então

�
T
�
a1; x

(2)
j

��1
j=1

2 Rad(F ) (3.12)

Assim, temos de (3:10), (3:11) e (3:12) que

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; a2 + x

(2)
j

�
� T (a1; a2)

�1
j=1

=
�
T
�
x
(1)
j ; x

(2)
j

��1
j=1
+
�
T
�
x
(1)
j ; a2

��1
j=1
+
�
T
�
a1; x

(2)
j

��1
j=1

2 Rad(F )

Para n > 2 o raciocínio é semelhante. �

3.4 Normas naturais para Ln;eval;p (E1; :::; En;F )

Nesta seção estamos interessados na introdução de uma norma natural no espaço

Ln;eval;p (E1; :::; En;F ). Além disso, mostramos ainda que o espaço Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ) é

completo com a norma natural que foi introduzida e que Ln;eval;p é um ideal normalizado

de aplicações multilineares.

Proposição 3.4.1 A aplicação

8
<
:
k�keval;p : L

n;ev
al;p (E1; :::; En;F )! [0;1[

kTkeval;p = k�(T )k

é uma norma em Ln;eval;p (E1; :::; En;F ).

Demonstração: É claro que kTkeval;p � 0 e que se kTk
ev
al;p = 0 então T = 0.
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Seja � 2 K, � 6= 0. Então

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
�T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� �T (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

=






�
�
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

��1
j=1






Rad(F )

= j�j






�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

�1
j=1






Rad(F )

:

Portanto,

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
�T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� �T (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

� j�j kTkeval;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!
: (3.13)

Sabemos ainda que






�
�T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� �T (a1; :::; an)

�1
j=1






Rad(F )

� k�Tkeval;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!
:

Logo,






�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

�1
j=1






Rad(F )

�
1

j�j
k�Tkeval;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!
: (3.14)

Assim, segue de 3.13 e 3.14 que k�Tkeval;p = j�j kTk
ev
al;p.
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Sejam T1 e T2 2 L
n;ev
al;p (E1; : : : ; En;F ). Então,

�
Tk

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tk (a1; : : : ; an)

�1
j=1

2 Rad(F ); k = 1; 2:

Logo,
mP
j=1

rj (�)
h
Tk

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tk (a1; :::; an)

i
converge em L2([0; 1]; F ) para

1X

j=1

rj (�)
h
Tk

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tk (a1; :::; an)

i
:

Assim,

mX

j=1

rj (�)
h
T1

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T1 (a1; :::; an)

i

+

mX

j=1

rj (�)
h
T2

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T2 (a1; :::; an)

i
(3.15)

converge em L2([0; 1]; F ) para

1X

j=1

rj (�)
h
T1

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T1 (a1; :::; an)

i

+

1X

j=1

rj (�)
h
T2

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T2 (a1; :::; an)

i
:

Mas,

(3:15) =
mX

j=1

rj (�)
h
(T1 + T2)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� (T1 + T2) (a1; :::; an)

i
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converge em L2([0; 1]; F ) para

1X

j=1

rj (�)
h
(T1 + T2)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� (T1 + T2) (a1; :::; an)

i
:

Daí, segue pela unicidade dos limites que

1X

j=1

rj (�)
h
T1

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T1 (a1; :::; an)

i

+

1X

j=1

rj (�)
h
T2

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T2 (a1; :::; an)

i

=

1X

j=1

rj (�)
h
(T1 + T2)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� (T1 + T2) (a1; :::; an)

i
(3.16)

Além disso, pelo Teorema 3.3.5,

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
Tr

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tr (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

� kTrk
ev
al;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!
; r = 1; 2: (3.17)

Logo, pela desigualdade de Minkowski,

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
(T1 + T2)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� (T1 + T2) (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

�

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
T1

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T1 (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

+

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)
h
T2

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T2 (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

:

Desta forma, segue de 3.16 e 3.17 a desigualdade triangular.
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Portanto, kTkeval;p é de fato uma norma em Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ). �

Lema 3.4.2 No espaço Ln;eval;p (E1; :::; En;F ) vale k � k � k � k
ev
al;p.

Demonstração: Seja T 2 Ln;eval;p (E1; :::; En;F ), então

0
@
Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

� kTkeval;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�m
j=1






w;p

!
:

Assim, se tomarmos m = 1 e a1 = : : : = an = 0, então

�Z 1

0




r1 (t)T
�
x
(1)
1 ; : : : ; x

(n)
1

�



2

dt

�1=2
� kTkeval;p




x(1)1




E1
: : :



x(n)1





En
:

Logo, 


T
�
x
(1)
1 ; : : : ; x

(n)
1

�



F
� kTkeval;p




x(1)1




E1
: : :



x(n)1





En
:

Portanto,

kTk � kTkeval;p:

�

Proposição 3.4.3 O operador linear � : Ln;eval;p (E1; :::; En;F )! L(G1; :::; Gn;Rad(F )) dado

por �(T ) = �T é injetivo e sua imagem é fechada em L(G1; :::; Gn;Rad(F )).

Demonstração: � está bem de�nida pelo Teorema 3.3.5. Além disso, é fácil ver que � é

linear e injetiva.

Seja Tk 2 L
n;ev
al;p (E1; :::; En;F ), k 2 N, tal que

�(Tk)
k�k
�! A:
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Mostraremos que existe T 2 Ln;eval;p (E1; :::; En;F ) tal que �(T ) = A. De�namos

T (x1; : : : ; xn) := lim
k!1

Tk (x1; : : : ; xn)

e vejamos que T está bem de�nida.

De fato, como

�(Tk)
k�k
�! A;

então dado " > 0 existe k0 2 N tal que se k > k0,

k�(Tk)� Ak < ":

Logo

k�(Tk)(x)� A(x)kRad(F ) < " kxk ; 8x 2 G1 � � � � �Gn:

Note que

�(Tk) ((0; (x1; 0; � � � )) ; : : : ; (0; (xn; 0; � � � ))) = (Tk (x1; : : : ; xn) ; 0; � � � ) :

Seja �j a projeção na j-ésima coordenada, para cada j 2 N. Assim,

lim
k!1

Tk(x1; : : : ; xn) = lim
k!1

�1 ((Tk (x1; : : : ; xn)) ; 0; � � � )

= lim
k!1

�1 [�(Tk) ((0; (x1; 0; � � � )) ; : : : ; (0; (xn; 0; � � � )))]

= �1 lim
k!1

�(Tk) ((0; (x1; 0; � � � )) ; : : : ; (0; (xn; 0; � � � )))

= �1A ((0; (x1; 0; � � � )) ; : : : ; (0; (xn; 0; � � � )))

Isto mostra que o limk!1 Tk(x1; : : : ; xn) existe, ou seja, T está bem de�nida. Além

disso, é fácil ver que T é n-linear, e pelo teorema de Banach-Steinhaus para aplicações

multilineares (veja [4]), T é contínua. Logo T 2 L(E1; : : : ; En;F ), porém queremos mostrar

que T 2 Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ). Para isto, consideremos

92



Capítulo 3 Aplicações Quase Somantes

0
@
Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
h
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

= lim
k!1

0
@
Z 1

0








mX

j=1

rj (t)
h
Tk

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tk (a1; :::; an)

i






2

dt

1
A
1=2

= lim
k!1





�(Tk)
��
a1;
�
x
(1)
j

�m
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�m
j=1

��




Rad(F )

� lim
k!1

k�(Tk)k1

nY

r=1

 
kark+






�
x
(r)
j

�m
j=1






w;p

!

= kAk
nY

r=1

 
kark+






�
x
(r)
j

�m
j=1






w;p

!

� kAk
nY

r=1

 
kark+






�
x
(r)
j

�1
j=1






w;p

!
:

Logo, pelo Teorema 3.3.5,

T 2 Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ):

Agora, observe que para todo i 2 N, temos
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�i

�
A

��
a1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�1
j=1

���

= �i

�
lim
k!1

�(Tk)

��
a1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�1
j=1

���

= �i

�
lim
k!1

�
Tk

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tk (a1; : : : ; an)

�1
j=1

�

= lim
k!1

�
�i

�
Tk

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Tk (a1; : : : ; an)

�1
j=1

�

= lim
k!1

h
Tk

�
a1 + x

(1)
i ; : : : ; an + x

(n)
i

�
� Tk (a1; : : : ; an)

i

= T
�
a1 + x

(1)
i ; : : : ; an + x

(n)
i

�
� T (a1; : : : ; an) :

Portanto,

A

��
a1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�1
j=1

��

= �(T )

��
a1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; : : : ;

�
an;
�
x
(n)
j

�1
j=1

��
:

Logo, o operador �(T ) = �T é injetivo e sua imagem é fechada em

Ln;eval;p (E1; : : : ; En);Rad(F )). �

Proposição 3.4.4 O espaço Ln;eval;p (E1; :::; En;F ) é completo com a norma k � keval;p.

Demonstração: Seja (Tk)
1
k=1 uma sequência de Cauchy em Ln;eval;p (E1; :::; En;F ). Então,

(�(Tk))
1
k=1 é uma sequência de Cauchy em L(G1; : : : ; Gn;Rad(F )), pois

k�(Tm)� �(Tn)k = k�(Tm � Tn)k = k(Tm � Tn)k
ev
al;p � ";

para m;n su�cientemente grandes.

Assim, como (L(G1; : : : ; Gn;Rad(F )); k�k) é completo, então �(Tk) converge, digamos,

para A 2 L(G1; : : : ; Gn;Rad(F )).
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Pela Proposição 3:4:3, a imagem de � é fechada. Assim, existe T 2 L(E1; : : : ; En;F )

tal que �(T ) = A. Logo, k�(Tk)� Ak ! 0. Portanto,

k�(Tk)� �(T )k = k�(Tk � T )k = kTk � Tkeval;p ! 0

mostrando que Tk converge para T . �

Lema 3.4.5 Para todo (an)
1
n=1 2 l2, vale

Z 1

0

�����

1X

j=1

rj (t) aj

�����

2

dt =

1X

j=1

jajj
2 :

Demonstração: Note que

Z 1

0

�����

1X

j=1

rj (t) aj

�����

2

dt =








1X

j=1

rj (�) aj








2

L2

=

*
1X

j=1

rj (�) aj;
1X

j=1

rj (�) aj

+

=

1X

j=1

ajaj hrj (�) ; rj (�)i =
1X

j=1

ajaj =
1X

j=1

jajj
2 :

�

Observação 3.4.6 A prova da próxima proposição é uma consequência do lema 3.4.5 e um

argumento utilizado na prova da Proposição 4:3 de [2].

Proposição 3.4.7 Sejam n 2 N e A : Kn ! K dada por A(x1; : : : ; xn) = x1 : : : xn. Então,

kAkeval;p = 1;

sempre que 1 < p � 2:

Demonstração: Sabemos pelo Lema 3.4.2 que

kAkeval;p � kAk = 1
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Para mostrar a desigualdade contrária, observe que, como a dimensão de K é �nita,

então `up(K) = `p(K) � `2(K), uma vez que estamos considerando 1 � p � 2.

Aqui, faremos apenas o caso n = 3, pois o caso geral seguirá analogamente. Seja

(xj)
1
j=1 2 `

u
p(K) e observe que:

0
@
Z 1

0

�����

1X

j=1

rj (t)
h
A
�
a1 + x

(1)
j ; a2 + x

(2)
j ; a3 + x

(3)
j

�
� A (a1; a2; a3)

i�����

2

dt

1
A
1=2

=

0
@
Z 1

0

������

1X

j=1

rj (t)

2
4 a1a2x

(3)
j + a1x

(2)
j a3 + a1x

(2)
j x

(3)
j + x

(1)
j a2a3 + x

(1)
j a2x

(3)
j

+x
(1)
j x

(2)
j a3 + x

(1)
j x

(2)
j x

(3)
j

3
5

������

2

dt

1
A
1=2

:

Utilizando o Lema 3.4.5, obtemos

=

0
@

1X

j=1

������
a1a2x

(3)
j + a1x

(2)
j a3 + a1x

(2)
j x

(3)
j + x

(1)
j a2a3 + x

(1)
j a2x

(3)
j + x

(1)
j x

(2)
j a3

+x
(1)
j x

(2)
j x

(3)
j

������

21
A
1=2

� ja1a2j

 
1X

j=1

���x(3)j
���
2
!1=2

+ ja1a3j

 
1X

j=1

���x(2)j
���
2
!1=2

+ ja2a3j

 
1X

j=1

���x(1)j
���
2
!1=2

+ ja1j

 
1X

j=1

���x(2)j x
(3)
j

���
2
!1=2

+ ja2j

 
1X

j=1

���x(1)j x
(3)
j

���
2
!1=2

+ ja3j

 
1X

j=1

���x(1)j x
(2)
j

���
2
!1=2

+

 
1X

j=1

���x(1)j x
(2)
j x

(3)
j

���
2
!1=2
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� ja1a2j

 
1X

j=1

���x(3)j
���
2
!1=2

+ ja1a3j

 
1X

j=1

���x(2)j
���
2
!1=2

+ ja2a3j

 
1X

j=1

���x(1)j
���
2
!1=2

+ ja1j

" 
1X

j=1

���x(2)j
���
2
! 

1X

j=1

���x(3)j
���
2
!#1=2

+ ja2j

" 
1X

j=1

���x(1)j
���
2
! 

1X

j=1

���x(3)j
���
2
!#1=2

+ ja3j

" 
1X

j=1

���x(1)j
���
2
! 

1X

j=1

���x(2)j
���
2
!#1=2

+

" 
1X

j=1

���x(1)j
���
2
! 

1X

j=1

���x(2)j
���
2
! 

1X

j=1

���x(3)j
���
2
!#1=2

=

2
4ja1j+

 
1X

j=1

���x(1)j
���
2
!1=23

5
2
4ja2j+

 
1X

j=1

���x(2)j
���
2
!1=23

5
2
4ja3j+

 
1X

j=1

���x(3)j
���
2
!1=23

5� ja1a2a3j

�

�
ja1j+






�
x
(1)
j

�1
j=1






2

��
ja2j+






�
x
(2)
j

�1
j=1






2

��
ja3j+






�
x
(3)
j

�1
j=1






2

�

�

 
ja1j+






�
x
(1)
j

�1
j=1






p

! 
ja2j+






�
x
(2)
j

�1
j=1






p

! 
ja3j+






�
x
(3)
j

�1
j=1






p

!

=

 
ja1j+






�
x
(1)
j

�1
j=1






w;p

! 
ja2j+






�
x
(2)
j

�1
j=1






w;p

! 
ja3j+






�
x
(3)
j

�1
j=1






w;p

!
:

A última igualdade segue do fato de K ter dimensão �nita. Com isto, segue que

kAkeval;p � 1, e o resultado é verdadeiro. �

O lema seguinte será útil na demonstração do próximo resultado.

Lema 3.4.8 Seja v : E ! F . Se v é linear, contínua e (xj)
1
j=1 2 `up(E), então

(v (xj))
1
j=1 2 `

u
p(F ).

Demonstração: Seja ' 2 F
0

, k'kF 0 � 1. Então,

 
1X

j=k

j' � v(xj)j
p

!1=p
� kvk

 
1X

j=k

����
' � v

kvk
(xj)

����
p
!1=p

� kvk sup
k k

E
0�1

 
1X

j=k

j (xj)j
p

!1=p
! 0;
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pois (xj)
1
j=1 2 `

u
p(E). �

Teorema 3.4.9 (Ln;eval;p ; k:k
ev
al;p) é um ideal normalizado de aplicações multilineares.

Demonstração: Sejam uj 2 L (Nj; Ej), j = 1; : : : ; n, T 2 Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ) e

A 2 L(F ;H). Queremos veri�car que

A � T � (u1; : : : ; un) 2 L
n;ev
al;p (N1; : : : ; Nn;H) :

Para isso, observe que

mX

j=1

rj(t)

2
4 A � T � (u1; : : : ; un)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�

�A � T � (u1; : : : ; un) (a1; : : : ; an)

3
5

=

mX

j=1

rj(t)

2
4 A � T

�
u1(a1) + u1

�
x
(1)
j

�
; : : : ; un(an) + un

�
x
(n)
j

��

�A � T (u1(a1); : : : ; un(an))

3
5

=A

mX

j=1

rj(t)
h
T
�
u1(a1) + u1

�
x
(1)
j

�
; : : : ; un(an) + un

�
x
(n)
j

��
� T (u1(a1); : : : ; un(an))

i
:

(3.18)

Como
�
v
�
x
(i)
j

��1
j=1

2 lup (Ei), devido ao Lema 3.4.8, então 3.18 converge para quase

todo t. Logo,

A � T � (u1; : : : ; un) 2 L
n;ev
al;p (N1; : : : ; Nn;H) :

Desta forma, temos que
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0
@ A � T � (u1; : : : ; un)

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�

�A � T � (u1; : : : ; un) (a1; : : : ; an)
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A
1

j=1









Rad(H)
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0
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Z 1

0









1X
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2
4 A � T

�
u1(a1) + u1

�
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(1)
j

�
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�
x
(n)
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��

�A � T (u1(a1); : : : ; un(an))

3
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2

dt

1
CA

1=2

=

0
B@
Z 1
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1X

j=1

A

0
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2
4 T

�
u1(a1) + u1

�
x
(1)
j

�
; : : : ; un(an) + un

�
x
(n)
j

��

�T (u1(a1); : : : ; un(an))

3
5
1
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2

dt
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CA

1=2
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0
B@
Z 1
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A

1X

j=1

rj(t)

2
4 T

�
u1(a1) + u1

�
x
(1)
j

�
; : : : ; un(an) + un

�
x
(n)
j

��

�T (u1(a1); : : : ; un(an))

3
5









2

dt

1
CA

1=2

�

0
B@kAk2

Z 1

0









1X

j=1

rj(t)

2
4 T

�
u1(a1) + u1

�
x
(1)
j

�
; : : : ; un(an) + un

�
x
(n)
j

��

�T (u1(a1); : : : ; un(an))

3
5









2

dt

1
CA

1=2

� kAk kTkeval;p

 
ku1(a1)kE1 +






�
u1

�
x
(1)
j

��1
j=1






w;p

!
� � �

 
kun(an)kEn +






�
un

�
x
(n)
j

��1
j=1






w;p

!

� kAk kTkeval;p ku1k � � � kunk

 
k(a1)kN1 +






�
x
(1)
j

�1
j=1






w;p

!
� � �

 
k(an)kNn +






�
x
(n)
j

�1
j=1






w;p

!
:

Logo,

kA � T � (u1; : : : ; un)k
ev
al;p � kAk kTk

ev
al;p ku1k � � � kunk :

Juntando-se esse resultado às Proposições 3.4.1 e 3.4.7, temos que (Leval;p; k�k
ev
al;p) é

um ideal normalizado de aplicações multilineares, visto que são satisfeitas as hipóteses da

De�nição 1.2.2. �

99



Capítulo 3 Aplicações Quase Somantes

3.5 Uma norma natural para Pn;ev
al;p (

nE;F ) e tipos de

holomor�a

Tipos de holomor�a foram introduzidos por L. Nachbin [30] em 1969 e recentemente,

em [9], essa noção foi modi�cada e chamada de tipo de holomor�a global. A relação entre

ideais de aplicações multilineares e tipos de holomor�a foram investigadas em [9].

De [32, Proposição 4], sabe-se que

P 2 Pn;ev
al;p (

nE;F ),
_

P 2 Ln;eval;p (
nE;F ):

Agora, consideremos a função

k�keval;p : P
n;ev
al;p (

nE;F )! [0;+1) ;

de�nida por

kPkeval;p :=






_

P






ev

al;p

:

Desta forma, temos uma norma natural no espaço Pn;ev
al;p (

nE;F ). Com esta norma,

a Proposição 1.3.5 nos garante que
�
Pn;ev
al;p ; k�k

ev
al;p

�
é um ideal de Banach de polinômios.

Utilizando esse fato, mostraremos que
�
Pn;ev
al;p ; k�k

ev
al;p

�
é um tipo de holomor�a global. As

técnicas foram adaptadas de [9, Teorema 9.6]. Nessa direção, faremos antes a seguinte

proposição.

Proposição 3.5.1 O ideal
�
Ln;eval;p ; k�k

ev
al;p

�
possui a propriedade (B).

Demonstração: Seja A 2 Ln+1;eval;p (E1; : : : ; En+1;F ). Como

Aa

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Aa(a1; : : : ; an)

= A
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j ; a+ 0

�
� A(a1; : : : ; an; a);
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então

�
Aa

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Aa (a1; : : : ; an)

�1
j=1

=
�
A
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j ; a+ 0

�
� A(a1; : : : ; an; a)

�1
j=1

2 Rad(F );

sempre que
�
x
(i)
j

�1
j=1

2 `up(Ei).

Logo,

Aa 2 L
n;ev
al;p (E1; : : : ; En;F ):

Além disso, note que:

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)
�
Aa

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Aa (a1; : : : ; an)

�






2

dt

1
A
1=2

� kAak
ev
al;p

nY

i=1

�
kaik+




(xj)1j=1




w;p

�
:

Como

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)
�
Aa

�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� Aa(a1; : : : ; an)

�






2

dt

1
A
1=2

=

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj(t)
�
A
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j ; a+ 0

�
� A(a1; : : : ; an; a)

�






2

dt

1
A
1=2

� kAkeval;p

nY

i=1

�
kaik+




(xj)1j=1




w;p

�
kak;

segue que

kAak
ev
al;p � kAk

ev
al;p kak:

Portanto, Ln;eval;p tem a propriedade (B). �
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O próximo teorema é fundamental para os nossos propósitos, e se encontra provado em

[9, Teorema 3:2].

Teorema 3.5.2 ([9, Teorema 3:2]) Se o ideal de Banach M de aplicações multilineares

possui a propriedade (B) com constante C, então o ideal de polinômios de Banach PM é um

tipo de holomor�a global com constante � = 2C.

O próximo resultado é uma consequência imediata da Proposição 3.5.1 e do Teorema

3.5.2.

Teorema 3.5.3
�
Pn;ev
al;p ; k:k

ev
al;p

�
é um tipo de holomor�a global.

3.6 Coerência e compatibilidade

Para �nalizar este capítulo, mostraremos que a sequência de pares de ideais��
Pn;ev
al;p ; k�k

ev
al;p

�
;
�
Ln;eval;p ; k�k

ev
al;p

��1
n=1

é coerente e compatível com o ideal �al;p, de acordo

com a nossa abordagem apresentada no capítulo anterior. Para tal, fazemos uma sequência

de proposições que nos conduzirão ao nosso objetivo.

Note que a próxima proposição é ligeiramente diferente da Proposição 3.2.7 e a

demonstração é análoga à demonstração da Proposição 2.4.9.

Proposição 3.6.1 Seja P 2 P (nE;F ). Então P 2 Pn;ev
al;p (

nE;F ) se, e somente se,
_

P 2 Ln;eval;p (
nE;F ).

Proposição 3.6.2 Se P 2 Pn+1;ev
al;p (n+1E;F ) e a 2 E, então Pa 2 P

n;ev
al;p (

nE;F ) e

kPak
ev
al;p �






_

P






ev

al;p

kak .
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Demonstração: Sejam (xj)
1
j=1 2 `

u
p (E), e b 2 E. Observe que, por de�nição,

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) (Pa (b+ xj)� Pa (b))








2

dt

1
A
1=2

=

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t)

�
_

P (a; b+ xj; : : : ; b+ xj)�
_

P (a; b; : : : ; b)

�






2

dt

1
A
1=2

:

Como por hipótese, P 2 Pn+1;ev
al;p (n+1E;F ) segue da Proposição 3.6.1 que

_

P 2

Ln+1;eval;p (n+1E;F ) e, consequentemente,

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) (Pa (b+ xj)� Pa (b))








2

dt

1
A
1=2

�






_

P






ev

al;p

kak

�
kbk+




(xj)1j=1




w;p

�n
:

Logo,

kPak
ev
al;p �






_

P






ev

al;p

kak .

�

Proposição 3.6.3 Se T 2 Ln+1;eval;p (E1; : : : ; En+1;F ) e ak 2 Ek para algum k = 1; : : : ; n+1,

então Tak 2 L
n;ev
al;p (E1; : : : ; Ek�1; Ek+1; : : : ; En+1;F ) e

kTakk
ev
al;p � kTk

ev
al;p kakk :
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Demonstração: Sejam
�
x
(i)
j

�1
j=1

2 `up (Ei) e bi 2 Ei. Note que o resultado segue de

0
BBB@

Z 1

0












1X

j=1

rj (t)

2
6664
Tak

0
@ b1 + x

(1)
j ; : : : ; bk�1 + x

(k�1)
j ; bk+1 + x

(k+1)
j ; : : : ;

bn+1 + x
(n+1)
j

1
A

�Tak (b1; : : : ; bk�1; bk+1; : : : ; bn+1)

3
7775












2

dt

1
CCCA

1=2

=

0
BBB@

Z 1

0












1X

j=1

rj (t)

2
6664
T

0
@ b1 + x

(1)
j ; : : : ; bk�1 + x

(k�1)
j ; ak + 0; bk+1 + x

(k+1)
j ;

: : : ; bn+1 + x
(n+1)
j

1
A

�T (b1; : : : ; bk�1; ak; bk+1; : : : ; bn+1)

3
7775












2

dt

1
CCCA

1=2

� kTkeval;p kakk
n+1Y

i=1
i6=k

 
kbik+






�
x
(i)
j

�1
j=1






w;p

!
:

�

Proposição 3.6.4 Se T 2 Ln;eval;p (E1; : : : ; En;F ) e 
 2 E 0n+1, então 
T 2

Ln+1;eval;p (E1; : : : ; En+1;F ) e

k
Tkeval;p � k
k kTk
ev
al;p :

Demonstração: Sejam
�
x
(k)
j

�1
j=1

2 `up (Ek) e ak 2 Ek para todo k = 1; : : : ; n + 1. Note
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que

0
B@
Z 1

0









1X

j=1

rj (t)

2
4 


�
an+1 + x

(n+1)
j

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�

�
 (an+1)T (a1; : : : ; an)

3
5









2

dt

1
CA

1=2

�

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) 
 (an+1)
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�
� T (a1; : : : ; an)

�






2

dt

1
A
1=2

+

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) 

�
x
(n+1)
j

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�






2

dt

1
A
1=2

� k
k kan+1k kTk
ev
al;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!

+ k
k






�
x
(n+1)
j

�1
j=1






w;p

kTk sup
j

nY

k=1

�


ak + x
(k)
j





�

Como

kTkeval;p � kTk

e

sup
j




ak + x
(k)
j




 �
 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!
;

segue da última desigualdade que

0
B@
Z 1

0









1X

j=1

rj (t)

2
4 


�
an+1 + x

(n+1)
j

�
T
�
a1 + x

(1)
j ; : : : ; an + x

(n)
j

�

�
 (an+1)T (a1; : : : ; an)

3
5









2

dt

1
CA

1=2

� k
k kan+1k kTk
ev
al;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!

+ k
k






�
x
(n+1)
j

�1
j=1






w;p

kTkeval;p

nY

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!

= k
k kTkeval;p

n+1Y

k=1

 
kakk+






�
x
(k)
j

�1
j=1






w;p

!
;
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e o resultado está provado. �

Proposição 3.6.5 Se P 2 Pn;ev
al;p (

nE;F ) e 
 2 E 0, então 
P 2 Pn+1;ev
al;p (n+1E;F ) e

k
Pkeval;p � k
k kPk
ev
al;p :

Demonstração: Sejam (xj)
1
j=1 2 `

u
p (E) e a 2 E. Note que

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) [
 (a+ xj)P (a+ xj)� 
 (a)P (a)]








2

dt

1
A
1=2

�

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) 
 (a) [P (a+ xj)� P (a)]








2

dt

1
A
1=2

+

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) 
 (xj)P (a+ xj)








2

dt

1
A
1=2

=

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) 
 (a)

�
_

P (a+ xj; : : : ; a+ xj)�
_

P (a; : : : ; a)

�






2

dt

1
A
1=2

+

0
@
Z 1

0








1X

j=1

rj (t) 
 (xj)P (a+ xj)








2

dt

1
A
1=2

� k
k kak






_

P






ev

al;p

�
kak+




(xj)1j=1




w;p

�n
+ k
k




(xj)1j=1




w;p
kPk sup

j
ka+ xjk

n

= k
k kak kPkeval;p

�
kak+




(xj)1j=1




w;p

�n
+ k
k




(xj)1j=1




w;p
kPk sup

j
ka+ xjk

n :

O resultado segue utilizando os mesmos argumentos utilizados na demonstração da

Proposição 3.6.4. �

Fazendo uso das Proposições 3.6.1 a 3.6.5 e da Proposição 2.1.6, obtemos o principal

resultado dessa seção, apresentado no próximo teorema:
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Teorema 3.6.6 A sequência
��
Pn;ev
al;p ; k�k

ev
al;p

�
;
�
Ln;eval;p ; k�k

ev
al;p

��1
n=1

é coerente e compatível

com o ideal �al;p.
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