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Resumo

Nosso objetivo central é a análise da configuração poligonal com massas iguais dis-

postas nos vértices do poĺıgono e uma massa despreźıvel num dos eixos de simetria.

Fazemos no primeiro caṕıtulo, a apresentação de conceitos e resultados que fun-

damentam nossa pespectiva à luz da Mecânica Celeste, incisivamente nas configurações

centrais. Lá apresentamos as equações de Newton para o movimento, fazemos transferência

destas para o formalismo Hamiltoniano, e expomos alguns resultados que evidenciam não

só particularidades, como também a natureza destes sistemas, o que justifica seu uso no

tratamento das equações de movimento.

No segundo caṕıtulo, discutimos, sucintamente, a caracterização das soluções par-

ticulares, denominadas configurações centrais, que compõem o escopo de nosso trabalho.

No caṕıtulo três, apresentamos o que seria uma posśıvel cronologia do desenvolvi-

mento matemático da análise das configurações poligonais e o estudo de sua estabilidade,

adequando a exposição ao foco deste trabalho.

No quarto caṕıtulo, descrevemos o uso do operador de Perron-Frobenius l-ádico,

para representação de funções complexas, o qual usamos para nossas análises.

No quinto caṕıtulo, fazemos uma dedução matemática das equações do problema de

n+1 corpos, no caso em que os n corpos, denominados massas primárias, estão dispostos

nos vértices de um poĺıgono regular. Lá também apresentamos a estrutura da análise de

estabilidade de um problema restrito. E apresentamos os resultados acerca da instabilidade

da configuração provinda do problema restrito, para o primeiro eixo de simetria [θ = 0] e

para o segundo eixo [θ = π
n ], com restrições aos valores de r e n.

No sexto caṕıtulo, apresentamos uma demonstração completa de um resultado de

existência e unicidade para a posição de equiĺıbrio no problema restrito, para o primeiro

eixo de simetria [θ = 0] e a análise da bifurcação para este eixo. Abordamos uma análise

das bifurcações para o segundo eixo [θ = π
n ], obtendo alguns fatos.

Exibimos no sétimo caṕıtulo, uma análise numérica, feita com o aux́ılio do software

Maple, onde são apresentados resultados bastante relevantes quanto a dinâmica das con-

figurações quando usamos o valor de uma massa central à configuração como parâmetro,

encontrando dois tipos de bifurcações. E também uma apresentação detalhada de estima-

tivas que serviram de suporte no esclarecimento dos resultados apresentados nos caṕıtulos

anteriores.

Palavras Chave: Configurações Centrais, Estabilidade, Bifurcação.
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Abstract

Our main objective is the analysis of polygonal configuration with equal masses

placed at the vertices of the polygon and a massless one of the axes of symmetry.

We in the first chapter, the presentation of results and concepts that underlie our

pespectiva the light of celestial mechanics, central configurations in sharply. Here we

present the Newton’s equations for the movement, we transfer these to the Hamiltonian

formalism, and lays out some results which show not only particular but also the nature

of these systems, which justifies its use in treating the equations of motion.

In the second chapter, we discuss briefly the characterization of particular solutions,

called central configurations, which make up the scope of our work.

In chapter three, which would present a possible timeline for development of the

mathematical analysis of polygonal configurations and study their stability, adjusting ex-

posure to the focus of this work.

In the fourth chapter, we describe the use of Perron-Frobenius operator of l-adic,

for representation of complex functions, which we used for our analysis.

In the fifth chapter, we make a mathematical deduction of the equations of the

problem of n+ 1 bodies, in the case where n bodies, called primary masses are arranged

at the vertices of a regular polygon. There we also present the structure of the stability

analysis of a restricted problem. And we present the results about the instability of the

configuration of the problem stemmed restricted to the first axis of symmetry [θ = 0] and

the second axis [θ = π
n ], constrained to the values of r and n.

In the sixth chapter, we present a complete proof of a result of existence and unique-

ness for the equilibrium position of the problem restricted to the first axis of symmetry

[θ = 0] and the bifurcation analysis for this axis. We address an analysis of the bifurcations

for the second axis [θ = π
n ], getting some facts.

We display in the seventh chapter, a numerical analysis, performed with the aid

of the Maple software, which presents results that are quite relevant as the dynamics of

the settings used when the value of a central mass as a parameter to the setting, finding

two types of bifurcations. Also a detailed presentation of estimates that would support

clarification of results presented in previous chapters.

Kaywords: Central Configurations, Stability, Bifurcation.
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Introdução

O estudo das configurações centrais é de grande interesse desde antes dos trabalhos

de Maxwell [30] - estas configurações já aparecem nos trabalhos de Euler [1767] e Lagrange

[1873] - que com o objetivo de descrever um modelo que representasse o comportamento

dos anéis de Saturno, estudou o problema poligonal de n corpos, analisando a estabilidade

desta configuração com n massas iguais nos vértices de um poĺıgono regular e uma massa

central. Este trabalho foi completamente preenchido e corrigido por Moeckel [35], em

1994, quando mostrou que a configuração poligonal com massas iguais é instável sempre,

e que a configuração poligonal com uma massa central é estável para n maior ou igual a

7 e para uma massa central suficientemente grande. Além destes resultados obtidos pelo

Moeckel, tem-se também o resultado do Roberts [44], que dá uma estimativa assintótica

para a massa central a fim de que se tenha a estabilidade da configuração. Em 1985,

Perko e Walter [41], mostraram que um poĺıgono com n massas iguais em um sistema de

coordenadas rotacionais com velocidade estabelecida é uma configuração central para n

maior ou igual a 3. Podemos facilmente observar que o poĺıgono com n massas iguais e

uma massa central também é uma configuração central pois a força resultante da massa

central já é central.

No ińıcio do século XVII, o astrônomo e filósofo Kepler [18] descreveu as leis que

regem o movimento do sistema solar, mas apenas no século XVII com Newton [38], cin-

quenta anos depois, é que tivemos a lei fundamental que rege tal movimento, denominada

segunda lei da dinâmica. O próprio Newton foi responsável pela solução do problema de

Kepler, que é o problema de 2 corpos sob a ação do campo gravitacional. No entanto, ape-

nas no século XIX com Poincaré [42], é que tivemos avanços satisfatórios no que tange a

solubilidade do problema dos 3-corpos, tendo este observado que tal problema é insolúvel,

no sentido clássico. Buscando soluções especiais, Euler encontrou um tipo espećıfico de

solução, considerando que os corpos estão dispostos sobre uma reta. Tais soluções são

denominadas colineares. Lagrange encontrou as soluções do triângulo equilátero, tendo

tal configuração sido observada no Sistema Solar, estando Júpiter em um dos vértices e

nos conjuntos de corpos do anel de asteróides que circunda o Sol.

Devido aos avanços ocorridos na Análise Matemática, na Álgebra e ao surgimento

de novas técnicas de análise tais como: a Análise de Fourier, representação de funções

em séries, representação algébrica de propriedades topológicas, consolidados a partir do

século XVIII, é que se pôde obter avanços significativos na compreensão das técnicas

de solubilidade de equações diferenciais, especificamente de Sistemas Hamiltonianos, que
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comporta as equações do movimento dos n corpos. A Teoria das Matrizes, a Álgebra

Linear, o aperfeiçoamento da Teoria da Estabilidade provinda dos trabalhos de Liapunov

[24] deram a Análise Matemática os instrumentos que propiciam uma nova abordagem,

tendo ai ińıcio uma nova matemática que na Mecânica Celeste veio pelo trabalho de

Poincaré [42].

Assim, em 1922, o astrônomo Lindow [26] surge com uma abordagem de representa-

ção de funções complexas, usando a Teoria de Fourier e Análise Complexa, que possibilita

uma transformação adequada das coordenadas e do tempo, no problema circular de 3 + 1

corpos. Ele mesmo faz uso destas técnicas para construir um teorema de simetria que é até

hoje utilizado. Tal teorema afirma que no problema restrito poligonal, a massa despreźıvel

tem que estar nos eixos de simetria do poĺıgono, isto é, nos eixos que passam pelos vértices

e que passam nos pontos médios das arestas.

Em 2003, os métodos de representação de funções complexas desenvolvidos por Lin-

dow, baseado nas teorias sobre funções eĺıpticas [4], despertaram o interesse sobre o prob-

lema das configurações centrais, possibilitando a descoberta de uma gama de classes de

configurações centrais, feita por Elmabsout e Bang [12].

Nosso objetivo central é a análise dessas configurações centrais, a saber, a con-

figuração poligonal com massas iguais dispostas nos vértices do poĺıgono e uma massa

despreźıvel num dos eixos de simetria.

Fazemos no primeiro caṕıtulo, a apresentação de conceitos e resultados que fun-

damentam nossa pespectiva à luz da Mecânica Celeste, incisivamente nas configurações

centrais. Lá apresentamos as equações de Newton para o movimento, fazemos transferência

destas para o formalismo Hamiltoniano, e expomos alguns resultados que evidenciam não

só particularidades, como também a natureza destes sistemas, o que justifica seu uso no

tratamento das equações de movimento.

No segundo caṕıtulo, discutimos, sucintamente, a caracterização das soluções par-

ticulares, denominadas configurações centrais, que compõem o escopo de nosso trabalho.

No caṕıtulo três, apresentamos o que seria uma posśıvel cronologia do desenvolvi-

mento matemático da análise das configurações poligonais e o estudo de sua estabilidade,

adequando a exposição ao foco deste trabalho.

No quarto caṕıtulo, descrevemos o uso do operador de Perron-Frobenius l-ádico,

para representação de funções complexas, o qual usamos para nossas análises.

No quinto caṕıtulo, fazemos uma dedução matemática das equações do problema de

n+1 corpos, no caso em que os n corpos, denominados massas primárias, estão dispostos

nos vértices de um poĺıgono regular. Lá também apresentamos a estrutura da análise de

estabilidade de um problema restrito. E apresentamos os resultados acerca da instabilidade

da configuração provinda do problema restrito, para o primeiro eixo de simetria [θ = 0] e

para o segundo eixo [θ = π
n ], com restrições aos valores de r e n.

No sexto caṕıtulo, apresentamos uma demonstração completa de um resultado de

existência e unicidade para a posição de equiĺıbrio no problema restrito, para o primeiro

eixo de simetria [θ = 0] e a análise da bifurcação para este eixo. Abordamos uma análise

das bifurcações para o segundo eixo [θ = π
n ], obtendo alguns fatos.

Exibimos no sétimo caṕıtulo, uma análise numérica, feita com o aux́ılio do software

Maple, onde são apresentados resultados bastante relevantes quanto a dinâmica das con-

figurações quando usamos o valor de uma massa central à configuração como parâmetro,
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encontrando dois tipos de bifurcação. E também uma apresentação detalhada de estima-

tivas que serviram de suporte no esclarecimento dos resultados apresentados nos caṕıtulos

anteriores.



Caṕıtulo 1

Sistemas Hamiltonianos

Aqui, tratamos da apresentação de conceitos e fundamentos da Mecânica Hamiltoni-

ana, a qual usaremos para tratar o problema dos n corpos. Faremos nas próximas seções,

de forma breve, a definição de Sistemas Hamiltonianos, e também exposição de alguns

fatos que caracterizam a teoria usada nos próximos caṕıtulos.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Temos inicialmente a seguinte definição:

Definição 1.1 Um Hamiltoniano é uma função real H : R2n → R definida em um
aberto do R2n, de classe C2. Escrevendo (q, p) ∈ Rn×Rn, dizemos que o sistema diferencial



















q̇i =
∂H

∂qi
,

i = 1, ..., n,

ṗi = −∂H
∂pi

,

(1.1)

de primeira ordem, é o Sistema Hamiltoniano associado a H(q, p), que

FH(q, p) =

(

∂H

∂p
(q, p),−∂H

∂q
(q, p)

)

,

é o campo Hamiltoniano de H e que o fluxo φt gerado pelo Sistema Hamiltoniano é o
fluxo Hamiltoniano de H.

No contexto da definição 1.1, definimos que as variáveis qi são conjugadas das

variáveis pi, e que estas são conjugadas daquelas. Faremos a seguir formalização do pro-

blema dos n corpos na forma Hamiltoniana.

1.2 O Problema de n Corpos

Consideremos n massas pontuais movendo-se num sistema referencial inercial, R3,

em que as únicas forças agindo entre eles é a atração gravitacional.
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Considerando os vetores posição q no espaço das configurações X = R3n \∆, onde

∆ = {q = (q1, ..., qn) : qi = qj , i 6= j} e mi > 0, temos que as equações do movimento

vindas da segunda lei de Newton são dadas por:

miq̈i =
n
∑

j=i

G
mimj(qj − qi)

||qi − qj ||3
=
∂U

∂qi
, (1.2)

onde U(q) : X → R, é a função potencial newtoniano, que é dada pela expressão

U =
∑

1≤i<j≤n

Gmimj

||qi − qj ||
, (1.3)

onde nas expressões (1.2) e (1.3), G representa a constante gravitacional.

Considerando q = (q1, q2, ..., qn) ∈ X, obtemos a forma vetorial da equação (1.2);

Mq̈ −∇U(q) = 0, (1.4)

onde M = diag[m1,m1,m1, ...,mn,mn,mn].

A fim de obtermos a formulação Hamiltoniana do problema de n corpos, podemos

proceder considerando o espaço de fase T ∗X = {(q, p) : q ∈ X e p ∈ Tq(X)}, e o momento

linear definido da seguinte maneira:

p =Mq̇, (1.5)

deste modo, as equações do movimento (1.2) tomam a forma:

q̇ = Hp = M−1p,

ṗ = −Hq = ∇Uq,
(1.6)

ou, em componentes:

q̇i =
∂H

∂pi
=

pi
mi

ṗi = −∂H
∂qi

=
∂U

∂qi
=

n
∑

j=1

mimj(qj − qi)

||qi − qj ||3
,

onde o Hamiltoniano é:

H(q, p) =
n
∑

i=1

||pi||2
2mi

− U(q). (1.7)

O problema de n corpos é caracterizado por um sistema de 3n equações de 2o

ordem na formulação Newtoniana, e por um sistema de 6n equações de 1o ordem na

formulação Hamiltoniana. No entanto, mesmo tendo aumento no número de equações,

podemos encontrar 10 integrais do movimento, que são denominadas as integrais clássicas

do problema [ver [31]].
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1.2.1 Coordenadas Simpléticas

A forma dos Sistemas Hamiltonianos é muito especial. Tal forma não é preser-

vada mediante uma mudança arbitrária de coordenadas. Por este motivo, o estudo das

tranformações que preservam tal estrutura é de vital importância na teoria.

Uma matriz 2n× 2n, S é denominada simplética se satisfaz:

STJS = J, (1.8)

onde

J =

[

0 In×n
−In×n 0

]

.

Consideremos
F : O → R2n

(t, z) → Z = F (t, z)

uma função suave em O, um aberto em R2n+1.

Definição 1.2 F é chamada uma aplicação simplética, se seu jacobiano, ∂F
∂z , é uma

matriz simplética para todo (t, z) ∈ O.

Considere o sistema

ż = J∇H(t, z), (1.9)

onde H : O ⊂ R× R2n → R. Seja agora a transformação z = F−1(t, z), isto é,

F : R× R2n → R2n.

Suporemos que F seja simplética, isto é, a matriz ( ∂F∂z ) é simplética. Consideremos

então a função
F̃ (t, z) : R2n+1 → R2n+1

(t, z) → (t, F (t, z))

que tem por inversa a função dada por:

F̃−1(t, Z) = (t, F−1(t, z)),

temos então que
[

DF̃
]

(t,z)
=

[

1 0 · · · 0
∂F
∂t

∂F
∂z

]

,

e equivalentemente
[

DF̃−1
]

(t,Z)
=

[

1 0 · · · 0
∂F−1

∂t
∂F−1

∂Z

]

.

É evidente que podemos fazer uso da projeção na segunda coordenada, considerando

as coordenadas como sendo (t, z) e (t, Z), com a conveniência necessária. Neste contexto,

temos que: Z = Π2 ◦ F̃ (t, z) e z = Π2 ◦ F̃−1(t, Z). Logo, obtemos a seguinte expressão:

Ż =
∂F

∂t
+
∂F

∂z
· ż 1.

1Z = Π2 ◦ F̃ (t, z) ⇒ Ż = (DΠ2)(t,Z) ◦ (DF̃ )(t,z) · (t, ż), logo, pelo fato de Π2 ser linear, temos que Ż =

Π2(DF̃ )(t,z) · (1, ż)
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Denotando, K(t, Z) = H(t, z(t, Z)), temos que: ∇ZK(t, Z) = ∇zH(t, z(t, Z)) · ∂z
∂Z

.

Mas, como Z = F (t, z), temos que: 1 =
∂F

∂z
(t, z) · ∂z

∂Z
. Logo

∂z

∂Z
=

[

∂F

∂z
(t, z)

]−1

.

Portanto,

∇zH(t, z(t, Z)) =

[

∂F

∂z
(t, z)

]

∇ZK(t, Z),

donde

Ż =
∂F

∂t
+
∂F

∂z
· J ∂F

∂z

T

∇ZK(t, Z).

Por F ser simplética, teremos que

Ż =
∂F

∂t
+ J∇ZK(t, Z).

Fazendo,
∂F

∂t
(t, z)|z=z(t,Z) = J∇ZR(t, Z), obtemos:

Ż = J∇ZK(t, Z) + J∇ZR(t, Z),

onde R é chamada a função resto. Note que, se a transformação não depende de t, então a

função resto é nula. Como resultado direto dos fatos apresentados acima, temos o seguinte

resultado:

Proposição 1.3 Uma mudança de variáveis simplética transforma um sistema Hamilto-

niano em um sistema Hamiltoniano.

1.3 Estabilidade

Seja z0 uma posição de equiĺıbrio do sistema

ż = f(z), (1.10)

onde f(z), é definida em um aberto do R2n, de classe C2.

Definição 1.4 Dizemos que z0 é um equiĺıbrio estável no sentido de Liapunov, se

para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se φ(t) é uma solução do sistema com ||φ(0)−z0|| < δ,

então φ(t) é definida para todo o tempo e ||φ(t)− z0|| < ε, para todo t.

Definição 1.5 Dizemos que um equiĺıbrio é instável se não for estável.

Supondo z0 = 0 e f(z0) = 0 temos que o sistema (1.10) pode ser reescrito na forma

ż = Az + g(z),

onde g(z) é uma função diferenciável e A = D(f(z0)). Neste contexto, enunciamos os

seguintes resultados devidos a Liapunov. Para sua demonstração indicamos a referência

[12].
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Teorema 1.6 Se Re(λ) < 0 para todo λ autovalor de A, então o equiĺıbrio é estável.

Teorema 1.7 Se existir um autovalor λ de A com Re(λA) > 0, então o equiĺıbrio é

instável.

Definição 1.8 O equiĺıbrio é linearmente estável se z = 0 for um equiĺıbrio estável do

sistema linear ż = Az.

1.3.1 Estabilidade em Sistemas Hamiltonianos

Continuamos esta seção com uma definição que servirá para introduzir os demais

conceitos relacionados com a estabilidade de um sistema Hamiltoniano.

Seja o Sistema Hamiltoniano (1.1), e seja z0 equiĺıbrio deste sistema. Suponhamos

que z0 = 0 e que ∇H(0) = 0.

Então,

H(z) = H(0) +∇H(0)z +
1

2
zTD2H(0)z + f(z),

onde f(z) = O(|z|3). Assim, o sistema (1.1) pode ser reescrito na forma:

ż = JD2H(0)z + F (z),

onde F = J∇f0. Fazendo D2H(0) = G, obtemos

ż = JGz + F (z).

Lema 1.1 O polinômio caracteŕıstico de JG é par.

Demonstração: Observando inicialmente que a matriz simplética canônica satisfaz as

seguintes propriedades; J2 = −I, JT = −J e que a Hessiana é simétrica, ou seja, GT = G,

obtemos a sequência de identidades:

(λI − JG)T = (λI)T − (JG)T = λI −GTJT = λI +GJ = J(−λI − JG)J ,

onde esta última sentença é facilmente obtida pelo uso das duas propriedades da matriz

J citadas acima. E, desta forma, temos o lema, visto que o determinante de uma matriz

é igual ao de sua transposta.

QED.

Assim, se λ é autovalor de JG, então −λ também é. Logo, se existe um autovalor

λ de JG com Reλ 6= 0, existirá um com parte real positiva. Assim, pelo teorema de

Liapunov temos imediatamente o seguinte teorema:

Teorema 1.9 Se existe λ, autovalor da matriz A, com Re(λ) 6= 0, então o equiĺıbrio é

instável.

No entanto, nem todo sistema possui um equiĺıbrio nas coordenadas em que se

apresenta, podendo este equiĺıbrio aparecer devido a uma mudança de coordenadas. Sendo

assim, precisamos definir um outro tipo de equiĺıbrio.

Definição 1.10 q∗ = 0 é dito um equiĺıbrio relativo do sistema (1.1), se for esta-

cionário em um sistema rotacional, ou seja, se devido a uma mudança de coordenadas

simplética for um equiĺıbrio do sistema nestas novas coordenadas.



Caṕıtulo 2

Configurações Centrais

O problema de n corpos para n > 2 tem resistido às tentativas de solução. Ao

longo dos anos, alguns tipos de solução tem sido encontrados. A configuração inicial de

uma solução homográfica denominada por Wintner configurações centrais, é importante

em Mecânica Celeste por várias razões. Aqui fazemos uma introdução a estes tipos de

configurações.

2.1 Soluções de Equiĺıbrio

O mais simples tipo de solução pode ser pensado como sendo uma solução de

equiĺıbrio. Consideremos estas soluções para (1.2):

∂U

∂qi
= 0, i = 1, ..., n. (2.1)

Contudo, U é homogêneo de grau −1, e então pelo teorema de Euler para funções

homogêneas temos:
∑

qi
∂U

∂qi
= −U. (2.2)

No entanto, U é a soma de termos positivos, logo U é positiva, mas o lado esquerdo

de (2.2) é nulo, uma contradição, portanto o problema de n corpos não possui solução de

equiĺıbrio no sentido clássico.

2.2 Equações para uma Configuração Central

Para procurar soluções homotéticas de (1.2), propomos qi(t) = φ(t)ai, onde os ai’s

são vetores constantes e φ(t) é uma função escalar constante. Substituindo em (1.2),

obtemos:

|φ|3φ−1φ̈miai =

n
∑

j=1j 6=i

mimj(aj − ai)

||aj − ai||3
, (2.3)

como o primeiro membro da equação acima é constante, terá de ser também segundo mem-

bro. Portanto, (2.3) tem uma solução se existir uma função escalar φ(t), uma constante λ
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e vetores constantes ai tais que

φ̈ = − λφ

|φ|3 , (2.4)

−λmiai =

n
∑

j=1j 6=i

mimj(aj − ai)

||aj − ai||3
, (2.5)

a equação (2.4) é uma equação diferencial ordinária (o problema de Kepler unidimensional)

e então tem muitas soluções.

Por exemplo, uma solução é

φ(t) = αt
2
3 ,

onde α3 = 9λ
2 . Esta solução vai de zero a infinito conforme t vai de zero a infinito. A

equação (2.5) é um sistema não-trivial de equações algébricas. As soluções completas

são conhecidas para n = 2 e n = 3 porém, existem várias soluções especiais conhecidas.

Consideremos o problema de n corpos planar, então todos os vetores estão em R2. Iden-

tificando R2 ∼= C, considerando qi, pi, como números complexos, procuramos soluções

homográficas de (1.2). Seja

qi(t) = φ(t)ai,

onde os a′is são números complexos constantes e φ(t) é uma função complexa. Geometrica-

mente a multiplicação de números complexos é uma rotação seguida de uma dilatação ou

expansão, isto é, uma homografia. Assim procuramos uma solução tal que a configuração

das part́ıculas é sempre homograficamente equivalente a uma configuração fixada. Substi-

tuindo esta suposta solução em (1.2) encontramos (2.4), que agora é o problema de Kepler

bidimensional, e a equação (2.5). Isto é, se nós tivermos solução de (2.5) em que os a′is

são planares, então esta é uma solução do problema de n corpos da forma qi = φ(t)ai,

onde φ(t) é qualquer solução do problema de Kepler planar, que pode ser qualquer seção

cônica, degenerada ou não.

Definição 2.1 Um configuração das n part́ıculas dadas por vetores constantes a1, .., an
satisfazendo (2.5) para algum λ é chamada configuração central.

Definição 2.2 No caso especial quando os a′is são coplanares, uma configuração central

é também chamada de equiĺıbrio relativo.

Esta última definição vem do fato que configurações centrais são soluções de equiĺıbrio

em um sistema de coordenadas rotacionais. Configurações centrais são importantes no

estudo dos colapsos totais do problema de n corpos, porque pode-se mostrar que a con-

figuração limite das n part́ıculas quando elas tendem a um colapso total é uma configuração

central.

Para medir o tamanho do sistema de n corpos, definimos o momento de inércia do

sistema da seguinte forma:

I =
1

2

n
∑

i=1

mi||qi||2.
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Agora (2.5) pode ser reescrita como:

∂U

∂q
+ λ

∂I

∂q
(a) = 0, (2.6)

onde q = (q1, ..., qn) e a = (a1, ..., an).

A constante λ pode ser considerada como um multiplicador de Lagrange, e neste

contexto uma configuração central é um ponto cŕıtico do potencial U restrito à variedade

momento de inercia constante I = I0. Seja a uma configuração central. U é homogêneo

de grau −1 e I é homogêneo de grau 2. Da equação (2.6), temos

∑

ai
∂U

∂qi
(a) + λai

∂I

∂qi
(a) = 0,

por esta equação, temos

−U + 2λI = 0,

donde

λ =
U(a)

2I(a)
> 0.

Podemos obter uma informação de grande relevância da equação (2.5) quando efe-

tuamos a soma em i:
∑

i

miai = 0,

isto é, o centro de massa está na origem.

Uma vez que temos caracterizado este tipo de solução, podemos buscar propriedades

simétricas das mesmas. Neste sentido encontramos que as configurações centrais são in-

variantes por rotações ou translações. Seja A ∈ SO(2,R) (ou A ∈ SO(3,R) em geral),

se a é uma configuração central, então Aa também o é, com o mesmo λ. De fato, se

substitúırmos Aa na equação (2.5), temos:

n
∑

j=1j 6=i

mimj(Aaj −Aai)

||Aaj −Aai||3
=

n
∑

j=1j 6=i

mimjA(aj − ai)

||A(aj − ai)||3

= A





n
∑

j=1j 6=i

mimj(aj − ai)

||aj − ai||3





= A (−λmiai)

= −λmiAai.

Se τ ∈ R e τ 6= 0, então τa é uma configuração central, se a o for, com λ trocado

por λ
τ3
. De fato, se substituirmos τa na equação (2.5) obtemos:

n
∑

j=1j 6=i

mimj(τaj − τai)

||(τaj − τai)||3
=

n
∑

j=1j 6=i

mimjτ(aj − ai)

|τ |3||aj − ai||3

= − τ

|τ |3λmiai.

Portanto, quando estamos contando configurações centrais, contamos apenas suas

classes de similaridade.

Uma cronologia do desenvolvimento do estudo das configurações centrais até 2002

está feito em [3], com muita precisão e clareza, onde é posto de forma direta quais os
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problemas que tem movimentado a Mecânica Celeste, especificamente em torno das con-

figurações centrais. Nosso trabalho complementa esta cronologia seguindo os trabalhos

feitos em 2004 [13], quando é considerado o problema tratado pelo Lindow em [25]. Nos

próximos caṕıtulos iniciamos a construção do contexto no qual se coloca nosso trabalho.



Caṕıtulo 3

Equiĺıbrios Relativos, Soluções

Poligonais e Estabilidade

Uma forma de encontrar solução para o problema de n corpos, é considerar casos

particulares, como visto. Soluções homográficas, foram encontradas e estão apresentadas

em vários textos, expostas de formas diferentes nos trabalhos [10], [34], [35], [43], [44], [45].

Neste caṕıtulo faremos uma apresentação de alguns resultados que serão relevantes para

o desenvolvimento de nosso trabalho, apresentando um formato novo para alguns fatos.

3.1 Soluções Poligonais Regulares do Problema de n Corpos

Em busca de soluções especiais para o problema de n corpos, foi encontrada a solução

poligonal regular, que é um tipo de solução homográfica, tendo em vista que é um equiĺıbrio

relativo. Tal solução foi explicitada no trabalho de Perko e Walter [41], onde podemos

encontrar a demonstração dos seguintes fatos:

Considerando n massas mk dispostas nos vértices de um poĺıgono regular. Temos

seu centro de massa dado por: z0 =
∑

jmjωj/M , onde ωj são as n-ésimas ráızes da

unidade, e M é a massa total. Com esta notação apresentamos o primeiro resultado:

Teorema 3.1 Se, para n ≥ 2, as funções zk(t) = (ωj − z0)e
iωt são solução do problema

de n corpos, isto é, da equação (1.2), segue que

ω2 =
Mγ

n
,

onde γ =
1

4

n−1
∑

j=1

csc
πj

n
.

Deste teorema segue a clássica solução de Lagrange:

Corolário 3.2 Para n = 3, as funções zk(t) = (ωj − z0)e
iωt são solução das equações do

problema de 3 corpos se, e somente se, ω2 =M/3
√
3.
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Com as mesmas notações acima, temos o resultado que apresenta a condição que

garante quando uma configuração poligonal é solução do problema de n corpos:

Teorema 3.3 Para n ≥ 4 e mk > 0, as funções zk(t) = (ωj − z0)e
iωt, são solução do

problema de n corpos se, e somente se, m1 = m2 = ... = mn.

Em [53], são encontradas demonstrações simples destes resultados.

3.2 Estabilidade de Equiĺıbrios Relativos

Para tratar a estabilidade de equiĺıbrios relativos, usamos a teoria feita em [35], por

Moeckel.

Consideremos a equação (1.6). Sem perda de generalizade, podemos supor uma

rotação sobre um dos eixos de R3. Consideremos a matriz em blocos R(θ), 3n× 3n, com

blocos






cos θ −senθ 0

senθ cos θ 0

0 0 1






.

Então, definindo a nova coordenada x ∈ R3n por:

q(t) = R(ωt)x(t), (3.1)

onde ω é dada pelo teorema 3.1. As equações do movimento tomam a forma:

Mẍ+ 2ωĴMẋ = ∇U(x) + ω2MÎx. (3.2)

A equãção (3.2) é facilmente obtida bastando derivar (3.1), usar a invariância da

função potencial por rotações e o fato que as matrizes Ĵ e Î que são:

Ĵ = R−1(θ)R
′

(θ) e

Î = R−1(θ)R
′′

(θ),

comutam com M . Considerando que a configuração x seja um equiĺıbrio relativo, teremos

ẋ = 0 e ẍ = 0, logo (3.2) fica na forma:

∇U(x) + ω2MÎx = 0. (3.3)

Consideraremos a linearização deste sistema. Denotando h(x) = ∇U(x) + ω2MÎx,

temos:

(i) h(x) = 0, para x equiĺıbrio relativo;

(ii) A linearização de h(x) é h(x+ ξ) = h(x) +Dxh(x) · ξ.

Usando estes fatos temos as igualdades

Mξ̈ + 2ωĴMξ̇ = ∇U(x+ ξ) + ω2MÎ(x+ ξ)

= h(x+ ξ) = (Dh)x · ξ
= (D∇U(x) + ω2MÎ) · ξ.
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Portanto, a linearização de (3.2) é:

Mξ̈ + 2ωĴMξ̇ = (D∇U(x) + ω2MÎ) · ξ. (3.4)

Considerando solução da forma ξ = ξ0e
λt, obtemos:

λ2eλtMξ0 + 2ωλeλtĴMξ0 = (D∇U(x) + ω2MÎ) · ξ0eλt.

Pelo fato de ξ0 6= 0, procuramos os valores de λ tais que:

det
[

M−1D∇U(x) + ω2Î − λ2I − 2ωλĴ
]

= 0.

Definição 3.4 Estes tais λ’s serão denominados autovalores do equiĺıbrio relativo.

Uma condição necessária para que x seja linearmente estável é que todos os seus

autovalores sejam imaginários puros.

Definição 3.5 Quando esta condição for satisfeita diremos que x é espectralmente

estável.

Consideremos a normalização dos autovalores: µ = λ/|ω|, que não altera a condição

de estabilidade tendo em vista que o fator de normalização é real e positivo. Estes auto-

valores satisfazem a equação:

det
[

ω−2M−1D∇U(x) + Î − µ2I − 2µĴ
]

= 0. (3.5)

Vamos mostrar o seguinte:

Proposição 3.6 A função determinante é par em µ, para a equação (3.5).

Antes de passar a demonstração, apresentaremos alguns elementos.

Definição 3.7 Sejam M e N matrizes de mesma ordem (quadradas), então diremos que

N é simétrica com relação a M se, e somente se,

〈Nv,Mu〉 = 〈v,MNu〉 ,

isto é, NTM =MN .

Lema 3.1 As matrizes Ĵ e M−1D∇U(x) são, repectivamente, antisimétrica e simétrica

com relação a M .

Demonstração: De fato, pois ĴTM =MĴT = −MĴ . E

(M−1D∇U(x))TM = (D∇U(x))T (M−1)TM

= D∇U(x)

= M(M−1D∇U(x)).

QED.
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Voltamos a demonstração da proposição 3.6.

Demonstração: Considerando o produto interno:

〈u, v〉 = uTMv,

obtemos que Ĵ e M−1D∇U(x) são antissimétrica e simétrica com respeito a uma base

M -ortonormal. Considerando uma base M -ortonormal, temos:

(

ω2M−1D∇U(x) + Î − µ2I − 2µĴ
)T

=
(

ω2M−1D∇U(x) + Î − µ2I + 2µĴ
)

.

agora usamos o fato: detA = detAT e conclúımos a demonstração.

QED.

Consideremos z = µ2, que define implicitamente µ como função de z. Seja F (z) o

único polinômio de grau 3n tal que:

F (z) = det
[

ω2M−1D∇U(x) + Î − µ2I − 2µĴ
]

,

então x é espectralmente estável se, e somente se, todas as ráızes de F (z) são reais e

negativas.

Definição 3.8 F (z) é denominado polinômio de estabilidade de x.

Até então, usamos a derivada D∇U(x) sem mencionar sua expressão. Apresentamos

uma proposição que determina tal expressão:

Proposição 3.9 A matriz D∇U(x) pode ser representada como uma matriz, 3n×3n, em

blocos:

D∇U(x) =







A11 · · · A1n
...

...

An1 · · · Ann






,

onde os elementos fora da diagonal são dados por:

Ajk =
mjmk

d3jk

[

I − 3ujku
T
jk

]

,

onde ujk =
xk−xj
djk

é o vetor unitário na direção da massa mj a mk. Os blocos da diagonal

são dados por:

Akk = −
∑

j 6=k

Ajk.

Demonstração: A fim de demonstrar este fato, precisamos entender como calcular a

derivada de uma função da forma:

F (z) = f(z) · z,

onde f ∈ C1(R3,R).

Para todo v ∈ R3, temos:

DFx(v) = Dfx(v) · x+ f(x) · v,
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por outro lado,

Dfx(v) · x = 〈∇fx, v〉 · x =
(

vT∇fx
)

· x = (x · ∇fx) · v,

donde

DFx(v) =
(

x · ∇fTx + f(x)
)

· v.

Passemos a expressão de D∇U(x). A função U(x) é dada por:

U(x) =
∑

i<j

mimj

||xj − xi||
,

logo
∂U

∂xk
=
∑

j 6=k

mjmk

||xj − xk||3
(xj − xk).

Tomaremos a derivada em xj com j 6= k, e como nesta soma o termo em j aparece

uma única vez, podemos considerar que ∂U
∂xk

é da forma F (z) = f(z) · z. Logo

∂2U

∂xj∂xk
= (xj − xk) ·Dxj

(

mjmk

||xj − xk||3
)T

+
mjmk

||xj − xk||3
I3×3.

O termo

Dxj

(

mjmk

||xj − xk||3
)

=
3mjmk

||xj − xk||6
(xj − xk)

T .

portanto,

∂2U

∂xj∂xk
=

3mjmk

||xj − xk||6
(xj − xk) (xj − xk)

T +
mjmk

||xj − xk||3
I3×3.

E desta forma temos claramente o afirmado, visto que pela expressão de U(x), a

derivada
∂2U

∂x2k
= −

∑

j 6=k

∂2U

∂xj∂xk
.

QED.

Uma consequência direta desta proposição e do fato de que as configurações são

planares, isto é, xk3 = 0, é que:

Ajk =

[

Bjk 0

0 0
mjmk

d3
jk

]

,

onde Bjk é um bloco 2 × 2, com entradas definidas tal como para a matriz Ajk. Obser-

vamos que multiplicação por M−1, Î, Ĵ não altera esta forma, e portanto, obtemos que

o problema de estabilidade espectral divide-se em uma parte planar e uma parte normal.

Neste sentindo encontramos o seguinte resultado que segue direto da proposição 3.9:

Corolário 3.10 A matriz D∇U(x) pode ser escrita na forma de blocos

D∇U(x) =

[

B 02n×n
0n×2n C

]

,
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onde

B =













B11 B12 · · · B1n

B21 B22 · · · B2n
...

. . .
...

...

Bn1 Bn2 · · · Bnn













,

onde
Bjk =

mjmk

d3jk

[

I − 3ujku
T
jk

]

, j 6= k,

com ujk ∈ R2 e

Bkk = −∑j 6=k Bjk .

E a matriz C é dada por

C =

























−
∑

k 6=1

mk

d31k

m2

d312
· · · mn

d31n
m1

d312
−
∑

k 6=2

mk

d32k
· · · mn

d32n
...

. . .
. . .

...
m1

d3n1

m2

d3n2
· · · −

∑

k 6=n

mk

d3nk

























.

Demonstração: Para mostrar esta decomposição é suficiente usar o fato de que os blocos

da matriz D∇U(x) são da forma

Ajk =

[

Bjk 0

0 0
mjmk

d3
jk

]

,

e portanto, podemos expandir esta decomposição por transformações elementares para a

matriz D∇U(x), que toma a forma
[

B 02n×n
0n×2n C

]

,

onde claramente as matrizes B e C são como descritas acima.

QED.

Por este colorário podemos estruturar a análise de estabilidade de equiĺıbrios rela-

tivos pela decomposição do polinômio de estabilidade, descrita no corolário a seguir:

Corolário 3.11 O polinômio de estabilidade

F (z) = det
[

ω2M−1D∇U(x) + Î − µ2I − 2µĴ
]

,

pode ser fatorado na forma

F (z) = G(z) ·H(z),

onde

H(z) = det[ω−2M−1B + (1− µ2)I − 2µJ ],

e

G(z) = det[ω−2C − µ2I].
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Demonstração: Esta fatoração segue direto da decomposição da matriz D∇U(x), dada

pelo corolário 3.10, e das definições da matrizes Î, I, J e Ĵ .

QED.

Por estes resultados é natural fazer as seguintes definições:

Definição 3.12 O polinômio de estabilidade planar de grau 2n é

H(z) = det[ω−2M−1B + (1− µ2)I − 2µJ ].

Definição 3.13 Diremos que x será espectralmente estável no plano se, todas as

ráızes de H(z) são reais e negativas.

Definição 3.14 O polinômio de estabilidade normal de grau n é

G(z) = det[ω−2C − µ2I].

Definição 3.15 Diremos que x será normalmente espectralmente estável se todas

as ráızes de G(z) forem reais e negativas.

Se considerarmos o vetor v = (1, 1, ..., 1), pela forma de C, é fácil verificar que

C · v = 0 · v.

Este fato sugere a seguinte definição

Definição 3.16 O equiĺıbrio relativo x será dito não-degenerado se todos os outros

autovalores de C forem estritamente negativos.

Após a construção destes fatos podemos apresentar a seguinte proposição:

Proposição 3.17 Todo equiĺıbrio relativo é normalmente espectralmente estável e não-

degenerado.

Demonstração: Considerando a matriz M = diag[m1...mn] é fácil verificar que C
TM =

MC e portanto, C é simétrica com respeito ao produto interno definido por M , e pelo

teorema espectral todos os seus autovalores são reais. Mostraremos que são negativos.

Consideremos ς um autovalor de C e vς seu autovetor. O vetor vς ∈ Rn. Sem perda

de generalidade podemos supor que vk > 0 e que é maior em módulo que as outras

componentes de vς . Pela definição da matriz C sabemos que

Ckk = −
∑

j 6=k

Cjk = −
∑

j 6=k

Ckj .

Portanto,

ς ·vς =
n
∑

j=1

Ckjvj

=
∑

j 6=k

Ckjvj + Ckkvk

=
∑

j 6=k

Ckjvj −
∑

j 6=k

Cjkvk

=
∑

j 6=k

Ckj(vj − vk).
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No entanto, pela hipótese de que vk > vj para j 6= k temos vj − vk < 0, portanto,

conclúımos que ςvk < 0, e assim obtemos que x é normalmente espectralmente estável.

Para ver que x é também não-degenerado basta observar que se vς ∈ Ker(C), então

vj = vk para todo j logo vς = (1, 1, ..., 1).

QED.

Usando estes resultados, em [35], Moeckel desenvolve uma teoria de estabilidade

planar para equiĺıbrios relativos, com resultados de decomposição baseados na simetria

com respeito à matriz das massas M . Mostra os seguintes teoremas:

Teorema 3.18 O equiĺıbrio relativo poĺıgono regular de n lados é instável para todo n ≥ 4.

Teorema 3.19 O equiĺıbrio relativo poĺıgono regular de n lados com a massa central m0

suficientemente grande é linearmente estável para n ≥ 7. Para n ≤ 6 é instável para

qualquer valor da massa central. Se todas as massas são iguais, então o poĺıgono regular

de n lados com a massa central m0 é instável para todo n ≥ 3.

Este último teorema foi melhorado pelo Roberts em [44], onde ele faz uma estimativa

para o valor da massa central a fim de que se tenha estabilidade linear do equiĺıbrio,

obtendo o seguinte resultado

Teorema 3.20 O equilibrio relativo 1 + n-poĺıgono é linearmente estável desde que a

massa central tenha valor assintótico a τn3, onde

τ =
13 + 4

√
10

2π3
·

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)3
.

3.3 Instabilidade Espectral de Equiĺıbrios Relativos no Pro-

blema de n Corpos Planar

Apresentamos nesta seção fatos presentes em [43]. Suponha que v é um autovetor

de A com autovalor λ, e escreva v = (v1, v2) com v1, v2 ∈ C2n. A equação dos autovetores

Av = λv, reduz-se a
v2 =M(λI − ωK)v1,

Bv1 = 0,

onde B = M−1D∇U(x) + (ω2 − λ2)I + 2λωK. Portanto, para obter os autovalores de

A, precisamos apenas calcular o determinante de B, e encontrar as ráızes, λ. Em outras

palavras, P (λ) = detB. Usamos a estrutura da matriz B que é a soma de três matrizes já

caracterizadas. B é uma matriz em blocos, 2× 2, ao longo da diagonal da forma:

[

bii + ω2 − λ2 bii+1 + 2λω

bi+1i − 2λω bi+1i+1 + ω2 − λ2

]

,

onde os bij ’s são as entradas da matriz Bij que surge da decomposição dos blocos Aij como

aplicação da proposição 3.9. Podemos observar facilmente que os blocos de B que contem
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o termo λ estão todos ao longo da diagonal. Calculemos inicialmente o determinante de

uma matriz protótipo dos blocos diagonais de B:

det(Bii) = λ4 +
(

2ω2 − bii − bi+1i+1

)

λ2 +
(

bii + ω2
) (

bi+1i+1 + ω2
)

,

usando o fato que bii+1 = bi+1i. Este fato pode ser usado para encontrar a expressão de

P (λ). Para o propósito em questão precisamos do segundo termo desta expressão que será

dado pelo produto dos n blocos diagonais, que tem cada qual determinante dado acima,

portanto os dois primeiros termos são:

P (λ) = λ4n +
(

2nω2 − tr
(

M−1∇U(x)
))

λ4n−2 + ....

Sabemos que este polinômio é par, logo fazendo a mudança de variável y = λ2,

obtemos o polinômio

P (λ) = y2n +
(

2nω2 − tr
(

M−1∇U(x)
))

y2n−2 + ....

Usamos as relações de Girard para este último polinômio, obtendo que

2n
∑

i

yi = −2
[

2nω2 − tr
(

M−1∇U(x)
)]

.

Portanto, usando que yi = λ2i , temos a fórmula para soma do quadrado dos auto-

valores da matriz A:
2n
∑

i

λ2i = −2
[

2nω2 − tr
(

M−1∇U(x)
)]

.

Usando a proposição 3.9, obtemos que

tr
(

M−1D∇U(x)
)

=
n
∑

i<j

mi +mj

d3ij
.

Por estes fatos segue o seguinte teorema:

Teorema 3.21 Seja x um equiĺıbrio relativo com velocidade rotacional ω dada pelo teo-

rema 3.1. Então a metade da soma dos quadrados dos autovalores de x é:
∑

i<j

mi +mj

d3ij
− 2nω2.

Usando este teorema, é posśıvel encontrar uma condição necessária de estabilidade

espectral para um equiĺıbrio relativo que pode ser enunciada como segue:

Corolário 3.22 Uma condição necessária para que um equiĺıbrio relativo, x, seja espec-

tralmente estável é:
∑

i<j

mi +mj

d3ij
< (2n− 3)

U(x)

2I(x)
.

Usando esta condição em [43], Roberts mostra o seguinte lema:

Lema 3.2 O poĺıgono regular é espectralmente instável para n ≥ 7.

E um resultado geral sobre a instabilidade espectral de equiĺıbrios relativos.

Teorema 3.23 Todo equiĺıbrio relativo de n massas iguais é espectralmente instável para

n ≥ 24306.



Caṕıtulo 4

Representação Integral de Funções

Complexas

4.1 Preliminares

Em [15], Ferrario e Portaluri desenvolvem uma teoria de representação integral de

funções complexas, usando o operador de Perron-Frobenius l-ádico. Eles fazem uso destas

ferramentas para tratar o problema diedral de n corpos . Aqui apresentamos demonstra-

ções detalhadas dos teoremas que fazem estas representações e expandimos estes resultados

para adequação a nossas considerações nos caṕıtulos 5 e 6.

4.2 O Operador de Perron-Frobenius l-Ádico

Consideremos o espaço das funções complexas F(C). Consideremos o subespaço

F̄ ⊂ F(C), definido por

F̄ := {f : S1 ⊂ C → C}.

Vamos definir o operador de Perron-Frobenius l-ádico como segue:

Definição 4.1 Para toda f ∈ F̄ , e l ∈ N consideremos as l-ésimas ráızes de ξ, denotemos

tal conjunto por S, então o operador de Perron-Frobenius l-ádico é definido por

Pl(f)(ξ) =
1

l

∑

y∈S

f(y).

Usando a notação polar, temos ξ = eiθ, logo ξ = yl, o que implica y = ei(
2πj+θ

l ),

com j = 0, ..., l − 1. Portanto, podemos escrever o operador na forma:

Pl(f)(ξ) =
1

l

l−1
∑

j=0

f
(

ei(
2πj+θ

l )
)

.
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Antes de prosseguir, será conveniente compreender a expressão do operador de

Perron-Frobenius l-ádico para a função

f : S1 → S1

ξ → ξk,

com k ∈ Z. Temos

Pl(ξ
k)(ξ) =

1

l

l−1
∑

j=0

eik(
2πj+θ

l ),

deste modo, por tratar-se de uma soma de ráızes complexas, podemos usar da simetria

para avaliar a soma. Caso k = βl temos

eiβl(
2πj+θ

l ) = eiβ(2πj+θ)

= ξβ = ξ
k
l ,

e assim

1

l

l−1
∑

j=0

eik(
2πj+θ

l ) = ξ
k
l .

No caso de k = βl + η, com 0 < η < 1, temos:

ei(βl+η)(
2πj+θ

l ) = eiβ(2πj+θ) × eiη(
2πj+θ

l )

= ei(β+
η
l
)θ × ei(β+

η
l
)2πj ,

então
l−1
∑

j=0

ei(βl+η)(
2πj+θ

l ) = ei(β+
η
l
)θ
l−1
∑

j=0

ei(β+
η
l
)2πj .

Consideremos o termo

l−1
∑

j=0

ei(β+
η
l
)2πj . Temos que este termo é uma soma geométrica

com x = ei(
βl+η

l
)2π, logo

l−1
∑

j=0

ei(β+
η
l
)2πj =

l−1
∑

j=0

xj

=
1− xl

1− x

=
1− ei(βl+η)2π

1− ei(
βl+η

l
)2π

,

portanto,
l−1
∑

j=0

ei(β+
η
l )2πj = 0.

Por estes fatos temos:

Pl(ξ
k)(ξ) =

{

ξ
k
l , k ≡ 0 mod(l),

0, k 6= 0 mod(l).

Considerando ξ = eiθ, temos

1

|1− rξ|α =
1

(1 + r2 − 2r cos θ)α
.

Mostraremos o seguinte lema:
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Lema 4.1 Para todo 0 < r < 1 e α > 0 temos:

1

|1− rξ|α =
+∞
∑

n=−∞

bnξ
n,

com

bn = b−n =
sen(βπ)

π
rn
∫ 1

0

tβ−1

(1− t)β
tn

(1− r2t)β
dt,

para n ∈ N.

Demonstração: Considerando ξ = eiθ, podemos usar o teorema binomial para escrever

1

(1− rξ)β
=

∞
∑

k=0

(

−β
k

)

(−rξ)k,

1

(1− rξ−1)β
=

∞
∑

k=0

(

−β
k

)

(−rξ−1)k,

logo

(1− rξ)−β(1− rξ−1)−β = |1− rξ|−2β = |1− rξ|−α,
e portanto,

|1− rξ|−α =

(

∞
∑

k=0

(

−β
k

)

(−rξ)k
)

×
(

∞
∑

k=0

(

−β
k

)

(−rξ−1)k

)

=
∞
∑

k,l=0

(

−β
k

)(

−β
l

)

(−r)k+lξk−l.

Denotando n = k − l, obtemos

∞
∑

n=−∞

bnξ
n,

onde

bn = (−1)n
∞
∑

k−l=n

(

−β
k

)(

−β
l

)

rk+l.

Precisamos construir uma representação para o termo

(

−β
k

)

. Para tal, conside-

raremos a função Γ(x), que satisfaz

Γ(x+ 1) = xΓ(x), ∀x ∈ R\Z−,

logo

Γ(x+N) = (x+N − 1) . . . xΓ(x),

e como Γ(N + 1) = N !, ∀N ∈ N, temos

(−1)N
Γ(x+N)

Γ(x)Γ(N + 1)
=

(

−x
N

)

.

Buscaremos então uma outra forma de representação para a função Γ(x). Neste

sentido temos o seguinte teorema de representação integral:
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Teorema 4.2 Se Rez > 0, então

Γ(z) =

∫ ∞

0
e−ttz−1dt.

Demonstração: Ver [11] p. 176.

QED.

Assim, se considerarmos u > 0 e v > 0, temos

Γ(u) =

∫ ∞

0
e−ttu−1dt,

Γ(v) =

∫ ∞

0
e−stv−1ds,

logo

Γ(u) · Γ(v) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(s+t)t(u−1)s(v−1)dtds.

Fazendo a mudança de coordenadas

t = r cos2(θ), 0 ≤ r ≤ ∞.

s = rsen2(θ), 0 ≤ θ ≤ π
2 ,

a jacobiana é
∣

∣

∣

∣

∣

cos2(θ) −2r cos(θ)sen(θ)

sen2(θ) 2rsen(θ) cos(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

= 2rsen(θ) cos(θ),

logo

Γ(u)Γ(v) = 2

∫ ∞

0

∫ π
2

0
e−rr(u+v)−1(cos(θ))2u−1(sen(θ))2v−1drdθ

= 2

(∫ ∞

0
e−rr(u+v)−1dr

)

×
(

∫ π
2

0
(cos(θ))2u−1(sen(θ))2v−1dθ

)

,

mas, pelo fato de

Γ(u+ v) =

∫ ∞

0
e−rr(u+v)−1dr,

temos
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
= 2

∫ π
2

0
(cos(θ))2u−1(sen(θ))2v−1dθ.

Fazendo τ = cos2(θ), temos

2

∫ π
2

0
(cos(θ))2u−1(sen(θ))2v−1dθ =

∫ 1

0
τu−1(1− τ)v−1dτ,

logo
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
=

∫ 1

0
τu−1(1− τ)v−1dτ. (4.1)

A função beta é definida por

B(u, v) =
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
. (4.2)
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Voltamos a demonstração do lema.

Pela equação (4.2), podemos associar a função beta com o binomial observando que:

(

−β
N

)

=
−β · (−β − 1) . . . (−β −N + 1)

N !

= (−1)N
β · (β + 1) . . . (β +N − 1)

N !

= (−1)N
Γ(β +N)

Γ(β)Γ(N + 1)
.

Mas, por α = 2β > 0, podemos considerar β 6= 1, logo teremos definido Γ(1− β), e

assim:
(

−β
N

)

= (−1)N
Γ(β +N)Γ(1− β)

Γ(β)Γ(N + 1)Γ(1− β)

=
(−1)N

Γ(β)Γ(1− β)

Γ(β +N)Γ(1− β)

Γ(N + 1)
.

fazendo u = β +N e v = 1− β, temos u+ v = N + 1, logo

Γ(β +N)Γ(1− β)

Γ(N + 1)
= B(β +N, 1− β).

Portanto,
(

β

N

)

=
(−1)N

Γ(β)Γ(1− β)
B(β +N, 1− β),

por (4.1), temos então

(

−β
N

)

=
(−1)N

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0
τβ+N−1(1− τ)−βdτ.

Agora vamos usar estes fatos para reescrever bn. Fazendo k = n+ l, temos

bn = (−1)n
+∞
∑

l=0

(

−β
n+ l

)(

−β
l

)

rn+2l,

donde

bn = (−1)n
+∞
∑

l=0

(

(−1)n+l

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0
τ b+n+l−1(1− τ)−βdτ

)

(

−β
l

)

rn+2l,

como a integral e a série são em variáveis distintas, temos

bn =
(−1)n(−1)n

Γ(β)Γ(1− β)
rn
∫ 1

0
τβ+n−1(1− τ)−β

∞
∑

l=0

(−1)l

(

−β
l

)

r2lτ ldτ.

Mas,
∞
∑

l=0

(−1)l

(

−β
l

)

(τr2)l = (1− r2τ)−β . Portanto,

bn =
rn

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+n−1

(1− τ)β(1− r2τ)β
dτ.

QED.
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Fazemos uma extensão do lema 4.1, construindo uma representação para r > 1:

Lema 4.2 Para r > 1 e α = 2β > 0, temos

|1− rξ|−α =
1

rα

+∞
∑

n=−∞

bnξ
n,

onde

bn = b−n =
1

rnΓ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+n−1

(1− τ)β(r2 − τ)β
dτ.

Demonstração: Considerando s = 1/r, temos 0 < s < 1, valendo o lema 4.1. E como

1

(1 + s2 − 2s cos θ)α
=

r2α

(1 + r2 − 2r cos θ)α
,

temos
1

|1− sξ|α =
r2α

|1− rξ|α .

Pelo lema 4.1, temos

1

|1− sξ|α =
+∞
∑

n=−∞

(

sn

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+n−1

(1− τ)β(1− s2τ)β

)

ξn,

logo

r2α

|1− rξ|α =
+∞
∑

n=−∞

(

1

rnΓ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

rατβ+n−1

(1− τ)β(r2 − τ)β

)

ξn,

donde

1

|1− rξ|α =
1

rα

+∞
∑

n=−∞

(

1

rnΓ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+n−1

(1− τ)β(r2 − τ)β

)

ξn.

QED.

Lema 4.3 Para cada β ∈ (0, 1), r ∈ (0, 1] e inteiros l ≥ 2

Pl(|1− rξ|−α) =
+∞
∑

n=−∞

blnξ
n.

Demonstração: Do lema 4.1, sabemos que

|1− rξ|−α =
+∞
∑

n=−∞

bnξ
n,

onde

bn =
rn

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+n−1

(1− τ)(1− r2τ)β
.

Sabemos também que

Pl(f)(ξ) =
1

l

l−1
∑

j=0

f
(

ei(
2πj+θ

l )
)

,
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assim

Pl
(

|1− rξ|−α
)

= Pl

(

+∞
∑

n=−∞

bnξ
n

)

=
1

l

l−1
∑

j=0

+∞
∑

n=−∞

bne
in
l
(2jπ+θ)

=

+∞
∑

n=−∞

bn





1

l

l−1
∑

j=0

ei
n
l
(2jπ+θ)



,

como vimos antes

1

l

l−1
∑

j=0

ei
n
l
(2jπ+θ) =

{

ξ
k
l k ≡ 0 mod(l)

0 k 6= 0 mod(l)

logo n = kl com k ∈ Z. Portanto,

Pl(|1− rξ|−α) =
+∞
∑

k=−∞

bklξ
k.

Para cada l ≥ 2, bkl = bn. Para r ∈ (0, 1], temos a convergência garantida.

QED.

De acordo com os lemas 4.1, 4.2 e 4.3 temos o seguinte resultado:

Lema 4.4 Para cada β ∈ (0, 1), r > 1 e inteiro l ≥ 2, temos

Pl(|1− rξ|−α) =
+∞
∑

n=−∞

blnξ
n,

onde

bln =
1

rlnΓ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+nl−1

(1− τ)β(r2 − τ)β
dτ.

Com o uso do lema 4.3, temos um teorema de representação integral para o operador

de Perron-Frobenius l-ádico aplicado a função complexa |1−rξ|−α, que surge naturalmente

pela simetria da configuração poligonal.

Teorema 4.3 Para cada β ∈ (0, 1) e r ∈ (0, 1] e inteiro l ≥ 2. Temos

Pl(|1− rξ|−α) = 1

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ−1

(1− τ)β(1− τr2)β
1− (τr)2l

|1− (τr)lξ|2dτ.

Demonstração: Pelo lema 4.3, temos

Pl(|1− rξ|−α) =
+∞
∑

n=−∞

blnξ
n,

onde

bln = b−ln =
rln

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+ln−1

(1− τ)β(1− r2τ)β
dτ.



34

Podemos reescrever a série na forma

+∞
∑

n=−∞

blnξ
n =

+∞
∑

n=0

blnξ
n +

+∞
∑

n=1

blnξ
−n.

Por este fato segue que

Pl(|1− rξ|−α) =
+∞
∑

n=0

(

rln

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+ln−1

(1− τ)β(1− r2τ)β
dτ

)

ξn

+
+∞
∑

n=1

(

rln

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ+ln−1

(1− β)β(1− r2τ)β
dτ

)

ξ−n,

portanto,

Pl(|1−rξ|−α) =
1

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ−1

(1− τ)β(1− r2τ)β
×
(

+∞
∑

n=0

(rτ)lnξn +
+∞
∑

n=1

(rτ)lnξ−n

)

dτ.

Fazendo λ = rlτ l, temos

1

(1− λξ)
=

+∞
∑

n=0

λnξn,

1

(1− λξ−1)
=

+∞
∑

n=1

λnξ−n + 1,

assim,
+∞
∑

n=0

λnξn +
+∞
∑

n=1

λnξ−n =
1

(1− λξ)
+

1

(1− λξ−1)
− 1,

portanto,

Pl(|1− rξ|−α) = 1

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ−1

(1− τ)β(1− r2τ)β
1− (τr)2l

|1− (τr)lξ|2dτ.

QED.

Com o uso deste teorema de representação integral, produzimos um resultado geral

de caracterização de certa famı́lia de funções complexas.

Proposição 4.4 Para 0 ≤ x ≤ 1, 0 < α < 1 e n ≥ 3 temos

γ (x, n, α) =
1

n

n−1
∑

j=1

1
(

1 + x2 − 2x cos
(

2πj
n

))α ,

é uma função anaĺıtica e crescente em n.

Demonstração: Considerando ξ = eiθ temos, fazendo θ = 0, que

Pn(|1− xξ|−α) = 1

n

n−1
∑

j=0

1
(

1 + x2 − 2x cos
(

2πj
n

))α
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donde

γ(x, n, α) = Pn(|1− xξ|−α)− 1

n

1

(1 + x2 − 2x)α

Portanto, pelo lema 4.5 temos

γ(x, n, α) =
1

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ−1

(1− τ)β(1− x2τ)β

(

1− (τx)2n

|1− (τx)n|2 − 1

n

1 + τx

|1− τx|

)

dτ,

visto que, pelo lema 4.1, temos

1

|1− xξ|α =
+∞
∑

n=−∞

bnξ
n,

com bn = b−n.

Logo, para ξ = 1, temos

1

(1− x)2α
=

1

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ−1

(1− τ)β(1− x2τ)β
1 + τx

1− τx
dτ.

A analiticidade da função γ(x, n, α) em n, segue diretamente do fato da função

fn(x, τ) =
1− (τx)2n

(1− (τx)n)2
− 1

n

1 + τx

1− τx
,

ser a composição de funções anaĺıticas em n.

Quanto ao comportamento crescente em n, devemos mostrar que ∂γ
∂n > 0 para todo

0 ≤ x ≤ 1, 0 < α < 1 e n ≥ 3. Neste sentido, observamos que

A =
1

Γ(β)Γ(1− β)
=

sen(πβ)

π
> 0,

pois 0 < β < 1
2 .

B =
τβ−1

(1− τ)β(1− x2τ)β
> 0.

Então

∂γ

∂n
= A ·

∫ 1

0
B · ∂

∂n
(fn(x, τ)) dτ.

Deste modo, mostrar que ∂γ
∂n > 0 é equivalente a mostrar que ∂

∂n (fn(x, τ)) é positiva.

A expressão de ∂
∂n (fn(x, τ)) é obtida como segue: fazendo xτ = y e z = (xτ)2 = y2,

temos

fn(y, z) =
1− zn

(1− yn)2
− 1

n

1 + y

1− y
.

Logo

∂

∂n
(fn(y, z)) =

(− ln z · zn) (1− yn)− 2 (1− yn) (− ln y · yn) (1− zn)

(1− yn)4
+

1

n2
1 + y

1− y
.

Como z = y2, temos ln z = 2 ln y e como 0 < z < 1 e 0 < y < 1, então ln z < 0 e

ln y < 0. Denotando − ln y = a, teremos
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∂

∂n
(fn(x, τ)) =

−2ayn

(1− yn)2
+

1

n2
1 + y

1− y

=
(1 + y)(1− yn)2 − 2an2yn(1− y)

n2(1− y)(1− yn)2
.

Desta última expressão observamos que o sinal de ∂
∂n (fn(x, τ)) é dado pelo nume-

rador, por isto consideremos a seguinte função

φ(n, y) = (1 + y)(1− yn)2 − 2an2yn(1− y),

com domı́nio

R = {(n, y) ∈ R2/n ≥ 3 e 0 < y < 1}.

Queremos mostrar que φ(n, y) > 0, em R.

Condiremos então a função φ(n,y)
n2(1+y)

, observamos que o sinal continua o mesmo, visto

que n2 > 9 e 1 + y ≥ 1, temos

φ(n, y)

n2(1 + y)
=

(

1− yn

n

)2

+ 2 ln y · yn
(

1− y

1 + y

)

.

Para mostrar que esta expressão é positiva, basta mostrar que é não nula, pela

continuidade da função em n e em r. Considerando que esta seja nula temos

ln y =
(1− yn)2 · (1 + y)

yn · n2 · (1− y)
.

Mas, como 0 < y < 1, o que implica que ln y ∈ [−∞, 0), portanto, temos uma

contradição por assumir a nulidade da expressão e assim temos que φ(n, y) > 0.

QED.



Caṕıtulo 5

O Problema de n+1 Corpos

5.1 Formulação

Consideremos n massas m1,m2, ...,mn positivas e uma massa µ despreźıvel, isto é,

arbitrariamente pequena. Nosso interesse é descrever as equações newtonianas do movi-

mento desses corpos por ação das forças gravitacionais.

Seja q = (qµ, q1, ..., qn−1, qn), com qj ∈ R3. Sabemos que as equações do movimento

tem a seguinte expressão:

Mq̈ = ∇U(q),

onde M = diag [m1m1m1...mnmnmn] e

U(q) =
∑

i<j

mimj

||qi − qj ||
+

n
∑

i=1

µmi

||qµ − qi||
.

Denotaremos

U1(q) =
∑

i<j

mimj

||qi − qj ||
e U2(q) =

n
∑

i=1

µmi

||qµ − qi||
.

Fazendo a mudança de coordenadas,

q(t) = R(wt)x(t),

onde ω é dado pelo teorema 3.1, temos que a equação do movimento

Mq̈ = ∇U(q),

toma a forma

ω2R−1R
′′

x+ 2ωR−1R
′

ẋ+ ẍ =M−1∇Ũ(x),

onde

R−1R
′′

=







−1 0 0

0 −1 0

0 0 0






e R−1R

′

=







0 −1 0

1 0 0

0 0 0






.
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Portanto, temos a seguinte equação diferencial:

ẍ+ 2ωKẋ =M−1∇Ũ(x) + ω2Îx,

que define o sistema de equações diferenciais










ẍµ + 2ωKẋµ =
∂U2

∂xµ
(x) + ω2Îxµ,

ẍi + 2ωKẋi =
∂U1

∂xi
(x) + ω2Îxi.

Nosso interesse é em estudar a estabilidade linear de µ pela influência dos demais

corpos. Portanto, analisaremos a linearização da primeira equação do sistema acima.

5.1.1 Linearização

Consideremos a função

h(xµ) =
∂U2

∂xµ
(x) + ω2Îxµ.

Sabemos que xx̃µ é equiĺıbrio relativo, e assim: h(x̃µ) = 0. Fazendo a expansão de

Taylor em torno de x̃µ, encontramos:

ξ̈ + 2ωKξ̇ = h(ξ + x̃µ) = Dxµh · ξ +O(ξ2),

portanto,

ξ̈ + 2ωKξ̇ =

(

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

+ ω2I

)

· ξ.

Pelo teorema 3.1, temos

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

= −
n
∑

j=1

mj

d3µj
[I3×3 − 3uµju

T
µj ],

e deste modo encontramos a forma linear da equação do movimento para µ.

5.1.2 Caracterização da Análise Linear

Considerando uma solução da forma ξ = ξ0e
λt, temos:

λ2ξ0e
λt + 2λξ0ωKe

λt =

(

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

+ ω2Î

)

ξ0e
λt,

e deste modo temos definida a seguinte equação

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

ξ0 + ω2Îξ0 − λ2Iξ0 − 2λωKξ0 = 0,

donde
[

ω−2D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

+ Î − µ2I − 2µK

]

ξ0 = 0,

com µ = λ
|ω| .

Portanto, fazendo

F (µ2) = det

[

ω2D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

+ Î − µ2I − 2µK

]

,

encontramos o polinômio de estabilidade linear.
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5.1.3 A matriz D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

O potencial U2 tem a expressão

U2(x) =
n
∑

i=1

µmi

||xµ − xi||
,

donde

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

= −
n
∑

j=1

mj

d3µj
[I3×3 − 3uµju

T
µj ],

o termo uµju
T
µj é da forma:

uµj =
xj − xµ
dµj

,

onde xj =
(

x
(1)
j , x

(2)
j , x

(3)
j

)

, xµ =
(

x
(1)
µ , x

(2)
µ , x

(3)
µ

)

. Assim

uµj =

(

x
(1)
j − x

(1)
µ , x

(2)
j − x

(2)
µ , x

(3)
j − x

(3)
µ

)

dµj
,

desta forma

uµju
T
µj =

1

d2µj







(x
(1)
j − x

(1)
µ )2 (x

(1)
j − x

(1)
µ )(x

(2)
j − x

(2)
µ ) · · ·

(x
(2)
j − x

(2)
µ )(x

(1)
j − x

(1)
µ ) (x

(2)
j − x

(2)
µ )2

· · · · · · (x
(3)
j − x

(3)
µ )2






,

isto é,

(uµju
T
µj)sl =

(

(x
(s)
j − x

(s)
µ )(x

(l)
j − x

(l)
µ )

d2µj

)

.

5.2 Um Problema Restrito de n+1 Corpos

Em [25] Lindow apresenta a formalização e análise de um problema restrito, que

representa a dinâmica de uma part́ıcula de massa despreźıvel relativo às massas dispostas

em um anel poligonal. Neste artigo, ele apresenta a análise feita para determinação dos

pontos de libração e usa uma teoria desenvolvida por Tisserand para representação das

funções que aparecem naturalmente pela disposição e simetria do problema. Devido a

esta representação, Lindow consegue mostrar um teorema de simetria. Este foi melhorado

pelo Bang, em sua tese de doutorado, onde ele desenvolveu uma generalização das técnicas

usadas pelo Lindow, para potenciais com expoentes reais. O Lindow considera apenas o

potencial Newtoniano, e obtém o seguinte resultado:

Teorema 5.1 Sejam n massas iguais dispostas nos vértices de um poĺıgono regular, gi-

rando em torno do seu centro com velocidade angular ω constante. Consideremos a adição

de uma part́ıcula µ, de massa despreźıvel. A fim de que a configuração seja um equiĺıbrio

relativo é necessário e suficiente que a part́ıcula µ esteja em um eixo de simetria, numa

linha ortogonal a uma aresta, ou numa linha que passa pelo centro e um dos vértices.
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Este é um forte teorema de simetria para a teoria das configurações centrais. Foi

usado em outros trabalhos recentes, como por exemplo, em [21]. E serviu para inspiração

e elucidação do trabalho de tese do Bang, que usou de suas modificações na teoria de re-

presentação para obter mais informações a respeito da simetria. Ele determinou a posição

relativa da massa despreźıvel com respeito ao poĺıgono de massas.

Teorema 5.2 Sejam n massas iguais dispostas nos vértices de um poĺıgono regular, gi-

rando em torno do seu centro com velocidade angular ω constante. Consideremos a adição

de uma part́ıcula µ, de massa despreźıvel. A fim de que a configuração seja um equiĺıbrio

relativo, é necessário e suficiente que a part́ıcula µ esteja em um eixo de simetria, numa

linha ortogonal a uma aresta, ou numa linha que passa pelo centro e um dos vértices.

Onde µ está no eixo θ = 0 ou θ = π
n (a menos de rotações de 2π

n ).

• No caso θ = 0, existem duas soluções ρ = 0 e ρ = R1 > 0.

• No caso θ = π
n , existem duas soluções ρ = R2, 0 < R2 < 1 e ρ = R3 > 1.

Temos como objetivo analisar a estabilidade linear da part́ıcula µ relativo aos demais

corpos. Observando que em todos os casos a configuração é instável, visto que o poĺıgono

é instável, como pode ser visto em [33].

5.3 A Análise da Estabilidade

Consideremos n massas iguais, m1 = m2 = . . . = mn = m, dispostas nos vértices de

um poĺıgono regular. Sejam as posições dadas por:

qj = (cos(θj), sen(θj), 0),

onde θj =
2jπ
n .

Como vimos as configurações que são equiĺıbrios relativos são as planares. Usaremos

o teorema 5.2 para fazer nossas análises. Consideremos inicialmente o eixo de simetria

θ = 0.

5.3.1 Primeiro eixo de simetria [θ = 0]

Considerando a massa despreźıvel, µ, em coordenadas polares, (r, 0), obtemos:

qµ = rq0.

Por estas considerações o vetor unitário é:

uµj =
(cos(θj)− r, sen(θj), 0)

dµj
,

onde dµj =
√

(cos(θj)− r)2 + sen(θj)
2.

Logo

uµju
T
µj =

1

d2µj







(cos(θj)− r)2 (cos(θj)− r)sen(θj) 0

(cos(θj)− r)sen(θj) sen(θj)
2 0

0 0 0






.
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Portanto, a matriz D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

, fazendo cj = cos(θj) e sj = sen(θj), tem a forma:

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

= −
n
∑

j=1

m

d3µj

















1 0 0

0 1 0

0 0 1






− 3

d2µj







(cj − r)2 (cj − r)sj 0

(cj − r)sj s2j 0

0 0 0

















= −
n
∑

j=1

m

d3µj















1− 3
(cj − r)2

d2µj

−3(cj − r)sj
d2µj

0

−3(cj − r)sj
d2µj

1−
3s2j
d2µj

0

0 0 1















.

Podemos escrever o polinômio de estabilidade na forma:

F (µ2) = det

[

ω−2D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

+ Î − µ2I − 2µK

]

,

onde I é a identidade 3× 3 e

K =







0 −1 0

1 0 0

0 0 0






e Î =







1 0 0

0 1 0

0 0 0






.

Portanto, fazendo z = µ2, encontramos:

F (z) = det







a(n, r) + (1− µ2) e(n, r) + 2µ 0

e(n, r)− 2µ b(n, r) + (1− µ2) 0

0 0 d(n, r)






,

onde

a(n, r) = −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj

(

1− 3
(cj − r)2

d2µj

)

,

b(n, r) = −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj

(

1− 3
s2j
d2µj

)

,

e(n, r) = 3
n
∑

j=1

mω−2

d5µj
(cj − r)sj ,

d(n, r) = −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj
− µ2.

Deste modo, encontramos a expressão do polinômio F (z):

F (z) = d(n, r) ·
[

(a(n, r) + (1− µ2))(b(n, r) + (1− µ2))− (e(n, r)− 2µ)(e(n, r) + 2µ)
]

.

portanto, as ráızes são encontradas fazendo d(n, r) = 0 e

a(n, r) · b(n, r) + (a(n, r) + b(n, r))(1− µ2) + (1− µ2)2 − (e(n, r)2 − 4µ2) = 0.

No caso d(n, r) = 0, temos

−
n
∑

j=1

mω−2

d3µj
− µ2 = 0 ⇒ µ2 = −

n
∑

j=1

mω−2

d3µj
,
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como dµj > 0 para todo n, r e m > 0. Então −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj
∈ R∗

−. Logo

µ = ±





√

√

√

√

n
∑

j=1

mω−2

d3µj



i.

Por estas observações, vemos aqui aplicada a proposição 3.17 sobre a estabilidade

normal dos equiĺıbrios relativos. Para nossa análise sobre a estabilidade planar iremos

considerar, sem perda de generalidade, m = 1.

Fazendo z = µ2, obtemos:

z2 + [2− [a(n, r) + b(n, r)]]z + [(a(n, r) + b(n, r)) + a(n, r) · b(n, r) + 1− e(n, r)2].

Para que z seja real e negativo temos que ter:

(i) 2− [a(n, r) + b(n, r)] > 0;

(ii) a(n, r) + b(n, r) + a(n, r) · b(n, r) + 1− e(n, r)2 > 0;

(iii) (a(n, r)− b(n, r))2 − 8(a(n, r) + b(n, r)) + 4e(n, r)2 ≥ 0.

Encontraremos um intervalo onde a condição (i) é satisfeita e mostraremos que neste

intervalo a condição (iii) não é satisfeita. Para passarmos a esta análise consideremos

inicialmente o seguinte lema:

Lema 5.1 Para todo n ≥ 3 e r > 0, temos e(n, r) ≡ 0.

Demonstração: A expressão de e(n, r) é:

e(n, r) =
n
∑

j=1

(

cos
(

2jπ
n

)

− r
)

sen
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2 cos
(

2jπ
n

)) 5
2

.

Observamos que para n ı́mpar temos:

(i) sen
(

2jπ
n

)

= 0 ⇔ j = n;

(ii) sen
(

2lπ
n

)

= −sen
(

2(n−l)π
n

)

;

(iii) cos
(

2lπ
n

)

= cos
(

2(n−l)π
n

)

,

para todo l ∈ {1, ..., n−1
2 }. Logo por simetria, temos e(n, r) ≡ 0. Para n par, temos:

(i) sen
(

2jπ
n

)

= 0 ⇔ j = n ou n
2 ;

(ii) sen
(

2jπ
n

)

= −sen
(

2(n−l)π
n

)

;

(iii) cos
(

2lπ
n

)

= cos
(

2(n−l)π
n

)

,

para todo l ∈ {1, ..., n2 − 1}. E assim conclúımos a demonstração.
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QED.

Por este lema, as condições ficam na forma:

2− [a(n, r) + b(n, r)] > 0, (5.1)

a(n, r) + b(n, r) + a(n, r) · b(n, r) + 1 > 0, (5.2)

(a(n, r)− b(n, r))2 − 8[a(n, r) + b(n, r)] ≥ 0. (5.3)

Vamos inicialmente considerar a condição 2− [a(n, r) + b(n, r)] > 0, sabendo que

(a+ b)(n, r) =
n
∑

j=1

ω−2

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 3
2

.

Mostraremos o seguinte lema:

Lema 5.2 Para todo n ≥ 3 existe r > 1 tal que 2− [a(n, r) + b(n, r)] > 0.

Demonstração: Observamos a priori que

(a+ b)(n, r) = f(n) · g(n, r),

onde f(n) = ω−2. Por esta decomposição a condição é reescrita sob a forma:

g(n, r) <
2

f(n)
= 2 · ω2. (5.4)

Considerando a desigualdade (5.4), o lema é equivalente a mostrar:

(i)
∂

∂r
g(n, r) < 0;

(ii) lim
r→+∞

g(n, r) = 0.

A igualdade (ii) segue facilmente da expressão de g(n, r). Para a desigualdade (i)

consideramos a expressão da derivada, dada por:

∂

∂r
g(n, r) =

n
∑

j=1






−3

2
·

2r − 2 cos
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2






. (5.5)

Observamos que

0 ≤
∣

∣

∣

∣

cos

(

2jπ

n

)∣

∣

∣

∣

≤ 1,

logo

r − cos

(

2jπ

n

)

> 0,

para j ∈ {1, ..., n}. Portanto,

n
∑

j=1

2r − 2 cos
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

> 0.

e deste modo, segue que ∂
∂rg(n, r) < 0, para todo n ≥ 3 e r > 1.
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QED.

Uma vez que temos a existência de um r ∈ R, podemos indexar tal r ao valor de n e

investigar qual o comportamento a medida que o n varia. Neste sentido temos o seguinte

lema:

Lema 5.3 Para todo n ≥ 3 e r > 1, a função g(n, r) é decrescente em n.

Demonstração: Considerando n uma variável cont́ınua, temos que g(n, r) é diferenciável,

logo

∂

∂n
g(n, r) =

n−1
∑

j=1

6πr

n2

j · sen
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

.

Para n = 2k, temos

sen

(

2jπ

n

)

= 0,

para j = n
2 . Podemos reescrever a soma na forma:

n−2
2
∑

j=1

j · sen
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

+
n−1
∑

j=n
2
+1

j · sen
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

.

Como sabemos

1 ≤ j ≤ n− 2

2
⇒ sen

(

2jπ

n

)

> 0,

n

2
+ 1 ≤ j ≤ n− 1 ⇒ sen

(

2jπ

n

)

< 0.

Além do mais, para 1 ≤ j ≤ n−2
2 , temos pela simetria que:

sen

(

2jπ

n

)

= −sen

(

2(n− j)π

n

)

,

cos

(

2jπ

n

)

= cos

(

2(n− j)π

n

)

.

Portanto

n−1
∑

j=1

j · sen
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

= −
n
2
−1
∑

j=1

(n− 2j)
∣

∣

∣sen
(

2jπ
n

)∣

∣

∣

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

.

Logo ∂
∂ng(n, r) < 0. O caso n = 2k + 1 é semelhante.

QED.

Usando o lema 5.3, o fato que

γ(1, n,
1

2
) =

1

4

n−1
∑

j=1

1

sen(πjn )
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é crescente em n, ver proposição 4.4, e

ω2 = γ(1, n,
1

2
),

podemos representar a condição de estabilidade por:

g(n, r) < 2ω2. (5.6)

Mas, pelo lema 5.3 a equação (5.6) será sempre satisfeita para r > rn, e estes

resultados nos dão o seguinte corolário:

Corolário 5.3 Para todo n ≥ 3, temos a equação (5.6) satisfeita para r ∈ [rn,+∞).

Representamos o comportamento descrito pelo corolário 5.3, na figura:

Deste modo o corolário 5.3, dá-nos o comportamento de variação da equação (5.6)

em função da variação de n. Usaremos a restrição ao intervalo [rn,∞) para mostrar o

seguinte resultado:

Proposição 5.4 Para todo n ≥ 3 e r ∈ [rn,∞) temos

(a(n, r)− b(n, r))2 − 8 [a(n, r) + b(n, r)] < 0.

Para construção da demonstração desta proposição, iremos descrever dois resultados

preliminares.

Lema 5.4 Para todo n ≥ 3, temos

ã(n, r) > 0 e
∂

∂r
ã(n, r) < 0,

para r > 1.
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Demonstração: Analisaremos a expressão:

ã(n, r) = −
n
∑

j=1

1

d3µj






1−

3
(

cos
(

2jπ
n

)

− r
)2

d2µj






.

Observamos inicialmente que:

lim
r→+∞

ã(n, r) ≈ lim
r→+∞

4

r3
= 0.

Calculando a derivada em r, obtemos:

∂

∂r
ã(n, r) = −









n
∑

j=1









−3

2

(

1− 3(cos( 2jπ
n )−r)

2

d2µj

)

(

2r − 2 cos
(

2jπ
n

))

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

+

6
(cos( 2jπ

n )−r)
(1+r2−2r cos( 2jπ

n ))
+

3(cos( 2jπ
n )−r)

2
(2r−2 cos( 2jπ

n ))

(1+r2−2r cos( 2jπ
n ))

2

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 3
2

















.

O termo





1−

3
(

cos
(

2jπ
n

)

− r
)2

d2µj






< 0.

De fato, pois seu caso extremo ocorre quando cos
(

2jπ
n

)

= 0, e por estarmos con-

siderando r > 1 temos

1− 3
r2

1 + r2
=

1− 2r2

1 + r2
< 0.

Uma consequência direta deste fato é que ã(n, r) > 0 ∀n ≥ 3.

Podemos reescrever a derivada como

∂

∂r
ã(n, r) = −

n
∑

j=1

A(n, r) +B(n, r),

com A(n, r) > 0 e B(n, r) < 0, ∀n ≥ 3, e com expressões:

A(n, r) =
−3

2

(

1− 3(cos( 2jπ
n )−r)

2

d2µj

)

(

2r − 2 cos
(

2jπ
n

))

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 5
2

,

B(n, r) =

6
(cos( 2jπ

n )−r)
(1+r2−2r cos( 2jπ

n ))
+

3(cos( 2jπ
n )−r)

2
(2r−2 cos( 2jπ

n ))

(1+r2−2r cos( 2jπ
n ))

2

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 3
2

.

Mostraremos que A(n, r) +B(n, r) > 0, ∀n ≥ 3. Para tal é suficiente mostrar que

|A(n, r)|
|B(n, r)| > 1.



47

não é dif́ıcil observar que este quociente é equivalente ao quociente:
∣

∣

∣

(

1 + 4r cos
(

2jπ
n

))

− 3
(

r2 + cos2
(

2jπ
n

))∣

∣

∣

∣

∣

∣2(1− cos2
(

2jπ
n

)

)
∣

∣

∣

> 1.

Visto que o denominador atinge seu valor máximo para cos
(

2jπ
n

)

= 0. Temos

∣

∣1− 3r2
∣

∣

2
> 1, pois r > 1.

QED.

Agora consideraremos o seguinte lema:

Lema 5.5 Para todo n ≥ 3, temos

b̃(n, r) < 0 e
∂

∂r
b̃(n, r) > 0,

para r > 1.

Demonstração: Mostraremos inicialmente que b̃(n, r) < 0, ∀n ≥ 3 e r > 1. Claramente

temos a seguinte equivalência:

b̃(n, r) < 0 ↔ lim
r→1+

b̃ = −∞,

lim
r→+∞

b̃(n, r) = 0,

b̃(n, r) 6= 0, ∀n ≥ 3 e r > 1.

Considerando n ı́mpar podemos reescrever a função b̃(n, r) na forma:

b̃(n, r) = − 1

(1 + r2 − 2r)
1
2

+ 2

n−1
2
∑

j=1

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)

− 3sen2
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 3
2

.

Por esta expressão vemos naturalmente que lim
r→1+

b̃ = −∞ e lim
r→+∞

b̃(n, r) = 0. Resta-

nos mostrar que b̃(n, r) 6= 0. Mas vemos claramente que

1

(1 + r2 − 2r)
1
2

6= 2

n−1
2
∑

j=1

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)

− 3sen2
(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 3
2

.

Pois mesmo que o numerador da soma seja 1, o que é improvável, o numerador da

soma é certamente distinto de (1 + r2 − 2r)
1
2 , visto que este tem ráız 1, e os demais não.

O caso n par é equivalente.

Mostraremos agora que
∂

∂r
b̃(n, r) > 0. Usaremos o mesmo argumento acima,

mostrando as equivalências:

∂

∂r
b̃(n, r) > 0 ↔ lim

r→1+

∂

∂r
b̃(n, r) = ∞,

lim
r→+∞

∂

∂r
b̃(n, r) = 0,

∂

∂r
b̃(n, r) 6= 0.
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Mais uma vez consideraremos n ı́mpar, sendo equivalente o caso n par. A derivada

toma a forma:

∂

∂r
b̃(n, r) =

−3
2 (2r − 2)

(1 + r2 − 2r)
5
2

+ 2

n−1
2
∑

j=1

Ā(n, r)

(

2r − 2 cos

(

2jπ

n

))

,

onde

Ā(n, r) =
−3
2

(

1 + r2 − 2 cos
(

2jπ
n

)) 5
2

+
15sen2

(

2jπ
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 7
2

.

É fácil ver que lim
r→1+

∂

∂r
b̃(n, r) = ∞ e lim

r→+∞

∂

∂r
b̃(n, r) = 0, restando mostrar que

∂

∂r
b̃(n, r) 6= 0. Mas este fato é verificado ao observarmos que

3
2 (2r − 2)

(1 + r2 − 2r)
5
2

6= 2

n−1
2
∑

j=1

Ā(n, r)

(

2r − 2 cos

(

2jπ

n

))

.

Pois o denominador da soma é o produto dos polinômios
(

1 + r2 − 2r cos
(

2jπ
n

)) 7
2

com j = 1, ..., n−1
2 , e portanto, polinômios distintos. Mas estes polinomios não se anulam

em r = 1. E portanto a desigualdade se caracteriza.

QED.

Agora podemos exibir a demonstração da proposição 5.4:

Demonstração: Trataremos a desigualdade de forma direta usando os lemas 5.4 e 5.5.

Observamos os seguintes fatos:

(i) (a+ b)(n, r) > 0, a(n, r) > 0 e b(n, r) < 0 ∀n ≥ 3 e r > 1, donde a(n, r) > |b(n, r)|;

(ii) (a+ b)(n, r) < 2ω2 para r ∈ [rn,∞).

Temos também que

(a−b)(n, r) < (a+a)(n, r) < (a+a)(n, r)+2(a+b)(n, r)+(|b|+ |b|)(n, r) = 4(a+b)(n, r).

para todo n ≥ 3 e r ∈ [rn,∞).

Temos que (a− b)(n, r) < 2ω2, pois

∂

∂r
(a− b)(n, r) < 0,

e

lim
r→∞

(a− b)(n, r) = 0.

Portanto,

[(a− b)(n, r)] · [(a− b)(n, r)] < 4(a+ b)(n, r) · 2ω2.

QED.

A proposição 5.4 mostra que a condição (5.3) não é satisfeita para os valores de

r ∈ [rn,∞), e deste modo obtemos o resultado central desta seção:

Teorema 5.5 Para a configuração poligonal com n massas iguais nos vértices, as posições

de equiĺıbrio para uma massa despreźıvel no eixo de simetria θ = 0 são instáveis, para todo

n ≥ 3.
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5.3.2 Segundo eixo de simetria [θ = π
n
]

Passemos ao segundo eixo de simetria, onde a posição da massa despreźıvel, µ,

representada em coordenadas polares toma a forma:

qµ = r
(

cos
(π

n

)

, sen
(π

n

)

, 0
)

.

Deste modo

uµj =

(

cos
(

2πj
n

)

− r cos
(

π
n

)

, sen
(

2πj
n

)

− rsen
(

π
n

)

, 0
)

dµj
,

onde

dµj =

√

(

cos

(

2πj

n

)

− r cos
(π

n

)

)2

+

(

sen

(

2πj

n
− rsen

(π

n

)

))2

,

ou seja,

d2µj =

(

1 + r2 − 2 cos

(

2jπ

n
− π

n

))

.

uµju
T
µj =

1

d2µj











(

cj − rcπ
n

)2 (

cj − rcπ
n

)(

sj − rsπ
n

)

0
(

cj − rcπ
n

)(

sj − rsπ
n

) (

sj − rsπ
n

)2
0

0 0 0











,

onde cj = cos(θj), sj = sen(θj), sπ
n

= sen(πn) e cπ
n

= cos(πn) . Portanto, a matriz

D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

, tem a forma:

−
n
∑

j=1

m

d3µj

















1 0 0

0 1 0

0 0 1






− 3

d2µj







(cj − rcπ
n
)2 (cj − rcπ

n
)(sj − rsπ

n
) 0

(cj − rcπ
n
)(sj − rsπ

n
) (sj − rsπ

n
)2 0

0 0 0

















= −
n
∑

j=1

m

d3µj

















1− 3
(cj − rcπ

n
)2

d2µj

−3(cj − rcπ
n
)(sj − rsπ

n
)

d2µj
0

−3(cj − rcπ
n
)(sj − rsπ

n
)

d2µj
1−

3(sj − rsπ
n
)2

d2µj
0

0 0 1

















.

Podemos escrever o polinômio de estabilidade na forma:

F (µ2) = det

[

ω−2D

(

∂U2

∂xµ
(x)

)

+ Î − µ2I − 2µK

]

,

com as mesmas notações usadas na seção anterior. Temos:

F (µ2) = det







A(n, r) + (1− µ2) E(n, r) + 2µ 0

E(n, r)− 2µ B(n, r) + (1− µ2) 0

0 0 D(n, r)






,



50

onde

A(n, r) = −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj

(

1− 3
(cj − rcπ

n
)2

d2µj

)

,

B(n, r) = −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj

(

1− 3
(sj − rsπ

n
)2

d2µj

)

,

E(n, r) = 3
n
∑

j=1

mω−2

d5µj

(

cj − rcπ
n

)(

sj − rsπ
n

)

,

D(n, r) = −
n
∑

j=1

mω−2

d3µj
− µ2.

Calculando o determinante da matriz acima, obtemos o polinômio de estabilidade

com expressão:

F (z) = D(n, r)·
[

(A(n, r) + (1− µ2))(B(n, r) + (1− µ2))− (E(n, r)− 2µ)(E(n, r) + 2µ)
]

.

Do mesmo modo que foi feito no primeiro eixo, por termos a decomposição do

polinômio, obtemos a estabilidade normal por fazer D(n, r) = 0, uma vez que esta ex-

pressão é igual a expressão de d(n, r), e novamente vemos aplicado o resultado geral sobre

estabilidade normal de equiĺıbrios relativos.

Seguimos nossa análise fazendo o outro termo igual a zero:

[

(A(n, r) + (1− µ2))(B(n, r) + (1− µ2))− (E(n, r)− 2µ)(E(n, r) + 2µ)
]

= 0.

Encontrando assim o polinômio de estabilidade planar, que nos dá as condições de

estabilidade. Com cálculos simples encontramos a expressão deste polinômio na forma,

fazendo z = µ2:

z2 + [2− [A(n, r) +B(n, r)]]z + [A(n, r) +B(n, r) +A(n, r) ·B(n, r) + 1− E(n, r)2].

Deste modo as condições de estabilidade são dadas pelas desigualdades:

(i) 2− [A(n, r) +B(n, r)] > 0;

(ii) A(n, r) +B(n, r) +A(n, r) ·B(n, r) + 1− E(n, r)2 > 0;

(iii) (A(n, r)−B(n, r))2 − 8(A(n, r) +B(n, r)) + 4E(n, r)2 ≥ 0.

Para este eixo de simetria faremos a análise para as posições de equiĺıbrio com

0 < r < 1.

Segundo eixo de simetria para 0 < r < 1

Faremos uma abordagem direta a primeira desigualdade, que traz consigo a deter-

minação da instabilidade por ind́ıcios numéricos. Observamos que a função (A+B)(n, r)

que tem expressão:

(A+B)(n, r) =
n
∑

j=1

ω−2

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

))3/2
,
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é positiva para todo n ≥ 3 e r ∈ R. Pelo comportamento conhecido da função ω2, podemos

reescrever a primeira condição na forma:

2ω2 − (Ā+ B̄)(n, r) > 0,

onde

(Ā+ B̄)(n, r) =
n
∑

j=1

1
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

))3/2
.

Temos o seguinte lema, que caracteriza esta função:

Lema 5.6 Para todo n ≥ 3 e 0 < r < 1, (Ā+ B̄)(n, r) é crescente em r.

Demonstração: Consideraremos o teorema 4.3 para representar a função (Ā+ B̄)(n, r)

como uma integral e poder fazer uma análise direta. Tomando ξ = e
i
(

(2j−1)π
n

)

temos

(Ā+ B̄)(n, r) = Pn

(

|1− rξ|−
3
2

)

=
1

Γ(β)Γ(1− β)

∫ 1

0

τβ−1

(1− τ)β(1− r2τ)β
1− (τr)2n

|1− (τr)nξ|2dτ.

Claramente a integral é uma função diferenciável em r. E portanto, precisaremos

derivar apenas a função

φ(n, r) =
1− (τr)2n

(1− r2τ)β |1− (τr)nξ|2 .

Substituindo nesta função os valores relativos a função (Ā+ B̄)(n, r), encontramos

φ(n, r) =
1− (τr)2n

(1− r2τ)
3
4

(

1− (τr)n cos
(

(2j−1)π
n

)

+ (τr)2n
) .

Calculando a derivada desta função em r, obtemos

∂

∂r
φ(n, r) =

−2nτ(τr)2n−1 +
[

3
2rτ

(1−(τr)2n)
(1−τr2)

+ n · (1−(τr)2n)
|1−(τr)nξ|2

τ(τr)n
(

cos
(

(2j−1)π
n

)

− 2(τr)n−1
)]

(1− r2τ)
3
4 |1− (rτ)nξ|2

.

(5.7)

Faremos uma análise de alguns termos, para tal consideremos:

n · (τr)n, 1− (τr)2n

|1− (τr)nξ|2 e
(

cos
(

(2j−1)π
n

)

− 2(τr)n−1
)

.

Fazendo y = τr, temos n · (τr)n = n · yn, faremos a derivada em n. Considerando

que 0 < y < 1, temos
d

dn
(n · yn) = yn + n · ln(y) · yn < 0.

Como |ξ| = 1, segue que
1− (τr)2n

|1− (τr)nξ|2 ≈ 1.

Claramente o termo
∣

∣

∣

(

cos
(

(2j−1)π
n

)

− 2(τr)n−1
)∣

∣

∣
< 2.
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Portanto, quando consideramos a expressão (5.7), temos que os termos

n · (1− (τr)2n)

|1− (τr)nξ|2 τ(τr)
n

(

cos

(

(2j − 1)π

n

)

− 2(τr)n−1

)

,

e

−2nτ(τr)2n−1,

vão para zero a medida que n cresce, prevalecendo o termo

3

2
rτ

(1− (τr)2n)

(1− τr2)
,

que é positivo. Portanto, por estes fatos segue que
∂

∂r
φ(n, r) > 0. Por outro lado temos

∂

∂r
(Ā+ B̄)(n, r) = A ·

∫ 1

0
B · ∂

∂r
φ(n, r)dτ.

E, como A > 0 e B > 0, segue que o sinal de ∂
∂r (Ā + B̄)(n, r) é dado pelo sinal de

∂

∂r
φ(n, r).

QED.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 5.6 Para 3 ≤ n ≤ 20 e 0 < r < 1, temos que considerando n massas iguais

nos vértices de um poĺıgono regular e uma massa despreźıvel no eixo de simetria θ = π
n as

posições de equiĺıbrio relativo para a massa µ são instáveis.

Demonstração: Observaremos que a condição

2ω2 − (Ā+ B̄)(n, r) > 0,

não é satisfeita para 3 ≤ n ≤ 20 e 0 < r < 1. Usando o lema 5.6, temos que (Ā+ B̄)(n, r)

é crescente para 0 < r < 1. Observamos que

lim
r→0

= (Ā+ B̄)(n, r) = n.

Obteremos que 2ω2 < n, para 3 ≤ n ≤ 20. ω2 é crescente em n, portanto é suficiente

observar que 2ω2 < 20, isto é,

1

2

19
∑

j=1

1

sen
(

πj
n

) < 20.

Esta desigualdade é satisfeita visto que

1

2

19
∑

j=1

1

sen
(

πj
n

) ≈ 19, 875.

Deste modo (Ā+ B̄)(n, r) > 2ω2 e portanto temos a instabilidade.

QED.



Caṕıtulo 6

Existência de Equiĺıbrios Relativos

e Bifurcações

6.1 Preliminares

Consideraremos as equações das configurações centrais expressas em [12], para fazer-

mos uma análise das bifurcações que surgem quando consideramos a massa central como

um parâmetro. Tomando a representação em coordenadas polares, (r, θ), para a massa

despreźıvel, e considerando as coordenadas rotacionais em torno da origem com velocidade

ω dada pelo teorema 3.1, q(t) = R(ωt)x(t), obtemos a expressão das configurações centrais:

M−1∇U(q)− λq = 0, (6.1)

na forma

ψ(r, θ) = m0(1− r3) + n ·
(

hn

(

1

r
, θ

)

− r3hn(1)

)

, (6.2)

onde

hn

(

1

r
, θ

)

=
1

n

n
∑

γ=1

1− 1
r cos

(

2(γ−1)π
n − θ

)

(

1 + 1
r2

− 21
r cos

(

2(γ−1)π
n − θ

)) 3
2

e hn(1) =
1

4n

n−1
∑

γ=1

1

sen(γπn )
.

Podemos verificar esta forma da equação para as configurações centrais partindo da

equação dos equiĺıbrios relativos

M−1∇U(x) + ω2Îx = 0, (6.3)

onde U(x) =
∑

i<j

mimj

||xi − xj ||
+

n
∑

j=1

m0mj

||xj ||
+

n
∑

j=0

mµmj

||xµ − xj ||
. Consideraremos mj = 1, para

j = 1, ..., n. Deste modo, para o problema restrito estamos interessados na equação:
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m0xµ
||xµ||3

+
n
∑

j=1

xµ − xj
||xµ − xj ||3

+ ω2Îxµ = 0. (6.4)

Fazendo o produto interno desta equação com a posição xµ, obtemos:

m0r
2

||xµ||3
+

n
∑

j=1

r2− < xj , xµ >

||xµ − xj ||3
− ω2r2 = 0 (6.5)

⇒ m0

r3
+

n
∑

j=1

1− 1
r cos (θj − θ)

||xµ − xj ||3
− ω2 = 0.

Como pode ser visto em [35], a velocidade angular ω do problema poligonal com

uma massa central m0 está relacionada com a velocidade angular ω̃ do problema poligonal

por: ω2 = ω̃2+m0. E para manter um argumento único no parâmetro fazemos um ajuste

no denominador ||xµ−xj ||3 que tem a expressão : (1+ r2− 2r cos(θj − θ))
3
2 , pondo r2 em

evidência. Deste modo se substituirmos estas novas expressões em 6.5 obtemos 6.2.

Como visto no caṕıtulo 5, Lindow e Bang mostraram usando uma teoria de repre-

sentação integral para funções complexas, que as soluções da equação

ψ(r, θ) = 0,

estão nos eixos θ = 0 mod(πn). Exploraremos a expressão da função ψ(r, θ), buscando

caracterizar seu comportamento.

6.2 Primeiro eixo de simetria [θ = 0]

Aqui analisaremos o comportamento da expressão de ψ(r, 0):

ψ(r, 0) = n ·
(

hn

(

1

r
, 0

)

− hn(1)r
3

)

.

Nosso objetivo é encontrar uma caracterização do comportamento desta famı́lia de

funções parametrizada pela variação de n. Observamos que a expressão de hn(
1
r , 0) tem

como denominadores os polinômios da forma:

1 + 1
r2

− 2
r cos

(

2(γ−1)π
n

)

.

Deste modo, temos os limites:

• lim
r→0+

ψ(r, 0) = lim
r→0+

n
∑

γ=1

1− 1
r cos

(

2(γ−1)π
n

)

(

1 + 1
r2

− 2
r cos

(

2(γ−1)π
n

)) 3
2

= lim
r→0+

=
−1
r
1
r3

= 0.

• lim
r→1−

ψ(r, 0) = lim
r→1−

1− 1
r

(1 + 1
r2

− 2
r )

3
2

= −∞.

• lim
r→1+

ψ(r, 0) = lim
r→1+

1− 1
r

(1 + 1
r2

− 2
r )

3
2

= +∞.



55

• lim
r→+∞

ψ(r, 0) = lim
r→+∞

(

n2 − n · hn(1)r3
)

= −∞.

Estes limites evidenciam um comportamento que caracteriza o seguinte resultado:

Proposição 6.1 Para todo n ≥ 3 e r > 0,
∂

∂r
ψ(r, 0) < 0.

A expressão da derivada é:

∂

∂r
ψ(r, 0) =

n
∑

γ=1







1
r2

cos
(

2(γ−1)π
n

)

(

1 + 1
r2

− 2
r cos

(

2γ−1π
n

)) 3
2

−3

2

(

1− 1
r cos

(

2(γ−1)π
n

))(

−2
r3

+ 2
r2

cos
(

2(γ−1)π
n

))

(

1 + 1
r2

− 2
r cos

(

2(γ−1)π
n

)) 5
2






−3r2

4

n−1
∑

γ=1

1

sen
(πγ
n

) . (6.6)

Antes de demonstrar esta proposição, precisamos fazer algumas considerações, e

por estas determinar um modo adequado de representar a expressão da derivada a ser

analisada.

Consideremos a expressão, com 0 < r < 1:

1

(1 + r2 − 2r cos(ψγ))
5
2

. (6.7)

Se considerarmos z = eiψγ , onde ψγ = 2(γ−1)π
n − θ, teremos que z+ z−1 = 2 cos(ψγ).

Usando as formas binomiais, para s racional:

1

(1− rz)s
= 1 +

+∞
∑

i=1

i
∏

k=1

(s+ k − 1)rizi (6.8)

e
1

(1− rz−1)s
= 1 +

+∞
∑

i=1

i
∏

k=1

(s+ k − 1)riz−i, (6.9)

e que

(1− rz) · (1− rz−1) = 1 + r2 − 2r cos(ψγ), (6.10)

encontramos

1

(1 + r2 − 2r cos(ψγ))s
=

1

(1− rz)s(1− rz−1)s
=

1

2

+∞
∑

−∞

B(ν)
s zν . (6.11)

Podemos demonstrar que esta expressão é a série de Fourier para a função

1

(1 + r2 − 2r cos(ψγ))s
, (6.12)

que é 2π-periódica e é par. Portanto,

B(ν)
s =

2

π

∫ π

0

cos νφ

(1 + r2 − 2r cos(φ))s
dφ. (6.13)
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Como pode ser visto em [51], B
(ν)
s = B

(−ν)
s , tal propriedade segue da natureza dos

coeficientes na série binomial, e será usada a seguir na obtenção da fórmula (6.14).

Esta série converge quando 0 < r < 1. Deste modo, temos

n
∑

γ=1

1

(1 + r2 − 2r cos(ψγ))s
=

1

2

+∞
∑

ν=0

B(ν)
s

n
∑

γ=1

cos(νψγ). (6.14)

Temos também

n
∑

γ=1

cos[a+ (γ − 1)b] = cos

[

a+
(n− 1)b

2

]

sen(nb2 )

sen( b2)
, (6.15)

então, fazendo a = −νθ e b = 2πν
n , obtemos:

n
∑

γ=1

cos ν(ψγ) = n · cos(νθ). (6.16)

Portanto

n
∑

γ=1

1

(1 + r2 − 2r cos(ψγ))s
=

[

1

2

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
s cos(nλθ)

]

. (6.17)

Temos, por estes fatos, o seguinte resultado:

Proposição 6.2 Para todo n ≥ 3, s ∈ Q e θ = 0 mod(πn),
1

2

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
s cos(nλθ) > 0.

Temos também o seguinte fato geral sobre a série
1

2

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
s cos(nλθ):

Proposição 6.3 Para todo n ≥ 3, s ∈ Q e θ = 0 mod(πn),
1

2

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
s cos(nλθ) é

decrescente em n.

Demonstração: Basta considerar a equação (6.17), e o lema 5.3.

QED.

Considerando ρ = 1
r , teremos ρ > 1. Fazendo um ajuste na série para ρ > 1,

obtemos:

n
∑

γ=1

1

(1 + ρ2 − 2ρ cos(ψγ))s
=

1

ρ

[

1

2

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
s cos(nλθ)

]

.

Faremos uso desta representação em série para reescrever a derivada como segue:

∂

∂r
ψ(r, 0) |ρ= 1

r
= −2ρ2(1 + ρ2)

n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n

)

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2
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+ρ3
n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n )

)2
+ 3

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2

− 3

4ρ2

n−1
∑

γ=1

1

sen
(γπ
n

) . (6.18)

Representaremos o termo
n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n

)

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2

. Usando as fórmulas

desenvolvidas acima teremos:

n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n

)

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2

=

1

2s





+∞
∑

−∞

B
(ν)
5
2

n
∑

γ=1

cos

(

2(γ − 1)π

n

)

cos

(

ν
2(γ − 1)π

n

)



.

Mas, sabemos que:

cos

(

2(γ − 1)π

n

)

cos

(

ν
2(γ − 1)π

n

)

=
cos
(

(ν+1)2(γ−1)π
n

)

+ cos
(

(ν−1)2(γ−1)π
n

)

2
,

donde
n
∑

γ=1

cos

(

2(γ − 1)π

n

)

cos

(

ν
2(γ − 1)π

n

)

=
n
∑

γ=1

cos

(

ν
2(γ − 1)π

n

)

= n,

portanto,

n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n

)

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2

=
1

ρ

[

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
5
2

]

.

Consideremos agora o termo

n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n

)2
+ 3

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2

=
1

2





+∞
∑

−∞

B
(ν)
5
2

n
∑

γ=1

(

cos

(

2(γ − 1)π

n

)2

+ 3

)

cos

(

ν
2(γ − 1)π

n

)



 .

No entanto,

cos

(

2(γ − 1)π

n

)2

+ 3 =
cos
(

4(γ−1)π
n

)

+ 7

2
⇒

n
∑

γ=1

(

cos

(

2(γ − 1)π

n

)2

+ 3

)

cos

(

2(γ − 1)π

n

)

=

n
∑

γ=1

cos
(

4(γ−1)π
n

)

cos
(

2(γ−1)π
n

)

2
+

7

2

n
∑

γ=1

cos

(

2(γ − 1)π

n

)

,

donde,
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n
∑

γ=1

(

cos

(

2(γ − 1)π

n

)2

+ 3

)

cos

(

2(γ − 1)π

n

)

=
15

4
· n.

Deste modo,

n
∑

γ=1

cos
(

2(γ−1)π
n

)2
+ 3

(

1 + ρ2 − 2ρ cos
(

2(γ−1)π
n

)) 5
2

=
15

8ρ

[

+∞
∑

λ=0

n ·B(nλ)
5
2

]

.

Por estes fatos temos

∂

∂r
ψ(r, 0) |ρ= 1

r
=

−2ρ2(1 + ρ2)

ρ

[

n ·
+∞
∑

λ=0

B
(nλ)
5
2

]

+
15ρ2

8

[

n ·
+∞
∑

λ=0

B
(nλ)
5
2

]

− 3

4ρ2

n−1
∑

γ=1

1

sen(γπn )

⇒ ∂

∂r
ψ(r, 0) |ρ= 1

r
=

(

−2ρ3 +
15

8
ρ2 − 2ρ

)

[

n ·
+∞
∑

λ=0

B
(nλ)
5
2

]

− 3

4ρ2

n−1
∑

γ=1

1

sen(γπn )
.

Para todo n ≥ 3, temos n ·
+∞
∑

λ=0

B
(nλ)
5
2

> 0 e −2ρ3 + 15
8 ρ

2 − 2ρ < 0 ∀ρ ∈ R. Deste

modo, temos mostrado

∂

∂r
ψ(r, 0) < 0, ∀n ≥ 3 , 0 < r < 1 e m0 = 0.

Para r > 1, temos

∂

∂r
ψ(r, 0) |ρ= 1

r
= −2ρ2(1 + ρ2)

[

n ·
+∞
∑

λ=0

B
(nλ)
5
2

]

+
15ρ3

8

[

n ·
+∞
∑

λ=0

B
(nλ)
5
2

]

− 3

4ρ2

n−1
∑

γ=1

1

sen(γπn )
.

Pelo mesmo argumento usado anteriormente, encontramos

∂

∂r
ψ(r, 0) < 0, ∀n ≥ 3 , r > 1 e m0 = 0.

Para o caso θ = 0 , m0 > 0, a função ψ(r, 0) toma a forma:

ψ(r, 0) = m0

(

1− r3
)

+ n

(

hn

(

1

r
, 0

)

− r3hn(1)

)

,

logo

∂

∂r
ψ(r, 0) = −3m0r

2 +
∂

∂r

(

n

(

hn

(

1

r
, 0

)

− r3hn(1)

))

< 0.

Portanto, temos demonstrado a proposição 6.1 para ambos os casos. Agora podemos

apresentar o seguinte teorema:

Teorema 6.4 Para cada n ≥ 3 temos:

(i) Para m0 = 0, r = 0 é solução da ψ(r, 0) = 0;

(ii) Para m0 = 0 e r > 0 existe única solução para a equação ψ(r, 0) = 0;

(iii) Para m0 > 0 e 0 < r < 1 existe única solução para a equação ψ(r, 0) = 0;
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(iv) Para m0 > 0 e r > 1 existe única solução para a equação ψ(r, 0) = 0.

Demonstração: Basta usar a proposição 6.1 e os comportamentos assintóticos da função

ψ(r, 0), descritos no ińıcio da seção.

QED.

Como corolário do teorema 6.2 temos:

Corolário 6.5 Consideremos n massas dispostas nos vértices de um poĺıgono regular e

uma massa dispreźıvel µ no eixo de simetria θ = 0. Consideremos a posição da massa

despreźıvel em coordenadas polares (r, θ). Para uma massa central m0 = 0, existe uma

única posição de equiĺıbrio relativo para a massa despreźıvel µ, com r > 1, e a posição

r = 0. Para uma massa central m0 > 0, existem exatamente duas posições de equiĺıbrio

relativo da massa despreźıvel µ, uma para 0 < r < 1 e uma para r > 1.

6.3 Segundo eixo de simetria [θ = π
n ]

Consideraremos a função ψ(r, πn). Iremos analisar a equação

ψ
(

r,
π

n

)

= 0.

Neste sentido temos o seguinte teorema de existência:

Teorema 6.6 Para cada n ≥ 3, temos

(i) Para m0 = 0, r = 0 é solução da equação ψ(r, πn) = 0;

(ii) Para m0 = 0, 0 < r < 1 existe solução para a equação ψ(r, πn) = 0;

(iii) Para m0 <
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, enquanto

r3hn(1)− hn(
1
r ,

π
n)

1− r3
> 0 para 0 < r < 1,

existem pelo menos duas soluções para a equação ψ(r, πn) = 0;

(iv) Para m0 >
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, 0 < r < 1, não existe solução para a equação

ψ(r, πn) = 0;

(v) Para m0 ≥ 0, existe solução para a equação ψ(r, πn) = 0 que está no intervalo

(1, 1 + 3
√
4). E para n ≥ 21 está no intervalo

(

1, 1 + 3

√

2n
n+1

)

.

Demonstração: Inicialmente mostraremos que: ψ
(

1, πn
)

> 0 para n ≥ 3. Temos

hn

(

1,
π

n

)

=
1

4

n
∑

j=1

1

sen
(

(2j−1)π
2n

) ,

logo mostrar que ψ
(

1, πn
)

> 0, implica mostrar que

n
∑

j=1

1

sen
(

(2j−1)π
2n

) >
n−1
∑

j=1

1

sen
(

(2j−1)π
2n

) ,
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e, como

sen

(

(2j − 1)π

2n

)

< sen

(

jπ

n

)

,

segue que

hn

(

1,
π

n

)

> hn(1).

Consideraremos agora o ı́tem (i). Pela expressão de ψ
(

r, πn
)

é natural que r = 0

seja solução da equação ψ
(

r, πn
)

= 0. Agora consideremos o ı́tem (ii). O sinal da função

ψ
(

r, πn
)

é dado pelo sinal de







n
2
∑

j=1

4
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

−4

r

n
2
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

−
n
2
∑

j=1

1

sen( jπn )
− 1






.

Estimamos o sinal da função ψ
(

r, πn
)

para 0 < r < 1, observando que para r ≈ 0 o

termo
n
∑

j=1

1
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

→ 0,

enquanto que o termo

−1

r

n
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

,

cresce em módulo. Portanto temos um intervalo (0, r∗) onde ψ
(

r, πn
)

é negativa. Deste

modo, encontramos a existência de um valor de 0 < r < 1 tal que ψ
(

r, πn
)

= 0, visto que

ψ
(

1, πn
)

> 0.

Consideraremos agora o ı́tem (iii). Considerando a massa m0 positiva e m0 ≈ 0,

mostraremos que ψ
(

r, πn
)

tem pelo menos duas variações de sinal para 0 < r < 1. A

expressão de ψ
(

r, πn
)

fica na forma

ψ
(

r,
π

n

)

= m0(1− r3) + r3







n
∑

j=1

1
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

−1

r

n
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

− 1

4

n−1
∑

j=1

1

sen( jπn )






.

É fácil observar que

lim
r→0+

ψ
(

r,
π

n

)

= m0.

Por outro lado, para 0 < m0 <
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, temos m0 < hn(1) para r ≈ r∗.

Portanto para r ∈ (r∗− ε, r∗+ ε) temos ψ
(

r, πn
)

< 0. Deste modo, caracterizamos a dupla
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variação de sinal da função no intervalo 0 < r < 1 o que implica na existência de pelo

menos duas soluções para a equação ψ
(

r, πn
)

= 0.

Consideremos o ı́tem (iv). Para m0 >
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, encontramos que

m0(1− r3) > r3hn(1)− hn

(

1

r
,
π

n

)

,

logo

m0(1− r3)− r3hn(1)− hn

(

1

r
,
π

n

)

> 0,

ou seja,

ψ
(

r,
π

n

)

> 0,

e por este fato encontramos a não existência de solução para tal estimativa de m0.

Consideremos agora o ı́tem (v). Mostraremos que: ψ
(

r, πn
)

< 0 para n ≥ 3 e

r ∈ (1 + 3
√
4,∞). Vamos reescrever a expressão de ψ

(

r, πn
)

como segue:

ψ
(

r,
π

n

)

= r3







n
∑

j=1

1
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

−1

r

n
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

− 1

4

n−1
∑

j=1

1

sen( jπn )






.

Consideremos n par. Podemos usar da simetria do problema para reescrever a

expressão de ψ
(

r, πn
)

na forma:

ψ
(

r,
π

n

)

= 2r3







n
2
∑

j=1

4
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

−4

r

n
2
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

−
n
2
∑

j=1

1

sen( jπn )
− 1






.

Mostraremos a seguinte desigualdade:

n
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

> 0.

Temos

cos

(

(2j − 1)π

n

)

= − cos

(

(n− (2j − 1))π

n

)

,

para l = 1, ..., n2 , deste modo,

(

1 + r2 − 2r cos

(

(2j − 1)π

n

))−1

>

(

1 + r2 − 2r cos

(

(n− (2j − 1))π

n

))−1

,
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portanto,

[n4 ]
∑

j=1

cos
(

(2j−1)π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

>

n
2
∑

j=[n4 ]+1

cos
(

(n−(2j−1))π
n

)

(

1 + r2 − 2r cos
(

(n−(2j−1))π
n

)) 3
2

.

Para n ı́mpar o argumento é semelhante. Consideremos as funções

n
2
∑

j=1

1
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

)) 3
2

e

n
2
∑

j=1

1

sen( jπn )
.

Para r > 1, a primeira função é decrescente em r. Portanto o denominador de cada

parcela da soma é crescente. Queremos encontrar estimativa para r tal que

4
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

))3/2
< 1 <

1

sen( jπn )
.

É fácil ver que para r > 1 + 3
√
4 ≈ 2, 59, esta desigualdade é satisfeita para todo

j = 1, ..., n2 . Para n ≥ 21 esta estimativa pode ser melhorada, pois 1
sen( jπ

n
)
> n e então

temos a desigualdade

n

2

4
(

1 + r2 − 2r cos
(

(2j−1)π
n

))3/2
< (n+ 1),

que é equivalente a: r2− 2r+1−
(

2n
n+1

)2/3
> 0, que é satisfeita para r > 1+ 3

√

2n
n+1 . Esta

estimativa é assintótica a r = 2, 25. Temos assim mostrado que ψ
(

r, πn
)

tem uma variação

de sinal no intervalo (1, 1 + 3
√
4) e para n ≥ 21, no intervalo

(

1, 1 + 3

√

2n
n+1

)

, onde está

uma solução da equação ψ
(

r, πn
)

= 0.

QED.

Como colorário do teorema 6.5 temos:

Corolário 6.7 Consideremos n massas iguais dispostas nos vértices de um poĺıgono re-

gular e uma massa despreźıvel µ no eixo de simetria θ = π
n e uma massa central m0 ≥ 0.

Consideremos a posição da massa despreźıvel µ em coordenadas polares (r, θ). Temos

(i) Para m0 = 0 e 0 < r < 1 existe posição de equiĺıbrio relativo;

(ii) Para 0 < m0 <
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
e 0 < r < 1 existem pelo menos duas posições

de equiĺıbrio relativo;

(iii) Para m0 >
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
e 0 < r < 1 não existe posição de equiĺıbrio relativo;

(iv) Para m0 ≥ 0 e r > 1 existe posição de equiĺıbrio relativo que está no intervalo

(1, 1 + 3
√
4), e para n ≥ 21 está no intervalo (1, 1 + 3

√

2n
n+1).
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Figura 6.1: m0 = 1, r ∈ [0, 2] e n ∈ {3, 4..., 10}.

6.4 Bifurcação no segundo eixo de simetria [θ = π
n ]

Trataremos como bifurcação o fato de surgir novas posições de equiĺıbrio pela variação

de algum parâmetro. Considerando o eixo de simetria [θ = π
n ] para o problema de n+1

corpos, encontramos o seguinte teorema

Teorema 6.8 Para todo n ≥ 3 temos bifurcação no segundo eixo de simetria θ = π
n da

configuração poligonal com n massas iguais positivas m nos vértices, uma massa central

m0 ≥ 0 e uma massa despreźıvel µ neste eixo.

Demonstração: Segue direto da demonstração do teorema 6.5.

QED.

Para este eixo de simetria temos um comportamento distinto. Visto que para uma

variação maior da massa central relativo ao número de massas nos vértices do poĺıgono,

podemos ter uma configuração sem posições internas. Este comportamento pode ser ob-

servado nos gráficos da figura 6.1, onde consideramos m0 = 1, e fazemos variação de

3 ≤ n ≤ 10, encontrando bifurcação para n de 5 a 6.

Teorema 6.9 Consideremos n massas iguais dispostas nos vértices de um poĺıgono reg-

ular, uma massa central m0 ≥ 0 e uma massa dispreźıvel no eixo de simetria [θ = π
n ].

Existe bifurcação e o valor de bifurcação é dado pela equação

m0 =
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
,
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para variação de n e r que fazem

r3hn(1)− hn(
1
r ,

π
n)

1− r3
≥ 0.

Demonstração: Basta considerar os ı́tens (i), (ii) e (iii) do corolário 6.5.

QED.



Caṕıtulo 7

Estimativas Numéricas

7.1 Preliminares

Com o uso do software Maple, fizemos uma análise da função que define a condição de

existência das posições de equiĺıbrios relativos. Aqui apresentamos esta análise, apontando

evidências de fatos prováveis.

7.2 Existência e Unicidade dos Equiĺıbrios Relativos

Faremos a análise a partir da determinação dos equiĺıbrios relativos para a massa

despreźıvel µ. Localizamos µ em coordenadas polares por (r, θ). Em um sistema rotacional

em torno da origem com velocidade angular ω, µ é um equiĺıbrio quando está num eixo

de simetria do poĺıgono e satisfaz a seguinte equação, [ver [12]]:

m0(1− r3) + n ·
(

hn

(

1

r
, θ

)

− r3hn(1)

)

= 0. (7.1)

onde hn

(

1

r
, θ

)

=
1

n

n
∑

j=1

1− 1
r cos

(

2jπ
n + θ

)

(

1 + 1
r2

− 1
r cos

(

2jπ
n + θ

)) 3
2

e hn(1) =
1

4n

n−1
∑

j=1

1

sen
(

jπ
n

) .

7.2.1 Primeiro eixo de simetria [θ = 0]

Inicialmente faremos a análise gráfica para o primeiro eixo de simetria, buscando um

comportamento para os zeros que são as posições de equiĺıbrio relativo para a massa µ.

Consideremos a função:

ψ(r, 0) = m0(1− r3) + n

(

hn

(

1

r
, 0

)

− r3hn(1)

)

. (7.2)

Fazendo m0 variar de 0 a 1 em intervalos de 0.1. Observamos o comportamento das

ráızes nas figuras 7.1 e 7.2.
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Figura 7.1: m0 = 0, r ∈ [0, 0.9] e n ∈ {3, 4, 5, 7, 10, 50}.

Figura 7.2: m0 = 0.1, r ∈ [0, 0.5] e n ∈ {3, 4, 5, 7, 10}.
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Por estes gráficos podemos observar que para qualquer variação positiva da massam0

temos o surgimento de uma ráız para a função (7.2). E que estas ráızes vão se aproximando

do zero a medida que os valores dem0 vão crescendo. Fisicamente isto representa a atração

gravitacional que m0 exerce na massa µ.

Passemos a analisar as ráızes da função (7.2) no segmento (1,+∞). Observados nos

gráficos nas figuras 7.3, 7.4 e 7.5:

Figura 7.3: m0 = 0, r ∈ [1.2, 2] e n ∈ {3, 4, 5, 7, 10}.

Figura 7.4: m0 = 0.1, r ∈ [1.2, 2] e n ∈ {3, , 4, 5, 7, 10}.
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Figura 7.5: m0 = 0.5, r ∈ [1.2, 2] e n ∈ {3, 4, 5, 7, 10}.

Podemos perceber claramente uma semelhança nas curvas que são o gráfico da função

(7.2), para cada n fixado. Mesmo quando variamos o valor da massa centralm0, o compor-

tamento geométrico das curvas permance praticamente inalterado quando observadas para

o mesmo valor de n, devido a pouca influência do termo m0(1− r3) para r > 1, visto que

este termo tem derivada negativa em r e não depende de n, portanto, não contribui para

a relação existente entre as curvas quando observadas como uma famı́lia parametrizada

por n. Destes fatos podemos considerar o seguinte:

Conjectura 7.1 Para todo n ≥ 3, r ∈ R − {1} e para θ = 0 e m0 ≥ 0. A famı́lia de

curvas definidas por:

ψn(r) = m0(1− r3) + n

(

hn

(

1

r
, 0

)

− r3hn(1)

)

, (7.3)

satisfaz:

(i) lim
r→0

ψn(r) = m0;

(ii) lim
r→1−

ψn(r) = −∞;

(iii) lim
r→1+

ψn(r) = ∞;

(iv) lim
r→∞

ψn(r) = −∞;

(v)
∂

∂r
ψn(r) < 0.

Indı́cios numéricos para o ı́tem v): para os limites é suficiente considerar o termo

hn
(

1
r , 0
)

, tomando j = n, que é quando o denominador de hn
(

1
r , 0
)

, ver (7.2), assume sua

indeterminação. Por estes fatos, temos:

hn

(

1

r
, 0

)

(j=n)

=
1− 1

r
(

1 + 1
r2

− 1
r

)
3
2

. (7.4)

E, portanto, os itens (ii), (iii), seguem naturalmente. O ı́tem (i), vem direto do

cálculo do limite, fazendo a consideração acima, tal como o ı́tem (iv). Apenas o ı́tem (v)
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exige um pouco mais de argumentos. Consideraremos a expressão da derivada de ψn(r)

em r, que é:
∂

∂r
ψ(r, 0) = −3m0r

2 + n

(

∂

∂r
hn(

1

r
, 0)− 3r2hn(1)

)

, (7.5)

equivalentemente,

−3m0r
2 +

n
∑

j=1







1
r2

cos
(

2jπ
n

)

(

1 + 1
r2

− 2
r cos

(

2jπ
n

)) 3
2

− 3

2

(

1− 1
r cos

(

2jπ
n

))(

− 1
r3

+ 2
r2

cos
(

2jπ
n

))

(

1 + 1
r2

− 2
r cos

(

2jπ
n

)) 5
2







−3

4
r2

n−1
∑

j=1

csc

(

jπ

n

)

.

Podemos observar que esta expressão tem o mesmo comportamento que a função

(7.2) quando r ≈ 1, visto que possuem o mesmo termo em suas expressões, ver (7.4), que

causa o comportamento caracteŕıstico de (7.2).

Vamos observar a representação gráfica da expressão da derivada, a fim de obter o

resultado esperado, a saber, a derivada negativa. As derivadas estão representadas nas

figuras 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 e 7.10:

Figura 7.6: m0 = 0, r ∈ [0, 0.5], n ∈ {3, 4, 7, 10}.

Associado ao que podemos analisar nos gráficos, temos o fato de que

lim
r→∞

∂

∂r
ψn(r) = −∞.

Por estes fatos, podemos concluir que para θ = 0, as curvas definidas pela função

ψn(r), são sempre decrescentes em r, isto é, tem derivada negativa em r, para cada n e

m0 fixados.

Como consequência de tudo que fizemos até então, podemos conjecturar o que seria

a śıntese desta seção:
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Figura 7.7: m0 = 0.1, r ∈ [0, 0.5], n ∈ {3, 4, 7, 10}.

Figura 7.8: m0 = 0.5, r ∈ [0, 0.5], n ∈ {3, 4, 7, 10}.
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Figura 7.9: m0 = 0, r ∈ [1.2, 10], n ∈ {3, 4, 7, 10}.

Figura 7.10: m0 = 0.5, r ∈ [1.2, 10], n ∈ {3, 4, 7, 10}.
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Conjectura 7.2 Para cada n ≥ 3, m0 ≥ 0 existe solução única para a equação:

ψ(r, 0) = 0. (7.6)

Indı́cios numéricos: é suficiente reunir os fatos observados ao longo desta seção e as-

sumir a conjectura 7.1.

7.2.2 Segundo eixo de simetria [θ = π
n
]

Consideraremos para nossas análises que θ = π
n . Considerando a função:

ψ
(

r,
π

n

)

= m0(1− r3) + n

(

hn

(

1

r
,
π

n

)

− r3hn(1)

)

, (7.7)

iremos analisar o comportamento de seus gráficos a medida que variamos os valores de

m0, r e n, tal como fizemos na seção anterior. Observemos os gráficos 7.11, 7.12, 7.13 e

7.14:

Figura 7.11: m0 = 0, r ∈ [0, 2], n ∈ {3, 4, 5, 10, 20}.

Com base no que observamos nos gráficos acima, podemos fazer a seguinte proposta

de resultado, para r > 1:

Conjectura 7.3 Para todo n ≥ 3, r > 1 e m0 ≥ 0, existe solução única para a equação:

ψ
(

r,
π

n

)

= 0. (7.8)

Indı́cios numéricos: observamos pela natureza das curvas da função que define a equação

(7.8), que podemos concluir a existência, dado que estas curvas uma vez fixado n e m0

têm para r > 1 são decrescentes. Este fato pode ser observado com a análise da derivada

da função (7.8), em r. Que é equivalente a função (7.5). Tal fato pode ser observado na

figura 7.15, onde estão plotados os gráficos da derivada de (7.8).

No entanto, para os valores de r ∈ [0, 1), temos um comportamento distinto, visto

que para m0 = 0 temos ráızes para a equação (7.8), e para uma variação do valor de n
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Figura 7.12: m0 = 0.2, r ∈ [0, 2], n ∈ {3, 4, 5, 10, 20}.

Figura 7.13: m0 = 0.5, r ∈ [0, 2], n ∈ {3, 4, 5, 10, 20}.
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Figura 7.14: m0 = 1, r ∈ [0, 2], n ∈ {3, 4, 5, 10, 20}.
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Figura 7.15: m0 = 0, r ∈ [0, 2] e n ∈ {3, 4, 5, 10, 20}.
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Figura 7.16: m0 = 1, r ∈ [0, 2] e n ∈ {3, 4..., 10}.

relativo ao valor de m0 podemos ter duas ráızes ou nenhuma. Evidenciamos este compor-

tamento claramente nos gráficos da figura 7.16.

Estes fatos leva-nos a questionar o seguinte: Para n fixado, para qual valor de m0

teremos mudança de configurações? Neste sentido temos:

Afirmação 7.4 Para n = 3 o valor de bifurcação, para m0, das ráızes da equação (7.8)

está no intervalo (0.014, 0.015).

Indı́cio numérico: ver figura 7.17, e também o fato de que as curvas, com parâmetro em

n, são crescentes.

A determinação da relação entre m0 e n é de dif́ıcil contexto. Iremos nos deter na

observação de tal relação. Nosso objetivo é determinar uma condição, parametrizada por

n, para a determinação dos zeros da função (7.2). Da equação (7.8), obtemos a seguinte

condição para a massa central:

m0(n, r) =
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
. (7.9)

Observamos facilmente que a condição (7.9), satifaz:

• lim
r→1−

m0(n, r) = −∞;

• lim
r→0+

m0(n, r) = 0.
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Figura 7.17: Para n = 3 e r ∈ [0, 0.4].

Figura 7.18: Para n = 3 e r ∈ [0, 0.413]

A fim de que se tenha solução para a equação (7.8) é necessario que o lado direito de

(7.9) seja positivo, visto que a massa central é positiva. Por esta necessidade reencontramos

a afirmação acima para n = 3, em função do uso da condição (7.9), observado na figura

(7.18):

Pelo gráfico da figura 7.11, podemos estimar que para 0 < r < 1 temos única solução

para a equação (7.8). Pelo que observamos nos gráficos da figura 7.16, para valores de

m0 <
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, onde esta expressão for positiva, teremos exatamente duas

soluções para a equação (7.8) e 0 < r < 1. Deste modo temos evidências para o seguinte:

Conjectura 7.5 Para todo n ≥ 3 e 0 < r < 1 temos

(i) Para m0 = 0, existe única solução para a equação ψ
(

r, πn
)

= 0, e para n ≥ 21 estas

soluções estão no intervalo [0.9,1);

(ii) Para m0 ≈ 0, existem duas soluções para a equação ψ
(

r, πn
)

= 0;
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(iii) Para m0 >
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, não existem soluções para a equação ψ

(

r, πn
)

= 0

Assumindo este fato, temos o seguinte

Conjectura 7.6 Para n massas dispostas nos vértices de um poĺıgono regular, uma massa

central m0 ≥ 0 e uma massa despreźıvel µ em um eixo de simetria θ = 0
(

modπn
)

, temos

(i) Para m0 = 0, temos 4n configurações centrais;

(ii) Para 0 < m0 <
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, temos 5n configurações centrais;

(iii) Para m0 >
r3hn(1)− hn(

1
r ,

π
n)

1− r3
, temos 3n configurações centrais.

Para demonstração desta conjectura falta apenas a unicidade para o eixo θ = π
n .
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