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Resumo

Nosso objetivo central é a analise da configuragao poligonal com massas iguais dis-
postas nos vértices do poligono e uma massa desprezivel num dos eixos de simetria.

Fazemos no primeiro capitulo, a apresentacao de conceitos e resultados que fun-
damentam nossa pespectiva a luz da Mecanica Celeste, incisivamente nas configuragoes
centrais. L& apresentamos as equagoes de Newton para o movimento, fazemos transferéncia
destas para o formalismo Hamiltoniano, e expomos alguns resultados que evidenciam nao
s6 particularidades, como também a natureza destes sistemas, o que justifica seu uso no
tratamento das equagoes de movimento.

No segundo capitulo, discutimos, sucintamente, a caracterizacao das solucoes par-
ticulares, denominadas configuragoes centrais, que compoem o escopo de nosso trabalho.

No capitulo trés, apresentamos o que seria uma possivel cronologia do desenvolvi-
mento matematico da andlise das configuracgoes poligonais e o estudo de sua estabilidade,
adequando a exposicao ao foco deste trabalho.

No quarto capitulo, descrevemos o uso do operador de Perron-Frobenius l-ddico,
para representacao de funcoes complexas, o qual usamos para nossas analises.

No quinto capitulo, fazemos uma deducao matematica das equagoes do problema de
n+1 corpos, no caso em que os n corpos, denominados massas primarias, estao dispostos
nos vértices de um poligono regular. L4 também apresentamos a estrutura da andlise de
estabilidade de um problema restrito. E apresentamos os resultados acerca da instabilidade
da configuragao provinda do problema restrito, para o primeiro eixo de simetria [0 = 0] e
para o segundo eixo [ = 7|, com restri¢des aos valores de r e n.

No sexto capitulo, apresentamos uma demonstragao completa de um resultado de
existéncia e unicidade para a posicao de equilibrio no problema restrito, para o primeiro
eixo de simetria [¢ = 0] e a andlise da bifurcac@o para este eixo. Abordamos uma anélise
das bifurcagées para o segundo eixo [ = 7], obtendo alguns fatos.

Exibimos no sétimo capitulo, uma analise numeérica, feita com o auxilio do software
Maple, onde sao apresentados resultados bastante relevantes quanto a dinamica das con-
figuracoes quando usamos o valor de uma massa central a configuragao como parametro,
encontrando dois tipos de bifurcagoes. E também uma apresentacao detalhada de estima-
tivas que serviram de suporte no esclarecimento dos resultados apresentados nos capitulos

anteriores.

Palavras Chave: Configuragoes Centrais, Estabilidade, Bifurcagao.
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Abstract

Our main objective is the analysis of polygonal configuration with equal masses
placed at the vertices of the polygon and a massless one of the axes of symmetry.

We in the first chapter, the presentation of results and concepts that underlie our
pespectiva the light of celestial mechanics, central configurations in sharply. Here we
present the Newton’s equations for the movement, we transfer these to the Hamiltonian
formalism, and lays out some results which show not only particular but also the nature
of these systems, which justifies its use in treating the equations of motion.

In the second chapter, we discuss briefly the characterization of particular solutions,
called central configurations, which make up the scope of our work.

In chapter three, which would present a possible timeline for development of the
mathematical analysis of polygonal configurations and study their stability, adjusting ex-
posure to the focus of this work.

In the fourth chapter, we describe the use of Perron-Frobenius operator of l-adic,
for representation of complex functions, which we used for our analysis.

In the fifth chapter, we make a mathematical deduction of the equations of the
problem of n + 1 bodies, in the case where n bodies, called primary masses are arranged
at the vertices of a regular polygon. There we also present the structure of the stability
analysis of a restricted problem. And we present the results about the instability of the
configuration of the problem stemmed restricted to the first axis of symmetry [# = 0] and
the second axis [# = T], constrained to the values of 7 and n.

In the sixth chapter, we present a complete proof of a result of existence and unique-
ness for the equilibrium position of the problem restricted to the first axis of symmetry
[0 = 0] and the bifurcation analysis for this axis. We address an analysis of the bifurcations
for the second axis [ = 7], getting some facts.

We display in the seventh chapter, a numerical analysis, performed with the aid
of the Maple software, which presents results that are quite relevant as the dynamics of
the settings used when the value of a central mass as a parameter to the setting, finding
two types of bifurcations. Also a detailed presentation of estimates that would support

clarification of results presented in previous chapters.

Kaywords: Central Configurations, Stability, Bifurcation.
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Introducao

O estudo das configuragoes centrais é de grande interesse desde antes dos trabalhos
de Maxwell [30] - estas configuragoes ja aparecem nos trabalhos de Euler [1767] e Lagrange
[1873] - que com o objetivo de descrever um modelo que representasse o comportamento
dos anéis de Saturno, estudou o problema poligonal de n corpos, analisando a estabilidade
desta configuracao com n massas iguais nos vértices de um poligono regular e uma massa
central. Este trabalho foi completamente preenchido e corrigido por Moeckel [35], em
1994, quando mostrou que a configuragao poligonal com massas iguais é instavel sempre,
e que a configuracao poligonal com uma massa central é estdvel para n maior ou igual a
7 e para uma massa central suficientemente grande. Além destes resultados obtidos pelo
Moeckel, tem-se também o resultado do Roberts [44], que dd uma estimativa assintética
para a massa central a fim de que se tenha a estabilidade da configuracdo. Em 1985,
Perko e Walter [41], mostraram que um poligono com n massas iguais em um sistema de
coordenadas rotacionais com velocidade estabelecida é uma configuracdo central para n
maior ou igual a 3. Podemos facilmente observar que o poligono com n massas iguais e
uma massa central também é uma configuracao central pois a forca resultante da massa
central j& é central.

No inicio do século XVII, o astrénomo e filésofo Kepler [18] descreveu as leis que
regem o movimento do sistema solar, mas apenas no século XVII com Newton [38], cin-
quenta anos depois, é que tivemos a lei fundamental que rege tal movimento, denominada
segunda lei da dindmica. O proprio Newton foi responsavel pela solugdo do problema de
Kepler, que é o problema de 2 corpos sob a agdo do campo gravitacional. No entanto, ape-
nas no século XIX com Poincaré [42], é que tivemos avangos satisfatérios no que tange a
solubilidade do problema dos 3-corpos, tendo este observado que tal problema é insolivel,
no sentido cldssico. Buscando solucoes especiais, Euler encontrou um tipo especifico de
solucao, considerando que os corpos estao dispostos sobre uma reta. Tais solugoes sao
denominadas colineares. Lagrange encontrou as solugoes do triangulo equilatero, tendo
tal configuracao sido observada no Sistema Solar, estando Jupiter em um dos vértices e
nos conjuntos de corpos do anel de asterdides que circunda o Sol.

Devido aos avangos ocorridos na Anélise Matematica, na Algebra e ao surgimento
de novas técnicas de andlise tais como: a Analise de Fourier, representacao de fungoes
em séries, representacao algébrica de propriedades topoldgicas, consolidados a partir do
século XVIII, é que se pdde obter avancos significativos na compreensao das técnicas
de solubilidade de equagoes diferenciais, especificamente de Sistemas Hamiltonianos, que
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comporta as equacdes do movimento dos n corpos. A Teoria das Matrizes, a Algebra
Linear, o aperfeicoamento da Teoria da Estabilidade provinda dos trabalhos de Liapunov
[24] deram a Anédlise Matemadtica os instrumentos que propiciam uma nova abordagem,
tendo ai inicio uma nova matematica que na Mecanica Celeste veio pelo trabalho de
Poincaré [42].

Assim, em 1922, o astronomo Lindow [26] surge com uma abordagem de representa-
¢ao de funcoes complexas, usando a Teoria de Fourier e Analise Complexa, que possibilita
uma transformacao adequada das coordenadas e do tempo, no problema circular de 3 4+ 1
corpos. Ele mesmo faz uso destas técnicas para construir um teorema de simetria que é até
hoje utilizado. Tal teorema afirma que no problema restrito poligonal, a massa desprezivel
tem que estar nos eixos de simetria do poligono, isto €, nos eixos que passam pelos vértices
e que passam nos pontos médios das arestas.

Em 2003, os métodos de representacao de fungoes complexas desenvolvidos por Lin-
dow, baseado nas teorias sobre fungoes elipticas [4], despertaram o interesse sobre o prob-
lema das configuragoes centrais, possibilitando a descoberta de uma gama de classes de
configuragdes centrais, feita por Elmabsout e Bang [12].

Nosso objetivo central é a analise dessas configuragoes centrais, a saber, a con-
figuracao poligonal com massas iguais dispostas nos vértices do poligono e uma massa
desprezivel num dos eixos de simetria.

Fazemos no primeiro capitulo, a apresentacao de conceitos e resultados que fun-
damentam nossa pespectiva a luz da Mecanica Celeste, incisivamente nas configuracoes
centrais. L4 apresentamos as equagoes de Newton para o movimento, fazemos transferéncia
destas para o formalismo Hamiltoniano, e expomos alguns resultados que evidenciam nao
s6 particularidades, como também a natureza destes sistemas, o que justifica seu uso no
tratamento das equacoes de movimento.

No segundo capitulo, discutimos, sucintamente, a caracterizacao das solucdes par-
ticulares, denominadas configuragoes centrais, que compdem o escopo de nosso trabalho.

No capitulo trés, apresentamos o que seria uma possivel cronologia do desenvolvi-
mento matematico da andlise das configuragoes poligonais e o estudo de sua estabilidade,
adequando a exposicao ao foco deste trabalho.

No quarto capitulo, descrevemos o uso do operador de Perron-Frobenius l-addico,
para representacao de fungoes complexas, o qual usamos para nossas andlises.

No quinto capitulo, fazemos uma dedugao matematica das equagoes do problema de
n+1 corpos, no caso em que os n corpos, denominados massas primarias, estao dispostos
nos vértices de um poligono regular. L& também apresentamos a estrutura da andlise de
estabilidade de um problema restrito. E apresentamos os resultados acerca da instabilidade
da configuragao provinda do problema restrito, para o primeiro eixo de simetria [0 = 0] e
para o segundo eixo [ = 7|, com restri¢des aos valores de r e n.

No sexto capitulo, apresentamos uma demonstragao completa de um resultado de
existéncia e unicidade para a posicao de equilibrio no problema restrito, para o primeiro
eixo de simetria [# = 0] e a andlise da bifurcagao para este eixo. Abordamos uma andlise
das bifurcagdes para o segundo eixo [# = 7], obtendo alguns fatos.

Exibimos no sétimo capitulo, uma anélise numérica, feita com o auxilio do software
Maple, onde sao apresentados resultados bastante relevantes quanto a dinamica das con-
figuracoes quando usamos o valor de uma massa central a configuracdo como parametro,
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encontrando dois tipos de bifurcacao. E também uma apresentacao detalhada de estima-
tivas que serviram de suporte no esclarecimento dos resultados apresentados nos capitulos
anteriores.



Capitulo 1

Sistemas Hamiltonianos

Aqui, tratamos da apresentacao de conceitos e fundamentos da Mecanica Hamiltoni-
ana, a qual usaremos para tratar o problema dos n corpos. Faremos nas préximas segoes,
de forma breve, a definicdo de Sistemas Hamiltonianos, e também exposicao de alguns
fatos que caracterizam a teoria usada nos proximos capitulos.

1.1 Sistemas Hamiltonianos
Temos inicialmente a seguinte definigao:

Definicao 1.1 Um Hamiltoniano é uma funcio real H : R*™ — R definida em um
aberto do R?", de classe C?. Escrevendo (q,p) € R"xR", dizemos que o sistema diferencial

. oH
49 = aqia

1=1,...,n, (1.1)
— oOH
bi = ap;’

de primeira ordem, é o Sistema Hamiltoniano associado a H(q,p), que

Fir(a.p) = (%;ﬂq,m,—%f(q,p)),

é o campo Hamiltoniano de H e que o fluxo ¢; gerado pelo Sistema Hamiltoniano € o
fluro Hamiltoniano de H.

No contexto da definicao 1.1, definimos que as varidveis ¢; sao conjugadas das
varidveis p;, e que estas sao conjugadas daquelas. Faremos a seguir formalizacao do pro-

blema dos n corpos na forma Hamiltoniana.

1.2 O Problema de n Corpos

Consideremos n massas pontuais movendo-se num sistema referencial inercial, R3,

em que as Unicas forcas agindo entre eles é a atragao gravitacional.



10

Considerando os vetores posicao ¢ no espago das configuracées X = R3™ \ A, onde
= {¢=(q1,--an) 1 i =q;,1 # j} e m; > 0, temos que as equacdes do movimento
vindas da segunda lei de Newton sao dadas por:

iGmimj(Qj -q) oU (12)

mid; = _
o llgi — q;1? dq;’

j=i
onde U(q) : X — R, é a fungao potencial newtoniano, que é dada pela expressao

G
U= Z M’ (1.3)

onde nas expressoes (1.2) e (1.3), G representa a constante gravitacional.
Considerando ¢ = (g1, q2, ..., ¢n) € X, obtemos a forma vetorial da equagao (1.2);

M{—VU(q) =0, (1.4)

onde M = diag[my,mi, M1, ..., My, My, My)].

A fim de obtermos a formulacdo Hamiltoniana do problema de n corpos, podemos
proceder considerando o espago de fase T*X = {(¢,p) : ¢ € X e p € T;(X)}, e 0o momento
linear definido da seguinte maneira:

p= Mg, (1.5)

deste modo, as equagoes do movimento (1.2) tomam a forma:

g= H,= Mp,

1.6
p= —H,= VU, (16)

ou, em componentes:

. OH Pi
A m;
. O0H U Gmimglg — a)
= T T 0q Z ’

= Mg =gl

onde o Hamiltoniano é:

zﬂg& (q)- (1.7)

O problema de n corpos é caracterizado por um sistema de 3n equagoes de 2°
ordem na formulagdo Newtoniana, e por um sistema de 6n equagoes de 1° ordem na
formulagao Hamiltoniana. No entanto, mesmo tendo aumento no nimero de equacoes,
podemos encontrar 10 integrais do movimento, que sao denominadas as integrais cldssicas
do problema [ver [31]].
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1.2.1 Coordenadas Simpléticas

A forma dos Sistemas Hamiltonianos é muito especial. Tal forma nao é preser-
vada mediante uma mudanca arbitraria de coordenadas. Por este motivo, o estudo das
tranformacoes que preservam tal estrutura é de vital importancia na teoria.

Uma matriz 2n x 2n, S é denominada simplética se satisfaz:

STys =J, (1.8)
onde
0 ITLX’Il
J = )
_Inxn 0 ]
Consideremos
F: O—=R™

(t,z) > Z =F(tz)
uma funcéo suave em O, um aberto em R?"+1,
Definicao 1.2 F ¢ chamada uma aplicagcao simplética, se seu jacobiano, %—5, € uma
matriz simplética para todo (t,z) € O.

Considere o sistema
2= JVH(t,z), (1.9)

onde H : O C R x R?® — R. Seja agora a transformacio z = F~1(t, z), isto é,

F: R x R?>" — R?,

Suporemos que F' seja simplética, isto é, a matriz (6—5) é simplética. Consideremos

entao a fungao

F(t,z): R R2+1
(t,z) — (4 F(2)
que tem por inversa a funcao dada por:
F7Y(t,2)=(t, F7(t,2)),

temos entao que

- 1 0---0
DE| = | ax a2 |
(t:2) ot 0z
e equivalentemente
- 1 0---0
|:_DF71:| — [ (9F_1 aF—l ] .
(t:2) ot o7

E evidente que podemos fazer uso da projecao na segunda coordenada, considerando
as coordenadas como sendo (¢, 2) e (¢,Z), com a conveniéncia necessaria. Neste contexto,
temos que: Z =1l o0 F(t, z)ez=1Iho Ffl(t, Z). Logo, obtemos a seguinte expressao:

. OF OF
1Z=MsoF(t2)= Z = (DII2) ¢, z) © (DF)(W) - (t, 2), logo, pelo fato de IIy ser linear, temos que Z =
o(DF) @,z - (1,2)
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Denotando, K(t,Z) = H(t, 2(t, Z)), temos que: V7K (t,Z) = V. H(t, 2(t, Z)) - g;
F
Mas, como Z = F(t, z), temos que: 1 = %—Z(t, z) - g—; Logo
% — _3£(t )— o
oz |0z 0 |
Portanto,
OF -
V.H(t,z2(t,Z)) = E(t, 2)| VzK(t,Z),
donde
. OF OF OFT
Por F' ser simplética, teremos que
. OF
Z =5+ IVK(t,2).

F
Fazendo, %(t>z)|zzz(t,Z) = JVzR(t,Z), obtemos:

Z = JVzK(t,Z)+ JV4R(, Z),

onde R é chamada a funcgao resto. Note que, se a transformacao nao depende de ¢, entao a
funcao resto é nula. Como resultado direto dos fatos apresentados acima, temos o seguinte
resultado:

Proposigao 1.3 Uma mudanca de varidveis simplética transforma um sistema Hamilto-
niano em um sistema Hamiltoniano.

1.3 Estabilidade

Seja zg uma posigao de equilibrio do sistema
i = f(2), (1.10)
onde f(z), é definida em um aberto do R?", de classe C?.

Definigcao 1.4 Dizemos que zy € um equilibrio estdvel no sentido de Liapunov, se
para todo € > 0, existe & > 0 tal que se ¢(t) é uma solugdo do sistema com ||p(0)—zp|| < 0,
entao ¢(t) € definida para todo o tempo e ||p(t) — zo|| < €, para todo t.

Definicao 1.5 Dizemos que um equilibrio é instdvel se nao for estdvel.
Supondo zp = 0 e f(z9) = 0 temos que o sistema (1.10) pode ser reescrito na forma
= Az +g(2),

onde ¢(z) é uma fungao diferencidvel e A = D(f(zp)). Neste contexto, enunciamos os
seguintes resultados devidos a Liapunov. Para sua demonstracao indicamos a referéncia
[12].
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Teorema 1.6 Se Re(\) < 0 para todo A autovalor de A, entdo o equilibrio € estdvel.

Teorema 1.7 Se existir um autovalor X de A com Re(Aa) > 0, entdo o equilibrio é
instdvel.

Definicao 1.8 O equilibrio € linearmente estdvel se z = 0 for um equilibrio estdvel do
sistema linear z = Az.

1.3.1 Estabilidade em Sistemas Hamiltonianos

Continuamos esta secao com uma definicdo que servird para introduzir os demais
conceitos relacionados com a estabilidade de um sistema Hamiltoniano.
Seja o Sistema Hamiltoniano (1.1), e seja zo equilibrio deste sistema. Suponhamos
que zp =0 e que VH(0) = 0.
Entao,
H(z) = H(0)+ VH(0)z + %zTDzH(O)z + f(2),

onde f(z) = O(]z|?). Assim, o sistema (1.1) pode ser reescrito na forma:
5= JD?*H(0)z 4 F(2),
onde F = JV fy. Fazendo D?>H(0) = G, obtemos
2=JGz+ F(z).
Lema 1.1 O polinémio caracteristico de JG € par.

Demonstracao: Observando inicialmente que a matriz simplética canonica satisfaz as
seguintes propriedades; J2 = —I,J7 = —J e que a Hessiana é simétrica, ou seja, G = G,
obtemos a sequéncia de identidades:

A= JG)T = (ADT = (JG)T = N = GTJT = A[+GJ = J(=\ — JG)J,

onde esta tultima sentenca é facilmente obtida pelo uso das duas propriedades da matriz
J citadas acima. E, desta forma, temos o lema, visto que o determinante de uma matriz
é igual ao de sua transposta.

QED.

Assim, se A\ é autovalor de JG, entao —A também é. Logo, se existe um autovalor
A de JG com Re\ # 0, existirda um com parte real positiva. Assim, pelo teorema de
Liapunov temos imediatamente o seguinte teorema:

Teorema 1.9 Se existe A, autovalor da matriz A, com Re(\) # 0, entdo o equilibrio é
instdvel.

No entanto, nem todo sistema possui um equilibrio nas coordenadas em que se
apresenta, podendo este equilibrio aparecer devido a uma mudanca de coordenadas. Sendo
assim, precisamos definir um outro tipo de equilibrio.

Definigao 1.10 ¢* = 0 ¢é dito um equilibrio relativo do sistema (1.1), se for esta-
ciondrio em um sistema rotacional, ou seja, se devido a wma mudanca de coordenadas
simplética for um equilibrio do sistema nestas novas coordenadas.



Capitulo 2

Configuracoes Centrais

O problema de n corpos para n > 2 tem resistido as tentativas de solugdo. Ao
longo dos anos, alguns tipos de solucao tem sido encontrados. A configuracao inicial de
uma solucao homografica denominada por Wintner configuracoes centrais, é importante
em Mecéanica Celeste por vérias razoes. Aqui fazemos uma introducao a estes tipos de
configuragoes.

2.1 Solucoes de Equilibrio

O mais simples tipo de solucdo pode ser pensado como sendo uma solugdo de

equilibrio. Consideremos estas solugoes para (1.2):

oU

=0, i=1,...,n. 2.1
4. (2.1)

Contudo, U é homogéneo de grau —1, e entao pelo teorema de Euler para funcoes

homogéneas temos:

ou
B 2.2
> 45 =V (2:2)

No entanto, U é a soma de termos positivos, logo U é positiva, mas o lado esquerdo
de (2.2) é nulo, uma contradigao, portanto o problema de n corpos nao possui solugao de

equilibrio no sentido classico.

2.2 Equacgoes para uma Configuracao Central

Para procurar solu¢oes homotéticas de (1.2), propomos ¢;(t) = ¢(t)a;, onde os a;’s
sdo vetores constantes e ¢(t) é uma funcao escalar constante. Substituindo em (1.2),
obtemos:

|¢|3¢71émiai: Z W7 (23)

j=1j#

como o primeiro membro da equacao acima é constante, terd de ser também segundo mem-

llaj — ail?

bro. Portanto, (2.3) tem uma solugao se existir uma funcao escalar ¢(t), uma constante A
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e vetores constantes a; tais que

. pY
¢ =———=, 2.4
EE (24)
n mimj(aj — ai)
“Ama; = Y (2.5)
Ay Nlag —ail

a equagao (2.4) é uma equagao diferencial ordindria (o problema de Kepler unidimensional)
e entdao tem muitas solugoes.
Por exemplo, uma solucao é

wlro

o(t) = at3,
— 9

onde o = 5. Esta solugao vai de zero a infinito conforme ¢ vai de zero a infinito. A
equagao (2.5) é um sistema nao-trivial de equagoes algébricas. As solugoes completas
sao conhecidas para n = 2 e n = 3 porém, existem varias solugoes especiais conhecidas.
Consideremos o problema de n corpos planar, entdo todos os vetores estdo em R?. Iden-
tificando R? 22 C, considerando ¢;, p;, como ntimeros complexos, procuramos solucoes

homograficas de (1.2). Seja

qi(t) = ¢(t)as,

onde os a}s sdo nimeros complexos constantes e ¢(t) é uma funcao complexa. Geometrica-
mente a multiplicacao de nimeros complexos é uma rotacao seguida de uma dilatagao ou
expansao, isto é, uma homografia. Assim procuramos uma solucao tal que a configuragao
das particulas é sempre homograficamente equivalente a uma configuragao fixada. Substi-
tuindo esta suposta solu¢ao em (1.2) encontramos (2.4), que agora é o problema de Kepler
bidimensional, e a equagao (2.5). Isto é, se nés tivermos solugao de (2.5) em que os als
sao planares, entao esta é uma solucao do problema de n corpos da forma ¢; = ¢(t)a;,
onde ¢(t) é qualquer solugao do problema de Kepler planar, que pode ser qualquer sec¢ao
coOnica, degenerada ou nao.

Definigao 2.1 Um configuracdo das n particulas dadas por vetores constantes aq, .., an
satisfazendo (2.5) para algum X\ € chamada configuragdo central.

Definicao 2.2 No caso especial quando os as sio coplanares, uma configuragio central
€ também chamada de equilibrio relativo.

Esta ultima definicao vem do fato que configuracoes centrais sao solugoes de equilibrio
em um sistema de coordenadas rotacionais. Configuragoes centrais sao importantes no
estudo dos colapsos totais do problema de n corpos, porque pode-se mostrar que a con-
figuracao limite das n particulas quando elas tendem a um colapso total é uma configuracao
central.

Para medir o tamanho do sistema de n corpos, definimos o momento de inércia do
sistema da seguinte formas:

1 n
1= 2 millal
1=
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Agora (2.5) pode ser reescrita como:

(?)Z + /\g—qr(a) =0, (2.6)
onde ¢ = (q1, .-, qn) € a = (a1, ...,ap).

A constante A pode ser considerada como um multiplicador de Lagrange, e neste
contexto uma configuracao central é um ponto critico do potencial U restrito a variedade
momento de inercia constante I = Iy. Seja a uma configuragao central. U é homogéneo
de grau —1 e I é homogéneo de grau 2. Da equacio (2.6), temos

ou oI
Zaia—qi(a) + )\aia—qi(a) =0,

por esta equacao, temos
—U +2X =0,

donde

_ Ula)

-~ 2I(a)

Podemos obter uma informacao de grande relevancia da equacao (2.5) quando efe-

E mia; = 0,
%

isto é, o centro de massa estd na origem.

A

tuamos a soma em :

Uma vez que temos caracterizado este tipo de solucao, podemos buscar propriedades
simétricas das mesmas. Neste sentido encontramos que as configuragoes centrais sao in-
variantes por rotagoes ou translagoes. Seja A € SO(2,R) (ou A € SO(3,R) em geral),
se a é uma configuracao central, entdo Aa também o é, com o mesmo A. De fato, se
substituirmos Aa na equacao (2.5), temos:

i mimj(Aaj — Aai) _ i mimjA(aj - ai)
A g —AalP T 4 Al - a)P
_ 4 zn: mim;(a; — a;)
A lag — ailP
A(=Am;a;)
—)\TTL,L'A(IZ'.

Se 7 € Re T # 0, entdo 7a é uma configuragao central, se a o for, com A trocado

por %3 De fato, se substituirmos Ta na equagao (2.5) obtemos:

n n
Z mim;(Ta; — Ta;) Z mim;T(a; — a;)

l[(Ta; —7a;)|? 1713 a; — ail|?

=15 =1y
T

== —W)\miai.
Portanto, quando estamos contando configuracoes centrais, contamos apenas suas
classes de similaridade.
Uma cronologia do desenvolvimento do estudo das configuracoes centrais até 2002
estd feito em [3]|, com muita precisdo e clareza, onde é posto de forma direta quais os
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problemas que tem movimentado a Mecanica Celeste, especificamente em torno das con-
figuragoes centrais. Nosso trabalho complementa esta cronologia seguindo os trabalhos
feitos em 2004 [13], quando é considerado o problema tratado pelo Lindow em [25]. Nos
préximos capitulos iniciamos a construgao do contexto no qual se coloca nosso trabalho.



Capitulo 3

Equilibrios Relativos, Solucoes
Poligonais e Estabilidade

Uma forma de encontrar solu¢ao para o problema de n corpos, é considerar casos
particulares, como visto. Solugoes homograficas, foram encontradas e estao apresentadas
em vérios textos, expostas de formas diferentes nos trabalhos [10], [34], [35], [43], [44], [45].
Neste capitulo faremos uma apresentagao de alguns resultados que serao relevantes para
o desenvolvimento de nosso trabalho, apresentando um formato novo para alguns fatos.

3.1 Solucoes Poligonais Regulares do Problema de n Corpos

Em busca de solucoes especiais para o problema de n corpos, foi encontrada a solucao
poligonal regular, que é um tipo de solu¢ao homografica, tendo em vista que é um equilibrio
relativo. Tal solucao foi explicitada no trabalho de Perko e Walter [41], onde podemos
encontrar a demonstracao dos seguintes fatos:

Considerando n massas my, dispostas nos vértices de um poligono regular. Temos
seu centro de massa dado por: zp = Zj mjw;j/M, onde w; sao as n-ésimas raizes da
unidade, e M é a massa total. Com esta notagao apresentamos o primeiro resultado:
iwt

Teorema 3.1 Se, para n > 2, as funcoes zi(t) = (w; — 20)e™" sdo solu¢do do problema

de n corpos, isto €, da equagdo (1.2), seque que
2 _ M~

w )
n

1
onde v = — csc —=.
4 =

Deste teorema segue a classica solucao de Lagrange:

Coroldrio 3.2 Paran =3, as fungées z(t) = (wj — 20)e™! sdo solugdo das equagdes do

problema de 3 corpos se, e somente se, w? = M/3\/§
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Com as mesmas notacoes acima, temos o resultado que apresenta a condi¢ao que
garante quando uma configuracao poligonal é solugao do problema de n corpos:
wwt

Teorema 3.3 Para n > 4 e my, > 0, as funcoes zi(t) = (w; — 20)e™", sdo solucdo do

problema de n corpos se, e somente se, mi = mo = ...

3

n-

Em [53], sao encontradas demonstracoes simples destes resultados.

3.2 Estabilidade de Equilibrios Relativos

Para tratar a estabilidade de equilibrios relativos, usamos a teoria feita em [35], por
Moeckel.

Consideremos a equagao (1.6). Sem perda de generalizade, podemos supor uma
rotagdo sobre um dos eixos de R3. Consideremos a matriz em blocos R(f), 3n x 3n, com

blocos
cosf —senf 0

senf) cosf O
0 0 1

Entéo, definindo a nova coordenada = € R3" por:
q(t) = R(wt)z(t), (3.1)
onde w é dada pelo teorema 3.1. As equagoes do movimento tomam a forma:
Mi + 2wJMi = VU (z) + w?MIz. (3.2)

A equagao (3.2) ¢ facilmente obtida bastando derivar (3.1), usar a invariancia da
funcao potencial por rotagoes e o fato que as matrizes Jel que sao:

J=RYOR () e
I =R YO)R"(9),

comutam com M. Considerando que a configuragao x seja um equilibrio relativo, teremos
t=0e2=0,logo (3.2) fica na forma:

VU(z) + w*MIz = 0. (3.3)

Consideraremos a linearizacdo deste sistema. Denotando h(z) = VU (z) + w?M Iz,

temos:
(i) h(z) =0, para x equilibrio relativo;
(ii) A linearizacao de h(x) é h(x + &) = h(x) + D h(z) - €.
Usando estes fatos temos as igualdades

MEé+2wIME = VU(z+€) 4+ w2 MI(x+¢€)
Bz +€) = (Dh), - €
= (DVU(x) +w?M]I) -¢.
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Portanto, a linearizagao de (3.2) é:

ME 4 2wJME = (DVU (z) + w?MI) - €. (3.4)
Considerando solucio da forma & = e, obtemos:

A2MMEY + 2wAeN TMEy = (DVU () + wMI) - &g
Pelo fato de &y # 0, procuramos os valores de A tais que:
det |M~1DVU () + w?T — AT — 2wAJ| = 0.
Definicao 3.4 FEstes tais A’s serao denominados autovalores do equilibrio relativo.

Uma condicao necessédria para que x seja linearmente estavel é que todos os seus
autovalores sejam imaginarios puros.

Definicao 3.5 Quando esta condicao for satisfeita diremos que x € espectralmente
estdvel.

Consideremos a normalizagao dos autovalores: p = \/|w|, que nao altera a condigao
de estabilidade tendo em vista que o fator de normalizacao ¢é real e positivo. Estes auto-
valores satisfazem a equacao:

det [w’zM’lDVU(x) Ny ) - 2,,Lj} = 0. (3.5)
Vamos mostrar o seguinte:
Proposicao 3.6 A funcdo determinante € par em u, para a equagdo (3.5).

Antes de passar a demonstracgao, apresentaremos alguns elementos.

Definicao 3.7 Sejam M e N matrizes de mesma ordem (quadradas), entao diremos que
N € simétrica com relacdo a M se, e somente se,

(Nv, Mu) = (v, MNu),
isto é, NTM = MN.

Lema 3.1 As matrizes J e M~1DVU(z) sdo, repectivamente, antisimétrica e simétrica
com relacao a M.

Demonstracao: De fato, pois JTM =MJT =—-MJ. E

(M~'DVU(x))'M = (DVU(z))'(M—YH)TMm
DVU(z)
= M(M~'DVU(z)).

QED.
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Voltamos a demonstragao da proposicao 3.6.
Demonstrag¢ao: Considerando o produto interno:

(u,v) = uTMv,

obtemos que .JJ e M~'DVU(z) sdao antissimétrica e simétrica com respeito a uma base
M-ortonormal. Considerando uma base M-ortonormal, temos:

~ N\ T A o
(uﬂM*lDVU(x) Ty ) - 2,LJ) - (&M*lDVU(a:) Ny 2MJ) .
agora usamos o fato: detA = detA” e concluimos a demonstracao.

QED.

Consideremos z = p?, que define implicitamente 1 como funcio de z. Seja F(z) o
Unico polinémio de grau 3n tal que:

F(2) = det [uﬂM*lDVU(a:) I — 21— 2ud),

entdo x é espectralmente estavel se, e somente se, todas as raizes de F(z) sdo reais e

negativas.
Definicao 3.8 F(z) é denominado polinémio de estabilidade de x.

Até entao, usamos a derivada DVU (x) sem mencionar sua expressao. Apresentamos
uma proposicao que determina tal expressao:

Proposicao 3.9 A matriz DVU (x) pode ser representada como uma matriz, 3n x 3n, em

blocos:
A - A

DVU(z)=| c
Anl Ann

onde os elementos fora da diagonal sdo dados por:

m;imy
_my
Ajie = =5 [I = Burugy] |
ik

onde uj, = x’zf_:j € o vetor unitdrio na direcao da massa mj a my. Os blocos da diagonal

J

sao dados por:

Ay = — Z Ajp.
J#k

Demonstracao: A fim de demonstrar este fato, precisamos entender como calcular a
derivada de uma fungao da forma:

onde f € C1(R3,R).
Para todo v € R3, temos:

DF,(v) = Df,(v) -x+ f(z) - v,
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por outro lado,
Dfy(v) -z =(Vfy,v) x= (’UTfo) cx=(x-Vfg)- v,

donde
DF,(v) = (z- VIl + f(2)) - v.

Passemos a expressao de DVU(x). A fungao U(x) é dada por:

logo

Tomaremos a derivada em x; com j # k, e como nesta soma o termo em j aparece

uma dnica vez, podemos considerar que 88759 é da forma F'(z) = f(z) - z. Logo

02U m;m T m;m
— (¢;— 1) Da, (M) L LU

OOy, |2 — 2|2 |zj — o l[3
O termo 5
mi;mg m;impg T
D,. < J > = J ({B —1‘k) .
ey — 2] ? ||y — a1
portanto,
o*U 3mjmy, T mjmy,

= ri —xk) (x; — ) + ———=13x3.

500~ Ty -yl 9~ o) (0 ) T T e

E desta forma temos claramente o afirmado, visto que pela expressao de U(z), a

derivada
o*U _ o*U

QED.

Uma consequéncia direta desta proposicao e do fato de que as configuragoes sao

B, 0
00 2 o

3
d3y,

planares, isto é, xi3 = 0, é que:

Ajy, =

onde Bj; ¢ um bloco 2 x 2, com entradas definidas tal como para a matriz A;,. Obser-
vamos que multiplicacdo por M1, I , J nio altera esta forma, e portanto, obtemos que
o problema de estabilidade espectral divide-se em uma parte planar e uma parte normal.
Neste sentindo encontramos o seguinte resultado que segue direto da proposicao 3.9:

Corolario 3.10 A matriz DVU(z) pode ser escrita na forma de blocos

B 02n><n

DVU(x) =
v (x) 0n><2n C
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onde
Bi11 By By
Bs1 B Bay,
B = ) ,
Bnl Bn2 Bnn
onde -
By = —5— [I=3upu],  j#k
ik
com uji € R? e
By = — ijék Bk
E a matriz C ¢ dada por
k#1 dzl))k dil))Q d%n
my mg mMp
C = 12 k#2 2k 2n
ml mg ‘ : mi
i nl n2 k#n nk i

Demonstracao: Para mostrar esta decomposicao é suficiente usar o fato de que os blocos
da matriz DVU (z) sdo da forma

B; 0

00 25 |0

3
3,

Ay =

e portanto, podemos expandir esta decomposicao por transformagcoes elementares para a
matriz DVU(x), que toma a forma

B OQan
On><2n C ’

onde claramente as matrizes B e C sdo como descritas acima.
QED.

Por este colordrio podemos estruturar a andlise de estabilidade de equilibrios rela-
tivos pela decomposi¢ao do polindmio de estabilidade, descrita no corolario a seguir:

Corolario 3.11 O polinémio de estabilidade
F(2) = det [wQM_lDVU(x) v T 1 —oud],
pode ser fatorado na forma

onde
H(z) =detfw > M 'B + (1 — p*)I — 2uJ],

G(z) = det|w™2C — p21).
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Demonstragao: Esta fatoragao segue direto daAdecompOF,iQéo da matriz DVU (), dada
pelo coroléario 3.10, e das defini¢oes da matrizes I, I, J e J.
QED.
Por estes resultados é natural fazer as seguintes definigoes:

Definicao 3.12 O polinémio de estabilidade planar de grau 2n €
H(2) = detjw * M 'B+ (1 — p®)I — 2uJ).

Definicao 3.13 Diremos que x serd espectralmente estdvel no plano se, todas as
raizes de H(z) sdo reais e negativas.

Definicao 3.14 O polinémio de estabilidade normal de grau n é
G(z) = det|w™2C — p?I).

Definicao 3.15 Diremos que = serd normalmente espectralmente estdvel se todas
as raizes de G(z) forem reais e negativas.

Se considerarmos o vetor v = (1,1, ..., 1), pela forma de C, é fcil verificar que
C-v=0-wv.
Este fato sugere a seguinte definicao

Definicao 3.16 O equilibrio relativo x serd dito nao-degenerado se todos os outros
autovalores de C forem estritamente negativos.

Apés a construcao destes fatos podemos apresentar a seguinte proposicao:

Proposicao 3.17 Todo equilibrio relativo é normalmente espectralmente estdvel e nao-
degenerado.

Demonstracdo: Considerando a matriz M = diag[m...m,) é facil verificar que CTM =
MC' e portanto, C é simétrica com respeito ao produto interno definido por M, e pelo
teorema espectral todos os seus autovalores sao reais. Mostraremos que sao negativos.
Consideremos ¢ um autovalor de C' e v seu autovetor. O vetor v € R". Sem perda
de generalidade podemos supor que vy > 0 e que é maior em médulo que as outras
componentes de v.. Pela definicdo da matriz C' sabemos que

Crw=—Y Cj=—Y _ Chj
ik ik

Portanto,

n
¢V = chjvj
j=1

= Z ij’l)j + Ckkvk
j#k
= Z ijvj — Z Cjkvk
J7#k J#k
= Zij(vj — Uk).
J7#k
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No entanto, pela hipétese de que v, > v; para j # k temos v; — v < 0, portanto,
concluimos que ¢v; < 0, e assim obtemos que x é normalmente espectralmente estavel.
Para ver que x é também nao-degenerado basta observar que se v, € Ker(C), entdo
vj = v, para todo j logo ve = (1,1,...,1).

QED.

Usando estes resultados, em [35], Moeckel desenvolve uma teoria de estabilidade
planar para equilibrios relativos, com resultados de decomposicdao baseados na simetria
com respeito a matriz das massas M. Mostra os seguintes teoremas:

Teorema 3.18 O equilibrio relativo poligono regular de n lados € instdvel para todon > 4.

Teorema 3.19 O equilibrio relativo poligono reqular de n lados com a massa central mg
suficientemente grande € linearmente estdavel para n > 7. Para n < 6 € instdvel para
qualquer valor da massa central. Se todas as massas sao iguais, entdo o poligono regular
de n lados com a massa central mqg € instdvel para todo n > 3.

Este tltimo teorema foi melhorado pelo Roberts em [44], onde ele faz uma estimativa
para o valor da massa central a fim de que se tenha estabilidade linear do equilibrio,
obtendo o seguinte resultado

Teorema 3.20 O equilibrio relativo 1 + n-poligono € linearmente estdvel desde que a

3

massa central tenha valor assintdtico a Tn>, onde

134+ 410 & 1
=P

273 2k —1)3°
k=1

3.3 Instabilidade Espectral de Equilibrios Relativos no Pro-
blema de n Corpos Planar

Apresentamos nesta se¢ao fatos presentes em [43]. Suponha que v é um autovetor
de A com autovalor \, e escreva v = (v1,v2) com vy, v2 € C?". A equacdo dos autovetores
Av = M, reduz-se a

vy = M(A — wK)vy,
Bv1 = O,

onde B = M~'DVU(z) + (w? — A2)I + 2)\wK. Portanto, para obter os autovalores de
A, precisamos apenas calcular o determinante de B, e encontrar as raizes, A. Em outras
palavras, P(\) = detB. Usamos a estrutura da matriz B que é a soma de trés matrizes ja
caracterizadas. B é uma matriz em blocos, 2 x 2, ao longo da diagonal da forma:

bii + w? — N2 biir1 + 2 w
bis1i — 22w bip1i41 +w? — N2

)

onde os b;;’s sao as entradas da matriz B;; que surge da decomposicao dos blocos A;; como
aplicagao da proposicao 3.9. Podemos observar facilmente que os blocos de B que contem
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o termo A estao todos ao longo da diagonal. Calculemos inicialmente o determinante de
uma matriz protétipo dos blocos diagonais de B:

det(Bn-) =\ + (2w2 —b;; — bi+1i+1) A2 + (bn’ + wz) (b¢+1i+1 + w2) ,

usando o fato que b;;+1 = b;jy+1;. Este fato pode ser usado para encontrar a expressao de
P()). Para o propdsito em questao precisamos do segundo termo desta expressao que serd
dado pelo produto dos n blocos diagonais, que tem cada qual determinante dado acima,
portanto os dois primeiros termos sao:
P(A) = A"+ (2nw® —tr (M'VU(2))) A2 + .
Sabemos que este polinomio é par, logo fazendo a mudanca de varidvel y = A2,
obtemos o polinémio

P\ =y + (2nw® —tr (M™'VU(2))) y*" 2 + ...

Usamos as relagoes de Girard para este iltimo polindmio, obtendo que
2n
Zyi = -2 [2nw® —tr (M~'VU(2))].
i

Portanto, usando que y; = )\f, temos a formula para soma do quadrado dos auto-
valores da matriz A:

2n
> A =220 — tr (MT'VU(2))].

Usando a proposicao 3.9, obtemos que

n

tr (M~'DVU(2) = 3 %
i<j ij

Por estes fatos segue o seguinte teorema:

Teorema 3.21 Seja x um equilibrio relativo com velocidade rotacional w dada pelo teo-

rema 3.1. Entdo a metade da soma dos quadrados dos autovalores de x é:

i<j ij
Usando este teorema, é possivel encontrar uma condicao necesséaria de estabilidade

espectral para um equilibrio relativo que pode ser enunciada como segue:

Corolario 3.22 Uma condi¢do necessdria para que um equilibrio relativo, x, seja espec-
tralmente estdvel é:

ST (o ) Ulz)

ds.
i<j ij

Usando esta condi¢ao em [43], Roberts mostra o seguinte lema:
Lema 3.2 O poligono regular é espectralmente instdvel para n > 7.
E um resultado geral sobre a instabilidade espectral de equilibrios relativos.

Teorema 3.23 Todo equilibrio relativo de n massas iguais € espectralmente instdvel para
n > 24306.



Capitulo 4

Representacao Integral de Funcoes
Complexas

4.1 Preliminares

Em [15], Ferrario e Portaluri desenvolvem uma teoria de representacao integral de
fungoes complexas, usando o operador de Perron-Frobenius [-adico. Eles fazem uso destas
ferramentas para tratar o problema diedral de n corpos . Aqui apresentamos demonstra-
¢oes detalhadas dos teoremas que fazem estas representacoes e expandimos estes resultados
para adequacao a nossas consideragoes nos capitulos 5 e 6.

4.2 O Operador de Perron-Frobenius I-Adico

Consideremos o espaco das fungdes complexas F(C). Consideremos o subespago
F C F(C), definido por
F:={f:S'cC—C}L

Vamos definir o operador de Perron-Frobenius [-adico como segue:

Definigao 4.1 Para toda f € F, el € N consideremos as l-ésimas raizes de &, denotemos
tal conjunto por S, entdo o operador de Perron-Frobenius l-ddico é definido por

£ = %Zf(y)
yes

27j4+60
Usando a notacao polar, temos ¢ = €, logo & = 7', o que implica y = ¢ i(==p ),

com j =0,...,l — 1. Portanto, podemos escrever o operador na forma:

=15 (1),
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Antes de prosseguir, serd conveniente compreender a expressdao do operador de
Perron-Frobenius [-adico para a funcao

com k € Z. Temos l
-1
1 (27
mﬁMPU;;MWW,

deste modo, por tratar-se de uma soma de raizes complexas, podemos usar da simetria
para avaliar a soma. Caso k = 3l temos

ewz(L{“’) —  iB2mj+0)
= & =¢i,
e assim
1521 anie k
7 Z €Zk( l ) — 57
=0

No caso de k = Bl +n, com 0 < n < 1, temos:

GBI (EEL)  _ LiBRmj+0) o pin(2E)
_ B ilB+)2mi

entao
-1 -1
3 Bl (FHEE) OHDONT il5 2,
§=0 §=0
-1
Consideremos o termo Z ¢ B+1)2m7  Temos que este termo é uma soma geométrica
j=0

i( Bl
com z = ("7 )27 1ogo

-1 -1
St N
j=0 7=0

11—zt

1—=2x
1— 6i(ﬁl+77)27r

1— ei(—ﬁlj”)%’

portanto,

Por estes fatos temos:

(M) = {@’kzom“m’

Considerando ¢ = €, temos
1 1

[1—réle (1472 —2rcosf)®

Mostraremos o seguinte lema:
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Lema 4.1 Para todo 0 <r <1 ea >0 temos:

1 =2
= Y bae
L

n=—oo

com

1 B—1 n
b, =b_, = sen(Bm) / t "
o (1—=1)F(1—r2t)s

para n € N.

Demonstragdo: Considerando & = €, podemos usar o teorema binomial para escrever

1 — [ -8
(Ijj;233'=:§£: < k ) C—Tf)k,

k=0
1 (-5 _
W:;< N )(—rf HE,
logo
(1= €)1 =) = [ g™ = 1= e,
e portanto,
1=rg~ = (Z( 7 ) <—r§>k> x (Z( 7 ) <—r5—1>k>
k=0 k=0
— ([ -8 > ( —B >( pyFH gl
_ ekt
()0
Denotando n = k — [, obtemos
> bat™,
onde

Precisamos construir uma representagao para o termo ( > . Para tal, conside-

raremos a funcao I'(x), que satisfaz

Iz +1)=2aI'(z), Yo e R\Z_,

logo
Nz+N)=(zx+N-1)...2T(z),

e como I'(N + 1) = NI, YN € N, temos

(—1)N Fz+N) [ —x
L(x)I(N+1) \ N |°
Buscaremos entao uma outra forma de representacao para a funcao I'(z). Neste
sentido temos o seguinte teorema de representagao integral:
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Teorema 4.2 Se Rez > 0, entdo

Demonstragao: Ver [11] p. 176.
QED.

Assim, se considerarmos u > 0 e v > 0, temos

F(u):/ et 1at,
0

I‘(v):/ e 5t'"ds,
0

/ / —(s+t) t(u 1) ('U l)dtds

Fazendo a mudanca de coordenadas

logo

a jacobiana é
cos?() —2rcos(f)sen(f)

sen?(f)  2rsen() cos(d) 2rsen(f) cos(h),

logo
Nuw)l'(v) = / / )= (cos(0)) 24 (sen()) 2V drdf

_ ( /0 o) 1dr> ( /0 ? cos ()2 1(sen(9))2”_1d9>,

INu+wv) = / e ) =gy,
0

mas, pelo fato de

temos

[NIE]

F(“) (v) 2u—1 2u—1
I(u+ v) 2/0 (cos(0)) (sen(9)) do.

Fazendo 7 = cos?(#), temos

),

1
(cos(6))* (sen(9))* " df = /0 A1 - ),

INIE]

logo

F(U)P(’U) _ lTu—l —r v—1 T
T re) _/0 (1—7)"Ldr. (4.1)

A funcao beta é definida por

(4.2)
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Voltamos a demonstragao do lema.
Pela equagao (4.2), podemos associar a fungao beta com o binomial observando que:

(—ﬁ) _ BB (BNt
N N!
N!
L(8 + N)

= (Ve rm T

Mas, por a = 28 > 0, podemos considerar § # 1, logo teremos definido I'(1 — ), e
assim:

<—5> IR RN ()
N L(B)I(N + 1)1 - pB)
(-D)Y¥  T(B+NIT(1-p)
rgra-g  LN+1)
fazendou =8+ Nev=1—- (3, temos u+v =N + 1, logo

(3 + N)I'(1-p)
(N +1)

=B(B+ N,1-p).

Portanto,

por (4.1), temos entao

-3 B (1Y 17_,6+N71 1 Bar
(Jv> - g, e

Agora vamos usar estes fatos para reescrever b,. Fazendo k = n + [, temos
+00
—B —B 2
b, = (=1 n n+ ,
s (I)(7)
1=0
donde
_1)n+l 1 _ B
b — -1 n < ( / Tb+n+l—1(1 o T)_BdT T’n+2l,
» = 0w !
como a integral e a série sao em variaveis distintas, temos

(== o 175 n-1(] _ B — [ B 2l
= Fwwa—ﬁ)té DT ”( z) dr.

=0

Mas, i(—l)l ( =P ) (rrH)! = (1 — r%7) 7. Portanto,

=0 !

n 1 7_,8+n—1
rwwu—ﬁyé<1—ﬂﬂl—ﬂﬂ¢“
QED.
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Fazemos uma extensao do lema 4.1, construindo uma representagao para r > 1:

Lema 4.2 Parar >1ea =28 >0, temos

1 +o0
1—re| o= = bng™,
L=rg ™ = = 7 bat

n=—oo

onde

1 1 FB4n—1
bp =b_p, = / dr.
(BT = 8) Jo (1—7)0(r? —7)°
Demonstragao: Considerando s = 1/r, temos 0 < s < 1, valendo o lema 4.1. E como
1 r2e
(1+ s2—2scosf)” - (1472 —2rcos)*’

temos
1 ,r2o¢

1= sgle |1 —rgl

Pelo lema 4.1, temos

1 +oo g™ 1 TBJrnfl "
[ 2 <F(ﬁ)1“(1—ﬁ)/0 (1—7)5(1—527)5>£’

logo
7“2(1 +00 1 1 Ta,rﬁJrnfl N
T—rel n:Z:OO(T”F(ﬁ)F(l—ﬁ)/o <1—T>ﬂ<r2—7>ﬂ>5’

donde

1 1 R 1 L g .
o <T”F(5)F(1—5)/o <1—T>ﬁ<v~2—r>ﬁ>§'

n=—oo

QED.

Lema 4.3 Para cada B € (0,1), r € (0,1] e inteiros | > 2

+oo
P[L=re[™) = > bng"

n=—oo
Demonstracao: Do lema 4.1, sabemos que
+00
[L—rg| ™= > bat",
n=—oo

onde

rn 1 Tﬁ+n71
= TN -5 /0 (1 =7)(1 =r2r)f"

Sabemos também que
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assim

+00
P (1—rgl™) = Pl< Z bn€”>
1

como vimos antes
_ k
1 in (2 &1 k=0 mod(l)
il (2jm+0)  _
S e -
j=0
logo n = kl com k € Z. Portanto,
“+o00
P(L—=rg ™) = > bt
k=—o0
Para cada | > 2, by; = b,. Para r € (0,1], temos a convergéncia garantida.

QED.

De acordo com os lemas 4.1, 4.2 e 4.3 temos o seguinte resultado:

Lema 4.4 Para cada B € (0,1), r > 1 e inteiro | > 2, temos

+oo
P(lL=r[™) = > bng",

n=—oo

onde
1 FB+ni-1

1
bin = rl"F(ﬁ)F(l — 6) /0 (1 _ T)B(TQ _ T)BdT'

Com o uso do lema 4.3, temos um teorema de representagao integral para o operador
de Perron-Frobenius [-ddico aplicado a fungao complexa |1 —r&| ™%, que surge naturalmente
pela simetria da configuracao poligonal.

Teorema 4.3 Para cada § € (0,1) er € (0,1] e inteiro I > 2. Temos

P 1 1 7_6—1 1 _( )2[ J
1—r£™ % =

=€) = =g J, == = e
Demonstracao: Pelo lema 4.3, temos

+oo
PlL=re[™) = > bng",

n=—oo

onde

rin 1 B+in—1
oin = b = T ) /0 @ nPa_r2np ™"
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Podemos reescrever a série na forma
“+o00 “+o0 “+o00
n n —MNn
§ bind" = E bin&" + E biné
n=—oo n=0 n=1
Por este fato segue que

+oo

rln 1 7—6‘””—1 n
=)= X (=57 |, =)

n=0

+00 ,rln 1 Tﬁ+ln71 B
+7; <F(5)F(1 - B) /0 (1—-8)5(1 — 727)5‘17') &

portanto,

B 1 1 7_5_1 +oo l +o00 o
AL=rél™) =t ), <1—T>ﬁ<1—r27>ﬁx(z(m e ) "

n=0 n=1

Fazendo \ = rl7!, temos

400

ey 3o
L i
(ESv=1ie nzl AET 4,
assim,
ZWMZW S e AR R
portanto,

1 1 61 1— (rr)%
(BT~ ) /0 AP )P |1 ()™

P11 —rEl™") =
QED.

Com o uso deste teorema de representagao integral, produzimos um resultado geral
de caracterizagao de certa familia de fungoes complexas.

Proposicao 4.4 Para0 <z <1,0<a<1en >3 temos

1 — 1
=15 -
Lt ( —|—x2—2xcos<2 j))

€ uma funcdo analitica e crescente em n.

Demonstragdo: Considerando & = €? temos, fazendo § = 0, que

[y

n—

1 1
Pp(|1 —2|™) = - :
n Jz: (l—i—xQ — 2z cos (2%»04
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donde 1 1

Y(w,m,a) = Py(|1 —x£]7%) — n(L+ 22— 22)«

Portanto, pelo lema 4.5 temos

- 1 1 FB-1 1— (r2)%" 1l i+47x -
Y(z,n, ) = T(B)T(1—3) /0 (1—7)8(1 — 227)8 (]1 —(rz)"2 nl- Tﬂ) dr,

visto que, pelo lema 4.1, temos

TG x§|a > et

n=—oo

com b, =b_,.
Logo, para £ = 1, temos

1 1 /1 B-1 1+ T:nd
= T.
(1—z)2 TPETA-8)Jy Q=781 —-227)P1—712
A analiticidade da funcdo v(x,n, ) em n, segue diretamente do fato da fungao

1— (r2)%" 1147z
(1—(rz)")? nl—r1a’

fn(xa T) =

ser a composicao de fungoes analiticas em n.
uanto ao comportamento crescente em n, devemos mostrar que LaENY) para todo
on
0<x<1,0<a<1en > 3. Neste sentido, observamos que

s 1 _ sen(m/3) >0,

pois 0 < B < %
B - 0
L

Entao

=A- / fna: T))dr.

Deste modo, mostrar que 8 > 0 é equivalente a mostrar que % (fn(z, 7)) é positiva.
A expressao de 2 A= (fn(x,7)) 6 obtida como segue: fazendo a1 =y e z = (27)? = 2,

temos 1_ 114y
POD =Gy Ty
Logo
o iz () —2(1—y) (Clng ey (12" | 114y
n (fuly,2)) = 1=y + 21—y

Como z = 4%, temos Inz = 2lnyecomo 0 < 2 <le0 <y <1, entdolnz <0e
Iny < 0. Denotando — Iny = a, teremos
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0 —2ay™ 11+y
an (falz, 7)) = m ﬁﬂ
(L+y)(1—y")? —2an’y"(1 — y)
n?(1—y)(1-y")?

Desta ultima expressao observamos que o sinal de a% (fn(x,7)) é dado pelo nume-

rador, por isto consideremos a seguinte fungao

d(n,y) = (L+y)(1—y")* — 2an®y"(1 - y),

com dominio
R={(n,y) eR?/n>3e0<y<1}

Queremos mostrar que ¢(n,y) > 0, em R.

d(n,y)
n?(14+y)

Condiremos entao a funcao , observamos que o sinal continua o mesmo, visto

que n?>9el+y>1, temos

¢(n>y) _ 1_yn ? n 1_y
n2(1+y)_< n ) T2y <1+y>'

Para mostrar que esta expressao é positiva, basta mostrar que é nao nula, pela

continuidade da funcao em n e em r. Considerando que esta seja nula temos

(1-y")? (1+y)
yr-n?-(1-y)

Mas, como 0 < y < 1, o que implica que Iny € [—o0,0), portanto, temos uma

Iny =

contradi¢ao por assumir a nulidade da expressao e assim temos que ¢(n,y) > 0.

QED.



Capitulo 5

O Problema de n+1 Corpos

5.1 Formulagao

Consideremos n massas mq, mo, ..., My, positivas e uma massa u desprezivel, isto é,
arbitrariamente pequena. Nosso interesse é descrever as equagoes newtonianas do movi-
mento desses corpos por acao das forgas gravitacionais.

Seja ¢ = (qus q1s -, Gn—1, Gn), cOM q; € R3. Sabemos que as equacdes do movimento

tem a seguinte expressao:
Mg =VU(q),

onde M = diag [mimimy..mpm,my,] e

m;m; m
ZH EZH%—@M

= llai = gl

Denotaremos

)= sy © P Zuqﬂmz

= lla: — gl = aill
Fazendo a mudanca de coordenadas,
q(t) = R(wt)z(t),
onde w é dado pelo teorema 3.1, temos que a equacao do movimento
Mg =VU(q),

toma a forma

WR'R s+ 2wR 'R &+ i = M~'VU (x),

onde
-1 0 0 0 -1 0
RIR'=| 0 -1 0 e RIIRF=|1 0 o0
0 0 0 0 0 0
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Portanto, temos a seguinte equagao diferencial:
i+ 2wKi = M'VU(x) + Wiz,

que define o sistema de equacoes diferenciais

oU. A
&, +2wKi, = 8—2(35) + Wiz,
z
aU; .
T; +2wKz; = 8; (x) + Wiz,
1

Nosso interesse é em estudar a estabilidade linear de p pela influéncia dos demais

corpos. Portanto, analisaremos a linearizagao da primeira equacao do sistema acima.

5.1.1 Linearizagao

Consideremos a funcgao

oU,

o
Jz, () +wlx,.

h(mu) =

Sabemos que zZ,, é equilibrio relativo, e assim: h(z,) = 0. Fazendo a expansao de
Taylor em torno de z,, encontramos:

£+ 2wKE = h(€ + ) = Dy h- €+ O(E2),

E+2wKE = (D <8U2 ($)> + w2[> v

Oz

portanto,

Pelo teorema 3.1, temos
8U2 ° m;
D(52@) == X 5 s~ Bupgu]
K j=1 HJ

e deste modo encontramos a forma linear da equacao do movimento para pu.

5.1.2 Caracterizagao da Analise Linear

Considerando uma solucio da forma & = e, temos:

8U2(ac)) + wa) £oe,

NeoeN + 226w KeM = ( D
Oz,

e deste modo temos definida a seguinte equacao

D <8U2<m>) §o + w?Igy — NIE — 2 wK & =0,
Oox,,
donde

[w2D <8U2(x)) + 1 — p2I - 2MK} & =0,
Oz,

A
com f = {5
Portanto, fazendo

F(u?) = det [wQD (ZQCUQ(@*)) +1—p2I— 2,uK] :
I

encontramos o polinémio de estabilidade linear.
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5.1.3 A matriz D (8U2( ))
Oz,

O potencial Us tem a expressao

donde
D <8%($)) = - Z dTJ.[I?)x?) — Buyjuy),

o termo uwuw ¢ da forma:

onde x; = ( (1) 52),1‘53)) Ty = (m&l),xf),x&)) . Assim

1 1) (2 2) (3 3
_(33;) x&)’g) x&)};)_ﬁ))
i = de ’
desta forma
1 (M2 W _ Wy, 2 (2
T 1 (2) @ (2) xﬁ)) () @ @ W%z) " )
Uity = 2 (@, — @ ) (@, —ap’) (z;” —xu”) ’
K . .. ($§3) _ xEL?’))Q
isto é,

s s l l
T ) — <<w§’—mL>><m§’—xL>>>
) pg st — .

5.2 Um Problema Restrito de n+1 Corpos

Em [25] Lindow apresenta a formalizacdo e andlise de um problema restrito, que
representa a dindmica de uma particula de massa desprezivel relativo as massas dispostas
em um anel poligonal. Neste artigo, ele apresenta a analise feita para determinacgao dos
pontos de libracao e usa uma teoria desenvolvida por Tisserand para representacao das
funcbes que aparecem naturalmente pela disposicao e simetria do problema. Devido a
esta representacao, Lindow consegue mostrar um teorema de simetria. Este foi melhorado
pelo Bang, em sua tese de doutorado, onde ele desenvolveu uma generalizagao das técnicas
usadas pelo Lindow, para potenciais com expoentes reais. O Lindow considera apenas o
potencial Newtoniano, e obtém o seguinte resultado:

Teorema 5.1 Sejam n massas iguais dispostas nos vértices de um poligono regular, gi-
rando em torno do seu centro com velocidade angular w constante. Consideremos a adi¢do
de uma particula p, de massa desprezivel. A fim de que a configuracao seja um equilibrio
relativo € necessdrio e suficiente que a particula p esteja em um eixo de simetria, numa
linha ortogonal a uma aresta, ou numa linha que passa pelo centro e um dos vértices.
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Este é um forte teorema de simetria para a teoria das configuragoes centrais. Foi
usado em outros trabalhos recentes, como por exemplo, em [21]. E serviu para inspiracao
e elucidagao do trabalho de tese do Bang, que usou de suas modificagbes na teoria de re-
presentagao para obter mais informagoes a respeito da simetria. Ele determinou a posigao
relativa da massa desprezivel com respeito ao poligono de massas.

Teorema 5.2 Sejam n massas iguais dispostas nos vértices de um poligono reqular, gi-
rando em torno do seu centro com velocidade angular w constante. Consideremos a adi¢do
de uma particula p, de massa desprezivel. A fim de que a configuracdo seja um equilibrio
relativo, € necessdrio e suficiente que a particula p esteja em um eizo de simetria, numa
linha ortogonal a uma aresta, ou numa linha que passa pelo centro e um dos vértices.
Onde p estd no eivo =0 ou § = 7 (a menos de rotagoes de 27”)

e No caso 0 =0, existem duas solugoes p=0 e p= Ry > 0.

e No caso 0 = 7., existem duas solugoes p= Rz, 0 < Ry <1 ep=R3> 1.

Temos como objetivo analisar a estabilidade linear da particula p relativo aos demais
corpos. Observando que em todos os casos a configuracao é instavel, visto que o poligono
é instével, como pode ser visto em [33].

5.3 A Analise da Estabilidade

Consideremos n massas iguais, m; = mo = ... = m, = m, dispostas nos vértices de
um poligono regular. Sejam as posicoes dadas por:

q; = (cos(#;),sen(6;),0),

0
onde §; = =T,
n
Como vimos as configuragoes que sao equilibrios relativos sao as planares. Usaremos
o teorema 5.2 para fazer nossas andlises. Consideremos inicialmente o eixo de simetria
0 =0.

5.3.1 Primeiro eixo de simetria [0 = 0]

Considerando a massa desprezivel, u, em coordenadas polares, (r,0), obtemos:
qp = Iqo-

Por estas consideracoes o vetor unitario é:

(cos(0;) — r,sen(6;),0)
Upg = d ’
1j

onde d,; = \/(cos(Oj) —7)2 +sen(6;)*.
Logo
(cos(0) —r)? (cos(B;) — r)sen(f;)

0
1

Uity = | (cos(8;) —r)sen(t;) sen(6;)? 0
HI 0 0 0
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Portanto, a matriz D (aUQ(x)), fazendo ¢; = cos(f;) e s; = sen(f;), tem a forma:
Oz,

n 1 )2 . .
PN S I Il B U USSR A
(@) > | (e =r)s S
" j=1 K 00 1 K 0 0 0

(c‘fr2 —3(c; —1)s ]
1-3 ]dQQ 22' L0
m % m o,
- Z o —3(cj2— T)$8; 1 3; 0
7=l # duj dw
I 0 0 1|

Podemos escrever o polinémio de estabilidade na forma:

F(u?) = det [ 2D <gg2( )) +1— 2T —2uK ]|,
"

onde I é a identidade 3 x 3 e

0 -1 0 100
K=|1 0 0| e I=]010
0 0 O 0 00
Portanto, fazendo z = u?, encontramos:
a(n,r) + (1 — p?) e(n,r) +2u 0
F(z) = det e(n,r) — 2u b(n,r) + (1 — pu?) 0 ,
0 0 d(n,r)

onde

mw
d(n7 T) = - Z dg - H2'

j=1 K

Deste modo, encontramos a expressao do polinémio F(z):
F(z) =d(n,r) - [(a(n,r) + (1 = 1)) (b(n,7) + (1 = p?)) = (e(n,r) = 2p)(e(n, ) +2u)] .
portanto, as raizes sao encontradas fazendo d(n,r) =0 e
a(n,r) - b(n,r) + (a(n,r) + b(n,r))(1 = p*) + (1 — p*)* = (e(n,r)* — 4p*) = 0.
No caso d(n,r) = 0, temos
-2 n -2

_me — =0 = 2 ZWZ'; ,

Jj=1 W j=1 Mj
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-2

n
mw
como d,; > 0 para todo n, 7 e m > 0. Entao — Z o € R*. Logo
j=1 K]
mw=2\
pw==x B 1.
uj

Por estas observacoes, vemos aqui aplicada a proposicao 3.17 sobre a estabilidade
normal dos equilibrios relativos. Para nossa andlise sobre a estabilidade planar iremos
considerar, sem perda de generalidade, m = 1.

Fazendo z = 2, obtemos:

22 +[2 = [a(n, ) + b(n, )]z + [(a(n, ) + b(n,)) + a(n,r) - b(n, ) + 1 — e(n, 7“)2].
Para que z seja real e negativo temos que ter:
(i) 2—la(n,r) +b(n,r)] > 0;
(ii) a(n,r)+b(n,r)+a(n,r)-b(n,r)+1— e(n,r)? > 0;
(i) (a(n,r) —b(n, 7)) = 8(a(n,r) + b(n,r)) + 4e(n,r)* > 0.

Encontraremos um intervalo onde a condigao (i) é satisfeita e mostraremos que neste
intervalo a condicao (iii) ndo é satisfeita. Para passarmos a esta andlise consideremos

inicialmente o seguinte lema:

Lema 5.1 Para todon >3 er >0, temos e(n,r) = 0.
Demonstragao: A expressao de e(n,r) é:

Zn: <cos (2]7”> - 7“) sen <2T7r>
j=1 <1 + 172 —2cos (21:)>3 |

Observamos que para n impar temos:

e(n,r) =

(1) sen(%) =0&j=n;
(i) sen (27) = —sen (207,
(iii) cos (21”) = cos (@)7

n

para todo [ € {1, ..., ”T_l} Logo por simetria, temos e(n,r) = 0. Para n par, temos:

n

(i) sen (%7) = —sen (22=07);

l”) = cos (W),

n

. 2in .
(i) sen<7—> =0&j=mnoui;

[\

[\

(iii) cos (

para todo [ € {1,..., 5 — 1}. E assim concluimos a demonstragao.
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QED.
Por este lema, as condicoes ficam na forma:

2 — [a(n,r) + b(n,r)] >0, (5.1)
a(n,r) +b(n,r) 4+ a(n,r) - b(n,r) +1>0, (5.2)
(a(n,r) = b(n,1))* = 8la(n,7) + b(n, )] 2 0. (5-3)

Vamos inicialmente considerar a condigao 2 — [a(n,r) + b(n,r)] > 0, sabendo que

n -2
w

(@+0)(n,r) =

T
j=1 (1 + 72 — 2r cos (2]—”)> ’

n

Mostraremos o seguinte lema:
Lema 5.2 Para todo n > 3 existe r > 1 tal que 2 — [a(n,r) + b(n,r)] > 0.

Demonstracao: Observamos a priori que
(CL + b)(naT) = f(n) : g(n,r),
onde f(n) = w~2. Por esta decomposicio a condigdo é reescrita sob a forma:

g(n,r) < f(2n) =2.wk (5.4)

Considerando a desigualdade (5.4), o lema é equivalente a mostrar:

., 0
(1) 59(7%7’) < 07
(ii) 7qEIJ'rnoog(n, r) = 0.

A igualdade (ii) segue facilmente da expressao de g(n,r). Para a desigualdade (i)

consideramos a expressao da derivada, dada por:

n

2r — 2 cos <2ﬂ) 55)

0 3
_ ( , ): ——.
or?t ng 2 <1+r2—2rcos<%>)

N

Observamos que

logo

para j € {1,...,n}. Portanto,
n 2r — 2 cos (%)

1 (1 + 72 — 2rcos (%))

e deste modo, segue que %g(n,r) <0, paratodon>3er > 1.

ot

J
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QED.

Uma vez que temos a existéncia de um r € R, podemos indexar tal r ao valor de n e
investigar qual o comportamento a medida que o n varia. Neste sentido temos o seguinte

lema:
Lema 5.3 Para todon >3 er > 1, a fungio g(n,r) é decrescente em n.

Demonstragao: Considerando n uma varidvel continua, temos que g(n, r) é diferencidvel,
logo

5 Lo gosen (47
ot = 2
j=1 <1+r2—2rcos (2] >>

Para n = 2k, temos
29
sen | — | =0,
n
. n '
para j = 5. Podemos reescrever a soma na forma:

=N j - sen (2]”) n—1 j - sen (
+

5
(1+r2—27“cos(2 ))2 J=5+1 (1—1—7“2—27"005(2]7))

Como sabemos

1M

ot

-2 27
1<j<n:>sen<jﬂ>>0,
2 n

9
Z+1§j§n—1:>sen<‘m><0.
n

Além do mais, para 1 < j < %2, temos pela simetria que:

(37 (207,

<2j7r) (2(71 — ])71')
cos| — | =cos | ———— .
n n
Portanto

n-1 J - sen (2”> 2! (n—2j)‘sen<2] )‘

5

j=1 (1+r2—2rcos (23”)>§ j=1 (1+r2—2rcos (2] ))

Logo %g(n,r) < 0. O caso n = 2k + 1 é semelhante.

njot

QED.

Usando o lema 5.3, o fato que

|
—

n

(1 12
7=1

Sen
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é crescente em n, ver proposicao 4.4, e

podemos representar a condicao de estabilidade por:

g(n,r) < 2w (5.6)

Mas, pelo lema 5.3 a equagao (5.6) serd sempre satisfeita para r > r,, e estes
resultados nos dao o seguinte corolario:

Coroldrio 5.3 Para todo n > 3, temos a equagao (5.6) satisfeita para r € [ry,, +00).
Representamos o comportamento descrito pelo coroldrio 5.3, na figura:

180
160
140

120

100
80
60

40-\

20—\

n=3 - n=4 n=5 — — n=6 |

Deste modo o coroldrio 5.3, dd-nos o comportamento de variagado da equagao (5.6)
em fungao da variacdo de m. Usaremos a restricdo ao intervalo [r,,00) para mostrar o
seguinte resultado:

Proposicao 5.4 Para todon >3 er € [ry,00) temos
(a(n,r) — b(n,r))* — 8[a(n,r) + b(n,r)] < 0.

Para construcao da demonstragao desta proposicao, iremos descrever dois resultados
preliminares.

Lema 5.4 Para todo n > 3, temos

a(n,r) >0 e aard(n,r) <0,

para r > 1.



46

Demonstra¢do: Analisaremos a expressao:

2
a(n,r):_il 1 3(008(25‘) T)

3 o 2
j=1 duj dyg

Observamos inicialmente que:

4
lim a(n,r)~ lim — =0.
r—+00 r—+oo 1

Calculando a derivada em r, obtemos:

gd(n | zn: _3 <1 - —3((:05(;#) ") > <2r — 2cos <27 ))
or =T 2 :

2
j=1 <1+r2—2rcos (2]7T>>2

n

(cos(5)r) | Bleos(57)—r )" (2r—2cos(%1))

(1+r2— 27"005(7)) (1+r2—2rcos(237”))2

3
<1 + 72 — 2rcos <2j7r)) ?

_|_

O termo

2jm

De fato, pois seu caso extremo ocorre quando cos ( ) = 0, e por estarmos con-

siderando r > 1 temos
r2 1—2r2
= < 0.
1+17r2 1+ 172

Uma consequéncia direta deste fato é que a(n,r) > 0 Vn > 3.

Podemos reescrever a derivada como

0 .
ga(nr ;Anr + B(n,r),

com A(n,r) >0e B(n,r) <0, Yn > 3, e com expressoes:

S (1 - Hon ) ff) (2r — 2c08 (22)) |

A(n,r) = 5
2 <1+T2—2rcos<2“))2
() -r) oo (3E) o 2)
Blnp) = e T (roaren(3E))”

(1 + 72 — 2rcos (29”)>

Mostraremos que A(n,r) + B(n,r) > 0, Vn > 3. Para tal ¢ suficiente mostrar que

[A(n, )|

> 1.
| B(n,7)|
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nao ¢é dificil observar que este quociente é equivalente ao quociente:

(14 areos (32)) —5 (12 4 oo (22)))|

‘2(1 — cos? <2JT”>)’

> 1.

2jm
Visto que o denominador atinge seu valor maximo para cos ( 27 ) = 0. Temos

|1 —3r2| _
T>17 pois r > 1.

QED.

Agora consideraremos o seguinte lema:

Lema 5.5 Para todo n > 3, temos

o ~
b(n,r) <0 e Eb(n, r) >0,
para r > 1.

Demonstragao: Mostraremos inicialmente que B(n, r) <0,Vn >3 er > 1. Claramente

temos a seguinte equivaléncia:

b(n,r) <0 <« lim b= —oo,

r—1t

lim b(n,r) =0,

r—+00

b(n,r) #0,Yn>3er > 1.

Considerando n impar podemos reescrever a fungao b(n,r) na forma:

"7 1472 — 2rcos (2M> — 3sen? (23—”)
~ 1
b(n,r):——l+2z )
(1+72—2r)2 j=1 (1+r2—2rcos (2‘”)>2
Por esta expressao vemos naturalmente que lim b= —ocoe lim b(n r) = 0. Resta-
r—1+ r—+400
nos mostrar que b(n, r) # 0. Mas vemos claramente que
1 "5 1412 — 2rcos (2”) — 3sen? (QJTW)
P 72 Z 3
(L+7r*—2r)2 j=1 <1+T2—2rcos<2]7r))2

Pois mesmo que o numerador da soma seja 1, o que é improvavel, o numerador da

. .. Lo , .-
soma é certamente distinto de (1 + 72 — 27)2, visto que este tem raiz 1, e os demais nao.
O caso n par é equivalente.

Mostraremos agora que b(n,r) > 0. Usaremos o mesmo argumento acima,

or

mostrando as equivaléncias:

d - d 5
Eb(n,r) >0 < rl;r{l_k Eb(n r) = 00,

lim gb(n r) =0,

r—+oco Or

0 -~
Eb(n, r) # 0.
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Mais uma vez consideraremos n impar, sendo equivalente o caso n par. A derivada
toma a forma:

—3(9p_9 2 .
2b(n r) = 2(—7")5 +2 Z <2r — 2cos (2‘”)>,
or 1+r2-2r): ‘o n
onde .
- =3 15sen? (277”)
A(n,r) = 2 +

5 7
(14—7“2—2(:05(2”))2 (1+r2—2rcos (23”)>2

E fécil ver que lim 3 32 (n,r) =00 e lim éb(n r) =0, restando mostrar que
r

9 r—1 r—+oo Or
a—l;(n, r) # 0. Mas este fato é verificado ao observarmos que
r
3 BN .
s (2r —2) 25
2(—5 Z <2r—2005 (‘7)) .
(1+72—2r)2 =1 n
Pois o denominador da soma é o produto dos polinémios (1 + 72 — 27 cos (2“)) 2
com j=1,. 2 , € portanto, polindomios distintos. Mas estes polinomios nao se anulam

emr =1. E portanto a desigualdade se caracteriza.
QED.

Agora podemos exibir a demonstragao da proposigao 5.4:
Demonstrac¢ao: Trataremos a desigualdade de forma direta usando os lemas 5.4 e 5.5.
Observamos os seguintes fatos:

(i) (a+0b)(n,r) >0, a(n,r) >0eb(n,r) <0Vn >3 er>1,donde a(n,r) > |b(n,r)|;
(i) (a+b)(n,7) < 2w? para r € [ry,, 00).
Temos também que
(a—0b)(n,r) < (a+a)(n,r) < (a+a)(n,r)+2(a+b)(n,r)+(|b| +10])(n,r) = 4(a+b)(n,r).

para todon >3 e r € [ry, 0).
Temos que (a — b)(n,r) < 2w?, pois

0
—(a=b)(n,7) <0,

lim (a — b)(n,r) = 0.

T—00

Portanto,
[(@ = b)(n,r)] - [(a = b)(n,7)] < 4(a +b)(n,r) - 2>,
QED.

A proposigdo 5.4 mostra que a condi¢ao (5.3) nao é satisfeita para os valores de
r € [rp,00), e deste modo obtemos o resultado central desta segao:

Teorema 5.5 Para a configuracdo poligonal com n massas iguais nos vértices, as posigcoes
de equilibrio para uma massa desprezivel no eixo de simetria 8 = 0 sdo instdveis, para todo
n > 3.
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5.3.2 Segundo eixo de simetria [0 = 7]

Passemos ao segundo eixo de simetria, onde a posicao da massa desprezivel, pu,

representada em coordenadas polares toma a forma:

= (o () (7))

Deste modo

(cos (2%) — 7 Co8S (%) ,sen (%) — rsen (%) ,0)

Uy =
) ] )
dH]

onde
27j 2 2mj 2
dj = \/<cos <7U> — 7 cos (W>) + <sen <7TJ — rsen (W>>> ,
n n n n
ou seja,
0
dij = <1 + 72— 2cos <]7T - W)) .
n o n
2
<cj — rc%> (cj — rc%) (sj — rs%) 0
W= b 2
Upgthyg = g2 (cj - rc£> <sj - 7’3z) (sj — 7“81) 0|
14 n n n
0 0 0
onde c¢; = cos(f;), s; = sen(f;), sz = sen(r) e cx = cos(r) . Portanto, a matriz
oU.
D (2(51;)), tem a forma:
oz,
n ( 1 00 5 (cj —rex)? (¢j —rez)(sj—rsz) 0
m n n n
_ZdT 010 5 (¢j —rez)(sj —rsz) (sj—rs%)2 0
j=1 "HJ 0 0 1 K 0 0 0
[ cj—rex) —3(¢; —rex)(s; —rs= 1
. 3( e j "2)( j—rs=) 0
n d,.j dyj
m 2
= - Z s —3(¢; —rez)(s; —rsz) . 3(sj —rsz) 0
j=1 K d2 ) d2 ]
g HJ
0 0 1
Podemos escrever o polinémio de estabilidade na forma:
oU. A
F(u?) = det |w™D —2(1‘) + 11—y —2uK|,
Oz,
com as mesmas notagoes usadas na segao anterior. Temos:
A(n,r) + (1 — p?) E(n,r)+2u 0

F(p?) = det E(n,r) —2u B(n,r) + (1 — u?) 0 ,
0 0 D(n,r)
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onde ( 2
D w2 cj —rex
Aln,r) = _Z ) (1_3%1 ,
j=1 K 1
" mw2 (85 — rsx)?
Bnr) = =) ~m— 137z |
j=1 M 1
n -2
E(n,r) = 32777%; (cj—rm) (sj—r.n),
P " "
n -2
mw
D(n,r) = - Z BT T
j=1 K]

Calculando o determinante da matriz acima, obtemos o polinémio de estabilidade
com expressao:

F(z) = D(n,r)-[(A(n,7) + (1 = p?))(B(n,7) + (1 = p*)) = (E(n,7) = 2p)(E(n,7) + 2p1)] -

Do mesmo modo que foi feito no primeiro eixo, por termos a decomposicao do
polinémio, obtemos a estabilidade normal por fazer D(n,r) = 0, uma vez que esta ex-
pressao é igual a expressao de d(n,r), e novamente vemos aplicado o resultado geral sobre
estabilidade normal de equilibrios relativos.

Seguimos nossa andlise fazendo o outro termo igual a zero:

[(A(n,7) + (L= p®))(B(n,7) + (1 = p*)) = (E(n,7) — 2p) (E(n,r) +24)] = 0.

Encontrando assim o polinémio de estabilidade planar, que nos dé as condicGes de

estabilidade. Com célculos simples encontramos a expressao deste polinébmio na forma,

fazendo z = p?:

22+ 2= [A(n,r) + B(n,7)]]z + [A(n,7) + B(n,r) + A(n,7) - B(n,r) + 1= E(n,r)’].
Deste modo as condigoes de estabilidade sao dadas pelas desigualdades:

(i) 2—[A(n,r)+ B(n,r)] > 0;

(i) A(n,r)+ B(n,r)+ A(n,7) - B(n,r) + 1 — E(n,r)*> > 0;

(iii) (A(n,7) — B(n,r))2 — 8(A(n,r) + B(n,r)) + 4E(n,r)* > 0

Para este eixo de simetria faremos a andlise para as posicoes de equilibrio com
0<r<l

Segundo eixo de simetria para 0 <r <1

Faremos uma abordagem direta a primeira desigualdade, que traz consigo a deter-
minacao da instabilidade por indicios numéricos. Observamos que a funcao (A + B)(n,r)
que tem expressao:

n o2
= JZ=:1 (1 + 12 — 2r cos ((2j;1)”>)3/2’




o1

é positiva para todon > 3 e r € R. Pelo comportamento conhecido da funcio w?, podemos
reescrever a primeira condigao na forma:

2w? — (A+ B)(n,7) > 0,

onde
n

- = 1
(A-I-B)(nﬂ”):j; (1+7«2_27«COS (@>>3/Q.

Temos o seguinte lema, que caracteriza esta funcao:

Lema 5.6 Para todon >3 e0<r <1, (A+ B)(n,r) é crescente em r.

Demonstracdo: Consideraremos o teorema 4.3 para representar a fun¢ao (A + B)(n,7)
((2j—D)m
como uma integral e poder fazer uma analise direta. Tomando £ = ez< n ) temos

(A+B)(n,r) = Pu(l1-rel?)

B 1 1 rB-1 1-— (T?")Qn -
~ (Bra-s) /0 (1=7)P(1—r27)P |1 - (TT)”é!Qd '

Claramente a integral é uma funcao diferencidvel em r. E portanto, precisaremos
derivar apenas a funcao

1— (rr)?"
(L =727)P[1 — (7r)"¢]?

¢(n7 T) =

Substituindo nesta funcio os valores relativos a funcao (A + B)(n,r), encontramos

1—(rr)%

d(n,7) = (1— 7“27')% (1 — (77r)™ cos (@) + (7'7")2”> .

Calculando a derivada desta funcao em r, obtemos

— ()" —(17r)2n" n i—1)7 n—
9 —2n7(rr)?t 4 [%7’77(1(1(_722)) +n- 7‘(11_((TT))7L§|)QT(TT) (cos ((23 nl) ) —2(r) 1)]

3
(=201 (g
(5.7)
Faremos uma andlise de alguns termos, para tal consideremos:

n-(rr)", ’11__((7_% e (cos ((Qj:ll)”> - 2(Tr)”—1> .

Fazendo y = 7r, temos n - (7r)" = n - y", faremos a derivada em n. Considerando
que 0 < y < 1, temos

d
%(ny") =y"+n-In(y)-y" <O.
Como [¢] = 1, segue que
1-— (T?")Qn ~1
1= (g2~

Claramente o termo ‘(cos ((2j_1)7r> — 2(7’7’)"‘1)‘ < 2.

n
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Portanto, quando consideramos a expressao (5.7), temos que os termos

n. A0 g <cos (Qj = D”) - 2(Tr)"1> ,

U= (el n

—2n7(rr)? 1,

vao para zero a medida que n cresce, prevalecendo o termo

3 (1= (mr)*)

rT———
2 (1—7r2) "’
, . 0

que é positivo. Portanto, por estes fatos segue que a—gﬁ(n, r) > 0. Por outro lado temos
T

o, t,o0
e A+ B = A- [ B Lomrr

E, como A > 0 e B > 0, segue que o sinal de %([l + B)(n,r) é dado pelo sinal de
9 sin.m)
or V77
QED.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 5.6 Para 3 < n <20 e0 <r <1, temos que considerando n massas iguais
nos vértices de um poligono regular e uma massa desprezivel no eiro de simetria 6 = 7 as
posicoes de equilibrio relativo para a massa p sao instaveis.

Demonstracao: Observaremos que a condi¢ao
2w? — (A + B)(n,r) >0,

nao é satisfeita para 3 <n <20e 0 < r < 1. Usando o lema 5.6, temos que (A + B)(n,r)
é crescente para 0 < r < 1. Observamos que

lim = (A + B)(n,r) = n.

r—0

Obteremos que 2w? < n, para 3 < n < 20. w? é crescente em n, portanto é suficiente
observar que 2w? < 20, isto é,

19
1 1
]:]_ sen ?
Esta desigualdade é satisfeita visto que
19
1 1
~ 19, 875.

2 Z (ﬂ)
j=1 sen (7
Deste modo (A + B)(n,r) > 2w? e portanto temos a instabilidade.

QED.



Capitulo 6

Existéncia de Equilibrios Relativos
e Bifurcacoes

6.1 Preliminares

Consideraremos as equagoes das configurages centrais expressas em [12], para fazer-
mos uma andlise das bifurcagoes que surgem quando consideramos a massa central como
um parametro. Tomando a representacao em coordenadas polares, (r,0), para a massa
desprezivel, e considerando as coordenadas rotacionais em torno da origem com velocidade
w dada pelo teorema 3.1, ¢(t) = R(wt)z(t), obtemos a expressao das configuragdes centrais:

M™VU(q) — A\¢ =0, (6.1)

e (r,0) = mo(1—r°) +n- (h” <71« 9) B T?’h"(l))’ o

onde

n ( > ln 1—%005(@—9)
n

Njw

=1 (1+%2 21 cos <M70)>
1 n—1
~in sen(17)
7=1 n

Podemos verificar esta forma da equagao para as configuragoes centrais partindo da
equacao dos equilibrios relativos

M™VU(z) 4+ Wiz =0, (6.3)
n
_mymy mom] .
onde U(x E E g Consideraremos m; = 1, para
i — il & Tyl H%—%H 7o oP
1<j 1

j =1,...,n. Deste modo, para o problema restrlto estamos interessados na equagao:
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I =0. 6.4
Zumu—x]w”“’ & (64)

Fazendo o produto interno desta equacao com a posicao x,, obtemos:

2 n_2
— <z >
Y L L (6.5)
[E] = |lzp — 2]
L cos (; — 0) 9
_|_ —w” =0.
Z qu—x]H?’

Como pode ser visto em [35], a velocidade angular w do problema poligonal com
uma massa central mg esta relacionada com a velocidade angular @ do problema poligonal
por: w? = ©? +mg. E para manter um argumento Unico no parametro fazemos um ajuste
no denominador ||z, —z;||*> que tem a expressao : (14 7% —2r cos(f; — 0)) pondo 7% em
evidéncia. Deste modo se substituirmos estas novas expressoes em 6.5 obtemos 6.2.

Como visto no capitulo 5, Lindow e Bang mostraram usando uma teoria de repre-

sentacao integral para funcoes complexas, que as solugoes da equacao

w(rv 9) =0,

estao nos eixos ¢ = 0 mod(};). Exploraremos a expressao da funcao (r, ), buscando
caracterizar seu comportamento.

6.2 Primeiro eixo de simetria [§ = 0]

Aqui analisaremos o comportamento da expressao de v (r,0):

b(r.0)=n- (hn <10) _ hn(l)Ts)‘

Nosso objetivo é encontrar uma caracterizagao do comportamento desta familia de
fungOes parametrizada pela variacdo de n. Observamos que a expressao de hn(%7 0) tem
como denominadores os polinémios da forma:

1+%—%C08<@).

Deste modo, temos os limites:

zn: 1- 1 cos <2(w;1)7r) 1
o lim 9(r,0) = lim g = lim =—4-=0
+ 3 + L
r—0 r—0 et (1 " 12 %COS (2(*y;1)7r)> 2 r—0 -3
1
1 0)= 1 T - .
R TP T
1-1
. hm P(r,0) = lim T = +00
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e lim #(r,0) = lim (n2 —n- hn(l)r3) = —00.

r—+00 r—+00

Estes limites evidenciam um comportamento que caracteriza o seguinte resultado:

0
Proposicao 6.1 Para todon > 3 er >0, a—¢(r, 0) <0.
r

A expressao da derivada é:

o - n T%cos (M>
Eip(r’ Ve ‘Yz—:l (1 + %2 — %cos (W))
(1o (2522)) (3 + o (529))] gt
2 4L 2 gog (20=0r)) 3 4 Hsen ()
( + 3 Tcos( - ))

Antes de demonstrar esta proposicao, precisamos fazer algumas consideracoes, e

(6.6)

por estas determinar um modo adequado de representar a expressao da derivada a ser
analisada.
Consideremos a expressao, com 0 < r < 1:
1
(1472 — 2rcos(¢,))?

2(y—1)mw

(6.7)

Se considerarmos z = ™7, onde Py = — 6, teremos que z + 21 =2 cos(1).

Usando as formas binomiais, para s racional:

1 400 1t .
——] —1 7,0 .
(A= r2) —i—ZH(s—i—k‘ )riz (6.8)
=1 k=1
e
1 +oo ¢ ' '
mzl—i—zn(s—l—k—l)r% ’ (6.9)
i=1 k=1
e que
(1—rz)- Q—rz"H)y=1+r2—2r cos(1), (6.10)
encontramos
—+00
1 1 1
= =-Y BW. 11
(I+72—=2rcos(¢py))* (1 —rz)s(1—rz7l)s 2 _ZO:O s % (6.11)

Podemos demonstrar que esta expressao € a série de Fourier para a funcao

1
(1472 — 2rcos(y))®’

(6.12)

que é 2m-periddica e é par. Portanto,

w_ 2 [7 cos V¢
B = T /0 (1+7r2—2r cos(qb))sd(ﬁ‘ (6.13)




o6

Como pode ser visto em [51], Bé”) = Bﬁ‘”, tal propriedade segue da natureza dos
coeficientes na série binomial, e serd usada a seguir na obtencao da férmula (6.14).
Esta série converge quando 0 < r < 1. Deste modo, temos

n 1 1 +o00
B : 6.14
; (1+7r2—2r Cos(wv))s 2 VZO ; cos(vipy) (6.14)

Temos também

n b
—1)b] sen(%?
Zcos[a + (v — 1)b] = cos [a + (n—1) ] ( i ), (6.15)
2 sen(s)
entdo, fazendo a = —vfh e b = 2”—” obtemos:
n
Z cos V(1) = n - cos(vf). (6.16)
v=1
Portanto
n 1 1 +oo
=|= - B{MY) A0 6.17
5 Zn B cos(nAf) | . (6.17)
= (L4172 —=2rcos(¢hy))* 2 &~
Temos, por estes fatos, o seguinte resultado:
+oo
Proposigao 6.2 Para todon >3, s € Q e 6 =0 mod(% Zn B™ cos(nAg) >
/\ 0
+00
Temos também o seguinte fato geral sobre a série 3 Z n - B cos(nAf):
A=0
Proposigao 6.3 Para todon > 3, s € Q e § = 0 mod(, Zn B ) cos (nA\@) €
decrescente em n.
Demonstragdo: Basta considerar a equagao (6.17), e o lema 5.3.
QED.
Considerando p = %, teremos p > 1. Fazendo um ajuste na série para p > 1,

obtemos:

" 1

1 n
;1 (1+p% —2pcos(ih,))*  p [ Z” B{"™ COS(TM@)]

Faremos uso desta representagao em série para reescrever a derivada como segue:

: g =)
50 0) [pr= =201+ %)}

5
=1 (1 + p? —2pcos (W)) :
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N 2y—1)my ) 2 .
; cos (20501)) "+ 3 3 3 1

v=1 (1 + p? —2pcos (2(7;1)”» 2 47

Usando as formulas

n
Representaremos o termo E

5
v=1 (1 + p? — 2pcos (LV:)”)) ’
desenvolvidas acima teremos:

Zn: COS (W)

- =
— 2(y=)m )\ 2
v=1 (1 + p% — 2pcos (#))
1 | X 2y —1 2y —1
5 | 2B Y o <(’Yn>7f> cos <,,<7n>7f)
—0o0 v=1
Mas, sabemos que:

o (2(7 - 1)7r> o <V2(7 — )7

- ’

> cos <%> + cos (%)

n n 2
donde
- 2(y -1 2(y -1 - 2(y -1
3 cos <M> cos <y<7>ﬂ> =3 cos <y<7>7r> -
= n n po n
portanto,
n 2(y=1m +oo
cOS< n ) _ 1 [Zn B
v=1 <1 + p? —2pcos (72(7;1)”» L b :

Consideremos agora o termo

i cos (@)2%—3

=1 (1 + p? = 2pcos (2(7;1)“))

(S5 (o (BT ) s (420 )

ot

—00 y=1
No entanto,
(y=Dm
. 2 cos — +7

cos (2(7 1)7T> +3= ( 5 > =

u 2y — 1)) -
Z (COS < (v )W> + 3) cos <2(7 1)7r> =
v=1 "

n 4(7—1)7r) (2(7—1)7r) n
cos ( cos ~ 7 2y — )7
5 + By Z cos < - > ,
y=1 v=1

donde,



o8

g ( (””)2 +3> cos <2(’Y;1>”> b,

Deste modo,

n cos (20=Lm i +3 oo
2(y—1)m g 8p %
=1 (l—i-p2 — 2pcos (T)) A=0
Por estes fatos temos

0 —2p2(1 + p?)
By 0) | o=

3 n—1

1
4p? ; sen(%ﬁ)

3"’1 1

— sen(1%)’

Z B(n)\

Sl

9 3 15 2 (nA)
iaw(ho) ‘p:%: <—2p —|—§p —2p> [ ZB

“+o00
Para todo n > 3, temos n - ZB

mmm

>0e —2p3 +15p2—2p<0Vp€R Deste
A=0
modo, temos mostrado

0
8*7#(7“,0)<07Vn23,0<r<1em020.
r

Para r > 1, temos

B 3 2
Eib(ﬁ O) | L _2p

1
4p? ; sen(17)

Z B%n/\)

Pelo mesmo argumento usado anteriormente, encontramos

2

d
5¢(T,0)<0,Vn23,r>1em0:0,
,

Para o caso # =0, mg > 0, a fungao ¥(r,0) toma a forma:

O(r,0) = mo (1— %) +n <hn (io) _ rshn(1)> ,

logo

%d}(r, 0) = —3mgr? + % (n (hn C,o) — r3hn(1)>> <0.

Portanto, temos demonstrado a proposi¢ao 6.1 para ambos os casos. Agora podemos
apresentar o seguinte teorema:

Teorema 6.4 Para cada n > 3 temos:
(i) Para mg =0, r =0 € solugdo da ¢ (r,0) = 0;
(i) Para my =0 er >0 existe inica solugdo para a equagao ¥ (r,0) =0

(iii) Para mo >0 e 0 <r <1 existe unica solugdo para a equagdo (r,0) =0



59
(iv) Para mg >0 er > 1 existe unica solu¢ao para a equagao ¥(r,0) = 0.

Demonstragcao: Basta usar a proposicao 6.1 e os comportamentos assintéticos da fungao
¥ (r,0), descritos no inicio da segao.

QED.

Como corolario do teorema 6.2 temos:

Corolario 6.5 Consideremos n massas dispostas mos vértices de um poligono regular e
uma massa disprezivel p no eizo de simetria § = 0. Consideremos a posi¢cdo da massa
desprezivel em coordenadas polares (r,0). Para uma massa central mg = 0, existe uma
unica posicao de equilibrio relativo para a massa desprezivel p, com r > 1, e a posi¢ao
r = 0. Para uma massa central mg > 0, existem exatamente duas posi¢oes de equilibrio
relativo da massa desprezivel p, uma para 0 < r <1 e uma para r > 1.

6.3 Segundo eixo de simetria [§ = %]

. - x . ~
Consideraremos a funcao ¢ (r, 7). Iremos analisar a equagao
T
P (r, —) = 0.
n
Neste sentido temos o seguinte teorema de existéncia:

Teorema 6.6 Para cada n > 3, temos
(i) Para my =0, r =0 ¢é solugdo da equacao ¥ (r, %) =0;
(ii) Para mg =0, 0 <7 <1 exziste solu¢io para a equagdo Y(r, ) = 0;

3 1« 3 1«

°hy (1) — hy (=, 2 r3h, (1) — h, (=, T

n(1) = fn( "), enquanto nll) = fn(zr ) >0 para 0 < r <1,
1—r3 1—r3

existem pelo menos duas solugoes para a equagdo ¥(r, ) = 0;

(i4i) Para mgy <

73hn(1) — hy (L, T)

r’'n

(iv) Para mgy > , 0 < r < 1, nao existe solucao para a equacao

1—73
w(rv E) = 0;
n
(v) Para mog > 0, existe solugdo para a equagdo ¥(r,7) = 0 que estd no intervalo
(1,14 ¥/4). E para n > 21 estd no intervalo <1, 1+ 3 nz—_z_@l)

Demonstragao: Inicialmente mostraremos que: ) (17 %) > (0 para n > 3. Temos

n(1D)=15 ]

logo mostrar que v (1, %) > 0, implica mostrar que

n n—1

1

1

2n
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e, cComo

segue que
hy, (1, %) > ha(1).

Consideraremos agora o item (i). Pela expressao de 1) (r, %) é natural que r = 0
seja solucao da equagao (r, %) = 0. Agora consideremos o item (iz). O sinal da fungao
P (r, %) ¢é dado pelo sinal de

4
(1 + 72— 2rcos (@))

cos (@) 3
(1 + 72 — 2rcos (@))5

Estimamos o sinal da funcao 1 (r, %) para 0 < r < 1, observando que para r ~ 0 o

. 1
2 =0,
j=1 <1 + 172 — 2r cos (ij)ﬂ))

i z": cos (W)_
J=1 (1 + 72 — 2rcos (W))

cresce em moédulo. Portanto temos um intervalo (0,7*) onde % (7“, %) ¢ negativa. Deste

T[]

3
2

1

sen(J )

%
.

o,
i Mm:
I
o,
i Mw\s
I

termo

N

enquanto que o termo

3
2

modo, encontramos a existéncia de um valor de 0 < r < 1 tal que ¥ ( ,1) = 0, visto que

n
Y (1,Z) > 0.
Consideraremos agora o item (7i7). Considerando a massa mg positiva e mg ~ 0,
mostraremos que (r 3) tem pelo menos duas variagoes de sinal para 0 < r < 1. A
expressao de v (7‘ 7) fica na forma

s 1
1/1<7’7ﬁ> =mo(1 —7r3) +r° ; <1+r2_2rcos (W))g

1 n cos (@) 1 n—1
_; i=1 (1 2 2 @2j—-)m % Z Z1 Sen
J= ( + r4 — 2r cos ( n )) J

E f4cil observar que

r3hn(1) = hy (L, T)
1—73
Portanto para r € (r* — e, 7* + €) temos 1) (7‘, %) < 0. Deste modo, caracterizamos a dupla

Por outro lado, para 0 < mg < , temos mo < hy,(1) para r =~ r*.
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variagao de sinal da funcao no intervalo 0 < r < 1 o que implica na existéncia de pelo
menos duas solugoes para a equacao (7“, %) = 0.
Tghn(l) - hn(l )

r’n

Consideremos o item (iv). Para mg > , encontramos que

1—73
mo(1—13) > (1) — i 2,7
r'n)’
logo
17
mo(1 —1r3) — r3h, (1) — hp <7“’ n) > 0,
ou seja,

7r
¢ (T) 7) > 0)
n
e por este fato encontramos a nao existéncia de solucao para tal estimativa de mg.

Consideremos agora o item (v). Mostraremos que: (7", %) < Oparan > 3e
r € (14 {/4,00). Vamos reescrever a expressio de 1) (r, %) como segue:

v(rg) =" > :

J=1 (1 + 12 — 2rcos (W))

s "

n cos (Ljfl)ﬂ) 1 n—1
I
= (1 + 12 — 2rcos (Ljfl)ﬂ)) : 4 j=1

L
Sen(%) .
n

Consideremos n par. Podemos usar da simetria do problema para reescrever a
expressao de v (7", %) na forma:

T 2 4
—) =2 :
¢<T’n> " Z 3

j=1 (1 + 72 — 2rcos (@))

g () r

"= (1 + 12 — 2r cos (@))

Mostraremos a seguinte desigualdade:

n cos (@)

> - > 0.

3
j=1 (1 + 12 — 2r cos (ngl)ﬂ)) 2

con (G2 DT) _ _ (=i,

n n

(NI

Temos

para | =1, ..., 5, deste modo,

(1472 - 2reos (BZ0T)) s (142 gy (222 DIT) Y
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portanto,

4] @i=ur
4 COS ( oy ) % -

7=1 (1 + 72 — 2rcos (@)) j=[4]+1 (1 +r2 —2rcos (7(717(2?1))#))

cos ((n,(gj,l))ﬂ)

n

[

3"
2

Para n impar o argumento é semelhante. Consideremos as func¢oes

[
[

1 1
T e
2

1 (1+r2—27“cos (@)) J lsen(‘%r).

J

Para r > 1, a primeira fungao é decrescente em r. Portanto o denominador de cada
parcela da soma é crescente. Queremos encontrar estimativa para r tal que

4 <l< !
(1472~ 2rcos ((2]-7_11”))3/2

sen(%) .

E facil ver que para r > 1 + /4 ~ 2,59, esta desigualdade é satisfeita para todo
1

en(%) > n e entao

Jj=1,...,5. Paran > 21 esta estimativa pode ser melhorada, pois :

temos a desigualdade
n 4
9 . 3/2
2 (1 + 72 — 2rcos (LJ n””))

<(n+1),

2/3
que é equivalente a: 72 —2r+1— <n2—f:1) > 0, que é satisfeita para r > 1+ ¢ f—fl Esta

estimativa é assintotica a r = 2,25. Temos assim mostrado que 1 (r, %) tem uma variagao
de sinal no intervalo (1,1 4 v/4) e para n > 21, no intervalo (1, 1+ 8 n2—f1>, onde estd

uma solugao da equacao (7“, %) =0.
QED.

Como colorario do teorema 6.5 temos:

Corolario 6.7 Consideremos n massas iguais dispostas nos vértices de um poligono re-
gular e uma massa desprezivel . no eizo de simetria 6 = T e uma massa central mg > 0.

Consideremos a posi¢ao da massa desprezivel u em coordenadas polares (r,0). Temos

(i) Para my=0 e0 <r <1 existe posicio de equilibrio relativo;

(1) = ha(3, )
1—r3

(i) Para 0 < mgy < e 0 < r <1 existem pelo menos duas posicoes

de equilibrio relativo;

73hn(1) — hy (L, T)

r’n

31) P >
(iii) Para mg .3

e 0 <r <1 ndo existe posi¢do de equilibrio relativo;

(iv) Para my > 0 e r > 1 existe posi¢io de equilibrio relativo que estd no intervalo

(1,1 + V/4), e para n > 21 estd no intervalo (1,1 + § nz—fl)
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Figura 6.1: mg =1, r € [0,2] e n € {3,4...,10}.

6.4 Bifurcagao no segundo eixo de simetria [0 = ]

Trataremos como bifurcacdo o fato de surgir novas posicoes de equilibrio pela variacao
de algum parametro. Considerando o eixo de simetria [ = 7] para o problema de n+1
corpos, encontramos o seguinte teorema

Teorema 6.8 Para todo n > 3 temos bifurcagao no sequndo eiro de simetria 0 = 7 da

configuracdo poligonal com n massas iguais positivas m nos vértices, uma massa central
mg > 0 e uma massa desprezivel p neste eixo.

Demonstragao: Segue direto da demonstragdao do teorema 6.5.

QED.

Para este eixo de simetria temos um comportamento distinto. Visto que para uma
variagao maior da massa central relativo ao niimero de massas nos vértices do poligono,
podemos ter uma configuracao sem posigoes internas. Este comportamento pode ser ob-
servado nos graficos da figura 6.1, onde consideramos mg = 1, e fazemos variagao de
3 < n <10, encontrando bifurcacdo para n de 5 a 6.

Teorema 6.9 Consideremos n massas iguais dispostas nos vértices de um poligono reg-
ular, uma massa central mo > 0 e uma massa disprezivel no eiro de simetria [0 = T].
Eziste bifurcagdo e o valor de bifurcacdo é dado pela equacao
1
rhn(1) = ha(;, 7)

Tn
mo =
1—r3 ’




para variacdo de n e r que fazem

3 _ 1z
r hn(l) hn(r’n) >0.
1—73 -

Demonstragao: Basta considerar os itens (i), (i) e (i7i) do corolario 6.5.
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QED.



Capitulo 7

Estimativas Numéricas

7.1 Preliminares

Com o uso do software Maple, fizemos uma andlise da fun¢ao que define a condigao de
existéncia das posi¢oes de equilibrios relativos. Aqui apresentamos esta analise, apontando
evidéncias de fatos provaveis.

7.2 Existéncia e Unicidade dos Equilibrios Relativos

Faremos a andlise a partir da determinagao dos equilibrios relativos para a massa
desprezivel u. Localizamos 1 em coordenadas polares por (r,0). Em um sistema rotacional
em torno da origem com velocidade angular w, p é um equilibrio quando estd num eixo
de simetria do poligono e satisfaz a seguinte equagao, [ver [12]]:

mo(1—1%) +n- <hn <i9> - r3hn(1)> 0. (7.1)

1 1 T
onde h,, <r’9> = 2_:

7.2.1 Primeiro eixo de simetria [ = 0]

Inicialmente faremos a analise grafica para o primeiro eixo de simetria, buscando um
comportamento para os zeros que sao as posicoes de equilibrio relativo para a massa pu.
Consideremos a funcao:

W(r,0) = mo(1 — 1) +n <hn <i0> - 7«3hn(1)> | (7.2)

Fazendo myg variar de 0 a 1 em intervalos de 0.1. Observamos o comportamento das
raizes nas figuras 7.1 e 7.2.
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Figura 7.1: mg =0, r € [0,0.9] e n € {3,4,5,7,10,50}.

-0,2

_0’4_

-0,6

-0,8

-1,0

-1,2

- n=3

n=4 — -n=5 —-— n=7 — —n=10]

Figura 7.2: mg = 0.1, r € [0,0.5] e n € {3,4,5,7,10}.
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Por estes graficos podemos observar que para qualquer variagao positiva da massa my
temos o surgimento de uma raiz para a funcao (7.2). E que estas raizes vao se aproximando
do zero a medida que os valores de mg vao crescendo. Fisicamente isto representa a atracao
gravitacional que mg exerce na massa L.

Passemos a analisar as raizes da funcao (7.2) no segmento (1, +00). Observados nos
graficos nas figuras 7.3, 7.4 e 7.5:

n=3 — -n=4 — -n=5—-— n=7] — — n=10]

Figura 7.3: mo =0, r € [1.2,2] e n € {3,4,5,7,10}.

20
S
0 T = ~ P\‘r\ T T T 1
14 L6183~ 20— 22 2Z4—26_ 28 30
r ~ '\.\ \;\
20 SO T~ -~ -
N ~ - ~
~ S ~
~40- N N
N N
\\ ~
_60_
N
N
-80- N
AN
AN
n=3 — -n=4 -n=5 —-— =7 — — n=10]

Figura 7.4: mo =0.1, r € [1.2,2] e n € {3,,4,5,7,10}.
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-1004 AN

n=3 n=4 — -n=5 —-— n=7 — — n=10]

Figura 7.5: mg = 0.5, r € [1.2,2] e n € {3,4,5,7,10}.

Podemos perceber claramente uma semelhanca nas curvas que sao o grafico da funcao
(7.2), para cada n fixado. Mesmo quando variamos o valor da massa central mg, o compor-
tamento geométrico das curvas permance praticamente inalterado quando observadas para
o mesmo valor de n, devido a pouca influéncia do termo mg(1 — r®) para r > 1, visto que
este termo tem derivada negativa em 7 e nao depende de n, portanto, nao contribui para
a relagdo existente entre as curvas quando observadas como uma familia parametrizada
por n. Destes fatos podemos considerar o seguinte:

Conjectura 7.1 Para todon > 3, r € R — {1} e para § =0 e my > 0. A familia de
curvas definidas por:

In(r) = mo(1 — %) +n <hn (1, 0> - r3hn(1)> , (7.3)

r

satisfaz:

(i)l n(r) = mo;
(i) Tim (1) = ~00;
(i) Tim, (1) = o0;
(iv) lim t(r) = ~o0;
() 5-tbalr) <0,

Indicios numéricos para o item v): para os limites é suficiente considerar o termo
hn (%, 0), tomando j = n, que é quando o denominador de h,, (%, 0), ver (7.2), assume sua
indeterminacao. Por estes fatos, temos:

1 1-1
hn <,0> - (7.4)
"= (145 -1)

E, portanto, os itens (i7), (#ii), seguem naturalmente. O item (i), vem direto do
célculo do limite, fazendo a consideragao acima, tal como o item (iv). Apenas o item (v)
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exige um pouco mais de argumentos. Consideraremos a expressao da derivada de v, (r)

em r, que €é:
0

51#(7“, 0) = —3mor> +n (;"hn(j“’ 0) — 3r2hn(1)> , (7.5)

equivalentemente,

Podemos observar que esta expressao tem o mesmo comportamento que a funcao
(7.2) quando r &~ 1, visto que possuem o mesmo termo em suas expressoes, ver (7.4), que
causa o comportamento caracteristico de (7.2).

Vamos observar a representacao grafica da expressao da derivada, a fim de obter o
resultado esperado, a saber, a derivada negativa. As derivadas estdo representadas nas
figuras 7.6, 7.7, 7.8, 7.9 e 7.10:

— —n=3 — - n=4 — -n:7—n:10|

Figura 7.6: mg =0, r € [0,0.5], n € {3,4,7,10}.

Associado ao que podemos analisar nos graficos, temos o fato de que

Por estes fatos, podemos concluir que para § = 0, as curvas definidas pela funcao
(1), sdo sempre decrescentes em r, isto é, tem derivada negativa em 7, para cada n e
myg fixados.

Como consequéncia de tudo que fizemos até entao, podemos conjecturar o que seria
a sintese desta secao:
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-10 \

=3 — -n=4 —-n=7 —-— n=10]

Figura 7.7: mg = 0.1, r € [0,0.5], n € {3,4,7,10}.

-104

=3 — -n=4 — -n=7 — — n=10]

Figura 7.8: mg = 0.5, r € [0,0.5], n € {3,4,7,10}.
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Figura 7.9: mg =0, r € [1.2,10], n € {3,4,7,10}.
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Figura 7.10: mg = 0.5, r € [1.2,10], n € {3,4,7,10}.
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Conjectura 7.2 Para cada n > 3, mg > 0 existe solu¢do unica para a equagao:

¥(r,0) = 0. (7.6)

Indicios numéricos: é suficiente reunir os fatos observados ao longo desta secao e as-

sumir a conjectura 7.1.

7.2.2 Segundo eixo de simetria [0 = %]

Consideraremos para nossas andlises que § = T. Considerando a funcao:

¥ <r, %) = mo(1 - %) +n (hn <1, ”) - r3hn(1)) , (7.7)

r n

iremos analisar o comportamento de seus graficos a medida que variamos os valores de
mg, T e n, tal como fizemos na segao anterior. Observemos os gréaficos 7.11, 7.12, 7.13 e
7.14:

r.
I\
1 PN
\
[N
/ N
==
0 -—g_‘{s\_/ //ll \\\\ \ 1
03~ -//'i 1,5\‘\\\\ 2
\‘ II \ \ N
-14 \\ ' ‘\ \ \\
N N
<\
\‘ \
_2_ \
\
‘\
— -n=3 n=4 — - n=5 — — n=10 — - — n=20

Figura 7.11: mo =0, r € [0,2], n € {3,4,5,10,20}.

Com base no que observamos nos graficos acima, podemos fazer a seguinte proposta
de resultado, para r > 1:

Conjectura 7.3 Para todon > 3, r > 1 e mg > 0, existe solu¢do unica para a equagdo:
" (r, f) ~0. (7.8)
n

Indicios numéricos: observamos pela natureza das curvas da funcao que define a equagao
(7.8), que podemos concluir a existéncia, dado que estas curvas uma vez fixado n e my
tém para r > 1 sdo decrescentes. Este fato pode ser observado com a andlise da derivada
da fungao (7.8), em r. Que é equivalente a funcao (7.5). Tal fato pode ser observado na
figura 7.15, onde estao plotados os gréaficos da derivada de (7.8).

No entanto, para os valores de r € [0, 1), temos um comportamento distinto, visto
que para my = 0 temos raizes para a equacao (7.8), e para uma variacdo do valor de n
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Figura 7.12: my = 0.2, r € [0,2], n € {3,4,5,10,20}.
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Figura 7.13: mg = 0.5, r € [0,2], n € {3,4,5,10,20}.
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Figura 7.14: mg =1, r € [0,2], n € {3,4,5,10,20}.
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Figura 7.15: mo =0, r € [0,2] e n € {3,4,5,10,20}.
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Figura 7.16: mg =1, r € [0,2] e n € {3,4...,10}.

relativo ao valor de mgy podemos ter duas raizes ou nenhuma. Evidenciamos este compor-
tamento claramente nos graficos da figura 7.16.

Estes fatos leva-nos a questionar o seguinte: Para n fixado, para qual valor de my
teremos mudanca de configuragoes? Neste sentido temos:

Afirmacgao 7.4 Para n = 3 o valor de bifurcagdo, para mo, das raizes da equagao (7.8)
estd no intervalo (0.014,0.015).

Indicio numérico: ver figura 7.17, e também o fato de que as curvas, com parametro em
n, Sao crescentes.

A determinagao da relacao entre mg e n é de dificil contexto. Iremos nos deter na
observacao de tal relacao. Nosso objetivo é determinar uma condicao, parametrizada por

n, para a determinacao dos zeros da funcao (7.2). Da equagao (7.8), obtemos a seguinte
condicao para a massa central:

7,3 n — Iin l,E
h (11)_:L3(T n) (7.9)

mo(n,r) =
Observamos facilmente que a condigao (7.9), satifaz:

e lim mp(n,r) = —oc;
r—1-

I ) = 0.
o lim mo(n,r)
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0,015

0,010

0,005+

r
—-— m0=0,013 —— m0=0,014— - mO:0,0ISI

Figura 7.17: Paran =3 e r € [0,0.4].

0,014+
0,012
0,010
0,008
0,006
0,004

0,002

Figura 7.18: Paran =3 e r € [0,0.413]

A fim de que se tenha solugao para a equacao (7.8) é necessario que o lado direito de
(7.9) seja positivo, visto que a massa central é positiva. Por esta necessidade reencontramos
a afirmacdo acima para n = 3, em funcao do uso da condigao (7.9), observado na figura
(7.18):

Pelo gréfico da figura 7.11, podemos estimar que para 0 < r < 1 temos tnica solugao
para a equagao (7.8). Pelo que observamos nos graficos da figura 7.16, para valores de

_ r3hn(1) — ho(L,T)

r'n
1—r3
solugoes para a equagao (7.8) e 0 < r < 1. Deste modo temos evidéncias para o seguinte:

mo , onde esta expressao for positiva, teremos exatamente duas

Conjectura 7.5 Para todon >3 e0 <r <1 temos

(i) Para mg = 0, existe inica solu¢ao para a equagdo v (7’, %) =0, e paran > 21 estas
solugdes estao no intervalo [0.9,1);

(i) Para mgy = 0, existem duas solugdes para a equagdo v (r, %) =0;
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(i11) Para mgo > 2. néo existem solugdes para a equagdo (r,Z)=0

Assumindo este fato, temos o seguinte

Conjectura 7.6 Paran massas dispostas nos vértices de um poligono regular, uma massa
central mg > 0 e uma massa desprezivel (1 em um eizo de simetria § =0 (mod%), temos

(i) Para mg =0, temos 4n configuragoes centrais;

Tghn(l) - hn(l &

r’'n

1—1p3

(i) Para 0 < mgy < , temos bn configuracdes centrais;

(1) = ha(5, )

Ton
1—13

(iii) Para mgo > , temos 3n configuracdes centrais.

Para demonstragao desta conjectura falta apenas a unicidade para o eixo 6 = 7.
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