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Resumo

Neste trabalho avaliamos várias extensões multilineares do conceito de operadores

absolutamente somantes segundo algumas propriedades que consideramos importantes;

demonstramos que existem classes maximais e minimais com as propriedades destacadas.

Em outra direção, caracterizamos as aplicações arbitrárias não-lineares f : X1×· · ·×Xn → Y

entre espaços de Banach que satisfazem um teorema de dominação do tipo Pietsch em torno

de um ponto arbitrário (a1, ..., an) ∈ X1 × · · · × Xn. Além disso, demonstramos uma nova

versão do Teorema de Dominação de Pietsch, que generaliza abordagens recentes e mostra

que o Teorema da Dominação de Pietsch Unificado apresentado em [20] é ainda válido com

duas hipóteses a menos.

Palavras-Chave:

Operadores absolutamente somantes, ideais de operadores, Teorema da Dominação de

Pietsch, aplicações absolutamente somantes, espaços de Banach.
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Abstract

In this work we evaluate various multilinear extensions of the concept of absolutely

summing operators by considering some properties we believe are important; we prove there

are maximal and minimal classes with such properties. In another direction, we characterize

the arbitrary nonlinear mappings f : X1 × · · · × Xn → Y between Banach spaces that

satisfy a quite natural Pietsch Domination-type theorem around a given point (a1, ..., an) ∈

X1 × · · · × Xn. We also prove a new version of the Pietsch Domination Theorem which

generalizes recent approaches and shows that the Unified Pietsch Domination Theorem

presented in [20] holds true with two hypotheses less.

Key-Words:

Absolutely summing operators, operator ideals, Pietsch Domination Theorem,

absolutely summing mappings, Banach spaces.
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viii



Introdução

Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers [28] resolveram um problema de longa

data na Teoria dos Espaços de Banach: mostraram que em todo espaço de Banach de

dimensão infinita existem séries incondicionalmente convergentes que não são absolutamente

convergentes. Este resultado resolveu o Problema 122 do livro The Scottish book [42] (o

problema foi levantado por S. Banach em [6, p. 40]).

Este resultado despertou o interesse de A. Grothendieck que, em [31], apresentou uma

demonstração diferente para o Teorema de Dvoretzky-Rogers. O “Résumé de la théorie des

Produits métrique tensoriels topologiques” de Grothendieck, juntamente com a sua tese de

doutorado, podem ser considerados, em certo sentido, como o berço da teoria dos ideais de

operadores.

O conceito de operadores lineares absolutamente p-somantes é devido a A. Pietsch [54]

e a noção de operadores (p, q)-somantes é devida a B. Mitiagin e A. Pe lczyński [43]. Outro

marco desta teoria foi o trabalho de J. Lindenstrauss e A. Pe lczyński [37], que traduziu

as idéias de Grothendieck, que estavam numa linguagem tensorial, para a linguagem de

operadores somantes e mostrou a beleza intŕınseca da teoria e a riqueza de suas aplicações.

Com base na teoria linear, é natural que imaginemos uma teoria multilinear constrúıda

indutivamente a partir da teoria linear clássica; porém a extensão de técnicas lineares para o

ambiente não-linear é, em muitos casos, uma tarefa bastante desafiadora, pois os argumentos

lineares são às vezes ineficazes em um contexto mais geral.

Os operadores multilineares absolutamente somantes e os polinômios homogêneos entre
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Introdução

espaços de Banach foram inicialmente concebidos por A. Pietsch [55, 56] na década de 80. O

trabalho de Pietsch e o relatório de pesquisa de R. Alencar e M. C. Matos [3] são normalmente

citados como os percursores da teoria não-linear dos operadores absolutamente somantes. Na

última década, este tema atraiu a atenção de muitos autores e vários conceitos relacionados à

somabilidade de operadores não-lineares foram introduzidos; esta linha de pesquisa, além de

seus interesses intŕınsecos, destacou novas questões na teoria de multi-ideais, o que contribuiu

para a revitalização do tema (veja [10, 11, 14, 22, 23]).

Nas últimas décadas, várias classes de operadores multilineares têm sido investigadas

como extensões do conceito linear dos operadores absolutamente somantes (para trabalhos

comparando essas diferentes classes, veja [21, 51]). Dependendo das propriedades que uma

determinada classe possui, esta classe é geralmente comparada com o ideal linear original

e, em certo sentido, qualificada como uma boa (ou má) extensão do ideal linear. Nesse

sentido, os ideais de operadores multilineares dominados e múltiplo somantes são em geral

classificados como boas generalizações dos operadores lineares absolutamente somantes.

É claro que, a avaliação de quais propriedades são importantes ou não tem um fator

subjetivo, mas algumas propriedades clássicas dos operadores absolutamente somantes são

naturalmente esperadas no contexto de uma generalização multilinear minimamente razoável.

Um dos teoremas centrais da teoria linear de operadores absolutamente somantes é o

Teorema da Dominação de Pietsch, demonstrado por A. Pietsch em 1967, que caracteriza os

operadores absolutamente p-somantes.

Sejam 1 ≤ p < ∞ e u : E → F um operador linear entre espaços de Banach. Dizemos

que u é absolutamente p-somante se (u (xn))∞n=1 ∈ lp (F ) sempre que (xn)∞n=1 ∈ lwp (E).

Teorema da Dominação de Pietsch - Se E e F são espaços de Banach, um operador

linear T : E → F é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0

e uma medida regular de probabilidade µ na σ-álgebra dos borelianos da bola unitária fechada

do dual de E com a topologia fraca estrela, (BE∗ , σ(E∗, E)) , tal que

‖T (x)‖ ≤ C

(∫
BE∗

|ϕ(x)|p dµ
) 1

p

,

x



Introdução

para todo x ∈ E.

O avanço da teoria não-linear dos operadores absolutamente somantes leva à busca

de versões não-lineares do Teorema da Dominação de Pietsch- TDP (às vezes descrito como

Teorema da Fatorização de Pietsch), reconhecido também por estabelecer uma surpreendente

conexão entre a teoria de operadores somantes e a teoria da medida. Devido à sua grande

importância na Teoria dos Espaços de Banach, o TDP foi redescoberto em diferentes

contextos (por exemplo [1, 18, 21, 27, 29, 30, 38, 40, 44]) e, por esta razão, em [20],

uma abordagem unificada do TDP foi apresentada como uma tentativa de mostrar que

todos os teoremas conhecidos do tipo Pietsch eram casos particulares de uma versão

unificada. A contribuição do presente trabalho no contexto não-multilinear visa caracterizar

aplicações arbitrárias não-multilineares que satisfazem um teorema de dominação do tipo

Pietsch bastante natural em um determinado ponto, assim como generalizar o Teorema da

Dominação de Pietsch, melhorarando a versão unificada do TDP recentemente obtida em

[20].

Em resumo, este trabalho tem dois objetivos distintos principais:

(i) eleger propriedades que consideramos importantes para os multi-ideais relacionados

ao conceito de operador absolutamente somante e investigar a existência de classes (maximais

e minimais) que satisfazem essas propriedades.

(ii) generalizar versões recentes do Teorema da Dominação de Pietsch para um contexto

completamente não-linear.

xi



Caṕıtulo 1

Generalizações multilineares do

conceito de operadores absolutamente

somantes

1.1 Teoria linear dos operadores absolutamente

somantes

Em todo este texto, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os

espaços vetoriais sempre serão considerados sobre K = R ou C. O dual topológico de um

espaço de Banach E será denotado por E∗ e a bola unitária fechada de E é denotada por

BE.

Definição 1.1.1 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e E um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)∞n=1 em

E é fortemente p-somável se a seqüência de escalares correspondente (‖xn‖)∞n=1 estiver

em lp.

1



Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Denotamos por lp (E) o espaço vetorial de todas as seqüências fortemente p-somáveis

em E. Em lp (E) definimos naturalmente a seguinte norma

‖(xn)∞n=1‖p :=

(
∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

.

Se p =∞ definimos

l∞ (E) :=

{
(xn)∞n=1 ∈ E

N; sup
n
‖xn‖ <∞

}
,

‖(xn)∞n=1‖∞ := sup
n
‖xn‖ .

O espaço lp (E) com esta norma torna-se um espaço de Banach.

Definição 1.1.2 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e E um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)∞n=1 em

E é fracamente p-somável se a seqüência de escalares (ϕ (xn))∞n=1 estiver em lp para todo

ϕ ∈ E∗.

Denotamos por lwp (E) o conjunto de todas as seqüências fracamente p-somáveis.

Também temos uma norma natural em lwp (E) que é dada por

‖(xn)∞n=1‖w,p := sup
ϕ∈BE∗

(
∞∑
n=1

|ϕ (xn)|p
) 1

p

. (1.1)

Se p =∞, definimos

‖(xn)∞n=1‖w,∞ = sup
ϕ∈BE∗

‖(ϕ (xn))∞n=1‖∞ .

Não é dif́ıcil mostrar que lw∞ (E) = l∞ (E) .

O espaço lwp (E) com esta norma também é um espaço de Banach.

Se 1 ≤ p <∞, muitas vezes é útil trabalhar com o espaço

lup (E) =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ l

w
p (E) ; lim

n→∞

∥∥∥(xj)
∞
j=n

∥∥∥
w,p

= 0

}
.

2



Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Não é dif́ıcil mostrar que lup (E) é um subespaço fechado de lwp (E) e portanto lup (E) é um

espaço de Banach. No caso em que p = 1 é um fato conhecido da teoria que lu1 (E) é,

precisamente, o espaço vetorial formado pelas seqüências incondicionalmente somáveis em

E (veja [24, 59]).

Definição 1.1.3 Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e u : E → F um operador linear entre espaços

de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou (p; q)-somante) se

(u (xn))∞n=1 ∈ lp (F ) sempre que (xn)∞n=1 ∈ lwq (E).

Neste caso, é posśıvel definir o operador induzido

û : lwq (E) −→ lp (F )

(xn)∞n=1 7−→ (u (xn))∞n=1 .

Denotamos por
∏

p,q (E;F ) o espaço vetorial formado por todos os operadores (p; q)-

somantes de E em F, o qual é um espaço de Banach com a norma πp,q (u) := ‖û‖ . Quando

p = q, escrevemos
∏

p (E;F ) no lugar de
∏

p,p (E;F ) e πp (u) no lugar de πp,p (u).

O próximo resultado traz algumas caracterizações bastante úteis para operadores

absolutamente (p; q)-somantes (veja [24, 25, 59]).

Proposição 1.1.1 Seja u ∈ L (E;F ) . São equivalentes:

(i) u é (p; q)-somante;

(ii) Existe K > 0 tal que

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE∗

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

, (1.2)

para quaisquer x1, ..., xn em E e n natural;

(iii) Existe K > 0 tal que

(
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE∗

(
∞∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

,

3



Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ lwq (E) .

(iv) Existe K > 0 tal que

(
∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE∗

(
∞∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

,

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ luq (E) .

(v) (u (xk))
∞
k=1 ∈ lp (F ) sempre que (xk)

∞
k=1 ∈ luq (E) .

Além disso, πp,q (u) é o ı́nfimo dos K tais que a desigualdade (1.2) continua válida.

Definição 1.1.2 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L, formada por

todos os operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach, tal que, para quaisquer

espaços de Banach E e F, a componente I (E;F ) := L (E;F ) ∩ I satisfaz:

(i) I (E;F ) é um subespaço vetorial de L (E;F ) que contém os operadores de posto

finito.

(ii) A propriedade de ideal: se u ∈ L (E;F ), v ∈ I (F ;G) e t ∈ L (G;H) , então a

composição tvu está em I (E;H) .

Definição 1.1.3 Um ideal normado de operadores (I, ‖·‖I) é um ideal de operadores

I munido da função ‖·‖I : I −→ [0,∞) tal que:

(i) ‖·‖I restrita a I (E;F ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach E e F.

(ii) ‖idK‖I = 1, com idK : K −→ K dada por idK (x) = x.

(iii) Se u ∈ L (E;F ) , v ∈ I (F ;G), e t ∈ L (G;H) , então ‖tvu‖I ≤ ‖t‖ ‖v‖I ‖u‖ .

Um ideal normado é um ideal de Banach (ou ideal completo) se, para todos espaços

de Banach E e F , as componentes (I (E;F ) , ‖.‖I) forem completas.

Para maiores detalhes da teoria de ideais de operadores, veja [26, 54].

O espaço vetorial dos operadores lineares absolutamente (p, q)-somantes é um ideal

completo (veja [25, p. 198]):

Teorema 1.1.4 Se 1 ≤ q ≤ p <∞, então
(∏

p,q, πp,q

)
é um ideal de Banach.
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Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Para um panorama completo da teoria linear dos operadores absolutamente somantes,

sugerimos como referência o excelente livro [25]. A seguir vamos mencionar alguns dos

principais resultados desta teoria: Teorema de Dvoretzky-Rogers, Teorema de Inclusão,

Teorema l1-l2 de Grothendieck (Lindenstrauss-Pe lczyński) e o Teorema da Dominação de

Pietsch.

O Teorema de Dvoretzky-Rogers pode ser visto no contexto dos operadores

absolutamente somantes da seguinte forma:

Teorema 1.1.5 (Dvoretzky-Rogers, 1950) Se p ≥ 1, então
∏

p (E;E) = L (E;E) se, e

somente se, dimE <∞.

De acordo com o resultado acima, é natural indagar sobre a existência de algum p e

espaços de Banach E e F de dimensão infinita para os quais

∏
p

(E;F ) = L (E;F ) .

O próximo resultado clássico, devido a A. Grothendieck responde à pergunta acima para

E = l1 e F = l2. O enunciado abaixo, devido a J. Lindenstrauss e A. Pe lczyński [37], é

diferente da versão original de Grothendieck:

Teorema 1.1.6 (Teorema de Grothendieck l1-l2) Todo operador linear cont́ınuo u :

l1 −→ l2 é absolutamente (1, 1)-somante, isto é,

L (l1; l2) =
∏

1
(l1; l2) .

Este tipo de resultado é conhecido como “teorema da coincidência”. As classes de

operadores absolutamente (p, q)-somantes obedecem a uma certa hierarquia de inclusão,

baseada nos parâmetros p, q, como mostra o seguinte resultado essencialmente devido a

Kwapień [36]:

Teorema 1.1.7 (Teorema de Inclusão - Kwapień, 1968) Sejam E e F espaços de

5



Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Banach. Suponha que 1 ≤ qj ≤ pj <∞ (j = 1, 2) satisfazem


q1 ≤ q2

p1 ≤ p2

1
q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2

(1.3)

Então ∏
p1,q1

(E;F ) ⊂
∏

p2,q2
(E;F )

e, para cada u ∈
∏

p1,q1
(E;F ) , temos πp2,q2 (u) ≤ πp1,q1 (u) .

Finalmente, enunciamos o Teorema da Dominação de Pietsch, que caracteriza os

operadores absolutamente somantes através de medidas de probabilidade:

Teorema 1.1.4 (Teorema da Dominação de Pietsch, 1967) Sejam 1 ≤ p < ∞ e

u : E → F um operador linear entre espaços de Banach. Então u é absolutamente p-somante

se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade µ

sobre a σ-álgebra de Borel de BE∗, com a topologia fraca estrela, tais que

‖u (x)‖ ≤ C

(∫
BE∗

|ϕ (x)|p dµ (ϕ)

) 1
p

(1.4)

para todo x ∈ E. Neste caso, πp (u) é a menor das constantes C tais que (1.4) ocorre.

1.2 Extensões multilineares do conceito de operadores

absolutamente somantes

Sejam n um número inteiro positivo e E1, ..., En, F espaços de Banach. O espaço de

todas as aplicações n-lineares cont́ınuas T : E1×· · ·×En → F , denotado por L(E1, ..., En;F ),

é um espaço de Banach com a norma natural

‖T‖ = sup{‖T (x1, ..., xn)‖ : ‖xj‖ ≤ 1, j = 1, ..., n}.

6



Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Se E1 = · · · = En = E escrevemos L(nE;F ).

Definição 1.2.1 Uma aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita de tipo finito se puder ser

escrita como

T (x1, ..., xn) =
m∑
j=1

ϕ
(1)
j (x1) · · ·ϕ(n)

j (xn) bj,

com bj ∈ F, ϕ(k)
j ∈ E∗k e (j, k) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., n}.

Definição 1.2.2 Um ideal de aplicações multilineares (ou multi-ideal) M é uma

subclasse da classe de todas as aplicações multilineares entre espaços de Banach tal que para

todo n e E1, ..., En, F as componentesM(E1, ..., En;F ) := L(E1, ..., En;F )∩M satisfazem:

(i) M(E1, ..., En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, ..., En;F ) que contém as

aplicações n-lineares de tipo finito.

(ii) Se A ∈ M(E1, ..., En;F ), uj ∈ L(Gj;Ej) para j = 1, ..., n e ϕ ∈ L(F ;H), então

ϕ ◦ A ◦ (u1, ..., un) ∈M(G1, ..., Gn;H).

Quando existe uma função ‖.‖M :M→ [0,∞[ satisfazendo

(i’) ‖.‖M restrito a M(E1, ..., En;F ) é uma norma (resp. quase-norma) para todo

E1, ..., En, F e todo número natural n,

(ii’) ‖A : Kn → K;A(x1, ..., xn) = x1...xn‖M = 1 para todo n,

(iii’) Se A ∈M(E1, ..., En;F ), uj ∈ L(Gj;Ej) para j = 1, ..., n e ϕ ∈ L(F ;H), então

‖ϕ ◦ A ◦ (u1, ..., un)‖M ≤ ‖ϕ‖ ‖A‖M ‖u1‖ ... ‖un‖ ,

M é chamado de ideal normado (resp. quase-normado) de aplicações multilineares. Um

ideal normado é um ideal de Banach, ou ideal completo, (resp. quase-Banach) se, para todos

espaços de Banach E1, ..., En e F , as componentes (M(E1, ..., En;F ), ‖.‖M) forem completas.

Para mais detalhes da teoria, mencionamos [11, 22, 23].

A seguir vamos apresentar várias classes de aplicações multilineares relacionadas com o

conceito de operadores absolutamente somantes.
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Caṕıtulo 1 Generalizações multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Definição 1.2.3 Se p ≥ 1, uma aplicação n-linear T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita p-dominada

se
(
T
(
x

(1)
j , ..., x

(n)
j

))∞
j=1
∈ l p

n
(F ) sempre que

(
x

(k)
j

)∞
j=1
∈ lwp (Ek) e k = 1, ..., n. Neste caso

escrevemos T ∈ Ld,p(E1, ..., En;F ).

Este conceito foi essencialmente introduzido por Pietsch e explorado em seguida em

[3, 40, 60] e tem forte semelhança com o ideal linear original dos operadores absolutamente

somantes. Durante algum tempo (antes do surgimento da classe operadores multilineares

múltiplo somantes), essa classe era considerada como a abordagem multilinear mais natural

do conceito de operador absolutamente somante (no entanto, como ficará claro em breve,

essa classe é, em certo sentido, muito pequena). A terminologia “p-dominada” justifica-se

pelo Teorema da Dominação de Pietsch, que também vale nesse contexto (uma demonstração

detalhada pode ser encontrada em [48]) :

Teorema 1.2.4 (Pietsch, Geiss, 1985) ([30]) T ∈ L(E1, ..., En;F ) é p-dominada se, e

somente se, existem uma constante C > 0 e medidas regulares de probabilidade de Borel µk

em BX∗K
(com a topologia fraca estrela) , tais que

∥∥T (x(1), ..., x(n))
∥∥ ≤ C

n∏
k=1

(∫
BX∗

k

∣∣ϕ(x(k))
∣∣p dµk (ϕ)

) 1
p

para todos x(k) ∈ Ek e k = 1, ..., n.

Corolário 1.2.1 Se 1 ≤ p ≤ q <∞, então Ld,p ⊂ Ld,q.

É um fato bem conhecido da teoria que as aplicações multilineares p-dominadas

satisfazem um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers (Ld,p(nE;E) = L(nE;E) se, e somente

se, dimE < ∞). Resultados recentes mostram que esta classe é muito pequena, no sentido

de que situações de coincidência são quase imposśıveis de ocorrer:

Teorema 1.2.5 (Jarchow, Palazuelos, Pérez-Garćıa e Villanueva, 2007)

([34]) Para todo n ≥ 3, todo p ≥ 1 e todo espaço de Banach de dimensão infinita E existe

T ∈ L(nE;K) que não é p-dominada.
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Definição 1.2.6 Se p ≥ 1, uma aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita p-semi-integral (e

escrevemos T ∈ Lsi,p(E1, ..., En;F )) se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
m∑
j=1

∥∥∥T (x(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥p)1/p

≤ C

(
sup

(ϕ1,...,ϕn )∈BE∗1×···×BE∗n

m∑
j=1

| ϕ1

(
x

(1)
j

)
...ϕn

(
x

(n)
j

)
|p
)1/p

(1.5)

para todos m ∈ N, x
(l)
j ∈ El com l = 1, ..., n e j = 1, ...,m. O ı́nfimo dos C que satisfaz (1.5)

define uma norma em Lsi,p(E1, ..., En;F ), representada por ‖·‖si,p .

Esse ideal é proveniente do relatório de pesquisa de R. Alencar e M. C. Matos [3] e foi

explorado em [21]. Como no caso dos operadores multilineares p-dominados, um Teorema

de Dominação de Pietsch é válido neste contexto (para uma demonstração veja [21]):

Teorema 1.2.7 (Alencar, Matos, 1989 e Çaliskan, Pellegrino, 2007) Uma

aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é p-semi-integral se existem uma constante C ≥ 0 e uma

medida de probabilidade µ sobre a σ-álgebra de Borel de BE∗1
× · · · × BE∗n, com a topologia

fraca estrela, tais que

∥∥T (x(1), ..., x(n)
)∥∥ ≤ C

(∫
BE∗1
×···×BE∗n

∣∣ϕ1

(
x(1)
)
· · ·ϕn

(
x(n)
)∣∣p dµ(ϕ1, . . . , ϕn)

)1/p

(1.6)

para todos x(j) ∈ Ej e j = 1, ..., n.

Definição 1.2.8 Se p ≥ 1, uma aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita múltiplo p-somante

se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T (x(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥p)1/p

≤ C
n∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
p,w

(1.7)

para todos m ∈ N e x
(k)
j ∈ Ek, j = 1, ...,m, k = 1, ..., n. Neste caso escrevemos

T ∈ Lm,p(E1, ..., En;F ) e o ı́nfimo dos C que satisfazem (1.7) define uma norma em

Lm,p(E1, ..., En;F ), representada por ‖·‖m,p .
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O conceito de aplicações múltiplo p-somantes foi introduzido em um relatório de pesquisa

do Mário Carvalho de Matos, em 1992 [39], sob a terminologia de “aplicações multilineares

estritamente absolutamente somantes”. A motivação de Matos era uma questão de Pietsch

sobre a eventual coincidência dos funcionais n-lineares de Hilbert-Schmidt e dos espaços

dos funcionais n-lineares absolutamente (s; r1, ..., rn)-somantes para certos valores de s e rk,

k = 1, ..., n. Neste relatório são introduzidas as primeiras propriedades dessa classe, bem

como as relações com os operadores multilineares de Hilbert-Schmidt e uma solução para

a questão de Pietsch no contexto das aplicações multilineares estritamente absolutamente

somantes.

Porém, este relatório de pesquisa não foi publicado e só em 2003 Matos [41]

publicou uma versão melhorada deste relatório, agora usando a terminologia de aplicações

multilineares completamente p-somantes (fully p-summing). Ao mesmo tempo, e de

forma independente, Fernando Bombal, David Pérez-Garćıa e Ignacio Villanueva [9, 52]

apresentaram e exploraram o mesmo conceito, sob a terminologia de operadores multilineares

múltiplo p-somantes (multiple p-summing).

Desde então essa classe tem recebido atenção especial, sendo considerada por

diversos autores como a generalização multilinear mais importante do ideal dos operadores

absolutamente somantes. A razão para o sucesso desta generalização dos operadores

absolutamente somantes é, talvez, a combinação de boas propriedades não triviais, como

teoremas de coincidência semelhantes aos da teoria linear (veja [9, 12, 17]), e problemas

desafiadores como o teorema de inclusão (veja [12, 13, 49, 50]).

Contribuições importantes para a teoria dos operadores multilineares múltiplo somantes

foram dadas nas teses de David Pérez-Garćıa e Marcela Souza, ambas defendidas em 2003.

A seguir, definiremos cotipo e listaremos alguns resultados importantes da teoria.

Definição 1.2.9 Sejam 2 ≤ q ≤ ∞ e (rj)
∞
j=1 as funções de Rademarcher. Um espaço de

Banach X tem cotipo q se existir uma constante C ≥ 0 tal que para qualquer escolha n ∈ N

10
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e x1, . . . , xn ∈ X, tivermos

(
n∑
j=1

‖xj‖q
) 1

q

≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

. (1.8)

Quando q =∞ substitúımos
(∑n

j=1 ‖xj‖
q
) 1
q

por max1≤j≤n ‖xj‖ .

Teorema 1.2.10 (Pérez-Garćıa e Souza, 2003) ([49, 61]) Se n ≥ 2 e F tem cotipo

finito q, então

Lm,(q,1)(E1, ..., En;F ) = L(E1, ..., En;F )

para todos espaços de Banach E1, ..., En.

Teorema 1.2.11 (Pérez-Garćıa, 2003) ([49, 50]) Se n ≥ 2 e 1 ≤ p ≤ q < 2, então

Lm,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lm,q(E1, ..., En;F ).

Pérez-Garćıa também mostra que o resultado acima não pode ser ampliado no sentido de

que para cada q > 2 existe T ∈ Lm,p(2l1;K), para 1 ≤ p ≤ 2, que não pertence a Lm,q(2l1;K).

Quando F tem cotipo 2, o resultado pode ser um pouco melhorado:

Teorema 1.2.12 (Pérez-Garćıa, 2003) ([49, 50]) Se n ≥ 2 e 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, então

Lm,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lm,q(E1, ..., En;F )

para todo espaço de Banach F de cotipo 2 e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En.

Quando os espaços do domı́nio têm cotipo 2, as inclusões do Teorema 1.2.11 tornam-se

coincidências (para uma demonstração simples citamos [13, 16]):

Teorema 1.2.13 (Botelho, Pellegrino, 2008 e Popa, 2009) ([16, 57]) Se n ≥ 2 e 1 ≤

p, q < 2, então

Lm,p(E1, ..., En;F ) = Lm,q(E1, ..., En;F )

11
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para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En com cotipo 2 e todo espaço de Banach F .

A próxima definição é devida Lindenstrauss e Pe lczyński.

Definição 1.2.14 ([37]) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e 1 ≤ λ < ∞. Um espaço de Banach X é um

espaço Lp,λ se para cada subespaço de X de dimensão finita E, existe um subespaço de X de

dimensão finita F, contendo E, tal que d
(
E, ldimF

p

)
≤ λ. Diremos que X é um espaço Lp se

X for um espaço Lp,λ para algum λ ≥ 1.

Recentemente, em [13] foi mostrado (usando interpolação complexa e um argumento de

complexificação) que uma versão mais geral do Teorema 1.2.12 é válida quando os espaços

do domı́nio são espaços L∞:

Teorema 1.2.15 (Botelho, Michels, Pellegrino, 2010) Seja n ≥ 2 e sejam 1 ≤ p ≤

q ≤ ∞ e E1, . . . , En espaços L∞. Então

Lm,p(E1, . . . , En;F ) ⊂ Lm,q(E1, . . . , En;F )

para todo espaço de Banach F.

Teoremas de coincidência também são assuntos fecundos no contexto dos operadores

múltipos somantes. Por exemplo, D. Pérez-Garćıa mostrou que o Teorema de Grothendieck

é válido para os operadores multilineares múltiplos somantes:

Teorema 1.2.16 (Pérez-Garćıa, 2003) ([49]) Se 1 ≤ p ≤ 2 e n ≥ 2, então

Lm,p(nl1; l2) = L(nl1; l2).

Definição 1.2.17 Se p ≥ 1, uma aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita fortemente p-

somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
m∑
j=1

∥∥∥T (x(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥p)1/p

≤ C

(
sup

φ∈BL(E1,...,En;K)

m∑
j=1

∣∣∣φ(x(1)
j , ..., x

(n)
j

)∣∣∣p)1/p

(1.9)
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para todos m ∈ N, x
(k)
j ∈ Ek com k = 1, ..., n e j = 1, ...,m . Neste caso escrevemos

T ∈ Lss,p(E1, ..., En;F ) e o ı́nfimo dos C que satisfaz (1.9) define uma norma em

Lss,p(E1, ..., En;F ), representada por ‖·‖ss,p .

O multi-ideal dos operadores multilineares fortemente p-somantes é devido a V. Dimant

[27] e talvez seja a classe que melhor traduz as propriedades do ideal de operadores original

para o contexto multilinear. Por exemplo, um teorema do tipo Grothendieck e um teorema

do tipo Pietsch são válidos:

Teorema 1.2.18 (Dimant, 2003) ([27]) Se n ≥ 2, então

L(nl1; l2) = Lss,1(nl1; l2).

Teorema 1.2.19 (Dimant, 2003) ([27]) T ∈ L(E1, ..., En;F ) é fortemente p-somante se,

e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel µ em

B(E1⊗π ···⊗πEn)∗ (com a topologia fraca estrela) , tais que

∥∥T (x(1), ..., x(n)
)∥∥ ≤ C

(∫
B(E1⊗π ···⊗πEn)∗

∣∣ϕ (x(1) ⊗ · · · ⊗ x(n)
)∣∣p dµ (ϕ)

) 1
p

para todos x(k) ∈ Ek e k = 1, ..., n.

Definição 1.2.20 Se p ≥ 1, uma aplicação T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita absolutamente

p-somante no ponto (a1, ..., an) ∈ E1 × · · · × En se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
T
(
a1 + x

(1)
j , ..., an + x

(n)
j

)
− T (a1, ..., an)

)∞
j=1
∈ lp(F ) (1.10)

sempre que
(
x

(k)
j

)∞
j=1
∈ lwp (Ek) . O espaço vetorial formado pelas aplicações multilineares

T : E1 × · · · × En → F que são absolutamente p-somantes no ponto a = (a1, ..., an) ∈

E1×· · ·×En é denotado por L(a)
as,p(E1, ..., En;F ). Quando a = 0 denominamos T simplesmente

de absolutamente p-somante e o respectivo espaço será representado por Las,p(E1, ..., En;F ).
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O espaço vetorial formado pelas aplicações multilineares de E1 × · · · × En em F que são

absolutamente p-somantes em todo ponto a ∈ E1×· · ·×En é denotado por Levas,p(E1, ..., En;F ).

À primeira vista, o conceito de operador multilinear absolutamente p-somante (tomando

a = 0) parece ser uma generalização multilinear bastante natural dos operadores

absolutamente somantes. No entanto, é fácil encontrar propriedades indesejáveis que fazem

com que este ideal seja muito diferente do ideal linear.

A classe das aplicações multilineares absolutamente p-somantes, Las,p, apresenta muitas

situações de coincidência e, em certo sentido, perde a essência do ideal de operadores lineares

original. Por exemplo, o Teorema de Grothendieck é válido, mas há várias outras situações

de coincidência sem um resultado análogo linear, como

Las,1(nl2;F ) = L(nl2;F ) (1.11)

para todo F e todo n ≥ 2. Uma vez que (1.11) não é verdadeira para n = 1, chamaremos,

a partir de agora, situações como esta de “situação de coincidência artificial”. Acreditamos

que em uma extensão multilinear razoável do conceito linear dos operadores absolutamente

somantes tal comportamento não deve ocorrer.

Outro fato surpreendentemente desta classe é que um teorema de inclusão é válido na

direção oposta do que o esperado (ou seja, se p aumenta, o ideal diminui). O seguinte

resultado é uma combinação de resultados de [35, Theorem 3 and Remark 2], [58, Corollary

4.6] e [13, Theorem 3.8 (ii)]:

Se s > 1, denotamos seu conjugado por s∗, isto é, 1 = 1
s

+ 1
s∗

.

Teorema 1.2.21 (Junek et al., 2008, Botelho et al. 2010, Popa, 2010) Sejam

E1, ..., En espaços de Banach com cotipo s e n ≥ 2 um inteiro positivo:

(i) Se s = 2, então

Las,q(E1, ..., En;F ) ⊂ Las,p(E1, ..., En;F ) (1.12)
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para quaisquer 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 e todo espaço de Banach F .

(ii) Se s > 2, então

Las,q(E1, ..., En;F ) ⊂ Las,p(E1, ..., En;F ) (1.13)

para quaisquer 1 ≤ p ≤ q < s∗ e todo espaço de Banach F .

Em 2011 um resultado obtido independentemente por O. Blasco et al. ([8]) e A.T.

Bernardino ([7]) generaliza substancialmente o resultado acima:

Teorema 1.2.22 (Blasco et al., 2011 e Bernardino, 2011) Se n ≥ 2 e E1, ..., En têm

cotipo s e

1 ≤ p ≤ q < s∗ se s > 2

ou

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 se s = 2,

então

Las,q(E1, ..., En;F ) = Las,( qp
n(q−p)+p ;p,...,p)(E1, ..., En;F )

para todo espaço de Banach F .

Definição 1.2.23 Se p ≥ 1, uma aplicação n-linear T ∈ L(E1, ..., En;F ) é dita fortemente

múltiplo p-somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T (x(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥p)1/p

≤ C

(
sup

φ∈BL(E1,...,En;K)

m∑
j1,...,jn=1

∣∣∣φ(x(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∣∣∣p)1/p

(1.14)

para todos m ∈ N, x
(k)
jk
∈ Ek com k = 1, ..., n e jk = 1, ...,m . Neste caso escrevemos

T ∈ Lsm,p(E1, ..., En;F ) e o ı́nfimo dos C que satisfazem (1.14) define uma norma em

Lsm,p(E1, ..., En;F ), representada por ‖·‖sm,p .

O multi-ideal dos operadores multilineares fortemente múltiplo p-somantes foi

introduzido em [15], e contém os ideais Lss,p e Lm,p. Todas as boas propriedades de Lss,p
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também são válidas nesta classe, exceto possivelmente versões do Teorema da Dominação

de Pietsch (e teorema de inclusão), que são desconhecidas nesse contexto. O “tamanho”

desta classe é potencialmente melhor do que os “tamanhos” de Lss,p e Lm,p pois, apesar de

conter essas duas classes, também é sabido que os teoremas de coincidência para a classe

Lsm,p implicam em teoremas de coincidência para o caso linear.

Em [15, 21] são estabelecidas as seguintes relações de inclusão

Ld,p ⊂ Lsi,p ⊂ Lm,p ⊂ Levas,p ⊂ Las,p, (1.15)

Ld,p ⊂ Lsi,p ⊂ Lss,p ⊂ Lsm,p,

Ld,p ⊂ Lsi,p ⊂ Lm,p ⊂ Lsm,p,

todas elas de norma ≤ 1.

1.3 Extensões desejáveis do ideal dos operadores

absolutamente somantes

Dados E e F espaços de Banach e uma aplicação n-linear cont́ınua T ∈ L(nE;F ), a

aplicação

P : E −→ F : P (x) = T (x, x, ..., x),

para todo x ∈ E, é chamada de polinômio n-homogêneo cont́ınuo. O espaço de todos

polinômios n-homogêneos cont́ınous de E em F será denotada por P(nE;F ), e torna-se uma

espaço de Banach com a norma

‖P‖ = sup{‖P (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} = inf{C : ‖P (x)‖ ≤ C · ‖x‖n , ∀ x ∈ E}.

Definição 1.3.1 Um ideal de polinômios (homogêneos) Q é uma subclasse da classe

de todos polinômios homogêneos cont́ınous entre espaços de Banach tal que para todo n ∈ N e

para todos os espaços de Banach E,F , as componentes Q(nE;F ) := P(nE;F )∩Q satisfazem:
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(i) Q(nE;F ) é um subespaço vetorial de P(nE;F ) que contém os polinônios de tipo

finito,

(ii) Se P ∈ Q(nE;F ), ϕ1 ∈ L(G;E) e ϕ2 ∈ L(F ;H), então ϕ2 ◦ P ◦ ϕ1 ∈ Q(nG;H).

Quando existe uma função ‖.‖Q : Q → [0,∞[ satisfazendo:

(i’) ‖.‖Q restrita a Q(nE;F ) é uma norma (resp. quase-norma) para todo espaço de

Banach E and F e todo n,

(ii’) ‖P : K→ K;P (x) = xn‖Q = 1 para todo n,

(iii’) Se P ∈ Q(nE;F ), u ∈ L(G;E) e ϕ ∈ L(F ;H), então ‖ϕ ◦ P ◦ u‖Q ≤

‖ϕ‖ ‖P‖Q ‖u‖
n ,

Q é chamado de ideal normado (resp. quase-normado) de polinômios.

Para n = 1, escrevemos M(E;F ) e Q(E;F ) em vez de M(1E;F ) e Q(1E;F ).

Em [14] foi introduzida a noção de ideais de polinômios fechados sob a diferenciação

(closed under differentiation, cud) e de fechados para a multiplicação por escalares

(closed for scalar multiplication, csm). Esses conceitos podem ser naturalmente

estendidos para ideais de aplicações multilineares:

Definição 1.3.2 Um ideal de aplicações multilineares M é cud se para todos n,

E1, ..., En, F e T ∈ M(E1, ..., En;F ), tem-se que todo operador obtido fixando-se n − 1

vetores a1, ..., aj−1, aj+1, ..., an pertence a M(Ej;F ) para todo j = 1, ..., n.

Definição 1.3.3 Um ideal de aplicações multilineares M é csm se para todos n,

E1, ..., En, En+1, F , T ∈M(E1, ..., En;F ) e ϕ ∈ E∗n+1, tem-se ϕT ∈M(E1, ..., En, En+1;F ).

Nesta seção vamos identificar e explorar as propriedades que consideramos desejáveis

nas extensões multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes.

É fácil verificar que os ideais de aplicações multilineares p-dominadas, p-semi-integrais,

fortemente p-somantes, múltiplo p-somantes e fortemente múltiplo p-somante são cud e

csm. Portanto, é de certa forma natural que estas propriedades sejam esperadas para uma

generalização multilinear do conceito de operadores absolutamente somantes. Além disso,
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as propriedades cud e csm foram criadas precisamente com o intuito de relacionar ideais de

operadores lineares com suas generalizações multilineares naturais.

Sabemos também que o Teorema de Dvoretzky-Rogers e Teorema da Dominação Pietsch

(e, é claro, o teorema de inclusão) são ainda válidos na classe Ld,p. Por outro lado, como

já dissemos antes, esta classe é, em certo sentido, pequena e o Teorema de Grothendieck

não é válido. De acordo com (1.15) vemos, por outro lado, que a classe Lsm,p aparenta

ser satisfatoriamente grande e, de [15], sabemos que os Teoremas de Dvoretzky-Rogers e de

Grothendieck (l1-l2) são válidos. Mais geralmente, esta classe contém a classe dos operadores

multilineares múltiplo p-somantes e, portanto, herda todos os teoremas de coincidência

conhecidos para essa última classe. Nesse sentido, parece ser razoável esperar que todas

as extensões multilineares razoáveis M = (Mp)p≥1 do ideal dos operadores absolutamente

somantes devem satisfazer Ld,p ⊂Mp ⊂ Lsm,p.

A seguir, listamos as propriedades estruturais das famı́lias mais comuns de ideais que

generalizam a famı́lia (Πp)p≥1 para o ambiente multilinear.

Propriedade/ Classe Ld,p Lsi,p Lss,p Lm,p Lsm,p Las,p Levas,p
cud Sim Sim Sim Sim Sim Não Sim

csm Sim Sim Sim Sim Sim Sim Sim

Teorema de Grothendieck Não Não Sim Sim Sim Sim Sim

Teorema de Inclusão Sim Sim Sim Não ? Não Não

Teorema de Dvoretzky-Rogers Sim Sim Sim Sim Sim Não Sim

Ld,p ⊂ · ⊂ Lsm,p Sim Sim Sim Sim Sim Não ?


Com base nas propriedades que consideramos desejáveis para uma famı́lia que estende

a famı́lia (Πp)p≥1 consideremos a seguinte definição:

Definição 1.3.4 Uma famı́lia de ideais normados de aplicações multilineares (Mp)p≥1 é

uma extensão desejável da famı́lia (Πp)p≥1 se

• (i) Ld,p ⊂Mp ⊂ Lsm,p para todo p e as inclusões têm norma ≤ 1.

• (ii) Mp é csm para todo p.
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• (iii) Mp é cud para todo p.

• (iv) Mp ⊂Mq sempre que p ≤ q.

• (v) O Teorema de Grothendieck e o Teorema de Dvoretzky-Rogers são válidos.

Observação 1.3.5 Observe que se Ld,p ⊂ Mp ⊂ Lsm,p, então o Teorema de Dvoretzky-

Rogers é válido para Mp.

Note que (Lss,p)p≥1 é uma extensão desejável da famı́lia (Πp)p≥1.

A partir de agora uma extensão desejável da famı́lia (Πp)p≥1 será chamada de famı́lia

desejável. Seja D a classe de todas as famı́lias desejáveis de aplicações multilineares.

Definição 1.3.1 Dizemos que uma famı́lia desejável de aplicações multilineares M =

(Mp)p≥1 é maximal se

[Mp⊂ Ip para todo p (com norma ≤ 1) e (Ip)p≥1∈ D]⇒ (Mp)p≥1= (Ip)p≥1, com ‖·‖Mp
= ‖·‖Ip .

Analogamente, dizemos que uma famı́lia desejável de aplicações multilinearesM = (Mp)p≥1

é minimal se

[Ip⊂ Mp para todo p (com norma ≤ 1) e (Ip)p≥1∈ D]⇒ (Mp)p≥1= (Ip)p≥1, com ‖·‖Mp
= ‖·‖Ip .

Diante do exposto acima, levantamos os seguintes questionamentos:

• Será que existe uma famı́lia desejável maximal?

• Será que existe uma famı́lia desejável minimal?

• Será que a famı́lia (Lss,p)p≥1 é maximal ou minimal?

As duas primeiras perguntas serão respondidas positivamente.

Teorema 1.3.2 ([47]) Existe uma famı́lia desejável maximal de aplicações multilineares.
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Demonstração. Indexaremos D por um conjunto de ı́ndices Λ:

D =
{
Mλ = (Mλ

p)p≥1 :Mλ é uma famı́lia desejável com λ ∈ Λ
}
.

Em D consideramos a seguinte relação de ordem:

Mλ1 ≤Mλ2 ⇔Mλ1
p ⊂Mλ2

p e ‖·‖Mλ2
p
≤ ‖·‖Mλ1

p
para todo p ≥ 1.

Usaremos o Lema de Zorn na classe D. Note que D 6= ∅ pois (Lss,p)p≥1 ∈ D. Sejam O ⊂ D

totalmente ordenado e

ΛO = {λ ∈ Λ :Mλ = (Mλ
p)p≥1 ∈ O}.

Defina

U = (Up)p≥1

onde, para cada p ≥ 1,

Up =
⋃
λ∈ΛO

Mλ
p .

Em ΛO definimos a seguinte direção

λ1 ≤ λ2 ⇔Mλ1 ≤Mλ2 .

É fácil notar que, para cada p e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En, o conjunto

Up (E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial, com as operações usuais. De fato, dados T,R ∈

Up (E1, ..., En;F ) e α ∈ K temos:

Se T ∈ Mλ1
p (E1, ..., En;F ) e αR ∈ Mλ2

p (E1, ..., En;F ), então como O é totalmente

ordenado temos que ou Mλ1
p ⊂ Mλ2

p ou Mλ2
p ⊂ Mλ1

p . De qualquer modo, T + αR ∈

Mλi
p (E1, ..., En;F ) para i = 1 ou i = 2. Portanto, T + αR ∈ Up (E1, ..., En;F ).

Agora, vamos mostrar que, para cada p ≥ 1, a aplicação

T ∈ Up (E1, ..., En;F ) 7→ ‖T‖Up = inf
λ∈ΛO

‖T‖Mλ
p
, (1.16)
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define uma norma em Up (E1, ..., En;F ). Note que, para cada T ∈ Mλ
p (E1, ..., En;F ) , esse

ı́nfimo existe, pois
{
‖T‖Mλ

p
: λ ∈ ΛO

}
é um subconjunto de R limitado inferiormente (por

zero). Sendo assim, ‖T‖Up ≥ 0 para todo T ∈ Uλp (E1, ..., En;F ). E, como ‖T‖Mλ
p
≥ ||T || para

todo λ ∈ ΛO, temos ‖T‖Up ≥ ||T || e dáı

‖T‖Up = 0 se, e somente se, T = 0.

Temos também

‖αT‖Up = inf
λ∈ΛO

‖αT‖Mλ
p

= inf
λ∈ΛO

|α| ‖T‖Mλ
p

= |α| inf
λ∈ΛO

‖T‖Mλ
p

e, como

‖T +R‖Mλ
p
≤ ‖T‖Mλ

p
+ ‖R‖Mλ

p

para todo λ ∈ ΛO e quaisquer T,R ∈Mλ
p (E1, ..., En;F ) , segue que

‖T +R‖Up ≤ ‖T‖Up + ‖R‖Up

para quaisquer T,R ∈ Up (E1, ..., En;F ) . Assim, conclúımos que
(
Up (E1, ..., En;F ) , ‖·‖Up

)
é um espaço normado.

Afirmação 1:
(
Up, ‖·‖Up

)
é um ideal normado.

(i) Up (E1, ..., En;F ) contém os operadores n-lineares de tipo finito.

É claro, pois cada Mλ
p(E1, ..., En;F ) contém os operadores de tipo finito e

Up (E1, ..., En;F ) contém cada Mλ
p(E1, ..., En;F ).

(ii) Sejam uj ∈ L(Gj;Ej), com j = 1, 2, ..., n, T ∈ Up (E1, ..., En;F ) e v ∈ L(F ;H). Vamos

mostrar que

v ◦ T ◦ (u1, ..., un) ∈ Up (G1, ..., Gn;H) . (1.17)
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Com efeito, como T ∈Mλ
p (E1, ..., En;F ) para algum λ ∈ ΛO, segue que

v ◦ T ◦ (u1, ..., un) ∈Mλ
p (G1, ..., Gn;H)

e obtemos (1.17).

(iii) Como a aplicação A : Kn → K dada por A(x1, ..., xn) = x1...xn tem norma ‖A‖Mλ
p

= 1

para todo λ ∈ ΛO, temos

‖A‖Up = inf
λ∈ΛO

‖A‖Mλ
p

= 1.

(iv) Sejam uj ∈ L(Gj;Ej), com j = 1, 2, ..., n, T ∈ Up (E1, ..., En;F ) e v ∈ L(F ;H).

Como T ∈ Mλ′
p (E1, ..., En;F ) para algum λ′ ∈ ΛO segue que v ◦ T ◦ (u1, ..., un) ∈

Mλ′
p (G1, ..., Gn;H). Dáı

‖v ◦ T ◦ (u1, ..., un)‖Mλ′
p
≤ ‖v‖ ‖T‖Mλ′

p
‖u1‖ ... ‖un‖ . (1.18)

Então

‖v ◦ T ◦ (u1, ..., un)‖Up ≤ ‖v‖ ‖T‖Up ‖u1‖ ... ‖un‖ .

Portanto
(
Up, ‖·‖Up

)
é um ideal normado.

Afirmação 2: Ld,p ⊂ Up ⊂ Lsm,p para todo p ≥ 1.

De fato, dado λ ∈ ΛO temos

Ld,p ⊂Mλ
p ⊂ Lsm,p para todo p ≥ 1.

Dáı

Ld,p ⊂ Up =
⋃
λ∈ΛO

Mλ
p ⊂ Lsm,p para todo p ≥ 1.

E, consequentemente, o Teorema de Dvoretzky-Rogers é válido.

Afirmação 3: Up é csm para todo p ≥ 1.
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Com efeito, dado λ ∈ ΛO, como Mλ
p é csm para todo p ≥ 1, segue-se facilmente que

Up =
⋃
λ∈ΛO

Mλ
p

é csm para todo p ≥ 1.

Afirmação 4: Up é cud para todo p ≥ 1.

De modo similar, dado λ ∈ ΛO, como Mλ
p é cud para todo p ≥ 1, conclúımos que

Up =
⋃
λ∈ΛO

Mλ
p

é cud para todo p ≥ 1.

Afirmação 5: Up ⊂ Uq quando p ≤ q.

É clara, pois dado λ ∈ ΛO, temos Mλ
p ⊂Mλ

q quando p ≤ q. Logo

Up =
⋃
λ∈ΛO

Mλ
p ⊂

⋃
λ∈ΛO

Mλ
q = Uq

quando p ≤ q.

Afirmação 6: O Teorema de Grothendieck é válido em U .

De fato, como Teorema de Grothendieck é válido para todo Mλ ∈ O, segue que

Mλ
1(nl1, l2) = L(nl1, l2) para todo λ ∈ ΛO, e consequentemente U1(nl1, l2) = L(nl1, l2).

Essas seis afirmações nos garantem que U = (Up)p≥1 ∈ D e que U = (Up)p≥1 é uma cota

superior para O. Pelo Lema de Zorn, D tem um elemento maximal.

O próximo teorema irá garantir a existência de uma famı́lia desejável minimal de

aplicações multilineares. A demonstração é similar à anterior, mas preferimos não omiti-

la.

Teorema 1.3.3 ([47]) Existe uma famı́lia desejável minimal de aplicações multilineares.
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Demonstração. Como no teorema anterior, indexamos D por um conjunto de ı́ndices Λ :

D = {Mλ = (Mλ
p)p≥1 :Mλ é uma famı́lia desejável com λ ∈ Λ}.

Em D consideramos a seguinte relação de ordem:

Mλ1 ≤Mλ2 ⇔Mλ2
p ⊂Mλ1

p e ‖·‖Mλ1
p
≤ ‖·‖Mλ2

p
para todo p ≥ 1.

Note que D 6= ∅, pois (Lss,p)p≥1 ∈ D. Sejam O ⊂ D totalmente ordenado e

ΛO = {λ ∈ Λ :Mλ = (Mλ
p)p≥1 ∈ O}.

Considere

I = (Ip)p≥1

onde, para cada p ≥ 1,

Ip =
⋂
λ∈ΛO

Mλ
p .

Note que, para cada p e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En, o conjunto Ip (E1, ..., En;F )

é um espaço vetorial, com as operações usuais. Agora vamos mostrar que, para cada p ≥ 1,

a aplicação

T ∈ Ip (E1, ..., En;F ) 7→ ‖T‖Ip = sup
λ∈ΛO

‖T‖Mλ
p

(1.19)

define uma norma em Ip (E1, ..., En;F ). Por hipótese, para cada p ≥ 1, a inclusão

inc : Ld,p(E1, ..., En;F )→Mλ
p(E1, ..., En;F )

tem norma menor ou igual a 1 para todo λ ∈ ΛO e assim segue que
{
‖T‖Mλ

p
: λ ∈ ΛO

}
é

um subconjunto de R limitado superiormente por ‖T‖d,p, e portanto o supremo em (1.19) é

finito.
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Também, por hipótese, sabemos que para cada p ≥ 1, a inclusão

inc :Mλ
p(E1, ..., En;F )→ Lsm,p(E1, ..., En;F )

tem norma menor ou igual a 1 para todo λ ∈ ΛO. Logo

‖T‖Ip ≥ ‖T‖sm,p ≥ 0 para todo T ∈ Iλp (E1, ..., En;F )

e dáı

‖T‖Ip = 0 se, e somente se, T = 0.

E ainda

‖αT‖Ip = sup
λ∈ΛO

‖αT‖Mλ
p

= sup
λ∈ΛO

|α| ‖T‖Mλ
p

= |α| sup
λ∈ΛO

‖T‖Mλ
p
.

Como ‖T +R‖Mλ
p
≤ ‖T‖Mλ

p
+ ‖R‖Mλ

p
para todo λ ∈ ΛO segue que

‖T +R‖Ip = sup
λ∈ΛO

‖T +R‖Mλ
p
≤ sup

λ∈ΛO

‖T‖Mλ
p

+ sup
λ∈ΛO

‖R‖Mλ
p

= ‖T‖Ip + ‖R‖Ip .

Logo,
(
Ip (E1, ..., En;F ) , ‖·‖Ip

)
é um espaço normado.

As Afirmações de 1 a 6 feitas no teorema anterior podem ser provadas, neste contexto, de

forma semelhante. Portanto podemos concluir, pelo Lema de Zorn, que D tem um elemento

maximal. E, pela escolha da ordem parcial em D, este elemento maximal é uma famı́lia

desejável minimal.

A seguir listamos alguns problemas, para os quais não temos solução e que acreditamos

serem interessantes para o desenvolvimento da teoria:

Problema 1 (Lsm,p)p≥1 é um ideal desejável ?

Conjecturamos que a resposta ao problema anterior é “NÃO”. Entretanto, se a resposta

for “SIM”, a calsse (Lsm,p)p≥1 será maximal.

Problema 2 (Lss,p)p≥1 é um ideal desejável maximal ou minimal ?
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A resposta para o próximo problema também parece ser “NÃO”, mas não temos uma

demonstração.

Problema 3 (Lss,p)p≥1 = (Lsm,p)p≥1? (ou melhor, Lsm,p ⊂ Lss,p ?)

Para o próximo problema que vamos propor, precisamos de definições auxiliares.

Sejam n um inteiro positivo, k ∈ {1, ..., n} e p ≥ 1. Uma aplicação n-linear

T ∈ L(E1, ..., En;F ) será dita k-quase absolutamente p-somante se existir uma constante

C ≥ 0 tal que

(
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖p
)1/p

≤ C
∥∥∥(xjk)

∞
jk=1

∥∥∥
w,p

∏
l 6=k

‖xjl‖ (1.20)

para cada xji ∈ Ei com i = 1, ..., k− 1, k+ 1..., n e para toda (xjk)
∞
jk=1 ∈ l

w
p (Ek) . Neste caso

escrevemos T ∈ Lks,p(E1, ..., En;F ) e o ı́nfimo dos C que satisfazem (1.20) define uma norma

em Lks,p(E1, ..., En;F ), representada por ‖·‖ks,p .

Essas aplicações foram introduzidas em [15] como um exemplo de uma generalização

artificial dos operadores absolutamente somantes. Não é dif́ıcil provar que
(
Lks,p, ‖·‖ks,p

)
é

uma ideal normado de aplicações multilineares.

Agora, consideremos a nova classe, Lqs,p, cujas componentes chamaremos de quase-

absolutamente p-somantes :

Lqs,p(E1, ..., En;F ) :=
n⋂
k=1

Lks,p(E1, ..., En;F ).

Definindo

‖T‖qs,p := max
k
‖T‖ks,p , (1.21)

temos uma norma para Lqs,p(E1, ..., En;F ) e (Lqs,p, ‖.‖qs,p) é uma ideal normado (veja o

Anexo 1.4).

O próximo resultado mostra a relação entre as classes Lsm,p e Lqs,p :

Proposição 1.3.6 Lsm,p ⊂ Lqs,p e esta inclusão tem norma ≤ 1.
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Demonstração: Sejam T ∈ Lsm,p(E1, ..., En;F ), m ∈ N com m ≥ n, k ∈ {1, ..., n} e(
x

(k)
jk

)m
jk=1
∈ lwp (Ek) . Então, para cada xl ∈ El com l = 1, ..., k − 1, k + 1, ..., n, considere

(
x

(l)
jl

)m
jl=1

= (0, ..., xl︸︷︷︸
l-ésimo termo

, ..., 0).

Assim (
m∑

jk=1

‖ T (x1, ..., x
(k)
jk
, ..., xn) ‖p

)1/p

=

(
m∑

j1,...,jn=1

‖ T (x
(1)
j1
, ..., x

(k)
jk
, ..., x

(n)
jn

) ‖p
)1/p

≤ ‖T‖sm,p

(
sup

φ∈BL(E1,...,En;K)

m∑
j1,...,jn=1

| φ(x
(1)
j1
, ..., x

(k)
jk
, ..., x

(n)
jn

) |p
)1/p

≤ ‖T‖sm,p ‖x1‖ [k]... ‖xn‖(
sup

φ∈BL(E1,...,En;K)

m∑
jk=1

∣∣∣∣∣ φ

‖x1‖ [k]... ‖xn‖
(x1, ..., x

(k)
jk
, ..., xn)

∣∣∣∣∣
p)1/p

≤ ‖T‖sm,p ‖x1‖ [k]... ‖xn‖

 sup
ϕk∈BE∗

k

m∑
jk=1

∣∣∣ϕk(x(k)
jk

)
∣∣∣p
1/p

= ‖T‖sm,p ‖x1‖ [k]... ‖xn‖
∥∥∥∥(x(k)

jk

)m
jk=1

∥∥∥∥
w,p

.

Logo T ∈ Lks,p(E1, ..., En;F ) para todo k ∈ {1, ..., n}. Portanto, T ∈ Lqs,p(E1, ..., En;F ) com

‖T‖qs,p ≤ ‖T‖sm,p .

�

Como veremos no Apêndice 1.4, (Lqs,p, ‖.‖qs,p) é um ideal normado. Claramente, esse

não é um ideal interessante, pois não passa de uma espécie de disfarce multilinear do ideal

dos operadores absolutamente p-somantes. Assim, nos parece interessante mostrar que essa
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classe não é uma famı́lia desejável. Uma resposta ao próximo problema esclareceria a questão:

Problema 4 (Lsm,p)p≥1 = (Lqs,p)p≥1 ? (ou melhor, Lqs,p ⊂ Lsm,p ?)

Qualquer resposta para o problema acima levará a conclusões importantes:

• Se a resposta para o problema acima for SIM (conjecturamos que não é), então temos

várias informações pertinentes:

(i) a igualdade não é trivial e o resultado vai ser interessante por si próprio;

(ii) concluiremos que (Lsm,p)p≥1 é um ideal desejável (maximal) e (o mais importante)

que (Lsm,p)p≥1 tem propriedades ainda melhores que as já conhecidas. Por exemplo, além

do teorema de inclusão (que era desconhecido para essa classe), concluiremos também que

como toda situação de coincidência linear Πp (E;F ) = L (E;F ) é naturalmente estendida

para Lqs,p (nE;F ) = L (nE;F ), seria estendida também para Lsm,p (nE;F ) = L (nE;F ) ; com

todas essas informações em mãos, seria natural considerar (Lsm,p)p≥1 como a generalização

mais “perfeita” de (Πp)p≥1, dentro dos nossos parâmetros.

• Se a resposta para o problema acima for NÃO (que acreditamos ser o caso), então

concluiremos que (Lqs,p)p≥1 não é uma classe desejável, que é o que imaginamos que deve

ocorrer, já que a classe (Lqs,p)p≥1 é constrúıda artificialmente.

Observação 1.3.7 Nos parece pertinente observar que a nossa definição de classe desejável

é uma proposta que pode ser alterada com a inclusão, subtração ou alteração das propriedades

desejáveis. Acreditamos que a ideia da demonstração do Teorema 1.3.2 (e Teorema 1.3.3)

pode ser adaptada para contextos diferentes. Nos parece ainda razoável tentar uma abordagem

onde se exija que os ideais desejáveis sejam completos.

1.4 Anexo: Algumas propriedades dos operadores

quase-absolutamente p-somantes

Sejam E,E1, ..., En, En+1, F espaços de Banach sobre K = R ou C e p ≥ 1. Como vimos

no final da seção anterior um operador n-linear T ∈ L(E1, ..., En;F ) é k-absolutamente
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p-somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖p
)1/p

≤ C
∥∥∥(xjk)

∞
jk=1

∥∥∥
w,p

∏
l 6=k

‖xjl‖ (1.22)

para todo xji ∈ Ei com i = 1, ..., k − 1, k + 1..., n e toda (xjk)
∞
jk=1 ∈ lwp (Ek) . Neste caso

escrevemos T ∈ Lks,p(E1, ..., En;F ) e

‖T‖ks,p = inf{C; C satisfaz (1.22)}

define uma norma em Lks,p(E1, ..., En;F ).

Com isso, definimos a classe das aplicações quase absolutamente p-somantes como sendo

a intersecção das k-quase absolutamente p-somantes:

Lqs,p(E1, ..., En;F ) =
n⋂
k=1

Lks,p(E1, ..., En;F ).

Note que Lqs,p(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial. Observe que, quando n = 1, temos

k = 1, e Lqs,p(E;F ) = L1
s,p(E;F ) = Las,p(E;F ) para todos espaços de Banach E,F.

Vejamos que (1.21) define uma norma para essa classe e que, com tal norma, Lqs,p é um

multi-ideal normado.

Proposição 1.4.1 Para cada p ≥ 1,

‖T‖qs,p = max
k
‖T‖ks,p , (1.23)

define uma norma em Lqs,p(E1, ..., En;F ).

Demonstração: É claro que ‖T‖qs,p ≥ 0 para todo T ∈ Lqs,p (E1, ..., En;F ). E, como

‖T‖qs,p ≥ ||T ||ks,p para todo k = 1, ..., n, temos

‖T‖qs,p = 0 se, e somente se, T = 0.
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Temos ainda

‖αT‖qs,p = max
k
‖αT‖ks,p = max

k
|α| ‖T‖ks,p = |α|max

k
‖T‖ks,p = |α| ‖T‖qs,p ,

e como ‖T +R‖ks,p ≤ ‖T‖ks,p + ‖R‖ks,p para todo k = 1, ..., n, segue que

‖T +R‖qs,p = max
k
‖T +R‖ks,p ≤ max

k
‖T‖ks,p + max

k
‖R‖ks,p = ‖T‖qs,p + ‖R‖qs,p .

Logo,
(
Lqs,p (E1, ..., En;F ) , ‖·‖qs,p

)
é um espaço normado. �

Proposição 1.4.2 Lqs,p é um multi-ideal.

Demonstração: • Lqs,p(E1, ..., En;F ) é um subespaço de L(E1, ..., En;F ) que contém

os operadores n-lineares de tipo finito. De fato, pois interseção de subespaços é um

subespaço e, como cada Lks,p(E1, ..., En;F ) contém os operadores de tipo finito, segue que

Lqs,p(E1, ..., En;F ) também contém os operadores de tipo finito.

• Sejam uj ∈ L(Gj;Ej), com j = 1, 2, ..., n, T ∈ Lqs,p(E1, ..., En;F ) e v ∈ L(F ;H).

Como T ∈ Lks,p(E1, ..., En;F ) para todo k = 1, ..., n segue que

v ◦ T ◦ (u1, ..., un) ∈ Lks,p(G1, ..., Gn;H)

para todo k = 1, ..., n. Logo

v ◦ T ◦ (u1, ..., un) ∈ Lqs,p(G1, ..., Gn;H).

�

Proposição 1.4.3
(
Lqs,p, ‖.‖qs,p

)
é um multi-ideal normado.

Demonstração: Já sabemos que
(
Lqs,p (E1, ..., En;F ) , ‖·‖qs,p

)
é um espaço normado.

Agora, como a aplicação A : Kn → K dada por A(x1, ..., xn) = x1...xn tem norma ‖A‖ks,p = 1
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para todo k ∈ {1, ..., n} temos que

‖A‖qs,p = max
k
‖A‖ks,p = 1.

Sejam uj ∈ L(Xj;Ej), com j = 1, 2, ..., n, T ∈ Lqs,p (E1, ..., En;F ) e v ∈ L(F ;H). Como T ∈

Lks,p (E1, ..., En;F ) para todo k ∈ {1, ..., n} segue que v ◦T ◦ (u1, ..., un) ∈ Lks,p(X1, ..., Xn;H)

para todo k ∈ {1, ..., n}. Dáı

‖v ◦ T ◦ (u1, ..., un)‖ks,p ≤ ‖v‖ ‖T‖ks,p ‖u1‖ ... ‖un‖

para todo k ∈ {1, ..., n} . Logo

‖v ◦ T ◦ (u1, ..., un)‖qs,p ≤ ‖v‖ ‖T‖qs,p ‖u1‖ ... ‖un‖ .

Portanto
(
Lqs,p, ‖·‖qs,p

)
é um ideal normado. �

Proposição 1.4.4
(
Lqs,p, ‖.‖qs,p

)
é cud para todo p.

Demonstração: Dados n ∈ N, E1, ..., En, F e T ∈ Lqs,p (E1, ..., En;F ). Fixando

xj1 , ..., xji−1
, xji+1

, ..., xjn , o operador

T : Ei → F

definido por

T (xji) = T (xj1 , ..., xji−1
, xji , xji+1

, ..., xjn)

pertence a Lqs,p (Ei;F ) para todo i ∈ {1, ..., n} . De fato, dado i ∈ {1, ..., n} , temos

(
∞∑
ji=1

∥∥T (xji)
∥∥p)1/p

=

(
∞∑
ji=1

‖T (xj1 , ..., xji , ..., xjn)‖p
)1/p

≤ C
∥∥∥(xji)

∞
ji=1

∥∥∥
w,p

∏
l 6=i

‖xjl‖ = C1

∥∥∥(xji)
∞
ji=1

∥∥∥
w,p

.
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Logo

T ∈ Las,p(Ei;F ) = L1
s,p(Ei;F ) = Lqs,p(Ei;F )

para todo i ∈ {1, ..., n} . Portanto, Lqs,p é cud para todo p. �

Proposição 1.4.5
(
Lqs,p, ‖.‖qs,p

)
é csm para todo p.

Demonstração: Dados n ∈ N, E1, ..., En, En+1, F , T ∈ Lqs,p (E1, ..., En;F ) e ϕ ∈ E∗n+1

temos, para i ∈ {1, ..., n} ,

(
∞∑
ji=1

∥∥ϕT (xj1 , ..., xji , ..., xjn , xjn+1)
∥∥p)1/p

=

(
∞∑
ji=1

∥∥ϕ(xjn+1)T (xj1 , ..., xji , ..., xjn)
∥∥p)1/p

=
∣∣ϕ(xjn+1)

∣∣( ∞∑
ji=1

‖T (xj1 , ..., xji , ..., xjn)‖p
)1/p

≤ C
∣∣ϕ(xjn+1)

∣∣ ∥∥∥(xji)
∞
ji=1

∥∥∥
w,p

∏
l 6=i

‖xjl‖ .

Logo

ϕT ∈ Lis,p (E1, ..., En, En+1;F )

para i = 1, ..., n. Para i = n+ 1, temos

 ∞∑
jn+1=1

∥∥ϕT (xj1 , ..., xji , ..., xjn , xjn+1)
∥∥p1/p

=

 ∞∑
jn+1=1

∥∥ϕ(xjn+1)T (xj1 , ..., xji , ..., xjn)
∥∥p1/p

= ‖T (xj1 , ..., xji , ..., xjn)‖

 ∞∑
jn+1=1

∣∣ϕ(xjn+1)
∣∣p1/p

≤ ‖T‖ ‖xj1‖ · · · ‖xjn‖ ‖ϕ‖
∥∥∥(xjn+1

)∞
jn+1=1

∥∥∥
w,p

,

ou seja,

ϕT ∈ Ln+1
s,p (E1, ..., En, En+1;F ) .

Portanto ϕT ∈ Lqs,p (E1, ..., En, En+1;F ) e, consequentemente, Lqs,p é csm para todo p. �
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Proposição 1.4.6 Lqs,p ⊂ Lqs,r para todo p ≤ r.

Demonstração: Para mostrar que

Lqs,p(E1, ..., En;F ) =
n⋂
k=1

Lks,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lqs,r(E1, ..., En;F ) =
n⋂
k=1

Lks,r(E1, ..., En;F )

para todo p ≤ r, basta mostrarmos que

Lks,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lks,r(E1, ..., En;F )

para todos p ≤ r e k ∈ {1, ..., n}. Para cada xji ∈ Ei com i = 1, ..., n e para toda (xjk)
∞
jk=1

∈ lwp (Ek) tome

αjk = ‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖
r
p
−1 ,

então

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖r = ‖T (xj1 , ..., αjkxjk , ..., xjn)‖p .

Se T ∈ Lks,p (E1, ..., En;F ), temos que

(
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖r
) 1

p

≤

(
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., αjkxjk , ..., xjn)‖p
) 1

p

≤ ‖T‖ks,p sup
ϕ∈BE′

k

(
∞∑
jk=1

|αjk |
p ‖ϕ (xjk)‖

p

) 1
p ∏
l 6=k

‖xjk‖

≤ ‖T‖ks,p

(
∞∑
jk=1

|αjk |
rp
r−p

) r−p
rp

sup
ϕ∈BE′

k

(
∞∑
jk=1

‖ϕ (xjk)‖
r

) 1
r ∏
l 6=k

‖xjk‖

= ‖T‖ks,p

(
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖r
) 1

p
− 1
r

sup
ϕ∈BE′

k

(
∞∑
jk=1

‖ϕ (xjk)‖
r

) 1
r ∏
l 6=k

‖xjk‖ ,
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e segue que

(
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖r
) 1

r

≤ ‖T‖ks,p sup
ϕ∈BE′

k

(
∞∑
jk=1

‖ϕ (xjk)‖
r

) 1
r ∏
l 6=k

‖xjk‖ ,

isto é,

T ∈ Lks,r (E1, ..., En;F )

como queŕıamos. �

Proposição 1.4.7 O Teorema de Grothendieck é válido, isto é, Lqs,1 (nl1; l2) = L (nl1; l2)

para todo n ≥ 2.

Demonstração: Sejam k ∈ {1, ..., n} e (xjk)
∞
jk=1 ∈ l

w
1 (l1) . Fixados

xj1 , ..., xjk−1
, xjk+1

, ...xjn ∈ l1

não nulos, seja T ∈ L (nl1; l2) . Defina T (k) : l1 → l2 por

T (k)(x) = T

(
xj1
‖xj1‖1

, ..., x, ...,
xjn
‖xjn‖1

)
.

Logo, pelo Teorema de Grothendieck, temos que

T (k) ∈ L (l1; l2) = Las,1(l1; l2),

ou seja,
∞∑
jk=1

∥∥T (k)(xjk)
∥∥

2
≤ π1(T (k))

∥∥∥(xjk)
∞
jk=1

∥∥∥
w,1

,

ou ainda,
∞∑
jk=1

∥∥∥∥T ( xj1
‖xj1‖1

, ..., xjk , ...,
xjn
‖xjn‖1

)∥∥∥∥
2

≤ π1(T (k))
∥∥∥(xjk)

∞
jk=1

∥∥∥
w,1

.
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Logo
∞∑
jk=1

‖T (xj1 , ..., xjk , ..., xjn)‖2 ≤ π1(T (k))
∥∥∥(xjk)

∞
jk=1

∥∥∥
w,1

∏
l 6=k

‖xjk‖

e, portanto,

T ∈ Lks,1 (nl1; l2) .

Como k ∈ {1, ..., n} é arbitrário, temos

T ∈ Lks,1 (nl1; l2)

para todo k ∈ {1, ..., n} e o resultado segue. �
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Caṕıtulo 2

Generalizações do Teorema da

Dominação de Pietsch

O seguinte teorema é conhecido como Teorema da Dominação de Pietsch:

Teorema 2.0.8 (Pietsch, 1967) Se E e F são espaços de Banach, um operador linear

cont́ınuo T : E → F é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida regular de probabilidade µ na σ-álgebra dos borelianos da bola unitária

fechada do dual de E com a topologia fraca estrela, (BE∗ , σ(E∗, E)) , tal que

‖T (x)‖ ≤ C

(∫
BE∗

|ϕ(x)|p dµ
) 1

p

, para todo x ∈ E.

O Teorema da Dominação de Pietsch tem um papel central na teoria de operadores

absolutamente somantes (veja os livros [25, 54]). Tendo em vista a importância do Teorema

da Dominação de Pietsch (TDP) na teoria linear, vários autores começaram a investigar

teoremas do tipo Pietsch no contexto de aplicações multilineares e de polinômios homogêneos

(citamos, por exemplo, [1, 18, 21, 27, 29, 30, 38, 40, 44]). Em [19], o TDP foi estendido para

uma classe de aplicações não-multilineares (e não polinomiais). Por esses motivos, em [20],

uma abordagem unificada ao TDP foi apresentada como uma tentativa de mostrar que todos

os teoremas conhecidos do tipo Pietsch eram casos particulares de uma versão única. Porém,
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em pelo menos um caso, a abordagem abstrata apresentada em [20] parece ineficaz:

Definição 2.0.1 Sejam p1, ..., pn > 0, com 1
p

= 1
p1

+ · · · + 1
pn
, X1, ..., Xn e Y espaços de

Banach. Uma aplicação arbitrária f : X1 × · · · × Xn → Y é dita (p1, ..., pn)-dominada

em (a1, ..., an) ∈ X1 × · · · × Xn se existem uma constante C > 0 e medidas regulares de

probabilidade de Borel µk em BX∗k
, k = 1, ..., n,

∥∥f(a1 + x(1), ..., an + x(n))− f(a1, ..., an)
∥∥ ≤ C

n∏
k=1

(∫
BX∗

k

∣∣ϕ(x(k))
∣∣pk dµk)1/pk

(2.1)

para todo x(j) ∈ Xj, j = 1, ..., n.

Problema 5 Se (a1, ..., an) ∈ X1 × · · · × Xn e p1, ..., pn > 0, que tipo de aplicação

f : X1 × · · · × Xn → Y satisfaz, para algum C > 0 e medidas regulares de probabilidade

de Borel µk em BX∗k
, k = 1, ..., n, a desiguadade (2.1) para todo x(j) ∈ Xj, j = 1, ..., n ?

2.1 Somabilidade de aplicações não-lineares

Responder o Problema 5 nada mais é do que demonstrar um teorema do tipo Pietsch

para a classe das aplicações (p1, ..., pn)-dominadas em (a1, ..., an) ∈ X1 × · · · × Xn. Vale

ressaltar que a demonstração original que Pietsch deu ao seu teorema linear de dominação

usa o Lema de Ky Fan (veja [54, p. 40]) ao invés do teorema de separação de Hahn-Banach

(posteriormente usado em outras demonstrações). O uso do teorema de separação de Hahn-

Banach não parece ser suficiente para demonstrar uma versão geral do TDP que solucione

o Problema 5; para esta tarefa a idéia original de Pietsch, usando o Lema de Ky Fan, será

muito útil. É, em certo sentido, uma surpresa agradável que o primeiro argumento que

Pietsch concebeu para as aplicações lineares tenha se mostrado o mais adequado quando se

trata de um contexto mais geral e totalmente não-linear.

Definição 2.1.1 Uma famı́lia F de funções reais f : K → R é côncava se, para todo inteiro
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positivo n, ϕ1, ..., ϕn ∈ F e α1, ..., αn ≥ 0 tais que
n∑
j=1

αj = 1, existe ψ ∈ F satisfazendo

ψ(x) ≥
n∑
j=1

αjϕj(x)

para todo x ∈ K.

A demonstração do resultado principal da presente seção é baseada em dois lemas:

Lema 2.1.2 (Ky Fan) Seja K um espaço topológico de Hausdorff compacto e F uma

famı́lia côncava de funções f : K → R que são convexas e semicont́ınuas inferiormente.

Se para cada f ∈ F existir um xf ∈ K tal que f(xf ) ≤ 0, então existe um x0 ∈ K tal que

f(x0) ≤ 0 para todo f ∈ F .

Lema 2.1.3 (Desigualdade generalizada entre as médias geométrica e aritmética)

Sejam 0 < p1, ..., pn, p <∞ tais que

1

p
=

1

p1

+ · · ·+ 1

pn
.

Então
1

p

n∏
j=1

qpj ≤
n∑
j=1

1

pj
q
pj
j

independentemente da escolha de q1, ..., qn ≥ 0.

A demonstração do Lema de Ky Fan pode ser encontrada no livro de Pietsch [54] e a

demonstração da desigualdade generalizada entre as médias geométrica e aritmética pode

ser encontrada no livro clássico [33, p. 17] (para uma abordagem mais moderna, sugerimos

[62, p. 23]). Agora estamos prontos para responder o Problema 5.

Teorema 2.1.4 ([46]) Uma aplicação arbitrária f : X1 × · · · × Xn → Y é (p1, ..., pn)-

dominada em (a1, ..., an) ∈ X1 × · · · ×Xn se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal
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que

(
m∑
j=1

(∣∣∣b(1)
j ...b

(n)
j

∣∣∣ ∥∥∥f(a1 + x
(1)
j , ..., an + x

(n)
j )− f(a1, ..., an)

∥∥∥)p)1/p

(2.2)

≤ C
n∏
k=1

sup
ϕ∈BX∗

k

(
m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
j )
∣∣∣)pk)1/pk

para todo inteiro positivo m, (x
(k)
j , b

(k)
j ) ∈ Xk ×K, com (j, k) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., n}.

Demonstração: A fim de simplificar a notação, a partir de agora vamos escrever

f(b(k), x(k))nk=1 :=
(∣∣b(1)...b(n)

∣∣ ∥∥f(a1 + x(1), ..., an + x(n))− f(a1, ..., an)
∥∥)p .

Admita a existência de tais medidas µ1, ..., µn satisfazendo (2.1). Então, dados m ∈ N,

x
(l)
j ∈ Xl e b

(l)
j ∈ K, com (j, l) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., n}, teremos, usando a Desigualdade de

Hölder,

m∑
j=1

f(b
(k)
j , x

(k)
j )nk=1 ≤ Cp

m∑
j=1

n∏
k=1

(∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
j )
∣∣∣)pk dµk)p/pk

Desig. de Hölder

≤ Cp

n∏
k=1

(
m∑
j=1

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
j )
∣∣∣)pk dµk)p/pk

≤ Cp

n∏
k=1

(
sup

ϕ∈BX∗
k

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
j )
∣∣∣)pk)p/pk

.

Com isso temos (2.2). Reciprocamente, suponha (2.2) e considere os conjuntos P (BX∗k
) das

medidas regulares de probabilidade em C(BX∗k
)∗, para todo k = 1, ..., n. Sabemos que cada

P (BX∗k
) é compacto quando cada C(BX∗k

)∗ está dotado com a topologia fraca estrela (veja

o Anexo 2.3). Para cada (x
(l)
j )mj=1 em Xl e (b

(s)
j )mj=1 em K, com (s, l) ∈ {1, ..., n} × {1, ..., n},
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considere

g = g
(x

(l)
j )mj=1,(b

(s)
j )mj=1,(s,l)∈{1,...,n}×{1,...,n}

: P (BX∗1
)× · · · × P (BX∗n)→ R

g ((µi)
n
i=1) =

m∑
j=1

[
1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1 − Cp

n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
j )
∣∣∣)pk dµk] .

Denotaremos por F o conjunto de todas essas g.

(i) A famı́lia F é côncava. Com efeito, sejam N um inteiro positivo, gi ∈ F e αi ≥ 0,

i = 1, ..., N, tais que α1 + · · ·+ αN = 1. Então

N∑
i=1

αigi
(
(µj)

n
j=1

)
=

N∑
i=1

αi

{
mi∑
ji=1

[
1

p
f(b

(k)
ji
, x

(k)
ji

)nk=1 − Cp

n∑
z=1

1

pz

∫
Kz

(∣∣∣b(k)
ji

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
ji

)
∣∣∣)pz dµz]}

≤
N∑
i=1

mk∑
ji=1

[
1

p
f(α

1
pk
i b

(k)
ji
, x

(k)
ji

)nk=1 − Cp

n∑
z=1

1

pz

∫
Kz

(∣∣∣∣α 1
pz
i b

(k)
ji

∣∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
ji

)
∣∣∣)pz dµz]

= g
(x

(l)
ji

)
mi,N
ji,i=1,(α

1
ps
i b

(s)
ji

)
mi,N
ji,i=1,(s,l)∈{1,...,t}×{1,...,r}

(
(µj)

n
j=1

)
.

(ii) Além disso, cada função g ∈ F é convexa. De fato,

g(λ(µ1, ..., µt) + (1− λ)(µ̃1, ..., µ̃t))

= g(λµ1 + (1− λ)µ̃1, ..., λµt + (1− λ)µ̃t)

=
m∑
j=1

[
1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1 − Cp

n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk d(λµz + (1− λ)µ̃z)

]

=

m∑
j=1

1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1 − Cp×

×
m∑
j=1

(
λ

n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk dµz + (1− λ)

n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk dµ̃z)

= λg(µ1, ..., µt) + (1− λ)g(µ̃1, ..., µ̃t).
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(iii) Também é verdade que cada g ∈ F é cont́ınua. Para isso, basta mostrarmos que

cada aplicação

µk −→
∫
BX∗

k

∣∣∣ϕ(x(k))
∣∣∣pk dµk, k = 1, ..., n,

é cont́ınua para todo k = 1, ..., n e x(k) ∈ Xk. Dados k ∈ {1, ..., n} e x(k) ∈ Xk, como

C(BX∗k
)∗ está com a topologia fraca estrela, para cada f ∈ C(BX∗k

), a aplicação

µk ∈ C(BX∗k )
∗ −→

∫
BX∗

k

fdµk,

é cont́ınua. Logo, a restrição

µk ∈ P (BX∗k ) −→
∫
BX∗

k

fdµk,

também é cont́ınua. Portanto, tomando f ∈ C(BX∗k
), a aplicação definida por

ϕ ∈ BX∗k 7→ f(ϕ) =
∣∣∣ϕ(x(k))

∣∣∣pk ,
segue que g ∈ F é cont́ınua.

Note que, para cada g ∈ F existem medidas µgk ∈ P (BX∗k
), k = 1, ..., n, tais que

g(µg1, ..., µ
g
n) ≤ 0.

De fato, como cada BX∗k
é compacto (k = 1, ..., n) e cada aplicação

(Rk)(x(k)j )mj=1,(b
(k)
j )mj=1

: BX∗k −→ [0,∞)

definida por

(Rk)(x(k)j )mj=1,(b
(k)
j )mj=1

(ϕ) =
m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk ,
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é cont́ınua, existe ϕk ∈ BX∗k
tal que

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕk(x(k)
j )
∣∣∣)pk = sup

ϕ∈BX∗
k

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk .

Agora, considere a medida de Dirac µgk = δϕk , k = 1, ..., n, e portanto

g(µg1, ..., µ
g
n) =

m∑
j=1

[
1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1

]
− Cp

n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk dµgk

=

m∑
j=1

[
1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1

]
− Cp

n∑
k=1

1

pk


 sup
ϕ∈BX∗

k

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk

 1
pk


pk

(*)

≤
m∑
j=1

[
1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1

]
− Cp 1

p

n∏
k=1


 sup
ϕ∈BX∗

k

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk

 1
pk


p

(**)

≤ 0,

onde em (*) usamos Lema 2.1.3 e em (**) usamos (2.2). Então aplicando o Lema de Ky Fan

obtemos µk ∈ P (BX∗k
), k = 1, ..., n, tais que

g(µ1, ..., µn) ≤ 0

para todo g ∈ F . Logo

m∑
j=1

[
1

p
f(b

(k)
j , x

(k)
j )nk=1

]
− Cp

n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k)
j )
∣∣∣)pk dµk ≤ 0

e, fazendo m = 1, teremos (para todos b(k) ∈ K e x(k) ∈ Xk, k = 1, ..., n),

1

p

(∣∣∣b(1)...b(n)
∣∣∣ ∥∥∥f(a1 + x(1), ..., an + x(n))− f(a1, ..., an)

∥∥∥)p (2.3)

≤ Cp
n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k))

∣∣∣)pk dµk.
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Sejam x(1), ..., x(n) e b(1), ..., b(n) 6= 0 dados e, para k = 1, ..., n, defina

τk :=

(∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k))

∣∣∣)pk dµk
)1/pk

.

Se τk = 0 para todo k então, por (2.3) conclúımos que

(∣∣∣b(1)...b(n)
∣∣∣ ∥∥∥f(a1 + x(1), ..., an + x(n))− f(a1, ..., an)

∥∥∥)p = 0.

Assim obtemos (2.1), como planejado. Suponhamos agora que τj é diferente de zero para

algum j ∈ {1, ..., n}. Considere

V = {j ∈ {1, .., n}; τj 6= 0}

e para cada β > 0 defina

ϑβ,j =


(
τjβ

1
ppj

)−1

se j ∈ V

1 se j /∈ V.

Então, por (2.3), temos

1

p
f(ϑβ,kb

(k), x(k))nk=1 ≤ Cp
n∑
k=1

1

pk

∫
BX∗

k

(∣∣∣ϑβ,kb(k)
∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k))

∣∣∣)pk dµk
≤ Cp

∑
k∈V

1

pk
ϑpkβ,k

∫
BX∗

k

(∣∣∣b(k)
∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x(k))

∣∣∣)pk dµk
≤ Cp

∑
k∈V

1

pk

(
τkβ

1
ppk

)−pk
τpkk

= Cp
∑
k∈V

1

pk

1

β
1
p

≤ Cp

p

1

β
1
p

.

Portanto

ϑpβ,1...ϑ
p
β,n

1

p
f(b(k), x(k))nk=1 ≤

Cp

p

1

β1/p
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e assim obtemos

f(b(k), x(k))nk=1 ≤ Cpβ−1/p
(
ϑpβ,1...ϑ

p
β,n

)−1
(2.4)

= Cpβ−1/p∏
j∈V

(
τjβ

1
ppj

)p
= Cpβ

(∑
j∈V 1/pj

)
−1/p∏

j∈V τ
p
j .

Se V 6= {1, ..., n}, então
1

p
−
∑

j∈V

1

pj
> 0.

Fazendo β →∞ em (2.4) obtemos

f(b(k), x(k))nk=1 = 0

e novamente temos (2.1). Se V = {1, ..., n}, o resultado segue facilmente de (2.4), pois

(∣∣∣b(1)...b(n)
∣∣∣ ∥∥∥f(a1 + x(1), ..., an + x(n))− f(a1, ..., an)

∥∥∥)p = f(b(k), x(k))nk=1 ≤ Cp
n∏
j=1

τpj .

�

Note que a desigualdade (2.2), parece surgerir uma idéia de somabilidade ponderada.

Parece ser pertinente interpretar que cada x
(k)
j tem um “peso” b

(k)
j e neste contexto a soma

∥∥∥f(a1 + x
(1)
j , ..., an + x

(n)
j )− f(a1, ..., an)

∥∥∥
herda um peso

∣∣∣b(1)
j ...b

(n)
j

∣∣∣. É fácil mostrar que se f é n-linear e a1 = ... = an = 0, então

a desigualdade (2.2) coincide com a desigualdade não ponderada de costume. Assim, o

conceito de somabilidade ponderada pode ser visto como uma extensão natural do conceito

de aplicações multilineares para as não-lineares (não-multilineares).
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2.2 O Teorema da Dominação de Pietsch Generalizado

(TDPG)

Sejam X1, ..., Xn, Y e E1, ..., Er conjuntos não vazios arbitrários, H uma famı́lia de

aplicações de X1 × · · · × Xn em Y . Considere também K1, ..., Kt espaços topológicos de

Hausdorff compactos, G1, ..., Gt espaços de Banach e suponha que as aplicações Rj : Kj × E1 × · · · × Er ×Gj −→ [0,∞), j = 1, ..., t

S : H× E1 × · · · × Er ×G1 × · · · ×Gt −→ [0,∞)

satisfazem:

(TDPG1) Para cada x(l) ∈ El e b ∈ Gj, com (j, l) ∈ {1, ..., t} × {1, ..., r}, a aplicação

(Rj)x(1),...,x(r),b : Kj −→ [0,∞) definida por (Rj)x(1),...,x(r),b (ϕ) = Rj(ϕ, x
(1), ..., x(r), b)

é cont́ınua.

(TDPG2) As seguintes desigualdades são satisfeitas: Rj(ϕ, x
(1), ..., x(r), ηjb

(j)) ≤ ηjRj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(j)

)
S(f, x(1), ..., x(r), α1b

(1), ..., αtb
(t)) ≥ α1...αtS(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))

para todos ϕ ∈ Kj, x
(l) ∈ El (com l = 1, ..., r), 0 ≤ ηj, αj ≤ 1, bj ∈ Gj, com j = 1, ..., t e

f ∈ H.

Definição 2.2.1 Se 0 < p1, ..., pt, p < ∞, com 1
p

= 1
p1

+ · · · + 1
pt

, uma aplicação f :

X1×· · ·×Xn → Y pertencente a H é dita R1, ..., Rt-S-abstrata (p1, ..., pt)-somante se existe

uma constante C > 0 tal que

(
m∑
j=1

S(f, x
(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(t)
j )p

) 1
p

≤ C
t∏

k=1

sup
ϕ∈Kk

(
m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk) 1
pk

(2.5)
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para quaisquer x
(s)
1 , . . . , x

(s)
m ∈ Es, b(l)

1 , . . . , b
(l)
m ∈ Gl, m ∈ N e (s, l) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., t}.

A demonstração do próximo teorema (o TDPG) imita os passos do Teorema 2.1.4.

Devido ao ambiente mais abstrato, a nova demonstração tem dificuldades técnicas extras,

mas apenas sua parte final, onde um pouco mais de cuidado será necessário quando lidamos

com o parâmetro β.

Teorema 2.2.2 (TDPG) Seja f ∈ H. Então f é R1, ..., Rt-S-abstrata (p1, ..., pt)-somante

se, e somente se, existem uma constante C > 0 e medidas regulares de probabilidade de Borel

µj em Kj tais que

S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t)) ≤ C
t∏

j=1

(∫
Kj

Rj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(j)

)pj
dµj

)1/pj

(2.6)

para todos x(l) ∈ El, l = 1, ..., r e b(j) ∈ Gj, com j = 1, ..., t.

Demonstração: Suponhamos que existam medidas regulares de probabilidade de Borel

µ1, ..., µt e uma constante C > 0 satisfazendo (2.6). Então, dados m ∈ N, x
(l)
j ∈ El e

b
(k)
j ∈ Gk, com (k, l) ∈ {1, ..., t} × {1, ..., r}, temos

m∑
j=1

S(f, x
(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(t)
j )p ≤ Cp

m∑
j=1

t∏
k=1

(∫
Kk

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk
dµk

) p
pk

Desig. de Hölder

≤ Cp

t∏
k=1

(
m∑
j=1

∫
Kk

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk
dµk

) p
pk

≤ Cp

t∏
k=1

(
sup
ϕ∈Kk

m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk) p
pk

.

Portanto f é R1, ..., Rt-S-abstrata (p1, ..., pt)-somante. Por outro lado, considere os conjuntos

P (Kk) das medidas regulares de probabilidade em C(Kk)
∗, para todo k = 1, ..., t. Já sabemos

que cada P (Kk) é compacto quando cada C(Kk)
∗ está dotado da topologia fraca estrela (veja

o Anexo 2.3). Para cada (x
(l)
j )mj=1 em El e (b

(s)
j )mj=1 em Gs, com (s, l) ∈ {1, ..., t} × {1, ..., r},
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defina

g = g
(x

(l)
j )mj=1,(b

(s)
j )mj=1,(s,l)∈{1,...,t}×{1,...,r}

: P (K1)× · · · × P (Kt)→ R

g
(
(µj)

t
j=1

)
=

m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(t)
j )p − Cp

t∑
k=1

1

pk

∫
Kk

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk
dµk

]
.

Seja F o conjunto de todas tais funções g.

(i) A famı́lia F é côncava. De fato, sejam N um inteiro positivo, gj ∈ F e αj ≥ 0,

j = 1, ..., N, tais que α1 + ...+ αN = 1. Então

N∑
k=1

αkgk
(
(µj)

t
j=1

)
=

N∑
k=1

αk


mk∑
jk=1

[
1

p
S(f, x

(1)
jk
, ..., x

(r)
jk
, b

(1)
jk
, ..., b

(t)
jk
)p − Cp

t∑
z=1

1

pz

∫
Kz

Rz

(
ϕ, x

(1)
jk
, ..., x

(r)
jk
, b

(z)
jk

)pz
dµz

]
≤

N∑
k=1

mk∑
jk=1

[
1

p
S(f, x

(1)
jk
, ..., x

(r)
jk
, α

1
p1
k b

(1)
jk
, ..., α

1
pt
k b

(t)
jk
)p − Cp

t∑
z=1

1

pz

∫
Kz

Rz

(
ϕ, x

(1)
jk
, ..., x

(r)
jk
, α

1
pz
k b

(z)
jk

)pz
dµz

]

= g
(x

(l)
jk

)
mk,N

jk,k=1,(α
1
ps
k b

(s)
jk

)
mk,N

jk,k=1,(s,l)∈{1,...,t}×{1,...,r}

(
(µj)

t
j=1

)
.

(ii) Além disso, cada função g ∈ F é convexa. Com efeito,

g(λ(µ1, ..., µt) + (1− λ)(µ̃1, ..., µ̃t))

= g(λµ1 + (1− λ)µ̃1, ..., λµt + (1− λ)µ̃t)

=

m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(t)
j )p − Cp

r∑
z=1

1

pz

∫
Kz

Rz

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(z)
j

)pz
d(λµz + (1− λ)µ̃z)

]

=
m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(t)
j )p

]

− Cp
m∑
j=1

(
λ

r∑
z=1

1

pz

∫
Kz

Rz

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(z)
j

)pz
dµz + (1− λ)

t∑
z=1

1

pz

∫
Kz

Rz

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(z)
j

)pz
dµ̃z

)

= λg(µ1, ..., µt) + (1− λ)g(µ̃1, ..., µ̃t).
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Caṕıtulo 2 Generalizações do Teorema da Dominação de Pietsch

(iii) Também é verdade que cada g ∈ F é cont́ınua. Para isso, basta mostrarmos que

cada aplicação

µk −→
∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)pk
dµk,

é cont́ınua para todo k = 1, ..., t e x(l) ∈ El, com l ∈ {1, ..., r}. Dados k ∈ {1, ..., t} e x(l) ∈ El
(l ∈ {1, ..., r}) , como C(Kk)

∗ está com a topologia fraca estrela, para cada f ∈ C(Kk), a

aplicação

µk ∈ C(Kk)
∗ −→

∫
Kk

fdµk,

é cont́ınua. Logo, a restrição

µk ∈ P (Kk) −→
∫
Kk

fdµk,

também é cont́ınua. Portanto, tomando f ∈ C(Kk) a aplicação definida por

ϕ ∈ Kk 7→ f(ϕ) =
(
(Rk)x(1),...,x(r),b (ϕ)

)pk
,

segue que g ∈ F é cont́ınua.

Note que, para cada g ∈ F existem medidas µgj ∈ P (Kj), j = 1, ..., t, tais que

g(µg1, ..., µ
g
t ) ≤ 0.

De fato, como cada Kk é compacto (k = 1, ..., t) e (Rk)x(1)j ,...,x
(r)
j ,b

(k)
j

é cont́ınua, existem

ϕk ∈ Kk tais que

m∑
j=1

Rk

(
ϕk, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk
= sup

ϕ∈Kk

m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk
,

para todo k = 1, ..., t.
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Agora, considerando as medidas de Dirac µgk = δϕk , k = 1, ..., t, segue que

g(µg1, ..., µ
g
t )

=
m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(r)
j )p

]
− Cp

t∑
k=1

1

pk

∫
Kk

m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk
dµg

(1)

k

=
m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(r)
j )p

]
− Cp

t∑
k=1

1

pk


 m∑
j=1

Rk

(
ϕk, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk 1
pk


pk

=

m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(r)
j )p

]
− Cp

t∑
k=1

1

pk


 sup
ϕ∈Kk

m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk 1
pk


pk

(*)

≤
m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(r)
j )p

]
− Cp 1

p

t∏
k=1


 sup
ϕ∈Kk

m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)pk 1
pk


p

≤ 0,

onde em (*) estamos usando o Lema 2.1.3. Pelo Lema de Ky Fan, podemos obter medidas

µj ∈ P (Kj), j = 1, ..., t, tais que

g(µ1, ..., µt) ≤ 0

para todo g ∈ F . Então

m∑
j=1

[
1

p
S(f, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(t)
j )p

]
− Cp

t∑
k=1

1

pk

∫
Kk

m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j b

(k)
j

)pk
dµk ≤ 0

e fazendo m = 1 temos

1

p
S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))p ≤ Cp

t∑
k=1

1

pk

∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)pk
dµk. (2.7)

Dados x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t), para k = 1, ..., t, defina, como na demonstração do teorema

anterior,

τk :=

(∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)pk
dµk

)1/pk

.

49
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Se τk = 0 para todo k então, por (2.7), segue que

S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))p = 0

e obtemos (2.6), como previsto. Suponhamos agora que τj seja diferente de zero para algum

j ∈ {1, ..., t}. Considere

V = {j ∈ {1, .., t}; τj 6= 0}

e β > 0 tal que

0 <

(
τjβ

1
ppj

)−1

< 1 para todo j ∈ V. (2.8)

É interessante perceber que a definição do parâmetro β é (e tem que ser mesmo) um pouco

diferente do que fizemos no teorema anterior.

Considere, também,

ϑj =


(
τjβ

1
ppj

)−1

se j ∈ V

1 se j /∈ V.

Portanto

1

p
S(f, x(1), ..., x(r), ϑ1b

(1), ..., ϑtb
(t))p ≤ Cp

t∑
k=1

1

pk

∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), ϑkb

(k)
)pk

dµk

≤ Cp
∑
k∈V

1

pk
ϑpkk

∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)pk
dµk

≤ Cp
∑
k∈V

1

pk

(
τkβ

1
ppk

)−pk
τpkk

= Cp
∑
k∈V

1

pk

1

β
1
p

≤ Cp

p

1

β
1
p

.

Dáı

ϑp1...ϑ
p
t

1

p
S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))p ≤ Cp

p

1

β1/p
,
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e assim

S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))p ≤ Cpβ−1/p (ϑp1...ϑ
p
t )
−1

(2.9)

= Cpβ−1/p∏
j∈V

(
τjβ

1
ppj

)p
= Cpβ

(∑
j∈V 1/pj

)
−1/p∏

j∈V τ
p
j .

Se V 6= {1, ..., t}, então
1

p
−
∑

j∈V

1

pj
> 0

e fazendo β →∞ em (2.9) teremos

S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))p = 0,

e obtemos novamente (2.6). Note que é, de fato, posśıvel fazer β → ∞ em (2.9), pois isso

não fere (2.8).

Se V = {1, ..., t}, de (2.9) vê-se que

S(f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t))p ≤ Cp
t∏

j=1

τpj ,

e (2.6) segue imediatamente. �

2.3 Anexo: A compacidade do conjunto das medidas

regulares de probabilidade

Nesta seção, P (X) denotará o conjunto das medidas regulares de probabilidade sobre

os borelianos do espaço topológico X.

O teorema abaixo é uma versão de um resultado de caracterização do dual dos espaços

das funções cont́ınuas conhecido como Teorema de Riesz-Markov. A versão que apresentamos

pode ser encontrada em [5, Theorem 4.3.10], e sua demonstração é baseada no Teorema da
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Representação de Daniell ([5, Theorem 4.2.9]):

Teorema 2.3.1 Sejam X um espaço topológico de Hausdorff compacto e L : C(X)→ R um

funcional linear cont́ınuo que satisfaz L(1) = 1 e L(f) ≥ 0 para toda f ≥ 0. Então existe

uma única µ ∈ P (X) tal que

L(f) =

∫
X

fdµ

para todo f ∈ C(X).

Note que, sob as hipóteses do teorema anterior,

‖L‖ = sup
f∈BC(X)

|L(f)| = sup
f∈BC(X)

∣∣∣∣∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ sup
f∈BC(X)

∫
X

|f | dµ ≤
∫
X

1dµ = 1.

Portanto a aplicação

Ψ : P (X) → {L ∈ C(X)∗ : L(1) = 1 e L(f) ≥ 0 para toda f ≥ 0}

µ 7→ Ψ (µ) = L : C(X)→ R

f 7→ Ψ (µ) (f) = L(f) :=
∫
X
fdµ

é uma bijeção e o conjunto P (X) é identificado com Ψ (P (X)) ⊂ BC(X)∗ e µ é identificado

com Ψ (µ) = L.

A partir de agora os espaços de Banach serão considerados sobre o corpo dos reais.

Seja E um espaço normado. Considere a injeção canônica

J : E → E∗∗

x 7→ Jx : E∗ → R

f 7→ Jx(f) = f(x).

Relembremos que a topologia fraca estrela em E∗, denotada por σ (E∗, E) , é a topologia

com “menos abertos” em E∗ que torna cont́ınua todas as aplicações Jx com x ∈ E. Mais

precisamente, se todos os funcionais Jx são cont́ınuos em (E, τ), então σ (E∗, E) ⊂ τ .
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É fácil mostrar que a topologia fraca estrela σ (E∗, E) é Hausdorff. Além disso, o famoso

Teorema de Banach-Alaoglu garante que a bola unitária fechada BE∗ é compacta na topologia

fraca estrela σ (E∗, E) .

Nosso objetivo será demonstrar que se X é um espaço de Hausdorff compacto, então

P (X) é compacto em C(X)∗ com a topologia fraca-estrela; mais precisamente, mostraremos

que Ψ (P (X)) é compacto em C(X)∗ com a topologia fraca-estrela.

Lema 2.3.2 Se (X1, τ) é um espaço topológico e X2 ⊂ X1 com a topologia induzida de X1,

então K ⊂ X2 é compacto em X2 se, e somente se, K é compacto em X1.

Lema 2.3.3 Seja X1 um espaço topológico e X2 ⊂ X1 com a topologia induzida de X1.

Se uma rede (xλ)λ∈Λ converge para x na topologia induzida de X2, então (xλ)λ∈Λ também

converge para x na topologia de X1.

Teorema 2.3.4 Se X é um espaço de Hausdorff compacto, então Ψ (P (X)) é compacto em

C(X)∗ com a topologia fraca-estrela.

Demonstração: Como Ψ (P (X)) ⊂ BC(X)∗ e BC(X)∗ é compacto, basta mostrar (pelo

Lema 2.3.2) que Ψ (P (X)) é compacto em BC(X)∗ .

Como BC(X)∗ é compacto, basta mostrar que Ψ (P (X)) é fechado em BC(X)∗ (veja [64,

Theorem 17.5]). Provemos, portanto, que Ψ (P (X)) = Ψ (P (X)) em BC(X)∗ . Considere,

portanto, L ∈ Ψ (P (X)) ⊂ BC(X)∗ .

Seja (Lλ) uma rede em Ψ (P (X)) que converge para L ∈ BC(X)∗ .

Como Lλ → L na topologia induzida de BC(X)∗ , pelo Lema 2.3.3, segue que Lλ → L na

topologia fraca-estrela de C(X)∗. Logo

Lλ(f)→ L(f)

para todo f ∈ C(X). Note que

L(1) = lim
λ
Lλ(1) = 1
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e

L(f) = lim
λ
Lλ(f) ≥ 0

para toda f ≥ 0. Pelo Teorema 2.3.1, L ∈ Ψ (P (X)) e o resultado segue. �

Observação 2.3.5 O Teorema 2.3.4 parece ser um resultado folclórico, mas não

encontramos uma demonstração na literatura. Para o caso particular em que X é um espaço

métrico compacto, uma demonstração de um resultado essencialmente idêntico ao Teorema

2.3.4 pode ser encontrada em [63]. Em lingua portuguesa, também para o caso em que X é

um espaço métrico compacto, uma demonstração do Teorema 2.3.4 pode ser encontrada na

dissertação de mestrado de Thiago Alves [4].
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Recuperando Teoremas da Dominação

de Pietsch

Neste caṕıtulo vamos mostrar como é posśıvel recuperar teoremas de dominação do tipo

Pietsch conhecidos com a versão generalizada apresentada no caṕıtulo anterior.

3.1 O TDP Unificado

Sejam X, Y e E conjuntos não-vazios arbitrários, H uma famı́lia de funções de X em

Y , G um espaço de Banach e K um espaço topológico de Hausdorff compacto. Sejam

R : K × E ×G→ [0,∞) e S : H× E ×G→ [0,∞)

funções tais que

(1) Para cada f ∈ H, existe x0 ∈ E tal que

R (ϕ, x0, b) = S (f, x0, b) = 0

para quaisquer ϕ ∈ K e b ∈ G;
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(2) A função

Rx,b : K → [0,∞) definida por Rx,b(ϕ) = R (ϕ, x, b)

é cont́ınua para cada x ∈ E e b ∈ G;

(3) As seguintes desigualdades são satisfeitas:

R (ϕ, x, ηb) ≤ ηR (ϕ, x, b) e

ηS (f, x, b) ≤ S (f, x, ηb) ,

quaisquer que sejam ϕ ∈ K, x ∈ E, 0 ≤ η ≤ 1, b ∈ G e f ∈ H.

Definição 3.1.1 (Botelho, Pellegrino, Rueda, 2010) Sejam R e S funções definidas

como acima e 0 < p < ∞. Uma função f ∈ H é dita R-S abstrata p-somante se existe

uma constante C1 ≥ 0 tal que

(
m∑
j=1

S (f, xj, bj)
p

) 1
p

≤ C1sup
ϕ∈K

(
m∑
j=1

R (ϕ, xj, bj)
p

) 1
p

(3.1)

para quaisquer x1, ..., xm ∈ E, b1, ..., bm ∈ G e m ∈ N. Denotamos por πRS,p (f) o ı́nfimo dos

C1 tais que a desigualdade (3.1) continua válida.

O teorema abaixo será chamado de Teorema da Dominação de Pietsch Unificado (veja

[20]):

Teorema 3.1.1 (Botelho, Pellegrino, Rueda, 2010) Se R e S satisfazem (1), (2) e (3)

e 0 < p <∞, então f ∈ H é R-S abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel µ sobre K tais que

S (f, x, b) ≤ C

(∫
K

R (ϕ, x, b)p dµ (ϕ)

) 1
p

(3.2)

para todos x ∈ E e b ∈ G. Além disso, o ı́nfimo das constantes C é igual a πRS,p (f)
1
p .
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Escolhendo r = t = n = 1 no Teorema 2.2.2, obtemos o conhecido Teorema 3.1.1. Além

disso, é interessante notar que a primeira hipótese sobre as aplicações R e S é desnecessária

no nosso caso.

3.2 Revisitando o Teorema da Dominação de Pietsch

Unificado (TDPU)

No caṕıtulo anterior generalizamos o Teorema da Dominação Pietsch para um contexto

mais abstrato, que permitia lidar com aplicações não-lineares mais gerais no produto

cartesiano de espaços de Banach. E, como uma aplicação, conseguimos recuperar facilmente,

com uma hipótese a menos, o Teorema da Dominação Pietsch Unificado de [20]. Nesta seção

vamos melhorar ainda mais o Teorema da Dominação Pietsch Unificado.

O nosso objetivo é mostrar que as hipóteses (1) e (3) não são necessárias. Assim,

o Teorema 3.1.1 é verdadeiro para S arbitrária (sem qualquer hipótese) e R satisfazendo

apenas a condição (2).

Primeiramente veremos que o Teorema 3.1.1 é válido sem a hipótese (1) e, combinando

este fato com um argumento creditado a M. Mendel e G. Schechtman por J. Farmer e W.B.

Johnson [29] (embora a essência de tal argumento pareça ser bem mais antiga), conseguiremos

mostrar que o Teorema 3.1.1 também é válido sem a hipótese (3).

Teorema 3.2.1 ([45]) Suponha que R e S satisfazem (2) e (3). Se 0 < p < ∞, uma

aplicação f ∈ H é R-S abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0

e uma medida regular de probabilidade de Borel µ sobre K tal que

S(f, x, b) ≤ C

(∫
K

R (ϕ, x, b)p dµ(ϕ)

)1/p

(3.3)

para todo x ∈ E e b ∈ G.

Demonstração: Basta tomar r = t = n = 1 no Teorema 2.2.2. �
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Note que (3.1) é equivalente a

(
m∑
j=1

λjS(f, xj, bj)
p

) 1
p

≤ C sup
ϕ∈K

(
m∑
j=1

λjR (ϕ, xj, bj)
p

) 1
p

(3.4)

para todos x1, . . . , xm ∈ E, b1, . . . , bm ∈ G, números reais positivos λj e m ∈ N. A ideia é

demonstrar primeiro que (3.4) é valida para os inteiros, depois passar para os racionais e em

seguida para os números reais usando densidade.

Agora, usando (3.4) e o Teorema 3.2.1, podemos demonstrar um teorema de dominação

do tipo Pietsch sem qualquer hipótese sobre S e apenas supondo que R satisfaz (2):

Teorema 3.2.2 ([45]) Suponha que S seja arbitrária e que R satisfaça (2) e seja 0 < p <∞.

Uma aplicação f ∈ H é R-S abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel µ sobre K tal que

S(f, x, b) ≤ C

(∫
K

R (ϕ, x, b)p dµ(ϕ)

)1/p

(3.5)

para todos x ∈ E e b ∈ G.

Demonstração: Admita que f satisfaça (3.5). Então, dados x1, . . . , xm ∈ E e b1, . . . , bm ∈

G,

m∑
j=1

S(f, xj, bj)
p ≤ Cp

m∑
j=1

∫
K

R (ϕ, xj, bj)
p dµ(ϕ)

= Cp

∫
K

m∑
j=1

R (ϕ, xj, bj)
p dµ(ϕ)

≤ Cp sup
ϕ∈K

m∑
j=1

R (ϕ, xj, bj)
p .

Logo f é R-S abstrata p-somante.
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Reciprocamente, se f ∈ H é R-S abstrata p-somante, então

(
m∑
j=1

λjS(f, xj, bj)
p

) 1
p

≤ C sup
ϕ∈K

(
m∑
j=1

λjR (ϕ, xj, bj)
p

) 1
p

(3.6)

para todo x1, . . . , xm ∈ E, b1, . . . , bm ∈ G, λ1, ..., λm ∈ [0,∞) e m ∈ N. Seja

E1 = E ×G

e defina

R : K × E1 ×K −→ [0,∞) e S : H× E1 ×K −→ [0,∞)

por

R(ϕ, (x, b), λ) = |λ|R(ϕ, x, b) e S(f, (x, b), λ) = |λ|S(f, x, b).

De (3.6) conclúımos que

(
m∑
j=1

S(f, (xj, bj), ηj)
p

) 1
p

≤ C sup
ϕ∈K

(
m∑
j=1

R (ϕ, (xj, bj), ηj)
p

) 1
p

para todos x1, . . . , xm ∈ E, b1, . . . , bm ∈ G, η1, ..., ηm ∈ K e m ∈ N. Como R e S satisfazem

(2) e (3), segue do Teorema 3.2.1 que existe uma medida regular µ tal que

S(f, (x, b), η) ≤ C

(∫
K

R (ϕ, (x, b), η)p dµ(ϕ)

)1/p

para todos x ∈ E, b ∈ G e η ∈ K. Fazendo η = 1 na desigualdade anterior, obtemos

S(f, x, b) ≤ C

(∫
K

R(ϕ, x, b)pdµ(ϕ)

)1/p

para todos x ∈ E e b ∈ G. �
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3.3 O TDP para aplicações multilineares dominadas

Como é mostrado em [20], não há dúvida de que o TDPU recupera imediatamente vários

teoremas conhecidos do tipo Pietsch. No entanto, em pelo menos uma situação importante,

o TDP não é obtido apenas com escolhas de parâmetros convenientes no TDPU de [20].

Sejam 1 ≤ q1, ..., qn < ∞ onde 1
q

= 1
q1

+ · · · + 1
qn
. Uma aplicação n-linear T :

X1 × · · · ×Xn → Y é dita (q1, ..., qn)-dominada se existe uma constante C > 0 tal que

(
m∑
j=1

∥∥∥T (x
(1)
j , ..., x

(n)
j )
∥∥∥q) 1

q

≤ C sup
ϕ∈BX∗1

(
m∑
j=1

∣∣∣ϕ(x
(1)
j )
∣∣∣q1) 1

q1

· · · sup
ϕ∈BX∗n

(
m∑
j=1

∣∣∣ϕ(x
(n)
j )
∣∣∣qn) 1

qn

,

(3.7)

qualquer que seja a escolha do inteiro positivo m e x
(k)
j ∈ Xk, k = 1, ..., n e j = 1, ...,m.

O TDP clássico para aplicações multilineares (q1, ..., qn)-dominadas (veja, por exemplo,

[48]) assegura que T é (q1, ..., qn)-dominada se, e somente se, existem medidas regulares

de probabilidade µk em BX∗K
, k = 1, ..., n, e uma constante C > 0 tais que

∥∥T (x(1), ..., x(n))
∥∥ ≤ C

(∫
BX∗1

∣∣ϕ(x(1))
∣∣q1 dµ1

) 1
q1

· · ·

(∫
BX∗n

∣∣ϕ(x(n))
∣∣qn dµk)

1
qn

.

Ao contrário do que acontece em [20], o Teorema 2.2.2 recupera facilmente, escolhendo

parâmetros adequados, o teorema da dominação para esta classe de aplicações. Para isso,

basta fazermos as seguintes escolhas:



t = n

Gj = Xj e Kj = BX∗j
para todo j = 1, ..., n

Ei = K, i = 1, ..., r

H = L(X1, ..., Xn;Y )

pj = qj para todo j = 1, ..., n

S(T, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(n)) =
∥∥T (b(1), ..., b(n))

∥∥
Rk(ϕ, x

(1), ..., x(r), b(k)) =
∣∣ϕ(b(k))

∣∣ para todo k = 1, ..., n.
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Então, com estas escolhas, T é R1, ..., Rn-S-abstrata (q1, ..., qn)-somante quando

(
m∑
j=1

S(T, x
(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(1)
j , ..., b

(n)
j )q

) 1
q

≤ C
n∏
k=1

sup
ϕ∈Kk

(
m∑
j=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(r)
j , b

(k)
j

)qk) 1
qk

.

Mas isso é equivalente a

(
m∑
j=1

∥∥∥T (b
(1)
j , ..., b

(n)
j )
∥∥∥q) 1

q

≤ C

n∏
k=1

sup
ϕ∈BX∗

k

(
m∑
j=1

∣∣∣ϕ(b(k)
j

)∣∣∣qk) 1
qk

.

Logo T é R1, ..., Rn-S-abstrata (q1, ..., qn)-somante se, e somente se, T é (q1, ..., qn)-dominada.

Neste caso, o TDPG nos diz que existem uma constante C > 0 e medidas de Borel, regulares,

de probabilidade µk em Kk, k = 1, ..., n, tais que

S(T, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(n)) ≤ C
n∏
k=1

(∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)qk
dµk

) 1
qk

,

isto é, ∥∥T (b(1), ..., b(n))
∥∥ ≤ C

n∏
k=1

(∫
BX∗

k

∣∣ϕ(b(k))
∣∣qk dµk)

1
qk

.

3.4 O TDP para operadores multilineares Cohen

fortemente q-somantes

A classe dos operadores multilineares Cohen fortemente q-somantes foi introduzida por

D. Achour e L. Mezrag em [1]. Sejam 1 < q < ∞ e X1, ..., Xn, Y espaços de Banach

arbitrários. Um operator n-linear cont́ınuo T : X1 × · · · × Xn → Y é Cohen fortemente q-

somante se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que para qualquer inteiro positivo

m, x
(k)
1 , ..., x

(k)
m em Xk (k = 1, ..., n) e quaisquer y∗1, ..., y

∗
m em Y ∗, tem-se

m∑
j=1

∣∣∣y∗j (T (x
(1)
j , ..., x

(n)
j )
)∣∣∣ ≤ C

(
m∑
j=1

n∏
k=1

∥∥∥x(k)
j

∥∥∥q)1/q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
m∑
j=1

∣∣ϕ(y∗j )
∣∣q∗)1/q∗

. (3.8)
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Caṕıtulo 3 Recuperando Teoremas da Dominação de Pietsch

No mesmo artigo os autores demonstraram o seguinte teorema do tipo-Pietsch:

Teorema 3.4.1 (Achour, Mezrag, 2007) Uma aplicação n-linear cont́ınua T : X1×· · ·×

Xn → Y é Cohen fortemente q-somante se, e somente se, existe uma constante C > 0 e

uma medida de Borel, regular de probabilidade µ em BY ∗∗ tal que para todo (x(1), ..., x(n), y∗)

em X1 × · · · ×Xn × Y ∗ a desigualdade

∣∣y∗ (T (x(1), ..., x(n))
)∣∣ ≤ C

n∏
k=1

∥∥x(k)
∥∥(∫

BY ∗∗

|ϕ(y∗)|q
∗
dµ

) 1
q∗

(3.9)

é satisfeita.

Agora, note que, ao escolhermos os parâmetros

t = 2 e r = n

Ei = Xi para todo i = 1, ..., n− 1

G1 = Xn e G2 = Y ∗

K1 = BX∗1×···×X∗n e K2 = BY ∗∗

H = L(X1, ..., Xn;Y )

p = 1, p1 = q e p2 = q∗

S(T, x(1), ..., x(n), y∗) =
∣∣y∗ (T (x(1), ..., x(n))

)∣∣
R1(ϕ, x(1), ..., x(n)) =

∥∥x(1)
∥∥ · · · ∥∥x(n)

∥∥
R2(ϕ, x(1), ..., x(n−1), y∗) = |ϕ(y∗)| ,

T é R1, R2-S abstrata (q, q∗)-somante quando

m∑
j=1

S(T, x
(1)
j , ..., x

(n)
j , y∗j ) ≤ C sup

ϕ∈K1

(
m∑
j=1

R1

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(n)
j

)q) 1
q

sup
ϕ∈K2

(
m∑
j=1

R2

(
ϕ, x

(1)
j , ..., x

(n−1)
j , y∗j

)q∗) 1
q∗

,

62
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ou seja,

m∑
j=1

∣∣∣y∗j (T (x
(1)
j , ..., x

(n)
j )
)∣∣∣ (3.10)

≤ C sup
ϕ∈BX∗1×···×X∗n

(
m∑
j=1

(∥∥∥x(1)
j

∥∥∥ · · · ∥∥∥x(n)
j

∥∥∥)q ) 1
q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
m∑
j=1

∣∣ϕ(y∗j )
∣∣q∗) 1

q∗

= C

(
m∑
j=1

n∏
k=1

∥∥∥x(k)
j

∥∥∥q) 1
q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
m∑
j=1

∣∣ϕ(y∗j )
∣∣q∗) 1

q∗

,

e isto é equivalente a dizer que T é Cohen fortemente q-somante. O TDPG nos diz que T é

R1, R2-S abstrata (q, q∗)-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e medidas

de Borel regulares de probabilidade µk em Kk, k = 1, 2, tais que

S(T, x(1), ..., x(n), y∗)

≤ C

(∫
K1

R1

(
ϕ, x(1), ..., x(n)

)q
dµ1

) 1
q
(∫

K2

R2

(
ϕ, x(1), ..., x(n−1), y∗

)q∗
dµ2

) 1
q∗

,

isto é,

∣∣y∗ (T (x(1), ..., x(n))
)∣∣

≤ C

(∫
BX∗1×···×X

∗
n

(∥∥x(1)
∥∥ · · · ∥∥x(n)

∥∥)q dµ1

) 1
q (∫

BY ∗∗

|ϕ(y∗)|q
∗
dµ2

) 1
q∗

= C
∥∥x(1)

∥∥ ...∥∥x(n)
∥∥(∫

BY ∗∗

|ϕ(y∗)|q
∗
dµn+1

) 1
q∗

e recuperamos (3.9).
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3.5 O TDP para polinômios m-homogêneos Cohen

fortemente q-somantes

Recentemente, em [2], D. Achour e K. Saadi introduziram o conceito de polinômios

m-homogêneos Cohen fortemente q-somantes e mostraram o TDP para esta classe de

polinômios. Fixado m ∈ N, sejam 1 < q <∞ e X, Y espaços de Banach arbitrários.

Definição 3.5.1 Um polinômio m-homogêneo P : X → Y é Cohen fortemente q-somante

se existe uma constante C > 0 tal que

n∑
j=1

∣∣y∗j (P (xj))
∣∣ ≤ C

(
n∑
j=1

‖xj‖mq
)1/q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
m∑
j=1

∣∣ϕ(y∗j )
∣∣q∗)1/q∗

(3.11)

para quaisquer x1, ..., xn em X e y∗1, ..., y
∗
n em Y ∗.

Esta classe é denotada por PqCoh(mX, Y ) e está equipada com a norma

dp(P ) = inf{C;C satisfaz (3.11)}.

Teorema 3.5.2 (Achour, Saadi, 2010) Seja m ∈ N. Um polinômio m-homogêneo P ∈

P(mX, Y ) é Cohen fortemente q-somante (1 ≤ q < ∞) se, e somente se, existem uma

constante C > 0 e uma medida de Borel, regular de probabilidade µ em BY ∗∗ tais que para

todos x ∈ X e y∗∗ ∈ Y ∗∗, a desigualdade

|y∗ (P (x))| ≤ C ‖x‖m
(∫

BY ∗∗

|ϕ(y∗)|q
∗
dµ

) 1
q∗

(3.12)

é satisfeita.
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Escolhendo os parâmetros

t = 2 e r = 1

E = K

G1 = X e G2 = Y ∗

K1 = BX∗ e K2 = BY ∗∗

H = P(mX, Y )

p = 1, p1 = q e p2 = q∗

S(P, b, x, y∗) = |y∗ (P (x))|

R1(ϕ, b, x) = ‖x‖m

R2(ϕ, b, y∗) = |ϕ(y∗)|

segue que P é R1, R2-S abstrata (q, q∗)-somante quando

n∑
j=1

S(P, bj, xj, y
∗
j ) ≤ C sup

ϕ∈K1

(
n∑
j=1

R1 (ϕ, bj, xj)
q

) 1
q

sup
ϕ∈K2

(
n∑
j=1

R2

(
ϕ, bj, xj, y

∗
j

)q∗) 1
q∗

,

ou seja,

n∑
j=1

∣∣y∗j (P (xj))
∣∣ ≤ C sup

ϕ∈BX∗

(
n∑
j=1

‖xj‖mq
) 1

q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
n∑
j=1

∣∣ϕ(y∗j )
∣∣q∗) 1

q∗

(3.13)

= C

(
n∑
j=1

‖xj‖mq
)1/q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
m∑
j=1

∣∣ϕ(y∗j )
∣∣q∗)1/q∗

.

Pelo TDPG sabemos que P é R1, R2-S abstrata (q, q∗)-somante se, e somente se, existem

uma constante C > 0 e medidas de Borel regulares de probabilidade µk em Kk, k = 1, 2, tais

que

S(P, b, x, y∗) ≤ C

(∫
K1

R1 (ϕ, b, x)q dµ1

) 1
q
(∫

K2

R2 (ϕ, b, x, y∗)q
∗
dµ2

) 1
q∗

,

65
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isto é,

|y∗ (P (x))| ≤ C

(∫
BX∗

‖x‖mq dµ1

) 1
q
(∫

BY ∗∗

|ϕ(y∗)|q
∗
dµ2

) 1
q∗

= C ‖x‖m
(∫

BY ∗∗

|ϕ(y∗)|q
∗
dµ2

) 1
q∗

como queŕıamos.

3.6 Uma aplicação do TDPG para aplicações

arbitrárias

Na Seção 2.1, num comentário logo após o Teorema 2.1.4, surge a noção de somabilidade

ponderada como um conceito natural quando estávamos lidando com o Problema 5.

Nesta seção vamos observar que este conceito de fato emerge em situações mais abstratas

e parece ser natural na evolução do processo da teoria não-linear.

Sejam 0 < q1, ..., qn < ∞, 1/q =
n∑
j=1

1/qj, X1, ..., Xn e Y espaços de Banach.

Consideremos ainda Map(X1, ..., Xn;Y ) o conjunto de todas as funções f : X1×· · ·×Xn → Y

e

A : Map(X1, ..., Xn;Y )×X1 × · · · ×Xn → [0,∞)

uma aplicação arbitrária. Dizemos que f ∈ Map(X1, ..., Xn;Y ) é A-(q1, ..., qn)-dominada se

existem uma constante C > 0 e medidas de probabilidade de Borel µk em BX∗k
, k = 1, ..., n

(com a topologia fraca-estrela), tais que

A(f, x(1), ..., x(n)) ≤ C

(∫
BX∗1

∣∣ϕ(x(1))
∣∣q1 dµ1

) 1
q1

· · · · ·

(∫
BX∗n

∣∣ϕ(x(n))
∣∣qn dµk)

1
qn

, (3.14)

quaisquer que sejam o inteiro positivo m e x
(k)
j ∈ Xk, k = 1, ..., n.

Deve ser mencionado que expressões mais abstratas podem ser utilizadas no lado direito
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de (3.14). No entanto, uma vez que nossa intenção é mais ilustrativa do que exaustiva,

preferimos lidar com este caso mais simples.

Teorema 3.6.1 Uma aplicação f ∈ Map(X1, ..., Xn;Y ) é A-(q1, ..., qn)-dominada se, e

somente se, existe C > 0 tal que

(
m∑
j=1

(∣∣∣b(1)
j ...b

(n)
j

∣∣∣A(f, x
(1)
j , ..., x

(n)
j )
)q) 1

q

≤ C
n∏
k=1

sup
ϕ∈BX∗

k

(
m∑
j=1

(∣∣∣b(k)
j

∣∣∣ ∣∣∣ϕ(x
(k)
j )
∣∣∣)qk)1/qk

(3.15)

para todo inteiro positivo m, (x
(k)
j , b

(k)
j ) ∈ Xk ×K, com (j, k) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., n}.

Demonstração: Escolhendo os parâmetros

r = t = n

Ej = Xj e Gj = K para todo j = 1, ..., n

Kj = BX∗j
para todo j = 1, ..., n

H = Map(X1, ..., Xn;Y )

p = q e pj = qj para todo j = 1, ..., n

S(f, x(1), ..., x(n), b(1), ..., b(n)) =
∣∣b(1)...b(n)

∣∣A(f, x(1), ..., x(n))

Rk(ϕ, x
(1), ..., x(n), b(k)) =

∣∣b(k)
∣∣ ∣∣ϕ(x(k))

∣∣ para todo k = 1, ..., n.

segue facilmente que (3.15) é válida se, e somente se, f é R1, ..., Rn-S abstrata (q1, ..., qn)-

somante. Neste caso, o TDPG assegura que existem uma constante C > 0 e medidas µk em

Kk, k = 1, ..., n, tais que

S(T, x(1), ..., x(n), b(1), ..., b(n)) ≤ C

n∏
k=1

(∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(n), b(k)

)qk
dµk

) 1
qk

,

isto é, ∣∣b(1)...b(n)
∣∣A(f, x(1), ..., x(n)) ≤ C

n∏
k=1

(∫
BX∗

k

(∣∣b(k)
∣∣ ∣∣ϕ(x(k))

∣∣)qk dµk)
1
qk

,

para todo (x(k), b(k)) ∈ Xk ×K, k = 1, ..., n, e obtemos (3.14). �

67



Referências Bibliográficas
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