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Resumo

Neste trabalho avaliamos varias extensoes multilineares do conceito de operadores
absolutamente somantes segundo algumas propriedades que consideramos importantes;
demonstramos que existem classes maximais e minimais com as propriedades destacadas.
Em outra dire¢ao, caracterizamos as aplicacoes arbitrarias nao-lineares f : Xy x---x X, =Y
entre espacos de Banach que satisfazem um teorema de dominacao do tipo Pietsch em torno
de um ponto arbitrério (ay,...,a,) € X3 X -+ x X,,. Além disso, demonstramos uma nova
versao do Teorema de Dominacao de Pietsch, que generaliza abordagens recentes e mostra
que o Teorema da Dominacao de Pietsch Unificado apresentado em [20] é ainda vélido com

duas hipoteses a menos.

Palavras-Chave:
Operadores absolutamente somantes, ideais de operadores, Teorema da Dominacao de

Pietsch, aplicacoes absolutamente somantes, espagos de Banach.
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Abstract

In this work we evaluate various multilinear extensions of the concept of absolutely
summing operators by considering some properties we believe are important; we prove there
are maximal and minimal classes with such properties. In another direction, we characterize
the arbitrary nonlinear mappings f : X; x --- x X,, — Y between Banach spaces that
satisfy a quite natural Pietsch Domination-type theorem around a given point (ay, ..., a,) €
Xy x -+ x X,. We also prove a new version of the Pietsch Domination Theorem which
generalizes recent approaches and shows that the Unified Pietsch Domination Theorem

presented in [20] holds true with two hypotheses less.

Key-Words:
Absolutely summing operators, operator ideals, Pietsch Domination Theorem,

absolutely summing mappings, Banach spaces.
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Introducao

Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers [2§ resolveram um problema de longa
data na Teoria dos Espacos de Banach: mostraram que em todo espaco de Banach de
dimensao infinita existem séries incondicionalmente convergentes que nao sao absolutamente
convergentes. Este resultado resolveu o Problema 122 do livro The Scottish book [42] (o
problema foi levantado por S. Banach em [6], p. 40]).

Este resultado despertou o interesse de A. Grothendieck que, em [31], apresentou uma
demonstracao diferente para o Teorema de Dvoretzky-Rogers. O “Résumé de la théorie des
Produits métrique tensoriels topologiques” de Grothendieck, juntamente com a sua tese de
doutorado, podem ser considerados, em certo sentido, como o berco da teoria dos ideais de
operadores.

O conceito de operadores lineares absolutamente p-somantes é devido a A. Pietsch [54]
e a nogao de operadores (p, ¢)-somantes é devida a B. Mitiagin e A. Pelczynski [43]. Outro
marco desta teoria foi o trabalho de J. Lindenstrauss e A. Pelczynski [37], que traduziu
as idéias de Grothendieck, que estavam numa linguagem tensorial, para a linguagem de
operadores somantes e mostrou a beleza intrinseca da teoria e a riqueza de suas aplicagoes.

Com base na teoria linear, é natural que imaginemos uma teoria multilinear construida
indutivamente a partir da teoria linear classica; porém a extensao de técnicas lineares para o
ambiente nao-linear é, em muitos casos, uma tarefa bastante desafiadora, pois os argumentos
lineares sao as vezes ineficazes em um contexto mais geral.

Os operadores multilineares absolutamente somantes e os polindomios homogéneos entre

X



Introducao

espagos de Banach foram inicialmente concebidos por A. Pietsch [55, 56] na década de 80. O
trabalho de Pietsch e o relatdrio de pesquisa de R. Alencar e M. C. Matos [3] sdo normalmente
citados como os percursores da teoria nao-linear dos operadores absolutamente somantes. Na
ultima década, este tema atraiu a atencao de muitos autores e varios conceitos relacionados a
somabilidade de operadores nao-lineares foram introduzidos; esta linha de pesquisa, além de
seus interesses intrinsecos, destacou novas questoes na teoria de multi-ideais, o que contribuiu
para a revitalizagao do tema (veja [10, [T, [14], 22] 23]).

Nas tultimas décadas, varias classes de operadores multilineares tém sido investigadas
como extensoes do conceito linear dos operadores absolutamente somantes (para trabalhos
comparando essas diferentes classes, veja [21], 51]). Dependendo das propriedades que uma
determinada classe possui, esta classe é geralmente comparada com o ideal linear original
e, em certo sentido, qualificada como uma boa (ou ma) extensao do ideal linear. Nesse
sentido, os ideais de operadores multilineares dominados e multiplo somantes sao em geral
classificados como boas generalizagoes dos operadores lineares absolutamente somantes.
E claro que, a avaliagao de quais propriedades sao importantes ou nao tem um fator
subjetivo, mas algumas propriedades classicas dos operadores absolutamente somantes sao
naturalmente esperadas no contexto de uma generalizagao multilinear minimamente razoavel.

Um dos teoremas centrais da teoria linear de operadores absolutamente somantes é o
Teorema da Dominagao de Pietsch, demonstrado por A. Pietsch em 1967, que caracteriza os
operadores absolutamente p-somantes.

Sejam 1 < p < oo e u: F — F um operador linear entre espacos de Banach. Dizemos
que u é absolutamente p-somante se (u (2,)),—, € [, (') sempre que (z,),~, € [/ (E).

Teorema da Dominagao de Pietsch - Se F e I sao espacos de Banach, um operador
linear T : E — F' é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0
e uma medida regular de probabilidade p na o-dlgebra dos borelianos da bola unitaria fechada

do dual de F com a topologia fraca estrela, (Bg-,o(E*, E)), tal que

IT(@)] < C ( / Gl du); |



Introducao

para todo x € E.

O avango da teoria nao-linear dos operadores absolutamente somantes leva a busca
de versoes nao-lineares do Teorema da Dominagao de Pietsch- TDP (as vezes descrito como
Teorema da Fatorizagao de Pietsch), reconhecido também por estabelecer uma surpreendente
conexao entre a teoria de operadores somantes e a teoria da medida. Devido a sua grande
importancia na Teoria dos Espacos de Banach, o TDP foi redescoberto em diferentes
contextos (por exemplo [I, I8 21, 27, 29, 30, B8, 40, 44]) e, por esta razao, em [20],
uma abordagem unificada do TDP foi apresentada como uma tentativa de mostrar que
todos os teoremas conhecidos do tipo Pietsch eram casos particulares de uma versao
unificada. A contribuigao do presente trabalho no contexto nao-multilinear visa caracterizar
aplicacoes arbitrarias nao-multilineares que satisfazem um teorema de dominagao do tipo
Pietsch bastante natural em um determinado ponto, assim como generalizar o Teorema da
Dominagao de Pietsch, melhorarando a versao unificada do TDP recentemente obtida em
[20].

Em resumo, este trabalho tem dois objetivos distintos principais:

(i) eleger propriedades que consideramos importantes para os multi-ideais relacionados
ao conceito de operador absolutamente somante e investigar a existéncia de classes (maximais
e minimais) que satisfazem essas propriedades.

(ii) generalizar versoes recentes do Teorema da Dominagao de Pietsch para um contexto

completamente nao-linear.

x1



Capitulo 1

Generalizacoes multilineares do
conceito de operadores absolutamente

somantes

1.1 Teoria linear dos operadores absolutamente
somantes

Em todo este texto, K denotara o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espacos vetoriais sempre serao considerados sobre K = R ou C. O dual topolégico de um
espago de Banach E sera denotado por E* e a bola unitaria fechada de F é denotada por

Bg.

Definigao 1.1.1 Sejam 1 < p < oo e E um espago de Banach. Uma seqiiéncia (z,),—, em
E ¢ fortemente p-somdvel se a seqiiéncia de escalares correspondente (||x,||).—, estiver

em L.



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Denotamos por [, (E) o espago vetorial de todas as seqiiéncias fortemente p-somaveis

em E. Em [, (F) definimos naturalmente a seguinte norma

1(n) 2 I, (Z Hanp>

Se p = oo definimos

loo (F) == {(:Un)zozl € EN;sup ||z, < oo} ,
(@)l = sup [l -
O espago [, (F) com esta norma torna-se um espaco de Banach.

Definigao 1.1.2 Sejam 1 < p < oo e E um espaco de Banach. Uma seqiéncia (z,,),—, em
E ¢é fracamente p-somdvel se a seqiéncia de escalares (p (), estiver em l, para todo

p e L™

Denotamos por [ (E) o conjunto de todas as seqiiéncias fracamente p-somédveis.

Também temos uma norma natural em [;(E£) que é dada por

3=

I(n)nillyy == sup (ZI@O(%)I”) : (1.1)

PEBE+ \ =1

Se p = oo, definimos

1@ )peilloe = sUP [1( (20))0is Il
pEBE*

Nao ¢ dificil mostrar que [% (EF) =l (E).
O espago [y (E) com esta norma também é um espago de Banach.
Se 1 < p < oo, muitas vezes é util trabalhar com o espaco

- o}.
w,p

I (E) = {(xj);";l €l (E); lim H(%)}";n

n—oo




Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Nao ¢ dificil mostrar que [} (E) é um subespaco fechado de [} (E) e portanto [y (£) é um
espago de Banach. No caso em que p = 1 é um fato conhecido da teoria que [} (E) é,

precisamente, o espago vetorial formado pelas seqiiéncias incondicionalmente soméveis em

E (veja [24,59]).

Definicao 1.1.3 Sejam 1 < p,q < c© e u : E — F um operador linear entre espacos
de Banach. Dizemos que u € absolutamente (p;q)-somante (ou (p;q)-somante) se

(u(2n))pey €l (F) sempre que (zy,),—; € 12 (E).
Neste caso, é possivel definir o operador induzido

i 1(E) — 1 (F)

oS
n=1"

(@n)pzy > (u(zn))

n=1

Denotamos por [[, (E;F) o espago vetorial formado por todos os operadores (p;q)-
somantes de £ em F, o qual é um espago de Banach com a norma 7, , (u) := ||@|| . Quando
p = g, escrevemos [ [, (£ F) no lugar de [[, , (£ F) e m, (u) no lugar de m,, (u).

O préoximo resultado traz algumas caracterizacoes bastante tteis para operadores

absolutamente (p; ¢)-somantes (veja [24], 25] [59]).

Proposicao 1.1.1 Sejau € L(E; F). Sao equivalentes:
(1) u € (p; q)-somante;

(17) Existe K > 0 tal que

(ZI!U(xk)|Ip>p = K sup (le(fﬂk)lq>q7 (1.2)

(peBE*

para quaisquer Ty, ..., T, em E en natural;

(1i1) Existe K > 0 tal que

S

(Z Hu<xk>up>p < K sup (Zwmq) 7

QDGBE*



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

sempre que (1), € I (E).
(iv) Existe K > 0 tal que

1

(Z ||u(xk)||p> < K sup (ZI@O(%)I") ,

3=

‘,DGBE*

sempre que (Ty),—, € I3 (E).
(v) (u (k)= € lp (F) sempre que (wx),—, € I7 (E) .

Além disso, 4 (u) € o infimo dos K tais que a desigualdade (1.2) continua vdlida.

Definicao 1.1.2 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L, formada por
todos os operadores lineares continuos entre espacos de Banach, tal que, para quaisquer
espacos de Banach E e F, a componente T (E; F) := L (E; F)NZT satisfaz:

(1) Z(E;F) € um subespago vetorial de L(E;F) que contém os operadores de posto
finito.

(1) A propriedade de ideal: se u € L(E;F), v € Z(F;G) et € L(G;H), entio a

composi¢ao tvu estd em T (E; H) .

Defini¢ao 1.1.3 Um ideal normado de operadores (I, |-||;) € um ideal de operadores
T munido da fungao ||-||; : Z — [0,00) tal que:

() ||-|; restrita a T (E; F') € uma norma para quaisquer espagos de Banach E e F.

(27) |lidk|l; = 1, com idg : K — K dada por idg (z) = .

(tii) Sewe L(E;F),veI(F;G), ete L(G;H), entao [[tvul|; < ||| ]|v]l£ ||z -

Um ideal normado € um ideal de Banach (ou ideal completo) se, para todos espagos

de Banach E e F, as componentes (I (E; F),|.||;) forem completas.

Para maiores detalhes da teoria de ideais de operadores, veja [26, [54].
O espago vetorial dos operadores lineares absolutamente (p,q)-somantes é um ideal

completo (veja [25], p. 198]):
Teorema 1.1.4 Se 1 < q <p < o0, entao (prq,ﬂM) ¢ um ideal de Banach.

4



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Para um panorama completo da teoria linear dos operadores absolutamente somantes,
sugerimos como referéncia o excelente livro [25]. A seguir vamos mencionar alguns dos
principais resultados desta teoria: Teorema de Dvoretzky-Rogers, Teorema de Inclusao,
Teorema [1-ly de Grothendieck (Lindenstrauss-Pelczyiiski) e o Teorema da Dominacao de
Pietsch.

O Teorema de Dvoretzky-Rogers pode ser visto no contexto dos operadores

absolutamente somantes da seguinte forma:

Teorema 1.1.5 (Dvoretzky-Rogers, 1950) Se p > 1, entao [[,(E; E) = L(E; E) se, ¢

somente se, dim ¥ < oo.

De acordo com o resultado acima, é natural indagar sobre a existéncia de algum p e

espacos de Banach E e F' de dimensao infinita para os quais

Hp (E;F)=L(E;F).

O proximo resultado cléassico, devido a A. Grothendieck responde a pergunta acima para
E =1, e F = l3. O enunciado abaixo, devido a J. Lindenstrauss e A. Pelczynski [37], é

diferente da versao original de Grothendieck:

Teorema 1.1.6 (Teorema de Grothendieck l1-l;) Todo operador linear continuo u

l1 — ly € absolutamente (1, 1)-somante, isto €,

E (ll; lg) = Hl (ll;lg) .

Este tipo de resultado é conhecido como “teorema da coincidéncia”. As classes de
operadores absolutamente (p, ¢)-somantes obedecem a uma certa hierarquia de inclusao,
baseada nos parametros p,q, como mostra o seguinte resultado essencialmente devido a

Kwapien [36]:

Teorema 1.1.7 (Teorema de Inclusao - Kwapien, 1968) Sejam FE e F espacos de

5



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Banach. Suponha que 1 < ¢; < p; < oo (j =1,2) satisfazem

a1 < @

P1 < P2 (1.3)
111 _ 1

q1 pP1 — Q2 P2
Entao

II

E; F), temos Tp2,q2 (u) < Tp1,q1 (u) .

(B;F)c[] (B F)

P1,91 D2,92
e, para cada u € [, . (

Finalmente, enunciamos o Teorema da Dominagao de Pietsch, que caracteriza os

operadores absolutamente somantes através de medidas de probabilidade:

Teorema 1.1.4 (Teorema da Dominacao de Pietsch, 1967) Sejam 1 < p < oo e
u: B — F um operador linear entre espacos de Banach. Entao u é absolutamente p-somante
se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade p

sobre a o-dlgebra de Borel de Bg-, com a topologia fraca estrela, tais que

wei<c( [ @)l (s@)); (1.4)

para todo x© € E. Neste caso, m, (u) € a menor das constantes C' tais que (1.4) ocorre.

1.2 Extensoes multilineares do conceito de operadores
absolutamente somantes

Sejam n um numero inteiro positivo e Ei, ..., E,, F' espagos de Banach. O espaco de
todas as aplicagoes n-lineares continuas 7' : £y X---x E, — F, denotado por L(Ey, ..., E,; F),

¢ um espaco de Banach com a norma natural

1T = sup{l[T'(z1, s wn)[| = llzgll < 1,5 = 1,0 m

6



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Se By =--- = E, = E escrevemos L("E; F).

Definicao 1.2.1 Uma aplicagio T € L(Ey, ..., E,; F) € dita de tipo finito se puder ser

escrita como

T (w1, i) = D@5 (@) 0 (a0)
j=1
com b; € F, goék) € Efe(jk)e{l,..m} x{1,..,n}.

Definigao 1.2.2 Um tdeal de aplicagcoes multilineares (ou multi-ideal) M ¢é uma
subclasse da classe de todas as aplicacoes multilineares entre espacos de Banach tal que para
todon e Fy, ..., E,, F as componentes M(Ex, ..., Ey; F) := L(Ex, ..., E,; F)NM satisfazem:

(i) M(Ey,...,E.;F) é um subespago wvetorial de L(FEi,...,E,;F) que contém as
aplicacoes n-lineares de tipo finito.

(i) Se A € M(E,....,E; F), uj € L(G}; Ej) para j = 1,..,n e ¢ € L(F; H), entao
po Ao (uy,...,u,) € M(Gy,...,Gp; H).

Quando existe uma fungdo ||.|| ,, : M — [0, 00| satisfazendo

(i’) ||| pg restrito a M(Ey, ..., En; F) € wma norma (resp.  quase-norma) para todo
Ey, ..., E,, F e todo numero natural n,

(ii’) |A: K" = K; A(z1, ..., xn) = 1.0, o, = 1 para todo n,

(i1)) Se Ae M(Ey, ..., E. F), uj € L(G}; E;) para j =1,..,n e p € L(F; H), entdo

oo Ao (ur,.oyun)llpg < Nl Ay luall - Nlunll

M é chamado de ideal normado (resp. quase-normado) de aplicagoes multilineares. Um
ideal normado € um ideal de Banach, ou ideal completo, (resp. quase-Banach) se, para todos

espagos de Banach Ey, ..., E, e F', as componentes (M(E\, ..., En; F), ||| v,) forem completas.

Para mais detalhes da teoria, mencionamos [I1], 22, 23].
A seguir vamos apresentar varias classes de aplicagoes multilineares relacionadas com o

conceito de operadores absolutamente somantes.



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Definigao 1.2.3 Sep > 1, uma aplicagao n-linear T € L(E4, ..., E,; F) € dita p-dominada
se <T (ZB§1), ...,:vg-n)>>j:1 € l»(F) sempre que <x§k)>j:1 €l (Ey) ek =1,..,n. Neste caso
escrevemos T € Lqp(E1, ..., By F).

Este conceito foi essencialmente introduzido por Pietsch e explorado em seguida em
[3, 140, [60] e tem forte semelhanga com o ideal linear original dos operadores absolutamente
somantes. Durante algum tempo (antes do surgimento da classe operadores multilineares
miltiplo somantes), essa classe era considerada como a abordagem multilinear mais natural
do conceito de operador absolutamente somante (no entanto, como ficard claro em breve,
essa classe é, em certo sentido, muito pequena). A terminologia “p-dominada” justifica-se
pelo Teorema da Dominagao de Pietsch, que também vale nesse contexto (uma demonstracao

detalhada pode ser encontrada em [48]) :

Teorema 1.2.4 (Pietsch, Geiss, 1985) ([30)) T € L(E\,...,E,; F) € p-dominada se, e
somente se, existem uma constante C' > 0 e medidas requlares de probabilidade de Borel

em Bx: (com a topologia fraca estrela), tais que

B =

HT(JJ(D, ...,x("))H < C’H (/ w(x(k))‘pd,uk (gp))

Bxx
para todos x¥) € B ek =1,...,n.
Corolario 1.2.1 Se 1 <p < g < oo, entao Lq), C Ly,

E um fato bem conhecido da teoria que as aplicagoes multilineares p-dominadas
satisfazem um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers (Lq,("E; E) = L("E; E) se, e somente
se, dim F/ < 00). Resultados recentes mostram que esta classe é muito pequena, no sentido

de que situacoes de coincidéncia sao quase impossiveis de ocorrer:

Teorema 1.2.5 (Jarchow, Palazuelos, Pérez-Garcia e Villanueva, 2007)
([34l]) Para todo n > 3, todo p > 1 e todo espago de Banach de dimensdo infinita E existe
T € L("E;K) que nao é p-dominada.
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Definicao 1.2.6 Se p > 1, uma aplicagio T € L(E\, ..., By, F) € dita p-semi-integral (e

escrevemos T € Lg; ,(E1, ..., Ey; F)) se existe uma constante C' > 0 tal que

m » 1/p m 1/p
Sl ) co( L S ()
j=1 (‘Ph"'ﬁon)eBETX“'XBE;fL =1

(1.5)
para todos m € N, xy) €E coml=1,.,nej=1,.,m. O infimo dos C que satisfaz (1.5

define uma norma em Ly; ,(E1, ..., Ey; F), representada por ||-||si’p.

Esse ideal é proveniente do relatério de pesquisa de R. Alencar e M. C. Matos [3] e foi
explorado em [2I]. Como no caso dos operadores multilineares p-dominados, um Teorema

de Dominagao de Pietsch é valido neste contexto (para uma demonstracao veja [21]):

Teorema 1.2.7 (Alencar, Matos, 1989 e Caliskan, Pellegrino, 2007) Uma
aplicacio T' € L(F, ..., By, F) é p-semi-integral se existem uma constante C > 0 e uma
medida de probabilidade j1 sobre a o-dlgebra de Borel de Bpz X -+ X Bgx, com a topologia

fraca estrela, tais que

1/p
BEi‘X"'XBEfL

para todos x) € E; e j=1,...,n

Defini¢ao 1.2.8 Sep > 1, uma aplicagio T € L(Ex, ..., E,; F) € dita maltiplo p-somante

se existe uma constante C' > 0 tal que

(ﬁ;”;ﬂHT(x;p,.“, o )H) <CH]

para todos m € N e x§k)

(1.7)

)"
<x3 j=1

€ Fy, 7 = 1,..m, k = 1,...n. Neste caso escrevemos

T € Lyp(Er, ... EnsF) e o infimo dos C' que satisfazem (1.7) define uma norma em

p7w

Lop(Er, ..., En; F), representada por ||-||,,, ,
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O conceito de aplicagoes multiplo p-somantes foi introduzido em um relatério de pesquisa
do Mério Carvalho de Matos, em 1992 [39], sob a terminologia de “aplicacoes multilineares
estritamente absolutamente somantes”. A motivacao de Matos era uma questao de Pietsch
sobre a eventual coincidéncia dos funcionais n-lineares de Hilbert-Schmidt e dos espacos
dos funcionais n-lineares absolutamente (s;ry, ..., 7, )-somantes para certos valores de s e 7y,
k = 1,...,n. Neste relatorio sao introduzidas as primeiras propriedades dessa classe, bem
como as relagoes com os operadores multilineares de Hilbert-Schmidt e uma solugao para
a questao de Pietsch no contexto das aplicacoes multilineares estritamente absolutamente
somantes.

Porém, este relatério de pesquisa nao foi publicado e sé6 em 2003 Matos [41]
publicou uma versao melhorada deste relatorio, agora usando a terminologia de aplicagoes
multilineares completamente p-somantes (fully p-summing). Ao mesmo tempo, e de
forma independente, Fernando Bombal, David Pérez-Garcia e Ignacio Villanueva [9, 52]
apresentaram e exploraram o mesmo conceito, sob a terminologia de operadores multilineares
multiplo p-somantes (multiple p-summing).

Desde entao essa classe tem recebido atencao especial, sendo considerada por
diversos autores como a generalizacao multilinear mais importante do ideal dos operadores
absolutamente somantes. A razao para o sucesso desta generalizacdo dos operadores
absolutamente somantes é, talvez, a combinacao de boas propriedades nao triviais, como
teoremas de coincidéncia semelhantes aos da teoria linear (veja [0, [12], (I7]), e problemas
desafiadores como o teorema de inclusao (veja [12) 13}, 49, [50]).

Contribuigoes importantes para a teoria dos operadores multilineares multiplo somantes
foram dadas nas teses de David Pérez-Garcia e Marcela Souza, ambas defendidas em 2003.

A seguir, definiremos cotipo e listaremos alguns resultados importantes da teoria.

Definicao 1.2.9 Sejam 2 < ¢ < x e (Tj);il as fungoes de Rademarcher. Um espaco de

Banach X tem cotipo q se existir uma constante C' > 0 tal que para qualquer escolha n € N

10
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exy,..., Ty € X, tivermos
1 2 3
n q 1 n
(Z ||a:j||"> <C / > de | (18)
j=1 O =1

1

Quando q = oo substituimos (Z?Zl ij||q) " por maxi <<y ||2;]| -

Teorema 1.2.10 (Pérez-Garcia e Souza, 2003) ([/9, [61]) Se n > 2 e F tem cotipo
finito q, entao

Lmv(‘Ll) (E17 Y En7 F) = ‘C(El? cey ETH F)
para todos espacos de Banach Fr, ..., E,.

Teorema 1.2.11 (Pérez-Garcia, 2003) (/49,[50)) Sen>2e1 <p<q <2, entdo
Em,p(Ela ceey En7 F) C ﬁm’q<E1, ceny En, F)

Pérez-Garcia também mostra que o resultado acima nao pode ser ampliado no sentido de
que para cada ¢ > 2 existe T' € L, ,(*l1;K), para 1 < p < 2, que nao pertence a L,, ,(%l1; K).

Quando F' tem cotipo 2, o resultado pode ser um pouco melhorado:

Teorema 1.2.12 (Pérez-Garcia, 2003) (/49,[50)) Sen>2 el <p<q <2, entdo
Lonp(Ery ooy Eni F) C Long(Er, .., En; F)

para todo espaco de Banach F' de cotipo 2 e quaisquer espacos de Banach Ey, ..., E,.

Quando os espacos do dominio tém cotipo 2, as inclusoes do Teorema [1.2.11| tornam-se

coincidéncias (para uma demonstragao simples citamos [13], [16]):

Teorema 1.2.13 (Botelho, Pellegrino, 2008 e Popa, 2009) ([16,[57/) Sen>2e1 <

p,q < 2, entao
Lonp(Ery ey Eni F) = Loy o(Er, ., B F)

11
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para quaisquer espacos de Banach Ey, ..., E, com cotipo 2 e todo espaco de Banach F.
A préxima definigao é devida Lindenstrauss e Pelczynski.

Definicao 1.2.14 (/37)) Sejam 1 < p < 0o el < X < co. Um espago de Banach X € um
espaco L, \ se para cada subespago de X de dimensado finita E, existe um subespaco de X de
dimensao finita F, contendo F| tal que d (E, lgimF) < A. Diremos que X € um espago L, se

X for um espaco L, » para algum X\ > 1.

Recentemente, em [13] foi mostrado (usando interpolagdo complexa e um argumento de
complexificagdo) que uma versao mais geral do Teorema [1.2.12] é vélida quando os espacos

do dominio sao espacos Lu.:
Teorema 1.2.15 (Botelho, Michels, Pellegrino, 2010) Seja n > 2 e sejam 1 < p <
g<ooekE,... FE, espacos L. Entdo

Lop(Ery ..., B F) C Lyg(Er, ..., By F)

para todo espaco de Banach F.

Teoremas de coincidéncia também sao assuntos fecundos no contexto dos operadores
multipos somantes. Por exemplo, D. Pérez-Garcia mostrou que o Teorema de Grothendieck

¢é valido para os operadores multilineares multiplos somantes:

Teorema 1.2.16 (Pérez-Garcia, 2003) ([49)) Se 1 <p <2 en > 2, entao
Linp("l1;12) = L(M1;1).

Definicao 1.2.17 Se p > 1, uma aplicagcao T € L(F1, ..., E,; F) € dita fortemente p-

somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1/p m 1/p
p) <C ( sup Z ‘gb (x§-1), s $§n)> ‘p> (1.9)

¢€BL(E1 44444 En;K) 7j=1

(Z HT <x§-1), e :vgn))
j=1

12
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(%)

J

T € Lgp(Er,....Ep;F) e o infimo dos C que satisfaz (1.9) define uma norma em

para todos m € N, x:” € Ey comk = 1,...n e j = 1,....m . Neste caso escrevemos

Lssp(Er, ..., By F), representada por ||-||

ss,p °

O multi-ideal dos operadores multilineares fortemente p-somantes é devido a V. Dimant
[27] e talvez seja a classe que melhor traduz as propriedades do ideal de operadores original
para o contexto multilinear. Por exemplo, um teorema do tipo Grothendieck e um teorema

do tipo Pietsch sao validos:

Teorema 1.2.18 (Dimant, 2003) ([27]) Se n > 2, entdo
E(nll; l2) = ﬁss,l(nll; l2)-

Teorema 1.2.19 (Dimant, 2003) ([27)) T € L(E\, ..., E,; F) € fortemente p-somante se,
e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade de Borel . em

B(g,@r-a.B,)+ (com a topologia fraca estrela), tais que

I7 (@, ...s)] < ¢ (/
B

para todos x¥) € E ek =1,...,n.

=

(E1®7-®nEn)*

|90 (a:(l) R ® x(”)) |pd,u (@)

Definicao 1.2.20 Se p > 1, uma aplicacio T € L(E,...,E,; F) € dita absolutamente
p-somante no ponto (ai,...,a,) € By X --- X E, se existe uma constante C' > 0 tal que

(T <a1 +x(1),...,an—|—x(n)> —T(al,...,an)> € l,(F) (1.10)

J J

o)
sempre que (xgk)> € ly (Ex). O espago vetorial formado pelas aplica¢oes multilineares

T :E x--XxE, - F que sao absolutamente p-somantes no ponto a = (ay,...,a,) €
Eyx---xE, édenotado por Et(g),p(El, ey By F)). Quando a = 0 denominamos T simplesmente

de absolutamente p-somante e o respectivo espago serd representado por Las ,(E, ..., Ey; F).

13
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O espago vetorial formado pelas aplicagoes multilineares de Fy X --- X E, em F que sdo

absolutamente p-somantes em todo ponto a € EyX---x E, € denotado por L5, (Eh, ..., En; F).

A primeira vista, o conceito de operador multilinear absolutamente p-somante (tomando
a = 0) parece ser uma generalizagdo multilinear bastante natural dos operadores
absolutamente somantes. No entanto, é facil encontrar propriedades indesejaveis que fazem
com que este ideal seja muito diferente do ideal linear.

A classe das aplicacoes multilineares absolutamente p-somantes, L, ,, apresenta muitas
situagoes de coincidéncia e, em certo sentido, perde a esséncia do ideal de operadores lineares
original. Por exemplo, o Teorema de Grothendieck é valido, mas ha varias outras situagoes

de coincidéncia sem um resultado analogo linear, como
Lasa ("l F) = L("2; F) (1.11)

para todo F' e todo n > 2. Uma vez que nao é verdadeira para n = 1, chamaremos,
a partir de agora, situagoes como esta de “situacao de coincidéncia artificial”. Acreditamos
que em uma extensao multilinear razoavel do conceito linear dos operadores absolutamente
somantes tal comportamento nao deve ocorrer.

Outro fato surpreendentemente desta classe é que um teorema de inclusao é valido na
direcao oposta do que o esperado (ou seja, se p aumenta, o ideal diminui). O seguinte
resultado é uma combinagao de resultados de [35, Theorem 3 and Remark 2], [58, Corollary
4.6] e [13, Theorem 3.8 (ii)]:

Se s > 1, denotamos seu conjugado por s*, isto é, 1 = % + Si

Teorema 1.2.21 (Junek et al., 2008, Botelho et al. 2010, Popa, 2010) Sejam
FEy, ..., E, espacos de Banach com cotipo s e n > 2 um inteiro positivo:

(i) Se s = 2, entao

‘CCLS,(]<E17 cery En, F) C Eas,p(Ela ceey En, F) (112)

14
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para quaisquer 1 < p < q < 2 e todo espaco de Banach F.

(ii) Se s > 2, entao

Losq(Er,y ... Epi F) C Losp(Er, .o, By F) (1.13)

para quaisquer 1 < p < g < s* e todo espaco de Banach F.

Em 2011 um resultado obtido independentemente por O. Blasco et al. ([8]) e A.T.

Bernardino ([7]) generaliza substancialmente o resultado acima:

Teorema 1.2.22 (Blasco et al., 2011 e Bernardino, 2011) Sen > 2 e Fy, ..., E, tém

cotipo s e

1<p<qg<s'ses>2
o

1<p<qg<2ses=2,
entao

‘CQS,C}(El?"'aEn;F) :Eas,( (El,,En,F)

ap___.
n(q—p)+p PyeesP)

para todo espaco de Banach F'.

Definicao 1.2.23 Sep > 1, uma aplicagdo n-linear T € L(F, ..., E,; F) € dita fortemente

maltiplo p-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

m » 1/p m , 1/p
Z HT (xﬁ),,xgz))H <C sup Z ‘¢<$§1)77$§:)>
j 1 ¢EB£<E1 ----- jn:1

J1y-sdn=
(1.14)

para todos m € N, LI:EIZ) € Ep comk =1,...n e jr = 1,....,m . Neste caso escrevemos
T € Lonp(Er,....Ey;F) e o infimo dos C' que satisfazem (1.14)) define uma norma em
Lsmp(E1, ..., En; F), representada por ||-||

sm,p *

O multi-ideal dos operadores multilineares fortemente miltiplo p-somantes foi

introduzido em [15], e contém os ideais Ly, € L,,,. Todas as boas propriedades de L,

15
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também sao vélidas nesta classe, exceto possivelmente versoes do Teorema da Dominacao
de Pietsch (e teorema de inclusao), que sdo desconhecidas nesse contexto. O “tamanho”
desta classe é potencialmente melhor do que os “tamanhos” de L, e L,,, pois, apesar de
conter essas duas classes, também é sabido que os teoremas de coincidéncia para a classe
Lsm p implicam em teoremas de coincidéncia para o caso linear.

Em [I5] 21] sdo estabelecidas as seguintes relacoes de inclusao

Lap C Lsip CLinp C LY, C Lasyps (1.15)
Edvp - Esi,p - Ess,p - Lsm,pv

'Cd,p C Lsi,p C Em,p C Lsm,pa

todas elas de norma < 1.

1.3 Extensoes desejaveis do ideal dos operadores
absolutamente somantes

Dados E e F espagos de Banach e uma aplicagdo n-linear continua 7" € L("E; F), a
aplicagao

P:E— F:P(x)=T(z,z,..,x),

para todo z € E, é chamada de polindmio n-homogéneo continuo. O espago de todos
polinomios n-homogéneos continous de £ em F' serd denotada por P("E; F'), e torna-se uma

espaco de Banach com a norma
I1P| = sup{[|P(x)]| : [|=[| < 1} = nf{C : [|P(x)| < C-|lz[]", ¥V = € E}.

Defini¢ao 1.3.1 Um ideal de polinémios (homogéneos) Q ¢é uma subclasse da classe
de todos polinomios homogéneos continous entre espagos de Banach tal que para todon € N e

para todos os espagos de Banach E, F', as componentes Q("FE; F') := P("E; F)NQ satisfazem:

16
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(1) Q"E; F) € um subespago vetorial de P("E; F) que contém os polinonios de tipo
finito,

(i1) Se P € Q("E; F), o1 € L(G,FE) e po € L(F; H), entdo ps 0 Poy; € Q("G; H).

Quando existe uma fungao ||.||4 : @ — [0, 0o satisfazendo:

(i) ||l restrita a Q("E; F) é uma norma (resp. quase-norma) para todo espago de
Banach E and F e todo n,

(i) || P : K — K; P(z) = 2| o = 1 para todo n,

(ii’) Se P € Q(E;F), u € LIGE) e p € L(F;H), entao ||[poPouly <
lell 1Pl flul™,

Q ¢ chamado de ideal normado (resp. quase-normado) de polinémios.

Para n = 1, escrevemos M(E; F) e Q(E; F) em vez de M('E; F) e Q('E; F).

Em [14] foi introduzida a noc¢ao de ideais de polinomios fechados sob a diferenciagao
(closed under differentiation, cud) e de fechados para a multiplicacao por escalares
(closed for scalar multiplication, csm). Esses conceitos podem ser naturalmente

estendidos para ideais de aplicagoes multilineares:

Definicao 1.3.2 Um ideal de aplicacoes multilineares M é cud se para todos n,
Ey,..E,,F eT € M(Ey,...,E,;F), tem-se que todo operador obtido fixrando-se n — 1

vetores ay, ..., A1, Ajt1, ..., Gy, pertence a M(E;; F) para todo j =1,...,n.

Definicao 1.3.3 Um 1ideal de aplicagoes multilineares M € esm se para todos n,

By, By By, F, T e M(Ey,...,Ey F) epc B, tem-se oT € M(En, ..., Ey, B, i F).

Nesta secao vamos identificar e explorar as propriedades que consideramos desejaveis
nas extensoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes.

E facil verificar que os ideais de aplicacoes multilineares p-dominadas, p-semi-integrais,
fortemente p-somantes, multiplo p-somantes e fortemente multiplo p-somante sao cud e
csm. Portanto, é de certa forma natural que estas propriedades sejam esperadas para uma

generalizacao multilinear do conceito de operadores absolutamente somantes. Além disso,
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as propriedades cud e csm foram criadas precisamente com o intuito de relacionar ideais de
operadores lineares com suas generalizacoes multilineares naturais.

Sabemos também que o Teorema de Dvoretzky-Rogers e Teorema da Dominacao Pietsch
(e, é claro, o teorema de inclus@o) sao ainda vélidos na classe L4,. Por outro lado, como
ja dissemos antes, esta classe é, em certo sentido, pequena e o Teorema de Grothendieck
nao ¢ valido. De acordo com (|1.15) vemos, por outro lado, que a classe L, , aparenta
ser satisfatoriamente grande e, de [I5], sabemos que os Teoremas de Dvoretzky-Rogers e de
Grothendieck (1;-13) sao vélidos. Mais geralmente, esta classe contém a classe dos operadores
multilineares multiplo p-somantes e, portanto, herda todos os teoremas de coincidéncia
conhecidos para essa tltima classe. Nesse sentido, parece ser razoavel esperar que todas
as extensoes multilineares razoaveis M = (M,,),>1 do ideal dos operadores absolutamente
somantes devem satisfazer L4, C M, C Lgp p.

A seguir, listamos as propriedades estruturais das familias mais comuns de ideais que

generalizam a familia (II,),>; para o ambiente multilinear.

Propriedade/ Classe Lip Lsip Lssp Lmp Losmp Lasp Lo,
cud Sim Sim Sim Sim Sim Nao Sim
csm Sim Sim Sim Sim Sim Sim Sim

Teorema de Grothendieck Nao Nédo Sim Sim Sim Sim Sim
Teorema de Inclusao Sim Sim Sim Nao ? Nao Nao

Teorema de Dvoretzky-Rogers Sim Sim Sim Sim Sim Nao Sim

Lap C - C Lomyp Sim Sim Sim Sim Sim Nao ?

Com base nas propriedades que consideramos desejaveis para uma familia que estende

a familia (II,),>1 consideremos a seguinte definicao:

Definicao 1.3.4 Uma familia de ideais normados de aplicagoes multilineares (My),>1 €

uma extensao desejdvel da familia (11,),>1 se
o (i) Lqp, C My C Ly, para todo p e as inclusoes tém norma < 1.
o (i) M, é csm para todo p.
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o (i) M,, é cud para todo p.
o (iv) M, C M, sempre que p < q.
e (v) O Teorema de Grothendieck e o Teorema de Dvoretzky-Rogers sao vdlidos.

Observacao 1.3.5 Observe que se Lq, C My, C Lgy,p, entao o Teorema de Dvoretzky-

Rogers é vdlido para M,,.

Note que (Lss,p)p>1 € uma extensao desejavel da familia (II,),>1.
A partir de agora uma extensao desejavel da familia (IL,),>; serd chamada de familia

desejavel. Seja D a classe de todas as familias desejaveis de aplicagdoes multilineares.

Definicao 1.3.1 Dizemos que uma familia desejavel de aplicagcoes multilineares M =

(My)p>1 € maximal se
M, C I, para todo p (com norma < 1) e (Ip)p21e D] = (./\/lp)p21: (Ip)pzp com HHMp = HHIP

Analogamente, dizemos que uma familia desejdvel de aplicagoes multilineares M = (M) p>1

¢ minimal se
[Z,C M, para todo p (com norma < 1) e (Ip)p21€ D] = (MP)pZIZ (Ip)pzv com H||Mp = ||||Ip

Diante do exposto acima, levantamos os seguintes questionamentos:

e Serd que existe uma familia desejavel maximal?
e Sera que existe uma familia desejavel minimal?
e Serd que a familia (L4, ,)p>1 ¢ maximal ou minimal?

As duas primeiras perguntas serao respondidas positivamente.

Teorema 1.3.2 ([47]) Existe uma familia desejdvel mazimal de aplicagoes multilineares.
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Demonstracgao. Indexaremos D por um conjunto de indices A:

D = {M* = (M})p>1 : M* é uma familia desejavel com \ € A} .

p

Em D consideramos a seguinte relacao de ordem:

MM < MM & /\/l;}l C /\/122 r < [+[| ,» para todo p > 1.
P

e Ly

Usaremos o Lema de Zorn na classe D. Note que D # @ pois (Lssp)p>1 € D. Sejam O C D

totalmente ordenado e

Ao={AeN: M= (M), € O}

Defina
U= Up)p>1
onde, para cada p > 1,
U, = (J M.
AeAo

Em Ao definimos a seguinte direcao
)\1 < )\2 <~ ./I\/l>\1 < M)\Q.

E f4cil notar que, para cada p e quaisquer espacos de Banach FEi,..., F,, o conjunto
U, (E1, ..., E,; F) é um espago vetorial, com as operagoes usuais. De fato, dados T, R €
U, (Ey,....Ey; F) e a € K temos:

Se T € M;l(El,...,En;F) e aR € M;Q(El,...,En;F), entdao como O é totalmente
ordenado temos que ou /\/l;,‘1 C M;Q ou Mf C M])D‘l. De qualquer modo, T'+ aR €
Mgi(El, ooy En; F) para i = 1 ou i = 2. Portanto, T'+ aR € U, (Ey, ..., En; F).

Agora, vamos mostrar que, para cada p > 1, a aplicacao
T el,(Ey, .. .E; F)— ||THu,, = inf [|T| v, (1.16)
AeAo p
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define uma norma em U, (E, ..., E,; F'). Note que, para cada T € ./\/l;‘ (B, ..., B F)  esse
infimo existe, pois {HT I M) NS AO} ¢ um subconjunto de R limitado inferiormente (por
zero). Sendo assim, ||T'l|,, > 0 para todoT" € Uy (B, ..., Ey; F). E, como HTHM? > ||T|| para
todo A € Ao, temos [T, = [[T[ e daf

1Tl = 0 se, e somente se, ' = 0.
Temos também

aTll, = inf [T |y = inf [al 7],y = la] inf 7] 0

e, como

1T+ Rll gy < Tl pey + 1Rl

para todo A € Ap e quaisquer T, R € M;} (Er, ..., B, F) , segue que
1T+ Rlly, < 1Tl + 1Rl

para quaisquer T, R € U, (E1, ..., E,; F) . Assim, concluimos que (Up (Er, ... B F), ||||up>
é um espaco normado.

Afirmacao 1: (L{p, HH%) ¢ um ideal normado.

(i) Uy (En, ..., Ey; F) contém os operadores n-lineares de tipo finito.
E claro, pois cada ./\/l?,(El,...,En;F) contém os operadores de tipo finito e

U, (E, ..., E,; F) contém cada M;‘(El, vy By F).

(i1) Sejam u; € L(Gj; Ej),com j=1,2,..n, T €U, (E,...,E; F) eve L(F; H). Vamos
mostrar que

voT o(uy,..,u,) €U, (Gy,....,Gn; H). (1.17)
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Com efeito, como T € M; (B, ..., Ey; F) para algum X\ € Ap, segue que
voT o (ug,....u,) € M;‘ (Gy,...,Gn; H)

e obtemos (|1.17)).

191) Como a aplicagao A : K" — K dada por A(xy,...,z,) = x1...x, tem norma ||Al|,» =1
M
p
para todo A € Ap, temos

[4lly, = inf 4]y = 1

(iv) Sejam u; € L(Gj; Ej), com j = 1,2,...n, T € U,(Ey,....,E,;F) e v € L(F;H).
Como T € /\/l;}/ (E1, ..., Ey; F) para algum X € Ap segue que v o T o (uy,...,u,) €
M) (G, ...,Gp; H). Daf

o T o (ur, ey a)llpgy < 0l 1T gy et o el (118)

Entao

[o 0T o (ur, o un)llyy, < NONNT Ny, Nl fJunll -

Portanto (Z/{p, ”Hup> ¢ um ideal normado.

Afirmacgao 2: Ly, C U, C L, para todo p > 1.
De fato, dado A € Ap temos

L, C M;‘ C Lgm,p para todo p > 1.

Dai

Lap, CU, = U /\/l;‘ C Lgm,p para todo p > 1.
AEAO

E, consequentemente, o Teorema de Dvoretzky-Rogers é valido.

Afirmacao 3: U, é csm para todo p > 1.
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Com efeito, dado A € Ap, como /\/l;,‘ é csm para todo p > 1, segue-se facilmente que

A
Uy = U Mp
AeAO
é csm para todo p > 1.
Afirmacao 4: U, é cud para todo p > 1.

De modo similar, dado A € Ap, como M; é cud para todo p > 1, concluimos que

U, = | J M,
AEAO
¢é cud para todo p > 1.
Afirmacao 5: U, C U, quando p < q.
E clara, pois dado A € Ap, temos ./\/12 C M;‘ quando p < ¢. Logo

U, = | J Myc | My=u,
AEAO AEAO

quando p < gq.

Afirmacgao 6: O Teorema de Grothendieck é valido em U.

De fato, como Teorema de Grothendieck é valido para todo M* € O, segue que
M3 (M, 1) = L("y,15) para todo A € Ap, e consequentemente Uy ("1, ly) = L(™y, ).

Essas seis afirmacoes nos garantem que U = (U,),>1 € D e que U = (U,),>1 é uma cota
superior para O. Pelo Lema de Zorn, D tem um elemento maximal. [

O préximo teorema ird garantir a existéncia de uma familia desejavel minimal de
aplicagoes multilineares. A demonstracao é similar a anterior, mas preferimos nao omiti-

la.

Teorema 1.3.3 ([47)) Existe uma familia desejavel minimal de aplicagoes multilineares.
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Demonstracao. Como no teorema anterior, indexamos D por um conjunto de indices A :

D = {M* = (M)),51 : M* é uma familia desejével com A € A}.

p
Em D consideramos a seguinte relacao de ordem:
A1 A2 A2 A1

MM < M2 e M2 C M

e ||.||M;1 < ||-||M;2 para todo p > 1.

Note que D # @, pois (Lssp)p>1 € D. Sejam O C D totalmente ordenado e

Ao={reA: M= (M), € O}.

Considere
1= (Ip)pzl
onde, para cada p > 1,
= (] M.
AEAO

Note que, para cada p e quaisquer espagos de Banach Ej, ..., E,,, o conjunto Z, (E, ..., E,; F)
é um espaco vetorial, com as operagoes usuais. Agora vamos mostrar que, para cada p > 1,
a aplicacao

T €T, (Er, . Eui F) = |[Tlly, = sup [T (1.19)
AeAo P

define uma norma em Z, (E1, ..., E,; F'). Por hipdtese, para cada p > 1, a inclusao
inc: Lap(Ey, ..., By F) = MOEy, ..., By F)

tem norma menor ou igual a 1 para todo A € Ap e assim segue que {“THM)‘ S E AO} é
p
um subconjunto de R limitado superiormente por [|T'[|, , e portanto o supremo em ({1.19) é

finito.

24



Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Também, por hipétese, sabemos que para cada p > 1, a inclusao
inc: M)(Ey, ..., En; F) = Loy p(Er, ..., By F)
tem norma menor ou igual a 1 para todo A € Ap. Logo

||T||Ip > ||| > 0 para todo T € I; (B, ..., Ens F)

sm,p —

e dai

Tz, = 0 se, e somente se, T'= 0.
E ainda
[Tz, = sup [Ty = sup [ [|T]| vy = laf sup [[T]] vy -
P AEAO P AeAo P AeAO p

Como ||T + R||M£ < ||T||M? + ||R||M; para todo A € Ap segue que

|7+ Rz, = sup [T+ R yn < sup [|T|[pn + sup [|R[|p = [[Tllz, + IRl -
Ao P XeAo P Xedo P

Logo, (Ip (Er, ... B F), ||||Ip) é um espago normado.

As Afirmagoes de 1 a 6 feitas no teorema anterior podem ser provadas, neste contexto, de
forma semelhante. Portanto podemos concluir, pelo Lema de Zorn, que D tem um elemento
maximal. E, pela escolha da ordem parcial em D, este elemento maximal é uma familia
desejavel minimal. [ ]

A seguir listamos alguns problemas, para os quais nao temos solucao e que acreditamos

serem interessantes para o desenvolvimento da teoria:
Problema 1 (Ly,p)p>1 € um ideal desejdvel ?

Conjecturamos que a resposta ao problema anterior é “NAO”. Entretanto, se a resposta

for “SIM”, a calsse (Lgmnp)p>1 serd maximal.

Problema 2 (L ,)y>1 € um ideal desejdvel mazimal ou minimal ?
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A resposta para o proximo problema também parece ser “NAQ”, mas nao temos uma

demonstracao.
Problema 3 (Lss,)p>1 = (Lsmp)p>1? (ou melhor, Loy, C Lgsp 7)

Para o préximo problema que vamos propor, precisamos de definigoes auxiliares.
Sejam n um inteiro positivo, & € {1,..,n} e p > 1. Uma aplicacdo n-linear
T € L(EY, ..., E,; F) seréd dita k-quase absolutamente p-somante se existir uma constante

C > 0 tal que

00 1/p
(Z ||T<xj1,...,asjm...,muf”) < ||, Tkl (1.20)
WPk

Jk=1

para cada z;, € B, comi=1,....k—1,k+1...,n e para toda (xjk)(;::l € [ (E) - Neste caso
escrevemos T € LY (E\, ..., Ey; F) e o infimo dos C' que satisfazem define uma norma
em L (E\, ..., Ey; F), representada por Nl -

Essas aplicagoes foram introduzidas em [I5] como um exemplo de uma generalizagao
artificial dos operadores absolutamente somantes. Nao é dificil provar que (ﬁ’;p, H'Hks’p) é
uma ideal normado de aplicacoes multilineares.

Agora, consideremos a nova classe, L ,, cujas componentes chamaremos de quase-

absolutamente p-somantes:
Lysp(Er, ..., E ﬂ/: (Ey, ..., E,; F).

Definindo

||T||qsp - maXHTHksp’ (12]‘)

temos uma norma para Lys,(Er, ..., By F) e (Lysp, [|[],5,) ¢ uma ideal normado (veja o

Anexo .

O préximo resultado mostra a relagao entre as classes L, € Lgsp

Proposicao 1.3.6 L, , C Ly, e esta inclusao tem norma < 1.
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Demonstracao: Sejam T € Ly, ,(Es,...,E F), m € Ncom m > n, k € {1,..,n} e

<$§]Z)> €[ (Ex) . Entao, para cada 2; € By com [ =1,..,k — 1,k +1,...,n, considere
Jk=1

V)= 0
(le =0 w0

[-ésimo termo

Assim

m 1/p
k
(Z | T (1,2, ) ||p>
Je=1
m 1/p
1 k n
) ( ST ) ””)

jli"‘?jn::l

m 1/p
1 k n
s||T||m,p< sup > |¢<x§-3,...,x;.g,...,x;,))|p>

$EBL(Ey,..., EniK) ji i1

< NT M 2 [l 2

m
sup 5
PEBL(BY,...EniK) j, —1

k
<Ny I 8l | sup D fonta)
pKEB

¢ (ZE1 (k)

ey T3 T

[ENREN
‘p
E;; Jr=1

oY
(x]k Jr=1

Logo T € E’;p(El, .., Ep; F) para todo k € {1,...,n}. Portanto, T' € L ,(E, ..., E,; F) com

T el ¥ ] \

w7p

7] 7|

<| .
qs,p — sm,p

|
Como veremos no Apéndice , (Lgsps lIll5,) € um ideal normado. Claramente, esse
nao é um ideal interessante, pois nao passa de uma espécie de disfarce multilinear do ideal

dos operadores absolutamente p-somantes. Assim, nos parece interessante mostrar que essa
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

classe nao ¢ uma familia desejavel. Uma resposta ao préximo problema esclareceria a questao:
Problema 4 (Lgnp)p>1 = (Lgsp)p>1 ? (ou melhor, Lys, C Lomyp ?)

Qualquer resposta para o problema acima levara a conclusoes importantes:

e Se a resposta para o problema acima for SIM (conjecturamos que nao é), entao temos
varias informagoes pertinentes:

(i) a igualdade nao é trivial e o resultado vai ser interessante por si préprio;

(ii) concluiremos que (Lgpp)p>1 € um ideal desejavel (maximal) e (o mais importante)
que (Lsmp)p>1 tem propriedades ainda melhores que as ja conhecidas. Por exemplo, além
do teorema de inclusao (que era desconhecido para essa classe), concluiremos também que
como toda situacao de coincidéncia linear 11, (E; F)) = L (E; F) é naturalmente estendida
para L, ("E; F) = L ("E; F), seria estendida também para Ly, , ("E; F) = L ("E; F) ; com
todas essas informagoes em maos, seria natural considerar (L, ,),>1 como a generalizagao
mais “perfeita” de (II,),>1, dentro dos nossos parametros.

e Se a resposta para o problema acima for NAO (que acreditamos ser o caso), entao
concluiremos que (L4s,)p,>1 ndo é uma classe desejavel, que é o que imaginamos que deve

ocorrer, ja que a classe (L4 ,)p>1 ¢ construida artificialmente.

Observacao 1.3.7 Nos parece pertinente observar que a nossa defini¢ao de classe desejavel
¢ uma proposta que pode ser alterada com a inclusao, subtracao ou alteragao das propriedades
desejdveis. Acreditamos que a ideia da demonstra¢ao do Teorema (e Teorema m)
pode ser adaptada para contextos diferentes. Nos parece ainda razoavel tentar uma abordagem

onde se exija que os ideais desejdveis sejam completos.

1.4 Anexo: Algumas propriedades dos operadores
quase-absolutamente p-somantes

Sejam E, Fy, ..., E,, E, .1, F espacos de Banach sobre K =R ou C e p > 1. Como vimos

no final da se¢do anterior um operador n-linear T' € L(F1, ..., E,; F) é k-absolutamente
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

p-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

H 5, (1.22)

Pz

00 1/p
<Z HT(lev'-'7xjk>"-7xjn>Hp> < CH xjk Jr=1

Jr=1

para todo z; € E; com i = 1,...k — 1,k +1...,n e toda (v;,)>"_, € [V (E}). Neste caso

Je=1
escrevemos T’ € E’;p(El, v Eni F) e

IT|l;.s, = Inf{C; C satisfaz (1.22))}

define uma norma em L% (Ey, ..., En; F).
Com isso, definimos a classe das aplicagoes quase absolutamente p-somantes como sendo

a interseccao das k-quase absolutamente p-somantes:
Lo p(Er, ... ﬂ £k (By,..,E,; F).

Note que Ly, (Eh, ..., Ey; F') é um espaco vetorial. Observe que, quando n = 1, temos
k=1,e Ly,(E F) = E;yp(E; F) = L4s,(E; F) para todos espagos de Banach E, F.
Vejamos que (|1.21]) define uma norma para essa classe e que, com tal norma, L, ¢ um

multi-ideal normado.

Proposicao 1.4.1 Para cada p > 1,

17N gy = max 1] - (1.23)

as.p
define uma norma em Ly ,(E1, ..., By F).

Demonstragio: E claro que || > 0 para todo T' € Ly, (Ev, ..., By F). E, como

qs,p
1T 450 = IT|[ksp para todo k =1,...,n, temos
7]l 5, = O se, e somente se, T' = 0.
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Capitulo 1 Generalizacoes multilineares do conceito de operadores absolutamente somantes

Temos ainda

Tl = max [T, = max|a] [Tl = o] max 71}, = o] [T,
e como ||T'+ Rl , < [T, + IR, para todo k =1,...,n, segue que

||T + R”qs,p = Hl]?X ||T + RHks,p < mkax ||T||k‘s,p + m]?X ||Rl|ks,p = ||T||qs,p + ||R||qs,p :
Logo, (Eqsyp (Ery e B F) H-Hqs’p> é um espaco normado. [ |

Proposicao 1.4.2 L, é um multi-ideal.

Demonstracao: e L, ,(E,...,E,; F) é um subespaco de L(Ey, ..., E,; F') que contém
os operadores n-lineares de tipo finito. De fato, pois intersecao de subespagos é um
subespaco e, como cada E’;p(El, ey B F) contém os operadores de tipo finito, segue que
Lysp(En, ..., Ey; F) também contém os operadores de tipo finito.

o Sejam u; € L(Gj;Ej), com j = 1,2,...n, T € Lys,(Er, ... Ey; F) ev e L(F;H).
Como T € £§7P(El, ooy B F) para todo k = 1, ..., n segue que

voT o (uy,...,uy) € L2 (Gy,...,Gp; H)
para todo k =1, ...,n. Logo

[INe] T (0] (ul, ...,un> € Eqs’p(Gly ceey Gn> H)

Proposicao 1.4.3 <£qs,p, H.Hqs’p> € um multi-ideal normado.

Demonstracao: Ja sabemos que (['qs,p (B, .., By F) > é um espaco normado.

) ||'||qs7p

Agora, como a aplicacdo A : K" — K dada por A(x1, ..., x,) = 1...z, tem norma [|Af|,, =1
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para todo k € {1,...,n} temos que

1Al

qs,p = m]?X ||A||ks,p =1

Sejam u; € L(X;; E;),comj=1,2,..n,T € Lys, (E1,.... Ep; F)eve L(F;H). ComoT €
El;,p (F, .‘.,En;F) para todo k € {1,...,n} segue que voT o (uy,...,u,) € Elg,p(Xl, ey X H)
para todo k € {1,...,n}. Dai

[voT o (ur, .o tn)lsy < 0N N [l [l - [en ]
para todo k € {1,...,n}. Logo

[v 0T o (uy, oy un)llgopp < 0N NT Mg Nl fJun]l -

|qs D
Portanto (L’qs,p, Il qs’p> é um ideal normado. |
Proposigao 1.4.4 <£q8,p, H.Hqs’p> ¢ cud para todo p.

Demonstragao: Dados n € N, Ey,...,E,,F e T € Ly,(E,...,E,;F). Fixando

Tjyy ey Tjiys Tjyiqs ey Tj,, O Operador
T:E —F

definido por

T(.’L']Z) = T(l’jl, ...,xji71,$ji,$ji+1, ,LEJn)

pertence a L, (E;; F) para todo i € {1,...,n}. De fato, dado i € {1,...,n}, temos

1/p 00 1/p
F) - (Z”T(xjn---vmjiv"'7$jn)”p>
Ji=1
H [z,]] = C1

(Z e

Ji=1

<C

‘(sz 7i=1 (x]z)] —1H

w,p
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Logo
T € Lysy(EsF) = z;,p(E,-; F)=Ly,(E; F)

para todo 7 € {1, ...,n}. Portanto, L, ¢ cud para todo p. [
Proposigao 1.4.5 <£q8,p, H.Hqs’p> ¢ csm para todo p.

Demonstracao: Dadosn € N, By, ..., E,,E, 1, F, T € Lysp (Er, ..., EpsF) e p € EX

temos, para i € {1,....,n},

o0 1/p 1/p
(Z H%OT(I]'M cey Ly ens Ly xjn+1)||p> <Z HQO x]n+1 x]n 5 Lgiy ey L Hp>

Ji=1 Ji=1

00 1/p
= ‘Qp(xjwrl)l (Z ||T(xj17 oy Ly "-7‘Tjn)Hp>
Ji=1
H A

<C |90(xjn+1)‘

‘ x]z ]Lfl

Logo
ol € L., (Er, ..., By, By F)

parat=1,...,n. Para i = n + 1, temos

1/p 1/p
o0 [o¢]
Z ngT(le,...,xji,...,:Bjn,xjnH)HP = Z }|90($jn+1)T(37j1>-~-axjw---a%‘n)”p
Jny1=1 Jn41=1
1/p
o
:HT(ijl,...,ZEJ‘“...,Ijn)H Z }gp(l‘jn+1)|p
Jn4+1=1
< I sl-eall el || C3)5, ]
ou seja,

T € LI (By, ..., By, g1 F) .
Portanto ¢T' € L5, (En, ..., En, Eni1; F) e, consequentemente, Ly, ¢ csm para todo p. W
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Proposicao 1.4.6 L, C L4, para todo p <.

Demonstracao: Para mostrar que
Lysp(Er, ... ﬂ LBy, ... By F) C Lo, (B, ... ﬂ Lt (B, ..., By F)
para todo p < r, basta mostrarmos que
LE (B, ...Ey F) C LY (B, ..., By F)

para todos p <7 ek € {1,...,n}. Para cada z;, € Ej com i = 1,...,n e para toda (z;,)>"_,

€ly (Ey) tome

&, = ||T(xj17 "'7xjk7"'7xjn) ;71a
entao
HT(xju oy Ly """Ejn)Hr = ||T("Ej17 ey QG Ty "'7xjn)||p'
Se T € L, (Ey, ..., Ey; F), temos que
1

o0 p
(Z ||T(3§']’1, vy Ly "'7xjn)||T>

Jrk=1

o] P

< (Z HT(:CJ'N"-7ajkxjk7~-~>xjn>”p>

Jr=1
< |!T||ksp sup <Z | [” Nl (2, ||p) JJEZA

Ber \je=1 14k
r*p
o
_rp_
< 1Tl (Z |04jk|”> Sup (Z [ (5, > | JREA
Jr=1 ;c Jr=1 l#k
1_1
oo >
=T/l (Z HT(%U---,%M---,wjn)Hr> Sup (Z o () ) | JEZAR

Jr=1 Efg Jr=1 l#k
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€ segue que

(Z HT(xJ'N'“’xjkv"'>$jn)||T> < HTHksp Sup <Z ”90 Ly, ” ) H||$Jk||

k=1 By, \je=1 1k

isto é,

T el (B, .. Ey;F)
como queriamos. [ |

Proposigao 1.4.7 O Teorema de Grothendieck é vdlido, isto €, Lys1 ("li3la) = L("1;12)

para todo n > 2.

Demonstragao: Sejam k € {1,....,n} e (v;,);_, € (I). Fixados
Z‘jl, ceey %jk71,$jk+1, ...l‘jn - ll
nao nulos, seja T' € L ("ly;1y) . Defina T® . 1, — Iy por

T(k)(x):T( T ,...,x,...,i>.
RN [EFI

Logo, pelo Teorema de Grothendieck, temos que

Me L(l;l) = Lasi(l; ),

ou seja, N
S IT® @), < m@®) @i,
Jk=1 )
ou ainda, N
T T N
D e | Al U I
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Logo

ST @i o3l < (D) | (230554

Jk=1

- TTlal
U 1tk

e, portanto,

T e ‘Cg,l (nll, lg) .

Como k € {1,...,n} é arbitrario, temos
T S Elsc’l (nll, ZQ)

para todo k € {1,...,n} e o resultado segue. [ |
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Capitulo 2

Generalizacoes do Teorema da

Dominacao de Pietsch

O seguinte teorema é conhecido como Teorema da Dominagao de Pietsch:

Teorema 2.0.8 (Pietsch, 1967) Se E ¢ F sao espacos de Banach, um operador linear
continuo T : E — F ¢ absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma constante
C > 0 e uma medida regular de probabilidade p na o-dlgebra dos borelianos da bola unitaria

fechada do dual de E com a topologia fraca estrela, (Bg+,0(E*, E)), tal que

1
|T(z)]] <C (/ ]gp(x)\pdu) ’ , para todo x € FE.
B

O Teorema da Dominacao de Pietsch tem um papel central na teoria de operadores
absolutamente somantes (veja os livros [25] 54]). Tendo em vista a importancia do Teorema
da Dominacao de Pietsch (TDP) na teoria linear, varios autores comecaram a investigar
teoremas do tipo Pietsch no contexto de aplicacoes multilineares e de polinomios homogéneos
(citamos, por exemplo, [1}, 18] 21, 27, 29, B30, 38, 40, 44]). Em [19], o TDP foi estendido para
uma classe de aplicagdes nao-multilineares (e nao polinomiais). Por esses motivos, em [20],
uma abordagem unificada ao TDP foi apresentada como uma tentativa de mostrar que todos

os teoremas conhecidos do tipo Pietsch eram casos particulares de uma versao tunica. Porém,
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Capitulo 2 Generalizacoes do Teorema da Dominagdao de Pietsch

em pelo menos um caso, a abordagem abstrata apresentada em [20] parece ineficaz:

Definicao 2.0.1 Sejam pi,...,p, > 0, com zla = pil + -+ p—ln, Xq,...., X, eY espacos de
Banach. Uma aplica¢ao arbitrdaria f : Xy X -+ x X, = Y é dita (py, ..., pn)-dominada
em (ay,...,a,) € X1 X -+- x X, se existem uma constante C' > 0 e medidas requlares de

probabilidade de Borel py em Bxy, k=1,...,n,

n 1/pk
| £(ar+ 2D, . a +2™) = flar, ...a)|] < O] (/ |p(z®)]” duk> (2.1)
k=1 \”Bx;

k

para todo xV) € X;, j=1,...n.

Problema 5 Se (aj,...,a,) € X1 X -+ x X,, € p1,....,pn > 0, que tipo de aplicagao
f Xy x--x X, =Y satisfaz, para algum C > 0 e medidas regulares de probabilidade
de Borel py, em Bxy, k=1,...,n, a desiguadade 1’ para todo xY9) € X, j=1..,n7

2.1 Somabilidade de aplicacoes nao-lineares

Responder o Problema |5| nada mais é do que demonstrar um teorema do tipo Pietsch
para a classe das aplicacoes (py, ..., p,)-dominadas em (aq,...,a,) € X3 X --- x X,,. Vale
ressaltar que a demonstragao original que Pietsch deu ao seu teorema linear de dominacao
usa o Lema de Ky Fan (veja [54], p. 40]) ao invés do teorema de separagao de Hahn-Banach
(posteriormente usado em outras demonstragoes). O uso do teorema de separacao de Hahn-
Banach nao parece ser suficiente para demonstrar uma versao geral do TDP que solucione
o Problema [5} para esta tarefa a idéia original de Pietsch, usando o Lema de Ky Fan, sera
muito 1util. E, em certo sentido, uma surpresa agradavel que o primeiro argumento que
Pietsch concebeu para as aplicagoes lineares tenha se mostrado o mais adequado quando se

trata de um contexto mais geral e totalmente nao-linear.

Definigao 2.1.1 Uma familia F de funcoes reais f : K — R € concava se, para todo inteiro
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n
POSItIvO N, Y1, ..., 0n € F € aq, ..., > 0 tais que Zozj =1, emwiste v € F satisfazendo
j=1

Y(z) > Z%‘%‘(I)

para todo x € K.
A demonstracao do resultado principal da presente secao é baseada em dois lemas:

Lema 2.1.2 (Ky Fan) Seja K um espaco topolégico de Hausdorff compacto e F uma
familia concava de fungoes f : K — R que sao converas e semicontinuas inferiormente.
Se para cada f € F existir um xy € K tal que f(xy) <0, entao existe um xo € K tal que
f(xg) <0 para todo f € F .

Lema 2.1.3 (Desigualdade generalizada entre as médias geométrica e aritmética)

Sejam 0 < py, ..., P, p < 00 tais que

Entao

independentemente da escolha de qq, ...,q, > 0.

A demonstragdo do Lema de Ky Fan pode ser encontrada no livro de Pietsch [54] e a
demonstracao da desigualdade generalizada entre as médias geométrica e aritmética pode
ser encontrada no livro cldssico [33, p. 17] (para uma abordagem mais moderna, sugerimos

[62, p. 23]). Agora estamos prontos para responder o Problema [

Teorema 2.1.4 ([{6]) Uma aplicagio arbitraria f : Xy X -+ X X;, = Y € (p1, ..., pn)-

dominada em (ay, ...,a,) € Xy X --- X X, se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal
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que

SC’ﬁ sup (

k—1PEBx;
para todo inteiro positivo m, (xgk),bgk)) € Xy xK, com (4,k) € {1,....,m} x {1,...,n}.
Demonstracao: A fim de simplificar a notacao, a partir de agora vamos escrever
n n n p
FOW gy = (‘b(l)...b( )‘ | f(ax +2Wa, +2™) — flay, man)|])

Admita a existéncia de tais medidas py, ..., p,, satisfazendo (2.1)). Entao, dados m € N,
De X e b§l) € K, com (j,1) € {1,...,m} x {1,...,n}, teremos, usando a Desigualdade de

Holder,
m m_n » p/pk
k
St < ST ([ (] ets)]) )
=t J=1 k=1 Bxr
Desig. de Holder n ) P p/Pr
]l z/ (9] et ) ™ e
k=1 BX*
m » P/Pk
k
<OPH(sup (el fee))")
k=1 SOEBX* .:

Com isso temos (2.2). Reciprocamente, suponha (2.2)) e considere os conjuntos P(Bx;) das
medidas regulares de probabilidade em C' (BX;)*, para todo k = 1,...,n. Sabemos que cada
P(Bx:) é compacto quando cada C(Bx;)* estd dotado com a topologia fraca estrela (veja

o Anexo . Para cada (xg-l));-":l em X; e (b;s))gnzl em K, com (s,1) € {1,...,n} x {1,...,n},
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considere

P(BXT)XXP(B)(:L)—)R

() )pk d,uk] '

g :9@(“)’” CROVINEHE ) S

Jj=1

= 1
k) (k n
() = 3 70— Y [ (o
= 1 Pk J By~
k

‘ ’90(%

Denotaremos por F o conjunto de todas essas g.
(i) A familia F é concava. Com efeito, sejam N um inteiro positivo, g; € F e a; > 0,

i1=1,..., N, tais que a; + --- + ay = 1. Entao

N
Z%’gi ((13)5=1)
- {2 L;ﬂbf% =Y S

1, X 1

HEE R Sy N
p —p. Jk.
((”j)?:l)'

(@)

Ji

)pz dug] }

)so(xﬁf)) Dp duz]

1
af by

:g Hym;,N = s
(IEZ))JZZZ el bg.z));nzz L(&DE{L, t} x{1,..,r}

(ii) Além disso, cada fungao g € F é convexa. De fato,

915 ooy pir) + (L= A) (1, oo fi2))

= g(Ap1 + (L = Nty ooy At + (1 — X faz)

-k () )]

- i lef(bgk),xg.k))” _(Px

7j=1

- ” 1 NCITPRENIN ~ 1 O] (25N )* g
X ;( D /Bx* H@(:ﬁj )D dp. + (1= X) kﬂm/BX; (‘bj Hgo(xj )D duz>
= A1y ey i) + (1 = N)g(H1, ooy fiz)-
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(iii) Também é verdade que cada g € F' é continua. Para isso, basta mostrarmos que

cada aplicagao

(k)) o dug, k=1,...,n,

[k — p(z

By x
Xk

é continua para todo k = 1,...,n e 2® € X;. Dados k € {1,...,n} e 2™ € X;, como

C(BX;;)* estd com a topologia fraca estrela, para cada f € C(BX;), a aplicacao

pe € C(Bx;y)" — fdp,

By x
Xk

¢é continua. Logo, a restricao

pk € P(Bx;) — fdp,

By:
também ¢é continua. Portanto, tomando f € C(Bx;), a aplicagao definida por

Pk
9

¢ € Bxy = f(p) = )@(Uc(k))

segue que g € F é continua.

Note que, para cada g € F existem medidas pj € P(BX;;), k=1,...,n, tais que

G 1) < 0.

De fato, como cada By ¢ compacto (k=1,...,n) e cada aplicagao

(Rk)( (k))m ((k))m : BX;; — [0,00)

T )i=105 =1
definida por

(Bk) (00 B (p) = ()b§k)‘ ‘@(l‘gk))‘)pk ;

Jj = Jj=1
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é continua, existe ¢, € Bx: tal que

S (] )" = s 3 (0]

_]21 QDEBx* ~_

Agora, considere a medida de Dirac pj = d,,, k=1, ...,n, e portanto

j=1 1pk PpEB xx*
1P
25 [orttna] - T (s 35 (et )
=ty 1ot Prli | \#€8x; ’
(*S*)

onde em (*) usamos Lema e em (**) usamos (2.2)). Entao aplicando o Lema de Ky Fan
obtemos 1, € P(Bx:), k = 1,...,n, tais que

g(AT, . in) <0

para todo g € F'. Logo

3. [protia] -orsn [ S (e amm <o

J=1

e, fazendo m = 1, teremos (para todos b*) € K e 2 € Xy, k=1,...,n),

1 (’b(n

p

<03 o (0]t
k=1 X

flar+2W L an +2) = fla1, ..., an)

)p (2.3)
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Sejam (M), ... 2™ e b . b £ 0 dados e, para k = 1, ...,n, defina

1/pk
T 1= </B * (‘b(k)’ ’(P(x(k)w)pk d/%) .

Se 7, = 0 para todo k entdo, por (2.3) concluimos que

((b“)...b(”)

) =o.

Assim obtemos ([2.1), como planejado. Suponhamos agora que 7; é diferente de zero para

Hf(al =+ J}(I), ceey Op x(n)) - f(ab ) an)

algum j € {1,...,n}. Considere
V={je{l,.,n}1 #0}

e para cada [ > 0 defina

N1
<Tjﬁ"”j> sejeV
Vg5 =

lsej¢V.

Entao, por ({2.3)), temos

1 "1 Pr
L b, 200y SC”Z/ (‘1957kb(k)‘ ‘w(x(k))D s
p i1 Pk J By«
k
1 Dk
< P ﬂfékk/ (‘b(k)‘ ‘@(x(k))b diy
k:evpk Bx;
1 1 \"P
<C? — Tkﬁ“’k> kT,fk
ey Pk
11
=cry —
ey Pk 3o
Ccr 1
< ——.
p 55
Portanto
1 cr 1
P p - (k) .(k)\n -
ﬁﬁ,lﬂﬁ,npf(b , L )kZl S D Bl/p
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e assim obtemos

-1
FOR) Ry < cpg=l/p <191,é,1-~-19§,n) (2.4)
1 \P
— Cp@—l/pnjev <Tj5pm'>

- cpg(zjevl/w)—l/PHjGVTf.

Se V #{1,...,n}, entao
1 1
—=Y = >0
P JEV p;

Fazendo f — oo em (2.4) obtemos
FO®,2W)_y =0

e novamente temos (2.1). Se V = {1,...,n}, o resultado segue facilmente de ({2.4)), pois

p n
(o6 | (@ + 2D, s+ ™) = fla,esan)|[) = OB, 2Oy, < T
j=1
|
Note que a desigualdade ({2.2)), parece surgerir uma idéia de somabilidade ponderada.

k)

: . k
Parece ser pertinente interpretar que cada x§ tem um “peso” bg- ) e neste contexto a soma

Hf(al + :1:;1), ey Oy F .rgn)) — fla, ..., an)

1)y
b0

herda um peso |b;". . E facil mostrar que se f é n-linear e a; = ... = a,, = 0, entao

a desigualdade (2.2) coincide com a desigualdade nao ponderada de costume. Assim, o
conceito de somabilidade ponderada pode ser visto como uma extensao natural do conceito

de aplicagoes multilineares para as nao-lineares (nao-multilineares).
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2.2 O Teorema da Dominacao de Pietsch Generalizado

(TDPG)

Sejam Xi,...,X,, Y e Ei,..., E. conjuntos nao vazios arbitrarios, H uma familia de
aplicagoes de X7 x --- x X, em Y. Considere também K, ..., K; espacgos topoldgicos de

Hausdorff compactos, G, ..., G} espagos de Banach e suponha que as aplicagoes

RjiKjXE1X-"XETXGj—>[O,OO),j:1,...,t
S:HXE x---XxE. xGy X xG — [0,00)

satisfazem:

(TDPG1) Para cada V) € E; e b € Gy, com (j,1) € {1,...,t} x {1,...,r}, a aplicacio

(Bj) .. M p K; — [0,00) definida por (Bj),m .. (™ b (¢) = Rj(%x(l), -~-7$(T)7b)

é continua.

(TDPG2) As seguintes desigualdades sao satisfeitas:

R;(¢p, Wz njb(j)) < n;R; (('07 M ), b(j))
S(f7 x(1)7 t x(T)7 Oélb(l), M atb(t)) 2 Qfloéts(fa x(1)7 ceey x(T)a b(1)7 ooy b(t))

para todos ¢ € K;,z) € E; (com | = 1,...,7),0 < mj,a; < 1, b; € Gj, com j = 1,...,t e
feH.

Definicao 2.2.1 Se 0 < pi,....p,p < 00, com L = p% + -+ L uma aplicagio f :

p pt’
X; X x X, =Y pertencente a H é dita Ry, ..., Ri-S-abstrata (p1, ..., p;)-somante se erxiste

uma constante C' > 0 tal que

1
m 3 t m m
P
(Z S(f, xg-l), ...,xy),bgl), ...,bg-t))p) < CH sup (Z Ry, (gp,x§1), ...,xy), bg-k)) k>
=1 k

—1 9K \ o5
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para quaisquer xf), . ,xg{i) € E,, bgl),...,b,g? €eG,meNe(sl)e{l,..,r} x{1, ..t}

A demonstragdo do préximo teorema (o TDPG) imita os passos do Teorema [2.1.4]
Devido ao ambiente mais abstrato, a nova demonstracao tem dificuldades técnicas extras,
mas apenas sua parte final, onde um pouco mais de cuidado sera necessario quando lidamos

com o parametro 3.

Teorema 2.2.2 (TDPG) Seja f € H. Entao [ é Ry, ..., Ry-S-abstrata (p, ..., p;)-somante
se, e somente se, existem uma constante C > 0 e medidas requlares de probabilidade de Borel

w; em K tais que

t 1/p;
S(f.aW, a0 0y < T (/ Rj (¢, 2, ... 2 pD)" duj> (2.6)
j=1 \" £

para todos zV € B, 1=1,....,r e b9 ¢ Gj, comj=1,..,t.

Demonstracao: Suponhamos que existam medidas regulares de probabilidade de Borel
i1, ..., iy € uma constante C' > 0 satisfazendo |D Entao, dados m € N, x§l) € E e
bék) € Gy, com (k,l) € {1,...,t} x {1,...,r}, temos

m m t P
, , Pk Pk
SUS(Fa”, 0060 < 03O ( | B (oal?a ) dﬂk)
et j=1 k=1 Kk
Desig. de Hélder L[ ) ) (k)P 7
< CPH Z/ Ry, <g0,:1:j NN AN ) d g
k=1 \j=1 YKk
+ b
o\ 7k
< CpH sup Ry, (go,wg ), ,x§r),b§k)> '
k=1 \PEkr j=1

Portanto f é Ry, ..., R-S-abstrata (pi, ..., p;)-somante. Por outro lado, considere os conjuntos
P(K}) das medidas regulares de probabilidade em C'(Kj)*, para todo k = 1, ...,t. Ja sabemos
que cada P(K}) é compacto quando cada C'(K})* estd dotado da topologia fraca estrela (veja

o Anexo 2.3). Para cada (:L’g»l))}”:l em Ej e (b§-s));-”:1 em G, com (s,0) € {1,...,t} x {1,...,r},
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defina

9= 9a®pm | 0Oym | (el thlLomr} i P(Kq) X x P(KG) = R

"1 ; 1 .
9 ((s)ier) = 20 (Sl o0 b =030 | R (sl ) duk].

Jj=1

Seja F o conjunto de todas tais funcoes g.
(i) A familia F é concava. De fato, sejam N um inteiro positivo, g; € F e a; > 0,

j=1,...,N, tais que a; + ... + ay = 1. Entao

N
> _okgr ((15)5=1)
k=1

N mi t
1 (1) (r) (1) (\p 1 (1) (r) ,(2)\P*

Zak{z [pS(f, Tako ’xjk’bjk" ’bjk) szpz R <(‘0’ Lo ’xjk’bjk> Az

k=1 Jr=1 = K

L& (1 (1) () () o) ~ 1 (1) " e\
< Z [pS(f, T e Ty @ lb LA CPZ;TZ K R <90’ Tjy o Ty o by > duz]

k=1 jp=1 —1 B
_ . t. )

IOy (ops DTN (s et} x L) (1)5=1)

I k=12

(ii) Além disso, cada fungdo g € F' é convexa. Com efeito,

915 oy ) + (1= A (w1, oo, fir))

=g+ (1= AN)pr, e A + (1= A) i)

= 1 r r z —~
_Z[p5(f,x§.”,...,x§),b§”, Bl szp/ L )) d(Auz+(1—A)uz)]
j=1 =

m 1 .
= (Bt 00

— |p

7=1

m T

—C’I’Z()\Zp R, (cp,xg), ,asg-r),béz)) dp, ’ / R, ,xgr),bgz)) d,uz>

j=1 =147 V2 z K

= AG(p11, s ) + (1= N g (T oo 7)-
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(iii) Também é verdade que cada g € F' é continua. Para isso, basta mostrarmos que
cada aplicagao

Mk H Rk (()0’ $(1)7 """’E(T)’b(k))pk d:LLkH
Ky,

é continua para todo k = 1,....,t e € E;, coml € {1,....,r}. Dados k € {1,...,t} e 2¥) € E,
(le{l,..,r}), como C(Kj)* estd com a topologia fraca estrela, para cada f € C(Kj), a
aplicagao

p € C(Ky)" — fdpg,
Ky,

¢é continua. Logo, a restricao

pi € P(Ky) — fdpg,
Ky

também é continua. Portanto, tomando f € C(Kj}) a aplicacao definida por

.....

segue que g € F' é continua.

Note que, para cada g € F existem medidas ,u? € P(K;), j=1,..,t, tais que
g(ud, ... i) <0.

De fato, como cada K} é compacto (kK = 1,...,t) e (Rk>x(1) ) 4m € continua, existem

A B

o € K}, tais que

para todo k =1, ..., t.
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Agora, considerando as medidas de Dirac pf = d,,, k = 1,...,t, segue que

Q(M% Hut)
™o , - . Dk (1)
=y —S(f,asg.l),..., RN —CPZ / ZRk o,23, ... §),b§k)) dpd
perg| ] kK
1 9Pk
- [1 DM ] S| (& © e\
=3 =50tV a0 e —or ST | [ SR, (gpk,a:j e B )
-1 LP - k=1 Pk =1
J J
- T Pk
” — - ‘1 % D) 0 "
:Z (f7 ,...,xg.),bg.),...,b;))p —CPZ— sup ZRk(tp,xE s Ty b )
j=1t . PER) =1
) 1P
O -1 O 0,0 0wl welT < M) ) 48 "
<y PLIGES A U L —C};H sup > Ry (0", a0 )
j=1 k=1 | \$€Ek ;1
<0,

onde em (*) estamos usando o Lema Pelo Lema de Ky Fan, podemos obter medidas
m; € P(K;), j=1,...,t, tais que

9(ft, - i) <0

para todo g € F'. Entao

Z{ R e I ) ] szpk/ ZRk et W)™ g < 0
K

Jj=1 kj=1

e fazendo m = 1 temos

Lo(f 2™, . 2™ 0 p<cpz Ri (9.2, a® b)Y dmr. (27)
D

1 Pk J K,

Dados M, ...,z bW . b® para k = 1,...,t, defina, como na demonstracdo do teorema

Pk
- ( [ (a0 d/%)
Ky

anterior,
1/pk
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Se 7, = 0 para todo k entdao, por (2.7)), segue que

e obtemos ([2.6)), como previsto. Suponhamos agora que 7; seja diferente de zero para algum
j €{1,...,t}. Considere
V={je{l,. .t} #0}

e > 0 tal que ,
N-
0< (Tjﬂ””i> < 1 para todo j € V. (2.8)

E interessante perceber que a definigdo do parametro 3 é (e tem que ser mesmo) um pouco
diferente do que fizemos no teorema anterior.

Considere, também,

PR
T 3PP sejeV
9; = <j/3 > J
lsej¢V.

Portanto

1
250, 2M, 2™ 9™, 9O < CPZ Rk o, x (),...,x(r),ﬁkb(k))pk i
p 1 Pk J Ky

<Y [ R (aa®,00) "
kev K

_1 \ Pk
<cry i (rmm) G
Dk

keVv

_CPZ

kevpkﬂp

Dai
C’p 1

P 2™ pM L ptyp
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e assim

S(f, 2,2 pM ey < opg=le (9P gy (2.9)
1 \P
— Cpﬁ—l/pnjev <7—]./8PP]'>
- cpﬁ(zjevl/pj)—l/f’n P

jev Ty

Se V #{1,...,t}, entao
1 1
Loy 1o
D JEV pj

e fazendo  — oo em (2.9) teremos
S(f,xWM, 2™ pM P =0,

e obtemos novamente (2.6)). Note que é, de fato, possivel fazer f — oo em (2.9)), pois isso

nao fere (2.8)).
Se V. ={1,...,t}, de (2.9) vé-se que

S(f,aM, a0 b0 < e TP

e (2.6) segue imediatamente. [

2.3 Anexo: A compacidade do conjunto das medidas
regulares de probabilidade

Nesta segao, P(X) denotard o conjunto das medidas regulares de probabilidade sobre
os borelianos do espaco topolégico X.

O teorema abaixo é uma versao de um resultado de caracterizacao do dual dos espagcos
das fungoes continuas conhecido como Teorema de Riesz-Markov. A versao que apresentamos

pode ser encontrada em [5, Theorem 4.3.10], e sua demonstragao é baseada no Teorema da
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Representacao de Daniell ([5, Theorem 4.2.9]):

Teorema 2.3.1 Sejam X um espago topoldgico de Hausdorff compacto e L : C(X) — R um
funcional linear continuo que satisfaz L(1) = 1 e L(f) > 0 para toda f > 0. Entdo existe
uma unica p € P(X) tal que

Mﬂzéﬂm

para todo f € C(X).

Note que, sob as hipdteses do teorema anterior,

ILI = swp [L(H)l= sup /ﬂwﬁswt/WMS/MMZL
X fGBC(X) X X

f€Bc(x) FeBe(x)

Portanto a aplicacao

U: PX) — {LeC(X)*:L(1)=1e L(f) > 0 para toda f > 0}
W= U(u)=L:C(X)—=R
fro W (p) (f) = L(f) = [x fdp

é uma bije¢ao e o conjunto P(X) é identificado com ¥ (P(X)) C Be(x)- e p € identificado
com VU (u) = L.
A partir de agora os espacos de Banach serao considerados sobre o corpo dos reais.

Seja EF um espago normado. Considere a inje¢ao canonica

J: F — E*

z — Jxr: E* — R

foo= Ju(f) = fo).

Relembremos que a topologia fraca estrela em E*, denotada por o (E*, F), é a topologia
com “menos abertos” em E* que torna continua todas as aplicacoes Jx com z € E. Mais

precisamente, se todos os funcionais Jz sdo continuos em (E,7), entdao o (E*, E) C 7.
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E f4cil mostrar que a topologia fraca estrela o (E*, F') é Hausdorff. Além disso, o famoso
Teorema de Banach-Alaoglu garante que a bola unitaria fechada Bg- é compacta na topologia
fraca estrela o (E*, E) .

Nosso objetivo serd demonstrar que se X é um espaco de Hausdorff compacto, entao
P(X) é compacto em C(X)* com a topologia fraca-estrela; mais precisamente, mostraremos

que ¥ (P(X)) é compacto em C(X)* com a topologia fraca-estrela.

Lema 2.3.2 Se (X;,7) € um espago topolégico e Xo C X1 com a topologia induzida de X,

entao K C Xy é compacto em X5 se, e somente se, K é compacto em Xj.

Lema 2.3.3 Seja X; um espacgo topologico e Xo C Xy com a topologia induzida de X;.
Se uma rede (v)),c, converge para x na topologia induzida de Xy, entdo (Ty),c, também

converge para x na topologia de X .

Teorema 2.3.4 Se X é um espago de Hausdorff compacto, entio ¥ (P(X)) € compacto em

C(X)* com a topologia fraca-estrela.

Demonstragao: Como V¥ (P(X)) C Bex)- e Bex)- € compacto, basta mostrar (pelo

Lema que ¥ (P(X)) é compacto em Be(x)-.

Como B¢(x)- é compacto, basta mostrar que W (P(X)) é fechado em Be(x)- (veja [64,
Theorem 17.5]). Provemos, portanto, que ¥ (P(X)) = W (P(X)) em Bg(x)-. Considere,
portanto, L € ¥ (P(X)) C Bexy--

Seja (L)) uma rede em ¥ (P(X)) que converge para L € Be(x)-.

Como Ly — L na topologia induzida de B¢ (x)-, pelo Lema [2.3.3, segue que Ly — L na
topologia fraca-estrela de C'(X)*. Logo

La(f) = L(f)
para todo f € C'(X). Note que

L(1) = lim Ly(1) = 1
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e
LU = lim La(f) 2 0
para toda f > 0. Pelo Teorema [2.3.1} L € ¥ (P(X)) e o resultado segue. [

Observacao 2.3.5 O Teorema parece  ser um resultado folclorico, mas nao
encontramos uma demonstracao na literatura. Para o caso particular em que X € um espaco
métrico compacto, uma demonstracao de um resultado essencialmente idéntico ao Teorema
pode ser encontrada em [65]. Em lingua portuguesa, também para o caso em que X é
um espaco métrico compacto, uma demonstracao do Teorema pode ser encontrada na

dissertag¢ao de mestrado de Thiago Alves [J].
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Capitulo 3

Recuperando Teoremas da Dominacao

de Pietsch

Neste capitulo vamos mostrar como é possivel recuperar teoremas de dominacao do tipo

Pietsch conhecidos com a versao generalizada apresentada no capitulo anterior.

3.1 O TDP Unificado

Sejam X,Y e E conjuntos nao-vazios arbitrarios, H uma familia de funcoes de X em

Y, G um espaco de Banach e K um espaco topoldgico de Hausdorff compacto. Sejam

R:KxEXG—=[0,00)eS:HXExG—|0,00)

funcoes tais que

(1) Para cada f € H, existe zy € E tal que
R(Spvaab) :S(fal‘())b) =0

para quaisquer p € K e b € G;
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(2) A funcao
R,p: K — [0,00) definida por R,;(¢) = R (¢, x,b)

¢é continua para cada z € F e b € G,

(3) As seguintes desigualdades sao satisfeitas:

R(p,z,mnb) <nR(p,r,b) e

nS (f,x,b) < S(f,x,nb),
quaisquer que sejam p € K, x €e E,0<n<1,beGe feH.

Definigao 3.1.1 (Botelho, Pellegrino, Rueda, 2010) Sejam R e S fungoes definidas
como acima e 0 < p < oco. Uma funcao f € H € dita R-S abstrata p-somante se existe

uma constante C7 > 0 tal que

peK \ j=1

<§5(f; %'abj)p) p < Cysup (§3(¢a$j7bj)p> p (3.1)

Para qUaisquer Ty, ..., Ty, € E, by, ...,by, € G e m € N. Denotamos por mrs, (f) o infimo dos

C tais que a desigualdade (3.1)) continua vdlida.

O teorema abaixo serd chamado de Teorema da Dominagao de Pietsch Unificado (veja

[20]):

Teorema 3.1.1 (Botelho, Pellegrino, Rueda, 2010) Se R e S satisfazem (1), (2) e (3)
e < p<oo,entao f € H € R-S abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel i sobre K tais que

S(f,a.h) < C ( [ Rty an (90)); (3.2

3=

para todos v € E e b € G. Além disso, o infimo das constantes C' € igual a mrs, (f)7.
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Escolhendo r =t = n = 1 no Teorema [2.2.2] obtemos o conhecido Teorema [3.1.1 Além
disso, é interessante notar que a primeira hipdtese sobre as aplicacoes R e S é desnecessaria

Nno nosso caso.

3.2 Revisitando o Teorema da Dominacao de Pietsch

Unificado (TDPU)

No capitulo anterior generalizamos o Teorema da Dominacao Pietsch para um contexto
mais abstrato, que permitia lidar com aplicagoes nao-lineares mais gerais no produto
cartesiano de espacos de Banach. E, como uma aplicacao, conseguimos recuperar facilmente,
com uma hipdtese a menos, o Teorema da Dominagao Pietsch Unificado de [20]. Nesta se¢ao
vamos melhorar ainda mais o Teorema da Dominacao Pietsch Unificado.

O nosso objetivo é mostrar que as hipdteses (1) e (3) nao sado necesséarias. Assim,
o Teorema ¢é verdadeiro para S arbitraria (sem qualquer hipdtese) e R satisfazendo
apenas a condicao (2).

Primeiramente veremos que o Teorema é valido sem a hipétese (1) e, combinando
este fato com um argumento creditado a M. Mendel e G. Schechtman por J. Farmer e W.B.
Johnson [29] (embora a esséncia de tal argumento pareca ser bem mais antiga), conseguiremos

mostrar que o Teorema também ¢é vélido sem a hip6tese (3).

Teorema 3.2.1 ([45]) Suponha que R e S satisfazem (2) e (3). Se 0 < p < oo, uma
aplicacao f € H é R-S abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0

e uma medida regular de probabilidade de Borel i sobre K tal que

1/p
(00 <0 [ Rie duto)) (3.3
K
para todo x € E e b € G.

Demonstragao: Basta tomar » =t =n = 1 no Teorema [2.2.2] [ |
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Note que (3.1) é equivalente a

P

(Z A S(f, xj,bj)P> < C'sup (Z AjR(gp,xj,bj)p> (3.4)

peK

para todos xi,...,Tm, € E, by,..., by, € G, nimeros reais positivos A\; e m € N. A ideia ¢
demonstrar primeiro que é valida para os inteiros, depois passar para os racionais e em
seguida para os nimeros reais usando densidade.

Agora, usando e o Teorema m, podemos demonstrar um teorema de dominacgao

do tipo Pietsch sem qualquer hipdtese sobre S e apenas supondo que R satisfaz (2):

Teorema 3.2.2 ([/5]]) Suponha que S seja arbitrdria e que R satisfaca (2) e seja 0 < p < 00.
Uma aplicacao f € H é R-S abstrata p-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida reqular de probabilidade de Borel u sobre K tal que

S(f,a,5) < C ( | Ry du(@)w (3.5)

para todos x € E e b € G.

Demonstracao: Admita que f satisfaga (3.5)). Entao, dados x1,...,z,, € Eeby,... b, €
G,

m

Zs(fa CCj7bj)p < c? /[(R(go,x],b])pdu(gp)
j=1

J=1

v /K S° R (p,35,b) du(p)
j=1

< CP? sup ZR((,@,xj, bi)".

peK =1

Logo f é R-S abstrata p-somante.
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Reciprocamente, se f € H é R-S abstrata p-somante, entao

(f: AjS(f,xj,bj)p> < C'sup (ZA R (p,1;,b;) ) (3.6)

peK

para todo x1, ..., 2y € E, by, ... ,by € G, Aj,...; A\, € [0,00) e m € N. Seja
El ExG

e defina

R:KxEyxK—[0,00) e S:HxE xK-—[0,00)

por

R(p, (2,b),0) = [X R(p,z,b) e S(f.(z,0),\) = S(f,2,b).

De (3.6 concluimos que

S =

para todos 1, ..., Tm € E, by, ..., by € G, m1,...;7m € Kem € N. Como R e S satisfazem
(2) e (3), segue do Teorema que existe uma medida regular u tal que

st <o ([ Reenarae)

para todos x € E, b € G e n € K. Fazendo n = 1 na desigualdade anterior, obtemos

ﬂﬁ%@SC<AR@w@WM@ym

para todos x € Eeb e G. [ |
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3.3 O TDP para aplicagoes multilineares dominadas

Como é mostrado em [20], nao ha duvida de que o TDPU recupera imediatamente varios
teoremas conhecidos do tipo Pietsch. No entanto, em pelo menos uma situacao importante,
o TDP néao é obtido apenas com escolhas de parametros convenientes no TDPU de [20].

1

Sejam 1 < q1,...,q, < oo onde i qil + -+ qin. Uma aplicacao n-linear T' :

X; x -+ x X, =Y édita (qq, ..., gn)-dominada se existe uma constante C' > 0 tal que

1 1
q1 a m n qn an
o (S
7 o\j=

(%)

J

(i HT(xg»l), ...,x§”))“q>i <C sup (i ‘cp(xgl))
J=1 j=1

PEBxx

qualquer que seja a escolha do inteiro positivo m e x;” € Xp, k=1,...ne j =1,...m.
O TDP cléssico para aplicagdes multilineares (g, ..., ¢,)-dominadas (veja, por exemplo,
[48]) assegura que T' é (qi, ..., qn)-dominada se, e somente se, existem medidas regulares

de probabilidade pz em Bx:, k=1,...,n, e uma constante C' > 0 tais que

\\T<x<1>,...,x<n>>uso(/ !w(x(l))\qldm) (/ |so<x<n>>\q”duk>”.
Bxsx By

Ao contréario do que acontece em [20], o Teorema recupera facilmente, escolhendo
parametros adequados, o teorema da dominacao para esta classe de aplicagoes. Para isso,

basta fazermos as seguintes escolhas:

t=n
Gi=X,eK;= BX;_« para todo j =1,...,n
E=K i=1,..r
H=L(X,....,X;Y)
pj = ¢q;j paratodo j =1,...n
ST, 2W, 2™ b by = | T0W, .. b))
Ri(p, 2V, .,z b®)) = |o(b*))| para todo k =1,...,n.
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Entao, com estas escolhas, T' é Ry, ..., R,,-S-abstrata (¢i, ..., g, )-somante quando

= 1 r 1 n ‘ - - 1 r k) 2 "
(ZS(T,xg),...,x;),bg),...,bé ))q> SCH sup (ZR’“ (gp,xg-),...,x;),b; )> ) .
Jj=1 J

k=1 PEEE \ ;4

Mas isso ¢é equivalente a

1
%) Uk

Logo T'é Ry, ..., R,-S-abstrata (qi, ..., ¢, )-somante se, e somente se, T é (q, ..., ¢, )-dominada.

(i”:r(zjg.n,,..,bgnmuq) <CH sup (i‘¢<b§k>)

=1 (»OEBX*

Neste caso, o TDPG nos diz que existem uma constante C' > 0 e medidas de Borel, regulares,

de probabilidade u, em Ky, k =1,...,n, tais que

S(T,x(l), ™ e, ...,b(”)) < C'H (/ Ry, (gp,x(l), ...,x(r),b(k))qk d,uk> ’ ,
K,

isto é,
1

TGO, ... b™)|| < II (/2 )Wkdﬂk> -

3.4 O TDP para operadores multilineares Cohen
fortemente g-somantes

A classe dos operadores multilineares Cohen fortemente g-somantes foi introduzida por
D. Achour e L. Mezrag em [I]. Sejam 1 < ¢ < o0 e Xj,..., X,,,Y espagos de Banach
arbitrarios. Um operator n-linear continuo 7' : X; x --- x X,, — Y é Cohen fortemente g¢-

somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que para qualquer inteiro positivo

1/q"
) 68

m, xﬁ’“), ...,xﬁ,’i) em Xy (k=1,...,n) e quaisquer yf,...,y5 em Y* tem-se

q
sup
SﬂeBy** .

Y; (T(xg ),...,x§ )))‘ <C ( 7
j=1k=1
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No mesmo artigo os autores demonstraram o seguinte teorema do tipo-Pietsch:

Teorema 3.4.1 (Achour, Mezrag, 2007) Uma aplica¢io n-linear continua T : X1 X - - - X
X, = Y ¢é Cohen fortemente q-somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 e
uma medida de Borel, reqular de probabilidade ju em By tal que para todo (x™, ..., 2™ 3*)

em X X -+ X X, Xx Y* a desigualdade

1

¢ d,u) " (3.9)

v (s < T ([ o)

y**
¢ satisfeita.

Agora, note que, ao escolhermos os parametros

4
t=2er=n

E;, =X, paratodoi=1,....,.n—1
G =X,eGy=Y"

K, = BXfx---xX;; e Ky = By
H=L(X,..,X;Y)
p=Lm=qep=¢
S(T, DN ...,x("),y*) = |y* (T(ZL‘(I), ...,x(")))‘
Ri(p, 2, .. z™) = Hx(l)H e Hx(n)”
Ry(p, 2V, a0 y%) = Jo(y")],

T é Ry, Ry-S abstrata (g, ¢*)-somante quando

S n * - n q ‘
ZS(T, :vg-l),...,xg- ),yj) < C sup (Z Ry (w,xgl),...,x§ )> )
j

peEK, —1

m e . q* q*
sSup ZRQ (gO,l'g-l),...,l'g D?Z/j) )
PEK? =1
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ou seja,

e isto é equivalente a dizer que T é Cohen fortemente g-somante. O TDPG nos diz que T é

Ry, Ro-S abstrata (g, ¢*)-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e medidas

de Borel regulares de probabilidade p, em Ky, k= 1,2,

S(T,x(l), ...,x("),y*)

é C (/ Rl (90737(1)7 ax(n))qdul)
K,

Q=

isto é,

Y (T(:z:(l), ...,x(”)))}

<o ) )
BXi*x~~><X;§

el P I A Ry
BY**
e recuperamos (3.9)).

1
q
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tais que

(/BY** lp(y)

1
q*

v d,uz)

(/ RQ (gpax(l)a"'ax(n_l)ay*)q dﬂZ)
Ko

1
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3.5 O TDP para polinomios m-homogéneos Cohen
fortemente g-somantes

Recentemente, em [2], D. Achour e K. Saadi introduziram o conceito de polinomios
m-homogéneos Cohen fortemente ¢-somantes e mostraram o TDP para esta classe de

polinémios. Fixado m € N, sejam 1 < ¢ < oo e X, Y espagos de Banach arbitrarios.

Definicao 3.5.1 Um polinémio m-homogéneo P : X — Y é Cohen fortemente q-somante

se existe uma constante C' > 0 tal que

n

2

Jj=1

n 1/q m 1/q*
y;<P<xj>>|so<Z||xjnmq> sup (Zw(y;) ) (311)

(pEBy** j=1

para quaisquer xi,...,T, em X ey, ...y, em Y™,

Esta classe € denotada por P}, ("X,Y) e estd equipada com a norma

dp(P) = inf{C; C satisfaz (3.11)}.

Teorema 3.5.2 (Achour, Saadi, 2010) Seja m € N. Um polinémio m-homogéneo P €
P(mX,Y) é Cohen fortemente g-somante (1 < q < o0) se, e somente se, eristem uma
constante C' > 0 e uma medida de Borel, regular de probabilidade ;1 em By« tais que para

todos x € X ey™ € Y™ a desigualdade

ly* (P(2))] < Clle]™ </B e (y)I” du>q* (3.12)

Y **

¢ satisfeita.
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Escolhendo os parametros

t=2er=1
E=K
Gi=X eGy=
K; = Bx- ¢ Ky = By
X H="P(mX,Y)
p=1lp=qep=q
S(P,b,x,y7) = [y (P(2))]
Ri(p,b,2) = [z
Ray(p,b,y%) = lo(y”)]

segue que P é Ry, Ry-S abstrata (g, ¢*)-somante quando

1

1 1
ZSPbJ,:E],y])<Csup (ZRl (gp,bj,xj)q) Sup (ZRQ (0,05, 25,95)° ) :

ou seja,

1
re

) (3.13)
)1/q*

Pelo TDPG sabemos que P é Ry, Ro-S abstrata (g, ¢*)-somante se, e somente se, existem

1
Z|Z/3 <C sup (Z H:I:'meq> sup (
=1

Y**

-C (Z ||a:j||mq> : sup <Z

Y**

uma constante C' > 0 e medidas de Borel regulares de probabilidade p em Ky, k = 1,2, tais

que
1 1
S(P,b,x,y*)§0< Rl(%b,x)qdm)( Rz(%b,x,y*)q*duz> :
K>

K
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isto é,

wly)|” CW)

veenze ([ ) ([
—Ca|” ( / NGk duz) ’

como queriamos.

3.6 Uma aplicacao do TDPG para aplicacoes
arbitrarias

Na Segao 2.1} num comentério logo apds o Teorema[2.1.4] surge a nogao de somabilidade
ponderada como um conceito natural quando estdvamos lidando com o Problema [5

Nesta secao vamos observar que este conceito de fato emerge em situagoes mais abstratas
e parece ser natural na evolucao do processo da teoria nao-linear.

Sejam 0 < @,...,qn < 00, 1/q = il/qj, Xi1,...,X, e Y espacos de Banach.
Consideremos ainda Map(X1, ..., X,;;Y) o con?j?nto de todas as funcoes f : Xy x---xX,, =Y
e

A: Map(Xy,... X, Y) x Xg x -+ x X,, = [0,00)

uma aplicagao arbitrdria. Dizemos que f € Map(Xy, ..., X,;Y) é A-(q, ..., ¢,)-dominada se
existem uma constante C' > 0 e medidas de probabilidade de Borel yy, em Bx:, k= 1,...,n

(com a topologia fraca-estrela), tais que

A(f,x<1>,...,x<">>sc(/3 \s@(m“))}qldul)l-----</3 \so<w<”>>}q"duk)n, (3.14)

quaisquer que sejam o inteiro positivo m e :)sg-k) eXp, k=1,..n.

X
X7

Deve ser mencionado que expressoes mais abstratas podem ser utilizadas no lado direito
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de (3.14). No entanto, uma vez que nossa inten¢ao é mais ilustrativa do que exaustiva,

preferimos lidar com este caso mais simples.

Teorema 3.6.1 Uma aplicagao f € Map(Xy,...,Xn;Y) € A-(q1,...,qn)-dominada se, e

somente se, existe C' > 0 tal que

50

j=1

1)y
o).,

J

At a5, -‘->3‘5§‘n))>q> E S Cﬁ sup <i (‘bg’“)‘ ‘QO(xg'k)) >Qk)1/qk
= e \Jj=1

para todo inteiro positivo m, (xg-k),bE»k)) € X xK, com (5,k) € {1,....m} x {1,....,n}.

Demonstracao: FEscolhendo os parametros

(
r=t=mn

FE;=X;eG;=Kparatodoj=1,..,n
K; = BX; para todo 7 =1,...,n
H=Map(Xy,..,X,;Y)
p=gqep;=gq; paratodo j=1,...n
S(fra ™, oo™ B0, b0 = [0 50| A(f, 2D, ., 20)
\ Ry(p, M, ..., x™ pF)) = ‘b(k)‘ ‘g&(a:(k))‘ para todo k =1, ..., n.

segue facilmente que (3.15) é vélida se, e somente se, f é Ry, ..., R,-S abstrata (qi, ..., ¢x)-
somante. Neste caso, o TDPG assegura que existem uma constante C' > 0 e medidas p; em

Ky, k=1,...,n, tais que

k=1
isto é, )
Db A(f, 2D, L 2™M) < (Jﬁ (/ (6™ Jo(z®)])™ dﬂk> "
k=1 \"Bx;
para todo (z™,b%) € X x K, k = 1,...,n, e obtemos (3.14). [
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