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Resumo

O tema central da presente tese é a descricao algebro-geométrica de hipersuperficies ctbi-
cas, que ndo sdo cones e cujo hessiano € identicamente nulo. Hesse (1851) acreditava ter
caracterizado os cones por intermédio do anulamento do determinante hessiano, entre-
tanto Gordan e Noether (1876) construiram classes de exemplos de hipersuperficies que
ndo sdo cones e cujo hessiano € identicamente nulo. Baseado no posterior trabalho de Per-
azzo (1902), para as cuibicas, demos formas candnicas e teoremas de estrutura geométri-
cos para tais hipersuperficies, completando a classificacdo das mesmas em um espaco
projetivo de dimensdo menor ou igual a sete. Sob uma 6tica mais moderna enfatizamos
a conexao entre tais hipersuperficies e as hipersuperficies desenvolviveis, cujo mapa de
Gauss € degenerado, via o hessiano que € um importante invariante nesse contexto. Além
de produzirmos novos exemplos de hipersuperficies desenvolviveis demos uma classifi-
cacdo das mesmas em um espago de dimensdo menor que 6. As hipersuperficies desen-
volviveis sdo um moderno e importante tema de pesquisa em vdarias dreas da matematica
tendo ainda aplicagdes em computagao grafica, desenho industrial e fisica. Exemplos em
dimensao maior que 4 sdo raros e o entendimento de sua estrutura geométrica € de grande
interesse.

Palavras-chave: hessiano de uma hipersuperficie, variedades desenvolviveis, var-
iedades com mapa de Gauss degenerado, folheagdo de Monge-Ampere.



Abstract

The main goal of this theses is the algebraic-geometric description of cubic hypersurfaces,
not cones with vanishing hessian. Hesse (1851) claim twice (wrongly) that all hypersur-
face with vanishing hessian are cone (cones have vanishing hessian). Gordan and Noether
built series of counterexamples for Hesse’s claim, i.e. hypersurface, not cones with van-
ishing hessian.

The theses was based on the work of Umberto Perazzo (1902), for cubic hypersurfaces,
we reobtain Perazzo’s canonical forms on a space of dimension less than seven and ob-
tain the canonical forms in P7 furthermore we give structure theorems to determine their
geometry. In a modern approach we study the connection between developable hyper-
surfaces (degenerated Gauss map) and the hypersurfaces with vanishing hessian. In this
setting we produce new geometric examples of developable cubics and we classify all of
them on a space of dimension four and five. Developable hypersurfaces are an important
subject in various areas of mathematics and also in graphic computation, industrial de-
sign and physics. Non trivial examples in dimension 5 and more are not very simple of
produce.

Keywords: hessian, hessian of a hypersurface, developable variety , degenerate
Gauss map, Monge-Ampere foliation.
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Introducao

As superficies em um espaco tridimensional foram amplamente estudadas sob diversos
pontos de vista: diferencial, analitico, algébrico (para citar os mais importantes).
Dentre as vérias classes de superficies, destacamos as seguintes, de natureza especial:

1. regradas: superficies folheadas por retas, isto €, superficies cobertas por retas, de
modo que, por um ponto geral passe exatamente uma de tais retas;

2. superficies desenvolviveis: superficies regradas com a propriedade adicional de
que, ao longo de uma reta geral da folheag@o, o plano tangente € constante;

3. superficies com hessiano nulo: superficies dadas, implicitamente, por uma (inica)

equagao cujo determinante hessiano € identicamente nulo.

Nos concentraremos nas duas ultimas classes.
Para as superficies dadas implicitamente por uma equagdo, a condi¢do de desenvolvi-
bilidade € equivalente ao anulamento do determinante hessiano mdédulo o ideal gerado
pela equacdo que a define, ou seja, esta equagdo ser um fator do determinante hessiano
(notemos ainda que, para superficies em R>, a condi¢io é equivalente ao anulamento da
curvatura gaussiana.) Em particular, se o hessiano for identicamente nulo, entdo tal su-
perficie é desenvolvivel.

Uma classe relativamente trivial de superficies desenvolviveis sdo os cilindros (e
cones) que naturalmente possuem hessiano nulo. Um outro exemplo interessante de su-
perficie desenvolvivel (que deu origem a nomenclatura) € a superficie tangencial de uma
curva espacial (ditas obtidas por tangentes desenvolvidas), ou seja, a superficie dada, con-
juntisticamente, pelo fecho da unido das retas tangentes pelos pontos lisos de uma curva
espacial.

X
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Recentemente, as superficies desenvolviveis vém sendo utilizadas em computacio
e desenho industrial além de possuir ligagdes com a fisica. Remetemos o leitor as refer-
éncias [AG] e [FP], que formam uma boa introducio ao tema.

Num espago tridimensional as tinicas classes de superficies desenvolviveis sdo os
cilindros, os cones e as tangentes desenvolvidas a partir de uma curva espacial (a0 menos
localmente). O problema, do ponto de vista diferencial, sdo as singularidades que ocorrem
naturalmente nas superficies desenvolviveis. Se, por outro lado considerarmos superficies
algébricas (afins, definidas sobre R ou C), como inicialmente estudado em [Seg2], entdo
as unicas superficies desenvolviveis sdo:

Cilindro Cone Superficie das
tangentes de uma curva

Uma das vantagens de se trabalhar com superficies algébricas é poder controlar
(razoavelmente) seu lugar singular que, em particular, € uma subvariedade da superficie.
No espago projetivo cones e cilindros representam o mesmo objeto de modo que temos
apenas duas classes que sdo naturalmente diferenciadas por um importante invariante:o
hessiano da forma f que define X. Os cones possuem hessiano identicamente nulo en-
quanto as tangentes desenvolviveis possuem hessiano ndo nulo (nesse caso o hessiano é
nulo médulo f). O ambiente mais natural para generalizar tais idéias € o espaco projetivo
(sobre o corpo dos complexos) no qual temos ferramentas mais fortes, uma teoria mais
solida e um efeito unificador na classificagdo.

Seja X = V(f) PV uma hipersuperficie projetiva complexa, dizemos que

1. X é regrada se for folheada por espagos lineares, ou seja, se X for coberta por
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espacos lineares, isto é, X = U L, de modo que por um ponto geral de X passe

aeA
apenas um de tais espagos lineares;

2. X é desenvolvivel (na folheacdo em questdo) se o espaco tangente em X ao longo
das folhas L for constante;

3. X possui hessiano nulo, se det[%] =0.
i0Xj

Observamos que uma hipersuperficie pode ser regrada de diversas maneiras.

Definiciio 0.0.1. O mapa de Gauss de uma variedade X C PV, de dimensdo dimX = n, é
0 mapa racional:
Yx X --»G(n,N)

que associa a cada ponto ndo singular de X, p € X,,, o ponto da grassmaniana G(n,N)
que representa o espago tangente mergulhado 7,X C PV,

O mapa de Gauss de uma hipersuperficie pode ser visto como a restricao a X do
mapa polar da hipersuperficie X de definimos agora.

Definicao 0.0.2. O mapa polar de f € a aplicagéo racional definida por:

q)f . ]PN -—> (PN)*

Sua imagem, Z = ®;(PV), é chamada imagem polar. A restricdo & X do mapa polar
coincide com o mapa de Gauss de X e a imagem do mapa de Gauss X* C Z € a variedade
dual de X. O lugar base do mapa polar é Y = Sing(X ) eq-

Claramente se X € uma hipersuperficie desenvolvivel, entdo o mapa de Gauss de X é
degenerado, isto é, dimX™ < dimX = N — 1 (teorema de dimensdo das fibras), a reciproca
€ verdadeira via um teorema de Zak que afirma que nesse caso as fibras do mapa de Gauss
sdo (unido de espacos) lineares dando origem a folheacao.

Uma condi¢@o necessdria e suficiente para que X possua hessiano nulo € que o mapa polar
nio seja dominante, isto é, Z C PV (isto é equivalente a condicdo de dependéncia algébrica
entre as derivadas parciais de X). Assim conclui-se que se X tem hessiano nulo, entdo X
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¢ desenvolvivel (um outro teorema de Zak implica que X* C Z). Com efeito, se X possui
hessiano nulo, entdo dimX* < dimZ < N — 1 = dimX e portanto X é desenvolvivel. De
fato, a condi¢c@o de desenvolvibilidade para hipersuperficies € equivalente ao anulamento
do hessiano médulo f, a equacdo que define X.

Se X = V(f) C PN é um cone, entiio sua equacio, a menos de projetividades, nio depende
de uma das varidveis e portanto seu hessiano € identicamente nulo.

As hipersuperficies de Hessiano nulo inicialmente foram estudadas por O. Hesse
que acreditava té-las caracterizado como cones, isto €, que uma hipersuperficie tem hes-
siano nulo se, e somente se, X € um cone (como ocorre em IP’3). Os dois artigos publicados
com as “conclusdes"do Hesse sao [Hel](1851) e [He2](1857). Entretanto a reciproca é
falsa, isto €, existem exemplos de hipersuperficies de hessiano nulo que ndo s@o cones.

Gordan e Noether(1876), 25 anos apds a primeira afirmacdo do Hesse, escrevem
o histérico artigo [GN] apontando o erro do Hesse. Nesse artigo eles provaram que a
afirmacio é verdadeira em P? e exibiram uma familia infinita de exemplos em P* de
hipersuperficies que ndo sdo cones e cujo hessiano € identicamente nulo. Esse artigo
parece ser bastante duro (ndo apenas pelo idioma alemao).

Seguindo um contexto bem mais geométrico, U. Perazzo(1902) [Pe] trabalhou na
classificagcdo das cubicas que ndo sdo cones e cujo hessiano € identicamente nulo. Perazzo
fornece formas canodnicas para séries de exemplos e em seu artigo consta uma classifi-
cagdo completa das hipersuperficies ctbicas que ndo sdo cones e cujo hessiano € identi-
camente nulo em PV para N = 4,5,6. Grande parte do trabalho dessa tese se apdia, se
inspira e se baseia no artigo supracitado.

Franchetta(1954), 78 anos apds o artigo de Gordan e Noether d4 uma classificacio
(inspirada nas idéias dos mesmos) das hipersuperficies de P* que ndo sdo cones e cujo
hessiano € identicamente nulo [Frl], [Fr2].

Além dos trabalhos acima citados contribui¢des sobre o tema devem-se a Permutti(1957,1964)
[Pt1], [Pt2] e [Pt3], Dolgachev(2000) [Do1l],Dimca e Papadima(2003)[DP], Zak(2004)[Za2],
Ciliberto, Russo e Simis(2008) [CRS], Garbagnati e Repetto(2008) [GR]. O Zak, em
[Za2] obtém, para hipersuperficies de hessiano nulo de grau qualquer, teoremas de estru-
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tura que generalizam o trabalho do Perazzo. Em [CRS] constroem-se familias de novos
exemplos explorando as relacdes entre as hipersuperficies de hessiano nulo e as hipersu-
perficies homaloidais, isto €, aquelas cujo mapa polar define uma aplicagdo birracional de
PPV, e dando séries de exemplos explicitos de grau arbitririo. Em [GR] d4-se uma prova
direta e puramente geométrica da classificacio das hipersuperficies de hessiano nulo em
P4, A classificacdo das hipersuperficies de hessiano nulo em PY com N > 5 estd em
aberto.

Nossas contribui¢des no tema das hipersuperficies de hessiano nulo sdo sobre as
cubicas. A partir de uma andlise do trabalho de Perazzo re-obtemos seus resultados
utilizando ferramentas mais modernas e avancamos profundamente na compreensdo da
estrutura geométrica da classe em que < Z* >C Y (todos os exemplos conhecidos satis-
fazem tal propriedade, mas ndo sabemos se vale em geral), na descricao das classes em
que o mapa de Perazzo tenha por fibras uma familia de espagos lineares P"+! passando
por um P fixado, determinamos a dimensdo de X* e explicitamos as fibras do mapa
de Gauss, descrevemos assim a estrutura geométrica e formas candnicas para todas as
hipersuperficies cibicas, ndo cones e com hessiano identicamente nulo em PN com N <7
por fim exibimos exemplos em dimensdo superior que explicitam o surgimento de novas

classes ainda incompreendidas.

As variedades desenvolviveis foram primeiramente estudadas por C. Segre(1907,1910)
em [Segl] e [Seg2] pelo ponto de vista da geometria diferencial local. Destacamos ainda
os trabalhos de E.Cartan (1916,1919) [Cal] e [Ca2] que influenciaram profundamente a
geracdo atual de gedmetras diferenciais interessados no tema.

Griffiths e Harris(1979), em seu cléssico artigo [GH, Section2,pp. 383-393], sdo os pi-
oneiros no estudo das variedades desenvolviveis sobre o ponto de vista da geometria al-
gébrica.

Gostariamos ainda de citar os matematicos Akivis, Goldberg, Fisher, Piontkowski, Lands-
berg, Wu, Zheng, Ishikawa, Morimoto, Rogora, Mezzeti, Tommasi cujo trabalho na clas-
sificacdo e estrutura das variedades desenvolviveis € proficuo e incessante. A classificacdo
das hipersuperficies desenvolviveis em P* pode ser encontrada em [FP] e estd em aberto
para N > 5.
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Nossa contribui¢ao para o estudo das hipersuperficies desenvolviveis foi, em primeiro
plano, por em evidencia as hipersuperficies de hessiano nulo como importante classe de
exemplos como j4 fora observado em [CRS]. Tanto o artigo citado como a presente tese
oferecem classes infinitas de exemplos ndo triviais de hipersuperficies (ctibicas em nosso
caso), ndo cones e com hessiano nulo. Como trabalhamos exclusivamente com cubicas
tivemos acesso a uma descri¢do geométrica ainda mais profunda que aquela descrita em
[Za2]. Além disso enunciamos algumas particularidades estruturais das cibicas que nos
levaram a uma classificacdo completa das hipersuperficies ctibicas desenvolviveis em P*
e em P> a menos de uma classe cuja existéncia desconhecemos.

A partir de agora faremos uma breve descri¢ao de cada capitulo da tese, destacando
os principais resultados.

(CAP1) Hipersuperficies ciibicas de Hessiano Nulo

Os objetivos centrais desse capitulo sdo fornecer uma descri¢éo estrutural, do ponto
de vista geométrico, das Hipersuperficies ctbicas de Hessiano Nulo, bem como a

obtencdo de formas candnicas para as mesmas.

(§1.1) O mapa polar de uma hipersuperficie

Na primeira se¢do exibimos os elementos bdsicos da teoria, a relagdo entre
0s mesmos e apresentamos a técnica local de polaridade que, para o caso das

cubicas, € muito eficiente.

(§1.2) O lugar singular de uma ciibica com hessiano nulo

Nesta secdo damos uma descri¢do geométrica do lugar singular da ciibicas de
hessiano nulo e apresentamos os primeiros resultados (introdutérios) sobre as
hipersuperficies de hessiano nulo que contém um espaco linear em seu lugar
singular, por exemplo a proposicdo 1.2.5 e a observacdo que a sucede.

(§1.3) O mapa de Perazzo

A sec@o sobre o mapa de Perazzo apresenta resultados decisivos no que segue,
como a proposi¢ao 1.3.5, sobre a linearidade das fibras do mapa de Perazzo,
o teorema 1.3.8 que determina a dimensdo de X* e descreve explicitamente
a fibra do mapa de Gauss como um espaco linear (observamos que tal resul-
tado se diferencia daquele obtido em [Za2] que descreve, apenas, a fibra do
mapa polar como uma unifo de espacos lineares). O teorema 1.3.10 € um
primeiro teorema de estrututra a la Griffiths e Harris para as hipersuperficies
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de hessiano nulo e o seu coroldrio 1.3.11 que fornece uma estimativa para
a dimensdo da imagem do mapa de Perazzo que é fundamental no processo
de classificacdo (tal estimantiva € um melhoramento da estimativa inicial de
Perazzo e foi obtida por outros métodos).

(§1.4) Estrutura das hipersuperficies de Perazzo

As chamadas hipersuperficies de Perazzo sdo aquelas em que < Z* >C Y,
em particular elas possuem um espaco linear em seu lugar singular. Nessa
secdo apresentamos o conceito de variedade de k-planos tangencialmente p-
torcidos que € uma generalizacdo dos conceitos de “hyperband"[FP] e “torse
varieties"[AG] e fornecemos um teorema de estrutura mais fino para as hiper-
superficies de Perazzo, teorrema 1.3.9, mostrando que todas elas sao variedade
de t-planos tangencialmente p-torcidos sobre a variedade degenerada Z*. To-
dos os exemplos conhecidos de hipersuperficies ctibicas nao cones e com hes-
siano identicamente nulo sdo de Perazzo. De fato ndo sdo conhecidas em
geral, qualquer que seja o grau, hipersuperficies de hessiano nulo além daque-
las em que < Z* >CY.

(§1.5) Forma candnica de uma classe especial

Dentre as hipersuperficies de Perazzo destacamos aquelas cujas fibras do mapa
de Perazzo formam um sistema linear especial de P! passando por um P
fixo. Toda a secdo é devotada ao estudo desta classe especial. Destacamos a
proposi¢do 1.5.5 que descreve uma forma candnica simplificada para tal classe
de hipersuperficies.

(CAP2) Classificacdo das hipersuperficies cubicas de hessiano nulo

O terceiro capitulo da tese concentra-se no problema de classificagdo das hipersu-
perficies cuibicas, ndo cones e de hessiano nulo que € o principal objetivo da tese.
Do ponto de vista das formas canonicas, o proprio Perazzo o havia resolvido em
P4, P5 e em P® com algumas imprecisdes sobre o lugar singular, no caso i = 1, e
na descri¢do de Z*, no caso u = 2. Além de re-obter as formas candnicas do Per-
azzo, com maior precisdo, concluimos a classificacio em P’ esbocamos uma idéia
de classificacio em P® (a menos de uma possivel classe cuja existéncia desconhece-
mos, para essa classe poderia ocorrer < Z* >¢ Y) e descrevemos alguns exemplos
em dimensdo superior. Nossa andlise geométrica € independente do trabalho do

Perazzo.
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Um outro aspecto importante desse capitulo é a descricdo geométrica das classes
de exemplos. A obtengio de exemplos, em PV com N > 5, de hipersuperficies de-
senvolviveis ndo triviais € muito rara, portanto, com o olhar sobre o fato de que
a condi¢do de hessiano nulo implica desenvolvibilidade, nesse capitulo descreve-
mos, algébrica e geometricamente vdrios exemplos desconhecidos pela literatura
do tema. J4 o nosso exemplo em P> apresenta particularidades geométricas nio
contempladas pelos exemplos conhecidos na literatura da geometria diferencial o
que nos motivou a definicdo de variedade de k-planos tangencialmente p-torcidos.

(CAP3) Hipersuperficies ciibicas desenvolviveis

Nesse capitulo apresentamos a importante conexao entre as hipersuperficies de hes-
siano nulo e as hipersuperficies desenvolviveis. Além disso fornecemos a classifi-
cacdo das ctbicas desenvolviveis em dimensdo baixa N < 5. A idéia é que, apds
o entendimento daquelas com hessiano identicamente nulo, o problema de classifi-
cacdo fica facilitado. Obtivemos uma classificacio completa em P* e P> a menos
de uma classe cuja existéncia desconhecemos.



CAPITULO 1

Hipersuperficies ciibicas de hessiano nulo

Neste capitulo apresentamos as principais propriedades algebro-geométricas das hipersu-
perficies cibicas cujo determinante hessiano (das segundas derivadas parciais) € identica-
mente nulo.

1.1 O mapa polar de uma hipersuperficie e polaridade

Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie projetiva complexa. A menos de miiltiplo es-
calar X é determinada pela forma f € C[xo,...,xy| que € um polinémio homogéneo de
grau d.

Definicao 1.1.1. A matriz hessiana da hipersuperficie X € a matriz

°f
ox;0x;

Hessy = {

definida a menos de multiplo escalar.

Estaremos interessados em estudar o determinante hessiano de X.

Definicao 1.1.2. O determinante hessiano (ou simplesmente hessiano) de X é definido
como o determinante da matriz Hessy, ou seja
2 aZf

f _
8x,-8xj] ’ heSSX (p) = det {8x,-8xj (p)]

O hessiano também s6 estd definido a menos de miuiltiplo escalar, podemos nos referir

hessy = det [

a hipersuperficie hessiana associada a hipersuperficie X, mas estaremos interessados no
caso em que o hessiano € identicamente nulo, ou seja, hessy = 0.

Defini¢éio 1.1.3. Definimos o invariante o« = N —rk(Hessy ) em que & > —1 e além disso,

a > 0 < hessy =0.
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Nosso objetivo € estudar as hipersuperficies cujo hessiano é identicamente nulo,
hessy = 0. Lembramos que se X € um cone, entdo hessy = 0.

Definicao 1.1.4. Se p € IP" definimos o hiperplano polar de X com respeito a p por

Hy: 3L (Pl + 3L (p)how =0,

Definicao 1.1.5. A quédrica polar de X com respeito a p é definida por
Q, : X' Hessx (p)x = 0.

Observacdo 1.1.6. Observamos que H(p) é a matriz hessiana de f aplicada em p € PV,
Assim sendo, se p € PN é um ponto geral, entdao dimSing(Qp) =a>—1, (em que a
dimensdo em questdo ¢ a dimensdo projetiva do espaco linear Sing(Q),)). Se hessx # 0,
entao

Em geral, temos a seguinte:

Definicfio 1.1.7. Seja X = V(f) uma hipersuperficie de PV, de grau d. A hipersuperficie
polar de ordem s com respeito a p € PV ¢ definida por V(Af, f), em que A? »J € o seguinte
polindmio homogéneo de graud —s, s < d:

0 0
AL f(x) = (po 0w TP o Tt PN G )‘f()

Nesta notag@o o expoente s tem carater simboélico sendo aix vistos como operadores.
Se A}, f = 0 consideramos V (A}, f) = PM).

A seguinte proposicdo € conhecida como lei de reciprocidade e sua demonstracio
pode ser encontrada, por exemplo, em [?, Pg. 4]:

Proposicdo 1.1.8. Dados, uma hipersuperficie de PV e dois pontos p,q € PV, temos:

1 \) 1 —S
A f(a) = (d_s)!AZ f(p)

Logo, g € V(A},f) se e somente se p € V(Ag*Sf)

Um interessante caso particular é aquele no qual a hipersuperficie X = V(f) é uma
cubica. Nesse caso, as Unicas hipersuperficies polares que estio definidas sdo o hiperplano
polar e a quadrica polar, portanto, a lei de reciprocidade deve ser lida da seguinte forma:

pEH, < qe Q)
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Definicao 1.1.9. O mapa polar de f € a aplicag@o racional definida por:

Dp: PV --s (PY)*

A imagem polar de f € a imagem desta aplicagdo racional, denotada por Z =
Dy (PY).
O lugar singular de X coincide com o lugar base do sistema linear dado pelas primeiras

derivadas parciais de f, que determina ®;. Denotaremos por ¥ = Sing(X),.s ¢ S =
Sing(X) respectivamente o lugar singular e o esquema singular de X.

Observamos que o hiperplano polar de um ponto p € PV\ Y & precisamente o dual em PV
da imagem do ponto p pelo mapa polar.

Temos que Py[x\y = %x € o mapa de Gauss de X (de fato, (;—){;(p), aa—{l(p), ey ;Ti/(p))
sdo as coordenadas projetivas do ponto de (PV)* que representa o espago tangente a X em
p), assim sendo, ®¢(X \Y) = X*.

Observacao 1.1.10. Observamos que a dimensao da imagem polar é
dimZ =rk(Hessy) —1=N—oa—1
pois a matriz hessiana de f € a matriz jacobiana do mapa polar afim
Dy AV s AN

Observamos ainda que tal mapa é dominante se e somente se 0 mapa polar é dominante,
isto é, o mapa polar ¢ dominante se e somente se hessy # 0.
Além disso, o = 0 < Z = V(g) C PV é uma hipersuperficie.

Proposicio 1.1.11. SejaX =V (f) C PV uma hipersuperficie ctibica reduzida, @ : PV --»
PN seu mapa polar, 7 = ® +(p) é um ponto geral de Z (com p € PV um ponto geral), entdo

(.2)" = Sing(Q,) = P*.

Em particular, se X é uma hipersuperficie ctibica com hessiano nulo, entdo a fibra geral
do mapa polar é um espago linear

@ (2) = {p € P"|Sing(Q,) = (1:2)"}.
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Prova: E suficiente mostrar uma das inclusdes uma vez que ambos sdo espagos lin-
eares, de mesma dimensao:
dim(T,Z)* =N—-1-dimT,Z=N-1-z=N—1—(N—a—1) = o = dimSing(Q,)

Verifiquemos a inclusdo Sing(Q,) C (T,Z)*. Seja s € Sing(Q,), entdo temos, para
cadai=0,...,N, a seguinte relaco:

N aZf
s;=0.
~ axiaxj (p) J
N
Por dualidade, isso significa que o hiperplano Z sjxj = 0 contém T;Z que € gerado por
j=0
uop, ..., Uy, em que !
% f % f
U= Dt
! 8x,~8x0 P 8xl~8xN p

A linearidade das fibras do mapa polar de uma hipersuperficie cubica segue a partir da
descricao
®~'(z) = {p € PY[Sing(Q)) = (1:2)" }.

Com efeito, escolhendo um conjunto de geradores para (T,Z)* =< s',...,s% >, a condicio
Sing 0, = (T.Z)* pode ser escrita, em coordenadas, como

N aZf
=0 8x,-8xj

(p)s’;- =0.

Assim concluimos que a mesma é uma relagdo linear entre as coordenadas homogéneas
de p que deve ser satisfeita para tal conjunto de geradores. O

Ainda no contexto geral, se X = V(f) C PV, mostraremos que ﬂ H, = ﬂ H,.
qeX gePN
Isso € equivalente a mostrar que < X* >=< Z >(essa € a descri¢cdo dual). Lembramos

ainda que X* C Z pois o mapa de Gauss de X € a restri¢do a X do mapa polar de f.

Lema 1.1.12. Sejam X = V(f) C P" uma hipersuperficie reduzida, ®; : PN --» PV seu
mapa polar e Z = ®(X) a image polar. Entao < X* >=<Z >.

Prova: Ora, como X* C Z, temos que < X* >C< Z >. Para mostrar a inclusio oposta
é suficiente verificar que qualquer hiperplano que contém X* também contém Z. Seja
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N
entdo H C PV um hiperplano tal que X* C H, entio supondo H = V(Z a;yi), temos que
i=0

N
Zai&{(q) —0VgeX =V(f)
i=0 l

N9
Sejag= Z ai%’ como X € uma hipersuperficie reduzida, a inica possibilidade para que
i=0 i

g se anule ao longo de X é g = 0. De fato, se g # 0, entdo f|g mas isso é absurdo pois
gr(g) = gr(f) — 1 <gr(f). O

A seguinte proposic¢ao € imediata e mostra a grande diferenca entre as condi¢des de
ser cone e ter hessiano nulo:

Proposicdo 1.1.13. Seja X =V (f) C PV uma hipersuperficie reduzida e ® IE PN - PN
seu mapa polar, entdo:

o9f of  of
09Xy’ 90X, dXy

pendentes, isto €, se e somente se X ndo é um cone.

1. Z C PN é ndo degenerada se e somente se sdo linearmente inde-

2. h=0 se e somente se a‘%, ;—}];}, e ;T]:v sdo algebricamente dependentes se e somente
sedimZ < N.
Prova:

1. Lembramos que X € um cone se, e somente se X* € degenerada. A afirmagdo segue
diretamente do fato < X* >=< Z >, expresso no lema 1.1.12.

2. X tem hessiano nulo se e somente se z < N, (z=rk(H) -1 =N—oa—1) pois a
matriz hessiana de f coincide com a matriz jacobiana do mapa afim

cI)f . ANJrl N AN+1

observamos que tal mapa € dominante se e somente se 0 mapa polar € dominante,
isto €, 0 mapa polar ¢ dominante se e somente se A(f) # 0. O

A préxima proposicao mostra que as quidricas polares de cibicas, ndao cones, estdo
definidas em todo PV e formam um sistema linear de dimenséo N.
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Proposicdo 1.1.14. Seja X C PV uma hipersuperficie ctibica, ndo cone, entdo:
0: PV — PH(Op(2)))
p =  Q(p)=0p

é um morfismo que define um isomorfismo entre P e um subespago linear de P(H®(Opn (2)))

Prova: Primeiramente vamos mostrar que Q é definida em todo PV. Para isso, observe-
mos que para que Q nio esteja definida em um ponto de PV é necessdrio que a quadrica
polar deste ponto seja PV, isto é, a matriz hessiana deve ser identicamente nula mas:

9% f

H =0
essx(p) & IX9X;

(p)=0Vi,jo mult,X =3 pe Vert(X)

pois gr(X) = 3. Como X nio é um cone isto é um absurdo e assim Q est4 definida em PV.
Como Q é um morfismo dado por formas lineares, concluimos que Q € injetivo. |

Temos ainda o seguinte lema que nos sera ttil na préxima se¢ao

Lema 1.1.15. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie ciibica, ndo cone, com hessiano
identicamente nulo. Sejam p,q € PV tais que g € Sing 0y, entdo
af Of ;a2 9OF | o
(A =——(p)A°+=— . 1.1
axi( p+pq)=5-(P)A"+ I (@)p (1.1)

1

Em particular,
p €SingQ, < q € SingQ,,

Prova: Como g—){ € um polindmio homogéneo de segundo grau temos
af 2 2
Assim, derivando com respeito a p, obtemos:
d d N
bA +2cp = 8p 31{1 p+pq) = )-q; (1.3)
N aZf N
fazendo p =0 vem bA = Z Z p).q;. Como g € SingQ,, con-
= 8x,~xj
cluimos que b = 0.
Substituindo na expressdo 1.2, obtemos:
d
f(lp+pq):alz+cp2. (1.4)

Ix;
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Fazendo p = 0 e usando a quadraticidade de % obtemos a = 3—){( p). Analogamente,

_9f
= 971.(61)-
Para concluir basta derivar a expressao 1.1 com respeito a A e fazer A = 0. O

1.2 O lugar singular de uma cibica com hessiano nulo

Nosso objetivo, nessa se¢do, € explicar o motivo pelo qual as hipersuperficies com hes-
siano nulo possuem lugar singular “grande"e comecar a focar nas ctbicas que contém um
espaco linear “grande"em seu lugar singular mostrando que estas sdo de hessiano nulo.
Seja X = V(f) c PV uma hipersuperficie ctibica, nio cone, e com hessiano identicamente
nulo, gostarfamos de estudar a geometria de ¥ = Sing(X),.q, seu lugar singular. Inicial-
mente temos o seguinte resultado geral sobre hipersuperficies cubicas:

Proposicio 1.2.1. Sejam X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica reduzida, ndo cone
eY = Sing(X),eq seu lugar singular, entio:

Y:ﬂQp

pePN

em que Q) € a quddrica polar de um ponto p € PV,

Prova: Seja p € Y, entdo ndo temos hiperplano polar bem definido em p uma vez
que todas as derivadas parciais sdo nulas, isto €, H, = PV, Logo, g € PN = q € Hp.
Pela lei de reciprocidade, Proposi¢do 1.1.8, temos p € Q, , Vg € PN, logo Y C ﬂ Op-
pePN
Reciprocamente, se r € m Op.entdog € H, , Vg € PN, isto é, H, = PV, logoreY. O
pEPN

A conclusdo, na proxima proposi¢do, de que Z* C Y € vélida em geral (sem a re-
stricdo sobre o grau de X) e é um resultado devido a Zak em [Za2, pg. 21]. Daremos
uma demonstragdo independente em grau 3. Essa proposicdo é importante pois indica
que o lugar singular de uma hipersuperficie (ctibica) com Hessiano identicamente nulo é
“grande". Essa propriedade do lugar singular d4 fortes restricdes geométricas as hipersu-
perficies ctibicas em dimensao baixa.



1.2 O LUGAR SINGULAR DE UMA CUBICA COM HESSIANO NULO 8

Proposicdo 1.2.2. Sejam X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica reduzida de hes-
siano nulo, Y = Sing(X),.q seu lugar singular e Z = ®x (PV) sua imagem polar. Entéo

ZFcycXx

Prova:  Sejal/ C PV umareta, como {Q)} ,¢; forma um feixe de quddricas e rk(H(p)) =
N — a para p € [ geral, entdo:

U Sing(Q,) C Qs , Vs €l
p€lgeral
Com efeito, se r €< py,p2 > € geral, r = A1 p1 + Aapa, entdo O, = 410, +A420,,, logo
pelo teorema de Bertini,

Sing(Qr) - Qp1 mez COQs, Vse<p1,p2>

De fato, considerando ¥ : PV --» P! definida por < Op,,0Qp, > (mapa determinado pelo
sistema linear de quédricas), o lugar base € Q,, N Q, € como, pelo teorema de Bertini,
a singularidade do membro geral da familia estd contida no lugar base, mostramos a
afirmacao.

Seja agora p € PV qualquer e I, uma reta passando por p. Como Sing(Q,) C Q, , Vg € I,

z'= |J (m2)t= |J SingQ,CQ,

z2€Sm(Z) gePN\Y

donde concluimos que Z* C ﬂ 0,=Y. O
pePN

Claramente, se Y possui uma componente irredutivel ¥ que é um subespaco linear
e se Z* C Y, obtemos da proposicdo acima que SZ* C ¥ uma vez que nesse caso SY =Y.
Muitos exemplos de cubicas de hessiano nulo, em dimensao baixa, tem no lugar singular
uma componente irredutivel que é um espaco linear, vamos comecar a investigar o motivo
da existéncia destes exemplos.

Proposicdo 1.2.3. Sejam X C PV uma variedade ctibica irredutivel de dimensio n =
dimX eY = Sing(X),q, entdo dimY < n—1 e além disso, dimY =n—1<Y = prl

Prova: Claramente dimY < n — 1, suponhamos entdo dimY = n — 1 para mostrar
a segunda afirmagdo, como SY C X (X € uma cubica), temos duas possibilidades, pela
irredutibilidade de X:
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(i) Y =X = dimSY =dimY + 1 = SY = X = P" que é um absurdo pois gr(X) =3

() SY =Y =Y =P+

Proposi¢io 1.2.4. Sejam X C PV, N > 4 uma hipersuperficie ctibica e Y = Sing(X),eq
seu lugar singular. Suponhamos que seu lugar singular (na estrutura reduzida) possua um
subconjunto que é um espago linear M =P" C Y. Sem > %, entdo X tem hessiano

nulo

Prova: Suponhamos que m > NT_l, vamos mostrar que para p € PV geral Q » € singular.

Isso implica que Heesy = 0. Seja ¢ € M, como H, = PV, entdo um ponto geral p € P"
pertence a H,. Pela lei de reciprocidade, proposi¢do 1.1.8, g € Q,, para p € PV geral e
q € M arbitrério, ou seja, M = P"" C Q). Como a dimensdo maxima de um subespaco

linear contido em uma quédrica ndo singular é % o resultado segue. O

A principal importancia do trabalho do Perazzo diz respeito a obteng¢do de formas
candnicas para hipersuperficies ctbicas, nao cone, com hessiano nulo, que possuem um
espaco linear em seu lugar singular. A primeira classe consideradas € apresentada na
seguinte proposi¢ao que se encontra em [Pe, §1.13 Pg 344]. No artigo Perazzo se refere a

esse caso como “un essempio semplicissimo".

Proposi¢io 1.2.5. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica cujo lugar singular,
na estrutura reduzida, contenha um espago linear M = P* C Y. Suponhamos que M =P :
X741 = ... = xny = 0, entdo:

T
f= inC’(xTH , ...,)CN) —|—D()CT+1,...,XN)
i=0

Em que C e D séo respectivamente formas quadrdtica e cubica nas varidveis X;11,...,Xn.
Além disso, se T > NT_l, entdo X possui hessiano nulo.

Prova:

Consideremos M = P* : x;.| = ... = x5 = 0 um espaco linear contido no lugar
singular de X, M C Y. Como (ap : ...:az:0:...:0) €Y, temos que g—f(ao to.tar:0:

Xi
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:0) =0.
Escrevamos f com as variaveis separadas:

f:A(X(),...,xT)—f- Z xl-ijij(xTH,. X —I—le x’H—l» . N)+D(xr+1,...,xN).
0<i<j<t

Em que A, B'/,C!, D sio respectivamente formas ctibica, lineares, quadriticas e ciibica.

Primeiramente observamos que, como P* C X, A = 0. De fato, f(ap:...:a;:0:...:0) =

Aag:...:a;)=0.

Observamos ainda que, como P* C Y, B/ = (. Com efeito, consideremos k = T+ 1,...,N

of dB' oD
87: Z XiXj—— a (—xT+l7 X Z-xl xT+17"'7xN)+T(XT+17"’7XN)
Tk o<i<j<n & &
Lembramos que BY = BY(x;,1,...,xy) é uma forma linear e portanto %B = Aijk é um
ndmero complexo. C' = C'(x711,...,xy) é um forma quadritica e portanto § ot (ao
ar:0:...:0)=0. D =D(xz41,...,xy) € uma forma ctibica e portanto gD( w.tag:0:
:0)=0.
Assim, obtemos:
af
a—(ao teetag:0:...:0)= Z aiajlijx =0
Xk 0<i<j<t
independente de (ag : ... : ar) e portanto A, = 0. Daf concluimos que B = 0.
A proposicdo 1.2.4 pode ser re-obtida a partir desta forma candnica. De fato, suponhamos
que
f le -xT+17 ) N)+D(XT+17"'>XN)
entdo as T+ 1 primeiras derlvadas parciais f; = C; para =0, ...7. Claramente, se o0 nimero

de tais quddricas, T+ 1, for maior que o nimero de varidveis de que dependem, N — (7 +
1)+ 1 =N — 1, entdo elas sdo algebricamente dependentes e portanto X possui hessiano
nulo. Como T+ 1>N—1T& 17> %, o resultado segue. O

Observacgdo 1.2.6. Observamos ainda que se X = V(f) C PV é uma hipersuperficie
N—17+2

ctibica contendo em seu lugar singular um P* C Y em que 7 > 5 , entio

X é um cone. De fato, pela proposi¢do 1.2.5,

f le x’t+17 .y N)+D(XT+1,---,XN)
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) . " oo [ N=T+2
mas o nimero maximo de formas quadratica LI em N — 7 variaveis é .
2

1.3 O mapa de Perazzo

Nessa se¢do apresentamos o mapa de Perazzo, um mapa racional associado a hipersuper-
ficie X com hessiano nulo que, no caso ctibico, possui fibras lineares. O estudo do mapa
de Perazzo, no caso das cubicas, determina, em dimensdo baixa, a geometria da hipersu-
perficie. Esse mapa racional € mais eficiente que o mapa polar ou mapa de Gauss pois
sua imagem € de dimensao muito baixa em relagdo a dimensdo de Z ou de X*.

Definicfio 1.3.1. Sejam X = V(f) C PV uma hipersuperficie reduzida, ®y : PV --» PV
seu mapa polar e Z = ®x (PV) sua imagem polar. O mapa de Perazzo de X é a aplicagio
racional:
Py - PV s G(OC,N)
p = (Te,pn2)*
definida no aberto % = ¢>;1 (Sm(Z)). Tal aplicagdo racional estd bem definida pois a

dimensao da imagem polar é dimZ = N — a — 1 (assim definimos o invariante ), portanto
dim(7,2)* = a.

Observacao 1.3.2. Observamos que o mapa de Perazzo é a composi¢cdo do mapa polar
de f com o mapa dual de Gauss de Z, isto é,

Px =9, oy

onde ¢; € definido por:
9, Z --» G(a,N)
z = (L2)*

Defini¢do 1.3.3. A imagem do mapa de Perazzo serd denotada por W = Px(PN) C
G(a,N) e sua dimenséo por 4 = dimW.

Observacao 1.3.4. Primeiramente Perazzo considerou o caso a = 0 , isto é, o caso em
que Z C PV é uma hipersuperficie, Z = V(g). Nesse caso, G(0,N) = PV e podemos iden-
tificar a imagem do mapa de Perazzo com Z* (tomando o mapa de Gauss ao invés do
dual), assim Py = P, 0Py

O principio filoséfico € que, a hipersuperficie de hessiano nulo geral possui & = 0. No
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caso das cubicas, em dimensdo baixa, sempre temos & = 0 (desde que N < 6). A identi-
ficacdo W ~ Z*, no caso & = 0 serd usada muitas vezes.

Considerando Py : PN ——» W C G(a,N). Sejaw € W um ponto geral, pelo teorema

de dimensio das fibras temos dim(Z; ! (w)) = N — .

O préximo resultado € muito importante para a classificag@o das cubicas em dimen-
sdo baixa. Mostraremos que as fibras (com sua estrutura reduzida) do mapa de Perazzo
sao espacos lineares.

Proposicio 1.3.5. Sejamw € W, w = [(T.Z)*] e r € (T.Z)* = Sing(Q,) = P* um ponto
geral, entdo:

Py (w) = Sing(Q,) =PV ¥

portanto, o fecho das fibras do mapa de Perazzo sio espagos lineares de dimensdo N — L.

Prova: Sejagc Py '(w) e considere a reta < ¢,r >. Em primeiro lugar observamos
quereZzZ* = U(TZZ)L, logo r € Y = Sing(X),eq. Como r € Sing(Q,) temos, pelo lema
1.1.15

Lra+on=25L @+ 5L =225 () 5)
e além disso g € Sing(Q;).

Assim, temos que Py (w) C Sing(Q,) Vr € (T,Z)*, em que w = (T,Z)*.
Reciprocamente, se g € Sing(Q,), entdo vale a equacdo 1.5 e portanto a reta < g, r > fica
contraida pelo mapa polar, em particular, gg € 25 (w). O

Da proposigio anterior concluimos que se ¢ € Z* é um ponto geral ( ¢ € (T,Z)4) ,
entao:
Sing(Q,) =PV H = 22 1(w)

onde w = [(T,Z)*] € G(a,N). Portanto os pontos de Z* sio pontos duplos de X com cone
tangente de posto u > 1.
A préxima proposic¢ao nos fornece a dimensio de Z*.

Proposicdo 1.3.6. Sejam X =V (f) C PV uma hipersuperficie ctibica com hessiano iden-
ticamente nulo, Z = ®(PV) sua imagem polar (de dimensdodimZ =N — o — 1) e  diimW
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a dimensao do mapa de Perazzo. Entio

dimZ" = a+u.
Prova:  Consideremos Z* = U (T,Z)*+. Tal descri¢do nos fornece um mapa domi-
zeSmZ
nante Z* --» W que ao ponto geral de Z* associa w = [(T;Z)"] o tinico desses ao qual ele
pertence. A fibra é de dimensio a = dim(7,Z)". O

A préxima proposicdo € a versdo cubica de um resultado que pode ser encontrado
em [Za2, prop. 4.9, pg. 21]. De fato no caso cibico o resultado € melhor uma vez que
as fibras sdo irredutiveis enquanto em grau qualquer podem ser uma unido de espacos
lineares.

Proposicdo 1.3.7. Sejam X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica, nio cone, de hes-
siano nulo, Z = ®;(PV) a imagem polar e W = 2(P") a imagem do mapa de Perazzo.
Sew = [(T,Z)*] € G(a,N), g € P (w) e r € (T,Z)* = Sing(Q,) = P*. Entio o es-
pago linear < q,(T.Z)* >, de dimensdo dim < ¢, (T.Z)* >= o+ 1, € contraido por ®¢
(definida fora de (T,Z)™).

Prova:  Primeiramente, mostraremos que o P**! =< ¢, (T,Z)* > é contraido pelo
mapa polar. E suficiente mostrar que as retas < ¢,r > (com r € (T.Z)*') dadas, para-
metricamente, por pj ,, = Aq+ pr sdo contraidas por ¢ qualquer que seja r € (T,Z)*.
Sabemos, da demonstrag¢do da proposicdo 1.3.5, que

of af

== (A =122 (g).

o, Mt ) =AT5(a)
Com isso concluimos que a reta <q,r> € contraida a imagem de g qualquer que seja r €
(L.2)*.
O

O préximo resultado nos d4 uma descrigcao precisa das fibras do mapa de Gauss e
isso nos fornece a dimensdo de X*. Observamos que tal resultado é ligeiramente diferente
do resultado do Zak (que descrevia geometricamente as fibras do mapa polar) uma vez
que no caso cubico a prépria fibra do mapa polar ja estd contida em X fazendo com que a
mesma coincida com a fibra do mapa de Gauss. Isto é, como X C PN ¢ de codimensio 1,
entdo X* C Z também € de codimensao 1.
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Teorema 1.3.8. Sejam X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica, nio cone, com hes-
siano identicamente nulo e Z = ® f(IP’N ) sua imagem polar. Sejam g € X um ponto geral
ez=Ps(q) = %(q). Entdo a fibra, em z, do mapa de Gauss de X é

9 (Y (p) =<p,(T.2)" >.

Por conseguinte
dimX*=N—-a—-2=dimZ—1.

Prova: Para provar a desigualdade dimX* < dimZ — (a + 1) é suficiente mostrar que
as retas < ¢,r >C X estdo contidas em X. Com efeito, isso implica que < ¢, (T,Z)* >C X
e, como esses espacos lineares sdo contraidos pelo mapa polar, pela proposi¢do 1.3.7, os
subespacos lineares < ¢, (7,Z)* > sio contraidos pelo mapa de Gauss de X.De fato,

f(Aq+ur) =’ f(r)+p*AVE(r)gd + ur*qQ.q' =0

poisge X, reY eqe€ Q.

Assim temos que os espacos lineares Pg“ =< (T.Z)*,p > sdo contraidos pelo
mapa de Gauss, logo
dimX* <N—-oa-—2.

Isso segue pelo teorema de dimensao das fibras. Com efeito, se z € X* € geral, entdo
a+1<dim% !(z) = dimX — dimX* = N — | —dimX*.

Por outro lado, se ndo valesse a igualdade, teriamos p # g gerais tais que ]P’g‘+1 #* ]P’g‘+1

que se intersectam em P% = (T,Z)* = Sing Q,, = Sing @, (pela generalidade de escolha

dos pontos p,q & P%).

Sabemos que a reta < p,q > deve ser contraida pelo mapa de Gauss. Podemos escrever
af

S (Ap+pg) =al®+bAp +cp”.

Lembramos, da demonstra¢do do lema 1.1, que b = 0 € equivalente a p € SingQ,, 0 que
€ um absurdo. Portanto devemos ter b # 0 que obriga a = ¢ = 0. De fato, para que a reta
seja contraida pelo mapa polar devemos ter dois coeficientes nulos. Temos agora

af

ajci(lwpq) =DbAp
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derivando tal expressdo com respeito a A obtemos:

(Ap+pq)p;

J

N aZf

bo =
p ].Zz) ox;0x
fazendo p = 0 concluimos que p € Sing @, = P* que ¢ absurdo pela nossa escolha de p.

Assim concluimos que
dimX*=N—-a -2

e o resultado segue. O

O espago tangente do lugar singular, considerado com a sua natural estrutura es-
quemitica pode ser entendido a partir do seguinte

Lema 1.3.9. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica, S = Sing(X) seu lugar
singular considerado com sua estrutura esquemdtica. Se s € S € um ponto qualquer, entio

TsS - Sing(Qs)

Prova: Primeiramente, lembramos que S = V(%{O, e 387'];) e portanto, se s € S, temos:

N
af

IS = |TsV(=—).

s= )
i=0

N 32
Oservamos também que o hiperplano TSV(%) ¢ dado por Z ﬁ(s)x ; =0. Dai con-
' j=0 9XioX;j

cluimos que
TS = Sing(Qs).

O préximo teorema pode ser considerado como um primeiro teorema de estrutura
das hipersuperficies ctibicas, ndo cones e com hessiano identicamente nulo. De fato a
partir do “teorema"de Griffiths e Harris sobre a estrutura das variedades desenvolviveis
[GH, P. 392] no qual os mesmos concluiam que tais variedades eram “built up from cones
and developable varieties"houve interpelacdes por pesquisadores de geometria diferencial
projetiva sobre a imcompleteza do resultado. A saber Akivis, Goldsberg e Landsberg
em uma notificacado lancada no ARXIV [AGL] descreveram exemplos de hipersuperficies
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desenvolviveis que ndo satisfazem tais propriedades. Desse ponto de vista o resultado a
seguir estd em conformidade com o teorema de estrutura de Griffiths e Harris e mostra que
de fato as hipersuperficies cibicas que ndo sdo cones e possuem determinante hessiano
identicamente nulo (que sdo uma classe muito restrita de hipersuperficies desenvolviveis)
sdo folheadas por cones, mais precisamente tais cones s@o a intersecdo das fibras do mapa
de Perazzo com X.
Seja W aimagem do mapa de Perazzo de X, lembramos que esse mapa é a composi¢io do
mapa polar de X (cuja imagem é Z) com o dual do mapa de Gauss de Z (p — [(T,Z)*] C
G(a,N)). Fixemos as seguintes convengdes: w € W é um ponto geral, w = [(T;Z)1] (z € Z
geral)er € (T,Z)* C Z* = U (T,Z)* um ponto geral. Definimos X,, = X NPN—# c PN-H
ez
e X,y = (X)eq» em que PN =H = 221 (w) pela proposigio 1.3.5.
Teorema 1.3.10. SejaX =V (f) C PV uma hipersuperficie ctibica, nio cone cujo hessiano
seja identicamente nulo. Entdo, com as notagcdes estabelecidas, a hipersuperficie X é
folheada pela familia de cones {X,, }wew . Além disso, com as notagdes estabelecidas, o
cone X,, tem como vértice T,Z*.

Prova: Primeiramente, mostremos a inclusdo 7,Z* C X,,. Mostraremos que I,Z* C X
e T,Z* C PN="H,
N_ — 1 .
LZ' CcPy *=L,=2;"(w)=SingQ,

Observemos que (o fecho d) a fibra (linear) do mapa dual de Gauss de Z é
(%) ()= (LZ")"

pela interpretacdo do lugar de contato e da bidualidade. A primeira inclusio segue.
Lembramos ainda que
T,Z"CTYCTS=PV"*=L,

pelo lema 1.3.9.

A partir desta descri¢do observamos que se H € um hiperplano tal que H O T,Z* D
(T.Z)*, dualmente [H] € (T,Z*)* C (Z*)* = Z entdo H = H, € hiperplano polar de g =
[H] € Py H=L,= Py () (o hiperplano polar é o dual da imagem polar).
Reciprocamente se p € P) ¥ =L, = 2 (w), entdo ¢(p) =z € (%) (2) = (T,Z2*)*
logo H, 2 T,Z*. Dai segue que ﬂ H, =T,Z" (o hipeplano polar é o dual da imagem

pebyH
polar).
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Tomemos agora a interse¢do de uma fibra geral do mapa de Perazzo com a hipersuperficie
X.
N— 5 —
PV-HnX =X, c PV H

X, C IP)%“ é uma hipersuperficie ctibica e se definimos por H, » 0 hiperplano polar de um
ponto p € P " com respeito a X,,, temos que H, = H, N P H. e portanto,

( H=( () H)NLy=TZ"NL,=T,Z"
peP) * peP)

. Por outro lado, lembramos que, em geral, pelo lema 1.1.12, vale a seguinte igualdade
ﬂ H,= ﬂ Flp portanto, temos que ﬂ I:Ip = T,Z*. Concluimos agora que (X,,),eq

peIP)fX*“ pEXw pEXw
€ um cone e que

T,Z* = Vert(X,,).

(O vértice de um cone € a interse¢ao dos espagos tangentes.) O

Observamos que se r € Z* é um ponto geral, como C,Z* C C,.X obtemos que 7,.Z* C
O, (pela generalidade de r tal ponto é liso em Z* , isto é, C,Z* = T,Z*). Uma observagio
do Corrado Segre [Seg3, §29] mostra ainda mais,

T,Z* C Sing(Q;).

Isso segue diretamente da nossa descricdo de Pﬁf” =Ly,= Py ! (w) = Sing Q, e do fato
que:
T,.2Z"CTYCTS=PV"*=L,

que para nos € claro pela proposi¢do 1.3.9. Tal resultado se encontra no artigo do Perazzo
[Pe, §1.12 Pg 343] e fornece uma estimativa para a dimensao da imagem do mapa de
Perazzo. Mais que isso, mostramos na proposicdo anterior que de fato, 7,Z* C X,, :=
PVN-HNX C PN~H e daf chegaremos a nossa estimativa que limita a dimensdo da imagem
do mapa de Perazzo. Tal estimativa € um melhoramento da estimativa original de Perazzo,

descrita em [Pe, §1.12 Pg 343], que se utilizava, apenas, da inclusdo 7,Z* C Sing(Q,).

Corolario 1.3.11. Sejam X =V (f) C PN uma hipersuperficie ctibica, ndo cone cujo hes-
siano seja identicamente nulo. Entao, com as notagdes estabelecidas:

(i) dimZ* < I(N+ o —2)
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- N—a-2 N-2
() p < > S T5

Prova: E suficiente provar que dimZ* = a+u <N —pu —2.
Tal desigualdade segue diretamente das seguintes inclusdes obtidas na demonstragcdo do
teorema 1.3.10:

T,2* C X, CPNH,

Agora, sé nos resta mostrar que a inclusdo 7,.Z* C X,, é estrita. Como, pelo teorema
1.3.10, X,, = (X,,),eq é um cone de vértice 7,Z* (X,, = X NL,, em que L, = PV H =
Py ! (w) € a fibra do mapa de Perazzo), devemos mostrar que X,, nio é um hiperplano
triplo, ou seja, que existe algum ponto liso em X,, (assim haverd ao menos uma compo-
nente genericamente reduzida). De fato este é o caso pois se ¢ € X,, é um ponto geral,
T,Xw =T, XN IP)CV]_“ devemos mostrar que existe s € X, tal que T,X D PV ~H. Certamente

existe tal s, uma vez que ﬂ ;X = T,Z* C T,S, lembramos que, pelo lema 1.3.9 e pela
q€Xw

proposicdo 1.3.5, PN"H = T,S para r € Z*. Agora a estimativa segue naturalmente pois

dimX,, = N — u — 1 e portanto

dimZ* =dimT,Z* <N—u—2

e o resultado segue. |

1.4 Estrutura das hipersuperficies de Perazzo

Algumas classes de hipersuperficies ctibicas, ndo cones e com hessiano identicamente
nulo possuem algumas interessantes particularidades geométricas. Essas foram as classes
de hipersuperficies consideradas por Perazzo em seu trabalho. Nosso objetivo é chegar a
um teorema estrutural mais forte para tais hipersuperficies.

Inicialmente temos a seguinte proposicao a partir da qual podemos observar essas hiper-
superficies sob diferentes focos. Nossa proposicao foi estabelecida a partir da discussao
do Perazzo em [Pe, §9-11 Pg 342,343].

Proposicio 1.4.1. Sejam X =V (f) C PV uma hipersuperficie ctibica, nio cone e de hes-
siano identicamente nulo, Y = Sing(X)eq seu lugar singular e Z = ®¢(PV) a imagem
polar (pela proposigao 1.2.2 Z* C Y). Entdo sao equivalentes:
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(i) SZ*CY;

(ii) Z* C m L,, em que L,, = @gl(w) = PN~# representa uma fibra do mapa de
weWw
Perazzo;

(i) <Z*>C () Ly:
wew

(iv) <Z*>CY.

Prova: Primeiramente, suponhamos que SZ* C Y. Se r|,rp € Z* s@o gerais, como
<r1,rp >CY temos :
of

E(}Llrl —i—lzr‘z) =0 V(?Ll : lz) S P!

Derivando obtemos que r; € Sing Q, Ve €< ry,ry >. Com efeito,

2

2.9f 2
8x,-8xj

0= 9 Ox;

N
(Mir1+Xar) = Y AMri+Aor)r;
=0

Tomando r; geral, | € (T.Z)* em que [(T;Z)*] € W é geral logo:
ra € Sing(Qn) = Py (w)
E pela generalidade de r, € Z* e de w € W obtemos:

z*c () Ly-
weWw

Claramente (ii) € equivalente a (iii) pois ( ﬂ L,, é espaco linear). Suponhamos agora que
weWw
Zr C ﬂ L,, ou equivalentemente < Z* > C ﬂ L, . Sejase<Z" >C ﬂ L,, temos
weWw weWw weWw

z

que s € Sing(Q,) onde r € Z* é geral pois, pela proposi¢do 1.3.5, as fibras do mapa de
Perazzo sdo L, = Sing O, com r € (T,Z)* em que w = [(T;Z)]. Agora, pelo lema 1.1.15,
como s € Sing Q,, temos que r € Sing Q; logo,

< Z*>C Sing(Qy) Vse<Z* >

Vamos mostrar agora que tal inclusdo implica < Z* >C Y. Mais precisamente, mostraremos
que nessas condigdes, isto é, se < Z* >C Sing(Qy) Vs €< Z* > entdo

Skzrcy=8tz" cy
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e assim o resultado segue por indugio (< Z* >= §*Z* quando k >> 0).

Com efeito, S¥*17* = §(Skz*,Z*) logo, se S¥Z* C Y, sejam g € SZ* e r € Z*. Nossa
hipbtese sobre a singularidade das quadricas polares implica, via lema 1.1.15, a%i(/lq +
wr) = a%i(q)lz + a%j(r),u2 =0 uma vez que ¢,r € Y. Assim concluimos que Ag+ur €Y,
isto é, STz C Y.

A dltima implicagdo, (iv) = (i) é imediata. O

Definicao 1.4.2. Uma hipersuperficie cibica, ndo cone e com hessiano nulo sera chamada
de hipersuperficie de Perazzo se satisfizer uma (todas) das condi¢des da proposicao 1.4.1.

Observacao 1.4.3. Observamos que as hipersuperficies de Perazzo possuem natural-
mente uma forma candnica como aquela descrita na proposicdo 1.2.5. A reciproca é
(parcialmente) verdadeira no sentido que, se uma hipersuperficie cibica ndo cone e com
hessiano nulo possui uma forma candnica como aquela descrita na proposicao 1.2.5, en-
tao a mesma serd uma hipersuperficie de Perazzo. Infelizmente todas as hipersuperficies
cubicas, ndo cone e com hessiano nulo conhecidas sdo hipersuperficies de Perazzo. Tal
forma de construir exemplos remonta ao artigo histérico de Gordan e Noether.

Apresentaremos dois casos nos quais se verificam as condi¢des supracitadas. (Até
o presente momento esses sdo os Unicos casos conhecidos para os quais se verificam as
condig¢des da proposi¢ao anterior.)

Proposicio 1.4.4. Seja X = V(f) € PV uma hipersuperficie ctibica tal que duas fibras
gerais do mapa de Perazzo gerem PV, isto é, sendo L; = Py ! (wi) = [P’i.v_” duas fibras
gerais, entdo < Li,L, >=PN. Entio < Z* >CY.

Prova: Nesse caso, se p € PV é um ponto geral, entdio p €< py,p» >=1, com p; € L
gerais, i.e. SingQ,, = P{.
Seja r € [ um ponto geral, i.e. Sing Q, = P%*, mostramos, na demonstracéo da proposi¢do
1.2.2 que:

<|JsingQ, >C 0,

rel
assim obtemos:
< SingQ,,,SingQp, >C | Qp=Y
pePN
pela generalidade de p € PV (a dltima igualdade segue da proposicdo 1.2.1). Mas como
A U Sing O, obtemos:
pePN\Y
SZ*CY
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O resultado agora segue da proposi¢do 1.4.1. O

O préximo caso de ctibica com hessiano nulo € o mais importante no trabalho orig-
inal do Perazzo. Uma hipersuperficie ciibica, ndo cone, com hessiano identicamente nulo
satisfazendo a condicdo da préxima proposicao sera chamada de tipo sistema linear espe-
cial, significando que as fibras do mapa de Perazzo formam um sistema linear especial de
P+1 passando por um P™ fixado. Perazzo trata esse caso em [Pe, §14-18 Pg 344-350].

Proposicio 1.4.5. Sejam X =V (f) C PV uma hipersuperficie ctibica, w,w, € W pontos
gerais na imagem do mapa de Perazzo e &y ! (w;) = L; as fibras (lineares) de tais pontos,
cujadimensdo édimL; =m+1 =N — U, em que L = dimW. Suponhamos que L1 N L, =
L =1P". Entdo a familia |t dimensional de m + 1-espagos lineares dada pelas fibras do
mapa de Perazzo corresponde ao sistema linear de m + 1-espagos lineares passando por
esse P" fixado e além disso, nesse caso:

<Z'>CY.

Prova: Seja p € PV um ponto geral. Considere L = P"*! 0 membro (geral) da familia
§ = {Ly}wew que passa por p, ou seja, L = L em que w = Px(p).
Considere agora:

P'= () LynLCL=P"""

weWw

Nosso primeiro objetivo é mostrar que s = m. Com efeito, se s = m, entdo a familia
dada pelas fibras do mapa de Perazzo vio coincidir com a familia dos P"**! passando por
P"= [ Luw.

weW
Suponhamos, por absurdo, que s < m. Nesse caso a reta geral de L ndo intersecta P°.

Definamos L,, = LNL,, =P" C L= P*1 ¢ consideremos ! € L uma reta geral contendo
p- Seja
A= |J L.nicl
weW\w

Em primeiro lugar, A é nio vazio uma vez que cada L, = P C L é um hiperplano
em L e portanto intercecta a reta [. A também ndo pode consistir de um ponto, pois
se A consiste de um ponto, entdo tal ponto estaria na intersecdo [ NP* que é vazia por
hipdtese. Além disso A € irredutivel pois é imagem da variedade (irredutivel) de incidén-
ciaX ={(x,L,) € I xAlx € L,} CIxG(m,N) em que A =W \ w. Nesse caso o ponto
geral de [ pertence a A e portanto por um ponto geral p € PV passa mais de um P"*! da
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familia, a saber: L e o L,, correspondente ao ponto de p € A. Isso é um absurdo pois a
familia € composta de fibras de um mapa racional.

Assim concluimos que s = m e portanto a familia § coincide com a familia “linear"de
m+ 1-espagos lineares passando por um P fixado.

Resta agora mostrar que < Z* >C Y. Pela proposicdo 1.4.1 é suficiente mostrar que
zZ*c ) Lo

ocW
Primeiramente notemos que esta familia linear possui a propriedade de que Ly NLg =

PN=H=1 ¢ tal PN=#~1 (fixado) é o lugar base do sistema. Fazendo Lo, NX =X C Ly, =
PN—# obtemos um sistema linear de ciibicas que sio cones como observamos na proposicio
1.3.11 . O lugar base de tal sistema linear é PY~#~1nX,, = PV~#~1nX. Pelo teorema
de Bertini, o elemento geral de tal sistema linear possui singularidades somente no lugar
base intersectado com o lugar singular de X, entdo

Sing(X,,) € (X, NPV H Ny =y npV-#-1

por outro lado, da demonstracdo da proposicdo 1.3.11 obtivemos que 7,Z* C Sing(X,,)
em particular obtemos, como desejado, Z* C PV ~#~! e o resultado segue imediatamente
da proposigao 1.4.1. O

Vamos agora introduzir a definicdo de variedade de k-planos tangencialmente s-
torcidos sobre uma variedade B. Tal nog¢@o ¢é inspirada nas defini¢des de hyperband e de
torse (de Akyvis e Goldberg) [AG, pg. 66].

Sejam B C PV uma variedade irredutivel de dimensio dimB=5b, T>be A C
G(7,N) uma subvariedade. Considere a variedade de incidéncia

§={(rnL)ILDT,B} CBXxA

com seus respectivos morfismos de proje¢do sobre B, ¢ A C G(7,N). Suponhamos que
ambos sejam sobrejetivos, que a primeira proje¢do tenha dimensao relativa dim 7, ! (r)=
s > 0 e que a segunda projecdo seja birracional. Desta forma temos que dim§ = dimA =
b+s.

Consideremos agora o seguinte P*-fibrado sobre J:

X={(nLx)|(nL)cFexcL}CcFxPV

munida de seus dois morfismos de projecdo. Suponhamos ainda que o primeiro seja
sobrejetivo sobre § e tal que v, Y(r,L) ~ L = P* e que o segundo seja birracional. Seja
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X c PV a imagem de X pelo segundo morfismo de projegdo. Pelo teorema de dimensio
das fibras dimX = b+ s+ 7.

Definicdo 1.4.6. Uma variedade X C PV ¢ dita ser uma variedade de k-planos tangencial-
mente p-torcidos sobre uma variedade B se X pode ser obtida como descrito. Lembramos
que, da definicdo, pelo ponto geral de X passa um unico espaco linear tangente a B, da
familia A.

Geometricamente uma tal variedade é obtida a partir de B da seguinte forma: para
cada ponto de B escolhe-se uma familia (irredutivel) s-dimensional de espagos lineares
contendo o espaco tangente a B no ponto em questdo. Obriga-se que a familia (b+s)-
dimensional de espagos lineares varie algebricamente folheando X.

Figura 1.1 Variedade de k-planos tangencialmente s-torcidos sobre uma variedade B

Observacao 1.4.7. Observamos que, na definicdo de torse varieties [AG, pg. 66] ou
[AGL, pg. pg2] exige-se que, pelo ponto geral da base passe um tnico espago linear da
familia. Nossa defini¢do é mais geral pois permite que pelo ponto geral da base passe uma
familia s dimensional de folhas (quando s = 0 as defini¢bes coincidem). A necessidade
de tal definicdo mais geral ficard clara pelo teorema de estrutura de hipersuperficies de
Perazzo que serd apresentado a seguir.

Vamos agora, via uma abordagem geométrica, determinar as fortes implicacdes es-
truturais sobre X quando vale a condicdo < Z* >C Y. Lembramos que, pela proposicio
1.3.6, dimZ* = o+ U, em que o € definido via dmZ=N—-o+1e g =dimW € a
dimensao da imagem do mapa de Perazzo.
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Teorema 1.4.8. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie de Perazzo, isto é, uma hiper-
superficie ctibica, ndo cone, com hessiano identicamente nulo tal que P* =< Z* >CY.
Entdo X é uma variedade de t-planos tangencialmente s-torcidos sobre Z*, em que

s=dimX — (dimZ*+7)=N—-1—(a+u+71)

fica determinado por invariantes de X .

Prova: Consideremos a familia N — (7 + 1)-dimensional de P**! contendo M = P* =<
7r>, 6= {IP’}LJrl A eI’ C G(t+1,N)} (de fato gostariamos de nos restringir a subfamilia
daqueles que estao contidos em uma tnica fibra do mapa de Perazzo e estaremos supondo
isso que consiste de ignorar um fechado redundante da familia original). Tal familia
origina uma familia de P* que folheia X (no sentido que pelo ponto geral de X passa um
unico desse tipo) basta fazer

P NX =2M+M;,

obtemos assim um nova familia & = {M; =P} |A € A C G(t,N)}. Pelo teorema 1.3.10
a interse¢do de uma fibra do mapa de Perazzo com X, em sua estrutura reduzida, é um
cone de vértice 7,Z*. Como cada P*"! da familia deve estar contido em uma tnica fibra
do mapa de perazzo, temos que M; NM = T,Z*. Pelo ponto geral de Z* passa uma familia
N—(t+1)—dimZ* =N —(t+ 1+ o+ u) de espagos lineares da familia. O

1.5 Forma canonica de uma classe especial

Forneceremos uma abordagem diferencial da condicao de as fibras do mapa de Perazzo
formarem um sistema linear especial (proposicdo 1.4.5). Tal abordagem é central no
trabalho do Perazzo e, a partir dela sao obtidas formas candnicas simplificadas para as
hipersuperficies de tipo sistema linear especial, ver [?, §14-18 Pg 344-350]. Iniciemos
com a seguinte

Definicfio 1.5.1. Seja Q =V(Q) C P" uma quddrica de posto tk(Q) = B e V = Sing(Q) =
PN—B seu vértice. Um espaco linear M = P* é chamado uma geratriz da quadrica Q se

VcMcCQ.
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Tal definicdo € inspirada na nog¢do usual de geratriz de um cone cujo vértice € um
ponto.

Lema 1.5.2. Seja Q C PV uma quddrica de posto tk(Q) = B e M = P* uma geratriz de
0, entdo:
N 10 = (0p(B9)*" = (5 F1)" =P+ P

sePT

Prova: Consideremos o mapa polar de Q:

(])Qi]P’N ———)PN

Consideremos PV =P(V) com V um espago vetorial complexo de dimensdo dimV =
N+1eW CV um subespaco de dimensdo dimW = 7+ 1 tal que M = P* =P(W). O mapa
polar de Q ¢ induzido por uma transformagcao linear 7 : V. — V de posto k(7)) =rk(Q) =
B. Como M é uma geratriz de Q, temos que Sing(Q) C M ou seja Ker(7T') C W, daf con-
cluimos que a imagem T(W) tem dimensao dim7 (W) = dimW — dimKer(7T) = 7 — 3.
Assim ¢p(IPF) =PFA-1,

As outras afirmagdes seguem diretamente da dualidade, lembramos que o espago tangente
(hiperplano polar) de um ponto s € P* é o dual da imagem polar deste ponto. o

Ainda com as mesmas notagdes,

Lema 1.5.3. Seja L = PV~"% 5 P® um espaco linear, tal, que L C T,Q Vs € P*. Entio

N Lo=Lea=p

sePt

Prova: Claramente PN~"t% =] ﬂ 1,0 = PN-T+B 5 igualdade ocorre se, e somente

seP?
se o = f. O

Definicdio 1.5.4. Sejam Q = V(q) C PV uma quddrica de vértice V = Sing(Q) e M uma
geratriz de Q, isto é, V C M C Q. Dizemos que a quadrica é tangente a um espaco linear
L ao longo da geratriz M se L C T,,Q para todo m € M.

Vamos agora entender como simplificar a forma candnica obtida na proposi¢do 1.2.5
para o caso em que as quadricas polares dos pontos de PV sdo todas tangentes a um espago
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linear PN ~"% a0 longo de uma geratriz comum. Essa proposi¢io é baseada na discussio
do Perazzo que se encontra em [Pe, §1.17 Pg349].

Consideremos SingQ, C P* C Q,,, esse P* gerador comum, com equagio x| = ... =
xy = 0. Consideremos ﬂ 0, = PN=F® — [ 5 P?, onde L = P > P%suporemos ter

seP?

como equagao: X1 = ... =xy =0.

Proposicio 1.5.5. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica, ndo cone e de hes-
siano nulo, em que as quadricas polares dos pontos de PV sio todas tangentes a um espaco
linear PN ~="*% 20 longo de uma geratriz comum. Suponhamos que P* : x;41 = ... =xy =0
equeL: x4 =...=xy =0, entdo:

T
F= Y 5 C 1 2) D1, )
i=0

em que cadaC' é uma forma quadratica nas variaveis Xpy1,...,xy € D uma forma ciibica

nas variaveis X¢y1,...,Xn.

Prova:  Sabemos que todo g € L C T;Q0, é daforma g = (ap: ... a¢ : Ary1 .. il
0:..:0). EcomoseP? sédaformas=(by:..:b::0:...:0). Ora, g € T;0,,
logo, sQ,q" = 0 para todo g € L e para todo s € P*(lembramos que a equacdo de 7,0, é
sQpx' =0).

Usando a expressdo de forma candnica obtida na proposicdo 1.2.5, sabemos que g—)]; =C
N

i=0,..7Te I _

A - P’f _ i
I = . xjCi+D;ji=1+1,...,N. Assim, temos que ey = Cj com

j=0
i=0,..,7tej=1+1,...,m. Expressando essa condi¢do em coordenadas, obtemos:

0 ... 0 C(r)+1 o COox L ao
0 .. 0 C, Ch % .. x ar
* ... % % %k kL % ari
bo:...:bz:0:...:0:0:...:0] | : -, : eLb e : =0
* * * % * an,
* * * * % * 0
| * * * * % * | 0 ]
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Ap6s o primeiro produto matricial, obtemos:

ao

ar

a
T T+1

T

[0:...:0:Zb,~C§.+1:...:Zb,-C,;:*:...:*] : =0
i=0 i=0

am

Ou seja,
Z ajb,-Cj- =0
0<i<r
T+1<j<m

Dai concluimos que C; =0para0<i<teparat+1<j<m(pois a;,b; € C podem
assumir quaisquer valores complexos). Portanto cada forma quadritica C' que, a priori,
dependia das variaveis x; 1, ..., Xy, depende somente das variaveis x,,+ 1, ..., Xy € daf segue
a forma canonica. O

A proposi¢do a seguir € de forte impacto geométrico sobre a classe de tipo linear es-
pecial e foi obtida a partir de uma andlise daquilo que se encontra no artigo do Perazzo em
[Pe, §1.14-1.16 Pg 344-349]. Perazzo nesse ponto faz calculos explicitos que nos inspi-
raram a desenvolver a seguinte descri¢do geométrica para obter resultados semelhantes.

Proposi¢do 1.5.6. Seja X =V (f) C PV uma hipersuperficie ctibica cujo hessiano é iden-
ticamente nulo, entdo sdo condigdes equivalentes:

1. As fibras do mapa de Perazzo de X formam um sistema linear especial de P!
passando por um P™ fixado;

2. As quddricas polares dos pontos de PV sdo todas tangentes a um espacgo linear
PN=T+® — P a0 Jongo de uma geratriz comum, isto é, existe um P* geratriz de

Qp. p € P geral, tal que, () T,0, =L.

sePT
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Prova: Primeiramente notamos que se as fibras do mapa de Perazzo formam um sis-

tema linear, entdo temos que P* =< Z* >CY = ﬂ 0, logo P* C Q,, para mostrar que
pePN
esse espaco linear é uma geratriz comum das quadricas polares, devemos mostrar que para

p € PV geral SingQ, C P7. Isso fica evidente da nossa descrigdo de SingQ, = (T,Z)*

via proposi¢do 1.1.11, lembramos ainda que Z* = U (TZZ)L. Nesse caso, consider-

zeSmZ
emos L = L,,N Ly o lugar base do sistema linear formado pelas fibras do mapa de Per-

azzo. Devemos mostrar agora que P* C L C 7,Q,,. A primeira inclusdo P* C L segue das
proposig¢des 1.4.5 e 1.4.1. Para provar a segunda inclusio, L C T;Q,, observemos que para
r € Z* Sing(Q,) = L,, e portanto, via o teorema de Bertini, se tomamos s €< Z* >= Skz*

devemos ter que SingQ; =L = ﬂ O, portanto, P* C L C T;0,.
rezZ*
Para concluir que ﬂ 1,0, = L devemos mostrar que L = PN=T+® ¢ o resultado segue

selP?
pelo Lema 1.5.3.

A familia de espacos lineares dada pelas fibras do mapa de Perazzo tem dimensdo N —
m — 1 pois cada um deles é um P"*!. Devemos ter que T > N — m pois para cada r € Z*
temos que L,, Sing Q, ¢ um membro de tal familia. Definimos p = 7 — (N —m), assim,
m =N — T+ p. Suponhamos que P* =< Z* >:x;y1=...=axy=0e P C L: x| =
e m XN = 0.

Usando a forma candnica obtida na proposicao 1.2.5, obtemos:

T
f = inC’(le,...,xN) +D(xr+1, ...,XN)
i=0

As quddricas polares dos pontos &, ..., & € P* sdo precisamente CY,....C".

Dizer que tais quédricas polares sdo cones de vértice L consiste em dizer precisamente que
tais C/ s6 dependem das varidveis X4 1, ...,xy. Nesse caso, f assume a forma candnica
obtida na proposi¢do 1.5.5 na qual, claramente, vale a condi¢do L C T;Q) e concluimos
ainda que o = p.

7

Reciprocamente, consideremos p € PV geral. Se P* é uma geratriz comum das

quédricas polares, entdo P* C Y = ﬂ Op. Seja L= ﬂ T,0 = PN-7He, queremos
pEIP’N seP?

mostrar que a fibra geral do mapa de Perazzo é um PN~*t%+1 5 [ ¢ entio o resultado

segue da proposicdo 1.4.5. Suponhamos que L : x,, = ... = xy = 0 vamos mostrar que

cada P"*! contendo L é contraido pelo mapa de Perazzo, para isso, devemos mostrar que

o lugar singular das quédricas polar dos pontos de tal P! sio os mesmos. De fato,
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consideremos L =< g&,...,§,—1 >, portanto, cada P"+! contendo L é da forma L, =<
L,p>comp¢L. Assim, se g € L, é geral, g = 0to€+ ... + 0—1&,—1+Bp =1+ pcom
B #0el € L. Vamos mostrar agora que SingQ, = Sing Q,, pela simetria do problema,
basta mostrar uma inclusdo. Seja s € SingQ, C L C Q, sabemos que s € SingQ; = L
para todo / € L logo, obtemos

i 0° S i 0°  (hsi=0
= 8xl~8x j ax,ax i
De fato, utilizando a forma canénica obtida na proposi¢do 1.5.5, onde supomos que P? :
Xyl = ... = xy = 0, sabemos que g—xfj = C/(Xpy1,...,xy) parai =0, ..., T s6 depende das
variaveis X 1,...,Xxy. Assim, aa;){ = C{(Xm+1,...,XN) para j=0,..,Tecomo /€ L:
iXj
Xma1 = ... = xy = 0, temos que ;;){j (I)=0para j=0,...,7.
o 8x,~8x | 8xl8x j 8x,8x ]
J_
Temos que
N 82 N 82
Z f =0& Z f (p)sj=0
8x,8xj 0 0x;0x;
Ou seja,

Sing Q) = Sing Q,.

A préxima proposicdo se encontra em [Pe, §1.17,1.18 Pg 348,349,350]. Uma pe-
quena imprecisao na afirmagao do Perazzo consistia em acreditar na irredutibilidade da
condi¢do determinantal dada na préxima proposi¢do e assim concluir uma igualdade que
de fato ndo é verdadeira como serd observada com um exemplo em P°.

Proposicdo 1.5.7. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica, ndo cone e de hes-
siano identicamente nulo. Suponhamos que as fibras do mapa de Perazzo de X formem
um sistema linear especial. Nesse caso, a variedade dual a imagem polar de X é uma
hipersuperficie Z* = V(g) C P*. Mais ainda, tal hipersuperficie é uma componente irre-
dutivel de uma hipersuperticie determinantal de grau T — .

Prova:  Claramente as fibras do mapa de Perazzo sio PN~ *+%+! pois [ = PN—7+¢,
logoN — =N — 1+ o+ 1 donde concluimos que 7=+ o+ 1 ouseja, T =dimZ* + 1.
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Utilizando a forma candnica obtida na proposic¢do 1.5.5, onde supomos que P* : x| =
..=xy = 0, sabemos que 3—){ = C'(Xpi1,..,xn) parai =0, ..., T s6 depende das varidveis
Xm+1s---9XN-
Sabemos ainda que nesse caso, P* é um gerador comum das quadricas polares dos pontos
de PV, isto é, Sing Q, C P*. Escrevendo a equagdo de SingQ, C P?, obtemos, para
i=0,..1:
N 32 f T 82 f

Z 8xlax] :;

: : .. 9 : ~ o
pois as derivadas parciais a—){ parai=0,...,7 ndo dependem das varidveis x,, ...,x7. As-

sim, nos restam as equagoes:

N aZf T aZf
L G, P = L gy, P =0

nas quais i = 7,...,N E como %afx](p) € uma forma linear que depende somente das
coordenadas x,,1,...,xy de p, que chamaremos pji,..., pr—q, Obtemos N — T relacdes
bilineares entre os p; e os x;. Originalmente, tais relagdes sdo escritas de modo que os x;
sejam varidveis:

formas lineares Xo 0

nas variaveis : =

Ply--»Pr—a Xt 0
A relagdo matricial anterior € bilinear nas varidveis x; e p;, gostariamos de exprimi-la,
agora, com 0s p; como varidveis. Obtemos um sistema nas variaveis pi,..., pr—q:
formas lineares P1 0

nas variaveis : =

X059 X7 Pr—a 0

Ap6s eliminar linhas dependentes(pois a priori o nimero de equacgdes € maior ou igual
ao ndmero de incognitas), a matriz de formas lineares em xy, ..., x; é de ordem (7 — ) X
(T — o) e genericamente, tal sistema ndo possui solugdo néo trivial (pois no ponto geral de
< Z* >=P" temos que Sing(Q,) = L =P" e portanto p; = ... = p;_g = 0). Os pontos de
Z* sao pontos onde tal sistema possui solug¢@o ndo trivial pois nesses pontos Sing Q, 2 L
Portanto, Z* C V(det) é uma componente irredutivel de uma hipersuperficie determinantal
de grau 7 — «. O
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Observacao 1.5.8. Genericamente se espera a igualdade, Z* =V (det) mas descreveremos
em PP® um exemplo no qual vale tal igualdade e um outro no qual nio vale a igualdade.

Os préximos resultados sdo uma andlise das particularidades geométricas que ocor-
rem para hipersuperficies ctbicas cuja imagem do mapa de Perazzo tem dimensao baixa
u=dimW < 2. Em particular a préxima proposi¢do é um caso particular de nossa anélise
sobre o caso sistema linear especial.

Proposicio 1.5.9. SejaX = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica cujo hessiano é iden-

ticamente nulo e cuja imagem do mapa de Perazzo seja uma curva, isto €, L = 1, entao:

(i) a=0edimZ* = 1;
(i) SZ* =P? e Z* C P?;
(iii) Z* é uma cénica, portanto Z € um cone quadratico;

(iv) SZ* =< Z* >=P*CY.

Prova:  Suponhamos que it = 1 e seja r € Z* um ponto geral, entdo r € (T,Z)*, e sendo
w = [(T,Z)"“]. Sabemos, pela proposi¢io 1.3.5, que SingQ, = Py ' (w) = PN~1 = V(I)
em que / é a forma linear que determina tal hiperplano. Dai concluimos que Q, = V (I?).
Logo, se & > 0, poderiamos tomar outro ponto 7 € (T,Z) = P e neste caso, Qr = V (I?)
o que € um absurdo pela proposi¢do 1.1.14, assim concluimos @ = 0 e que Z* € uma curva
pois dimZ* = oo+ = 041 = 1. Pela proposi¢do 1.5.7 temos que gr(Z*) = 2 uma vez
que Z* ndo pode ser um espago linear (isso implicaria Z linear e portanto X seria cone
pela proposicao 1.1.13). O

Vamos agora exibir uma demonstracio alternativa desse resultado. Tal demon-
stracd@o se encontra no trabalho de Perazzo [Pe, pg.351].

Prova:

O argumento para provar que & = 0 € o mesmo usado em nossa demonstracio
anterior. Para concluir as outras afirmagdes lembramos que as fibras do mapa de Perazzo,
pela proposicdo 1.4.5, coincidem com o feixe de hiperplanos que passam por um PN —2
fixado. Obtemos assim um mapa racional ® : P! x P! -5 §Z* em que P! representa o

feixe de hiperplanos dado pelas fibras do mapa de Perazzo. De fato, sabemos que se
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z

p € Z* entdo rk(Qp) = 1 = 1 e portanto, Q, = Hl%. Se p € SZ* é um ponto geral, p €<
p1,p2 > emque Q) = H;i logo Q, = MQ), +420,, = HiH> onde H; €< Hp,,H), >.
E portanto o mapa fica definido por ®(H,,H;) = p € Z* em que p é determinado pela
condi¢do Q, = H H)
A descri¢@o anterior nos permite mostrar que o mapa ¢ é um mapa bi-racional sendo sua
inversa dada por:

& !:857F s P! x P!, p (geral) — H H,

Portanto concluimos, nesse caso que Z* € uma curva plana, uma vez que dimSZ* = 2 que
implica SZ* = P2,

Para mostrar que o grau de Z* C P? é dois notamos que a reta qualquer do P? =< Z* >
esta associado um feixe de quadricas de posto 2 determinado pelas quadricas polares de
tais pontos. A intersecdo desta reta com Z* indica as quddricas do feixe que tem posto 1
que sdo exatamente duas. a

Proposicdo 1.5.10. SejaX =V (f) C PY uma hipersuperficie ctibica cujo hessiano é iden-
ticamente nulo e cuja imagem do mapa de Perazzo seja uma superficie, isto €, L = 2,
entao

<Z'>CY.

Além disso, se oo = 0 e se as fibras do mapa de Perazzo de X formam um sistema linear

especial de PN=2 passando por um PN =3 fixado, entio:

(i) dimZ* =2;

(ii) SZ* =P3 eZ* C P3;
(iii) Z* C P? é uma superficie quadrica ou uma superficie ctibica determinantal;
(iv) SZ* =< Z*>=P3 Y.

Prova: Nesse caso as fibras do mapa de Perazzo formam uma familia dois dimensional
de PV 2 assim temos dois casos a considerar:

N—2 -2 _ mN-3 N—2 pN-2  _ pN—1
L Py 2Py =PV 3 o< PV 2PV 2 >=P
Nesse caso as fibras do mapa de Perazzo correspondem ao sistema linear dos PV—2
que passam por um PV 3 fixado e pela proposicio 1.4.5 temos que < Z* >C Y
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2. PY 2Py 2 =PVt o< P) 2P 2 =P
Nesse caso, o resultado segue da proposi¢ao 1.4.4.

No primeiro caso, se @ = 0, entdo dimZ* = a+ u = 2. Pela proposi¢ao 1.5.7 temos
que Z* C P* é uma hipersuperficie de grau grZ* < 3 = 7 — & e o resultado segue.
O



CAPITULO 2

Classificacao das hipersuperficies ciibicas de

Hessiano nulo

Nesse capitulo fornecemos uma classificacao das hipersuperficies cibicas cujo hes-
siano seja identicamente nulo. Nossa classificacio serd tanto geométrica quanto algébrica,
isto é, quando possivel forneceremos equacdes candnicas para estas cibicas. Para isso vao
ser instrumentos essenciais as ferramentas obtidas no primeiro capitulo, particularmente
o mapa de Perazzo. Do ponto de vista algébrico a classificacio até P estd essencialmente
contida em [Pe, §3.21,22,23;Pg.352,353,354].

2.1 Cuabicas de hessiano nulo em P3

Seja X = V(f) C IP? uma superficie cibica reduzida, nio cone e de hessiano nulo. Neste
caso, U < % logo i = 0 e portanto, pela proposi¢io 1.1.13, X C 3 é um cone. De fato,

temos a seguinte:

Proposi¢do 2.1.1. SejaX =V (f) C P?> uma hipersuperficie ctibica reduzida com hessiano
identicamente nulo. Entao temos as seguintes possibilidades:

1. X consiste de um arranjamento de trés planos passando por uma reta;

2. X é um cone de vértice um ponto, sobre uma ctibica plana irredutivel.
Prova:  Como ji observamos, em P3, as hipersuperficies cibicas com hessiano nulo
sdo cones. Claramente, se X € irredutivel, entdo tal hipersuperficie € um cone sobre uma

cubica plana irredutivel. Se X for redutivel, entdo (apds alguns cdlculos) temos que a
unica possibilidade é um arranjamento de trés hiperplanos contendo uma reta. ]

34
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Observacao 2.1.2. Em [DP] os autores caracterizam arranjamento de hiperplanos que
tem hessiano nulo. A partir de N = 4 estaremos interessados, apenas, no caso em que X é
irredutivel.

2.2 Cubicas de hessiano nulo em P4

Seja X =V (f) C P* uma hipersuperficie ctibica que nio seja um cone e cujo hessiano
seja identicamente nulo. Entdo, pela proposi¢do 1.3.11 obtemos uma estimativa para a
dimensdo da imagem do mapa de Perazzo, u < 1. Assim, o tnico caso em que X ndo
é um cone é quando p = 1. Pela proposi¢do 1.5.9 sabemos que &« =0, dimZ* =1 e
dimSZ* =2 e como nesse caso SZ* C Y logodimY > 2. Ora, se X C P4, entdo dimY < 2
e pela proposicdo 1.2.3, dimY =2 & Y = P2,

Portanto o tnico caso que temos a lidar é o caso Y = P2, neste caso, Z* C P2 é uma curva
plana que mostramos ser uma cOnica na proposicao 1.5.9. A forma canonica para tal tipo
de hipersuperficie pode ser descrita pela seguinte proposi¢cao. Este resultado encontra-se
em [Pe, §3.21; Pg 352]

Proposiciio 2.2.1. Seja X = V(f) C P* uma hipersuperficie ctibica, nio cone e com hes-
siano nulo. Entio, a menos de projetividade, f assume uma forma canbnica

f= xox% + 2x1X3%4 —l—xzxi + D(x3,x4)

em que D € uma forma ctibica nas varidveis x3,X4.

Prova: Usando uma das proposicdes 1.2.5, 1.5.5 ou ??, obtemos:
f = x0A(x3,%4) +x1B(x3,%4) +x2C(x3,%4) + D(x3,%4)

Lembramos que, para obter tal forma candnica, fixamos, a menos de projetividade, P2 =
Y =<Z* >=L:x3 =x4 =0 (dependendo da descricdo). O grupo de projetividades de
P* que fixam esse P? é (isomorfo a)o grupo das projetividades de P! (nas coordenadas x3
€ X4).

Por outro lado, como fy = A, fi = B e f, = C so formas quadraticas linearmente inde-
pendentes (uma vez que X nio é um cone). Logo existe uma projetividade 7 de P! tal que
A7t=x§,B7r22X3x4eC7r:x2. O



2.2 CUBICAS DE HESSIANO NULO EM P4 36

Observacao 2.2.2. Gostariamos de entender a estrutura esquemadtica do lugar singular de
tais hipersuperficies. De posse da forma candnica descrita na proposi¢do 2.2.1, obtemos
as seguintes expressdes para as derivadas parciais de f:

1. f() :X%
2. f1 =2x3x4
3. h=1x]

4. fz =2x0x3+2x1x4+ D3

9,1

. fa=2x1x3 4+ 2xpx4 4+ Dy

Em primeiro lugar obtemos ¥ = P? : x3 = x4 = 0 na estrutura reduzida. Vamos
mostrar que S = Sing(X) =V (fo, ..., f4), esquematicamente, é genericamente reduzido ao
longo desse P? e que h4 ainda uma componente mergulhada que corresponde a Z* C P2
Inicialmente vamos nos concentrar no ideal gradiente médulo (fy, f1, f2). Sabemos que
D3 = Omod(x%,xgm,xﬁ) e Dy = Omod(xg,x3x4,xi) (pois a forma ctibica D = D(x3,x4)
s6 depende das varidveis x3 € x4). A fim que f3 = f1 = 0 devemos resolver o seguinte
sistema, médulo o ideal gerado por (x3,x3x4,%7)

Xo X1 X3 0

X1 X X4 0

Nos pontos de P2 : x3 = x4 = O tais que xpx; —x% # 0 o sistema acima possui so-
mente solugdo trivial, isto é, localizando em xgx; —x% o ideal de %7 C Sing(X) consiste
precisamente de (x3,x4), e

Vamos agora analisar tais hipersuperficies geometricamente. De fato hd um exem-
plo geométrico interessante de hipersuperficie ciibica em P* que ndo é cone, essa hipersu-
perficie pode ser tratada como a dual de um scroll ou vista como a projecdo da variedade
de Segre P! x P? — S C P a partir de um ponto a ela exterior. Vamos examinar esse
exemplo.

Exemplo 2.2.3. Vamos fazer a seguinte identificacio: P> = P(My3(C)). Nesta identifi-
cacdo, a variedade de Segre P! x P? — A2 C P> pode ser descrita por

12 =A{p=I[A] | rk(A) =1}
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e claramente S.71 > = P> uma vez que toda matriz 2 x 3 pode ser escrita como uma soma
de duas matrizes de posto 1. Assim, a projecdo de .#] , por um ponto exterior nio é
isomorfa a .7 ». Escolhemos o ponto exterior a . » no aberto em que o primeiro menor

10
€ ndo nulo, assim p = [A] onde A = 01 Z e o hiperplano sobre o qual vamos fazer

a projecdo serd H : a;; = 0.
LA CP - P =
T, 12 C +»P"=H
¢ definida por 7, (x) =< p,x > NH. Assim:
Tp(X0 1 X1 1 X2 1 X3 1X41X5) = (X1 1X2 —axg 1 X3:X4—Xg : X5 —bxp)

e fazendo, yo = x1,y1 = xp — axg,y2 = X3,¥3 = X4 — X0, y¥4 = X5 — bxg obtemos, para a =
b =0, que a imagem da projecdo é uma hipersuperficie cibica X C P*, X = V(f) onde
f=y1y3y4— y%yz —l—yoyi nesse caso, a matriz hessiana de f é:

0 0 0 2
=2y —2y1 ya y3
2y 0 0 0

V4 0 0 »
2ys  y3 0 yi 2y

S O o O

cujo determinante € identicamente nulo. Além disso, a hipersuperficie X ndo € um cone,
pois se fosse, sua dual seria degenerada o que né@o € o caso pois sua dual é uma secio
hiperplana da variedade dual da variedade de Segre que € projetivamente equivalente a
prépria variedade de Segre que ndo é degenerada. LLogo, sua secao hiperplana € também
ndo degenerada.

Reciprocamente mostraremos que todas as hipersuperficies ctbicas de P*, ndo cone
com hessiano identicamente nulo sdo (projetivamente equivalentes) a uma hipersuperficie
como a descrita no exemplo anterior.

Teorema 2.2.4. SejaX =V (f) C P*, uma hipersuperficie ctibica, nio cone com hessiano
identicamente nulo, entdo X € (projetivamente equivalente) a projecdo da variedade de
Segre P! x P? — P> a partir de um ponto a ela exterior.

Prova: Primeiramente lembramos que ¥ = P2, neste caso, Z* C P? é uma curva plana
que mostramos ser uma cdnica na proposi¢ao 1.5.9. Considere agora o sistema linear de
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hiperplanos que contém Y = P2, {H, }, .p1 em que P! = (P?)*,isto é, Hy DY = P2,
Ademais, como H) NX tem grau trés, temos:

H)NX =2Y +H,

e assim obtemos uma familia de divisores de Weil em X, H; = P? parametrizada por P!.
Temos agora a P?-fibracdo dada pela familia universal:

X
P? — fibragio | AV
P! X

Observamos que o mapa X — X é birracional uma vez que pelo ponto geral de X passa
somente um P? desse tipo. Gostarfamos ainda de notar que o mapa ¥ — P! é localmente
trivial, e como X é um fibrado sobre P!, temos que X = P(&) (os fibrados localmente
triviais sobre P! sdo projetivizagdo de fivrados vetoriais decomponiveis, em que & é um
fibrado de posto 3. Assim sendo, & =~ &(a;) ® O(az) ® O (az) pois os fibrados sobre P!
sdo decomponiveis. Lembramos que a; > 0 pois X ndo € um cone e que a; +az +az =3

uma vez que X — X € um morfismo birracional. Pelo descrito anteriormente
E~0(l)oo(l)d0(1)
ou seja, X ~ P! x P? e o diagrama da familia universal possui a seguinte fatoragdo:

X — 5’172 C P>

N 4
P! X c M

De fato, o sistema linear que d4 origem ao mapa X — P* é um subsistema linear do
sistema linear completo que da origem ao mergulho de Segre, de modo que a aplicacdo
racional . » C P> --» X C P* é uma projecio linear a partir de um ponto externo. O

Por outro lado, a comodidade deste tipo de exemplo, nos quais ¥ =PV =2, s6 aparece
em PP* como mostra a seguinte:

Proposi¢io 2.2.5. SejaX =V (f) C PN, N > 4, f irredutivel, uma hipersuperficie ctibica
que ndo é um cone. Se H =0 eY = Sing(X),.q = PV~2, entdo N = 4 e X é projetivamente
equivalente a projecdo da variedade de Segre P! x P? — S22 C P> de um ponto a ela
exterior
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Prova:  Suponha por absurdo que N > 4 e seja H = P* C PV geral. Por aplicagdes
sucessivas da formula de sec¢ao hiperplana, proposicao ?? temos:

CI)HQX H--sH*

Pynx = T Oq)f’]-]

Notamos que em H = P* X = X N H é uma hipersuperficie ctibica irredutivel, e pelo
teorema de Bertini, ¥ = Sing(X),.q = P? logo, H = H(X) = 0 e além disso, X nio é um
cone pela generalidade de H. (Com efeito, por inducido podemos supor H um hiperplano.
Se a secdo hiperplana geral de X é um cone, entdo a projecdo geral da imagem polar de
PN por f seria degenerada e isso implicaria que a prépria imagem polar fosse também
degenerada logo X seria um cone.).

Em PP*, pela proposicio 1.5.9, é sabido que a imagem polar de uma hipersuperficie ctibica
de hessiano nulo é uma quédrica, isto €,

®y(H)=Q° CP*=H"

logo N = 4 pois se N > 5, entdio Z = Q3 (uma vez que Z é uma projecio de Z por um
ponto exterior) assim Z seria degenerada e X seria um cone. Como N = 4, o resultado
segue do teorema anterior.

Gostariamos ainda de analisar um exemplo que estd relacionado com a variedade
das secantes das variedades de Severi.

Exemplo 2.2.6. Consideremos ¥ = 75(P?) C P°. Seja V = {M € M3,3(C) | M' = M},
o espaco vetorial das matrizes simétricas de ordem 3, dimV = 6 . Faremos a identificacdo
P35 = P(V), na qual ¥ = #%(P?) = {{M] € V | tk(M) = 1}. Com essa identificacdo, a
variedade das secantes da Veronese é

SY ={[M] €V | tk(M) <2} = {[M] € V| det(M) = 0}.

Em coordenadas,
X0 X1 X
T=S¥=V(det| x; x3 x1 |)

Xy X4 X5
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Tomando a secdo hiperplana H : xs = 0, que é um hiperplano tangente a 7 = S ¥’ no ponto

0
1
0

<

|
(= e
S O O

definimos X = HNT C H. Em coordenadas, X = V(f) C P*:

Xo X1 X2
f=det| x; x3 xa | =—(x3x3 —2x1x00x4 +x0x7).

x2 x4 O

O hessiano de f € identicamente nulo.

A partir de agora vamos explicar a situagdo dualmente, isto €, fazer uma analise ge-

ométrica de X*. Inicialmente, temos o seguinte lema que € um caso particular do teorema
1.3.8.

Lema 2.2.7. SejamX =V (f) C PP* uma hipersuperficie ctibica, nio cone, com hessiano
identicamente nulo e X* sua variedade dual. Entao dimX* = 2.

Prova:  Lembramos que, pela proposi¢io 1.1.11, se p € P* é um ponto geral, entio
tkQ, = 4 (pois dimZ = 3). Lembramos também que se r € Z*, entdo rkQ, = 1, desta
feita tkQy, =2 < y € Y. Do exposto, € facil perceber que para x € X geral, tkQ, =3
e o resultado segue da nossa consideracdo sobre a matriz jacobiana do mapa polar afim
ser a matriz hessiana que aplicada em um ponto qualquer de P* coincide com a matriz da
quédrica polar de tal ponto. O

Vamos fixar as seguintes notagdes: A imagem polar de X, Z = S(C,/), é um cone
quadrético com vértice uma reta [ = Y+ = (P?)* em que ¥ = Sing(X),.q = P>. A base
do cone quadritico Z é uma conica que C que é a conica lisa dual da conica lisa Z* C P2,
nesse mergulho. A imagem do mapa de Perazzo, W, pode ser identificada com Z*.

X pode ser vista como variedade regrada de duas formas distintas:

(i) (Folheacdo de Perazzo) Sejaw € W, na demonstracdo da proposi¢do 2.2.4 mostramos
que X, =L,NX =2Y+L,,emquelL, = IP’VZV ¢ fibra do mapa de Perazzo. Assim,

X=J L

weWw
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de forma que X fica regrada por planos. Geometricamente tal folheacdo se faz da
seguinte maneira, se p € X é geral e &(p) =w <> r € Z* (quando o = 0 hd uma
identificacdo natural entre W e Z*) a folha que passa por p é L, =< p,T,Z* >
(lembramos que da demonstracio da proposi¢do 1.3.11 sabemos que X, € um cone
com vértice T,Z*) ;

Figura 2.1 Hipersuperficie de planos tangencialmente torcidos sobre uma conica.

(i) (Folheagdo de Gauss) As fibras do mapa de Gauss sdo retas contidas em X formando

X=JL

zeX*

uma folheacao por retas

De fato tais fibras sdo retas, pelo lema 2.2.7. Além disso, pela proposicdo 1.3.7
dado p € X geral, e r € Z* <> w= Z(p) € W entdo a reta < p,r > é contraida
pelo mapa polar (sendo essa a folha contendo x). Observamos que ha uma familia 1
dimensional de tais hiperplanos H O L,, e que L,, = IP)%V fica assim regrado por (uma
familia 1 dimensional de) retas que contraem o mapa polar, isto é, onde o espaco
tangente é constante (retas estas descritas pela proposicao 1.3.7). Observamos ainda
que todas as retas de }P’fv contraidas pelo mapa de Gauss passam pelo ponto r e
portanto a familia de tais retas é um feixe de retas nesse P? = IP’%V passando pelo
ponto r € Z*.

Teorema 2.2.8. SejaX =V (f) C P* uma hipersuperficie ctibica, ndo cone, com hessiano
identicamente nulo. Entdo
X*~5(1,2)cZc P

é uma superficie de rolo (“Scroll") racional a partir da retal = Y~ e da cénica C.
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Figura 2.2 Folheagdo de Gauss em uma fibra do mapa de Perazzo.

Prova:  Pelo exposto anteriormente sabemos que dimX* = 2. E ficil notar ainda que
X* contém a reta [, que representa os hiperplanos que passam por Y. Tais hiperplanos
sao limites de hiperplanos tangentes de X (em pontos lisos), mas ndo o sdo. Notamos
ainda que X* € regrada por retas, isto €, € uma superficie "Scroll". Com efeito, a partir
da regra de Perazzo de X, se consideramos o sistema linear dos hiperplanos que contém
um determinado L,,, tal sistema linear corresponde a hiperplanos tangentes a X em pontos
lisos (exceto aquele que contém Y que estdo portanto no fecho). O lugar de tais retas fica
assim parametrizado por C uma vez que cada um desses hiperplanos € da forma H =<

T,Z*,L,, >. O resultado assim fica provado pela irredutibilidade de ambos, S(1,2) C X*.
O

O teorema a seguir €, de certa forma, uma compilacio de vérios resultados parciais
encontrados em [Pe, §3.21, pg. 353] (algebricamente) e [?, Pg.74,75] (geometricamente).
As outras implicag¢des sdo mais ou menos claras.

Teorema 2.2.9. Seja X =V (f) C PP* uma hipersuperficie ctibica, ndo cone. Entio sdo
equivalentes
(i) X possui hessiano identicamente nulo;

(i1) X € projetivamente equivalente a projecdo exterior de uma variedade de Segre §1 » C
P3;

(iii) X* é projetivamente equivalente a uma superticie Scroll S(1,2)
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(iv) Y = Sing(X)red = Pz;
(v) a menos de projetividade X possui uma equagao

f= xox% + 2x1X3%4 4 X2x5 + D(x3,x4)

Prova: A equivaléncia (i) < (ii) segue da proposi¢do 2.2.4. A equivaléncia (i) < (iii)
segue da proposicao 2.2.8. A implicacdo (i) < (iv) segue da proposi¢do 1.5.9. A impli-
cacdo (iv) < (v) segue da proposi¢do 1.2.5. A implicagio (v) = (i) pode ser verificada
diretamente pela relacdo algébrica entre as derivadas parciais 4 fy f>» = flz(obtida a partir
da forma canénica). O

2.3 Cubicas de hessiano nulo em P5

Seja X = V(f) C P> uma hipersuperficie ctibica que nio seja um cone e cujo hessiano seja
identicamente nulo. Pela proposi¢do 1.3.11 temos a seguinte estimativa para a dimensao
da imagem do mapa de Perazzo: u < % Assim o tnico caso a analisar € aquele em que
i = 1. Pela proposicio 1.5.9 sabemos que & = 0, dimZ* = 1, dimSZ* =2, SZ* =P>CY
(Z* é uma conica plana).

Vamos analisar o lugar singular de X, Y. Claramente dimY > 2, por outro lado, como
dimX =4, devemos ter dimY < 3. Observamos que, pela proposi¢do 2.2.5, que dimY =3
implica ¥ = P3 e X, nesse caso, é um cone.

Assim, o Unico caso a considerar é dimY = 2. Pelo exposto anteriormente sabemos que
Y possui uma componente irredutivel que é ¥y = P2. Em tal componente temos Z* que é
uma cdnica. Z € um cone quadrético de dimensdo 4 com vértice o plano / = YOL.

Observacao 2.3.1. Gostariamos de observar que, em P35, diferentemente do que ocorre
em P4, a existéncia de um plano singular, Y = P2, ndo implica o anulamento do hessiano
de X como podemos observar no seguinte exemplo:

f= xox% —I—xlxi +xzx§

que claramente possui um P> como componente irredutivel de seu lugar singular reduzido
Yo=P2:x3= x4 = x5 = 0, mas nao possui hessiano identicamente nulo.
0 3 5
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Um outro argumento simples mostra (novamente) que de fato devemos ter & = 0
nesse caso. (De fato dimZ* =1 = o+ u e g = 1 ja implicam o = 0.) Alternativamente
temos o seguinte

Lema 2.3.2. SejaX C PN, comN > 5, uma hipersuperticie ctibica, ndo cone com hessiano
identicamente nulo, entdo dimZ > 4

Prova: Se dimZ < 2, entdo intercectando X com um P? geral obtemos uma superficie
ctibica X = X N H de hessiano nulo em P? que teria de ser um cone, assim concluirfamos
que X era um cone. Se dimZ = 3, intercectando com um P4 geral, terfamos X=XNHC
P* uma hipersuperficie ciibica de hessiano nulo que niio é um cone logo Z = nyL(Z) = 03
seria uma quddrica e desta maneira Z seria também uma quédrica e portanto degenerada
e entdo X seria um cone. O

Como, em P3, temos apenas o caso i = 1 é imediata a obtengio de uma forma
candnica para as hipersuperficies de hessiano nulo de .

Proposicdo 2.3.3. SejaX = V(f) C P> uma hipersuperficie ctibica, ndo cone e com hes-
siano nulo. Entdo, a menos de projetividade, f assume uma forma canbnica

f= xoxﬁ + 2X1X4%X5 +x2x§ + D(x3,x4,X5)

Em que D € uma forma ctibica nas varidveis x3,x4,xs tal que a curva por ela definida em
P2 : x; = x, = x3 = 0 ndo seja singular no ponto (1:0:0).

Prova: Usando uma das proposi¢des 1.5.5 ou ??, obtemos:
f= X()A(X4,)C5) +X]B(X4,XS) —I—X2C(X4,X5) —|—D(X3,X4,X5)

Lembramos que para obter tal forma candnica fixamos, a menos de projetividade, P> =
Y =< Z* >:x3 =x4 = x5 =0 e supomos P> = L : x4 = x5 = 0. O grupo de projetividades
de P° que fixam esse P3 é (isomorfo) ao grupo das projetividades de P! (nas coordenadas
X4 € X5).

Além disso, fo = A, fi = B e f, = C sdo formas quadraticas linearmente independentes

(uma vez que X ndo é um cone). Logo existe uma projetividade 7 de P! tal que Az = x3,

B =2x4x5e Ct = x%.
A condi¢do de D nio ser singular em (1:0:0) é necessdria para que X ndo seja um cone.
De fato, nesse caso terfamos ¥ = P? =< P2, p >: x4 = x5 = 0 e, pela proposicio 2.2.5, X

seria um cone. O
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Observacdo 2.3.4. A condiciio geométrica de que a curva definida por D, em P? : x| =
x2 = x3 =0, ndo possua o ponto (1 :0: 0) singular pode ser traduzida algebricamente da
seguinte maneira: a parte da forma D que é miltiplo de x% (isto é chg + ﬁx%x4 + }/x§X5) é
ndo nula.

Devemos ter que D = Otx% + ﬁx%m + yx%x5 # 0 pois caso contrdrio, D = x3E (x4,x5) +
F(x4,x5) em que E é uma forma quadritica e F uma forma cibica. Nesse caso, terfamos
P3 : x4 =x5 =0 C Y e portanto, pela proposi¢io 2.2.5, X seria um cone. Com efeito,
uma andlise direta das expressdes das derivadas parciais de f nos faz concluir que se o
ponto (1:0:0) é singular a forma D, entdo todas as derivadas parciais se anulam em
P3 X4 = X5 = 0.

Supondo agora que X ndo seja um cone, vamos analisar a estrutura do seu lugar

singular. Inicialmente calculemos

1. fo= xﬁ

2. f1 = 2x4x5

3. fr=x2

4. f3=D3

5. fa = 2xpx4 +2x1x5+ Dy

6. f5 = 2x1x4 + 2x3x5 + Ds

Em que escrevemos D = D+ x3E (x4,x5) + F (x4,x5) com D = ax3 + Bxdxs + yx3xs # 0.
Claramente, na estrutura reduzida, Y = P2 : x3=x4 =x5=0.

Vamos agora descrever a estrutura esquematica de SingX. Primeiramente observamos
que, como no caso de P4, genericamente Sing(X) é reduzido. De fato, sabemos que para
i =4,5temos D; = x3E; + F; = x3(ajx4 + bixs) + F; e, claramente F; = Omod(xﬁ,x4x5,x§).
A fim que f4 = f5 =0 obtemos o seguinte sistema (mddulo o ideal gerado por (xi,x4x5,x§)):

2x0 4 agx3  2x1 4 baxs X4 0
2x1 +asx; 2xp + bsxs X5 0
2x0 4 asx3  2x1 4 baxs

Desde que det = (0 o sistema possui solugdo tnica x4 = x5 =
2x1 4+ asx3 2xy 4 bsxs
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0. Restrito a P2 : x3 = x4 = x5 = 0 obtemos, desta condi¢do determinantal, que fora de Z*
esse plano é reduzido.

O préximo teorema, essencialmente, pode ser encontrado em [Pe, §3.23, pg 353].

Teorema 2.3.5. Seja X = V(f) C P> uma hipersuperficie ctibica, ndo cone. Entio sdo
equivalentes:

(i) X possui hessiano identicamente nulo;

(ii) uma componente irredutivel de Y = Sing(X) é ¥ = P? e as quddricas polares dos
pontos de P3 sdo tangentes a um P3 = L ao longo desse P> = ¥ gerador comum;

(iii) a menos de projetividade X possui uma equacao
f= X()xi + 2x1X4X5 —|—xe§ -+ D(X3,X4,x5).

Aqui a forma D é uma cubica nas variaveis x3,X4,X5 tal que a curva por ela definida
emP? : x; = x, = x3 = 0 ndo seja singular no ponto (1:0:0).

Prova: A implicagdo (i) = (ii) segue das proposi¢des 1.5.9 e 1.5.3. A implicagdo
(if) = (iii) segue da proposi¢do 1.5.5. A implicagdo (iii) = (i) pode ser verificada dire-
tamente das derivadas parciais de f. O

A partir de agora vamos explicar a situagdo dualmente, isto €, fazer uma analise
geométrica de X*. Primeiramente, temos o seguinte lema que é corolario do teor 1.3.8
mas vamos fazer uma demonstragfo alternativa.

Lema 2.3.6. Seja X = V(f) C P> uma hipersuperficie ctibica, ndo cone, com hessiano
identicamente nulo. Entao dimX* = 3.

Prova: Sabemos, pela proposicio 1.1.11, que se p € P> é um ponto geral, entio rk Q b=
5 (pois dimZ = 4). Lembramos que se r € Z*, entdo, pela proposicdo 1.3.5, rkQ, = 1.
Assim, tkQ, <2 <<y €Y sendorkQ, =2 paray €Y geral.

E natural esperarmos que se x € X é um ponto geral, entio tk O, = 4 o caso rk 0p,=3
ocorrendo para pontos especiais de X.

De fato, se rkQ, = 3 para o ponto geral de X, entdo todos os menores 4 X 4 da matriz
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seriam nulos (médulo f).
Usando a forma candnica dada pela proposi¢ao 2.3.3, obtemos que a matriz da quadrica
polar de um ponto x € X € da forma

0 0 0 2x4 0

0 0 0 2x5 2x4

0 0 0 0 0 2xs
[O:] =

0 0 O Ds Dy3 Ds3

2x4 2x5 0 D3y 2x0+Dsg 2x1+Dsgy
0 2x4 2x5 D35 2x1+Dys 2x+4 Dss

Tomando o dltimo menor 3 x 3 inferior obtemos

4x2[D33(Dag + 2x0) — D34] = Omod(f)

€ como x% ndo € um divisor de zero mddulo f (X € irredutivel), entdo obtemos

[D33 (D44 + 2)(()) — D%4] = 0mod (f)

e como gr[D33(Dag + 2x0) — D%4] =2 (ndo podem se anular pois isso implicaria X ser um
cone)
D33(Dag +2x0) — D34 =0

isso € um absurdo pois a forma D nio depende da varidvel xy e D33 ndo € identicamente
nulo. O

Teorema 2.3.7. SejaX =V (f) C P> uma hipersuperficie ciibica, ndo cone, com hessiano
identicamente nulo. Entido X é uma variedade de 2-planos tangencialmente 1-torcidos
sobre Z*.
X= U P4
reZ*,acA

Em que T,Z* C P2, e para cada r € Z* a familia dos P2, contendo T,Z* é de dimensio
1. Além disso, as fibras do mapa de Gauss de X em cada P2, sdo as retas desse P* que
passam por r.

Prova:



2.3 CUBICAS DE HESSIANO NULO EM P5 48

Vamos fixar as seguintes notagdes: Z = S(C, ) a imagem polar de X é um cone
com vértice no plano 7 =Y e base uma conica que C que é a conica lisa dual de Z* C P?
nesse mergulho. As fibras do mapa de Perazzo sdo L, = P* (identificando Z* ~ W) e tais
fibras formam um sistema linear de P* contendo um P? = L (tal feixe de hiperplanos é
parametrizado por L1).
X pode ser vista como variedade regrada de duas maneiras distintas:

(i) (Folheacdao do Cerne) Consideremos a familia dos P3 contendo Y = P2, .F =
{P3|A € x}. Tal familia é bidimensional. Temos que

3 2
P} NX =2Y +P3.

Assim,

X=|JP.

Aem

Para cada r € Z* sabemos que a fibra do mapa de Perazzo (associada a r), pela
proposi¢do 1.3.5, é L, = IP",1 Contida em ]P>‘,1 h4 uma familia 1-dimensional de P3
contendo Y = P? (tal familia é um feixe de hiperplanos em ]P’;') que denotaremos
por %, = {Pi(r) |A(r) €l Cm}emquel, = (]P’i(r))L. Além disso, lembramos que,
pela proposicdo 1.3.11 concluimos que ]P’fl NY =T,Z*. Se x € X € um ponto geral
com imagem de Perazzo w <> z € Z*, entdo podemos recuperar a folha a qual ele
pertence, Pi =<T,Z" x>,

Figura 2.3 Hipersuperficie de planos tangencialmente torcidos sobre uma conica em P5.

Para cada r € Z* existe uma familia 1-dimensional de planos da folheagdo passando

por r.
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(i) (Folheacgdo de Gauss) As fibras do mapa de Gauss sdo retas contidas em X formando

X=JL

zeX*

uma regra

De fato tais fibras sdo retas. Observamos ainda que, pelo teorema 1.3.8, todas as
retas de IP’%V contraidas pelo mapa de Gauss passam pelo ponto r e portanto a familia
de tais retas é um feixe de retas em P2. O

Figura 2.4 Folheacdo de Gauss numa folha da folheacdo do cerne

Observacao 2.3.8. A partir das descricdes de X como variedade regrada, temos, dual-
mente, a seguinte situagdo. X* C Z em que Z = S(L,C). As retas passando por s € C
(ponto de C correspondente ao dual de 7,Z* ) correspondem dualmente aos hiperplanos
tangentes a X em pontos lisos parametrizados pelo feixe de retas em P)zl(r) passando pelo
ponto r. Variando A(r) € I, obtemos um plano no dual, correspondente a familia de retas
a um parametro supracitadas. De fato tal superficie regrada € um plano pois a projecao
de centro um ponto geral de 7 nos conduz a Z (imagem polar da secdo de X associada a
tal projecdo), um P* sobre o qual projetamos Z pode ser visto como sendo << C >,[ >
em que / =< L > (o hiperplano a seccionar nio pode conter L). Os planos que folheiam
X* ficam parametrizados (simultaneamente) por um ponto da curva C (s € C correspon-
dendo a T,Z*) e um ponto da reta [ = L+ (p € [ correspondendo a p = (IP",‘)L "fibra do
mapa de Perazzo"). Cada um de tais planos intercectam o P* =<< C >,/ > (no qual
serdo projetados) em uma reta que corresponde a reta correspondente na folheacio de
X*=5(1,2).
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2.4 Cubicas de hessiano nulo em P6

Seja X = V(f) C P® uma hipersuperficie ctibica, nio cone com hessiano identicamente
nulo. Utilizando a estimativa da proposi¢do 1.3.11, obtemos que a imagem do mapa de
Perazzo tem dimensao ( < 2. Logo as tnicas possibilidades sao:

(i) u = 1 pela proposi¢io 1.5.9 a = 0, Z* C P> C Y é uma conica;

(i) u =2 pela proposi¢do 1.5.10 sabemos que < Z* >C Y.

Em ambos os casos X € uma hipersuperficie de Perazzo e, além disso, dimY < 3.
De fato, dimY < 4 e, pela proposicdo 2.2.5, dimY =4 =Y = P*é impossivel uma vez
que X ndo € um cone. Portanto, dimY < 3.

Além disso temos a seguinte proposicao que pode ser demonstrada com argumentos
andlogos aqueles descritos na proposi¢do 2.3.2:

Proposicdo 2.4.1. SejaX C PN uma hipersuperficie ctibica, ndo cone com hessiano iden-
ticamente nulo N > 6, entdo dimZ > 5

Ou seja, também em P° temos que sempre o = 0. Lembramos que dimZ = N —
o—1.

2.4.1 Imagem de Perazzo de dimensao 1

Consideremos, inicialmente, X = V(f) C Po hipersuperficie cibica, ndo cone, com im-
agem do mapa de Perazzo de dimensao p = 1. Existem duas possibilidades para a dimen-
sdo de ¥ nesse caso, dimY = 2 ou dimY¥ = 3 uma vez que existe um plano < Z* >=P? C
Y (segue da proposi¢do 1.5.9).

Temos uma forma candnica para o caso 1 = 1 que é descrita na préxima:

Proposicio 2.4.2. Seja X = V(f) C P® uma hipersuperficie ctibica, ndo cone, com hes-
siano identicamente nulo e tal que t = 1. Entdo, a menos de projetividade X possui uma
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equagdo:

f= xoxg + 2x1X5X¢ +x2xé + D(x3,Xx4,X5,X6)
em que D é uma forma ciibica nas varidveis x3, x4, X5 € xg. Tlal forma ctibica determina
uma superficie V(D) C P3 : xo = x; = x» = 0 que é nio singular ao longo da retal : x5 =
x¢ = 0 (olhada como suvariedade do P3 com coordenadas homogéneas x3, x4, x5 € Xg).

Prova: A obtencio da forma candnica é idéntica aos casos de P* e IP°.

Se p € INSing(V (D)), entdo < P2, p >C Y em que P? : x3 = x4 = x5 = x¢ = 0. De fato,
seja g €< IP%, p > tal ponto possui g5 = g¢ = 0 e claramente substituindo em f nos resta
somente f(q) = D(q3,44,4s,q6)- Por hipotese D é singular em p e como ¢ =y-+ Ap com
y € P? temos que g; = A p; para i = 3,4,5,6 daf segue que D é singular em (p3:pa:ps:
P6)-

Claramente, se [ C Sing(V (D)), entdo P* =< P2,/ >C Y que implicaria X ser um cone
pela proposicdo 2.2.5. O

Teorema 2.4.3. Seja X = V(f) C P® uma hipersuperficie ctibica, ndo cone. Entio sio
equivalentes:

(i) X possui hessiano identicamente nuloe [l = 1;

(i) existeumP?> CY = Sing(X) e as quddricas polares dos pontos de PP® sdo tangentes
aumP* = L ao longo desse P> =Y, gerador comum;

(iii) a menos de projetividade X possui uma equagao
f= xoxg + 2x1X5X¢ —i-xzx% + D(x3,x4,X5,X6);
em que D é uma forma cuibica nas varidveis x3, x4, X5 € Xg descreve uma superficie

V(D) C P? : xg = x| = xo = 0 que ndo é singular em toda aretal : x5 = x¢ = 0 (vista
dentro de P3 com coordenadas x3, x4, X5 € Xg).

Prova: Identica ao caso N = 5.

Observacao 2.4.4. Gostariamos de analisar o lugar singular de X, Y. De acordo com
o descrito na demonstragdo da proposicdo anterior sabemos que quando temos que [N
Sing(V (D)) = 0 entio garantiremos que nesse caso ¥ = P2, Se, por outro lado, /N
Sing(V (D)) # 0 teremos duas possibilidades para tal intersecéo: pode consistir de dois
pontos a assim Y = IP’? U IP’% ou ainda consistir de um ponto e nesse caso ¥ = P>,
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O préximo teorema mostra a existéncia de trés classes distintas de hipersuperficies
ctibicas X C IP° ndo cone, com i = 1 e com hessiano nulo. Perazzo analizando apenas as
formas candnicas chegava a ideia errada de haver apenas uma classe.

Teorema 2.4.5. SejaX =V (f) C P® uma hipersuperficie ciibica, ndo cone, com hessiano
identicamente nulo e tal que 4 = 1. Entao

(i) SeY = P2, entdo X = U IP’%a, emque T,Z* C IP’%OC e para cadar € Z* a familia
reZ*,oeA
dos P%oc contendo T,Z* é de dimensao 2. Além disso, as fibras do mapa de Gauss

de X em cada P%a sdo as retas desse P> que passam por r;

(ii) SeY = P3, entdo X = U IP’;O‘, emque T,Z* C IP’EOC e paracadar € Z* a familia
reZ*,oeA
dos P%oc contendo T,Z* é de dimensao 1. Além disso, as fibras do mapa de Gauss

de X em cada }P’fa sdo as retas desse P> que passam por r;O caso mu=2

(iii) SeY = ]P’? U3, entdo existem duas familias de P3 folheando X (como em (ii))de
modo que os membros de cada uma delas associados a um mesmo x € X se inter-
sectam em um P? e tais planos também folheiam X como em (i).

Prova: Vamos provar somente a primeira assercao; a prova das outras é analoga.
Se Y = IP?, entio, pelo teorema 1.4.8, X é uma variedade de 2-planos tangencialmente
2-torcidos sobre Z* C P* = P2, Ou seja,

x(Jr2,
em que 7,Z* C IP’%OC e, para cada r € Z*, a familia dos IP’%O‘ contendo 7,Z* é de dimensio

s =dimX — (dimZ* 4+ 7) =5— (14+2) = 2. As fibras do mapa de Gauss sdo descritas
pelo teorema 1.3.8.

2.4.2 Imagem de Perazzo de dimensao 2

Vamos agora analisar o segundo caso, isto €, a imagem do mapa de Perazzo tem dimensao
u = 2. Nesse caso temos que dimZ* = o + y = 2 portanto, como Z* ndo é um espago
linear, dimSZ* = 3 assim, SZ* =< Z* >=P3 =¥ é uma componente irredutivel de Y
(lembramos que dimY < 3). Sabemos pela proposicdo 1.2.4 que, de fato, tal variedade
tem hessiano identicamente nulo por haver um espaco linear suficientemente grande em



2.4 CUBICAS DE HESSIANO NULO EM P6 53

seu lugar singular. Além disso, como < Z* >=P3 C ﬂ L, e como L,, = P* devemos
wew
ter sempre o caso em que as fibras do mapa de Perazzo formam um sistema linear de P*

passando por um IP? = L fixo e mais que isso, < Z* >=L = ﬂ Ly.
weWw

O teorema a seguir pode ser encontrado em [Pe, Pg.354].

Teorema 2.4.6. Seja X =V (f) C P uma hipersuperficie ctibica, nio cone e com hes-
siano identicamente nulo. Suponhamos que a imagem do mapa de Perazzo de X seja de
dimensao dois, isto é, 4 = 2. Entdo, a menos de projetividade, X pode ser descrito por

uma forma:
f = x0C%(xa,x5,%6) +x1C" (x4,%5,%6) +x2C% (x4, X5,%6) + X3C° (x4, %5, X6) + D (X, X5,%6).

Em que C°, C!, C? e C? sio formas quadriticas linearmente independentes, trés a trés
algebricamente independentes e D uma forma ctibica.

Prova: Segue diretamente da proposi¢ao 1.5.5. a

Observacio 2.4.7. Observamos que a condigio de que C°,C!,C?,C? sejam linearmente
independentes € necessdria uma vez que se f, f1, f2, f3 fossem linearmente dependentes,
entdo X seria um cone. A condi¢do de independéncia algébrica entre quaisquer trés dentre
CY,C!,C?,C3 é para impedir uma relagio de dependéncia entre somente trés derivadas
parciais de f que implicaria que Z seria um cone com vértice P? e portanto Z* C P? e
assim terfamos y = 1.

Vamos agora examinar um exemplo de hipersuperficie ctbica em P® com u =2 e
tal que Z* C IP3 é uma superficie ctibica determinantal. De acordo com a proposi¢do 1.5.7
Z* C P3 é uma componente irredutivel de um superficie ciibica determinantal. Nesse
exemplo, Z* C P3 coincide com tal superficie ctibica determinantal que é irredutivel:

Exemplo 2.4.8. Seja X = V(f) C P° uma hipersuperficie ctibica com equacio(extraida
da forma candnica para (U = 2):

2, 2
f = x0(x3 +X5) 4+ x1x4X5 + X2X4X6 + X3X5X6.

Observamos que fy = xi —I—x%, f1 = x4x5, fo = x4x6 € f3 = x5x6. Uma evidente
relacdo algébrica entre essas derivadas parciais €:

fofafs = X3xsxt +x4x3x2 = fifs + fif3
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Faremos p4 = x4, p5s = X5, ps = X¢ nas segundas derivadas parciais obtidas a partir
de

(1) fa = 2x0x4 + X1X5 + X2X6
(i) f5 = 2x0x5 + X1X4 + X363}
(i) fe = xox4 + x3Xs.

Utilizando o argumento tedrico descrito na demonstrag¢do da proposicao 1.5.7, lem-
brando que P =P3 : x4 = x5 = x4 = 0, escreveremos as equagdes para i = 4,5,6:

T aZf
p)xi=0
= 8x,~8xj~( %
obtemos,
2paxo + psx1 + pexo + Ox3 = 0

2psxg 4+ paxi + Oxp + pex3 = 0
Oxo + Oxy 4+ paxy + psx3 = 0
Essas relagdes bilineares nas variaveis xg,x1,Xx2,X3 € p4, Ps5, P podem ser vistas como
um sistema linear em cada conjunto de varidveis considerando o outro conjunto como
parametro. Escrevendo tais relagdes como um sistema linear nas varidveis pq4, ps, Pe,
obtemos:
2xops + xips + x2pe

xips + 2xops + x3pe =
xps + x3ps + Opg =

os pontos de Z* sdo pontos nos quais tal sistema possui solugdo nao trivial e portanto

satisfazem
2x0 X1 X2
det| x; 2x0 x3 | =2x1x0x3— 2x0x% — ZxOx% =0.
x x3 0

Concluimos portanto que

Z* =V (x1xx3 —xox% —xox%) CP:xqs=x5=x5=0.
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Vamos agora examinar um exemplo de hipersuperficie ctibica em P® com u =2 e
tal que Z* C P? é uma superficie quddrica. Pela proposi¢io 1.5.7, Z* C det(M) é uma
componente irredutivel de uma superficie determinantal de grau 7 — oo = 3. Generica-
mente se espera que a condi¢do determinantal dada por det(M) C P defina uma hipersu-
perficie irredutivel, assim, genericamente espera-se que Z* = det(M). No exemplo que
apresentaremos nio vale a igualdade esperada Z* = det(M) pois det(M) C P? é uma su-
perficie cubica que ndo é irredutivel, tendo duas componentes: uma quadrica Q = Z* e
uma linear.

Exemplo 2.4.9. Seja X = V(f) C IP® uma hipersuperficie ctibica com equagio:
f = xox4xs5 + xlxi + Xx4X6 + X3X5X6

Observamos que fy = x4xs, f1 = xﬁ, J> = x4x6 € f3 = xsx¢. Uma relagdo algébrica entre
essas derivadas parciais é:

fofa=fifs

Faremos p4 = x4, p5 = X5, pg = X¢ nas segundas derivadas parciais obtidas a partir
de

(i) fa = x0x5 + 2x1x4 + X2X6;
(1) f5 = xox4 + x3%6;
(ii1) fo = x2x4 +x3x5.
Utilizando o argumento tedrico descrito na demonstrag¢do da proposic¢ao 1.5.7, lem-

bramos que P = P3 : x4 = x5 = x¢ = 0, escreveremos as equacdes para i = 4,5, 6:

T aZf
i=0 8x,~8xj

(p)x; =0

obtemos,
psxo + 2pax1 + pex2 +  Oxs
paxo + Ox; 4+ Oxop + pgxz3 =
Oxp + Ox1 + paxo + psx3 =

Essas relagdes bilineares nas varidveis xg,x1,X2,X3 € p4, Ps,Pe podem ser vistas
como um sistema linear em cada conjunto de varidveis considerando o outro conjunto
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como parametro. Escrevendo agora tais relagdes como um sistema linear nas varidveis

Da, D5, De, Obtemos:
2x1ps + xops + xops =

xop4 + Ops + x3pe
Xxops + x3ps + Ope =

os pontos de Z* sdo pontos nos quais tal sistema possui solugdo nao trivial e portanto

satisfazem
2x1 Xp X2
det| x9 0 x3 | =2xpxox3— 2x1x§ =0.
x x3 0

Por questdes de irredutibilidade concluimos que

Z" =V (xox —x1x3) C PP :xy=x5 =x¢ =0.

Temos, mais uma vez um teorema de caracterizagcdo como em [Pe, Pg. 354]

Teorema 2.4.10. Seja X = V(f) C P® uma hipersuperficie ctibica, nio cone. Entio sdo
equivalentes:

(i) X possui hessiano identicamente nulo e L = 2;

(ii) uma componente irredutivel de Y = Sing(X) é ¥ = P3 e existe nesse P> uma com-
ponente mergulhada que é uma superficie quddrica ou ctibica;

(iii) a menos de projetividade X possui uma equacio
f = XOCO(X4,)C5 7x6) +x1 Cl ()C4,XS,X6) +X2C2 ()C4,X5,)C6) +X3C3 (X4,XS,X6) +D(X4,)C5,X6).

Em que C°, C', C? e C3 sido formas quadriticas linearmente independentes, trés a
trés algebricamente independentes e D uma forma ctibica.

O teorema a seguir € um corolério do teorema ??.

Teorema 2.4.11. Seja X = V(f) C P uma hipersuperficie cibica, nio cone, com hes-

siano identicamente nulo. Entdo X = U IP’?, em que T,Z* C IP’%a. Além disso, as fibras
reZ*
do mapa de Gauss de X em cada IF’%a sdo as retas desse P> que passam por r.
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Prova:  Vamos fixar as seguintes notacdes: Z = S(Z,[) a imagem polar de X é um cone
com vértice um plano 7 = ¥ e base uma superficie S que é a superficie dual de Z* C P3,
nesse mergulho.

X pode ser vista como variedade regrada de duas formas distintas:

(i) (Folheacdo de Perazzo) Faremos a identificacdo natural Z* ~ W, a fibra do mapa de
Perazzode umpontor € Z*é L, = }P’f DY pela proposic¢ao 1.4.1 e assim concluimos
que X, = L,NX =2V +L,. Assim,

x=L
rezZ*
de forma que X fica regrada por espacos lineares de dimenséo 3. Geometricamente
tal folheac@o se faz da seguinte maneira, se p € X é gerale Z(p) =w <> reZ*
a folha que passa por p é L, =< p,T,Z* > (lembramos que da demonstracio da
proposi¢ao 1.3.11 sabemos que X,, é um cone com vértice 7,Z%) ;

(i1) (Folheacgdo de Gauss) As fibras do mapa de Gauss sdo retas contidas em X formando

x=rL

zeX*
De fato tais fibras sdo retas uma vez que pela proposicdo 1.3.7 dado p € X geral,

uma folheagdo natural

ereZ* < w= 2(p) €W entdo a reta < p,r > é contraida pelo mapa polar,
portanto dimX* < 4. Para concluir que dimX™* = 4 notamos que se esse nao fosse
0 caso, entdo o espaco tangente a X em planos passando por um ponto, na fibra de
Perazzo seria constante, isso é um absurdo pois < X* >=< Z >. Observamos que
h4 uma familia 2 dimensional de hiperplanos H O L, (correspondendo a um plano
L}) portanto, cada um deles é tangente e X* fica assim regrado por (uma familia 2
dimensional) de planos parametrizados simultaneamente por S (superficie dual de
Z* em seu mergulho) e por pontos de 7. o

2.5 Cubicas de hessiano nulo em P7

Seja X = V(f) C P’ uma hipersuperficie ctibica, nio cone, com hessiano identicamente
nulo. Pela estimativa da proposi¢cdo 1.3.11 temos que y < 3, portanto, temos outra vez
somente duas possibilidades:
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(i) u = 1 pela proposi¢io 1.5.9 a = 0, Z* C P> = ¥ é uma conica;

(i) u =2 pela proposi¢do 1.5.10 sabemos que < Z* >C Y.

Observamos que fomos capazes tratar o caso N = 7, que Perazzo nao tratou, pois nossa
estimativa € um pouco mais refinada.

2.5.1 Imagem de Perazzo de dimensao 1

Primeiramente analisemos o caso = 1. Para obter a forma candnica nesse caso pode-
mos utilizar a proposi¢io 1.5.5 e um argumento similar aquele usado em P* e P assim
obtemos a seguinte

Proposicdo 2.5.1. Seja X = V(f) C P’ uma hipersuperficie ctibica, ndo cone, com hes-
siano identicamente nulo e tal que U = 1. Entdo, a menos de projetividade X possui uma
equacao:

f= x()xg + 2x1X6X7 —|—x2x% + D(x3,X4,X5,X6,X7)-

Em que D é uma forma ciibica nas varidveis x3, X4, X5, X¢ € X7 tal que a hipersuperficie
por ela definida em P* : xy = x; = x» = 0 ndo seja singular ao longo de todo o plano
=x4=x5=0:P>2CP*:xo=x; =x, =0.

Prova: A obten¢do da forma candnica € clara. A condicdo de ndo singularidade € para
evitar que P> =< P2, P?> >C Y que implicaria em X ser um cone. Temos uma andlise
similar aquela de P°. O

Teorema 2.5.2. Seja X = V(f) C P’ uma hipersuperficie ciibica, ndo cone. Entio sio
equivalentes:
(i) X possui hessiano identicamente nuloe |l = 1;

(i) existe um P> C Y = Sing(X) e as quddricas polares dos pontos de P sdo tangentes
aum P> = L ao longo desse P> = ¥, gerador comum:;

(iii) a menos de projetividade X possui uma equagio

2 2
f = xoxg + 2x1x6x7 + X2x5 + D (X3, X4, X5,X6,X7).
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Em que D é uma forma ciibica nas varidveis x3, x4, X5, X € X7 tal que a hipersuper-
ficie por ela definida em P* : xy = x| = x» = 0 seja nio singular ao longo de todo o
planox3;=x4=x5=0:P>CP*:xg=x; =x =0.

Prova: Identica aos casosN =5e N = 6. O

2.5.2 Imagem de Perazzo de dimensao 2

Consideremos agora o caso (ii), no qual 1 = 2, sabemos da proposi¢ao 1.4.1 que < Z* >C
Y e portanto dimY > 3 e como X ndo € cone, temos ainda que dimY < 4 pela proposicao
2.2.5.

O primeiro subcaso é aquele em que as fibras do mapa de Perazzo formam um
sistema linear e para esse subcaso temos uma forma canonica.

Proposicdo 2.5.3. SejaX = V(f) C P’ uma hipersuperficie ctibica, ndo cone e com hes-
siano identicamente nulo. Suponhamos que que a imagem do mapa de Perazzo de X seja
de dimenséo dois, isto €, L =2 e as fibras do mapa de Perazzo formem um sistema linear.
Entao, a menos de projetividade, X pode ser descrito por uma forma:

f=x0C°(x5,%6,%7) +x1C" (x5, %6,%7) +x2C% (x5, %6, X7) +33C> (x5, X6,X7) +D (x4, X5, X6, X7 ).

Em que C°, C', C? e C? sdo formas quadriticas linearmente independentes e trés a trés
algebricamente independentes e D uma forma ctibica.

O caso 4 = 2 em P’ é bem mais interessante pois pode ocorrer que as fibras do

mapa de Perazzo ndo formem um sistema linear.

Vamos analisar um exemplo interessante produzido a partir da maquinaria de Gor-
dan e Noether. Esse é um exemplo de hipersuperficie ctibica X = V(f) C P, ndo cone,
de hessiano identicamente nulo com u = 2 tal que duas fibras gerais do mapa de Perazzo
L,, = P>, se cortam ao longo de um P3 = L,,N L. Esse exemplo foi motivado por seu rico
lugar singular que consiste de trés componentes irredutiveis, um P e duas variedades de
Segre P! x P? mergulhadas em respectivos P> que se cortam ao longo o P3 singular.

Exemplo 2.5.4. Primeiramente consideremos 7' = S5, C P8 a variedade de Segre. Uti-
lizamos a seguinte identificacio P® = P(M3,3(C)). Com tal identificaciio, temos que

T =S$0={M]€P®| k(M) =1}
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Assim, temos que a variedade das secantes de 7' é uma hipersuperficie ciibica determi-
nantal:
ST = {[M] € P | tk(M) <2} = {[M] € P} | det(M) =0}

Se tomamos a secao hiperplana xg = 0, que mostraremos ser uma se¢o tangencial, obte-
mos a seguinte hipersuperficie ctbica:

X=HNSTCP =H

De fato, H corresponde a um hiperplano tangente por exemplo ao ponto p = [A] represen-
tado pela seguinte matriz

1 00
A=]1 010
000
Em coordenadas, X = V(f) onde
X0 X1 X2
f=det| x3 x4 xj5 = X1X5Xg + X2X3X7 — X2X4Xg — X0X5X7
x¢ x7 0

Para encontrar a imagem polar Z C P’ devemos calcular as derivadas parciais:

1. g—;; = —X5X7
2. g—)ﬁ = X5Xg
3. g—){z = X3X7 — X4Xg
4. g—)g; = XpX7
5. é% = —XpXg
of

6. xs = X1Xe — X0X7
. Tx(, = X1X5 —X2X4

. =L = xpx3 — XX5
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Observamos uma evidente relagdo algébrica entre as derivadas parciais:

Jfofa = xoxsxex7 = f1 13

portanto, X possui hessiano nulo e claramente ndo é um cone. Z é um cone quadrético de
vértice yo = y4 =y; = y3 = 0 e equagdo

Z =V (yoys—y1y3)

(de fato, esta € a tnica relacdo entre as derivadas parciais, ou seja, & = 0) Dualmente
Z* serd uma superficie quadrética degenerada contida no P3 : xy = x5 =x =x7 =0 e de
equacao:

Z" =V (xoxa — x1X3).

Esse P2 que é o "span"linear de Z* é uma componente do lugar singular de X como pode
ser facilmente observado ¥y = P3 =< Z* >. Por outro lado devemos ter ainda no lugar
singular de X ao menos os pontos de ST que ja eram singulares, isto €, Sing(ST)NH =
T NH. Vamos descrever esse lugar singular dlgebro-geometricamente concluindo que se
trata de uma unido Y = Y,UY; UY> onde ¥, i = 1,2 correspondem a duas variedades de
Segre mergulhadas em dois [P distintos que se cortam ao longo 3 = ¥j,.

De fato, suponhamos que x5 # 0, entdo a condicdo de singularidade implica, nesse caso,
X6 =x7 =0, x1x5 —x2x4 = 0 € X0x3 —x0Xx5 = 0. Seja P=L: xg = x7 =0, dentro desse P>
uma outra componente de Y corresponde a uma interse¢io de 3 quadricas formando uma
variedade de Segre S; >. Observamos que as quadricas Q1 : x1x5 — x2x4 € O : X2X3 — X0X5
sdo, em seu spam linear L, duas hipersuperficies quadricas de posto 4 além disso, o 3
plano ¥y : x, = x5 = 0 (pensado dentro de L;) est4 contido em cada uma das quédricas.
Como Q1 NQy 2 ¥y tomamos p € Q1N \ Yy, p=(ap:aj;:az:a3:a4:as5:0:0),
(az:as) #(0:0), ajas —azas = 0 e ayaz —apas = 0. Assim, (a : as) é uma solugdo ndo
trivial do seguinte sistema linear homogéneo:

—as ai r 0

asy ap S 0

Portanto, concluimos que agas —ajaz = 0, logo, a terceira quadrica supracitada € exata-
mente Q3 : xox4 — x1x3 = 0. Identificando L; = P(M,,3(C)) a componente irredutivel
. . X0 X1 X2 .
de Y contida em L; corresponde as classes de matrizes tais que xjxs —
X3 X4 X5
XpX4 = XpX3 — XgX5 = XgX4 — x1x3 = 0, mas esses sdo exatamente os menores 2 X 2 da
matriz, ou seja,

i ={[M P’ | k(M)=1} =S,
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A anélise da outra componente é completamente andloga sendo L, : x; = x5 = 0.
A quddrica polar de um ponto de Z* tem posto 2 e portanto as fibras do mapa de Perazzo
sdo L,, = Sing Q, = P> ou seja, nesse caso U = 2. Com efeito, se r € Z*, r=(ag:a; : 0:
asz:ay:0:0:0) em que apas — ajaz = 0, entdo a quadrica polar de r é da forma:

00 0 00 0O 0 O
00 0 00 0O 0 O
00 0 00 0 —a a

oo 0o 00 0 o o

=190 000 0 0 o0
00 0 00 0 a —a
00 —as 00 a 0 0
00 az 00 —ap 0 0

que tem posto dois pela relagido apas — ajaz = 0 que ocorre nos pontos de Z*.

Duas fibras gerais do mapa de Perazzo se cortam em um P3 como se pode verificar anal-
izando o lugar singular da quadrica polar de dois pontos gerais de Z*.

Nesse caso, as fibras do mapa de Perazzo ndao formam um sistema linear.

Proposi¢io 2.5.5. SejaX = V(f) C P’ uma hipersuperficie ctibica, ndo cone e com hes-
siano identicamente nulo. Suponhamos que que a imagem do mapa de Perazzo de X seja
de dimensio dois, isto é, u = 2 e duas fibras do mapa de Perazzo gerem P’. Entio, a
menos de projetividade, X pode ser descrito por uma forma:

f=x0C° (x4,%5,%6,%7) +x1C (x4,%5,%6,%7) +x2C% (x4, X5, X6,%7) +X3C° (X4, X5, X6,%7) + D (X4, X5, X6,%7).

Em que C°, C', C? e C? sio formas quadraticas linearmente independentes que nio sio
cones de mesmo vértice e D uma forma ctibica.

Nosso proximo exemplo € bastante interessante pois € o primeiro em que codimZ >
1. Observamos que se N < 6, entdo, pelas proposi¢des 2.3.2 e 2.4.1, sempre tinhamos que
o = 0 que € equivalente a codimZ = 1.

Exemplo 2.5.6. Seja X = V(f) C IP7 a hipersuperficie ciibica de equagio
f= xoxg + x1x5%6 + xzxg + x3X6X7 + x;;x% .

Claramente X nio € um cone e possui hessiano identicamente nulo uma vez que podemos
determinar relagdes algébricas evidentes entre suas derivadas parciais. De fato,

fob=ft e pHfai=fi
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Portanto codimZ = 2. Note que o lugar singular possui uma componente Yy = P* : x5 =
x¢ =x7 =0¢ que Z* C Yy. Como Yy é linear, < Z* >C Y.

2.6 Exemplos em dimensao superior

Nessa secdo apresentamos exemplos de hipersuperficies cibicas em dimensdo N > 7
que possuem propriedades geométricas fortemente diferentes daquelas classificadas e de-
scritas até agora. Se N < 6, por exemplo, todas as hipersuperficies ctibicas que nio sio
cones e possuem hessiano identicamente nulo sio de tipo especial, no sentido que Z C PV
€ uma hipersuperficie e que as fibras do mapa de Perazzo formam um sistema linear es-
pecial de P passando por um P! fixo. Em P’, apresentamos, na se¢io anterior, exem-
plos de hipersuperficie ctbica ndo cone e com hessiano identicamente nulo que ndo sao
de tipo especial, no sentido supracitado. Por outro lado, existe ainda uma particularidade
geométrica persistente nos exemplos apresentados, a saber, < Z* >C Y. Apresentaremos
também alguns aspectos algébricos e suas implicacdes geométricas.

2.6.1 O caso de P8

SejaX =V (f) C P® uma hipersuperficie ctibica, ndo cone, com hessiano identicamente
nulo. Observamos que a estimativa obtida na proposi¢do 1.3.11 nos fornece u < 3 e que
sea=1,entdo u < % O procedimento para uma classificacdo das cubicas de hessiano
nulo em P8 seria bastante natural para y = 1 e para u = 2 (proposicdes 1.5.9 e 1.5.10).

O tnico problema seria & = 3 . Nesse caso, observamos ainda que se < Z* >C ﬂ L,,
weWw
entdo, como L,, = ]P’fv (fibras do mapa de Perazzo) teriamos somente uma possibilidade:L,, N

Ly = P* que seria o caso em que as fibras do mapa de Perazzo formam um sistema lin-
ear especial, caso este que conhecemos profundamente. De fato, sabemos, da proposi¢ao
1.3.6 que dimZ* > 3 = dim < Z* >> 4 (pois a mesma ndo ¢ um espaco linear). Nosso
problema é nio saber se em P®, quando u = 3 vale a inclusio que permeia toda a tese, a
saber: <Z* >CY.
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2.6.2 Uma classe de exemplos extremais

Vamos aqui apresentar familias de exemplos em que o espaco linear < Z* >C Y é maxi-
mal e constitui uma componente irredutivel do lugar singular de X (em todos esses exem-
plos o = 0). Nesses exemplos yt = m — 1 € maximal pela estimativa yu < N%H = #
Esses exemplos fazem parte da maquinaria de Gordan e Noether e, via proposicdo 1.2.4
possuem hessiano nulo. Tais exemplos s6 ocorrem em dimensdo par, N = 2m, e de fato
alguns de nossos exemplos em P* ¢ P9 sdo desse tipo.

Seja X = V(f) C P em que f = x0Bo(Xni1) + ... + XmBm(x2m). Como temos m + 1
formas dependendo de m varidveis, necessariamente existe uma relacdo de dependéncia
algébrica entre tais formas. Se supusermos que By, ..., By, sdo linearmente independentes
entdo X ndo é um cone. Se escolhemos arbitrariamente as formas By, ..., B,,, entdo (a
menos de permutagdo) podemos supor que By,...,B;;,—1 formem uma sequéncia regular
que implica serem algebricamente independentes (a reciproca ndo é verdadeira).

E facil ver que Yo = P" : x40 = ... = X, serd uma componente irredutivel de ¥ =
Sing(X), nesse caso. De fato, Yy C Y (verificagdo imediata) e além disso, nossa hipdtese
de que By, ..., B;;—1 formem uma sequéncia regular implica que dimY < m como dimYy =
m segue imediatamente que ¥ € uma componente irredutivel de Y.

Um exemplo explicito em P8.

Exemplo 2.6.1. Seja X = V(f) C P® em que
f = x0x% 4 X122 4 x023 4 x32% 4 x4 (x5x8 — x6X7)

E facil notar que esse exemplo se enquadra na classe extremal descrita.

2.6.3 Exemplos cuja imagem polar tem codimensao maior que 1

Primeiramente lembramos que se N < 6, entdo necessariamente & = 0, isto é, Z C PN ¢
uma hipersuperficie. Algebricamente a condi¢do @ = 0 nos diz que existe apenas uma
relagdio algébrica entre as derivadas parciais de f. Em P’ apresentamos um exemplo
no qual @ = 1, a partir de agora vamos mostrar estratégias para construir familias de
exemplos nos quais & > 1, ou seja, exemplos nos quais existem mais de uma relacdes
algébricas entre as derivadas parciais de f. Vamos mostrar varios exemplos nesse sentido,
em PV, N>38
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Exemplo 2.6.2. Seja X = V(f) C IP7 a hipersuperficie ctibica dada pelaa forma
f= xox% + x1x3%4 + xzxﬁ + X5x4%7 + xGx% .

X nao é um cone (¢ facil verificar que as derivadas parciais sdo L.I.) e as suas derivadas
parciais satisfazem duas relacdes algébricas:

2 2
fi =Jfofae f5 = fofe.
A forma f € dita ser obtida da concatenacdo (soma e eliminacdo de termo com duplici-
dade) da forma f; = xox% + x1x3x4 + xzxﬁ com a forma f; = xzxﬁ + xsx4x7 + x6x% (uma
mudanga de coordenadas de modo que o primeiro mondmio de f> coincide com o terceiro

mondmio de f;). ambas de hessiano nulo num P*.
Exemplo 2.6.3. Seja X = V(f) C P a hipersuperficie dada por

f= xox% + 2x1Xx3%4 + xgxﬁ + x5x§ + xgxgxg + x7x% .
Claramente X nao € um cone e suas derivadas parciais satisfazem

ff=fohefé=rsfr

Nesse exemplo @ = 1. f foi obtida de uma soma, seguinte forma. Considere a forma
fi= xox% + x1x3X4 —|—)c2x31 que define uma ctbica de hessiano nulo em P* e defina h=
x5x§ + X6X8X9 —|—x7x3 (fazendo um shift nos rétulos das varidveis que definem f;) que
também é uma ctbica de hessiano nulo em um P* disjunto.

Um exemplo, com o = 2, dado por justaposi¢ao:

Exemplo 2.6.4. SejaX =V (f) C IP'4 a hipersuperficie ctibica dada por pela justaposicio
da forma f; = xoxg + x1x3x4 —l—xzxi consigo mesma duas vezes. Mudando varidveis obte-
mos fr = x5x§ + XxgXxgX9 —|—x7x§ e f3= xl()x%3 4+ X11X13X14 +x12x%4 Obtemos assim

f= XOX% + 2x1x3X4 +X2x42; +x5x§ + X6X8X9 +x7x§ +x10x%3 +X11X13X14 +X12x%4-

X ndo é um cone e as suas derivadas parciais satisfazem

i =fof. f2=fsfre fi = fiofi-

Observacao 2.6.5. Os métodos descritos na obtencdo dos exemplos em questio fornecem
hipersuperficies cibicas, ndo cones, com hessiano identicamente nulo em que ¢ > 1 para
todo N > 7. Além disso, se N for suficientemente grande, entdo existem exemplos em que
o é arbitrariamente grande. Precisamente, dado o € N (arbitrério), existe Ny = No() tal
que para todo N > N existe em PV uma hipersuperficie ciibica X, nio cone, com hessiano
identicamente nulo em que oy = Q.



CAPITULO 3

Hipersuperficies cibicas desenvolviveis

Nesse capitulo serd apresentado o conceito de hipersuperficie desenvolvivel e mostraremos

que as hipersuperficies de hessiano nulo sdo desenvolviveis. A partir da classificagdo das

hipersuperficies ctibicas de hessiano nulo vamos classificar as ctibicas desenvolviveis em
P* e em P>,

3.1 Relacao entre hipersuperficies desenvolviveis e de hessiano nulo

Lembramos a defini¢io do mapa de Gauss de uma variedade projetiva X C PV (dimX =

Definicdo 3.1.1. O mapa polar de X C PV é o mapa racional

Y : X --» G(n,N)

X T.X

Uma Variedade desenvolvivel € aquela cujo mapa de Gauss é degenerado, isto é, a

imagem do mapa de Gauss tem dimensao menor que #n = dim X. Assim, para hipersuper-

ficies temos:

Definicdo 3.1.2. Uma hipersuperficie X C PV é chamada desenvolvivel se ocorrer:

dimX* <N—1.

Como estamos interessados em hipersuperficies, e nesse caso (%x(X)) = X* a

definicdo acima é simplesmente uma releitura da defini¢do cldssica de variedade desen-

volvivel. Uma hipersuperficie é desenvolvivel se o mapa de Gauss a ela associado €
degenerado, isto ¢, se dim(%x (X)) =dimX* <dimX =N — 1.

66
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Nosso objetivo € de entender a relagdo entre os conceitos de desenvolvibilidade e o de
possuir hessiano nulo. Primeiramente observamos que se X tem hessiano nulo e ndao é um
cone, entao:

dimX* <dimZ <N -1

logo X € desenvolvivel.(Ndo poderia ocorrer a igualdade dimX* = dimZ pois assim
terfamos Z = X* pela irredutibilidade de ambos e portanto X = Z* C Y que é um ab-
surdo)

Por outro lado, a reciproca nao é verdadeira, isto é, existem hipersuperficies desen-
volviveis que ndo sdo de hessiano nulo como por exemplo a variedade das tangentes
da ctbica reversa em P? (quértica) ou de uma curva espacial qualquer. Em P3 ndo existe
exemplo de ctibica desenvolvivel ndo cone cujo hessiano ndo seja nulo. Assim, o primeiro

exemplo de uma cubica desenvolvivel com hessiano nao nulo € o seguinte.

Exemplo 3.1.3. Seja X C P* a hipersuperficie tal que X* = 7(#5) é a projecio da super-
ficie de Veronese P? < #; C IP> a partir de um ponto a ela exterior. Assim temos:

X=HNY% =HNSY

Onde H ¢ induz a se¢do hiperplana correspondente. Observamos que dimX* = 2 <
dimX = 3 logo X € desenvolvivel. Por outro lado, identificando PS5 = P(V), onde V =
{A € Mj3|A = A"}, sabemos que ¥5 = {[A] € V | rk(A) < 1} e assim:

S¥ = {[A] € V| rk(A) < 2} = V(det(A))

X0 X1 X2
SendoA= | x; x3 x4 |[.det(A)=xox3xs+2x0x2%4 — X33 — X7X5 — X3 X4.

X) X4 X5
Portanto, tomando H : x; = 0 obtemos apds uma mudanca de (nomes) de variaveis:

f = xoxpx4 + x%xz — xox§
Cujo hessiano ndo € identicamente nulo:

0 0 x4 —2x3 xp
0 2x 2x 0 0
H(f)=det| x4 2xx 0 0 xp | =—8(xoxtx3 +xgxdxs +5x2x3)
—2x3 0 0 —2x O
X 0 xo 0 0
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Vimos que para uma hipersuperficie desenvolvivel o hessiano nem sempre € iden-
ticamente nulo, mas ele € nulo médulo a equacdo que define X. A demonstracdo da
proposi¢do seguinte pode ser encontrada em [?].

Proposi¢io 3.1.4. SejaX =V (f) C PV uma hipersuperficie desenvolvivel, entdo hessy =
0 (mod f).

Segundo um teorema de Zak todas as variedades desenvolviveis sdo singulares. De
fato, temos o seguinte teorema que pode ser encontrado em [?], [?] ou [?, pg.35]

Teorema 3.1.5. Seja X C PN uma variedade projetiva, irredutivel, nio degenerada e ndo
singular de dimensdo n. Entdo o mapa de Gauss é um morfismo birracional sobre sua

imagem.

Como as variedades nao singulares tem mapa de Gauss que € um morfismo, no caso
desenvolvivel é de se esperar que as fibras do mapa de Gauss intersectem o lugar singular
de X. O mais importante resultado sobre o mapa de Gauss € a respeito da linearidade das
fibras do mapa de Gauss. Ver [?, Pg. 22] ou [?, Pg.21]

Teorema 3.1.6. Seja X C PN uma variedade desenvolvivel, irredutivel e ndo degenerada.
Entdo a fibra geral do mapa de Gauss de X é um subespaco linear de PV .

Para cada x € X definimos a folha F, = P¥ eo foco com respeito a F; por F,N
Sing(X). Variando x € X obtemos um importante lugar em Y = Sing(X).

Definicao 3.1.7. O lugar focal F C Y, € lugar dos pontos sob os quais incidem infinitas
fibras do mapa de Gauss ver [FW] e [FP].

Lembramos que se X € cubica, entdo SF C SY C X.
Como temos visto, uma hipersuperficie ctbica irredutivel desenvolvivel X = V(f) c PV
pode ser de duas naturezas muito distintas(de acordo com sua imagem polar):

(i) Com hessiano hy nao identicamente nulo, isto é, a imagem polar coincide com
Z =PV,

(ii)) Com hessiano identicamente nulo sy = 0, isto é, a imagem polar é uma subvar-
iedade Z C PV.
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O segundo caso, para as hipersuperficies cibicas, foi completamente entendido até
P7 no capitulo anterior e além disso demos uma descricdo de classes que existem para
todo N e alguns exemplos em dimensao alta que ndo sdo membros das familias consider-
adas.

No primeiro caso procederemos agora com uma classificacio das ciibicas até P>,
De certa forma, em dimensao baixa, para as cubicas, ocorre o seguinte fendmeno: sio
poucas as classes de ctibicas desenvolviveis que nio tem hessiano nulo. Em P* ¢ P> h4
apenas uma possibilidade a menos de projetividades.

Vamos agora assinalar alguns resultados gerais sobre as cubicas desenvolviveis.
Tais resultados serdo tteis no nosso procedimento de classificacdo de tais hipersuperficies.
Inicialmente escrevemos um lema ttil em raciocinios indutivos e que muitas vezes nos
permite reduzir um problema a caso em que as fibras do mapa de Gauss sao retas.

Proposi¢io 3.1.8. SejaX =V (f) C PV uma hipersuperficie desenvolvivel tal que dim X* <
N — 3. Entao a secdo hiperplana geral de X é desenvolvivel.

Um dos nossos principais objetivos € fornecer critérios segundo os quais uma cibica

desenvolvivel seja um cone.

Proposicio 3.1.9. SejaX =V (f) C PN uma hipersuperficie irredutivel desenvolvivel tal
que dimF = 0. Entdo X é um cone.

Prova:  Via segGes e projecdes podemos nos reduzir ao caso em que codimX* = 2.
Nesse caso as fibras do mapa de Gauss sdo retas que devem intersectar o lugar focal.
Sendo X irredutivel esse ponto nao podem se mover. Assim concluimos X € um cone. O

O préximo resultado corresponde a uma versao projetiva daquele que no caso real é
conhecido por Teorema de Hartman-Niremberg. Tal teorema afirma que as tnicas possi-
bilidades de variedades desenvolviveis com imagem do mapa de Gauss de dimensao 1 sdo
cones (com vértice possivelmente vazio) sobre uma variedade k-tangente a uma curva. O
teorema vale em geral mas daremos aqui uma demonstracdo elementar do caso cibica
que € nosso caso de interesse.
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Proposicio 3.1.10. SejaX =V (f) C PV, N > 3 uma hipersuperficie ctibica desenvolvivel
tal que dimX* = 1. Entdo X é um cone.

Prova: Seccionando X com um P3 C PV geral, obtemos X C P3 uma superficie ciibica
desenvolvivel. Sabemos, pela proposi¢io 3.1.9 que para que X nio seja um cone devemos
ter que dimY = 1. Nesse caso, dim¥ = dimX — 1 e portanto, pela proposicdo 2.2.5, temos

que ¥ = P!. Concluimos assim que ¥ = PN —2

e portanto, desde que N > 5 sabemos pela
proposi¢do 2.2.5 que X é um cone.

Se N = 4, entdo X, por possuir um P? em seu lugar singular, teria hessiano nulo. Pela
proposicao 2.2.9, se X ndo fosse um cone, dimX* = 2.

Se N = 3, teriamos ainda que X teria hessiano nulo e portanto seria um cone uma vez que

as tinicas superficies (ctibicas) de hessiano nulo de IP? sio os cones. O

Dentre as hipersuperficies desenvolviveis, a geral € aquela cujo hessiano néo € iden-
ticamente nulo e tal que dimX* = N —2. Nesse caso as fibras do mapa de Gauss de X
sdo retas. Se X € uma hipersuperficie cibica, entdo S = Sing(X) (considerado com sua
estrutura esquematica) é definido por quadicas e portanto a fibra geral do mapa de Gauss
de X ¢é tangente ou secante a S intersectando-o assim em dois pontos (contados com mul-
tiplicidade). Além disso, se considerarmos somente a estrutura reduzida de S, ¥ = S,.q
e concluirmos que a fibra geral do mapa de Gauss de X € tangente ou secante a (uma
componente irredutivel de) ¥ obtemos que X corresponde a variedade das secantes ou a
variedade das tangentes de Y. Pode ainda ocorrer da fibra geral do mapa de Gauss ser
tangente a S sem o ser a Y como por exemplo no caso de sistema linear de Perazzo.

Proposi¢io 3.1.11. Seja X = V(f) C PV uma hipersuperficie ctibica desenvolvivel com
lugar singular degenerado e de dimensdo dimY = N — 2. Entdo ndo pode ocorrer de
(uma componente irredutivel do) lugar singular de X ser uma hipersuperficie (em seu
“Span"linear) Yo = V(g) c PN 2 C X.

Prova: Primeiramente observamos que podemos nos reduzir ao caso em que dimX™* =
N —2 via secdes e projecdes gerais (proposicao 3.1.8).
Suponhamos, sem perda de generaliade, que tal PN ~2 seja dado por xy_1 = xy = 0. Assim
f =xn-18+xyh em que g e h sdo formas quadriticas. Da expressdo de f obtemos que
Jfi=xy—18i+xyh; parai=0,1,...,N — 2 e portanto tais derivadas parciais se anulam em
PN-2,
Escrevendo

g= (xx,zv_l +xy_1A+B
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h=Bx} +xyC+D
em que A e B sdo formas que ndo dependem da varidvel xy_1, C e D ndo dependem da
varidvel xy e sdo de grau gr(A) = gr(C) = 1 e gr(B) = gr(D) = 2. Reescrevendo a forma
f, obtemos

f= fol(OCx%],l +xy_1A+B) +XN(ﬁx]2\1 +xyC+ D)

derivando tal expressdo de f com respeito a xy_1 € com respeito a xy obtemos, respecti-

vamente:
fv—1 =30x% | +2xy_1A+x3Cy_1 +xyDy_1 +B
n= 3Bx12\, + 2XNC+)C]2V_1AN +xyBy +D
Restrigindo tais formas a PY=2 : xy_; = xy = 0 obtemos que Yy = V(B,D) C P? em

que as formas B,D sdo as restri¢des das formas B e D a PN=2. Como, por hipétese,

dimYy = N — 3 devemos ter que ¥y = V(Q) C IP? é uma quadrica (B = AD).

Nao pode ocorrer de as fibras do mapa de Gauss ficarem confinadas ao “Span'Linear de
Y. Como nesse caso Y ¢é definido por quédricas, uma reta que intersecta Y € secante ou
tangente o resultado segue do fato que as fibras do mapa de Gauss devem intersectar Y.
Observamos que nio poderia ocorrer de B = D = 0, pois nesse caso terfamos dimY =
N—2. O

3.2 Classificacao das Cubicas desenvolviveis em P4

Seja X C P* uma cubica irredutivel desenvolvivel. Como X é uma cibica, dimY <2 e
que dimY =2 & Y =P? C X que implica X com hessiano nulo. Podemos assim nos re-
duzir ao caso dimY = 1. Lembramos ainda que se dimY = 0, entdo dim F = 0 e portanto
X é um cone pela proposi¢do 3.1.9. Além disso, a dimensdo do lugar focal é dimF = 1.

Afirmamos que F € irredutivel. De fato, se F possui duas componentes C| e C,, en-
tdo X = S(Cy,C,) por questdes dimensionais. Nesse caso o graude X é gr(Cy).gr(C2) =3
que nos leva um absurdo, pois se uma das curvas for uma reta, entdo X € cone.

Seja C = F curva irredutivel. Temos assim trés possibilidades
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(i) C =1¢é uma reta;
(ii) C é uma curva degenerada tal que S(C) =< C >=P? C X;
(iii)) C € uma curva irredutivel tal que < C >= P3;

(iv) C é uma curva ndo degenerada, nesse caso S(C) = X por questdes dimensionais e
de irredutibilidade.

No primeiro caso, C = [ é uma reta, entdo a regra de Gauss de X nos fornecera uma
familia 2 dimensional de retas .# = {l, }passando por esta reta. Fazendo m) =< 1,I) >
concluimos que tal familia consiste da familia 2 dimensional de P? passando pela reta /.
Tal familia € linear e devemos ter que 7y NX = 2[4/, . Nesse caso X seria um cone sobre
essa reta pois a secdo hiperplana geral de X seria um cone sobre um ponto dessa reta.

No segundo caso S(C) =< C >=P? C X e sabemos, pela proposicio 3.1.11, que tal caso
nio pode existir. Geometricamente mostra-se que neste caso ¥ = P? e, portanto, X tem
hessiano nulo.

No terceiro caso chegaremos a um absurdo. De fato, dim(SC) = 2 ou 3. Se dim(SC) =2,
entio SC = P? e voltamos ao caso anterior. Se dim(S(C)) = 3, como S(C) C< C >=P3,
devemos ter S(C) = P> C X o que é um absurdo pois dimX = 3.

No tltimo caso mostraremos que C = ¥ (P') é a quértica racional normal. Para isso serd
suficiente mostrar que grC = 4. De fato, pelo seguinte resultado, que pode ser facilmente
provado por inducio, segue a afirmagéo:

Proposi¢io 3.2.1. SejaC C PV uma curva irredutivel e ndo degenerada de grau gr(X) =d.
Entao

i) d>N

(i) d = N se e somente se C = ¥y(P')

S6 nos resta mostrar que se X = S(C) C P* é uma cibica que é a variedade das
secantes de uma curva C C P* (irredutivel e ndo degenerada), entdo tal curva deve ter
grau 4. Para isso utilizaremos a seguinte

Proposicdo 3.2.2. Sejam X C PV uma variedade irredutivel e ndo degenerada e x € X um
ponto geral. Entdo
dimS(7,X,X) = dimSX
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Prova: Pelo Lema de Terracini sabemos que se x € X e y € Y sdo gerais entio
dimS(X,Y) =dimX +dimY —dim(T,X N T,Y)
Logo, se escolhemos X € X um outro ponto geral,
dimS(7,.X,X) =2dimX — dim(7,X N TX) = dimSX

e o resultado segue. O

Para concluir, consideramos a projecdo da curva C de um espaco tangente geral:

m:C--»CCP?

em que [ = T,C e C = P> N S(T,C,C). Se concluirmos que gr(C) = 2, entdo devemos ter
que gr(C) = 4 e o resultado segue. Para isso usaremos o seguinte teorema que foi provado
em [?]

Teorema 3.2.3. Sejam X C PV uma variedade irredutivel e nio degenerada e x € X um
ponto geral. Entdo
S(TX,X) C CeSX

em que C,SX € o cone tangente no ponto x da variedade das secantes de X .

De posse destas proposicdes e por questdes de irredutibilidade concluimos que
S(T,C,C) = C,SC = CX. Sendo X uma cubica, o cone tangente C,X é uma quddrica
e assim concluimos que S(7,C,C) é também de grau 2 o que implica que grC =4 e o
resultado segue. Assim, obtemos o seguinte

Teorema 3.2.4. Seja X = V(f) C P* uma hipersuperficie ctibica irredutivel e desen-
volvivel que ndo € um cone. Entdo X € projetivamente equivalente a:

1. A uma projegio exterior da variedade se Segre .1, C IP°;

2. A variedade das secantes da qudrtica racional normal 7/4(IP’1) cP3;
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3.3 Classificacao das Cubicas desenvolviveis em P5

Seja X = V(f) C P> uma hipersuperficie irredutivel e desenvolvivel cujo hessiano nio
seja identicamente nulo. Primeiramente analisaremos as possibilidades de dimensao lugar
singular (reduzido) Y. Sabemos que dim¥ < 3 e que se dimY = 3, entdo ¥ =P3 e X
seria um cone pela proposi¢cdo 2.2.5. Assim, as possibilidades para dimY, dimY =1 ou
dimY = 2.

Se dimY = 1, entdo a dimensdo do lugar focal € dimF = 1. A curva focal ndo pode
ser plana pois, nesse caso X teria hessiano nulo. Desconhecemos, até o momento, um
exemplo de ctbica desenvolvivel cujo lugar singular seja uma curva.

Se dimY = 2, seja ¥ uma componente irredutivel de Y cuja dimensio seja dim¥ = 2.
Subdividiremos tal caso em trés subcasos:

(i) ¥ =P
(ii) ¥ é uma superficie degenerada tal que SY =< Y >=P3 C X;

(iii) Y € ndo degenerada.

O primeiro sub-caso é de hessiano nulo.

Lema 3.3.1. Seja X =V (f) C P> uma ctibica irredutivel, desenvolvivel e com lugar sin-
gularY =P?. Entio hessy = 0.

Prova: De fato, a menos de projetividades podemos supor ¥ = P? : x3 = x4 = x5 = 0.
Assim, pela proposicdo 1.2.5, podemos escrever f da forma:

f=Axog+Bx1+Cx,+D

e nessa forma candnica as formas A, B,C sdo de grau dois e a forma D ¢é de grau trés e
todas dependem somente das varidveis x3,x4,X5.

Calculando o hessiano de f verifica-se facilmente que o mesmo sé depende das varidveis
X3,X4,%s. Mas sendo X desenvolvivel o hessiano deve ser congruente a zero modulo f.
18s0 sO ocorrera se hessy = 0. O

Lembramos que o sub-caso (i) ndo pode ocorrer pela proposi¢do 3.1.11.
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Vamos agora analisar o terceiro sub-caso, isto &, Y superficie ndo degenerada. Para
isso utilizaremos o seguinte resultado classico conhecido desde Severi, ver [?, pg.20].

Teorema 3.3.2. SejaX C IP° uma superficie irredutivel e nio degenerada tal que dimS X =
4. Entdo X € projetivamente equivalente a superficie de Veronese 75(P?) C P,

Ora, como 3 = dim¥ + 1 < dimSY < dimX = 4, obtemos que dimSY = 4 (nesse
caso X = SY) e portanto, aplicando o teorama supracitado, ¥ = #5(IP?). De fato, S73(P?)
€ uma hipersuperficie cibica desenvolvivel.

Caso 2. O ultimo caso seria aquele em que dimY = 1. Novamente podemos nos

reduzir ao caso em que dimX™* = 3. De fato, se dimX™* < 2 a se¢do hiperplana geral de
X seria uma hipersupeficie ctibica desenvolvivel X C P* com lugar singular zero dimen-
sional e portanto seria um cone.
No caso em que dimX™* = 3, as fibras do mapa de Gauss sdo retas que intersectam Y
em dois pontos(possivelmente coincidentes). Se um desses pontos fica fixo, entdo X é
um cone. O caso a considerar é aquele em que ambos os pontos descrevem curvas C; e
C, (possivelmente a mesma curva) e que deveriamos ter que X = S(C1,C3) o que é um
absurdo uma vez que a dimensdo méxima de tal variedade é 3.

Teorema 3.3.3. SejaX = V(f) C P> uma hipersuperficie ctibica, irredutivel, ndo cone e
que seja desenvolvivel. Entido

1. hessxy =0;

2. A variedade das secantes da superficie de Veronese X = S75(IP?) C P>;

3. ou X tem lugar singular de dimensdo 1 e ndo consiste de uma curva plana.
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