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RESUMO

Estudamos o sistema parabdlico nao-local acoplado

t ¢
u — Au = / (t —s) " w|Ptu(s)ds, v, — Av = / (t — 8) 2 |u|" u(s)ds
0 0

onde 0 < v;,7, < lep,q > 1. Consideramos o problema em (0,7) x RY e um problema de
Dirichlet em (0,77) x Q, com € C RY dominio limitado e fronteira regular. Admitimos que
os dados iniciais u(0), v(0) € Co(RY) e u(0),v(0) € Cy(£2), respectivamente. Encontramos
condigbes que garantem a existéncia de solugao global e a explosdo num tempo finito de

qualquer solucao do sistema em questao.



ABSTRACT

We study the nonlocal coupled parabolic system

t ¢
u — Au = / (t —s) " w|Ptu(s)ds, v, — Av = / (t — 8) 2 |u|" u(s)ds
0 0

where 0 < 71,7 < 1 and p,q¢ > 1. We consider the problem in RY x (0,7) and a
Dirichlet problem in (0,7) x Q with Q C RY a bounded domain with smooth boundary.
The initial data is assumed u(0),v(0) € Co(RY) and u(0),v(0) € Cy(£2), respectively. We
found conditions that assure either the existence of global solution or the blow up in a

finite time of a some solution of the system.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, consideramos o seguinte sistema parabdlico semi-linear com uma nao-

linearidade nao-local no tempo
t

u— Au = / (t — s) " |v[P" u(s)ds em (0,T) x €,
0

¢
v —Av = / (t — 8) 7 |u|"  u(s)ds em (0,T) x €,
0

u=v =0em (0,7) x 05,
u(0) = wup, v(0) =1y em €2,

\
com p,g > 1,0 < 7,7 < 1 e dados iniciais ug, vy € Cp(2). Consideramos os casos em

que Q =RY e Q c RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular.

No capitulo 1, estudamos a existéncia de solugoes para o sistema (1) e anal-
isamos as solucoes que explodem num tempo finito. No capitulo 2, apresentamos condigoes
que garantem a existéncia de solugao global para o sistema (1). Com a finalidade de mo-
tivar esta questao, destacamos alguns resultados conhecidos para o problema parabdlico

semi-linear

u— Au = /0 (t — s) 7 |ulP u(s)ds em (0,T) x RY, )

uw(0) = up em RY
comp>1,0<vy<1eu € Co(RY), que foi estudado em [5]. Nesse trabalho, os autores
mostraram que se u € C([0, Trax), Co(R"Y)) é a solugao de (2) e p, = max{flyjp'y}(p* = 400
se v =0), onde

b — 1+N4:2%j2'y ,N>2o0u(N=1lei<y<l),
k 400 ,N:1e0<'y§%7

entao

(i) Se p < p. e ug >0, up # 0, entdo u explode num tempo finito.

N(p-1)

(i) Se p > p. e ug € L% (RY), onde g, = 421

, com ||ug||q,. suficientemente pequeno,

entao u existe globalmente.

Os autores consideraram ainda a equacao (2) num dominio limitado regular



Q C RY com a condicao de Dirichlet no bordo, isto é
t
u— Au = / (t — &) |ulP~tu(s)ds em (0,T) x €,
0

u =0 em (0,T) x 99, (3)
u(0) = wup em £,
onde p > 1e0 <~ < 1. Eles mostraram que, se u € C([0, Tiax), Co(£2)) é a solucao de
(3), entao

(i) Se py < 1ewy >0, ug #Z 0, entao u explode num tempo finito.

(ii) Se py > 1 e ||ug||z~ € suficientemente pequeno, entao u existe globalmente.

Nosso objetivo é estender os resultados obtidos em [5] para o sistema (1). Esta
generalizagao nao é imediata e, por isso, utilizamos argumentos diferentes dos que foram
usados em [5]. No caso do sistema (1), surgem algumas dificuldades que nao ocorrem no

caso da equagao (2), como veremos mais adiante.

Por ser um valor critico para a existéncia de solugao global, p, é chamado
o coeficiente de Fujita do problema (2). Este termo originou-se no estudo da equacao
parabdlica semi-linear

uy — Au = [uP" u em (0,7) x RY (4)

veja, por exemplo, [9], [10], [13] e [16]. Neste caso, é bem conhecido que o coeficiente de
Fujita é dado por p, = 1 + % e pode ser determinado através do seguinte argumento:
se u(t,r) é uma solugao da equagao (4) com dado inicial ug, entao )\%u()?t, Az) é uma
solugao de (4) com dado inicial )\%uo()\x). Temos

2 N

2 2 N
A7 ug (M) = A7=77 [luo]l,- (5)

Desta forma, a norma in L” é invariante se, e somente se, r = r. = w. Além disso,
r. > 1 se, e somente se, p > p,. Note que L™(R") é o tinico espaco onde um dado inicial
pequeno pode gerar uma solucao global. Com efeito, se assumirmos que r # 7. e que a
norma ||ug||, suficientemente pequena assegura que a solucao é global, podemos deduzir
de (5) que toda solucao de (4) com dado inicial ug € L"(RY) é global. Obviamente isto
é falso, pois sabe-se que a solugao de (4) explode num tempo finito se o dado inicial é

suficientemente grande.

O argumento anterior é chamado de scaling e pode ser usado para encontrar

o coeficiente de Fujita de outras equacdes como, por exemplo, u; = Au + t*|z|7uP(vide
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[1],[18],[19], [20]), u; = V.(u"Vu) 4+ uP(vide [11]) e uy = Au + u(t, 0P %u(t, z)?, com
p > q > 1 (vide [22]). Entretanto, em [5], os autores mostraram que o coeficiente de
Fujita p, da equagao (2) ndo pode ser obtido através deste argumento. De fato, se u(t, x)
¢ solugao de (2) com dado inicial uy € L"(RY), entao )\% u(A?t, \z) é solugao de (2) com

dado inicial /\%uo()\x). Como H)\%uo(/\)H — A

N(p—1)
4—2~

7*Hu0|]r, a norma em L"(RY)
é preservada se, e somente se, 1 = g = Note que r,. > 1 se, e somente se,

p>pse =1+ 27 Entretanto, segue dos resultados obtidos em [5] que ps. < ps.

O argumento do scaling também pode ser usado para encontrar o coeficiente
de Fujita de alguns sistemas. Por exemplo, se (u,v) é solu¢ao do sistema
—Au = |v[P~'vem (0,T) x RV,
—Av = u/T'wem (0,7) x RV, (6)

u(0) = wug, v(0) =vy em RV,

com p,q > 0 e pg > 1, entdo (uy,v,) definida por

up(t, r) = Nu(\, Ax), oa(t,2) = Nv(A%t, Ax) (7)
onde v = QIggf}), d = 21()5 i), ¢ solucao deste sistema com dado inicial
WS up(Az) , AT T up(Aa)).
Portanto, temos ||ux(0)[|, = A T _7H’LLOHT, loa(0)]]s = A s s, € estas normas

N(@

~ . . 1
sao invariantes somente quando re =585 )e s.= %(&). Note que r. > 1,s. > 1 se,

p+1

e somente se Ll <% ﬂ

" i < 4, 0 que coincide com os resultados obtidos em [8]: se

p,q >0 com pg > 1, entao

(i) Se ﬂll < 2, ;;“—11 < % e (ug,vp) € L™ (RN) x L*(RY) com |Juo||,. + [|vo|s. suficien-

temente pequeno, entao a solugao de (6) existe globalmente.

(i) Se p+11 > 2 ou q71 > 2 ¢ (ug,v9) # (0,0), up, vo > 0 entao a solugao de (6) explode

num tempo finito.

Aplicamos agora o argumento de scaling para o sistema (1), com Q = RY. Se
(u,v) é uma solugdo com dado inicial (ug,vp), entdo para todo A > 0, (uy,vy) definida
por

up(t, x) = Nu(Nt, \x), v(t, 2) = No(\t, Ax),



onde

_ =44 p2p—4) o 2 -4+e@n—9)
1 —pq L —pgq

é uma solucao de (1). Observe que, se (ug,vg) € L™ (RY) x L™(RY), entdo as normas em

~y

)

L™ (RY) e L™(RY) sdo preservadas se, e somente se,

N(pg—1) ry — N(pg—1)
22 —m+p2 - )] 22 — 72+ q(2 — m)]
Além disso, 7y > 1 e ry > 1 se, e somente se,

N(pg—1)
2

r =

(8)

N(pg—1)

! )

P2 =)+ 2-m)< eq2—m)+(2-m)<

Poderfamos esperar que se (9) nao vale, entao qualquer solugao de (1) explode num tempo
finito. O préximo resultado refere-se ao sistema (1) com € = RY e mostra que isto nao

ocorre.

Teorema A. Sejam p,q > 1, pg > 1, 0 < 1,7 < 1 e ug,vy € Co(RY).
Considere (u,v) € {C([0, Trax), Co(RY))}? a solucio correspondente de (1), com 2 = RY.
Suponha que
L=py+pl—qn)+plg+1) >5(pg—1)
ou (10)

1—gn+q(l—py)+ap+1) >Ypg—1)
ou

L—py+p(l—gn) >0
ou (11)

L—qgn+q(l—pyp) >0

Se (ug,vo) # (0,0) com wugy, vy > 0, entao (u,v) explode num tempo finito.

Sobre a existéncia de solucdo global para o sistema (1), com = RY, temos o

seguinte resultado.

Teorema B. Sejam p,¢ > 1, pg > 1, 0 < 71,7 < 1 e up,v9 € Co(RY).
Considere (u,v) € {C([0, Trmax), Co(RY))}? a solugao correspondente de (1), com © = RY.

Suponha que as seguintes condigoes sejam validas

1—py+p1—qgn)+plg+1) < pg—1), (12
l—gn+ql—pr)+qep+1) <Z(pg-1),
1—pye +p(1 — <0,
py2 +p(1—qmn) (13)

L—gn+q(l—py) <0
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D 4 1 q 4 1

- < 14

ro N g¢’'m N p 14
Se (ug,v9) € L™ (RY) x L™(RY), onde 71,7, sdo definidos por (8) e (|[uolloo + ||v0]loo +

luol|r, + [|vollr,) < € com e > 0 suficientemente pequeno, entao (u,v) existe globalmente.

Os Teoremas A e B, quando p = q e 73 = 72 = 7, estendem o Teorema 1.1 de
[5].

Sobre o Teorema A. Recentemente, Fino e Kirane em [12] estudaram o sistema
(1) no caso em que Q = RY e mostraram, usando técnicas diferentes das que foram
utilizadas no presente trabalho, que se ug, vy € Co(RY) N L2(RY), (ug,vo) # 0, ug, v > 0
e vale (10) ou (py2 < 1 e g1 < 1), entdo qualquer solugao de (1) explode num tempo

finito. Verifica-se facilmente que as condigdes usadas por eles implicam a validade de (10)

ou (11).

Sobre o Teorema B. Sob a validade das condigoes (12) e (13), consideramos o
caso em que a condicdo (14) nao ¢é satisfeita. Se 2 > % e d— 5> %, entao qualquer

_4
2 N

2|

solucdo nao-trivial o sistema (1), explode num tempo finito. De fato, neste caso, temos
1 N /1 1
—=m>5 | —=—] =220
P 2 \r2 p

Analogamente, verifica-se que g7y < 1. Assim, temos 1 —py2+p(1—g7y1) > 0 e o resultado

segue do Teorema A.

No caso em que 2 — % <lea_ % > 1 concluimos, como no caso anterior,
2 q T1 p

que pyy < 1. Segue, entdo, da condi¢ao (13) que ¢y, > 1. Esta situagdo nao ocorre no
caso da equagao (2). Na verdade, dos resultados obtidos em [5], podemos observar que
py < 1 implica na explosao das solugoes de (2) e py > 1 juntamente com a condigao
(12) (no caso em que p = ¢,71 = 72 = ), resulta na existéncia de solugao global para
a equagao (2). Isto nos leva a acreditar que exista um confronto entre os termos nao-
lineares do sistema (1), de maneira que condigdes adicionais devem ser consideradas, a

fim de distinguir solugoes globais de solucoes que explodem num tempo finito neste caso.

Ocasoemque £ — 4 >1e 2 4 1 4&gmilar ao anterior.
T2 N q T N P

No caso em que 2 C RY é um dominio limitado com fronteira regular, temos

o seguinte resultado.

Teorema C. Seja Q2 C RY um dominio regular e limitado, p,q > 1,pg > 1,0 <

11,72 < 1 e ug,vg € Co(Q). Seja (u,v) € {C[0, Thnax), Co(2)}? a solugao correspondente
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de (1).

(i) Suponha que
L=pr+p(l—gn) <0
e (15)
1—gm+q(l—pyp) <O0.

Se JJuollw < 61 € ||vo]loc < J2, onde 61,02 > 0 sao suficientemente pequenos, entao

(u,v) existe globalmente.

(ii) Suponha que
L=py+p(l—gn) =20
ou (16)
l—gn+q(l—py) =0

Se (ug,vo) # (0,0) com wug, vy > 0, entdo (u,v) explode num tempo finito.

O teorema anterior, quando p = ¢,y = 72 = 7, estende o Teorema 1.3 de [5],

para o problema (3).

Reservamos o capitulo 4 para analisar a existéncia de solucao da equacao
(2), com dados iniciais nao-regulares. Especificamente, consideramos dados iniciais em
L"(RY). Este tipo de problema para a equacio u; — Au = u? tem sido estudado por
vérios autores, por exemplo, [2], [26], [27], [28]. Inicialmente, dizemos que uma fungao u

é soluciao do problema (2), com uy € L"(RY) se

(i) ()26

(ii) Para t € (0,77,

lu()||l, € L>(0,T) para algum n > r.

u(t) = S(t)uo +/0 /OS(S —0)7S(t — s)|ulP u(o)dods

onde (S(t))s>0 é 0 semi-grupo do calor em RY.

1 1

(iii) t%(?fﬁ)Hu(t) — S(t)uoll, = 0 quando t — 0.

Temos o seguinte resultado.
Teorema D. Sejam p > 1, v € [0,1] e up € L"(RY), com 7 > 1. Suponha que

p—1
r

2
< 22—
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12 ,{1 9 )
- — — <min{—-, ——~}.
r  Np p N(p—1)

Existe T' > 0 e uma unica fun¢ao u que é solucao de (2). Além disso, u > 0, se ug > 0.

Sobre a nao-existéncia de solugao da equagao (2), temos o seguinte resultado.

N
> 5(2 — ). Existe

ug € L"(RY), ug > 0 para qual ndo é possivel que exista solucio local u de (2) com u > 0.

Teorema E. Sejam p > 1, v € [0, 1]. Suponha que b

Observamos que o resultado obtido é parcial, uma vez que nao inclui o caso

2
em que — — — > min{—, ——~
r Np {p N(p—1)

. ~ . - p
situacao, o argumento que foi utilizado no caso em que

}. Isto se deve a dificuldade de aplicarmos a esta
-1 N
2
de tal resultado, bem como uma extensao do mesmo para o sistema (1), sdo projetos para

(2 —7). A totalizagao

uma futura pesquisa.
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2 Existéncia e explosao de solugoes num tempo finito

2.1 Introdugao

Consideramos os seguintes sistemas paraboélicos semi-linear com uma nao-linearidade nao-

local no tempo

¢
u— Au = / (t — s)_71|vlp_1v(s)ds em (0,7) x RY,
0
—Av = / (t — s)72|u|" u(s)ds em (0,T) x R, (2.1)
0

uw(0) = wup, v(0) = vy in RN

t— s) P u(s)ds em (0,T) x Q,

I
C\c\

t— 5) 72 u|? tu(s)ds em (0,T) x €,

u(t,z) =0, v(t,z) =0em (0,7) x 09,
u(0) = up, v(0) = vy em Q

\

num dominio limitado Q C RY com condicao de Dirichlet no bordo. Em ambos os casos,

consideramos p,q > 1, pg > 1, 0 < 7,72 < 1 e dado inicial ug, vy € Co(RY).

Os sistemas (2.1) e (2.2) sao equivalentes, num sentido apropriado, ao sistema

u(t) u0+// 5 —0) St — s)|v[P~ (o) dods,

v(t) vo—i-/ / s —0) 28t — s)|u|' 'u(o)dods 2

para todo t € [0,7], onde {S(t)}>0 é o semi-grupo do calor em R" e num dominio

limitado 2 C R¥, respectivamente.

Nosso primeiro resultado trata da existéncia e unicidade de solugbes para o

sistema (2.1).

Teorema 2.1. Considere p,q > 1,7v1,7v2 € [0,1) e ug,vo € Co(RY). Existe uma tinica
solugdo (u,v) € {C([0, Tax), Co(RM))}? de (2.1) tal que

1. Thax = 00 (a solugao € global) ou
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2. Thnax < 00 € . li%n (lu(®)]loo + [[v(t)]|c0) = 00(a solugido explode num tempo finito).
— max

Além disso, se (ug,v0) # (0,0), ug,vo > 0, entao u(t),v(t) > 0 para todo

t € (0, Tmax)- Se 0 <t <t+7 < Tyax, temos

u(t+71) > S(r)u(t), v(t+7) > S(T)v(t). (2.4)

Mais ainda, se (ug,vg) € L™ (RN) x L™2(RN) com 1 <1y < pry el <1y < qro,

entao (u,v) € C([0, Thnaz), L™ (RY)) x C([0, Thnae), L2 (RY)) e

lim ([[u()]lee + [[v(®)lloo + [ v, + [0(@)]]r,) = 00, (2.5)

t—Tmax

quando Thya, < 00.

Observacao 2.2. Um resultado de existéncia e unicidade também é valido para o sistema

(2.2). Sua demonstragao é similar a prova do Teorema 2.1.

Estamos interessados em encontrar condicoes que determinem a explosao das
solugoes dos sistemas (2.1) e (2.2). Com a finalidade de motivar o estudo aqui realizado,
destacamos alguns resultados obtidos para o problema parabdlico semi-linear

t
u— Au = / (t — s) 7 |ulP" u(s)ds em (0,T) x RY,
0 (2.6)

uw(0) = ug em RY
comp>10<vy<1ewu € Co(RY). O problema (2.6) foi estudado em [5], onde os
1
autores mostraram que se u € C([0, Tinax), Co(RY)) ¢ a solugao de (2.6) e p, = max{—,p,}
~

(p* = +o00 se v =0), onde

1+ N>20u(N=1lel<y<l),
py = N—2+2y ( ; <7 <1) (2.7)

400 ,N:1e0<fy§%7

entao

(i) Se p < px e ug > 0, ug # 0, entdo u explode num tempo finito.

N(p—1)
4—2~

(ii) Se p > p. e ug € L% (RY), onde g,, = , com ||ug|4,. suficientemente pequeno,

entao u existe globalmente.

Para utilizarmos o argumento do scaling para o sistema (2.1), observamos

que se (u,v) é uma solugdo com dado inicial (ug,vg), entdo para todo A > 0, (uy,v)
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definida por uy(t,z) = Nu(A%t,\z), va(t,z) = Nv(\%t,\z), onde vy = %ﬁ”_@ e

§ = %};?1_4)7 é uma solucgdo de (2.1). Se (ug,v9) € L™ (RY) x L™(RY), entdo as

normas em L™ (RY) e L™ (RY) sao preservadas se, e somente se,

N(pg—1) _ N(pg—1)

SR O M PR R 2
Além disso, 71 > 1 e r9 > 1 se, e somente se,
p2—)+ @2 < TP o gy 2oy < TLZD (g
Poderiamos esperar que se
b2+ @) 2 T oy g 2oy > MEZD )

vale, entdao qualquer solugao de (2.1) explode num tempo finito. O seguinte resultado

mostra que isto nao é valido.

Teorema 2.3. Sejam p,q > 1, pg > 1, 0 < v,7% < 1 e ug,v9g € Co(RY). Considere
(u,v) € {C([0, Trax), Co(R¥))}? a solugio correspondente de (2.1). Suponha que

vo|=

L—py+p(l—gn)+plg+1) >5(pg—1)
ou (2.11)

L—gn+q(l—=py)+qp+1) >5(pg—1)

=

ou
IL—py+p(l—qgn) >0
ou (2.12)

L—qgn+q(l—pyp) >0

Se (ug,vg) # (0,0) com ug,ve > 0, entao (u,v) explode num tempo finito.

Observacao 2.4. Fazemos aqui alguns comentarios sobre o Teorema 2.3.

(i) As condicoes do Teorema 2.3 generalizam as condi¢oes do Teorema 1.1 de [5]. Para
ver isto, fazemos p = ¢ e y; = 72 = 7. As condigdes (2.11) e (2.12) se reduzem a

pF+v-1)<T+1oupy <l

(ii) E interessante observarmos que, quando v; = 0 ou v = 0, qualquer solugao nao-
trivial do sistema (2.1) explode num tempo finito. De fato, suponhamos sem perda
de generalidade, que 71 = 0. Como 0 < 7, < 1, temos 1 — pye + p(1 — qgm) =
1+ p(1 —2) > 0. Assim, a primeira desigualdade de (2.12) ¢ satisfeita.
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Sobre a explosao de uma solugao do sistema (2.2), temos o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Seja Q C RY um dominio reqular e limitado, p,q > 1, pg > 1, 0 <
1,72 < 1 e ug,vg € Co(Q). Seja (u,v) € {C[0, Trnax), Co(Q2)}? a solugdo correspondente
de (2.2). Suponha que

1=pr+pl—gn) =0

ou (2.13)

L—gn+q(l—pr) =0

Se (ug,v9) # (0,0) com ug, vy > 0, entdo (u,v) explode num tempo finito.

Observagao 2.6. (i) Se 73 = 72 e p = ¢, a condigao (2.13) se reduz a condi¢ao do

Teorema 1.3 de [5] para o sistema (2.1).

(ii) Se 77 = 0 ou 7, = 0, todas as solugbes positivas do sistema (2.1) explodem num
tempo finito (veja o item (iii) da Observagao 2.4). No caso da equagdo (2.6), este

fato foi observado primeiramente por Souplet em [22].

Nas sec¢oes subsequentes, apresentamos as demonstragoes dos resultados apre-

sentados anteriormente.

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1.

Lema 2.1. Sejam T > 0,A,B > 0, e fi1, fo fun¢des nao-negativas tais que fi, fo €
LY0,T). Considere duas fungoes ndao-negativas e nao-decrescentes 1, py € C[0,T] tais

que

e1(t) <A+ /Ot f1(8)pa(s)ds,
o) < B+ /Ot fa(8)p1(s)ds.

Ezxiste uma constante C > 0 tal que

(2.14)

wy < caspes ([ t Chs)s) and galt) < Ca+ B)esp ([ t Chs)is).

quase sempre em [0, 7).

Demonstragao. O resultado pode ser facilmente verificado se substituirmos uma das de-

sigualdades em (2.14) pela outra e usarmos a desigualdade de Gronwall. Ol
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Demonstragao do Teorema 2.1. Seja M > {||uol|ls + ||vo]|oc}. Considere o

conjunto

K = {(u,v) € {L=((0,T), Co(R™)}*; [u(t) oo, lo(t) oo < M +1}, (2.15)

onde T' > 0 sera escolhido posteriormente. Definimos a seguinte métrica em K,

d((u,v), (u,0)) = Sup, [u(t) = a(t)]|o + Sup, [o(t) = 0(8)loc-

Desta forma, (K, d) é um espago métrico completo. Considere a aplicacao ¢ : K — E

definida por ¥ (u,v) = (p1(v), p2(u)), where
e1(v) u0+/ / s —a) 1St — s)|vfP v(o)dods,
P2 (u) t)vo + / / s —a) St — s)|u|" Tu(o)dods.

Se (u,v) € K, temos

(2.16)

V)|l < luolloo s — o) P sodods
@Ol < Tt [ [ 5= ) 10 -
< luolloe + CT* (M + 1)P.
De maneira analoga obtemos
lp2(w)(t)lloo < [Jvollo + CT*72(M +1)7. (2.18)

Argumentando como em (2.17), concluimos que para (u,v), (u,v) € K vale
lp1(0) = 1(0) oo < 2C(M + 1P T* 77 v — 7|, (2.19)
lpa(w) = @2(@) oo < 20(M + D)7 [Ju — @ o0 (2.20)
para alguma constante C' > 0.

Como 2 > 71,79, concluimos de (2.17)-(2.20) que, se T' é suficientemente pe-
queno, entao ¥ : K — K é uma contragao. Pelo Teorema do Ponto Fixo, concluimos que

¥ possui um unico ponto fixo (u,v), o qual é solugao de (2.1).

A unicidade da soluc¢do segue do Lema 2.1. Na verdade, se (u,v),(u,v) €
{L>°((0,T),RM)}? sao duas solugoes do sistema (2.1) definidas num mesmo intervalo

[0, 77, temos

Jult) - a(t)l < C / [ 5= 07 ote) = ool

< / (t— )" sup [v(0) — (o) weds
0 c€(0,s)

t
< o / sup (o) — 9(0)||oodls.
0

o€(0,s)
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Da mesma maneira, mostramos que |[v(t)—9(t) || < CT'™ [ SUD, (0,6 1U(0)—1(0) [|oods

e o resultado segue.

Segue diretamente da unicidade que a solucao (u,v) pode ser estendida a um

intervalo maximal [0, Th,.x). Note que, se 0 < ¢ <t + 7 < Thax, temos

(T —3) / (t+s—o) P v(o)dods,
™0 s (2.21)
v(t+71) =S()v(t) Jr/o S(o — 8)/0 (s — o) 2|u|* tu(t + o)dods+

S(t—s) /o (t+s—0) 2|t u(o)dods.

u(lt+71) = S(m)u(t) + /OT S(o —s) /05(3 — o) P t(t + o)dods+
TS

0

Considere u,v € L>((0,T), Co(RY)) tais que (u,v) é solugao do sistema (2.1)
no intervalo [0,7"). Segue de (2.21) que se ||u| oo (0.1)xrN) + ||V]| oo (0, xrN) < 00, através
do argumento do ponto fixo, (u,v) pode ser estendida a um intervalo [0,7") com 7" > T.
Isto mostra que, se T < 00, entao tli%ilax(\\u(t)\\m + ||v(t)]|oo) = 00. No caso em que
ug, vp > 0, construimos uma solugao nao-negativa do sistema (2.1) usando o argumento
do ponto fixo no conjunto K, = {(u,v) € K;u(t),v(t) > 0forallt € (0,7)} onde K é
definido por (2.15). Segue de (2.21) que u e v sdo nao-negativas em [0, Tiax). Usando

este fato e (2.21), concluimos (2.4).

A fim de mostrarmos o restante do Teorema 2.1, utilizamos novamente o ar-

gumento do ponto fixo. Para isto, considere os espacos
E = L*((0,T), {L*(R")}*) N L=((0,T), L™ (RY) x L"™*(R"))

e K ={u= (u,v) € E;[[u®)|oc, [[0(B)llso, [ul®)llr,, 0@, < M +1, for all £ € (0,7)}
onde M > max{||uo|lso, |0l |Volloos |Vollr }- Como re < pry e 11 < gro podemos

escolher n,w > 1 satisfazendo

1 1 11 1.2 1
<o < min{s,— (G )
pri w prap N 1o
1<1< ,{111(2+1>}
— < - miny—, —, — (= + —
qro — T qgrigN n

O conjunto K munido da métrica

d(u,v) = H_lfll?g{ sup [|ui(t) — vi(t)lleo, sup [lu; — villy, }
=5L% te(0,T) te(0,7)

com @ = (ug,uz),v = (v1,v3), é um espago métrico completo.



19

Para w = (u,v) € K, definimos a aplicagao ¢ : K — FE dada por (2.16).

Procedendo como em (2.17) e (2.19) obtemos, para w = (u,v) e zZ = (u, D)

o1 (0)|loo < M +T* (M + 1), (2.22)
IWMO—%@WMST%WM+DVZ%%WWW4WNW (2.23)
€(0,

Como w > 19, segue da desigualdade de interpolacao

lwllo < w2/ lwlli

que

t N(p_ 1 s
@@l < ol + [ =9 ED [ 5= 0 fo(o) 2dods
0 0

¢ _N¢(p_ 1 _ r2 1,7"72)
”““”“*/ (t— s 2 ED [ (5= o) ol 2ol E  dods
0

< M+or T EETR(M

N
~
|
»
N

+
—_
~—
=

(2.24)

e

N/p 1

ler(0)(6) — 1 (@) (Dl < / (t—s) 2 &) / (s— o) (ol + o)
|v(0) = (o) |ldods
< 20(M + 1P T2 E70) (sup,e oy o) — B(0) 1y) ™

1—ro/w
(supseio.ry (1) = 0(t)]loc) ™
< 20(M + 1)P~'7* Vlfi(afrl)d(w zZ).

(2.25)
Analogamente,
2 (t)||oo < M + CT* 72 (M +1)4, (2.26)
lpa(u) — 9a(@)]|o < CT*2(M +1)7 sup [Ju(t) — a(t)] oo, (2.27)
te(0,7)
oo (u)(®)lr, < M + CT* 22 G7) (M + 1)9, (2.28)
o2 () (£) — @a(@) (1) |y < 2C(M + 1) T2 267 (1p, 7). (2.29)

Segue de (2.22), (2.24), (2.26), e (2.28) que ¢(K) C K, se T é suficientemente
pequeno. De (2.23), (2.25), (2.27) e (2.29), concluimos que, se T' é pequeno, ¢ : K — K
é uma contragao. Segue, entao, do Teorema do Ponto Fixo que 1 possui um tnico ponto
fixo 4 = (u,v). Concluimos, portanto, que @ = (u,v) € C([0,T], L™ (RY) x L2(RY)). A
permanéncia da solugao no espago L™ (RY) x L"?(RY) para t > T é facilmente verificada.

d
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2.3 Demonstracao do Teorema 2.3.

A demonstracao deste teorema foi baseada nas ideias apresentadas em [5]. Utilizaremos

alguns resultados preliminares.

Lema 2.2. Sejam a,b,c,d > 0, p,qg > 1, pg > 1 e (u,v) € {C*([0,T])}* solu¢io nao-

trivial do sistema
u” + au’ = P,

(2.30)
v+ v = dul.
Dado T > 0, existe uma constante K = K(a,b,c,d,p,q,T) > 0 tal que, se
u(0) > K ouv(0) > K
e
u'(0) > —au(0) e v'(0) > —cv(0), (2.31)

entao existe Tyax < T tal que (u,v) explode em Tiyax.

Demonstrag¢ao. Podemos supor que u(0) > K ev(0) > K. De fato, se u(0) > K e v(0) = 0,
segue da continuidade de u que existe T* < T' tal que u(t) > K, para todo t € [0, T"].

Por outro lado, integrando a segunda equagao de (2.30) e usando a condigao
(2.31), obtemos
i
v 4 v > d/ ul(s)ds.
0

Assim, podemos assumir que ¢ > 1. Portanto, para t € [0,7*], temos v' + cv > Mt, onde
M > 0 é constante. Integrando esta equagao, temos v(t) > %(t —2+e), para todo t €

[0, T*]. Considerando ¢ > 1, segue que v(t) > 0 para ¢ suficientemente paqueno.

A demonstracao segue do principio de comparacao, utilizando-se uma sub-
solucdo (#,?) do sistema (2.30) da forma (t) = Ae BYT — )=, v(t) = Ae BT —t)77,

onde A, B sao escolhidos convenientemente, av = 2;;%11, e S = Z;q%ll. O

Proposicao 2.7. Sejam a,b,c,d, T > 0, p,q e K como no Lema 2.2. Se wy,wy €
CH([0,T7), (wy(0),wa(0)) # (0,0), wi(0),wz(0) > 0 satisfazem

t
wy + aw; > b/ (t — s) " wh(s)ds,
O (2.32)
wh + cwy > d/ (t — s)2wi(s)ds
0

para todo t € [0, T, entdo tem-se:
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(i) Se T > 1, entdo wy(0) < K e we(0) < K.

(i1) Se T' = oo, entdo supw;(t) < K e supwsy(t) < K.
>0 >0

(111) Se T = oo, entdo liminfw,(t) =0 e liminf wy(t) = 0.
t—00 t—00

(iv) Se T = oo, entdo liminf 7wy (t) > 0 e liminf t"2wy(t) > 0.

t—o0 t—o0

(v) Se T = oo, entdo

lim inf t*1w? ™ (1) < oo e liminf t*2wh? " (t) < oo,
t—o0 1 t—o0 2

onde

a1 =p(l —72) + (L —m) and ag = q(1 — 1) + (1 — 7). (2.33)

(vi) Se
p(1 =) +pg(l —m) = pg—1
ou
a1 =m)+pg(l =) > pg—1

entao T < 0o.

Demonstragao. Segue de (2.32) que

w1 (t)

v

t s
e " + b/ / e~ =) (s — o) M wh(0)dods,
0 Jo

t S (234)
wy(t) > e wl + d/ / e~ (s — 0)2w(0)dods
o Jo

para todo t € [0, T}, onde w) = w;(0), para i = 1,2.

(i) Por (2.32), temos w}(0) > —aw? e w)(0) > —cwl. Além disso, se 0 < ¢ < 1, temos

t
wh + awy, > b/ wh(s)ds,
0
t
why + cwy > d/ wi(s)ds.
0
Portanto, w; > u e wy > v em [0, 1], onde (u,v) é solugao do sistema (2.30) com
u(0) = w1(0), v(0) = we(0), u'(0) = —aw(0) e v'(0) = —cwy(0).

Como (wy,ws) esta definida em [0, 1], segue do Lema 2.2 que w;(0) < K e wy(0) <
K.
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(ii) Suponha que T' = oo. Dado 7 > 0, defina 21 () = wy(t + 7), 22(t) = we(t + 7), para

t > 0. Temos

t+71
21(t) +az(t) > b/ (T4t —s) " "wh(s)ds
0

Y

t+T1
b/ (T+t—s)""wh(s)ds

_ b/ot(t _ )R (s)ds.

Analogamente, concluimos que z5(t) + czo(t) > dfot(t —8) 1221(s)ds.

Segue de (i) que z1(0) < K e 25(0) < K , isto é, wi(t) < K e we(t) < K, for all t >

0. Portanto, sup w;(t) < K e supws(t) < K.
>0 >0

(iii) Seja T' = oo. Suponha que wy(t) > n > 0, para todo t > 0. Segue de (2.34) que

P _—at t
wy(t) > b1z / e st M ds.
T 1l-mJ

Para ¢t > 2, temos

b —at t
wi(t) > LG e s M ds
L—m Jia
> Sti—m

para algum § > 0, o que contradiz a propriedade (ii). Portanto, litm inf wy (t) = 0.
—00

Um argumento similar mostra que litm inf wy(t) = 0.
—00

(iv) Mostraremos que liminf, ,,, t"w;(t) > 0. Podemos supor, sem perda de general-
idade, que w;(0) > 0. Segue de (2.32) que wy(t) > wi(0)e . Substituindo esta
desigualdade em (2.34b), obtemos ws(t) > Cw;(0)%?™2 para t € (0,1) onde C' > 0

é constante.

Segue de (2.34) que, para t > 2, vale
t s
wi(t) > b/ e_“(t_s)/ (s — o) Mwh(o)dods
t—1 0
t
> be‘“/ / (s — o) "Mwh(o)dods
t-1Jo
> : f p -1
z C {1/211<ls<1 w2(8)} &
para alguma constante C' > 0.

Analogamente, concluimos que htrn inf 72wy (t) > 0.
—00
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(v) Seja T' = oo. Segue da propriedade (iii) que existe uma sequéncia {s,} tal que

wo(sy) = Ogslig; wa(s).
=2 =9Nn

Em particular, temos wj(s,) < 0. Note que
wy(s,) > —cwsa(sy) + /sn(sn — ) 2wi(s)ds. (2.35)
0
Além disso, se n € N é tal que s,, > s, temos
wi(s) > b/s e~als=m /n(n — o) ""wh(o)dodn
0 0
> bwh(s,) /s e~ /n(n — o) "dodn.
0 0

Segue de (2.35), (2.36) e wh(s,) <0, que

s n q
cws(sy) >C/ 2wh(s,) [/ e“(‘s”)/ (n—o)”ldadn] ds
0 0
s q
>C / Twy (sn) [ / 6_“(8_")771‘”%77] ds,
0

onde C' > 0 é constante. Como s > 1, temos

(2.36)

(2.37)

/S 6*@(5*77)771*%0”7 > /S efa(sfn)nlf%dn > C(s — 1)1771,
0 s—1
com C' > 0 constante. Assim, segue de (2.37) que
C > ul"(s,) / " (sm = 8)2 (s — 1) Ws = 1 (5,) (50 — 1) 0200,
1
O resultado para wsy segue. De maneira similar obtemos o resultado para wy.
(vi) Suponha que p(1 —73) 4+ pg(1 — v1) > pg — 1. Consideraremos dois casos.

Caso 1. p(1 — ) + pg(l —v1) > pg — 1. De (iv), segue que t"'w;(t) > §, para

algum 6 > 0. Assim, temos

YLIon Pq 1( t) > Oter—mnpa=1) — oyp(1=72)+pg(1=71)—pg+1

Segue de (v) que T' < oo.

Caso 2. p(1 — ) +pg(l —v1) = pg— 1. De w) + aw; > 0 e de (iv), segue que
(14 t)™w;(t) > § para todo t > 0 e algum § > 0. Assim, segue de (2.34) que

t s
wy(t) >C emalt=s) / (s —o) (1 +0) "dods
0

t—1
> C(t 4 1) qu( 1)1*72.
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Usando novamente (2.34), para t > 3, temos

t s
wy(t) > C/ emalt=s) / (s —0) (14 0)" (g — 1)I2Pdods
51 2 (2.38)
> C/ e—a(t—S)/ (s—o)™(1 _|_O.)—71PQ+(1—’72)PdO-dS_
t—1 2

Como (1 —)p—pgy1 = —1, segue de (2.38) que wq(t) > Ct~ " Int, para t suficien-

temente grande, onde C' > 0 é constante. Portanto,

taleloq—l(t) > Ot npe-1) (In t)qul = C(In t)qul :

donde temos t*'w? ' (t) = 0o quando t — oo. Isto contradiz a estimativa (v).

]

Demonstrag¢io do Teorema 2.3. Seja (u,v) uma solu¢do nao-negativa do sis-

tema (2.1) com (ug, vg) # 0, ug, vg > 0.

Primeiramente suponha que (2.12) vale e, sem perda de generalidade, assuma
que p(1 —v) + pg(l — 1) > pg — 1. Além disso, suponha que a solugao (u,v) existe
globalmente.

N2+‘$|2

Seja x(z) = ce” , onde ¢ é tal que ||x|l;r = 1. Temos Ay > —x.

Considere as funcoes f1(t) = [pn u(t, x)xdz, fo(t) = [pn v(t, z)xdz. Note que
fit+fi> / (t—s) " f3(s)ds,
O
fo+fa> / (t—s) 2 fl(s)ds,
0

o que contradiz a propriedade (vi) da proposigao anterior.
Suponha agora que (2.11) vale. Sem perda de generalidade, assuma que

N
P2 =) +pq(2=m) —pg+12 5 (pg—1).
Dividimos a analise em dois casos.

Caso L. p(2 — ) +pq(2—7) —pg+1> %(pq —1). Suponha que a solugao (u,v) existe
globalmente e considere

u(t,z) = tMU(s,y),

v(t,z) = %2V (s,y),
onde

Q=) +pR=m) 5 (2-7)+e2-m)

b1 =—
pq—1 pq—1

9
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s=Int ey = Z. Observe que (U, V) é solugao do sistema
1
Us+ LU + U = / (1 —n) " yPP2VP(s 4 Inn, i)aln,
0, Vi (2.39)
Vi+ LV 4 BV = / (1= n) 2 U(s + Iny, —=)dn,
0 Vi
onde L = — 3

2

|y\2

Seja ¢(y) = e~ =#= . Note que Ly = Tp. Além disso, se K(y) = e 1, entao
/ Lok = [ f(Lo)K (2.40)
RN RN

se f, g sao fungodes suficientemente regulares. Seja ¥ = (47r)*%g02. Observe que fRN VK =
1. Além disso, pode-se verificar facilmente que LV > NW. Multiplicando-se a equagao

(2.39a) por YK e integrando em y, obtemos

d 1
— U\IJKdy+(N+51)/ UVKdy > / (1—17)71771’52/ VP(s+1Inn, )\Ideydn
ds RN RN 0 RN f
(2.41)
Note que
[ vt wray—o¥ [ Vi) UKoy
RN \/ﬁ RN
Como 1 < 1, temos [WK|(y,/n) > [VK](y). Segue da desigualdade de Jensen que
p
[ emn Sz ot | [ vermngmEima) . e
RN \/77 RN

Considere as fungoes wi(s) = [pn U(s)VKdy e wy(s) = [on V(s)PKdy. Segue de (2.41)
e (2.42) que

1
(N By > / (1= ) "5 PPw(s + Ing)ds,
0

X ) (2.43)
54+ (N + By)wy > / (1 —n)"2n2 " %%1wi(s + Inn)dn.
0

Sejam a = max{N + (1,0} e ¢ = max{N + [3,0}. De (2.43) temos

1
wy + awy > mm 772 WQ/ wh (s + lnn)dn,

<77<1

1
wh + cwy > min 7]2 qﬁl/ wi(s+Inn)dn.
1<p<a

Portanto, existem constantes b, d > 0 tais que

wh + aw, > b/ wh(o)do,

51 (2.44)
wh + cwy > d wi(o)do.

s—1
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Para t > 0, defina z1(s) = wi(t + s) e 22(s) = wa(t + s). Segue de (2.44) que,

para todo 0 < s < 1,
2 taz > b/ A(o)do > b/ 2Y(o)do,
s—1 0
zh+ ez > d/ 2(o)do > d/ 2{(o)do.
s—1 0

O argumento utilizado na Proposigao 2.7 mostra que existe uma constante K > 0 (inde-

pendente de t) tal que 21(0), 22(0) < K. Concluimos entao que

sup wy (), supws(s) < oo. (2.45)
5>0 5>0

2|2
Considere niicleo do calor G(t,z) = (47rt)*%e*T‘t. Note que, para 7,p > 0,

temos

G(r)P = p~% (drr) 30 DG (D), (2.46)

De (2.4), segue que u(t) > eG(t — 3), v(t) > éG(t — §) para t > 1. Assim, se

€, € sdo suficientemente pequenos, entao
u(t) > EG(%), ot) > €G(%) (2.47)
para t > 1. De (2.1), (2.46) e (2.47) segue que, para t > 2, vale
u(t) > / / S(t—s)(s— o) "P(o)dods

> C//St—s (s —o) 71Gp( )dods
> C//St—s 8—0‘)7710'7WG(

> C’// s—o) Mo - )G’(t—s+

onde C' é constante. Note que, se 1 <o < s < %7 entao % <t—s+ % < t. Portanto,

(2.48)
)dods

g
2p
)dads,

G(2). (2.49)

De (2.48) e (2.49), temos

> CG(E) /2(t — o) e (2.50)
1
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para t suficientemente grande.

Segue de (2.50) que u(t) > Ct'""G(%), para ¢ suficientemente grande. Ar-
gumentando como antes para v(t), obtemos v(t) > Ct'"G(%), para ¢ suficientemente
grande. Se usarmos (2.47) para t pequeno, concluimos que, para t > 1, vale

—lx|?

u(t) >Ct'""G(E) =0t Ny,
t ‘Z‘
2

o(t) > CH2GE) =Ct e e

(2.51)

Assim,
wi(s) > CtmmEA
wa(s) > Ctr2=z P2,
Por hipotese, temos 1 — v — % — f1 > 0, o que contradiz (2.45). No caso em que

q2—m)+pg—1> (pq 1), temos 1 — vy — g — B > 0, que também contradiz (2.45).

Caso II. p(2 — 1) + pg(2 — 1) — pg + 1 = & (pg — 1). Usando as estimativas
(2.51) e (2.49), obtemos, para t > 4,

u(t) > //St—s (s — o) ul(o)dods

> C/ / S(t —s)(s — ) 2o WG( )idods

> C’// s — o) 2gtl-1)- % (a- VGt — )dcrds
> CG(= // s—o0) 72Uq —1)- *qldods

>

CG(= )/ 72 (/ F4(=71)=5 (a— 1)dg> ds
2 lt 1

1
_ CG(E)tq(lf'Yl)*%(Q*1)+2*'YZ‘
2

Segue desta estimativa para v que, para t suficientemente grande,

t S
wt) = [ [ sty i
4 él s
> 0 [ [t s - oy rami e s
> 2
4. J4
> C/Z /S (s—0 _ylap(2—72)+pq(1—71)—wG(t—8+2£)d0d5
t/2 !
> CG(= / /S—O Mo dods
> Dt In(t/4).



28
Assim, se wy(0) = [on U(0)¥Kdy, entdo

wi(o) = / o (o) WK dy
RN
> C/ a_ﬁ1+(1_71)1n(0/4)G%\IJKdy
N
= C/E a_ﬁﬁ(l_“)_%ln(0/4)e_%\Iley
RN
= Cln(c/4),
o que contradiz (2.45) para o grande.

No caso em que ¢(2 — v1) +pg(2 —72) —pg+1 = N(pg_l), o argumento é

inteiramente analogo.

2.4 Demonstracao do Teorema 2.5

Ressaltamos que a existéncia de solugao local para o sistema (2.2) é garantida pela Ob-
servagao 2.6. Aqui S(t) denota o semigrupo do calor em €2, com condigdes de Dirichlet
no bordo. Denotamos por A; > 0 o primeiro autovalor de —A em H{(2) e por p; um

correspondente autovetor satisfazendo fQ ;= 1.

A fim de mostrarmos a validade do Teorema 2.5, supomos que a condi¢ao
(2.13) é vélida. Definimos fi(t) = [,v(t)¢r e fa(t) = [, u(t)pr. Multiplicando-se cada
equacao do sistema (2.2) por ¢y, integrando sobre 2, e usando a desigualdede de Jensen,

obtemos

Ji@) + M fi(t) = /Ot(t —5) " fL(s)ds,
f5(t) + A fa(t) > /Ot(t —5) 2 fP(s)ds.

O resultado segue do item (vi) da Proposigao 2.32.

(2.52)



29

3 Existéncia de Solucoes Globais

Neste capitulo, apresentamos condigoes que garantem a existéncia de solucao global para

os sistemas com uma nao-linearidade nao-local no tempo
t
—Au = / (t —s) " |v[P" v(s)ds em (0,T) x RY,
0

—Av = /Ot(t — 8) 2 |u|" u(s)ds em (0,T) x RY, (3.1)

u(0) = wug, v(0) =g in RN

t
- / (t = 5)~ " o] 0(s)ds em (0,T) x 2,
0

—av = [ Pl u(s)ds em 0.7) x 0, (32)

u(t,z) =0, v(t,z) =0em (0,7) x 0Q,
u(0) = up, v(0) = vy em Q

\

num dominio limitado © € RY. Em ambos os casos, consideramos p,q > 1, pg > 1,
0 < v,7% < 1 e dado inicial ug,vg € Co(RY) | ug,v9 € Co(Q), respectivamente. As
condigdes obtidas aqui, generalizam as condigdes obtidas em [5] para a existéncia de

solugoes globais da equacao

—au = [ =) ) ds e (0.7) x (33)
u(0) = wug em €,

para Q = RY e Q ¢ RY um dominio limitado.

Os sistemas (3.1) e (3.2) sao equivalentes, num sentido apropriado, ao sistema

u(t) uo—i-/ / s—0) St — s)|v|P~v(o)dods,

u(t) vo—i-/ / s—0) 28t — s)|u|' 'u(o)dods o

para todo t € [0,T], onde {S(¢)}+>0 é o semi-grupo do calor em RY e num dominio

limitado  C R¥, respectivamente.

Considere 11,19 obtidos através do argumento do scaling, dados por

N(pg—1) _— N(pg—1)
22— +p2—p)] 7 22— +q2-m)]

r = (35)

Sobre a existéncia de solugao global para o sistema (3.1), temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.1. Sejam p,q > 1, pg > 1, 0 < 7,7 < 1 e ug,vg € Co(RY). Con-
sidere (u,v) € {C([0, Trmax), Co(RY))}? a solugdo correspondente de (3.1). Suponha que

as sequintes condigoes sejam vdlidas

(pg — 1),
(pg —1),

L—py+pl—gn)+plg+1) <
l—gn+q(l—pyp)+ep+1) <

NI AN
—~
w
(@)}
=

L—py2+p(l—gmn) <O,
L—gn+q(l—py) <0

P 4 1 q 4 1
LA S 3.8
r, N q¢’'rn N p (3.8

Se (ug,vo) € L™ (RN) x L™ (RN), onde ry, 7y sio definidos por (3.5) e (||uo||so+
llvollee + llwollr, + llvollr) < € com € > 0 suficientemente pequeno, entao (u,v) existe

globalmente.

Observagao 3.2. Fazemos aqui algumas observagdes acerca da condigao (3.8).

(i) A condigao (3.8) é naturalmente satisfeita no caso da equacao (3.3) se py > 1. De

J;((Qp__,yl)) el — % < 1. Desta forma, temos £ — % <1l- %

fato, nesse caso, temos r =

1 p_ 4 1 ~ 2 1
< 5, temos T — & < o Suponhamos, entao, que 1 — & > 2

(p—1
2

2

Portanto, se 1 — %

N(p-1)

5— - Desta forma, como py > 1, temos 2p — PPy <p< Np-1) e, dal,

isto é, p <

1 p__ 4 _22-py) _1
concluimos que * — & = No-1) < p

q

(i) Se 2 — % > - % > = e vale a condigao (3.6), entao qualquer solugao nao-trivial

Sl

4
N )

T
.1) explode num tempo finito. De fato, neste caso, temos

1 N /1 1
——Y>=|——=] =7 =0.
D 2 \r2 p

1
q
do sistema (3

Analogamente, verifica-se que ¢y; < 1. Desta forma, temos 1 — pys +p(1 —¢v) > 0

e, portanto, o resultado segue do Teorema 2.3.

4 _1

(iii) Os casos (ﬂ—i<l i—i>l) e (ﬂ—
T N p

m TN<gom NZD ) , sao atipicos e
os argumentos utilizados neste trabalho nao se aplicam diretamente a eles. Este

problema sera estudado numa futura pesquisa.

O préximo resultado, juntamente com o Teorema 2.5 demonstrado no capitulo
anterior, generaliza o Teorema 1.3 de [5] e nos fornece o coeficiente de Fujita do sistema

(3.2).



31
Teorema 3.3. Sejam p,q > 1, pg > 1, 0 < v,7 < 1 e ug,vg € Co(RY). Considere

(u,v) € {C([0, Thnax), Co(RN))}? a solucdo correspondente de (3.2). Suponha que

L—py+p(l—gn) <0
e (3.9)

1—gm+q(1—py) <0
Se ||uollo < 01 € |Jto]loe < d2, onde 61,092 > 0 sao suficientemente pequenos,

entao (u,v) existe globalmente.

Nas proximas secoes, demonstramos os teoremas apresentados anteriormente,

que garantem a existéncia de solugao global para os sistemas (3.1) e (3.2), respectivamente.

3.1 Demonstracao do Teorema 3.1

Na demonstracao do Teorema 3.1, utilizamos a seguinte propriedade de regularizagao
do semigrupo do calor: para ug € L"(RY) N L¥(RY), 1 < r < s, existe uma constante

C = C(r,s) tal que

_N1_1
1S@uollze < Ct+1) 2 (fluolly + [Julls) (3.10)

para t > 0. Utilizamos ainda as seguintes estimativas

t
/ (£ — 8)~*(1 + 5)"ds < C(1 +£)1-* (3.11)
0
parat > 0,0 <a,b<1,e
t
/(t—l—l—s)_“(l—i—s)_bds <C(1+1t)™ (3.12)
0

parat > 0,a > 1,a > b (ver Lema 4.1 de [6]). Aqui, C' é uma constante que depende

apenas de a e b.

Considere 11,79 dados por (3.5). Note que
g 2 _21-gn+ql-pp)tap+l)

2 _Z = <1
P2 21-pptpl—gn)teletl)
r, N N pg — 1 '
1-— 1— 1— 1—
Definimos o = pL=7) + 1 =) ef = gl =) + %). Verifica-se
pg—1 pq—1
facilmente que « e 3 satisfazem
1—m+a =/pp,
M Bp (3.14)

l—%+pf =og
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[§]
1— 1—
ag—1 = chrq(l P2 g
pa = (3.15)
1— 1— '
By 1 — prt+pl—gn) _ o
pg—1

Considere 7y, w; € R definidos por

1 1 1 2 1 2
) =(=-= —— 2N ), 3.16
(o) = (- metm - g+n) (3.16)
onde (u, A) € R, com R dado por
N 1 1
R= RY)? —(— —-) —a <z <min{y ,— —a},
(e e ®P5(-—) (n-ay - a) .
S —1) =B <y<min{y —8,5- -}, z<py,y < gz}
Observagao 3.4. Como 2 — 5 < 1 , temos ﬂ(% — %) = %[ﬁ - 2(2-m)- l} < . De
maneira analoga mostra-se que —(i — 7) < 2. Estes fatos mostram que o conjunto R esta
bem definido. Além disso, o conjunto R é nao-vazio, pois ﬁ(%—f) B <qm—a), ];[( L_
p) =B <ar —e) 3 - ) —a<pl; =B e 5 — ) o <p(ra — B). De fato,
segue da condicao (3.6) que E(% - 7) -0 < 5. Note ainda que a condigao 1 5 <qn—a)
equivale a condigao (3.7) e que —(% - %) - [ < q(% — «) se, e somente se, — % < 1.
De maneira andloga verifica-se que %(% — %) —a<plyp—>0)e %(— — %) —a <

Temos o seguinte resultado.

Lema 3.1. Sejam ny,w; dados por (3.16). As sequintes condig¢oes sao verificadas:

(i) 3o 2 0.

(iD) - < g o <3

(i) 5 = 4 < 3G+ R)

(i) 2 <HE+3) e <HE+3).

(V) 5 <7y € g <

Demonstragao. (i) Temos n% = % — 2(a+ p) > 0 se, e somente se, ;1 < 71 — . De

(3.17) vemos que p < 5~ — a. Dai, temos o resultado.
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) g(i — 1)y —a < p. De (3.17) temos o resultado.

(ii) Note que ;- < = se, e somente se .

O resultado para w; é demonstrado de maneira analoga.

(iii) A condigao i - Nlp < %(n% + 2 ) equivale a p < 71 — a. Segue de (3.17) que isto ¢
satisfeito.

(iv) Como 77% = % — 2(a+ p), o item (iv) equivale a p < Ap e isto é satisfeito pela
escolha de p e A. De maneira similar, verifica-se que - < p(nll +2).

(v) Como n% = % — Z(a+p), o item (v) equivale a y; — o — 2 < p, 0 que é obviamente
valido.

]

Demonstragao do Teorema 3.1. Considere 11, r9, 11, w; definidos anteriormente.

Seja (u,v) uma solugao do sistema num intervalo [0,7]. Pelo Teorema 2.1, temos que
(u,v) € C([0,T], L™ (RY) N L=(RY)) x C([0,T], L"*(RY) N L=(RY)).

Para t € [0, 7] defina as funcoes

N
2 (

() = lu(t)l, + (¢ + 1) 20 u®)ll, + (¢ + D [u®) o (3.18)

P(t) = llo@)lr, + (E+1)

Mostraremos que existe Ay tal que para qualquer A € (0, Ag] as fungdes ¢ e ¢ sdo limitadas

|z

oD o(t)]|wy + (& 4+ 1) [0(8)]| o, (3.19)

em [0, 7). Desta forma, teremos

ime ((Ju(®) oo + 0@ lloo + u@)lln + lo(@)lr,) < oo

A partir disto, segue que Tyax = 00, isto é, a solugdo (u,v) do sistema (2.1) existe

globalmente.

Estimativa para ||u||,,. Como u € C([0,T], L™ (RN) N L>®°(RY)), temos ||u(t)]],, < oo.

Estimativa para (t + 1)%(7 %)Hu(t)Hm. Segue do Lema 3.1 que podemos escolher w’
satisfazendo
1 2 1 1 1 11,1 2.1
max{ -~ L L} < Cminfl, (4 ), ),
ry Np'wi'pm® w ppm N

Usando a desigualdade de interpolagao

lollo < 0l vl
N(i,

1 1-6 (N1 1 (3.20)
<ol [+ 0¥ E Dol 4 ) O EGD)

w1
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1_ 6 | 1=
ondew—m+w1
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_ N1 _ 1
lu@llyy < 4+ 1725750 (gl + [Juo]ln)+

P t s
sup w(s)] / (t— 5)7% T / (s — 0)7“07(179%% T2l )dods.
0

0

Como %(%—%)—FQ—Vl—%(%—L)—(l—@) (g(ﬂ—£)> =0, temos

_1
()l < (laollry + luollyy) + C

T2 w1

sup w@)] :

s€(0,¢)

Estimativas para ||u(t)]|. Consideramos duas situagoes:

Casoa.Nzlou(£< 2

escolher w” tal que

a{1 2 1
max{— — —, —
ro  Np w;

N

T

[u@lle < (t+1)"

[e=o

ol

4 1
—<yes< N—p) . Neste caso, segue do Lema 3.1 que podemos

1< ,{1 2 1
min{—, —, —}.
p Np ro

} <

w//

|=

! (HuO”n + HUOHOO)"_

P

W’ / (s = o) ()P, dods
0

Da desigualdade de interpolagao temos que

" _gn
[vllwr < Iloll7, o]l

T2

9" ﬂ(i_i) 1-6" _Q(L_L)
< Clv] [(t+1)2 rp w1 Hv||w1} (t+1) 2w

Como o — % = —;;%11 < 0 temos que
Np Np
a+2—-—ym———— —(—
n 2w 2 (7"2
e portanto,

(t + D¥u®)lloo < ([[uol

Caso b. NZQe(ﬁzioulgi
T2 N

escolher w” tal que

P N Np
<—42—y——=——=0
w”> 27"1+ m 2 ry ’

[+ lluolloo) +C

s€(0,7)

) . Neste caso, segue do Lema ??7 que podemos

. 1
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_ N
lu@®lloe < (¢ 4+ 1) (gl + uolloe)+
t s
/ (41— s) 3 / (5 — o) (ol + [o][2)dods
0 0

1_0//

" ” " Nel 1 _N1 1
oo < ol el < ol [+ DF G20 ol ] (e 1) ¥,
[vllee < [+ D7 [0lloc] (2 +1)77
Corno———p<—2——ﬁ7 o E——ﬁe—<———ﬁ além da condicao
1
(3.21) podemos assumir que W <5 - 2/ e portanto,
Nop »p Nop »p
-y — (- Ly=pp- (£ - Ly<o
atl-m—- (T ) = Bp =3 (7,2 o) S
A partir deste fato, (3.14) e (3.15) temos que
p
@+ 1)*u(®)llo < ([[uollr, + lluollec) +C Sl(lp)w(é“)]
se(0,t

Argumentos andlogos mostram que ¢ (t) < 4([|volr,+[vol00)+C2 [supye (o ©(5)]” -
Portanto, fazendo f(t) = supye (o ¢(5) € g(t) = sup,e (g, ¥(s), obtemos

f@) < 4A(luollr, + lluolle) + Crg” (),
9(t) < 4(llvollr, + l[volloc) + Cof*(2).

Entao,

F@) < Alluoll + lluollse) + C1 [40lvollr, + llvollee) + Cof* (@)
< 4(l[uollry + lluollse) +4C127 (Jvollr, + llvolloe) + CLCF21 (1)
< A+ BfPt),

com A > 4(|luo|lr + Juolloo) + 4C1227 (Jvollry + llvo]loo) € B = C1CY2P7L. Seja h(z) =
A+ BaP? — gz, para x > 0. Entao, h(f(t)) > 0. Note que h(0) = A > 0e h'(z.) = 0 se
e somente se 2, = (pgB)~®=V7" Além disso, h(z.) = A+ (qu)_l/(pq_l)(i -1)=0

para A = Ay = (pgB)~/ P (1 — —) Isto implica, usando a continuidade de f, que se
Alluollr, + lluolloo) +4C12°7 (Jlvolr, + [vollsc) < Ao, entdo f(t) < z..

O mesmo argumento pode ser usado para obtermos uma limitagao para ¢(t)
assumindo uma limitacao apropriadada para 4(||vo]|r, +[|vo s ) +4C2297 (|| ug ||, + |20 ]| so)-

d
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3.2 Demonstracao do Teorema 3.3

Ressaltamos que a existéncia de solugao local para o sistema (3.2) é garantida pela ob-
servagao 2.6. Aqui S(t) denota o semigrupo do calor em €2, com condigdes de Dirichlet
no bordo. Denotamos por A; > 0 o primeiro autovalor de —A em H{(2) e por p; um

correspondente autovetor satisfazendo [, o1 = 1.

Demonstragao do Teorema 3.3. Suponha que a condigao (3.9) vale. Sejam

oo Uz Fal=mn) 5 (=) +pl=7)
pg—1 pg—1

Note que «, 5 > 0 sao tais que ap, Bg < 1 e, além disso,
l-m—ap=—0, 1 =7 —pFg=—w

Considere o conjunto E = {L>=((0,00), L=(£2))}?. Usaremos o argumento do ponto fixo

para mostrar a existéncia de uma solug¢ao do sistema (3.2) no conjunto
K ={(u,v) € B;(1+6)*[[o(®)]los < b1, (1+8)[Ju(t)]|oo < 02},

onde 41,02 > 0 s&o pequenos e serdao convenientemente escolhidos. Para isto, considere a

seguinte métrica no conjunto K
d((u,v), (5, 9)) = sup|(1 + )|u — dlloe + (1 + £)7[v = 7ls]-

Temos
(L+ 1S Huolle < C(L+ 1) M Juglloe < Alltio]loo,

(3.22)
L+ )7[Swvollec < CA+1) e uglloe < Bllvolloc,

onde A e B sdo independentes de ug e vg.

Considere a aplica¢ao ¢ : K — E dada por (??). Dado (u,v) € E, temos

t s
[e1(v)(t) = S(t)uoll < 55/ / e M) (s — g) (1 4 o) P*dods
0,70

t s
S(Sg/ / e‘Al(t_s)(s—0)_710_padads
o Jo
t

2055/ e~ M (t=s) Jl—m1—pa g (3.23)
0

t
= 0512”/ e M9 g B
0
<CoB(141)77,

onde a ultima desigualdade segue da regra de I’'Hopital.
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Analogamente, obtemos ||pa(u)(t) — S(t)vol|eo < COF(1+¢)~*. Uma estimativa

similar pode ser obtida para as diferengas (¢1(v) — ¢1(0)) e (w2(u) — @2(@)). Concluimos,
portanto, que ¢ : K — K tem um tnico ponto fixo (u,v), o qual é solu¢ao do sistema

(3.2).
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4 Resultados sobre a equacao parabdlica semi-linear

4.1 Introducao

Neste capitulo, consideramos a equacao

up — Au = fot(t — ) ulP~tu(o)dods em (0,T) x RY

(4.1)
up = u(0) em RV,

comp > 1y € [0,1), N > 1. Estamos interessados na existéncia de solugoes de (4.1)

para dados iniciais ug € L"(RY).

A equacio (4.1) com dado inicial ug € Co(R™) foi estudada por Cazenave,

Dickstein e Escobedo em [5]. Para mostrar a existéncia de solugao global para a equagao

N(p—1)
2(2—y) *

(4.1), eles consideraram esta equagao com dado inicial uy € L"(RY), com r =

A fim de motivarmos nosso estudo, discursamos sobre alguns resultados ja

obtidos para o problema parabdlico semilinear

uy — Au = |u[f"'u em RY x (0,7)

4.2
w(x,0) = up(x) em RY 42

Este problema foi estudado em [2], onde os autores obtiveram o seguinte re-

sultado.

(i) Ser > Z(p—1) our = Z(p—1) > 1 entdo existe ' > 0 e uma fungdo u €
C([0,T), L"(RY)) N L2.((0,T), L>(RY)) que é solugao de (4.2). Além disso, u > 0

loc

se ug > 0.

(i) Se 1 <r < %(p — 1), existe um dado inicial ug € L"(RY), uy > 0, para o qual nao é

possivel que exista uma solugao local nao-negativa de (4.2)(vide [28], [21]).

Como a equagao (4.1) é nao-local, surgem algumas diferengas com a equacao
(4.2) como veremos mais adiante. Inicialmente, dado uy € L"(RY), dizemos que uma

fungao u é solugao do problema (4.1), se

(i) ()22 |u()]l, € L=(0,T) para algum ;> r.
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(ii) Para t € (0,77,
u(t) = S(t)uo + /0 /Os(s — )8t — 8)|uftu(o)dods,

onde (S(t))s>0 é 0 semi-grupo do calor em RY.

1_1

(iii) 2 0 |u(t) — SE)uoll, — 0 quando ¢ — 0F.

Sobre a existéncia de solugoes do problema (4.1), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Sejam p > 1, v € [0,1] e ug € L"(RY), com r > 1. Suponha que

1 .1 2
P < -t .

Eziste T > 0 e uma unica fung¢ao u que € solugao de (4.1). Além disso, u > 0 se uy > 0.

Mais ainda, tem-se que u € C([0,T], L"(RY)) e a unicidade da solugio vale nesta classe.

No caso em que condi¢ao (4.3) nao é valida, temos o seguinte resultado de
nao-existéncia.

1 N
> 5(2 — ). Eziste ug €

L™ (RYN), ug > 0, tal que o problema (4.1) nao possui solugdo nao-negativa.

Teorema 4.2. Sejam p > 1, v € [0,1]. Suponha que P

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1.

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrada em [3].

Lema 4.1. Se X é um espago de Banach, f € L'((0,T),X) e v(t) = fg S(t—s)f(s)ds,
entdo v € C([0,T],X).

Demonstracdo do Teorema 4.1. Usamos o argumento do ponto fixo. Para isto,
escolhemos n > r tal que

1 2 < 1 < mi {1 2 }
- — — < - <min{-, ——}.
r Np p'Np-1)

Isto é possivel devido a condigao (4.4). Note que n > pe 0 < %(p%l) < 1L

Seja M > |Jugl|,. Considere os conjuntos

E = LS((0,T), L"(RM)),



K={ueEt?" Dlult)], <M +1},

onde T serd escolhido posteriormente. Considere a seguinte métrica em K,

d(u,u) = sup ¢2 07 |u(t) — a(t)]),.

te(0,1)
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Note que (K, d) é um espago métrico completo. Considere a aplicagao 1) : K — F definida

por

Y(u)(t) = S(t)ug + /o /05(8 — o) St — 8)|u(o) [P u(o)dods
Se u € K, temos

=N1_1 t prs _ —
[elly <t 50 ugll, + fy f (s = 0) S = )lu(0)l u(0)||,dods
=N(1_1 =N p=1y g _
<t T gl + fo (6= 9)F 5 [ (s — o) ulo)?||dods
% p— —Np(l 1)

1_1 =N p—1 s _
G ol + [t —5)2 ) [2(s — )02

sup (02 72 [u(0) ) dods
o€[0,t]
E) g (22

<t7 G|y, + 2 5 PR 4+ 1)

T

t

IN

Segue, portanto, que

p—

2D ()l < Juoll, + 7 T (M 4+ 1),

Por hipétese, %(p;l) — v +2>0. Logo se T é pequeno, temos

1_1

Nei_ 1
t2 07D ()l < luoll + 1

isto é, se T' é suficientemente pequeno e u € K, entao 1(u) € K, ou seja, Y(K) C K.

Além disso, 1 : K — K é uma contracao. Para ver isto, considere u,v € K. Entéao,

lo(u) = ()] = sup 12072 (u)() = (o) (@)])]

p—1

o€l0,t]
p—1

< T30 Ju— o

=N _ Nl _1 _ _
< Ct= 7 sup (o2 070 (Ja (o)l + 07 (@) ) 1w = vl

Portanto, se T' é suficientemente pequeno, ¥ : K — K é uma contragao. Segue, entao do

Teorema do Ponto Fixo, que ¢ tem um tinico ponto fixo, o qual é solugao de (4.1).

Finalmente, segue do lema 4.1 que para mostrar que u € C([0,T], L"(RY)),

basta verificarmos que [J'(s — o) 7"|u(c) P u(o)do € L*((0,T), L"(RY)). Temos

T s _ _ s _
Sl [ (s = o) ulo) P u(o)doll,ds < [ [i(s — o) ||uo)|[Edods
<7 FED(M 4 1P < 0.
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A fim de mostrarmos que a unicidade da solugao vale na classe C([0, T'], L"(RY)),

consideramos u, v € C ([0, T], L"(RY)) duas solucdes de (4.1). Temos
t s
u(t) = v(t) = [ S(t=5) [ (s= ) (ule)l ulo) - [ol0) P o)) dods.
0 0
Donde temos
u(t) = v()]l, <t S sup (Jullp™ = (ol ]|ulo) — (o)),
0<o<t
Se M = sup ([[u@®)|| + lv(@®)]]) e ¥(t) = sup [lu(s) — v(s)|,, temos
0<t<T 0<s<t

Y(t) < CMPTE TR (),

onde C é uma constante. Como 2 — vy — %n_l) > 0, temos
N(p—1)
B(t) < CMPIT" 75 (t).

onde C' é uma constante. Portanto, ¢(t) = 0, para ¢ suficientemente pequeno. Repetindo

este argumento, concluimos que 1 (t) = 0, para t € [0,7].

O
4.3 Demonstragao do Teorema 4.2.
O seguinte resultado serd utilizado na demonstragao do Teorema 4.2.
Lema 4.2. Sejam 0 <p< oo ,1<r<oo el <~vy<1 tais que
2 2N %(2 — ). (4.5)

Entao, existe ug € L" , ug > 0 tal que

t S
3G9 / S(t — s) / (s — 0)[S(0)ug|Pdods||,, — oo
0 0
quando t — 07,V > r.

Demonstragao. Fixemos p > 0 e a € (M + NI

. Note que isto é possivel devido
P rp’ T

a condicao (4.5). Para cada y € RY | defina uo(y) = |y| x50, (¥). No que segue, C
denota uma constante que pode variar a cada linha.
Afirmacao 1: Como ar < N, segue que ug € L"

Afirmacgao 2: S(t)ug > Ct%ax{‘xk\/g}, para t suficientemente pequeno.
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De fato, se |z| < /¢, para t pequeno, temos

- lz—yl?
(S(Huo)(w) = fon(dmt) 2 =7 uoly)dy
=N —lalpy?2allel
2 |y|<\ﬂ(477t) P e 4 ly|~*dy
> Cf§<|y|<\/i(47rt)%t%ady (4.6)
> Ct=
= O Xiaj<vt)
Segue entao da Afirmagao 2 que
(S(t)uo)? > Chy (4.7)

onde h(z) = t%WX{|z|<ﬁ}~ Dai, concluimos que

/{ (s — o) 7(S(0)ug)P(x)do > Cs'™ 7% parat < oo,s <t
0

(S(t—s) /O S(s — 0)(S(0)ug)Pdo)(z) > Ctz =T,
Para todo = € RY | temos
[S(t = 5) [ (s = 0)(S(0)uo)Pdo)(x) > C[S(t —s) [5(s — o) "h,do](x)

- N *\T*yP s —ap
>sC f\y\<\/5(t — )2 et ([Jo2 do)dy

a

> Ot

Desta forma, temos

/ tS(t —5) / S(s —0)7[S(0)ugPdods > CH> 7%
0 0
Assim, para todo 1 > r, temos
[ /t S(t—s) /s(s —0) "[S(o)ueldods|; > Crer= )ty
0 0

Portanto,
=G| tS(t—s) / S(s—a)_7[S(a)u0]pdads||Z > O

0 0
Como a € (@ + &MY temos

rp’ T

Dai segue que

0

quando ¢t — 0%, O
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Demonstrag¢ao do Teorema 4.2. Suponhamos que a condic¢ao (4.5) seja vélida.
Seja uo(y) = |yl “XB(o,p) (y), Vy € RY, com a € (@ + %, ) e suponha que exista uma
solucdo u(t) da equagao (4.1). Desta forma, temos u(t) = S(t)ug + fot S(t—s) [ (s —

o) u(o) P~ u(o)dods. Dai segue que
N1
£2 070 |lu(t) = S(t)uolly, — 0,

quando ¢t — 0.

Portanto,

N l_l)
t2 [}

| /0 S(t—s) /08(5 — o) "[S(o)ulPdods||,, — 0,

quando t — 0%, o que contradiz o lema anterior.
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