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RESUMO

Estudamos o sistema parabólico não-local acoplado

ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds, vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds

onde 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e p, q ≥ 1. Consideramos o problema em (0, T )×RN e um problema de

Dirichlet em (0, T )×Ω, com Ω ⊂ RN domı́nio limitado e fronteira regular. Admitimos que

os dados iniciais u(0), v(0) ∈ C0(RN) e u(0), v(0) ∈ C0(Ω), respectivamente. Encontramos

condições que garantem a existência de solução global e a explosão num tempo finito de

qualquer solução do sistema em questão.
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ABSTRACT

We study the nonlocal coupled parabolic system

ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds, vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds

where 0 ≤ γ1, γ2 < 1 and p, q ≥ 1. We consider the problem in RN × (0, T ) and a

Dirichlet problem in (0, T ) × Ω with Ω ⊂ RN a bounded domain with smooth boundary.

The initial data is assumed u(0), v(0) ∈ C0(RN) and u(0), v(0) ∈ C0(Ω), respectively. We

found conditions that assure either the existence of global solution or the blow up in a

finite time of a some solution of the system.
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amor incondicional e por todos os sacrif́ıcios fizeram por mim e às minhas irmãs Brunna
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho, consideramos o seguinte sistema parabólico semi-linear com uma não-

linearidade não-local no tempo





ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds em (0, T ) × Ω,

vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds em (0, T ) × Ω,

u = v = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω,

(1)

com p, q ≥ 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e dados iniciais u0, v0 ∈ C0(Ω). Consideramos os casos em

que Ω = RN e Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira regular.

No caṕıtulo 1, estudamos a existência de soluções para o sistema (1) e anal-

isamos as soluções que explodem num tempo finito. No caṕıtulo 2, apresentamos condições

que garantem a existência de solução global para o sistema (1). Com a finalidade de mo-

tivar esta questão, destacamos alguns resultados conhecidos para o problema parabólico

semi-linear 



ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ|u|p−1u(s)ds em (0, T ) × RN ,

u(0) = u0 em RN

(2)

com p > 1, 0 ≤ γ < 1 e u0 ∈ C0(RN), que foi estudado em [5]. Nesse trabalho, os autores

mostraram que se u ∈ C([0, Tmax), C0(RN)) é a solução de (2) e p∗ = max{1

γ
, pγ}(p∗ = +∞

se γ = 0), onde

pγ =





1 + 4−2γ
N−2+2γ

, N ≥ 2 ou (N = 1 e 1
2
< γ < 1),

+∞ , N = 1 e 0 < γ ≤ 1
2
,

então

(i) Se p ≤ p∗ e u0 ≥ 0, u0 ̸≡ 0, então u explode num tempo finito.

(ii) Se p > p∗ e u0 ∈ Lqsc(RN), onde qsc = N(p−1)
4−2γ

, com ∥u0∥qsc suficientemente pequeno,

então u existe globalmente.

Os autores consideraram ainda a equação (2) num domı́nio limitado regular
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Ω ⊂ RN com a condição de Dirichlet no bordo, isto é




ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ|u|p−1u(s)ds em (0, T ) × Ω,

u = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0) = u0 em Ω,

(3)

onde p > 1 e 0 ≤ γ < 1. Eles mostraram que, se u ∈ C([0, Tmax), C0(Ω)) é a solução de

(3), então

(i) Se pγ ≤ 1 e u0 ≥ 0, u0 ̸≡ 0, então u explode num tempo finito.

(ii) Se pγ > 1 e ∥u0∥L∞ é suficientemente pequeno, então u existe globalmente.

Nosso objetivo é estender os resultados obtidos em [5] para o sistema (1). Esta

generalização não é imediata e, por isso, utilizamos argumentos diferentes dos que foram

usados em [5]. No caso do sistema (1), surgem algumas dificuldades que não ocorrem no

caso da equação (2), como veremos mais adiante.

Por ser um valor cŕıtico para a existência de solução global, p∗ é chamado

o coeficiente de Fujita do problema (2). Este termo originou-se no estudo da equação

parabólica semi-linear

ut − ∆u = |u|p−1u em (0, T ) × RN (4)

veja, por exemplo, [9], [10], [13] e [16]. Neste caso, é bem conhecido que o coeficiente de

Fujita é dado por p∗ = 1 + 2
N

e pode ser determinado através do seguinte argumento:

se u(t, x) é uma solução da equação (4) com dado inicial u0, então λ
2

p−1u(λ2t, λx) é uma

solução de (4) com dado inicial λ
2

p−1u0(λx). Temos

∥λ 2
p−1u0(λ·)∥r = λ

2
p−1

− N
r ∥u0∥r. (5)

Desta forma, a norma in Lr é invariante se, e somente se, r = rc = N(p−1)
2

. Além disso,

rc > 1 se, e somente se, p > p∗. Note que Lrc(RN) é o único espaço onde um dado inicial

pequeno pode gerar uma solução global. Com efeito, se assumirmos que r ̸= rc e que a

norma ∥u0∥r suficientemente pequena assegura que a solução é global, podemos deduzir

de (5) que toda solução de (4) com dado inicial u0 ∈ Lr(RN) é global. Obviamente isto

é falso, pois sabe-se que a solução de (4) explode num tempo finito se o dado inicial é

suficientemente grande.

O argumento anterior é chamado de scaling e pode ser usado para encontrar

o coeficiente de Fujita de outras equações como, por exemplo, ut = ∆u + tk|x|σup(vide
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[1],[18],[19], [20]), ut = ∇.(uσ∇u) + up(vide [11]) e ut = ∆u + u(t, 0)p−qu(t, x)q, com

p > q ≥ 1 (vide [22]). Entretanto, em [5], os autores mostraram que o coeficiente de

Fujita p∗ da equação (2) não pode ser obtido através deste argumento. De fato, se u(t, x)

é solução de (2) com dado inicial u0 ∈ Lr(RN), então λ
4−2γ
p−1 u(λ2t, λx) é solução de (2) com

dado inicial λ
4−2γ
p−1 u0(λx). Como ∥λ

4−2γ
p−1 u0(λ·)∥r = λ

4−2γ
p−1

− N
r ∥u0∥r, a norma em Lr(RN)

é preservada se, e somente se, r = rsc = N(p−1)
4−2γ

. Note que rsc > 1 se, e somente se,

p > psc = 1 + 4−2γ
N

. Entretanto, segue dos resultados obtidos em [5] que psc < p∗.

O argumento do scaling também pode ser usado para encontrar o coeficiente

de Fujita de alguns sistemas. Por exemplo, se (u, v) é solução do sistema





ut − ∆u = |v|p−1v em (0, T ) × RN ,

vt − ∆v = |u|q−1u em (0, T ) × RN ,

u(0) = u0, v(0) = v0 em RN ,

(6)

com p, q > 0 e pq > 1, então (uλ, vλ) definida por

uλ(t, x) = λγu(λ2t, λx), vλ(t, x) = λδv(λ2t, λx) (7)

onde γ = 2(q+1)
pq−1

, δ = 2(p+1)
pq−1

, é solução deste sistema com dado inicial

(λ
2(q+1)
pq−1 u0(λx) , λ

2(p+1)
pq−1 v0(λx)).

Portanto, temos ∥uλ(0)∥r = λ
2(q+1)
pq−1

− N
r ∥u0∥r, ∥vλ(0)∥s = λ

2(p+1)
pq−1

− N
s ∥v0∥s, e estas normas

são invariantes somente quando rc = N
2
(pq−1

q+1
) e sc = N

2
(pq−1

p+1
). Note que rc > 1, sc > 1 se,

e somente se, q+1
pq−1

< 2
N

e p+1
pq−1

< 2
N
, o que coincide com os resultados obtidos em [8]: se

p, q > 0 com pq > 1, então

(i) Se p+1
pq−1

< 2
N

, q+1
pq−1

< 2
N

e (u0, v0) ∈ Lrc(RN) × Lsc(RN) com ∥u0∥rc + ∥v0∥sc suficien-

temente pequeno, então a solução de (6) existe globalmente.

(ii) Se p+1
pq−1

≥ 2
N

ou q+1
pq−1

≥ 2
N

e (u0, v0) ̸= (0, 0), u0, v0 ≥ 0 então a solução de (6) explode

num tempo finito.

Aplicamos agora o argumento de scaling para o sistema (1), com Ω = RN . Se

(u, v) é uma solução com dado inicial (u0, v0), então para todo λ > 0, (uλ, vλ) definida

por

uλ(t, x) = λγu(λ2t, λx), vλ(t, x) = λδv(λ2t, λx),
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onde

γ =
2γ1 − 4 + p(2γ2 − 4)

1 − pq
e δ =

2γ2 − 4 + q(2γ1 − 4)

1 − pq
,

é uma solução de (1). Observe que, se (u0, v0) ∈ Lr1(RN) ×Lr2(RN), então as normas em

Lr1(RN) e Lr2(RN) são preservadas se, e somente se,

r1 =
N(pq − 1)

2[2 − γ1 + p(2 − γ2)]
, r2 =

N(pq − 1)

2[2 − γ2 + q(2 − γ1)]
. (8)

Além disso, r1 > 1 e r2 > 1 se, e somente se,

p(2 − γ2) + (2 − γ1) <
N(pq − 1)

2
e q(2 − γ1) + (2 − γ2) <

N(pq − 1)

2
. (9)

Podeŕıamos esperar que se (9) não vale, então qualquer solução de (1) explode num tempo

finito. O próximo resultado refere-se ao sistema (1) com Ω = RN e mostra que isto não

ocorre.

Teorema A. Sejam p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(RN).

Considere (u, v) ∈ {C([0, Tmax), C0(RN))}2 a solução correspondente de (1), com Ω = RN .

Suponha que 



1 − pγ2 + p(1 − qγ1) + p(q + 1) ≥ N
2
(pq − 1)

ou

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) + q(p+ 1) ≥ N
2
(pq − 1)

(10)

ou 



1 − pγ2 + p(1 − qγ1) ≥ 0

ou

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) ≥ 0

(11)

Se (u0, v0) ̸= (0, 0) com u0, v0 ≥ 0, então (u, v) explode num tempo finito.

Sobre a existência de solução global para o sistema (1), com Ω = RN , temos o

seguinte resultado.

Teorema B. Sejam p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(RN).

Considere (u, v) ∈ {C([0, Tmax), C0(RN))}2 a solução correspondente de (1), com Ω = RN .

Suponha que as seguintes condições sejam válidas




1 − pγ2 + p(1 − qγ1) + p(q + 1) < N
2
(pq − 1),

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) + q(p+ 1) < N
2
(pq − 1),

(12)





1 − pγ2 + p(1 − qγ1) < 0,

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) < 0
(13)
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e
p

r2
− 4

N
<

1

q
,
q

r1
− 4

N
<

1

p
. (14)

Se (u0, v0) ∈ Lr1(RN) × Lr2(RN), onde r1, r2 são definidos por (8) e (∥u0∥∞ + ∥v0∥∞ +

∥u0∥r1 + ∥v0∥r2) ≤ ϵ com ϵ > 0 suficientemente pequeno, então (u, v) existe globalmente.

Os Teoremas A e B, quando p = q e γ1 = γ2 = γ, estendem o Teorema 1.1 de

[5].

Sobre o Teorema A. Recentemente, Fino e Kirane em [12] estudaram o sistema

(1) no caso em que Ω = RN e mostraram, usando técnicas diferentes das que foram

utilizadas no presente trabalho, que se u0, v0 ∈ C0(RN) ∩ L2(RN), (u0, v0) ̸= 0, u0, v0 ≥ 0

e vale (10) ou (pγ2 < 1 e qγ1 < 1), então qualquer solução de (1) explode num tempo

finito. Verifica-se facilmente que as condições usadas por eles implicam a validade de (10)

ou (11).

Sobre o Teorema B. Sob a validade das condições (12) e (13), consideramos o

caso em que a condição (14) não é satisfeita. Se p
r2

− 4
N

≥ 1
q

e q
r1

− 4
N

≥ 1
p
, então qualquer

solução não-trivial o sistema (1), explode num tempo finito. De fato, neste caso, temos

1

p
− γ2 >

N

2

(
1

r2
− 1

p

)
− γ2 ≥ 0.

Analogamente, verifica-se que qγ1 < 1. Assim, temos 1−pγ2 +p(1−qγ1) ≥ 0 e o resultado

segue do Teorema A.

No caso em que p
r2

− 4
N
< 1

q
e q

r1
− 4

N
≥ 1

p
, conclúımos, como no caso anterior,

que pγ2 < 1. Segue, então, da condição (13) que qγ1 > 1. Esta situação não ocorre no

caso da equação (2). Na verdade, dos resultados obtidos em [5], podemos observar que

pγ ≤ 1 implica na explosão das soluções de (2) e pγ > 1 juntamente com a condição

(12) (no caso em que p = q, γ1 = γ2 = γ), resulta na existência de solução global para

a equação (2). Isto nos leva a acreditar que exista um confronto entre os termos não-

lineares do sistema (1), de maneira que condições adicionais devem ser consideradas, a

fim de distinguir soluções globais de soluções que explodem num tempo finito neste caso.

O caso em que p
r2

− 4
N

≥ 1
q

e q
r1

− 4
N
< 1

p
é similar ao anterior.

No caso em que Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira regular, temos

o seguinte resultado.

Teorema C. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio regular e limitado, p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤
γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(Ω). Seja (u, v) ∈ {C[0, Tmax), C0(Ω)}2 a solução correspondente
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de (1).

(i) Suponha que 



1 − pγ2 + p(1 − qγ1) < 0

e

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) < 0.

(15)

Se ∥u0∥∞ ≤ δ1 e ∥v0∥∞ ≤ δ2, onde δ1, δ2 > 0 são suficientemente pequenos, então

(u, v) existe globalmente.

(ii) Suponha que 



1 − pγ2 + p(1 − qγ1) ≥ 0

ou

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) ≥ 0

(16)

Se (u0, v0) ̸= (0, 0) com u0, v0 ≥ 0, então (u, v) explode num tempo finito.

O teorema anterior, quando p = q, γ1 = γ2 = γ, estende o Teorema 1.3 de [5],

para o problema (3).

Reservamos o caṕıtulo 4 para analisar a existência de solução da equação

(2), com dados iniciais não-regulares. Especificamente, consideramos dados iniciais em

Lr(RN). Este tipo de problema para a equação ut − ∆u = up tem sido estudado por

vários autores, por exemplo, [2], [26], [27], [28]. Inicialmente, dizemos que uma função u

é solução do problema (2), com u0 ∈ Lr(RN) se

(i) (·)N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(·)∥η ∈ L∞(0, T ) para algum η ≥ r.

(ii) Para t ∈ (0, T ],

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γS(t− s)|u|p−1u(σ)dσds

onde (S(t))t≥0 é o semi-grupo do calor em RN .

(iii) t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(t) − S(t)u0∥η → 0 quando t → 0+.

Temos o seguinte resultado.

Teorema D. Sejam p > 1, γ ∈ [0, 1] e u0 ∈ Lr(RN), com r ≥ 1. Suponha que

p− 1

r
≤ 2

N
(2 − γ),
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1

r
− 2

Np
< min{1

p
,

2

N(p− 1)
}.

Existe T > 0 e uma única função u que é solução de (2). Além disso, u ≥ 0, se u0 ≥ 0.

Sobre a não-existência de solução da equação (2), temos o seguinte resultado.

Teorema E. Sejam p > 1, γ ∈ [0, 1]. Suponha que
p− 1

r
>
N

2
(2 − γ). Existe

u0 ∈ Lr(RN), u0 ≥ 0 para qual não é posśıvel que exista solução local u de (2) com u ≥ 0.

Observamos que o resultado obtido é parcial, uma vez que não inclui o caso

em que
1

r
− 2

Np
≥ min{1

p
,

2

N(p− 1)
}. Isto se deve à dificuldade de aplicarmos à esta

situação, o argumento que foi utilizado no caso em que
p− 1

r
>
N

2
(2 − γ). A totalização

de tal resultado, bem como uma extensão do mesmo para o sistema (1), são projetos para

uma futura pesquisa.
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2 Existência e explosão de soluções num tempo finito

2.1 Introdução

Consideramos os seguintes sistemas parabólicos semi-linear com uma não-linearidade não-

local no tempo





ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds em (0, T ) × RN ,

vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds em (0, T ) × RN ,

u(0) = u0, v(0) = v0 in RN

(2.1)

e





ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds em (0, T ) × Ω,

vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds em (0, T ) × Ω,

u(t, x) = 0, v(t, x) = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω

(2.2)

num domı́nio limitado Ω ⊂ RN com condição de Dirichlet no bordo. Em ambos os casos,

consideramos p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e dado inicial u0, v0 ∈ C0(RN).

Os sistemas (2.1) e (2.2) são equivalentes, num sentido apropriado, ao sistema





u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ1S(t− s)|v|p−1v(σ)dσds,

v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ2S(t− s)|u|q−1u(σ)dσds

(2.3)

para todo t ∈ [0, T ], onde {S(t)}t≥0 é o semi-grupo do calor em RN e num domı́nio

limitado Ω ⊂ RN , respectivamente.

Nosso primeiro resultado trata da existência e unicidade de soluções para o

sistema (2.1).

Teorema 2.1. Considere p, q ≥ 1, γ1, γ2 ∈ [0, 1) e u0, v0 ∈ C0(RN). Existe uma única

solução (u, v) ∈ {C([0, Tmax), C0(RN))}2 de (2.1) tal que

1. Tmax = ∞(a solução é global) ou
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2. Tmax < ∞ e lim
t→Tmax

(∥u(t)∥∞ + ∥v(t)∥∞) = ∞(a solução explode num tempo finito).

Além disso, se (u0, v0) ̸= (0, 0), u0, v0 ≥ 0, então u(t), v(t) ≥ 0 para todo

t ∈ (0, Tmax). Se 0 < t ≤ t+ τ < Tmax, temos

u(t+ τ) ≥ S(τ)u(t), v(t+ τ) ≥ S(τ)v(t). (2.4)

Mais ainda, se (u0, v0) ∈ Lr1(RN)×Lr2(RN) com 1 ≤ r2 ≤ pr1 e 1 ≤ r1 ≤ qr2,

então (u, v) ∈ C([0, Tmax), L
r1(RN)) × C([0, Tmax), L

r2(RN)) e

lim
t→Tmax

(∥u(t)∥∞ + ∥v(t)∥∞ + ∥u(t)∥r1 + ∥v(t)∥r2) = ∞, (2.5)

quando Tmax < ∞.

Observação 2.2. Um resultado de existência e unicidade também é válido para o sistema

(2.2). Sua demonstração é similar à prova do Teorema 2.1.

Estamos interessados em encontrar condições que determinem a explosão das

soluções dos sistemas (2.1) e (2.2). Com a finalidade de motivar o estudo aqui realizado,

destacamos alguns resultados obtidos para o problema parabólico semi-linear





ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ|u|p−1u(s)ds em (0, T ) × RN ,

u(0) = u0 em RN

(2.6)

com p > 1, 0 ≤ γ < 1 e u0 ∈ C0(RN). O problema (2.6) foi estudado em [5], onde os

autores mostraram que se u ∈ C([0, Tmax), C0(RN)) é a solução de (2.6) e p∗ = max{1

γ
, pγ}

(p∗ = +∞ se γ = 0), onde

pγ =





1 + 4−2γ
N−2+2γ

, N ≥ 2 ou (N = 1 e 1
2
< γ < 1),

+∞ , N = 1 e 0 < γ ≤ 1
2
,

(2.7)

então

(i) Se p ≤ p∗ e u0 ≥ 0, u0 ̸≡ 0, então u explode num tempo finito.

(ii) Se p > p∗ e u0 ∈ Lqsc(RN), onde qsc = N(p−1)
4−2γ

, com ∥u0∥qsc suficientemente pequeno,

então u existe globalmente.

Para utilizarmos o argumento do scaling para o sistema (2.1), observamos

que se (u, v) é uma solução com dado inicial (u0, v0), então para todo λ > 0, (uλ, vλ)
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definida por uλ(t, x) = λγu(λ2t, λx), vλ(t, x) = λδv(λ2t, λx), onde γ = 2γ1−4+p(2γ2−4)
1−pq

e

δ = 2γ2−4+q(2γ1−4)
1−pq

, é uma solução de (2.1). Se (u0, v0) ∈ Lr1(RN) × Lr2(RN), então as

normas em Lr1(RN) e Lr2(RN) são preservadas se, e somente se,

r1 =
N(pq − 1)

2[2 − γ1 + p(2 − γ2)]
, r2 =

N(pq − 1)

2[2 − γ2 + q(2 − γ1)]
. (2.8)

Além disso, r1 > 1 e r2 > 1 se, e somente se,

p(2 − γ2) + (2 − γ1) <
N(pq − 1)

2
e q(2 − γ1) + (2 − γ2) <

N(pq − 1)

2
. (2.9)

Podeŕıamos esperar que se

p(2 − γ2) + (2 − γ1) ≥ N(pq − 1)

2
e q(2 − γ1) + (2 − γ2) ≥ N(pq − 1)

2
. (2.10)

vale, então qualquer solução de (2.1) explode num tempo finito. O seguinte resultado

mostra que isto não é válido.

Teorema 2.3. Sejam p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(RN). Considere

(u, v) ∈ {C([0, Tmax), C0(RN))}2 a solução correspondente de (2.1). Suponha que





1 − pγ2 + p(1 − qγ1) + p(q + 1) ≥ N
2
(pq − 1)

ou

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) + q(p+ 1) ≥ N
2
(pq − 1)

(2.11)

ou 



1 − pγ2 + p(1 − qγ1) ≥ 0

ou

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) ≥ 0

(2.12)

Se (u0, v0) ̸= (0, 0) com u0, v0 ≥ 0, então (u, v) explode num tempo finito.

Observação 2.4. Fazemos aqui alguns comentários sobre o Teorema 2.3.

(i) As condições do Teorema 2.3 generalizam as condições do Teorema 1.1 de [5]. Para

ver isto, fazemos p = q e γ1 = γ2 = γ. As condições (2.11) e (2.12) se reduzem a

p(N
2

+ γ − 1) ≤ N
2

+ 1 ou pγ ≤ 1.

(ii) É interessante observarmos que, quando γ1 = 0 ou γ2 = 0, qualquer solução não-

trivial do sistema (2.1) explode num tempo finito. De fato, suponhamos sem perda

de generalidade, que γ1 = 0. Como 0 ≤ γ2 < 1, temos 1 − pγ2 + p(1 − qγ1) =

1 + p(1 − γ2) > 0. Assim, a primeira desigualdade de (2.12) é satisfeita.
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Sobre a explosão de uma solução do sistema (2.2), temos o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio regular e limitado, p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤
γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(Ω). Seja (u, v) ∈ {C[0, Tmax), C0(Ω)}2 a solução correspondente

de (2.2). Suponha que 



1 − pγ2 + p(1 − qγ1) ≥ 0

ou

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) ≥ 0

(2.13)

Se (u0, v0) ̸= (0, 0) com u0, v0 ≥ 0, então (u, v) explode num tempo finito.

Observação 2.6. (i) Se γ1 = γ2 e p = q, a condição (2.13) se reduz à condição do

Teorema 1.3 de [5] para o sistema (2.1).

(ii) Se γ1 = 0 ou γ2 = 0, todas as soluções positivas do sistema (2.1) explodem num

tempo finito (veja o item (iii) da Observação 2.4). No caso da equação (2.6), este

fato foi observado primeiramente por Souplet em [22].

Nas seções subsequentes, apresentamos as demonstrações dos resultados apre-

sentados anteriormente.

2.2 Demonstração do Teorema 2.1.

Lema 2.1. Sejam T > 0, A,B ≥ 0, e f1, f2 funções não-negativas tais que f1, f2 ∈
L1(0, T ). Considere duas funções não-negativas e não-decrescentes φ1, φ2 ∈ C[0, T ] tais

que 



φ1(t) ≤ A+

∫ t

0

f1(s)φ2(s)ds,

φ2(t) ≤ B +

∫ t

0

f2(s)φ1(s)ds.

(2.14)

Existe uma constante C > 0 tal que

φ1(t) ≤ C(A+B) exp

(∫ t

0

Cf1(s)ds

)
and φ2(t) ≤ C(A+B) exp

(∫ t

0

Cf2(s)ds

)
,

quase sempre em [0, T ].

Demonstração. O resultado pode ser facilmente verificado se substituirmos uma das de-

sigualdades em (2.14) pela outra e usarmos a desigualdade de Gronwall.
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Demonstração do Teorema 2.1. Seja M ≥ {∥u0∥∞ + ∥v0∥∞}. Considere o

conjunto

K = {(u, v) ∈ {L∞((0, T ), C0(RN))}2; ∥u(t)∥∞, ∥v(t)∥∞ ≤ M + 1}, (2.15)

onde T > 0 será escolhido posteriormente. Definimos a seguinte métrica em K,

d((u, v), (ū, v̄)) = sup
t∈(0,T )

∥u(t) − ū(t)∥∞ + sup
t∈(0,T )

∥v(t) − v̄(t)∥∞.

Desta forma, (K, d) é um espaço métrico completo. Considere a aplicação ψ : K → E

definida por ψ(u, v) = (φ1(v), φ2(u)), where




φ1(v) = S(t)u0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ1S(t− s)|v|p−1v(σ)dσds,

φ2(u) = S(t)v0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ2S(t− s)|u|q−1u(σ)dσds.

(2.16)

Se (u, v) ∈ K, temos

∥φ1(v)(t)∥∞ ≤ ∥u0∥∞ +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ1∥vp(σ)∥∞dσds

≤ ∥u0∥∞ + CT 2−γ1(M + 1)p.

(2.17)

De maneira análoga obtemos

∥φ2(u)(t)∥∞ ≤ ∥v0∥∞ + CT 2−γ2(M + 1)q. (2.18)

Argumentando como em (2.17), concluimos que para (u, v), (ū, v̄) ∈ K vale

∥φ1(v) − φ1(v̄)∥∞ ≤ 2C(M + 1)p−1T 2−γ1∥v − v̄∥∞, (2.19)

∥φ2(u) − φ2(ū)∥∞ ≤ 2C(M + 1)q−1T 2−γ2∥u− ū∥∞. (2.20)

para alguma constante C > 0.

Como 2 > γ1, γ2, conclúımos de (2.17)-(2.20) que, se T é suficientemente pe-

queno, então ψ : K → K é uma contração. Pelo Teorema do Ponto Fixo, conclúımos que

ψ possui um único ponto fixo (u, v), o qual é solução de (2.1).

A unicidade da solução segue do Lema 2.1. Na verdade, se (u, v), (ū, v̄) ∈
{L∞((0, T ),RN)}2 são duas soluções do sistema (2.1) definidas num mesmo intervalo

[0, T ], temos

∥u(t) − ū(t)∥∞ ≤ C

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ1∥v(σ) − v̄(σ)∥∞dσds

≤ C

∫ t

0

(t− s)1−γ1 sup
σ∈(0,s)

∥v(σ) − v̄(σ)∥∞ds

≤ CT 1−γ1

∫ t

0

sup
σ∈(0,s)

∥v(σ) − v̄(σ)∥∞ds.



18

Da mesma maneira, mostramos que ∥v(t)−v̄(t)∥∞ ≤ CT 1−γ2
∫ t

0
supσ∈(0,s) ∥u(σ)−ū(σ)∥∞ds

e o resultado segue.

Segue diretamente da unicidade que a solução (u, v) pode ser estendida a um

intervalo maximal [0, Tmax). Note que, se 0 ≤ t ≤ t+ τ ≤ Tmax, temos

u(t+ τ) = S(τ)u(t) +

∫ τ

0

S(σ − s)

∫ s

0

(s− σ)−γ1 |v|p−1v(t+ σ)dσds+
∫ τ

0

S(τ − s)

∫ t

0

(t+ s− σ)−γ1 |v|p−1v(σ)dσds,

v(t+ τ) = S(τ)v(t) +

∫ τ

0

S(σ − s)

∫ s

0

(s− σ)−γ2 |u|q−1u(t+ σ)dσds+
∫ τ

0

S(τ − s)

∫ t

0

(t+ s− σ)−γ2 |u|q−1u(σ)dσds.

(2.21)

Considere u, v ∈ L∞((0, T ), C0(RN)) tais que (u, v) é solução do sistema (2.1)

no intervalo [0, T ). Segue de (2.21) que se ∥u∥L∞((0,T )×RN ) +∥v∥L∞((0,T )×RN ) < ∞, através

do argumento do ponto fixo, (u, v) pode ser estendida a um intervalo [0, T ′) com T ′ > T .

Isto mostra que, se Tmax < ∞, então lim
t→Tmax

(∥u(t)∥∞ + ∥v(t)∥∞) = ∞. No caso em que

u0, v0 ≥ 0, constrúımos uma solução não-negativa do sistema (2.1) usando o argumento

do ponto fixo no conjunto K+ = {(u, v) ∈ K;u(t), v(t) ≥ 0 for all t ∈ (0, T )} onde K é

definido por (2.15). Segue de (2.21) que u e v são não-negativas em [0, Tmax). Usando

este fato e (2.21), conclúımos (2.4).

A fim de mostrarmos o restante do Teorema 2.1, utilizamos novamente o ar-

gumento do ponto fixo. Para isto, considere os espaços

E = L∞((0, T ), {L∞(RN)}2) ∩ L∞((0, T ), Lr1(RN) × Lr2(RN))

e K = {ū = (u, v) ∈ E; ∥u(t)∥∞, ∥v(t)∥∞, ∥u(t)∥r1 , ∥v(t)∥r2 < M + 1, for all t ∈ (0, T )}
onde M ≥ max{∥u0∥∞, ∥u0∥r1 , ∥v0∥∞, ∥v0∥r2}. Como r2 ≤ pr1 e r1 ≤ qr2 podemos

escolher η, ω ≥ 1 satisfazendo

1

pr1
≤ 1

ω
≤ min{1

p
,

1

r2
,
1

p
(

2

N
+

1

r2
)},

1

qr2
≤ 1

η
≤ min{1

q
,

1

r1
,
1

q
(

2

N
+

1

r1
)}.

O conjunto K munido da métrica

d(ū, v̄) = max
i=1,2

{ sup
t∈(0,T )

∥ui(t) − vi(t)∥∞, sup
t∈(0,T )

∥ui − vi∥ri
}

com ū = (u1, u2), v̄ = (v1, v2), é um espaço métrico completo.
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Para w̄ = (u, v) ∈ K, definimos a aplicação ψ : K → E dada por (2.16).

Procedendo como em (2.17) e (2.19) obtemos, para w̄ = (u, v) e z̄ = (ū, v̄)

∥φ1(v)∥∞ ≤ M + T 2−γ1(M + 1)p, (2.22)

∥φ1(v) − φ1(v̄)∥∞ ≤ T 2−γ1(M + 1)p−1 sup
t∈(0,T )

∥v(t) − v̄(t)∥∞. (2.23)

Como ω ≥ r2, segue da desigualdade de interpolação

∥w∥ω ≤ ∥w∥r2/ω
r2

∥w∥1−r2/ω
∞

que

∥φ1(v)(t)∥r1 ≤ ∥u0∥r1 +

∫ t

0

(t− s)
− N

2
( p

ω
− 1

r1
)

∫ s

0

(s− σ)−γ1∥v(σ)∥p
ωdσds

≤ ∥u0∥r1 +

∫ t

0

(t− s)
− N

2
( p

ω
− 1

r1
)

∫ s

0

(s− σ)−γ1∥v∥
r2
ω

p
r2 ∥v∥(1− r2

ω
)p

∞ dσds

≤ M + CT
2−γ1− N

2
( p

ω
− 1

r1
)
(M + 1)p

(2.24)

e

∥φ1(v)(t) − φ1(v̄)(t)∥r1 ≤
∫ t

0

(t− s)
− N

2
( p

ω
− 1

r1
)

∫ s

0

(s− σ)−γ1(∥v∥p−1
w + ∥v̄∥p−1

w )

∥v(σ) − v̄(σ)∥ωdσds

≤ 2C(M + 1)p−1T
2−γ1− N

2
( p

ω
− 1

r1
) (

supt∈(0,T ) ∥v(t) − v̄(t)∥r2

)r2/ω

(
supt∈(0,T ) ∥v(t) − v̄(t)∥∞

)1−r2/ω

≤ 2C(M + 1)p−1T
2−γ1− N

2
( p

ω
− 1

r1
)
d(w̄, z̄).

(2.25)

Analogamente,

∥φ2(u)∥∞ ≤ M + CT 2−γ2(M + 1)q, (2.26)

∥φ2(u) − φ2(ū)∥∞ ≤ CT 2−γ2(M + 1)q−1 sup
t∈(0,T )

∥u(t) − ū(t)∥∞, (2.27)

∥φ2(u)(t)∥r2 ≤ M + CT
2−γ2− N

2
( q

η
− 1

r2
)
(M + 1)q, (2.28)

∥φ2(u)(t) − φ2(ū)(t)∥r2 ≤ 2C(M + 1)q−1T
2−γ2− N

2
( q

η
− 1

r2
)
d(w̄, z̄). (2.29)

Segue de (2.22), (2.24), (2.26), e (2.28) que ψ(K) ⊂ K, se T é suficientemente

pequeno. De (2.23), (2.25), (2.27) e (2.29), conclúımos que, se T é pequeno, ψ : K → K

é uma contração. Segue, então, do Teorema do Ponto Fixo que ψ possui um único ponto

fixo ū = (u, v). Conclúımos, portanto, que ū = (u, v) ∈ C([0, T ], Lr1(RN) × Lr2(RN)). A

permanência da solução no espaço Lr1(RN)×Lr2(RN) para t > T é facilmente verificada.

2
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2.3 Demonstração do Teorema 2.3.

A demonstração deste teorema foi baseada nas ideias apresentadas em [5]. Utilizaremos

alguns resultados preliminares.

Lema 2.2. Sejam a, b, c, d > 0, p, q ≥ 1, pq > 1 e (u, v) ∈ {C2([0, T ])}2 solução não-

trivial do sistema 



u′′ + au′ = bvp,

v′′ + cv′ = duq.
(2.30)

Dado T > 0, existe uma constante K = K(a, b, c, d, p, q, T ) > 0 tal que, se

u(0) ≥ K ou v(0) ≥ K

e

u′(0) ≥ −au(0) e v′(0) ≥ −cv(0), (2.31)

então existe Tmax < T tal que (u, v) explode em Tmax.

Demonstração. Podemos supor que u(0) > K e v(0) > K.De fato, se u(0) > K e v(0) = 0,

segue da continuidade de u que existe T ∗ < T tal que u(t) > K, para todo t ∈ [0, T ∗].

Por outro lado, integrando a segunda equação de (2.30) e usando a condição

(2.31), obtemos

v′ + cv ≥ d

∫ t

0

uq(s)ds.

Assim, podemos assumir que c > 1. Portanto, para t ∈ [0, T ∗], temos v′ + cv ≥ Mt, onde

M > 0 é constante. Integrando esta equação, temos v(t) ≥ M
c
(t− 1

c
+e−ct), para todo t ∈

[0, T ∗]. Considerando c > 1, segue que v(t) > 0 para t suficientemente paqueno.

A demonstração segue do prinćıpio de comparação, utilizando-se uma sub-

solução (ū, v̄) do sistema (2.30) da forma ū(t) = Ae−Bt(T − t)−α, v̄(t) = Ae−Bt(T − t)−β,

onde A, B são escolhidos convenientemente, α = 2 p+1
pq−1

, e β = 2 q+1
pq−1

.

Proposição 2.7. Sejam a, b, c, d, T > 0, p, q e K como no Lema 2.2. Se w1, w2 ∈
C1([0, T ]), (w1(0), w2(0)) ̸= (0, 0), w1(0), w2(0) ≥ 0 satisfazem





w′
1 + aw1 ≥ b

∫ t

0

(t− s)−γ1wp
2(s)ds,

w′
2 + cw2 ≥ d

∫ t

0

(t− s)−γ2wq
1(s)ds

(2.32)

para todo t ∈ [0, T ], então tem-se:
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(i) Se T ≥ 1, então w1(0) < K e w2(0) < K.

(ii) Se T = ∞, então sup
t>0

w1(t) ≤ K e sup
t>0

w2(t) ≤ K.

(iii) Se T = ∞, então lim inf
t→∞

w1(t) = 0 e lim inf
t→∞

w2(t) = 0.

(iv) Se T = ∞, então lim inf
t→∞

tγ1w1(t) > 0 e lim inf
t→∞

tγ2w2(t) > 0.

(v) Se T = ∞, então

lim inf
t→∞

tα1wpq−1
1 (t) < ∞ e lim inf

t→∞
tα2wpq−1

2 (t) < ∞,

onde

α1 = p(1 − γ2) + (1 − γ1) and α2 = q(1 − γ1) + (1 − γ2). (2.33)

(vi) Se 



p(1 − γ2) + pq(1 − γ1) ≥ pq − 1

ou

q(1 − γ1) + pq(1 − γ2) ≥ pq − 1

então T < ∞.

Demonstração. Segue de (2.32) que





w1(t) ≥ e−atw0
1 + b

∫ t

0

∫ s

0

e−a(t−s)(s− σ)−γ1wp
2(σ)dσds,

w2(t) ≥ e−ctw0
2 + d

∫ t

0

∫ s

0

e−c(t−s)(s− σ)−γ2wq
1(σ)dσds

(2.34)

para todo t ∈ [0, T ], onde w0
i = wi(0), para i = 1, 2.

(i) Por (2.32), temos w′
1(0) ≥ −aw0

1 e w′
2(0) ≥ −cw0

2. Além disso, se 0 ≤ t ≤ 1, temos





w′
1 + aw1 ≥ b

∫ t

0

wp
2(s)ds,

w′
2 + cw2 ≥ d

∫ t

0

wq
1(s)ds.

Portanto, w1 ≥ u e w2 ≥ v em [0, 1], onde (u, v) é solução do sistema (2.30) com

u(0) = w1(0), v(0) = w2(0), u′(0) = −aw1(0) e v′(0) = −cw2(0).

Como (w1, w2) está definida em [0, 1], segue do Lema 2.2 que w1(0) < K e w2(0) <

K.
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(ii) Suponha que T = ∞. Dado τ ≥ 0, defina z1(t) = w1(t + τ), z2(t) = w2(t + τ), para

t ≥ 0. Temos

z′
1(t) + az1(t) ≥ b

∫ t+τ

0

(τ + t− s)−γ1wp
2(s)ds

≥ b

∫ t+τ

τ

(τ + t− s)−γ1wp
2(s)ds

= b

∫ t

0

(t− s)−γ1zp
2(s)ds.

Analogamente, conclúımos que z′
2(t) + cz2(t) ≥ d

∫ t

0
(t− s)−γ2zq

1(s)ds.

Segue de (i) que z1(0) < K e z2(0) < K , isto é, w1(t) < K e w2(t) < K, for all t ≥
0. Portanto, sup

t>0
w1(t) ≤ K e sup

t>0
w2(t) ≤ K.

(iii) Seja T = ∞. Suponha que w1(t) ≥ η > 0, para todo t > 0. Segue de (2.34) que

w1(t) ≥ bηp
2e

−at

1 − γ1

∫ t

0

eass1−γ1ds.

Para t ≥ 2, temos

w1(t) ≥ bηp
2e

−at

1 − γ1

∫ t

t−1

eass1−γ1ds

≥ δt1−γ1

para algum δ > 0, o que contradiz a propriedade (ii). Portanto, lim inf
t→∞

w1(t) = 0.

Um argumento similar mostra que lim inf
t→∞

w2(t) = 0.

(iv) Mostraremos que lim inft→∞ tγ1w1(t) > 0. Podemos supor, sem perda de general-

idade, que w1(0) > 0. Segue de (2.32) que w1(t) ≥ w1(0)e−at. Substituindo esta

desigualdade em (2.34b), obtemos w2(t) ≥ Cw1(0)qt2−γ2 para t ∈ (0, 1) onde C > 0

é constante.

Segue de (2.34) que, para t ≥ 2, vale

w1(t) ≥ b

∫ t

t−1

e−a(t−s)

∫ s

0

(s− σ)−γ1wp
2(σ)dσds

≥ be−a

∫ t

t−1

∫ 1

0

(s− σ)−γ1wp
2(σ)dσds

≥ C

[
inf

1/2<s<1
wp

2(s)

]
t−γ1 ,

para alguma constante C > 0.

Analogamente, conclúımos que lim inf
t→∞

tγ2w2(t) > 0.
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(v) Seja T = ∞. Segue da propriedade (iii) que existe uma sequência {sn} tal que

w2(sn) = min
0≤s≤sn

w2(s).

Em particular, temos w′
2(sn) ≤ 0. Note que

w′
2(sn) ≥ −cw2(sn) +

∫ sn

0

(sn − s)−γ2wq
1(s)ds. (2.35)

Além disso, se n ∈ N é tal que sn ≥ s, temos

w1(s) ≥ b

∫ s

0

e−a(s−η)

∫ η

0

(η − σ)−γ1wp
2(σ)dσdη

≥ bwp
2(sn)

∫ s

0

e−a(s−η)

∫ η

0

(η − σ)−γ1dσdη.
(2.36)

Segue de (2.35), (2.36) e w′
2(sn) ≤ 0, que

cw2(sn) ≥ C

∫ sn

0

(sn − s)−γ2wpq
2 (sn)

[∫ s

0

e−a(s−η)

∫ η

0

(η − σ)−γ1dσdη

]q

ds

≥ C

∫ sn

1

(sn − s)−γ2wpq
2 (sn)

[∫ s

0

e−a(s−η)η1−γ1dη

]q

ds,

(2.37)

onde C > 0 é constante. Como s ≥ 1, temos

∫ s

0

e−a(s−η)η1−γ1dη ≥
∫ s

s−1

e−a(s−η)η1−γ1dη ≥ C(s− 1)1−γ1 ,

com C > 0 constante. Assim, segue de (2.37) que

C ≥ wpq−1
2 (sn)

∫ sn

1

(sn − s)−γ2(s− 1)(1−γ1)qds = wpq−1
2 (sn)(sn − 1)(1−γ2)+(1−γ1)q.

O resultado para w2 segue. De maneira similar obtemos o resultado para w1.

(vi) Suponha que p(1 − γ2) + pq(1 − γ1) ≥ pq − 1. Consideraremos dois casos.

Caso 1. p(1 − γ2) + pq(1 − γ1) > pq − 1. De (iv), segue que tγ1w1(t) > δ, para

algum δ > 0. Assim, temos

tα1wpq−1
1 (t) > Ctα1−γ1(pq−1) = Ctp(1−γ2)+pq(1−γ1)−pq+1.

Segue de (v) que T < ∞.

Caso 2. p(1 − γ2) + pq(1 − γ1) = pq − 1. De w′
1 + aw1 ≥ 0 e de (iv), segue que

(1 + t)γ1w1(t) > δ para todo t ≥ 0 e algum δ > 0. Assim, segue de (2.34) que

w2(t) ≥ C

∫ t

t−1

e−a(t−s)

∫ s

0

(s− σ)−γ2(1 + σ)−γ1qdσds

≥ C(t+ 1)−γ1q(t− 1)1−γ2 .
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Usando novamente (2.34), para t ≥ 3, temos

w1(t) ≥ C

∫ t

t−1

e−a(t−s)

∫ s

2

(s− σ)−γ1(1 + σ)−γ1pq(σ − 1)(1−γ2)pdσds

≥ C

∫ t

t−1

e−a(t−s)

∫ s

2

(s− σ)−γ1(1 + σ)−γ1pq+(1−γ2)pdσds.

(2.38)

Como (1− γ2)p− pqγ1 = −1, segue de (2.38) que w1(t) ≥ Ct−γ1 ln t, para t suficien-

temente grande, onde C > 0 é constante. Portanto,

tα1wpq−1
1 (t) ≥ Ctα1−γ1(pq−1) (ln t)pq−1 = C (ln t)pq−1 ,

donde temos tα1wpq−1
1 (t) → ∞ quando t → ∞. Isto contradiz a estimativa (v).

Demonstração do Teorema 2.3. Seja (u, v) uma solução não-negativa do sis-

tema (2.1) com (u0, v0) ̸= 0, u0, v0 ≥ 0.

Primeiramente suponha que (2.12) vale e, sem perda de generalidade, assuma

que p(1 − γ2) + pq(1 − γ1) ≥ pq − 1. Além disso, suponha que a solução (u, v) existe

globalmente.

Seja χ(x) = ce−
√

N2+|x|2 , onde c é tal que ∥χ∥L1 = 1. Temos ∆χ ≥ −χ.

Considere as funções f1(t) =
∫

RN u(t, x)χdx, f2(t) =
∫

RN v(t, x)χdx. Note que




f ′
1 + f1 ≥

∫ t

0

(t− s)−γ1fp
2 (s)ds,

f ′
2 + f2 ≥

∫ t

0

(t− s)−γ2f q
1 (s)ds,

o que contradiz a propriedade (vi) da proposição anterior.

Suponha agora que (2.11) vale. Sem perda de generalidade, assuma que

p(2 − γ2) + pq(2 − γ1) − pq + 1 ≥ N

2
(pq − 1).

Dividimos a analise em dois casos.

Caso I. p(2 − γ2) + pq(2 − γ1) − pq+ 1 > N
2
(pq− 1). Suponha que a solução (u, v) existe

globalmente e considere

u(t, x) = tβ1U(s, y),

v(t, x) = tβ2V (s, y),

onde

β1 = −(2 − γ1) + p(2 − γ2)

pq − 1
, β2 = −(2 − γ2) + q(2 − γ1)

pq − 1
,
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s = ln t e y = x√
t
. Observe que (U, V ) é solução do sistema





Us + LU + β1U =

∫ 1

0

(1 − η)−γ1ηpβ2V p(s+ ln η,
y√
η
)dη,

Vs + LV + β2V =

∫ 1

0

(1 − η)−γ2ηqβ1U q(s+ ln η,
y√
η
)dη,

(2.39)

onde L = −∆ − 1
2
y · ∇.

Seja φ(y) = e
−|y|2

4 . Note que Lφ = N
2
φ. Além disso, se K(y) = e

|y|2
4 , então

∫

RN

(Lf)gK =

∫

RN

f(Lg)K (2.40)

se f, g são funções suficientemente regulares. Seja Ψ = (4π)− N
2 φ2. Observe que

∫
RN ΨK =

1. Além disso, pode-se verificar facilmente que LΨ ≥ NΨ. Multiplicando-se a equação

(2.39a) por ΨK e integrando em y, obtemos

d

ds

∫

RN

UΨKdy+(N+β1)

∫

RN

UΨKdy ≥
∫ 1

0

(1−η)−γ1ηpβ2

∫

RN

V p(s+ln η,
y√
η
)ΨKdydη.

(2.41)

Note que

∫

RN

V p(s+ ln η,
y√
η
)ΨKdy = η

N
2

∫

RN

V p(s+ ln η, y)[ΨK](y
√
η)dy.

Como η ≤ 1, temos [ΨK](y
√
η) ≥ [ΨK](y). Segue da desigualdade de Jensen que

∫

RN

V p(s+ ln η,
y√
η
)ΨKdy ≥ η

N
2

[∫

RN

V (s+ ln η, y)[ΨK](y)dy

]p

. (2.42)

Considere as funções w1(s) =
∫

RN U(s)ΨKdy e w2(s) =
∫

RN V (s)ΨKdy. Segue de (2.41)

e (2.42) que




w′
1 + (N + β1)w1 ≥

∫ 1

0

(1 − η)−γ1η
N
2

−pβ2wp
2(s+ ln η)dη,

w′
2 + (N + β2)w2 ≥

∫ 1

0

(1 − η)−γ2η
N
2

−qβ1wq
1(s+ ln η)dη.

(2.43)

Sejam a = max{N + β1, 0} e c = max{N + β2, 0}. De (2.43) temos




w′
1 + aw1 ≥ min

1
e
≤η≤1

η
N
2

−pβ2

∫ 1

1
e

wp
2(s+ ln η)dη,

w′
2 + cw2 ≥ min

1
e
≤η≤1

η
N
2

−qβ1

∫ 1

1
e

wq
1(s+ ln η)dη.

Portanto, existem constantes b, d > 0 tais que




w′
1 + aw1 ≥ b

∫ s

s−1

wp
2(σ)dσ,

w′
2 + cw2 ≥ d

∫ s

s−1

wq
1(σ)dσ.

(2.44)
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Para t ≥ 0, defina z1(s) = w1(t+ s) e z2(s) = w2(t+ s). Segue de (2.44) que,

para todo 0 ≤ s ≤ 1,




z′
1 + az1 ≥ b

∫ s

s−1

zp
2(σ)dσ ≥ b

∫ s

0

zp
2(σ)dσ,

z′
2 + cz2 ≥ d

∫ s

s−1

zq
1(σ)dσ ≥ d

∫ s

0

zq
1(σ)dσ.

O argumento utilizado na Proposição 2.7 mostra que existe uma constante K > 0 (inde-

pendente de t) tal que z1(0), z2(0) < K. Conclúımos então que

sup
s≥0

w1(s), sup
s≥0

w2(s) < ∞. (2.45)

Considere núcleo do calor G(t, x) = (4πt)− N
2 e− |x|2

4t . Note que, para τ, p > 0,

temos

G(τ)p = p− N
2 (4πτ)− N

2
(p−1)G(

τ

p
). (2.46)

Segue do sistema (2.1) que u(t) ≥ G(t) ∗ u0 e v(t) ≥ G(t) ∗ v0. Como u0 e v0 são

não-negativas e u0, v0 ̸= 0, temos u(1) ≥ ϵG(1
2
), v(1) ≥ ϵ̃G(1

2
) onde ϵ, ϵ̃ > 0.

De (2.4), segue que u(t) ≥ ϵG(t − 1
2
), v(t) ≥ ϵ̃G(t − 1

2
) para t ≥ 1. Assim, se

ϵ, ϵ̃ são suficientemente pequenos, então

u(t) ≥ ϵG(
t

2
), v(t) ≥ ϵ̃G(

t

2
) (2.47)

para t ≥ 1. De (2.1), (2.46) e (2.47) segue que, para t ≥ 2, vale

u(t) ≥
∫ t

1

∫ s

1

S(t− s)(s− σ)−γ1vp(σ)dσds

≥ C

∫ t

1

∫ s

1

S(t− s)(s− σ)−γ1Gp(
σ

2
)dσds

≥ C

∫ t

1

∫ s

1

S(t− s)(s− σ)−γ1σ− N(p−1)
2 G(

σ

2p
)dσds

≥ C

∫ t

1

∫ s

1

(s− σ)−γ1σ− N(p−1)
2 G(t− s+

σ

2p
)dσds,

(2.48)

onde C é constante. Note que, se 1 ≤ σ ≤ s ≤ t
2
, então t

2
≤ t− s+ σ

2p
≤ t. Portanto,

G(t− s+
σ

2p
) ≥ 2− N

2 G(
t

2
). (2.49)

De (2.48) e (2.49), temos

u(t) ≥ CG(
t

2
)

∫ t
2

1

∫ s

1

(s− σ)−γ1σ− N(p−1)
2 dσds

≥ CG(
t

2
)

∫ t
2

1

(
t

2
− σ)1−γ1σ− N(p−1)

2 dσ

≥ CG(
t

2
)t1−γ1

(2.50)
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para t suficientemente grande.

Segue de (2.50) que u(t) ≥ Ct1−γ1G( t
2
), para t suficientemente grande. Ar-

gumentando como antes para v(t), obtemos v(t) ≥ Ct1−γ2G( t
2
), para t suficientemente

grande. Se usarmos (2.47) para t pequeno, conclúımos que, para t ≥ 1, vale





u(t) ≥ Ct1−γ1G( t
2
) = Ct1−γ1− N

2 e
−|x|2

2t ,

v(t) ≥ Ct1−γ2G( t
2
) = Ct1−γ2− N

2 e
−|x|2

2t .
(2.51)

Assim, 



w1(s) ≥ Ct1−γ1− N
2

−β1 ,

w2(s) ≥ Ct1−γ2− N
2

−β2 .

Por hipótese, temos 1 − γ1 − N
2

− β1 > 0, o que contradiz (2.45). No caso em que

q(2 − γ1) + pq− 1 > N
2
(pq− 1), temos 1 − γ2 − N

2
− β2 > 0, que também contradiz (2.45).

Caso II. p(2 − γ2) + pq(2 − γ1) − pq + 1 = N
2
(pq − 1). Usando as estimativas

(2.51) e (2.49), obtemos, para t ≥ 4,

v(t) ≥
∫ t

1

∫ s

1

S(t− s)(s− σ)−γ2uq(σ)dσds

≥ C

∫ t

1

∫ s

1

S(t− s)(s− σ)−γ2σq(1−γ1)G(
σ

2
)qdσds

≥ C

∫ t

1

∫ s

1

(s− σ)−γ2σq(1−γ1)− N
2

(q−1)G(t− s+
σ

2q
)dσds

≥ CG(
t

2
)

∫ t
2

1

∫ s

1

(s− σ)−γ2σq(1−γ1)− N
2

(q−1)dσds

≥ CG(
t

2
)

∫ t
2

1

s−γ2

(∫ s

1

σq(1−γ1)− N
2

(q−1)dσ

)
ds

= CG(
t

2
)

∫ t
2

1

sq(1−γ1)− N
2

(q−1)+1−γ2ds

= CG(
t

2
)tq(1−γ1)− N

2
(q−1)+2−γ2 .

Segue desta estimativa para v que, para t suficientemente grande,

u(t) ≥
∫ t

4

∫ s

4

S(t− s)(s− σ)−γ1vp(σ)dσds

≥ C

∫ t

4

∫ s

4

S(t− s)(s− σ)−γ1σpq(1−γ1)− Np(q−1)
2

+p(2−γ2)G(
σ

2
)pdσds

≥ C

∫ t
2

4

∫ s

4

(s− σ)−γ1σp(2−γ2)+pq(1−γ1)− N(pq−1)
2 G(t− s+

σ

2p
)dσds

≥ CG(
t

2
)

∫ t/2

4

∫ s

4

(s− σ)−γ1σ−1dσds

≥ CG( t
2
)t1−γ1 ln(t/4).
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Assim, se w1(σ) =
∫

RN U(σ)ΨKdy, então

w1(σ) =

∫

RN

σ−β1u(σ)ΨKdy

≥ C

∫

RN

σ−β1+(1−γ1) ln(σ/4)Gσ
2
ΨKdy

= C

∫

RN

σ−β1+(1−γ1)− N
2 ln(σ/4)e− |y|2

2σ ΨKdy

= C ln(σ/4),

o que contradiz (2.45) para σ grande.

No caso em que q(2 − γ1) + pq(2 − γ2) − pq + 1 = N(pq−1)
2

, o argumento é

inteiramente análogo.

2

2.4 Demonstração do Teorema 2.5

Ressaltamos que a existência de solução local para o sistema (2.2) é garantida pela Ob-

servação 2.6. Aqui S(t) denota o semigrupo do calor em Ω, com condições de Dirichlet

no bordo. Denotamos por λ1 > 0 o primeiro autovalor de −∆ em H1
0 (Ω) e por φ1 um

correspondente autovetor satisfazendo
∫

Ω
φ1 = 1.

A fim de mostrarmos a validade do Teorema 2.5, supomos que a condição

(2.13) é válida. Definimos f1(t) =
∫

Ω
v(t)φ1 e f2(t) =

∫
Ω
u(t)φ1. Multiplicando-se cada

equação do sistema (2.2) por φ1, integrando sobre Ω, e usando a desigualdede de Jensen,

obtemos 



f ′
1(t) + λ1f1(t) ≥

∫ t

0

(t− s)−γ1fp
1 (s)ds,

f ′
2(t) + λ1f2(t) ≥

∫ t

0

(t− s)−γ2fp
2 (s)ds.

(2.52)

O resultado segue do item (vi) da Proposição 2.32.
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3 Existência de Soluções Globais

Neste caṕıtulo, apresentamos condições que garantem a existência de solução global para

os sistemas com uma não-linearidade não-local no tempo




ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds em (0, T ) × RN ,

vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds em (0, T ) × RN ,

u(0) = u0, v(0) = v0 in RN

(3.1)

e 



ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ1 |v|p−1v(s)ds em (0, T ) × Ω,

vt − ∆v =

∫ t

0

(t− s)−γ2 |u|q−1u(s)ds em (0, T ) × Ω,

u(t, x) = 0, v(t, x) = 0 em (0, T ) × ∂Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω

(3.2)

num domı́nio limitado Ω ⊂ RN . Em ambos os casos, consideramos p, q ≥ 1, pq > 1,

0 ≤ γ1, γ2 < 1 e dado inicial u0, v0 ∈ C0(RN) , u0, v0 ∈ C0(Ω), respectivamente. As

condições obtidas aqui, generalizam as condições obtidas em [5] para a existência de

soluções globais da equação

ut − ∆u =

∫ t

0

(t− s)−γ|u|p−1u(s)ds em (0, T ) × Ω,

u(0) = u0 em Ω,

(3.3)

para Ω = RN e Ω ⊂ RN um domı́nio limitado.

Os sistemas (3.1) e (3.2) são equivalentes, num sentido apropriado, ao sistema




u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ1S(t− s)|v|p−1v(σ)dσds,

v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γ2S(t− s)|u|q−1u(σ)dσds

(3.4)

para todo t ∈ [0, T ], onde {S(t)}t≥0 é o semi-grupo do calor em RN e num domı́nio

limitado Ω ⊂ RN , respectivamente.

Considere r1, r2 obtidos através do argumento do scaling, dados por

r1 =
N(pq − 1)

2[2 − γ1 + p(2 − γ2)]
, r2 =

N(pq − 1)

2[2 − γ2 + q(2 − γ1)]
. (3.5)

Sobre a existência de solução global para o sistema (3.1), temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.1. Sejam p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(RN). Con-

sidere (u, v) ∈ {C([0, Tmax), C0(RN))}2 a solução correspondente de (3.1). Suponha que

as seguintes condições sejam válidas




1 − pγ2 + p(1 − qγ1) + p(q + 1) < N
2
(pq − 1),

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) + q(p+ 1) < N
2
(pq − 1),

(3.6)





1 − pγ2 + p(1 − qγ1) < 0,

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) < 0
(3.7)

e
p

r2
− 4

N
<

1

q
,
q

r1
− 4

N
<

1

p
. (3.8)

Se (u0, v0) ∈ Lr1(RN)×Lr2(RN), onde r1, r2 são definidos por (3.5) e (∥u0∥∞+

∥v0∥∞ + ∥u0∥r1 + ∥v0∥r2) ≤ ϵ com ϵ > 0 suficientemente pequeno, então (u, v) existe

globalmente.

Observação 3.2. Fazemos aqui algumas observações acerca da condição (3.8).

(i) A condição (3.8) é naturalmente satisfeita no caso da equação (3.3) se pγ > 1. De

fato, nesse caso, temos r = N(p−1)
2(2−γ)

e p
r
− 2

N
< 1. Desta forma, temos p

r
− 4

N
< 1 − 2

N
.

Portanto, se 1 − 2
N

≤ 1
p
, temos p

r
− 4

N
< 1

p
. Suponhamos, então, que 1 − 2

N
> 1

p
,

isto é, p < N(p−1)
2

. Desta forma, como pγ > 1, temos 2p − p2γ < p < N(p−1)
2

e, dáı,

conclúımos que p
r

− 4
N

= 2(2−pγ)
N(p−1)

< 1
p
.

(ii) Se p
r2

− 4
N

≥ 1
q

, q
r1

− 4
N

≥ 1
p

e vale a condição (3.6), então qualquer solução não-trivial

do sistema (3.1) explode num tempo finito. De fato, neste caso, temos

1

p
− γ2 >

N

2

(
1

r2
− 1

p

)
− γ2 ≥ 0.

Analogamente, verifica-se que qγ1 < 1. Desta forma, temos 1 − pγ2 + p(1 − qγ1) ≥ 0

e, portanto, o resultado segue do Teorema 2.3.

(iii) Os casos
(

p
r2

− 4
N
< 1

q
, q

r1
− 4

N
≥ 1

p

)
e

(
p
r2

− 4
N

≥ 1
q

, q
r1

− 4
N
< 1

p

)
, são at́ıpicos e

os argumentos utilizados neste trabalho não se aplicam diretamente a eles. Este

problema será estudado numa futura pesquisa.

O próximo resultado, juntamente com o Teorema 2.5 demonstrado no caṕıtulo

anterior, generaliza o Teorema 1.3 de [5] e nos fornece o coeficiente de Fujita do sistema

(3.2).
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Teorema 3.3. Sejam p, q ≥ 1, pq > 1, 0 ≤ γ1, γ2 < 1 e u0, v0 ∈ C0(RN). Considere

(u, v) ∈ {C([0, Tmax), C0(RN))}2 a solução correspondente de (3.2). Suponha que




1 − pγ2 + p(1 − qγ1) < 0

e

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) < 0.

(3.9)

Se ∥u0∥∞ ≤ δ1 e ∥v0∥∞ ≤ δ2, onde δ1, δ2 > 0 são suficientemente pequenos,

então (u, v) existe globalmente.

Nas próximas seções, demonstramos os teoremas apresentados anteriormente,

que garantem a existência de solução global para os sistemas (3.1) e (3.2), respectivamente.

3.1 Demonstração do Teorema 3.1

Na demonstração do Teorema 3.1, utilizamos a seguinte propriedade de regularização

do semigrupo do calor: para u0 ∈ Lr(RN) ∩ Ls(RN), 1 ≤ r ≤ s, existe uma constante

C = C(r, s) tal que

∥S(t)u0∥Ls ≤ C(t+ 1)− N
2

( 1
r
− 1

s
)(∥u0∥r + ∥u∥s) (3.10)

para t ≥ 0. Utilizamos ainda as seguintes estimativas

∫ t

0

(t− s)−a(1 + s)−bds ≤ C(1 + t)1−a−b (3.11)

para t > 0, 0 < a, b < 1, e
∫ t

0

(t+ 1 − s)−a(1 + s)−bds ≤ C(1 + t)−b (3.12)

para t > 0, a > 1, a ≥ b (ver Lema 4.1 de [6]). Aqui, C é uma constante que depende

apenas de a e b.

Considere r1, r2 dados por (3.5). Note que

q

r1
− 2

N
=

2

N

1 − qγ1 + q(1 − pγ2) + q(p+ 1)

pq − 1
< 1

p

r2
− 2

N
=

2

N

1 − pγ2 + p(1 − qγ1) + p(q + 1)

pq − 1
< 1.

(3.13)

Definimos α =
p(1 − γ2) + (1 − γ1)

pq − 1
e β =

q(1 − γ1) + (1 − γ2)

pq − 1
. Verifica-se

facilmente que α e β satisfazem

1 − γ1 + α = βp,

1 − γ2 + β = αq
(3.14)
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e

αq − 1 =
1 − qγ1 + q(1 − pγ2)

pq − 1
< 0,

βp− 1 =
1 − pγ2 + p(1 − qγ1)

pq − 1
< 0.

(3.15)

Considere η1, ω1 ∈ R definidos por

(
1

η1

,
1

ω1

)
=

(
1

r1
− 2

N
(α+ µ) ,

1

r2
− 2

N
(β + λ)

)
, (3.16)

onde (µ, λ) ∈ R, com R dado por

R = {(x, y) ∈ (R+)2;
N

2
(

1

r1
− 1

q
) − α < x < min{γ1 − α,

N

2r1
− α} ,

N
2
( 1

r2
− 1

p
) − β < y < min{γ2 − β, N

2r2
− β} , x < py , y < qx}.

(3.17)

Observação 3.4. Como p
r2

− 4
N
< 1

q
, temos N

2
( 1

r1
− 1

q
) = N

2
[ p
r2

− 2
N

(2 − γ1) − 1
q
] < γ1. De

maneira análoga mostra-se que N
2
( 1

r2
− 1

p
) < γ2. Estes fatos mostram que o conjunto R está

bem definido. Além disso, o conjunto R é não-vazio, pois N
2
( 1

r2
− 1

p
)−β < q(γ1−α) , N

2
( 1

r2
−

1
p
) − β < q( N

2r1
− α) , N

2
( 1

r1
− 1

q
) − α < p( N

2r2
− β) e N

2
( 1

r1
− 1

q
) − α < p(γ2 − β). De fato,

segue da condição (3.6) que N
2
( 1

r2
− 1

p
) − β < 1

p
. Note ainda que a condição 1

p
< q(γ1 − α)

equivale à condição (3.7) e que N
2
( 1

r2
− 1

p
) − β < q( N

2r1
− α) se, e somente se, − N

2p
< 1.

De maneira análoga verifica-se que N
2
( 1

r1
− 1

q
)−α < p(γ2−β) e N

2
( 1

r1
− 1

q
)−α <

p( N
2r2

− β).

Temos o seguinte resultado.

Lema 3.1. Sejam η1, w1 dados por (3.16). As seguintes condições são verificadas:

(i) 1
η1
, 1

ω1
≥ 0.

(ii) 1
η1
< 1

q
, 1

ω1
< 1

p
.

(iii) 1
r2

− 2
Np

< 1
p
( 1

η1
+ 2

N
)

(iv) 1
η1
< 1

q
( 1

ω1
+ 2

N
) e 1

ω1
< 1

p
( 1

η1
+ 2

N
).

(v) 1
pη1

< 1
r2

e 1
qω1

< 1
r1
.

Demonstração. (i) Temos 1
η1

= 1
r1

− 2
N

(α + µ) ≥ 0 se, e somente se, µ ≤ N
2r1

− α. De

(3.17) vemos que µ < N
2r1

− α. Dáı, temos o resultado.
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(ii) Note que 1
η1
< 1

q
se, e somente se, N

2
( 1

r1
− 1

q
) − α < µ. De (3.17) temos o resultado.

O resultado para ω1 é demonstrado de maneira análoga.

(iii) A condição 1
r2

− 2
Np

< 1
p
( 1

η1
+ 2

N
) equivale a µ < γ1 − α. Segue de (3.17) que isto é

satisfeito.

(iv) Como 1
η1

= 1
r1

− 2
N

(α + µ), o item (iv) equivale a µ < λp e isto é satisfeito pela

escolha de µ e λ. De maneira similar, verifica-se que 1
ω1
< 1

p
( 1

η1
+ 2

N
).

(v) Como 1
η1

= 1
r1

− 2
N

(α+ µ), o item (v) equivale a γ1 − α− 2 < µ, o que é obviamente

válido.

Demonstração do Teorema 3.1. Considere r1, r2, η1, ω1 definidos anteriormente.

Seja (u, v) uma solução do sistema num intervalo [0, T ]. Pelo Teorema 2.1, temos que

(u, v) ∈ C([0, T ], Lr1(RN) ∩ L∞(RN)) × C([0, T ], Lr2(RN) ∩ L∞(RN)).

Para t ∈ [0, T ] defina as funções

φ(t) = ∥u(t)∥r1 + (t+ 1)
N
2

( 1
r1

− 1
η1

)∥u(t)∥η1 + (t+ 1)α∥u(t)∥∞, (3.18)

ψ(t) = ∥v(t)∥r2 + (t+ 1)
N
2

( 1
r2

− 1
ω1

)∥v(t)∥ω1 + (t+ 1)β∥v(t)∥∞, (3.19)

Mostraremos que existe A0 tal que para qualquer A ∈ (0, A0] as funções φ e ψ são limitadas

em [0, T ]. Desta forma, teremos

lim
t→Tmax

(∥u(t)∥∞ + ∥v(t)∥∞ + ∥u(t)∥r1 + ∥v(t)∥r2) < ∞.

A partir disto, segue que Tmax = ∞, isto é, a solução (u, v) do sistema (2.1) existe

globalmente.

Estimativa para ∥u∥r1 . Como u ∈ C([0, T ], Lr1(RN) ∩ L∞(RN)), temos ∥u(t)∥r1 < ∞.

Estimativa para (t + 1)
N
2

( 1
r1

− 1
η1

)∥u(t)∥η1. Segue do Lema 3.1 que podemos escolher w′

satisfazendo

max{ 1

r2
− 2

Np
,

1

ω1

,
1

pη1

} < 1

w′ ≤ min{1

p
,
1

p
(

1

η1

+
2

N
),

1

r2
}.

Usando a desigualdade de interpolação

∥v∥w ≤ ∥v∥θ
r2

∥v∥1−θ
w1

≤ ∥v∥θ
r2

[
(t+ 1)

N
2

( 1
r2

− 1
ω1

)∥v∥w1

]1−θ

(t+ 1)
−(1−θ)

(
N
2

( 1
r2

− 1
ω1

)
) (3.20)
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onde 1
w

= θ
r2

+ 1−θ
ω1

, temos

∥u(t)∥η1 ≤ (t+ 1)
− N

2
( 1

r1
− 1

η1
)
(∥u0∥r1 + ∥u0∥η1)+∫ t

0

(t− s)
− N

2
( p

w′ − 1
η1

)

∫ s

0

(s− σ)−γ1∥v∥p
w′dσds

≤ (t+ 1)
− N

2
( 1

r1
− 1

η1
)
(∥u0∥r1 + ∥u0∥η1)+[

sup
s∈(0,t)

ψ(s)

]p ∫ t

0

(t− s)
− N

2
( p

w′ − 1
η1

)

∫ s

0

(s− σ)−γ1σ
−(1−θ)

(
N
2

( p
r2

− p
ω1

)
)
dσds.

Como N
2
( 1

r1
− 1

η1
) + 2 − γ1 − N

2
( p

w′ − 1
η1

) − (1 − θ)
(

N
2
( p

r2
− p

ω1
)
)

= 0, temos

(t+ 1)
N
2

( 1
r1

− 1
η1

)∥u(t)∥η1 ≤ (∥u0∥r1 + ∥u0∥η1) + C

[
sup

s∈(0,t)

ψ(s)

]p

.

Estimativas para ∥u(t)∥∞. Consideramos duas situações:

Caso a. N = 1 ou
(

p
r2
< 4

N
e 1

ω1
< 2

Np

)
. Neste caso, segue do Lema 3.1 que podemos

escolher w′′ tal que

max{ 1

r2
− 2

Np
,

1

ω1

} < 1

w′′ < min{1

p
,

2

Np
,

1

r2
}.

∥u(t)∥∞ ≤ (t+ 1)
− N

2r1 (∥u0∥r1 + ∥u0∥∞)+∫ t

0

(t− s)− N
2

p
w′′

∫ s

0

(s− σ)−γ1∥v(σ)∥p
w′′dσds

Da desigualdade de interpolação temos que

∥v∥w′′ ≤ ∥v∥θ′′
r2

∥v∥1−θ′′
ω1

≤ C∥v∥θ′′
r2

[
(t+ 1)

N
2

( 1
r2

− 1
w1

)∥v∥ω1

]1−θ′′

(t+ 1)
− N

2
( 1

r2
− 1

w′′ )

Como α− N
2r1

= − p+1
pq−1

< 0 temos que

α+ 2 − γ1 − N

2

p

w′′ − N

2
(
p

r2
− p

w′′ ) <
N

2r1
+ 2 − γ1 − N

2

p

r2
= 0,

e portanto,

(t+ 1)α∥u(t)∥∞ ≤ (∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + C

[
sup

s∈(0,T )

ψ(s)

]p

Caso b. N ≥ 2 e
(

p
r2

≥ 4
N

ou 2
Np

≤ 1
w1

)
. Neste caso, segue do Lema ?? que podemos

escolher w′′ tal que

max{ 1

r2
− 2

Np
,

1

ω1

,
2

Np
} < 1

w′′ < min{1

p
,

1

r2
}. (3.21)
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∥u(t)∥∞ ≤ (t+ 1)
− N

2r1 (∥u0∥r1 + ∥u0∥∞)+∫ t

0

(t+ 1 − s)− N
2

p
w′′

∫ s

0

(s− σ)−γ1(∥v∥p
w′′ + ∥v∥p

∞)dσds

∥v∥w′′ ≤ ∥v∥θ′′
r2

∥v∥1−θ′′
w1

≤ ∥v∥θ′′
r2

[
(t+ 1)

N
2

( 1
r2

− 1
ω1

)∥v∥ω1

]1−θ′′

(t+ 1)
− N

2
( 1

r2
− 1

w′′ ),

∥v∥∞ ≤
[
(t+ 1)β∥v∥∞

]
(t+ 1)−β.

Como 1
r2

− 2
Np

< 1
r2

− 2
N
β, 1

ω1
< 1

r2
− 2

N
β e 2

Np
< 1

r2
− 2

N
β, além da condição

(3.21) podemos assumir que 1
w′′ ≤ 1

r2
− 2

N
β e portanto,

α+ 1 − γ1 − N

2
(
p

r2
− p

w′′ ) = βp− N

2
(
p

r2
− p

w′′ ) ≤ 0.

A partir deste fato, (3.14) e (3.15) temos que

(t+ 1)α∥u(t)∥∞ ≤ (∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + C

[
sup

s∈(0,t)

ψ(s)

]p

Argumentos análogos mostram que ψ(t) ≤ 4(∥v0∥r2+∥v0∥∞)+C2

[
sups∈(0,t) φ(s)

]q
.

Portanto, fazendo f(t) = sups∈(0,t) φ(s) e g(t) = sups∈(0,t) ψ(s), obtemos

f(t) ≤ 4(∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + C1g
p(t),

g(t) ≤ 4(∥v0∥r2 + ∥v0∥∞) + C2f
q(t).

Então,

f(t) ≤ 4(∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + C1 [4(∥v0∥r2 + ∥v0∥∞) + C2f
q(t)]p

≤ 4(∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + 4C12
p−1(∥v0∥r2 + ∥v0∥∞) + C1C

p
22p−1fpq(t)

≤ A+Bfpq(t),

com A ≥ 4(∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + 4C12
p−1(∥v0∥r2 + ∥v0∥∞) e B = C1C

p
22p−1. Seja h(x) =

A + Bxpq − x, para x ≥ 0. Então, h(f(t)) ≥ 0. Note que h(0) = A > 0 e h′(xc) = 0 se

e somente se xc = (pqB)−(pq−1)−1
. Além disso, h(xc) = A + (pqB)−1/(pq−1)( 1

pq
− 1) = 0

para A = A0 = (pqB)−1/(pq−1)(1 − 1
pq

). Isto implica, usando a continuidade de f , que se

4(∥u0∥r1 + ∥u0∥∞) + 4C12
p−1(∥v0∥r2 + ∥v0∥∞) ≤ A0, então f(t) ≤ xc.

O mesmo argumento pode ser usado para obtermos uma limitação para g(t)

assumindo uma limitação apropriadada para 4(∥v0∥r2 +∥v0∥∞)+4C22
q−1(∥u0∥r1 +∥u0∥∞).

2
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3.2 Demonstração do Teorema 3.3

Ressaltamos que a existência de solução local para o sistema (3.2) é garantida pela ob-

servação 2.6. Aqui S(t) denota o semigrupo do calor em Ω, com condições de Dirichlet

no bordo. Denotamos por λ1 > 0 o primeiro autovalor de −∆ em H1
0 (Ω) e por φ1 um

correspondente autovetor satisfazendo
∫

Ω
φ1 = 1.

Demonstração do Teorema 3.3. Suponha que a condição (3.9) vale. Sejam

α =
(1 − γ2) + q(1 − γ1)

pq − 1
, β =

(1 − γ1) + p(1 − γ2)

pq − 1
.

Note que α, β > 0 são tais que αp, βq < 1 e, além disso,

1 − γ1 − αp = −β , 1 − γ2 − βq = −α.

Considere o conjunto E = {L∞((0,∞), L∞(Ω))}2. Usaremos o argumento do ponto fixo

para mostrar a existência de uma solução do sistema (3.2) no conjunto

K = {(u, v) ∈ E; (1 + t)α∥v(t)∥∞ ≤ δ1 , (1 + t)β∥u(t)∥∞ ≤ δ2},

onde δ1, δ2 > 0 são pequenos e serão convenientemente escolhidos. Para isto, considere a

seguinte métrica no conjunto K

d((u, v), (ū, v̄)) = sup
t≥0

[(1 + t)α∥u− ū∥∞ + (1 + t)β∥v − v̄∥∞].

Temos

(1 + t)α∥S(t)u0∥∞ ≤ C(1 + t)αe−tλ1∥u0∥∞ ≤ A∥u0∥∞,

(1 + t)β∥S(t)v0∥∞ ≤ C(1 + t)βe−tλ1∥v0∥∞ ≤ B∥v0∥∞,
(3.22)

onde A e B são independentes de u0 e v0.

Considere a aplicação ψ : K → E dada por (??). Dado (u, v) ∈ E, temos

∥φ1(v)(t) − S(t)u0∥∞ ≤ δp
2

∫ t

0

∫ s

0

e−λ1(t−s)(s− σ)−γ1(1 + σ)−pαdσds

≤ δp
2

∫ t

0

∫ s

0

e−λ1(t−s)(s− σ)−γ1σ−pαdσds

= Cδp
2

∫ t

0

e−λ1(t−s)s1−γ1−pαds

= Cδp
2

∫ t

0

e−λ1(t−s)s−βds

≤ Cδp
2(1 + t)−β,

(3.23)

onde a última desigualdade segue da regra de l’Hôpital.
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Analogamente, obtemos ∥φ2(u)(t)−S(t)v0∥∞ ≤ Cδq
1(1+ t)−α. Uma estimativa

similar pode ser obtida para as diferenças (φ1(v) −φ1(v̄)) e (φ2(u) −φ2(ū)). Conclúımos,

portanto, que ψ : K → K tem um único ponto fixo (u, v), o qual é solução do sistema

(3.2).

2
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4 Resultados sobre a equação parabólica semi-linear

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, consideramos a equação





ut − ∆u =
∫ t

0
(t− s)−γ|u|p−1u(σ)dσds em (0, T ) × RN

u0 = u(0) em RN ,
(4.1)

com p > 1,γ ∈ [0, 1), N ≥ 1. Estamos interessados na existência de soluções de (4.1)

para dados iniciais u0 ∈ Lr(RN).

A equação (4.1) com dado inicial u0 ∈ C0(RN) foi estudada por Cazenave,

Dickstein e Escobedo em [5]. Para mostrar a existência de solução global para a equação

(4.1), eles consideraram esta equação com dado inicial u0 ∈ Lr(RN), com r = N(p−1)
2(2−γ)

.

A fim de motivarmos nosso estudo, discursamos sobre alguns resultados já

obtidos para o problema parabólico semilinear





ut − ∆u = |u|p−1u em RN × (0, T )

u(x, 0) = u0(x) em RN
(4.2)

Este problema foi estudado em [2], onde os autores obtiveram o seguinte re-

sultado.

(i) Se r > N
2
(p − 1) ou r = N

2
(p − 1) > 1 então existe T > 0 e uma função u ∈

C([0, T ], Lr(RN)) ∩ L∞
loc((0, T ), L∞(RN)) que é solução de (4.2). Além disso, u ≥ 0

se u0 ≥ 0.

(ii) Se 1 ≤ r < N
2
(p− 1), existe um dado inicial u0 ∈ Lr(RN), u0 ≥ 0, para o qual não é

posśıvel que exista uma solução local não-negativa de (4.2)(vide [28], [21]).

Como a equação (4.1) é não-local, surgem algumas diferenças com a equação

(4.2) como veremos mais adiante. Inicialmente, dado u0 ∈ Lr(RN), dizemos que uma

função u é solução do problema (4.1), se

(i) (·)N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(·)∥η ∈ L∞(0, T ) para algum η ≥ r.
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(ii) Para t ∈ (0, T ],

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γS(t− s)|u|p−1u(σ)dσds,

onde (S(t))t≥0 é o semi-grupo do calor em RN .

(iii) t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(t) − S(t)u0∥η → 0 quando t → 0+.

Sobre a existência de soluções do problema (4.1), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Sejam p > 1, γ ∈ [0, 1] e u0 ∈ Lr(RN), com r ≥ 1. Suponha que

p− 1

r
≤ 2

N
(2 − γ), (4.3)

1

r
− 2

Np
< min{1

p
,

2

N(p− 1)
}. (4.4)

Existe T > 0 e uma única função u que é solução de (4.1). Além disso, u ≥ 0 se u0 ≥ 0.

Mais ainda, tem-se que u ∈ C([0, T ], Lη(RN)) e a unicidade da solução vale nesta classe.

No caso em que condição (4.3) não é válida, temos o seguinte resultado de

não-existência.

Teorema 4.2. Sejam p > 1, γ ∈ [0, 1]. Suponha que
p− 1

r
>
N

2
(2 − γ). Existe u0 ∈

Lr(RN), u0 ≥ 0, tal que o problema (4.1) não possui solução não-negativa.

4.2 Demonstração do Teorema 4.1.

A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada em [3].

Lema 4.1. Se X é um espaço de Banach, f ∈ L1((0, T ), X) e v(t) =
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds,

então v ∈ C([0, T ], X).

Demonstração do Teorema 4.1. Usamos o argumento do ponto fixo. Para isto,

escolhemos η ≥ r tal que

1

r
− 2

Np
<

1

η
< min{1

p
,

2

N(p− 1)
}.

Isto é posśıvel devido à condição (4.4). Note que η > p e 0 < N
2
(p−1

η
) < 1.

Seja M ≥ ∥u0∥r. Considere os conjuntos

E = L∞
loc((0, T ), Lη(RN)),
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K = {u ∈ E; t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(t)∥η ≤ M + 1},

onde T será escolhido posteriormente. Considere a seguinte métrica em K,

d(u, ū) = sup
t∈(0,T )

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(t) − ū(t)∥η.

Note que (K, d) é um espaço métrico completo. Considere a aplicação ψ : K → E definida

por

ψ(u)(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

∫ s

0

(s− σ)−γS(t− s)|u(σ)|p−1u(σ)dσds

Se u ∈ K, temos

∥ψ(u)∥η ≤ t
−N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u0∥r +

∫ t

0

∫ s

0
(s− σ)−γ∥S(t− s)|u(σ)|p−1u(σ)∥ηdσds

≤ t
−N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u0∥r +

∫ t

0
(t− s)

−N
2

( p−1
η

)
∫ s

0
(s− σ)−γ∥u(σ)p∥ η

p
dσds

≤ t
−N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u0∥r +

∫ t

0
(t− s)

−N
2

( p−1
η

)
∫ s

0
(s− σ)−γσ

−Np
2

( 1
r
− 1

η
)

sup
σ∈[0,t]

(σ
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(σ)∥η)

pdσds

≤ t
−N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u0∥r + t

−N
2

( p−1
η

)−γ− N
2

( p
r
− p

η
)+2(M + 1)p

Segue, portanto, que

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥ψ(u)∥η ≤ ∥u0∥r + t

−N
2

( p−1
r

)−γ+2(M + 1)p.

Por hipótese, −N
2

(p−1
r

) − γ + 2 > 0. Logo se T é pequeno, temos

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥ψ(u)∥η ≤ ∥u0∥r + 1

isto é, se T é suficientemente pequeno e u ∈ K, então ψ(u) ∈ K, ou seja, ψ(K) ⊂ K.

Além disso, ψ : K → K é uma contração. Para ver isto, considere u, v ∈ K. Então,

∥ψ(u) − ψ(v)∥ = sup
t∈(0,T )

[t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥ψ(u)(t) − ψ(v)(t)∥η]

≤ Ct
−N
2

( p−1
r

)−γ+2 sup
σ∈[0,t]

[σ
N
2

( 1
r
− 1

η
)(∥up−1(σ)∥η + ∥vp−1(σ)∥η)∥u− v∥η]

≤ CT 2−γ− N
2

( p−1
r

)∥u− v∥

Portanto, se T é suficientemente pequeno, ψ : K → K é uma contração. Segue, então do

Teorema do Ponto Fixo, que ψ tem um único ponto fixo, o qual é solução de (4.1).

Finalmente, segue do lema 4.1 que para mostrar que u ∈ C([0, T ], Lη(RN)),

basta verificarmos que
∫ s

0
(s− σ)−γ|u(σ)|p−1u(σ)dσ ∈ L1((0, T ), Lη(RN)). Temos

∫ T

0
∥

∫ s

0
(s− σ)−γ|u(σ)|p−1u(σ)dσ∥ηds ≤

∫ T

0

∫ s

0
(s− σ)−γ∥u(σ)∥p

ηdσds

≤ T 2−γ− N
2

( p
r
− p

η
)(M + 1)p < ∞.
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A fim de mostrarmos que a unicidade da solução vale na classe C([0, T ], Lη(RN)),

consideramos u, v ∈ C([0, T ], Lη(RN)) duas soluções de (4.1). Temos

u(t) − v(t) =

∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ(|u(σ)|p−1u(σ) − |v(σ)|p−1v(σ))dσds.

Donde temos

∥u(t) − v(t)∥η ≤ t
−N
2

( p−1
η

)+2−γ sup
0≤σ≤t

(∥u∥p−1
η − ∥v∥p−1

η )∥u(σ) − v(σ)∥η.

Se M = sup
0≤t≤T

(∥u(t)∥ + ∥v(t)∥) e ψ(t) = sup
0≤s≤t

∥u(s) − v(s)∥η, temos

ψ(t) ≤ CMp−1t
−N
2

( p−1
η

)+2−γψ(t),

onde C é uma constante. Como 2 − γ − N(p−1)
2η

> 0, temos

ψ(t) ≤ CMp−1T 2−γ− N(p−1)
2η ψ(t).

onde C é uma constante. Portanto, ψ(t) = 0, para t suficientemente pequeno. Repetindo

este argumento, conclúımos que ψ(t) = 0, para t ∈ [0, T ].

2

4.3 Demonstração do Teorema 4.2.

O seguinte resultado será utilizado na demonstração do Teorema 4.2.

Lema 4.2. Sejam 0 < p < ∞ , 1 ≤ r < ∞ e 0 < γ < 1 tais que

p− 1

r
>

2

N
(2 − γ). (4.5)

Então, existe u0 ∈ Lr , u0 ≥ 0 tal que

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥

∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ[S(σ)u0]
pdσds∥η −→ ∞

quando t → 0+, ∀η ≥ r.

Demonstração. Fixemos ρ > 0 e α ∈ (2(2−γ)
p

+ N
rp
, N

r
). Note que isto é posśıvel devido

à condição (4.5). Para cada y ∈ RN , defina u0(y) = |y|−αχB(0,ρ)(y). No que segue, C

denota uma constante que pode variar a cada linha.

Afirmação 1: Como αr < N , segue que u0 ∈ Lr

Afirmação 2: S(t)u0 ≥ Ct
−α
2 χ{|x|<

√
t}, para t suficientemente pequeno.
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De fato, se |x| <
√
t, para t pequeno, temos

(S(t)u0)(x) =
∫

RN (4πt)
−N
2 e

−|x−y|2
4t u0(y)dy

≥
∫

|y|<
√

t
(4πt)

−N
2 e

−|x|2−|y|2−2|x||y|
4t |y|−αdy

≥ C
∫

√
t

2
<|y|<

√
t
(4πt)

−N
2 t

−α
2 dy

≥ Ct
−α
2

= Ct
−α
2 χ{|x|<

√
t}

(4.6)

Segue então da Afirmação 2 que

(S(t)u0)
p ≥ Cht (4.7)

onde ht(x) = t
−αp

2 χ{|x|<
√

t}. Dáı, conclúımos que
∫ s

0

(s− σ)−γ(S(σ)u0)
p(x)dσ ≥ Cs1−γ− αp

2 , para t < ∞, s ≤ t

e

(S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ(S(σ)u0)
pdσ)(x) ≥ Ct

−N
2

−γ− αp
2

+1.

Para todo x ∈ RN , temos

[S(t− s)
∫ s

0
(s− σ)−γ(S(σ)u0)

pdσ](x) ≥ C[S(t− s)
∫ s

0
(s− σ)−γhσdσ](x)

≥ s−γC
∫

|y|<√
σ
(t− s)

−N
2 e

−|x−y|2
4(t−s) (

∫ s

0
σ

−αp
2 dσ)dy

≥ Ct1−γ− αp
2 .

Desta forma, temos
∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ[S(σ)u0]
pdσds ≥ Ct2−γ− αp

2 .

Assim, para todo η ≥ r, temos

∥
∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ[S(σ)u0]
pdσds∥η

η ≥ Ctη(2−γ− αp
2

)+ N
2 .

Portanto,

t
Nη
2

( 1
r
− 1

η
)∥

∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ[S(σ)u0]
pdσds∥η

η ≥ Ctη(2−γ− αp
2

)+ Nη
2r .

Como α ∈ (2(2−γ)
p

+ N
rp
, N

r
), temos

η(2 − γ − αp

2
) +

Nη

2r
< 0.

Dáı segue que

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥

∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ[S(σ)u0]
pdσds∥η −→ ∞

quando t → 0+.
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Demonstração do Teorema 4.2. Suponhamos que a condição (4.5) seja válida.

Seja u0(y) = |y|−αχB(0,ρ)(y),∀y ∈ RN , com α ∈ (2(2−γ)
p

+ N
rp
, N

r
) e suponha que exista uma

solução u(t) da equação (4.1). Desta forma, temos u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t − s)

∫ s

0
(s −

σ)−γ|u(σ)|p−1u(σ)dσds. Dáı segue que

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥u(t) − S(t)u0∥η → 0,

quando t → 0+.

Portanto,

t
N
2

( 1
r
− 1

η
)∥

∫ t

0

S(t− s)

∫ s

0

(s− σ)−γ[S(σ)u0]
pdσds∥η → 0,

quando t → 0+, o que contradiz o lema anterior.

2
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