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Resumo

Bixby e Cunningham relacionaram graficidade de matroides bindrias 3-conexas e cocir-
cuitos nado separadores, generalizando um critério de planaridade de grafos 3-conexos de
Tutte. Lemos estudou o conjunto de cocircuitos ndo-separadores que evita um elemento
de uma matroide bindria 3-conexa e conseguiu outra caracterizacdo: M é grafica se e sO
se cada elemento de M evita exatamente r (M) — 1 cocircuitos ndo separadores. Aqui estu-
damos o conjunto Y (M), dessas obstrucdes para graficidade, formado pelos elementos de
M que evitam no minimo r (M) cocircuitos nao-separadores. Mostramos que, numa ma-
troide bindria 3-conexa existem 3 circuitos contidos em Y (M), cada qual nao contido na
unido dos outros dois. Isso implica numa generalizacdao do resultado de Lemos. No caso
em que M nao possui menor M* (Kéfg) ou M nao é regular, conseguimos resultado muito
melhor: |[E(M) -Y(M)| <1.

A demonstracao desses resultados se baseia numa extensdo de alguns resultados de
Whittle a respeito de menores de matroide 3-conexas, que também sdo desenvolvido aqui:
Seja M uma matroide bindria e 3-conexa com um menor 3-conexo N. Suponha que
r(M) = r(N) + 3. Entdo existe um 3-coindependente I* de M tal que co(M\e) é 3-conexa
com menor isomorfo a N para todo e € I'*. No mesmo capitulo desse teorema mostramos
ainda uma versao para grafos que, porém, nao se extende para matroides bindrias.

Palavras-chave: Matroide bindria, cocircuito ndo-separador, matroide grafica, grafo planar.



Abstract

Bixby and Cunningham related the graphicity of 3-connected binary matroids to non-
separating cocircuits and generalized a planarity criterium for graphs given by Tutte. Le-
mos studied the set of non-separating cocircuits that avoid an element in a 3-connected
binary matroid and got another characterization: M is graphic if and only if each of its
elements avoids exactly r(M) — 1 non-separating cocircuits. In this work we study the set
Y (M), of such obstructions to graphicity, composed by the elements of M that avoid at le-
ast r (M) non-separating cocircuits. We proved that, in a binary 3-connected matroid, there
are 3 circuits contained in Y (M), each one not contained in the union of the two others.
This implies a generalization of the result of Lemos. In the case that M does not have a
M (K35)-minor or M is non-regular, we got a quite better structure: |[E(M) - Y (M)| < 1.

The proof of such results is based on an extension of some results of Whittle about mi-
nors of 3-connected matroids, that are also developed here: Let M be a 3-connected binary
matroid with a 3-connected minor N, suppose that r(M) = r(N) + 3. So there exists a 3-
coindependent set I* of M such that co(M\e) is 3-connected with a minor isomorphic to
N for each e € I'*. In the same chapter of this theorem we show one more version for graphs
that, although, does not extend to binary matroids.

Keywords: Binary matroid, non-separating cocircuit, graphic matroid, planar graph.
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1 Introducao

Os pré-requisitos formais para a leitura dessa tese consistem em Teoria dos Grafos e um
bésico de Algebra Linear e Corpos Finitos. Apesar de os pré-requisitos em Teoria de Ma-
troides estarem desenvolvidos no primeiro capitulo, recomenda-se fortemente uma inti-
midade maior com essa teoria, no minimo o equivalente a um curso introdutério. Para as
demonstrac¢des dos resultados do capitulo 2 pode-se consultar [Oxley, 1992].

Um cocircuito C* de uma matroide conexa M € dito ndo-separador se M\C™* é conexa.
Analogamente, um circuito C de uma matroide conexa M, (resp. um grafo 2-conexo G) é
dito contrativel se M/C (resp. G/C) é conexa (resp. 2-conexo sem lacos). Em [Tutte, 1963]
foi mostrado que, para um grafo 3-conexo, com ao menos 4 vértices:

(a) Cada aresta de G pertence a pelo menos dois circuitos contrativeis de G.
(b) Os circuitos contrativeis de G geram o espaco de ciclos de G.

(c) G é planar se e s6 se cada uma de suas arestas pertence a exatamente dois circuitos
contrativeis de G.

As respectivas generalizacoes para matroides bindrias dessas afirmacoes foram conjec-
turadas por J. Edmonds e demonstradas em [Bixby, Cunningham, 1979]:

1.0.1 Teorema: [Bixby, Cunningham, 1979]Se M é uma matroide 3-conexa e bindria, com
ao menos 4 elementos, entdo:

(a) Cada elemento de M pertence a pelo menos dois cocircuitos ndo-separadores de M;
(b) Os cocircuitos ndo-separadores de M geram o espago de cocircuitos de M;

(c) M é grdfica se e s se cada elemento de E(M) pertence a exatamente dois cocircuitos
nao-separadores de M.

Definimos a estrela de um vértice v € V(G) como o conjunto Sg(v) das arestas de G
incidentes a v. Se G é um grafo 3-conexo, os tinicos cocircuitos nao separadores de M(G)
sdo as estrelas dos vértices de G. De certa forma, os cocircuitos ndo-separadores fazem
o papel de vértices nas matroides bindrias. Em termos metaforicos, diz que uma
matroide 3-conexa e bindria é grafica, quando cada “aresta“ de M estd incindindo em dois
desses "vértices”.

E sobre a quantidade de cocircuitos ndo-separadores evitando um elemento? Esse nu-
mero representa alguma coisa? Ha resultado andlogo a a esse respeito? A resposta
positiva é dada pelos dois teoremas seguintes:
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Olhamos para 26™) como um espaco vetorial sobre GF(2), com a diferenca simétrica de
conjuntos como soma e zero como o conjunto vazio. Seja dim,(M) a dimensao do espacgo
vetorial gerado pelos cocircuitos nao separadores de M que evitam o elemento e. Entao:

1.0.2 Teorema: [Lemos, 2004] Seja M uma matroide bindria 3-conexa com ao menos 4
elementos. Entdo cada elemento de M evita ao menos r (M) — 1 cocircuitos nao-separadores.
Mais ainda, para todo e € E(M), dim,(M) =r(M) —1.

1.0.3 Teorema: [Lemos, 2009] Seja M uma matroide bindria 3-conexa com ao menos 4
elementos. Entdo M é grdfica se e somente se cada elemento de M evita exatamente r(M) — 1
cocircuitos nao separadores.

Esse tltimo teorema foi conjecturado por Wu. Um dos resultados principais do presente
trabalho € sua generalizacao:

1.0.4 Teorema: Seja M uma matroide bindria e 3-conexa com ao menos 4 elementos e F <
E(M) com ry,(F) = r*(M) — 2. Entdo M é grdfica se, e so se, cada elemento de F evita, no
mdximo, r (M) — 1 cocircuitos ndo separadores de M.

Com o seguinte impacto sobre a teoria dos grafos:

1.0.5 Corolério: Seja G um grafo 3-conexo, com ao menos 4 vértices. Seja T uma drvore
geradoradeG e F < E(G)—E(T), com|F| = |E(G)|-|V(G)|—1. Entdo G é planar se e somente
se cada aresta de F evita no mdximo, |E(G)| + |V (G)| + 1 circuitos contrativeis.

Sob outro ponto de vista, esses resultados consistem no estudo das seguintes obstrucoes
para graficidade de matroide binérias e 3-conexas: do conjunto Y (M) dos elementos de
M que evitam ao menos r(M) cocircuitos ndo-separadores e do conjunto X(M) dos ele-
mentos de M que estdo em ao menos 3 cocircuitos nao-separadores. Foram dadas, em
[Lai, Lemos, Reid, Shao, Wul, cotas inferiores para | X(M)| e | X(M) N Y (M)|. Nesta tese es-
tudamos cotas inferiores para | Y (M)|. A esse respeito conseguimos o seguinte resultado:

Para as definiges de K3, e Sg veja[5.2.4} pagina[49|e[7.0.0.4} pagina[78 Um dos resultados

alcancados aqui é:

1.0.6 Teorema: Seja M uma matroide bindria 3-conexa e ndo grdfica. Entdo:

(@) Se M ndo é regular entdo |[E(M) — Y(M)| < 1. Em particular, se M ndo possui menor
isomorfo a Sg entdo E(M) = Y (M).

(b) Se M é regular sem menor isomorfo a M* (K3'3) ou com menor isomorfo a M* (Ks), entdo
E(M)=Y(M).

Os resultados que os computadores mostram sugerem a seguinte generalizacao:

1.0.7 Conjectura: Seja M uma matroide 3-conexa, bindria e ndo grdfica. Entdo:

r(E(M)-Y(M)) <2.

11



Os resultados obtidos aqui reduzem a demonstragdo do caso cografico dessa conjectura
a uma verificacao computacional.

Outros resultados importantes desta tese sdao algumas ferramentas de base para lidar in-
dutivamente com matroides e grafos 3-conexos, que estendem alguns resultados de
[Whittle, 1999]. Essas ferramentas sdo usadas na demonstracao dos teoremas|[1.0.4)e[1.0.6]
Para a apresentacdo desses resultados veja o inicio do capitulo 3.

No capitulo 4, introduzimos o conceito de matroide complementar a uma geometria
projetiva e aplicamos para a classificacdo das matroides binérias 3-conexa de posto 4, a
qual serd usada nas partes computacionais da demonstracao.

No capitulo 6, é desenvolvida a parte computacional da demonstracao do lemalf5.5.5, o
qual serve de base para o teorema(1.0.6] Para um entendimento completo dos codigos é
necessario algum conhecimento da linguagem C, o equivalente a um curso introdutério
ou os capitulos de 1 a 5 e 7 de [Kernigham, Ritchie, 1989]. Porém o método empregado
para a demonstracao é entendivel pela leitura desse capitulo ignorando-se os codigos. Ha
também cddigos na linguagem bash(shell script), menos comum, mas este codigos estdao
bem comentados e acredito que seja perfeitamente possivel entendimento dos mesmos
apenas com uma noc¢ao bdsica de programacao.

12



2 Teoria Basica

2.1 Primeiras definicGes e notacoes

Usaremos a notacdo | X| para indicar a cardinalidade de um conjunto X e o sinal de subtra-
¢do, “—”, para denotar a operacao diferenc¢a de conjuntos e um conjunto da forma {e} sera
denotado simplesmente por e a menos que haja risco de confusao, o conjunto poténcia de
X seré denotado por 2%. Quando a intersecdo de dois conjuntos X e Y é vazia dizemos
que eles se evitam, caso contrdrio dizemos que eles se encontram, analogamente, se x € X
dizemos que x e X se encontram, ou que X passa por x, caso contrdrio dizemos que eles se
evitam.

2.1.1 Definicdo: Uma matroide M é um par (E, ¥ (M)), onde E é um conjunto finito e
S (M) < 2F, que satisfaz os seguintes axiomas:

11) p € 7 (M);
I2)SeXcYeYe ¥(M),entdoXe . ¥(M);e

I13)Se X, Y € (M) e|X|<|Y| entdo existeec Y — X talque X Ue € .¥ (M).

Os elementos de .# (M) serao chamados os independentes da matroide M, os outros
subconjuntos de E serdo ditos os dependentes de M. Em especial os independentes ma-
ximais e dependentes minimais (da ordem de inclusdo) de uma matroide serdao chamados
respectivamente de bases e circuitos da matroide. O conjunto E como na definicdo acima
é dito o conjunto base da matroide M. Em geral, dada uma matroide M denotaremos seu
conjunto base por E(M). As familias dos independentes, bases e circuitos de uma matroide
M serdo denotadas respectivamente por .# (M), (M) e ¢ (M). Em especial chamamos de
triangulo um circuito com 3 elementos.

Sejam M e N matroides. Uma bijecdo ¢ : E(M) — E(N) é um isomorfismo entre as
matroides M e N quando X < E(M) é independente em M se e somente se ¢(X) é inde-
pendente em N. Quando existe um isomorfismo entre M e N, dizemos que M e N sao
isomorfas e denotamos: M = N.

2.2 Representabilidade e Matroides de Ciclos

Considere uma matriz A, de dimensdes m x n, com entradas em um corpo, e considere os
rétulos 1,2,..., n para as respectivas colunas da matriz. Entao (E,.# (M)) é uma matroide,
onde E :={1,...,n} e um subconjunto X de E estd em . (M) se e somente se 0 conjunto
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dos vetores-coluna rotulados por elementos de X é linearmente independente e quaisquer
dois elementos de X rotulam colunas distintas.

2.2.1 Definicao: Uma matroide, como no exemplo acima, é dita uma matroide vetorial,
associada a A, usualmente denotamos M[A]. Uma matroide M é dita representavel sobre
um corpo K se existe uma matriz com entradas em K que, tendo as colunas rotuladas por
elementos de M, nos fornece M como matroide vetorial. Em especial, quando uma matroide
M é representdvel sobre GF (2) (resp. GF(3)), dizemos que M ébindaria (resp. ternéria).

2.2.2 Exemplo: Considere um grafo G com um conjunto de arestas E. Defina .% (M) :=
{X € E; as arestas de X ndo formam ciclos}. Entdo (E,.¥ (M)) é uma matroide. Tal matroide
denotada por M(G) é ditaamatroide de ciclos de G. Uma matroide M é dita grafica quando
existe um grafo G tal que M = M(G).

Observe que, se uma aresta e de G é um laco, entdo {e} é um circuito de M(G). Em geral,
se um conjunto da forma {e} é um circuito de uma matroide, entdo dizemos que e é um
laco da matroide. Observe que e € um laco se e somente se e ndo estd contido em nenhum
independente (resp. base).

2.2.3 Teorema: (Axiomatizagdo através de circuitos) A familia € (M),dos circuitos de M
satisfaz os seguintes axiomas:

Cl) ¢ ¢ €(M);
C2) SeCy,Cy € E (M) eCicCy,entdoC; =Cy; e
C3)SeCy,Cr € € (M), C, # Cy ee € C1NCy, entdo existe C3 € € (M), tal que C3 < (C1UCy) —e.

Reciprocamente, se temos um conjunto E e uma familia ¢ (M) de subconjuntos de E satis-
fazendo C1),C2) e C3), entdo existe uma tinica matroide com conjunto base E e familia de
circuitos € (M). Essa matroide tem a seguinte familia de independentes:

{I € E; nao existe C € € (M) tal que C < I}.

2.2.4 Proposicao: Se M é uma matroide I € .% (M) e I U e é dependente, entdo existe um
unico circuito contido em I U e, que, naturalmente, contém e.

2.2.5 Corolario: Se M é uma matroide, B € (M) e e ¢ B, entdo existe um tinico circuito
contido em B U e, este circuito contém e.

2.2.6 Definicao: Os circuitos como na proposi¢do e no coroldrio, recém-enunciados serao
denotados respectivamente por C(I,e) e C(B, e) e sdo denominados os circuitos fundamen-
tais de e com respeito a I e B respectivamente.

2.2.7 Lema: Seja M uma matroide. Os elementos de %(M) sdo equicardinais.

14



2.3 Restricao e Posto

Definimos o posto de M como sendo o nimero de elementos de uma base de M e denota-
mos por r(M).

Dado um subconjunto X < E(M) podemos definir uma estrutura de matroide com con-
junto base X, com a familia de independentes .# (M) N 2X. Essa matroide serd chamada a
restricao de M a X e denotada por M| X.

Definimos a func¢@o posto em M como:

ry 2B (M) — z,

X—r(X):=r(M|X)

Quando nao houver risco de confusdo denotaremos r); simplesmente por r.

Segue da equicardinalidade das bases em M|X que o conjunto dos independentes ma-
ximais contidos em X, que coincide com #(M|X), tem elementos os equicardinais e a
cardinalidade de um elemento desse conjunto coincide com r(X).

2.3.1 Teorema: (Axiomatizacdo através do posto) A funcdo posto de uma matroide satis-
faz as seguintes propriedades:

R1)0 =< r(X) <|X|, para todoX < E(M);
R2)Se XY EM),entdor(X)<r(Y);e
R3) (Semimodularidade) Para todos X, Y CEM), r(XuY)+r(XnY)=r(X)+r(Y).

Reciprocamente, se uma funcéo r : 28 (M) — Z, satisfaz R1), R2) e R3), entdo r é a funcdo
posto de uma matroide com conjunto base E(M), cujos independentes sdo aqueles conjuntos
I tais quer(I) =11|.

2.3.2 Teorema: (Axiomatizacdo através do posto, segunda forma) O sistema formado por
R1), R2) e R3) é equivalente a:

R1)’ r(®)=0;
R2) SeXcEM)exe E(M) entdor(X)<r(Xux)<r(X)+1;e

R3) Se X< EM), x,ye EIM)er(Xuy)=r(Xux)=r(X), entdgor(XuxuUy)=r(X).

2.4 Fecho e Geradores

Dizemos que um conjunto X gera e se r (X U e) = r(X). Denotamos o conjunto de todos os
elementos de M gerados por X por clj/(X)(ou apenas cl(X) se ndo houver risco de confu-
sdo) e o chamamos fecho de X. Se cl(X) = X, entdo dizemos que X é um fechado de M. A
familia dos fechados de M sera denotada por .% (M). Se Y < cl(X), dizemos que Y é gerado
por X e X é um gerador de Y. Quando um conjunto X gera E(M), dizemos que X gera M.
Quando H é um fechado de posto r(M) — 1 dizemos que H é um hiperplano de M.
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2.4.1 Teorema: Para todos conjuntos X,Y < E(M):
CLI) X < cl(X);
CL2)Se X cY,entdocl(X)<cl(Y),;
CL3)cl(cl(X) =cl(X);ie cl(X)e . F(M);e
CL4)Sexe EIM) eyecl(Xux)—cl(X) entdoxecl(XUy).
2.4.2 Teorema: Para todos os subconjuntos X,Y < E(M):
(@) Se X,Y € F (M), entdo XNY € F(M);

(b) cl(X) = N F;
XcFe F (M)

©r(cl(X)) =r(X);
(d)Seeecl(X)efecl(Xue)entdo fccl(X);e

(e) e € cl(X) se, e somente se, existe Ce € (M) talqueec C< X Ue.

2.5 Dualidade

2.5.1 Teorema: Dada uma matroide M, a familia Z(M)* := {E(M) — B;B € Z(M)} é a
famdilia de bases de uma matroide M*, com conjunto base E(M), denominada a matroide
dual de M.

Ao se referir a algum objeto relativo a matroide dual, utilizamos o prefixo “co”: Os in-
dependentes, bases, circuitos, lacos, fechados, a funcdo posto, etc, da matroide M* sao
os coindependentes, cobases, cocircuitos, colagos, cofechados, funcdo coposto, etc de M.
Analogamente ao usar os asterisco * em alguma notacdo relativa a M estamos significando
o correspondente em M*.

Observe que um elemento é um laco se e somente se ndao estd em nenhuma base, assim
como um elemento é um colago se, e somente se, estd em toda base.

2.5.2 Teorema:
(@) (M*)* = M;
(b) I é independente de M se e s6 E(M) — I é um gerador de M*;
(c) C é um circuito de M se e somente se E(M) — C é um hiperplano de M*; e:
@ r*(X)=1X|-r(M)+rEM) - X).

2.5.3 Teorema: (Ortogonalidade) Se C é um circuito e C* um cocircuito de M,entédo |C N
C*|#1.

2.5.4 Proposicao: Se M érepresentdvel sobre um corpo F entdo M* também é representdvel
sobre F.

Definimos uma triade de uma matroide M como um tridngulo de M*.
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2.6 Menores

2.6.1 Definicao: Seja T < E(M), definimos a delecdao de T em M por M|(E(M)-T), e
denotamos M\T. Definimos também a contracdo de T em M por (M*\T)* e denotamos
M/T. Também denotamos M /(E(M)—T) por M- T.

A proposicdo que segue diz que hd uma forma de associatividade e comutatividade para
delecoes e contragoes.

2.6.2 Proposicao: Se X eY sdo subconjuntos disjuntos de E(M), entdo:
(M\X)\Y =M\(XUY)=(WM\Y)\X;
(MIX)Y=MI(XUY)=MIY)IX;e:

M\X/Y =MIY\X;

2.6.3 Definicao: Uma matroide da forma M\X/Y é dita um menor de M.

2.6.4 Proposicao: Os independentes, dependentes e circuitos de M\T sdo respectivamente
os independentes, dependentes e circuitos de M que evitam T, r(M\T) = r(M|2EM-1))
chynt : X — cl(X—T) e os geradores de M\T sdo os subconjuntos de E(M) — T que geram

EM)-T em M.

2.6.5 Teorema: Seja By € B(M|T), entdo:
@WrMIT): X—r(XuT)—r(T);

b)) I MIT)={ICEM)-T;IuBre ¥ (M)}
={ICEWM)-T,; existe Be Z(M|T) comBUIe . M)};

() BMIT)={BS E(M)-T;BuUBr e AB(M)}
={B< E(M)-T; existe B' € BZM|T) com B'UB € B(M)};

(d) € (M| T) éa familia dos membros minimais e nao vazios de {C— T;C € € (M)}; e

(e) Se C € € (M), entdo C— T é uma unido de circuitos de M/ T.

2.6.6 Corolario: r(M/e) =r(M)—1 a menos que e seja um lago e r(M\e) = r(M), a menos
que e seja um colago.

2.6.7 Proposicao: M\T = M/T se, esomentese, r(T)+r(E(M)—-T) =r(M).

2.6.8 Coroldrio: M\e = M/e se, e somente se, e é um laco ou colaco de M.
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2.7 Simplicidade e elementos em série e paralelo

Dizemos que dois elementos estdo em paralelo quando formam um circuito de tamanho 2.
Dizemos que X # @ é uma classe em paralelo de M se X é maximal na propriedade de que
cada dois elementos distintos de X estejam em paralelo em M. Definimos uma classe em
série de M como sendo uma classe em paralelo de M*. Uma classe em série ou paralelo
é dita trivial se possui um tnico elemento. Quando dois elementos pertencem a mesma
classe em série de uma matroide dizemos que estes elementos estao em série.

Uma matroide é dita simples se ndo possui lacos ou elementos em paralelo e dita cos-
simples se M* é simples, i.e.: se ndo possui colagos ou elementos em série.

A cada matroide M podemos associar sua simplificacao si(M), que é uma matroide
obtida a partir de M pela delecao de seus lagos e pela delecao de todos, exceto um ele-
mento de cada classe em paralelo. Analogamente, definimos a cossimplificacdo de M por
co(M) := (si(M™))*, i.e.: co(M) é obtida a partir de M através da delecao de seus colacgos e
pela contracao de todos, exceto um elemento de cada classe em série. Observe que essas
matroides ndo estdo bem definidas, mas qualquer que seja a escolha de seus elementos te-
mos matroides isomorfas, por isso geralmente ndao nos preocupamos com a boa definicao
desses termos.

2.7.1 Proposicao: Dois elementos e e | estdo em série se e somente se estdo exatamente nos
mesmaos circuitos.

2.8 Conectividade

Seja M uma matroide e X € E(M), definimos a funcao conectividade de X em M por:
EMX) :=r(X)+r(E(M) - X)—r(M) = r(X) +r"(X) - |X].

Seja k um inteiro positivo. Um conjunto X < E(M) é dito um k-separador de M se
min{X,E(M) — X} = k e {p(X) < k—1. Nesse caso, dizemos que {X, E(M) — X} é uma k-
separacao de M e M é k-separavel. Uma matroide M é dita n-conexase paratodo k < n—1,
M nao é k-separdvel. Observe que se X < E(M), entdo ¢ (X) = &y« (X). Entdo M e M™ pos-
suem 0s mesmos k separadores para todo k.

Em especial quando M é 2-conexa, dizemos simplesmente que M é conexa. Em parti-
cular:

2.8.1 Proposicao: M éconexa se e s6 se cada par de elementos de M pertence a um circuito
em comum em M.

2.8.2 Proposicao: Se M é n-conexa e |E(M)| =2n— 1 entdo cada circuito de M possui ao
menos n elementos.
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2.9 Matroides Binarias

2.9.1 Teorema: As afirmagoes seguintes sdo equivalentes para uma matroide M
(@) M é bindria;
(b) Se C é um circuito e C* um cocircuito de M,etdo |C N C*| é par;

(c) A diferencga simétrica de uma familia de circuito de M é uma unido disjunta de circuitos
de M;

(d) M ndo possui menor isomorfo a U 4.

2.10 Soma direta e ligacao em paralelo

Suponha que M; e M, sejam matroides satisfazendo E(M;)NE(M>) = @. Definimos a soma
direta de M; e M, como a matroide M; & M, com conjunto base E(M;) U E(M>) e familia
de circuitos €' (M;) UE (M>).

2.10.1 Lema: Seja M uma matroide. Um conjunto X < E(M) é um separador de M se e s6
seM=M|X&M\X.

Suponha que M; e M, sdo matroides tais que E(M;) N E(M,) contenha um unico ele-
mento p. Definimos a ligacdo em paralelo de M, e M», P(M;, M), como a matroide de
conjunto base E(M;) U E(M>) e familia de circuitos:

CM<)UC (M) U{CLUC,—p:peC;e € (M;) parai=1,2}.
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3 Menores 3-conexos em série de
matroides 3-conexas

Neste capitulo vamos dar sequéncia aos resultados de [Whittle, 1999] que vamos enunciar
a seguir.

3.0.1 Lema: [Whittle, 1999] Se N é um menor 3-conexo de uma matroide 3-conexa M com
rM =rN+1, entdo existe e € E(M) tal que si(M/e) é 3-conexa com um menor isomorfoa N.

Esse lema foi usado em [Lemos, 2009] para a demonstracao de[1.0.3] Aqui, para demons-
trar[1.0.6) com técnica semelhante foi necessario ir além. Fizemos uso dos dois resultados
seguintes, do mesmo trabalho de Whittle, e fizemos uma extensao desses resultados, o te-
orema3.0.4) também em seguida.

3.0.2 Teorema: [Whittle, 1999] Se N ¢é um menor 3-conexo de uma matroide 3-conexa M e
rN +2 < rM, entdo para todo elemento e de M tal que si(M/e) é 3-conexa com um menor
isomorfo a N existe um outro elemento f tal que ambas si(M/ f) e si(M/e, f) sdo 3-conexas
com um menor isomorfoa N.

3.0.3 Coroldario: [Whittle, 1999] Se N é um menor 3-conexo de uma matroide 3-conexa M
comrM =rN +2, entdo existem elementos distintos e, f € E(M) tais que si(M/e) e si(M/ f)
sdo 3-conexas com um menor isomorfoa N.

3.0.4 Teorema: Suponha que N é um menor 3-conexo de uma matroide 3-conexa bindria
M com rM = rN + 3. Entao existe I € % (M) com |I| = 3 tal que para todo e € I, si(M/e) é
3-conexa com um menor isomorfo a N.

A proposicdo que segue da sequéncia desse resultado para grafos, no entanto, na ultima
secao mostramos que é, em certo sentido o melhor resultado dessa forma para ma-
troides bindrias, isso € nao podemos estendé-lo para valores maiores que 3.

3.0.5 Proposicao: Suponha que H seja um menor 3-conexo e simples de um grafo 3-conexo
G, que H possua ao menos 4 arestas e que |V (G)| = |V(H)| + 6. Entao existe F < E(G), tal
que |F| = 4 e G[F] é uma floresta e, para todo e € F, si(G/e) é 3-conexo e possui um menor

isomorfoa H.

Nesse trabalho vamos usar[3.0.4em sua forma dual:
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3.0.6 Teorema: Suponha que N é um menor 3-conexo de uma matroide 3-conexa bindria
M comr*M = r* N+3. Entao existe [* € .9 * (M) com|I*| = 3 tal que para todo e € I, co(M\e)
é 3-conexa com um menor isomorfo a N.

Uma obstrucdo para demostrar esses resultados de forma indutiva é a ocorréncia de ele-
mentos e e f numa matroide 3-conexa M tais que si(M/e) e si(M/e, f) sao 3-conexas com
menores isomorfos a N mas si(M/ f) nao é 3-conexa. A demonstracao de tais resultados se
baseia no estudo dessa ocorréncia. As duas préximas proposicoes sao os resultados mais
importantes sobre esse estudo neste trabalho.

E util em demonstracdes indutivas envolvendo matroides 3-conexas o fato de que se e
é um elemento de uma matroide H nao 3-conexa tal que H/e é 3-conexa, entdo e € um
laco de H, ou pertence a um cocircuito de H com 1 ou 2 elementos. A proposicdo adapta
a ferramenta para o estudo de si(M/e) em vez de M/e, técnica também comum em de-
monstracoes indutivas envolvendo matroides 3-conexas.

3.0.7 Proposicao: Seja N uma matroide simples e conexa. Suponha que e é um elemento
de N tal que si(M/e) se 3-conexa, com ao menos 4 elementos. Entdo N é 3-conexa ou existe
um conjunto 2-separador de N de posto 2 contendo e.

A préxima proposicao detalha as possiveis configuracdes que encontramos, na ocorrén-
cia da obstrucao acima mencionada.

3.0.8 Proposicao: Suponha que M é uma matroide bindria, 3-conexa, com um menor 3-
conexo N, com |E(N)| = 4. Suponha que e e f sejam elementos de E(M) tais que co(M\e) e
co(M\e, f) sejam 3-conexas com menores isomorfos a N, mas co(M\ f) ndo seja 3-conexa.
Entdo existem a eb € E(M) — {e, f} tais que, {e, a, b}, é um coindependente de M, co(M\a)
e co(M\b) sdo 3-conexas com menores isomorfos a N e ocorre ao menos uma das seguintes
alternativas:

(a) Existe um elemento c € E(M) —{a, b, e} tal que co(M\c) é 3-conexa com um menor iso-
morfoaN,{a,b,c,e} € € (M)NE* (M) ela,e, f} eib,c, f} sdo triades de M;

(b){a, b, e} é um triangulo e{a, e, f} uma triade de M;
(c){a, b, e} é um triangulo e{a, b, f} uma triade de M;

(d) existec € E(M) —{a, b, e} tal que{a,c,e} e{a,b, f} sdo tridngulos e{a, c, f} uma triade de
M;

(e) existe c € E(M) —{a, b, e} tal que{a,c,e} e{b,e, f} sao triangulos e {c, e, f} uma triade de
M; ou:

(f) existem x,y € E(M) tais que{x, y, f} é uma triade de M e M|{a, b, e, f,x,y} é a matroide
grdfica associada a:
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Abaixo segue uma ilustracdo das representacoes gréaficas das configuragoes (b)-(e) de
representamos os elementos descritos nesses itens como arestas de grafos de forma que
seus triangulos sejam triangulos da matroide e as estrelas dos vértices de grau 3 sejam tria-

des da matroide.
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Figura 3.1: [lustracao das situacoes da proposicao m

3.1 Resultados Preliminares

Demonstracéo da proposicao [3.0.7} Seja M := si(M/e) e Z := E(N) — E(M). Mostramos
primeiro que:

3.0.0.1 Existe uma 2-separacdo de N cujos membros ambos ndo estdo contidos em Z.

Suponha por contradi¢do a ndo validade de Como N ndo é 3-conexa, existe uma
2-separacao {Y1, Yo} de N. Podemos supor sem perder generalidade que Y; € Z. Entdo
Yo-Z=EM)e:

IN-1=rM=ry(Yo—-2) =ryl(Yo—-2Z)ue] - 1.

Conclui-se dai que rN =ry(Yo — Z)uee YoUe gera N. Como N € simples, rY; = 2 entao
Y, ndo gera N. Portanto Y, ndo gerae. Logoe€ Y. Seja fe€ Y1 —e. Como Y1 € Z, f ¢ E(M),
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existe g € E(N) tal que {e, f, g} é um triangulo de N, portanto ryY; = ry(Y; U g). Como
E(M) < Yse|EM)| =4, entdo | Y2 — gl = 3. Além disso:

rn(hug)+ry(Yo—g) = ryYi+ryYo =rM+1.

Concluimos|3.0.0.1

Fixemos uma 2-separacao {X;, X»} de N com ambos X; — Z e X» — Z ndo vazios. Digamos
que e € X;. Observe que:

rnvl(Xi—2)ue]l < ryXj, e: (3.1)
nl(Xo—Z)Ue]l = ry(Xoue) = rXp+1. (3.2)
Como M é conexa:
rM+1 < ryXha—-2)+ry(Xe—2)

= Tmrel(Xi—Y)uel+rpyel(Xo—Y)uel -2
rvl(Xi—2)uel+ryl(Xo—Z)ue] -2
InX1+ryXo—1

= rN = rM+1

IA

Valem as igualdades na expressdo acima. Em particular:

rN[(Xl—Y)ue]+rN[(X2—Y)Ue] < I’NX1+TNX2+1, e. (33)
X —-2)+ry(Xo—2) = rM+1. (3.4)
De (3.3), (3.1) e (3.2), concluimos que:
(X1 —2Z)uel = ryX, e: (3.5)
ryl(Xo—2)uel = rXo+1. (3.6)

Como M é 3-conexa com ao menos 4 elementos, segue de que|X;—Z|<loul|X,—Z| <
1. Como ambos X; — Z e X, — Z sdo ndo vazios,| X1 — Z|=1ou| X, — Z|=1.Se | X, - Z| =1,
entdo |(X, — Z)ue|=2ery[(Xo—Z)ue] <2e, de (3.6), ry Xz < 1, uma contradicdo com a
simplicidade de N. Entdo |X; — Z| = 1. Portanto ry[(X; — Z) Ue] < 2. De (B.5), ryX; < 2.
Como N, é simples ryX; =2, conforme queriamos demonstrar. O

3.0.1 Lema: Suponha que N é uma matroide bindria, conexa e simples. Suponha que e é
um elementode N tal que si(N/e) é 3-conexa com ao menos 4 elementos. Entdo N é 3-conexa
ou existe um elemento de E(N) — e em série com e em N.

Prova: Por existe um 2-separador X de N tal que ryX =2 e e € X. Portanto ry X =
1-ryX+|X|=1X|-1. Como N é bindria e simples, | X| < 3. Se | X| = 2, entdo r]"\‘,X =leX
€ um par de elementos em série contendo e. Suponha entdo que |X| = 3. Entdo ryX = 2.
Como N é simples, X é um triangulo. Como N é bindria, X ndo pode ser uma triade. Entao
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existe um 2-cocircuito C* de N contido e X. Se e in C* ndo temos o que mostrar. Suponha
entdo que X = C*Ue. Em M/e, C* é um circuito e cocircuito com 2 elementos. Entdo o
elemento que resta de C* em si(N\e) é um laco dessa matroide. Uma contradicao. 0

O seguinte lema foi usado implicitamente em [Whittle, 1999]. Trata-se de um resultado
conhecido, mas ndo possuimos uma referéncia para o mesmo. Segue uma demonstracgao.

3.0.2 Lema: Seja M uma matroide. Entdo

(a) Se N é um menor de M podemos escolher os conjuntos base de siM e siN de forma que
siN seja um menor de siM;

(ii) Se e € si M podemos escolher os conjuntos base de si(M/e) e si[(siM)/e] de forma que
estes sejam iguais; e

(iii) Se M é simples, e M e f € si(M/e) podemos escolher os conjuntos base das matroides
de forma que si(M/e, f) = si([si(M/e)]l f).

Prova: O item (a) é imediato. Para provar o item (ii), pelo item (a), como (siM)/e é um
menor de M/e escolnemos os conjuntos base de forma que si[(si M)/e] seja um menor de
si(M/e). Agora suponha que x € E(si(M/e)) — E(si[(siM)/e]). Temos que existe x' e siM
na mesma classe em paralelo de M que x. Se x’ ¢ E(si[(siM)/e]) < E(si(M/e)). Entdo existe
y € E(si[(siM)/e)) e paralelo com x’' em (si M)/e, logo {x', y, e} e {x, y, e} sdo tridngulos de M
e y ¢ E(si(M/e)). Uma contradicdo. Entdo E(si(M/e)) = (si[(siM)/e]). E como si[(siM)/e]
é um menor de si(M/e), essa matroides sdo iguais. Para mostrar (iii), basta aplicar (ii) em
Mlee f. U

3.0.3 Lema: Suponha que M uma matroide bindria e X seja um circuito e cocircuito de M
com 4 elementos. Seja {{ay, az}, b1, b2}} uma particdo de X. Seja ¢ : E(M) — E(M) a fungdo
definida por @(a,) = az, p(ay) = ay, ¢(by) = by, (b2) = by ep(c) = c sece€ E(M) — X. Entdo
¢ é um automorfismo de M. Em particular, se a,b € X, existe um automorfismo y de M tal
quew(a) = b, w(b) = a ey mantém E(M) — X invariante.

Prova: Basta mostrar que C € ¥’ (M) se e s6 se ¢(C) € € (M). Mais em particular, podemos
mostrar apenas que C € ¢ implica que ¢(C) € €(M), jAque ¢ =@~ '. SeC=Xou C ¢
E(M) — X isso se verifica. Suponha entdo que C seja um circuito de M distinto de X e
intersectando X. Por ortogonalidade |C n X| = 2. Como M é bindria, existe um circuito D
contido em CAX intersectando X. Por ortogonalidade [DN X|=2. Entao D-X=Cn X
e esses conjuntos tem dois elementos cada. Entdo DAX é um dependente contido em
C. Logo DAX =Ce D =CAX. Se CnX = {aj,az} ou Cn X = {by, by} ndo temos o que
mostrar. Assumimos que nao seja esse o caso. Podemos, supor se perda de generalidade
que CNX ={ay, b1}. Temos que ¢(CNX) = {ay, bo} = (CAX)nX. Entao ¢(C) = CAX € € (M).
Com isso finalizamos a demonstracao. U

A partir desse ponto mostramos lemas mais direcionados para a demonstracao de|3.0.6
vamos fazer uso do seguinte lema, possivelmente demonstrado em outro lugar antes da
fonte citada, mas nao temos outra referéncia.
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3.0.4 Lema: [Lemos, Melo, 2008] Se M é uma matroide 3-conexa, T um triangulo e T*
uma triade de M, com TN T* # ¢. Entao:

(A MI/T e M\T* sdo conexas.

(ii) Seee T—T*, co(M\e) é 3-conexaese f€ T* — T, si(M/ f) é 3-conexa.

3.1 Demonstracao de

3.1.1 Lema: Seja M uma matroide 3-conexa bindria. Suponha que e e f sejam elementos
de M tais que co(M\e, f) seja 3-conexa com ao menos 4 elementos, mas co(M\ f) seja ndo
3-conexa. Digamos que e € co(M\ f). Entdo e estd em um 2-circuito {e, g} de co(M\f) e
exatamente uma das seguintes alternativas ocorre:

(a) Os dois elementos e e g estdo em classes em série ndo triviais {e,e;} e{g, g1} de M\f
ele e, g 81} é um 4-circuito e cocircuito de M. Em particular, neste caso {e, ey, f} e
{g, 81, [} sdo triades de M. Ou:

(b) Exatamente um elemento a de {e, g} estd numa classe em série ndo trivial de M\ f. O
elemento h em série com a em M\ f e o elemento b distinto de a em {e, g} sdo tais que
co(M\Db) é 3-conexa, {e, g, h} é um tridngulo e{a, f, h} é uma triade de M. Em outras
palavras:

(b1) {e, g, h} é um triangulo e{f, g, ht uma triade de M e co(M\e) é 3-conexa; ou:

(b2) {e, g, h} é um triangulo e {f, e, h} uma triade de M e co(M\g) é 3-conexa.

Prova: Suponha a ndo validade do lema. Pelo dual de aplicado em co(M\ f), temos
que e estd em paralelo com um elemento g nessa matroide. Como M é 3-conexa, a0 menos
um elemento de {e, g} estd numa classe em série nao trivial de M\ f. Como M é bindria,
cada classe em série de M\ f tem, no maximo, 2 elementos. Verifiquemos cada caso:

(a) Se ambos elementos e e g estdo em classes em série ndo triviais {e,e;} e {g, g1} de
M\ f. Neste caso, temos em M as triades T} := {f,e,e;} e T, := {f, g, g&1}. Como M é bindria,
{f,e g e} ndo é uma co-reta de M, logo g1 # e;. Veja que X := T;' AT, é um 4-cocircuito de
M. Mas X é também um circuito, pois {e, g} é um circuito de co(M\f).

(b) Se apenas um elemento a € {e, g} estd numa classe em série ndo trivial de M\ f com
um outro elemento & dessa matroide. Neste caso {a, f, h} é uma triade e {e, g, h} um tri-
angulo de M. Por co(M\b) é 3-conexa. Assim, se a =g e b = e, temos (bl), em caso
contrério, temos (b2), e finalizamos a prova. O

3.1.2 Lema: Seja M é uma matroide bindria 3-conexa. Suponha que:
(i) e é um elemento de M tal que M\e é 3-conexa;

(ii) f é um elemento de E(M) — e tal que co(M \e, f) seja 3-conexa com ao menos 4 elemen-
tos.
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(iii) x e y sao elementos de M tais que {e, x, y} seja um triangulo e {x, y, f} seja uma triade
de M.

(iv) Ndo existe um triangulo de M contendo y e f.

Entdo M\x/y é 3-conexa e é uma matroide cossimples associada a M\ x.

Prova: Seja T:={e,x,y} e T* ={x,y, f}. Como M é bindria por dois elementos de M pode
existir no méaximo uma trfade. Se x estd em alguma triade T," de M distinta de T, por
ortogonalidade com T, e € Tl*. Mas M\e é 3-conexa e a Unica triade de M contendo x é T*.
Concluimos que M\x/y é uma matroide cossimples associada a M\x. Falta mostrar que
essa matroide é 3-conexa.

Suponha, por contradicdo que M\x/y nao seja 3-conexa. Observe que x e e sdo para-
lelos em M/y. Entao M\x/y = M\e/y. Entao existe uma 2-separacao {A;, Ao} de M\e/y.
Digamos que x € A;. Temos:

rviy(Ar) +ryyy(A2) =r(M\ely) +1=r(M\e) =rM,

portanto:
r(Aiuy)+r(Auy)=rM+2=r(M\e)+2 (3.7)

Temos que A, gera y em M, pois, em caso contrario r(A; U y) = r(Az) + 1. Substituindo
essa Ultima igualdade em (3.7), temos que {A; U y, A2} é uma 2-separagao de M\e. Uma
contradicdo. Entao temos um circuito C contido em A, U y contendo y. Como x € A;, por
ortogonalidade com T*, f € C, e portanto f € A,. Além disso A, — f ndo gera f nem y em
M Pois nesse caso haveria um circuito D de M contido em A, U y, encontrando exatamente
um elemento de {f, y} e isso contraria a ortogonalidade com T = {x, y, f}. Entao r (AyUy) =
r(Az — f) + 1. Se substituirmos essa igualdade em (3.7), temos, em M\e, f:

r(Ayuy)+r(A2—fl=r(M\e)+1=r(M\e, f)+1.

Entdo {A;Uy, Ao — f} é uma 2-separacao de M\e, f ou|A,—f|<1.Se|A,—fI<1,|AUy| <3,
e |C| =3, como M é 3-conexa com ao menos 4 elementos, |C| = 3. Mas isso contraria (iv).
Entdo {A; Uy, Ay — f} é uma 2-separacao de M\e, f.

Mas, por (ii), toda 2-separacdo de M\e, f contém um 2-cocircuito dessa matroide. Como
|A; Uyl =3, entdo A, — f é um 2-cocircuito de M\e, f. Por ortogonalidade com T = {e, x, y},
e ndo estd em nenhum cocircuito de M contido em Ay Ue. Como M é cossimples, A, é uma
triade de M. Como, por (iv), |C| = 4, entdo C = A, U y. Entdo Cn Ay é uma intersecdo de
um circuito com um cocircuito de M com cardinalidade 3. Isso contraria o fato de M ser
bindria. Entdo M\e/y, é 3-conexa, em portanto M\x/y também. O

3.1.3 Lema: Suponha que M é uma matroide 3-conexa bindria e:
(i) e é um elemento de M tal que M\e é 3-conexa;

(ii) f é um elemento de E(M)—e tal que co(M\e, f) seja 3-conexa com ao menos 4 elementos
e possua um menor isomorfo a uma matroide 3-conexa N.
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(iii) y e x sdo elementos de M tais que {e, y, x} seja um triangulo e {y, x, f} seja uma triade
de M.

Entdo:

(@) Ou co(M\x) e co(M\f,x) sdo 3-conexas com menor isomorfo a N, ou existe um ele-
mento g € E(M) —{e, f,x,y} tal quely, f, g} é um tridngulo de M e co(M\g) é 3-conexa
com um menor isomorfo a N.

(b) Existe um conjunto I* € . * (M) com 3 elementos tal que para todo z € I*, co(M\z) é
3-conexa com um menor isomorfo a N; e:

Prova: Primeiro mostremos (a). Observe que, em M\f, x e y estdo em série e que em
M\ f/y os elementos x e e sao paralelos, entdo M\ f/y\e = M\f/y\x. Por (ii), co(M\x)
possui um menor isomorfo a N. Se co(M\x) é 3-conexa ja temos (a). Suponha o contrério.

Sao satisfeitas as hip6teses (i),(ii) e (iii) de mas co(M\x) nao é 3-conexa. Entao
(iv) ndo se verifica e existe um elemento g de M tal que {y, f, g} é um tridngulo de
M. Se e = g, entdo {e, x, y} e {e, f, y} sdo tridngulos de M com diferenca simétrica de dois
elementos, uma contradicao com o fato de M ser 3-conexa e bindria com ao menos 4 ele-
mentos. Portanto e # g.

Como g€y, f,. g —{x, [}, por co(M\g) é 3-conexa. So falta mostrar que M\g
possui um menor isomorfo a N para concluir (a). Observe que x e y estdo em série em
M\e, f, entdo, por (ii), M\e/y\f possui menor isomorfo a N. Mas em M\e/y, f e g sdo
paralelos, e, com isso, M\e/y\f = M\e/y\g. Logo M\g e, portanto, co(M\g) possuem
menor isomorfo a N. Esta provado (a).

Vamos mostrar (b) agora. Por (a), existe um elemento a # e tal que a = x ou {aq, f, y}
é um triangulo de M e co(M\a) é 3-conexa com um menor isomorfo a N. Observe que
se trocarmos os papéis de y e x preservamos as hipétese do lema, entdo, analogamente,
existe b # e tal que b = y ou {b, f, x} € um triangulo de M e co(M\b) é 3-conexa com um
menor isomorfo a N. Para finalizar a demonstracdo de (b), basta mostrar que {e, a, b} é
um coindependente de M com 3 elementos. Vamos mostrar, primeiramente, que a # b.
Suponha por contradicdo que a = b. Entdo a # x ou b # y. Digamos que a # x. Entao
{a, f,y} é um triangulo de M e b = a # y. Logo {b, f,x} = {a, f, x} sdo dois tridngulos de
M com diferenca simétrica de cardinalidade 2. Uma contradicdo. Entdo a # b. Se {e, a, b}
é codependente, esse conjunto é uma triade de M. Mas isso contraria o fato de M\e ser
3-conexa com ao menos 4 elementos. Finalizamos entdo a prova de (b) e do lema. U

3.1.4 Lema: Suponha que M é uma matroide bindria 3-conexa, com ao menos 4 elementos,
e:

(i) {e, f,y} seja uma triade e {e, x, y} um triangulo de M;
(ii) co(M\e, f) é 3-conexa com um menor 3-conexo N, com ao menos 4 elementos;

(iii) co(M\e) é 3-conexa mas co(M\ f) nao;
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Entdo co(M\x) é 3-conexa com um menor isomorfo a N e:
(a) co(M\y) é 3-conexa com um menor isomorfo a N; ou

(b) existe um elemento g € E(M) —{e, f, x,y} tal que co(M\g) é 3-conexa com um menor
isomorfoa N, {e, x, g} é um coindependente de M e e, f, g} um tridngulo de M.

Em todo caso, existe [* € .7 *(M) com |I*| =3, tal que para todo a € I*, co(M\a) é 3-conexa,
com um menor isomorfoa N.

Prova: Observe que y é um colaco de M\e, f, entdo co(M\e, f) é isomorfa a um menor
de M\e, f/y e, portanto, M\e, f/y possui menor isomorfo a N. Mas x e e sdo paralelos em
M\fly, entao M\e, fly = M\x, f/y e co(M\x) possui também um menor isomorfo a N.
Além disso x estd na triade {e, x, y} que intersecta o triangulo {e, f, y}, por co(M\x) é
3-conexa e mostramos a primeira parte do lema.

Se vale (a) (resp. (b)), entdo para I* := {e, x, y} (resp. I* :={e, x, g}), temos a validade da
terceira parte do lema. O que falta mostrar € a validade de (a) ou (b).

Em M\, os elementos y e e estdo em série, entdo M\e, f = M\e,y. Portando M\y, e
co(M\y) possuem menor isomorfo a N. Se co(M\y) é 3-conexa, e, logo, temos a validade
de (a). Podemos supor entao que:

3.1.4.1 co(M\y) ndo é 3-conexa.

S6 precisamos agora mostrar a validade de (b). Suponha, por contradi¢ao, que (b) nao
vale. Em M\e, os elementos y e f estdo em série. Entdo co(M\e, y) éisomorfaa co(M\e, f).
Consequentemente, co(M\e, y) é 3-conexa com um menor isomorfo a N. Supomos sem
perder generalidade que e € E(co(M\y)). Trocando os papéis de y e f, verificamos as hip6-
teses de[3.1.11

Se Vale (a), existe um conjunto X :={e,e;, g, g1} € € (M) N € * (M) com 4 elementos,
de formaque {e, e;, f} e {g, g1, f} sdo triades de M. Como M é bindria e cossimplese {e, ey, f}
e {e,y, f} sdo triades de M, entdo e; = y. Mas por[3.0.3} co(M\y) = co(M\e), e co(M\y) é
3-conexa. Uma contradi¢do com[3.1.4.1] Portanto vale[3.1.1} (b). Isso é:

3.1.4.2 Existem elementos g, de co(M\y), e h, de M\y, tais que {e, g, h} é um triangulo de
M\ye:

(@) iy, g h} é uma triade de M e co(M\e) é 3-conexa; ou

(b’) {y, e, h} é uma triade de M e co(M\g) é 3-conexa.

Observe que g ¢ {e, y}. Estamos assumindo que e € E(co(M\y)) com isso f ¢ co(M\y)
e, portanto, f # g. Se g = x, entdo {e, x, h} é um tridngulo de M distinto de {e, x, y}. Uma
contradicao com o fato de M ser bindria e cossimples. Portanto g ¢ {e, f, x, y}.

Pela ortogonalidade entre {e, g, h} e {e, f, y}, temos que h = f, pois h foi definido como
um elemento de M\y. Nao vale (a’), pois, como M é bindria e cossimples, se {y, g, f} €
€ (M), como {e, y, f} € € (M), teriamos e = g. Uma contradicdo. Entdo Vale (b’) e, com
isso, co(M\g) é 3-conexa. Para finalizarmos a demonstracao s6 falta mostrar que {e, g, x} é
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coindependente em M. Suponha o contrério. Entao {e, g,x} € €*(M). O elemento y estad
no triangulo {e, x, ¥}, mas nao em {e, g, x}. Por|3.0.4} isso implica que co(M\y) é 3-conexa.
Uma contradi¢do com|3.1.4.1l Com isso finalizamos a demonstracao. U

Demonstracio de[3.0.8 Temos a validade das hipdteses de[3.1.1] Suponhamos a validade
de(a), entao e estd num 4-subconjunto X de E(M) pertencente a ¢’ (M)N% * (M). Além
disso X é daforma {a, b,c,e} com {a,e, f} e {b,c, f} em €* (M). Se g € X, por[3.0.3]existe um
automorfismo de M que leva e e g e, portanto co(M\g) é 3-conexa com menor isomorfo a
N, assim como co(M\e). Neste caso temos a validade de (a). Entdo assumimos a validade
de (b). Em particular, temos elementos x e y de M tais que {e, x, y} é um tridngulo que
encontra uma triade contendo f em M. Com isso em M\ f, temos uma classe em série S
contida em {e, x, y} e, ap6s a contracdo de um elemento de S, os dois elementos de {x, e, y}
que restam sdo paralelos. Entdo

co(M\x, f) = co(M\y, f) = co(M\e, f). (3.8)

Ou seja, co(M\x) e co(M\y) possuem menores isomorfos a N. Podemos assumir que
co(M\x) e co(M\y) ndao sdo ambas 3-conexas, se ndo, como {e, x, y} é um tridngulo que
encontra uma triade contendo f em M, teriamos a vaidade de (b) ou (c) para a e b esco-
lhidos convenientemente em {x, y}. Supomos sem perder generalidade que co(M\y) ndo é
3-conexa. Por {e, f,x} ndo pode ser uma triade de M porque co(M\y) ndo é 3-conexa.

Vejamos primeiramente o caso em que vale[3.1.1} (b2). Isso é, no nosso caso, {e, f, y} é
uma triade de M. Por[3.1.4} existe um elemento g € E(M) — {e, f, x, y} tal que co(M\g) é
3-conexa com um menor isomorfo a N, {e, x, g} €é um coindependente de M e {e, f, g} um
triangulo de M. Entdo vale (e) parab=g,a=xec=1.

Entao assumimos que Vale (bl), isso é, {x, y, f} é uma triade de M. Vamos analisar
primeiro o caso em que ndo hd nenhuma triade de M contendo e, isso é, o caso em M\e é 3-
conexa. Como co(M\y) ndo é 3-conexa, por[3.1.3]existe um elemento g € E(M) —{e, f, y, x}
tal que Ty := {x, f, g} ¢ um tridngulo de M e co(M\g) € 3-conexa com um menor isomorfo a
N. Como co(M\y) nao é 3-conexa, por {e, g, x} é coindependente em M. Se co(M\x)
é 3-conexa, temos a validade de (d) para c =y, a = x e b = g. Podemos entao assumir que
co(M\x) ndo é 3-conexa. Invertendo os papéis de x e y em[3.1.3} temos um elemento / tal
que Ty :={f, y, h} é um triangulo de M e co(M\h) é 3-conexa com um menor isomorfo a N.
Entao:

T:={e,x,y} AT ATy, = {e}A{gtA{h}

é um codependente de M, com isso, g # h e {e, g, h} é um tridngulo de M, como M é binéaria
e 3-conexa com ao menos 4 elementos, {e, g, h} é coindependente. Temos entdo a validade
de (f), paraa=ge b= h.

Nos resta analisar o caso em que ha uma triade T* de M contendo e. Como co(M\y)
nao é 3-conexa, por y € T*, mas x nao pode estar em T* pois {e, x, y} é coindepen-
dente. Entdo T* é da forma {e, y, f'} com f # x. Por co(M\x) é 3-conexa. Por (3.8),
se trocarmos os papéis de x e e satisfazemos as hipéteses de[3.1.4] Entao, como co(M\y)
nao € 3-conexa, existe um elemento g € E(M) —{e, f, x, y} tal que co(M\g) é 3-conexa com
um menor isomorfo a N, {e, x, g} é um coindependente de M e {x, f, g} um tridngulo de M.
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Entdo para y = ¢, x = a e g = b temos a validade de (d). Com isso esgotamos 0s casos e
provamos o resultado. O

Demonstracio do teorema[3.0.6; Suponha que M e N constituem um contra-exemplo
para o teorema. Note que podemos assumir que |E(N)| = 4. Por[3.0.1} temos elementos
distintos e e ¢’ de M, tais que, co(M\e) e co(M\e') sdo 3-conexas com menor isomorfo a
N. Em co(M\e), por[3.0.3] podemos escolher um elemento f # ¢ tal que co(M\e, f) seja 3-
conexa com um menor isomorfo a N. Observe que {f, ¢, €'} ndo é triade de M. Se co(M\ f) é
3-conexa, nao hd mais o que mostrar. Suponha entdao que co(M\ f) ndo é 3-conexa. Entao
o resultado segue diretamente de[3.0.8| O

3.2 Demonstracao de

3.2.1 Lema: Suponha que M seja uma matroide 3-conexa e que X := {c, ay, ay, b1, b2} seja
um 5-subconjunto de M tal que{c, a,, ax} e{c, by, b} sejam triangulos e{c, ay, b1} e{c, az, by}
sejam triades de M, entdo M = M (Ky).

ay T\ bl
X c »
az | bg
h* 4

Prova: Observe que B* :={c, a1, a»} gera X em M* e B :={c, a1, b} gera X em M*. Entao
(X)) :=rX+r*X—|X|=1. Como M é 3-conexa, X ndo é 2-separadorde M, |[E(M)—-X| <1
e |[E(M)| < 6. As inicas matroides 3-conexas com 5 elementos sdo Uy 5 e U3 5, 0 que ndo é o
caso. Entdo |E(M)| = 6. Observe que rM =r*M = 3.

Seja f o elemento de E(M) — X. Por ortogonalidade com {c, az, b}, ¢ ¢ Cp (B, f), logo
Cm(B, f) ={ay, by, f}. Analogamente {ay, b», f} = Cp({c, az, ba}, f) € € (M). Entao M possui
4 triangulos distintos.

As tinicas matroides 3-conexas de posto e coposto 3, a menos de isomorfismos, sao, de
acordo com [Oxley, 11.2.20], M(Ky), W3, Qg, P € Uz . Como M possui 4 triangulos distin-
tos, M ndo é isomorfaa W3, Qg, Pg ou Usg. Entao M = M(Ky). O

Um bond de um grafo G é um conjunto X < E(G) minimal com a propriedade de que
G\ X tenha mais componentes conexas que G. Definimos a estrela de um vértice v € V(G)
como o conjunto S;(v) das arestas de G adjacentes a v. Usamos a palavra circuito para
designar um ciclo(ou poligono) num grafo, tanto visto como um subgrafo como visto como
simples conjunto de arestas.

E facil observar que num grafo conexo G, se F < E(G), cada componente conexa de G\F
possui um vértice adjacente, em G a alguma aresta de F. Vamos usar esse fato sem mencao
nas proximas demostracoes.

3.2.2 Lema: Em um grafo 3-conexo e simples G, um 3-bond que contém duas arestas adja-
centes é a estrela de um vértice.
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Prova: Suponha que, em G, as arestas e) e e, sdo adjacentes a um mesmo vértice u e
T* :={ey, ez, e3} sejaum bond de G. Sejam v; e v, os respectivos vértices de G distintos de
u e adjacentes a ej e e;. Sejam w; e wo os vértices de G adjacentes a e3. Vamos mostrar que
T* é aestrela de u em G. Suponha o contrdrio, isso é, que u ¢ {w;, w,} (figura abaixo).

e — "
u <
€2
\J Vs

W) o—— €3 —o W2

Como G é 3-conexo, para {i, j} = {1,2}, em G\u, w;, existem um wj-vl-caminho eum w;-
v-caminho. Além disso, em G\ vy, v, existe um u-w;-caminho que evita e3 ou um u-w;-
caminho que evita es. Observe que todos esses caminhos evitam 7*. Entdo, em G\T”,
os vértices u, vy, V2, w e w, estdo todos na mesma componente conexa. Mas esses sao 0s
Unicos vértices de G que incidem em arestas de T*. Isso implica que G\T* é conexo. Uma
contradicao. 0

3.2.3 Lema: Seja G é um grafo 3-conexo com ao menos 5 vértices, ndo existe em E(G) um
4-subconjunto que seja simultaneamente o conjunto de arestas de um circuito e um bond de
G.

Prova: Suponha por contradicdo que exista um circuito vy, ey, 2, €2, Vs, €3, U4, €4, U1 tal que
C* :={ey,...,e4} sejaum bond de G.

14} 1)— €1 —1) %)

€4 )

Ug lJ— e3 —L U3

Como G é 3-conexo, G\vp, v3 é conexo, logo existe um v,-v4-caminho que ndo encon-
tra C*. Analogamente, existe um v;-v3-caminho que também ndo encontra C*. Como
v1,..., V4 S30 0s Unicos vértices de G adjacentes a arestas de C*, entdo G\C* possui duas
componentes conexas Hi, contendo v, e v3, € Hp, contendo v, € vy.

Como |V (G)| = 5, existe w € V(G) —{vy, ..., v4}. Podemos supor, sem perder generalidade,
que w € V(H;). Mas G\ vy, v3 é conexo, entdo existe, nesse grafo, um w-v,-caminho, o qual
evita C*. Uma contradic3o. O

A partir deste ponto até o fim desta secao, vamos fixar algumas notacdes: G é um grafo
3-conexo e simples com um menor 3-conexo e simples H, com |E(H)| = 4. Além disso
consideramos o conjunto:

X:={ee€ E(H): G/e é 3-conexo com menor isomorfo a H}.

Observe que, se |V(G)| = [V(H)|+3, [V(G)| = 8 e, pelo dual de[3.0.6} rprc) X = 3.
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3.2.4 Lema: Se e e f sdo arestas de G tais que Gle e Gle, f sdo 3-conexos mas G/ f ndo é
3-conexo, entdo em G existe um triangulo contendo f e um vértice de grau 3, adjacente a e
mas ndo adjacentea f.

e
- —<

Prova: Observe que M(G) satisfaz as hipdteses da versdo dual de[3.1.1] Mas, por[3.2.3}
nio temos a validade do dual de[3.1.1} (a). Portanto vale o dual de[3.1.1} (b). Isso é: existe
em G um tridangulo T contendo f e um 3-bond T* contendo e tal que f ¢ T™ e, além disso,
T e T* se intersectam. Pelo lema[3.2.2) T* é a estrela de um vértice de grau 3 e isso finaliza
a demonstracao. U

3.2.5 Lema: Suponha que |V (G)|—|V(H)| = 5. Suponha também que em G tenhamos a
seguinte configuracao:

w1 w»
—61—T63—/)—62—
h f

w

Onde ey, ez, e3 € X, Gl ey, f1 é 3-conexo com menor isomorfo a H e os graus de w; e w, em G
sao ambos iguais a 3. Entdo ryrg X = 4.

Prova: Suponha o contrério. Seja M := M(G). Entao ry X = 3. Sejam T} = Sg(wy) e T, =
Sc(wy).

Por como M 22 M(Ky), {e1, e2,e3} ndo é um tridngulo de M. Logo rys{e;, ez, e3} =3 e
X c clycler, ez, e3}). Além disso, por ortogonalidade com 77" e T, temos que:

3.2.5.1 Nao existe um tridngulo de G com duas arestas em comum com {ey, €, e3}.

Sejam wpews os respectivos vértices de G distintos de w; e w, e adjacentes a e; e e».
Temos, portanto, em G a configuragdo:

Wy wi wo w3
O— €] —x— €2 —0— €3 —0
h f
X w
Vejamos agora que:
X ={ey, ey e3}. (3.9)

De fato, se existe h € X—{ey, e,, e}, entdo, como {ey, e, e3} gera X e por[3.2.5.1} {e1, ez, e3, I} €
% (M). Seja w' o vértice formado pela fusdo de wy e wy, em G/ h. Como |V(G)| = 8, G/ h\w, w'
é desconexo, logo G/h nao é 3-conexo e, portanto h ¢ X. Ou seja, vale (3.9). Seja A :=
{e1,e2,es3, f1, fo}. Vamos verificar agora que:
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3.2.5.2 Sege E(si(M/e3)) eg ¢ clyAentdo si(G/es, g) ndo é 3-conexo com menor isomorfo
aH.

Suponha que tenhamos um elemento g contrariando3.2.5.2} Entdo, por|3.2.4} existe uma
triade de M(G) que contém e3 e gera g. Mas as Unicas triades de M(G) contendo e3 sdo T}
e T;, que estdo ambas contidas em A. Uma contradig¢do. Logo vale|3.2.5.2

Assumimos sem perder generalidade que f; € E(si(M/e3)). Observe que em si(M/e3),
Ty :={e1, ez, f1} € uma triade. Pelo dual de[3.0.6, existe um 3-independente I de si(M/e3) tal
que para todo e € I, si(M/es, e) é 3-conexa com menor isomorfo a M(H). Vamos verificar
que:

I={ey e fi}. (3.10)

Por I < cly A= @, porconsequéncia, I S clsimyen) Ty - Masse h€ (clsivrey Ty)— Ty
entdo existe um tridngulo de si(G/e3) contendo h e contido em Ty U h, e si(M/e3, h) ndo é
3-conexa, o que implica que h ¢ I. Portanto temos (3.10).

De (3.10), concluimos que si(M/es3,e;) € 3-conexa, com menor isomorfo a H. Nova-
mente, pelo dual de em si(G/es, e1), existe um elemento g nao gerado por {ey, f1} tal
que si(M/es, ey, 8) é 3-conexa com menor isomorfo a H. Isso implica que g ¢ cly ) (A).
Por[3.2.5.1} si(G/es, g) ndo é 3-conexo. Por[3.2.4} existe, em si(G/e3), um vértice w"” de grau
3, adjacente a e; mas nao a g e um tridngulo T, contendo g e w"” como g ¢ clsim/es) (To),
entdo w' = wy. Como e3 nao € adjacente a wy em G:

3.2.5.3 degg(wp) =3 e T é um triangulo de G contendo g e wy.
Sejam x; e x, os elementos de T — g. Vamos verificar agora que:
3.2.5.4 e; ndo estd em nenhum tridngulo de G.

Suponha, por contradi¢do, que exista um tridngulo T’ de G contendo e;. Por ortogonali-

dade com T e por[3.2.5.1} fi € T'. Além disso, por ortogonalidade com Sg(wp), X1 ou x;

estd em T’. Digamos que x; € T'. Entdo x; € Sg(wo) — T' e, por[3.0.4] si(M/x;) é 3-conexa.

Mas, em si(M/g) (digamos que x, € si(M/g)), x» e e} estdo em série. Como si(M/g,e;)

possui menor isomorfo a H entao si(M/g,x») e, consequentemente, si(M/x,) também

possui menor isomorfo a H. Entdo x, € X. Uma contradi¢ao com[3.9] Entao temos[3.2.5.4
Entdo em G temos uma configuracao como a da figura abaixo:

1231
Y\ X1 \LU() 251 wo
8 P el _T es —/)— e —

up ,|)/ xZ fl\/fz
w

Em particular, [3.2.5.4|implica que G/e; é simples. Vamos verificar ainda que:

3.2.5.5 si(M/ey, g) é 3-conexa.
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Suponha o contrario. Observe que o vértice w'’ formado pela fusdao de wy e w; em G/e;

possui grau 4 nessa matroide. Como si(M/ey, es, g) é 3-conexa, por [3.2.4} existe em G/e;
um vértice de grau 3 adjacente a e3, (que, necessariamente, é w,, pois o grau de w'" é 4
nesse grafo), o qual estd num tridngulo T3 contendo g. Mas isso implica que as arestas de
T3 — g estdo em {es, f>, €2} e, portanto A gera g. Uma contradi¢ao. Concluimos[3.2.5.5
Como si(G/ey) e si(G/ey, g) sdao 3-conexos mas si(G/g) ndo, como x; e x ndo estdo em
X e como g/e; é simples, pelo dual de existem elementos y;, y» € X tais que, para
i =1,2, S(u;) = {g,x;,yi}. Temos que y1,). € {e1,e3}. Entdo y; = y» = ey, por Uma
contradicao. 0

3.2.6 Lema: Suponha que |V (G)|—|V(H)| =6 e que G possua um subgrafo da forma:
w1
™>r
B

f
— €2 —J)/ 1
2

-

w

Onde {e1,e2,e3} < X, os graus de wy, ws e ws em G sdo iguais a 3 e si(G/es, f3) é 3-conexo
com menor isomorfo a H. EntdorX = 4.

Prova: Suponha o contrario. Seja M := M(G). Entao ry(X) = 3. Seja, parai =1,2,3, u;
o vértice de G distinto de w; adjacente a e;. Se u; = uy = ug, entdo, como G possui mais
que 4 vértices, u; separa w;, w, e ws dos demais vértices de G, uma contradi¢do. Se, para
{i,j,k} =11,2,3}, u; = uj # uyx. Entdo u; e wy separam w; e w; dos demais vértices de G,
também uma contradicdo. Entao os vértices uy, uy e us sao distintos entre si. Em particular
isso implica que {ej, e2, e3} ndo encontra nenhum triangulo de G.

Entao ryie;, e2,e3} =3 e X < clpier, ez, e3}. Se existe um circuito C de G tal que |C —
{e1,e2,e3}] = 1, entdo C intersecta {fi, f>, f3}. Como G é simples e {ej, e2, 3} ndo encontra
triangulos, entdo X < C. Mas isso implica que C intersecta {fi, f>, f3} em mais de uma
aresta, uma contradicao. Logo {e}, e», e3} é fechado em M e, portanto:

X ={ey, ey e3}. (3.11)

Como e3 ndo estd em nenhum triangulo de G, G/e3 é simples. Observe que em G/ e3 te-
mos a configura¢do do lema|3.2.5|(re-rotulando f3, por e3). Denotando v o vértice formado
pela fusao de w3 e us em G/es. Isso é, em G/e3 temos a configuracdo:

ui w wo U

— e —{—fg—/)—ez—J
h f
Vo
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Porexiste, em G/e3, uma aresta g ¢ clygres i€, ez, f3} tal que si(G/es, g) € 3-conexo
com menor isomorfo a H. Como g ¢ X, e si(G/g) possui menor isomorfo a H, entdo
si(G/g) nao é 3-conexo. Por(3.2.4} e3 é adjacente a um vértice u de G de grau 3, que estd
num triangulo T contendo g. Em particular, ez ¢ T. Como Sg(ws3) ndo gera g em M. Entao
u=us.

Seja T — g = {x1,x2}. Como X ndo encontra triangulos de G, x1,x, ¢ X. Digamos que
x1 € E(si(M/g)). Entdo, em si(M/g) es e x; estdo em série. Como si(M/g, e3) possui menor
isomorfo a M(H), si(G/x;) e si(G/x,) possuem menores isomorfos a H. Como x, x, ¢ X,
si(G/xy) e si(G/x2), ndo sdao 3-conexos. Sejam v; e v, os vértices de T — w3, adjacentes a
X1 € X, respectivamente. Pelo dual de existe, para i = 1,2, um elemento y; € X tal que
Sg(vi) =1{g, xi,yi}. Como es3 ¢ {y1, 2}, e X = {e1, e, e3}, entao {ey, e2} = {y1, y2}. Assumimos,
sem perder generalidade, que e; = x; e e2 = x». Entdo v; = u; e v, = uy. Portanto, em G,

temos a conﬁgura(;éo:
w1 T\ el uy
f2 ws us X2 /T
s>
| A

/)—63— g

X1 |
Wy & (%) \J U

Onde os graus dos vértices na figura, em G sdo todos iguais a 3. Entdo G, que é conexo, € o
grafo da figura acima. Mas isso contraria o tamanho de V(G), que tem ao menos 7 vértices.
O

Demostracao de[3.0.5/Suponha que G e H contrariem[3.0.5] Seja M := M(G). Por[3.0.6|
existe I € . (M) tal que para todo e€ I, si(G/e) é 3-conexo com menor isomorfo a H. Fixe-
mos e € I. Novamente por|3.0.6, existe f € E(si(M/e)) ndo gerado por I — e nessa matroide
tal que si(G/e, f) é 3-conexo com menor isomorfo a H. Como G contraria [3.0.5, si(G/ f)
possui menor isomorfo a H e f ¢ cly;(I), entdo si(G/ f) ndo é 3-conexo. Entdo temos em
M a dual de uma das configuragoes de[3.0.8} (a)-(f). Por[3.2.3} descartamos a configuragao
(a). Temos em M uma das seguintes situacoes:

Onde a,b € X. Mas e demonstram o resultado no caso da ocorréncia de (d),
(e) ou (f). Ou seja, em G, temos uma configuragdo da forma:

es |
\J %)

Com {e;, ez, e3} € X e degg(v1),degg(v1) = 4. Por[3.0.6] existe em, E(si(M/e;)) um ele-
mento g nao pertencente ao fecho de {e;, ey, f} tal que si(G/e;, g) é 3-conexo com menor
isomorfo a H. Como g ¢ clyier, e2,e3}, g ¢ X e si(M/g) nao é 3-conexa.

Entao existe um triangulo T de G contendo g e u, como nas configuracdes duais de (b)
e (c) acima. Como g ¢ clprie;, ez, e3}, e2 € e3 ndo estdo em T. Entdo os elementosde T — g
estdo em X e ndo sao gerados por {ej, ez, e3} em M. Uma contradicao. U
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Duais de (b). Dual de (0.
VANAN VARAN
/ \/ \ / \/ \

Dual de[3.0.8} (d). Dual de[3.0.8} (e).

T

N
Dual de[3.0.8] (f)

3.3 Alguns contra-exemplos

Definimos Ké’ ', como o grafo bipartido completo com classes de vértices {uy, up, us} e {1,...,
acrescido das arestas e; := uj Uy, e := up Uz € e3 := usu;. Observe que co(Kéf’,l\e) é 3-conexo
sesbseec€ {e], ey, esl.

Isso mostra a otimalidade deem certo sentido. Isso é: k é o maior inteiro tal que, se
M é uma matroide bindria e 3-conexa com menor 3-conexo N e com r (M) = r(N) + 3 entao
existe um k-subconjunto X < E(M) tal que co(M\e) para todo e € X.

Vamos agora ver que, em um sentido mais restrito, temos uma otimalidade em3.0.5

Vamos construir um grafo planar, 3-conexo e simples G com menor 3-conexo e simples
H, de forma que |V(G)| — |V (H)| < 6 e s6 existam 3 elementos e em E(G) tais que G/e é
3-conexo com menor isomorfo a H.

Definimos primeiro, para n = 2 o grafo X;, como um grafo com conjunto de 4n+3 vértices

{al,...,dzn = ao,bl,...,bzn = b(),Cl,Cg,Cg}
e conjunto de arestas formado pela unido dos conjuntos
{ar_1ak, b_1br, ar_1br:k=1,...,2n};
{crap:k=1,...,n}

{car:k=n+1,...,2n}; e
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{c1c2, 103,003, a1 ¢3, azpc3}.

Esse grafo foi assim construido para ser planar e 4-conexo, Xj,[ci, ¢z, c3] ser completo, e
a medida que aumentamos 7 os graus de c) e ¢, crescerem ilimitadamente, enquanto os
graus dos outros vértices permanecem fixos. Na figura[3.2} mostramos uma planarizagao
de X4, para valores de n distintos de 4, existe uma planarizacao andloga.

Figura 3.2: Planarizacao de Xj.

Definimos o vértice c3 de X, como o seu ligador central .

Agora consideremos, para n = 5, trés copias de X, com conjuntos de vértices e arestas
todos disjuntos: Gy, Gy e Go. Para k € {0, 1,2}, rotulemos em cada G, os vértices corres-
pondentes a c1,C2 € €3 POT Vk(k—1), Vk(k+1) € Vkk (com aritmética médulo 3). Considere 3
vértices distintos ug, u; e up, fora de V(Gp) U V(G;) U V(G2). Definimos V(G) por V(Gp) U
V(G1) U V(G2) U{ug, ur, ux} e E(G) pela uniao de E(Gy), E(G1), E(G2) e:

F:= {l)k]l)]k,ukl)kk],ke {0,1,2} 6]75 k}

Para entender melhor a construcao de G olhe a figura[3.3]
Vamos mostrar:

3.3.0.1 Se H e {G/F, G/ (F —uyva}, ee € E(G) é tal que G/ e é 3-conexo com menor isomorfo
a H, entdo existe k € {0,1,2} tal que e = uy vip.

O lema seguinte é muito provavelmente conhecido e intuitivo, ndo tenho uma referéncia
mas ndo vou incluir uma aprova para evitar delongas e ndo perder o foco do exemplo.

3.3.1 Lema: Suponha que G seja um grafo com menor (k + 1)-conexo Y. Suponha que
W < V(G) tenha k elementos e que G[W] é completo. Entdo existe uma componente conexa
C de G\W tal que GIW|] possua um menorY' isomorfoaY e tal que todos os vértices usados
para obtencgdo de Y' a partir de G também sdo usados para a obtengdo de Y a partir de G.
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Figura 3.3: G construido para n = 5.

Dizemos que dois subconjuntos de vértices V; e V, de menores H; e H, se encontram
hereditariamente se algum vértice v de G foi usado na obtencao tanto de um vértice de V;
em H; como de um vértice de V, em H>.

Observe que H possui como subgrafos 3-copias de X, cujos vértices excluindo os liga-
dores centrais ndo se encontram hereditariamente. Isso é uma propriedade que se preserva
para qualquer menor G’ de G o qual tenha menor isomorfo a H.

Seja e € E(Gp) suponha, por contradi¢ao, que G’ € {G\e, G/ e} possui como subgrafos 3-
cOpias de X, cujos vértices ndo se intersectam fora dos ligadores centrais. Observe que
Go/e e Gp\e ndo possuem menores isomorfos a X, e que para i = 0,1,2 o inico menor
isomorfo a X; de G; é o proprio G;. Aplicando aos 3-separadores de G da forma
{vii, Vi(i-1), Vi(i+1)} (ou os dois separadores obtidos desse em G’ se for o caso) em G', temos
que, para cada i € {0,1, 2} existe k; € {1,2} tal que Gy, possui um menor isomorfo a X,, cujo
conjunto de vértices sejam usado para a obtencdo de S;. Mas existem j e [ em {0, 1,2} tais
que k; = k;. Ou seja os vértices de ij foram usados para a obtengdo de Sj e S;. Mas Sj e §;
nao devem se encontrar hereditariamente fora dos ligadores centrais. Uma contradicao.

Entao nenhuma aresta de E(Gy) U E(G;) U E(G2) pode ser deletada ou contraida em G a

38



fim de se obter um menor isomorfo a H.

Se contrairmos uma aresta da forma v; ;v;; em G obtemos um vértice de grau 2n+4 = 14.
Mas o vértice de maior grau de H tem grau, no maximo, 12. As arestas adjacentes ao vértice
obtido nessa contracdao ndao podem ser deletadas ou contraidas para a obten¢do de um
menor isomorfo a H, pois estdo em E(Gy) U E(G1) U E(Gz). Entdo arestas da forma v;;v;;
nao podem ser contraidas para a obten¢dao de um menor isomorfa a H.

Agora, as arestas da forma u; #; nao resultam em um grafo 3-conexo. Portanto as iinicas
arestas de G cuja a contracao resulta num grafo 3-conexo com menor isomorfo a H sao as
da forma u vy, com k € {0,1,2}.
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4 Matroides Complementares em
Relacao a Geometrias Projetivas

Se M é uma matroide representadvel sobre GF(q), podemos olhar para M como uma res-
tricao da geometria projetiva PG(r — 1,q) para r = r M. Quando ¢ é igual a 2 ou 3, como
veremos a seguir, temos bem definido o conceito que introduziremos aqui como a ma-
troide complementar de M em relacdo a PG(r — 1, q) definida pela delecao em PG(r -1, q)
do conjunto de elementos cuja restricdo € isomorfa a M. Na proxima secao vamos exempli-
ficar uma aplicacao desse conceito, para construir todas as matroides 3-conexas de posto
4, o que, posteriormente, vai ser util para a demonstracao do teorema|1.0.6

Dizemos que duas representacoes matriciais de uma matroide M, sobre um corpo K, A e
B com respectivas dimensoes (m x n) e (I x n) sdo representacoes equivalentes de M sobre
K se Apode ser obtida de B por uma sequéncia das seguintes operacgoes:

(a) Permutacao de colunas;

(b) Troca das entradas pelas respectivas imagens de um automorfismo de K;
(c) Adicao ou remocao de linhas nulas; e

(d) Operacoes elementares com linhas.

A demonstracdo do resultado seguinte também pode ser encontrada em [Oxley, 1992,
10.1.1].

4.0.2 Teorema: [Brylawski, Lucas, 1976] Sejam r,n =1 e A; := [Id,|D1] e A := [Id,| D]
matrizes de dimensdo r x n sobre um corpo K, com colunas rotuladas em ordem porey, ..., e,.
Suponha que a identidade de {e, ..., e,} seja um isomorfismo de M[A,] e M[A]. Se todas as
entradas de Dy e Dy pertencem a{0,1,—1}, entdo A, e A, sdo representacoes equivalentes de
M sobre K.

Segue diretamente desse teorema:

4.0.3 Coroldrio: Se g € {2,3} entdo quaisquer duas representagoes de uma matroide M sobre
GF(q) sdo equivalentes.

Uma matriz A, com r linhas, que representa uma matroide simples M sobre GF(g) in-
duz naturalmente um mergulho 6,4 : E(M) — PG(r —1,q) no qual 04(e) é o elemento de
PG(r -1, g) que tem como coordenadas homogéneas os respectivos elementos da coluna
de A rotulada por e.

40



4.0.4 Lema: Suponha que as matrizes A e B, com r = 3 linhas, representam uma matroide
M sobre GF(q). Entdo elas sdo representacoes equivalentes de M sobre GF(q) se e somente
se:

@: OA(EM)) — 0p(E(M))
9,4(6) '_’QB(e)

é uma restricdo de um automorfismo de PG(r — 1, q).
Para a demonstracao desse lema olhe, por exemplo [Oxley, 1992, 6.3.11].

4.0.5 Lema: Suponha que q € {2,3}, r =2 3, X eY sejam subconjuntos de E(PG(r — 1, q))
e que exista um isomorfismo de matroides ¢ : PG(n,2)|X — PG(n,2)|Y. Entdo existe um
automorfismo ® de PG(r — 1, q) que estende ¢ e cuja restri¢do a E(PG(r —1,q)) — X induz
um isomorfismo de matroides entre PG(r —1,q)\X e PG(r —1,g9)\Y.

Prova: Sejam Ax e Ay as matrizes cujos vetores colunas sdao formados pelas respectivas
coordenadas homogéneas dos elementos de X e Y. Por[4.0.3} Ax e Ay sdo representagoes
equivalentes de M. Entao, por existe um automorfismo ® de PG(r — 1, q), cuja restri-
¢cdo a X é ¢. Arestricao de ® a PG(r — 1, q) — X induz um isomorfismo de matroides entre
PG(r-1,9)\X e PG(r—-1,gq)\Y. U

4.0.6 Definicao: Seja g € {2,3} e n = 3. Se M é uma matroide representdvel sobre GF(q) e
n=rM, entdo M éisomorfa a uma restricio PG(n—1,q)|X de PG(n—1, q). Neste caso defi-
nimos PG(n—1,q)\M := PG(n—1, q)\ X. Observe que, pelo lema[4.0.5, a menos de isomorfis-
mos, PG(n - 1,q)\M ndo varia com uma mudan¢a na escolha de X. Entdo
PG(n—1,q)\M estd bem definida e a denominamos matroide complementar de M em re-
lacgoa PG(n—-1, q).

4.0.7 Coroldario: Seja q € {2,3} e n = 3. Suponha que M, e M, sejam matroides representd-
veis sobre GF(q) com posto menor ou igual a n. Entdo M, é isomorfa a uma restri¢do de Mo,
se, e somente se, PG(n—1,2)\M; é isomorfa a uma restri¢ao de PG(n—1,2)\ M, .

4.1 Classificacao das matroides binarias 3-conexas de
posto 4

O corolério nos permite reduzir a classificacdo das matroides bindrias “grandes” de
posto 4 ao estudo dos seus complementares em relacdo a PG(3,2). Segue agora lemas que
fazem esse estudo.

4.1.1 Teorema: (Tutte, 1959) Uma matroide é grdfica se e somente se ndo possui menor
isomorfo a uma das matroides U, 4, F7, F;, M* (K5) e M* (K3 3).
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4.1.2 Definicao: Dada uma matroide M e k = 1 definimos Si(M) como a matroide obtida
de M substituindo-se cada elemento por uma classe em série com k elementos.

4.1.3 Lema: As tinicas matroides bindrias simples e conexas com até 6 elementos e posto até
4, sdo, a menos de isomorfismos:

(@) Uy,1, com 1 elemento;

(b) U, 3, com 3 elementos;

(c) U3 4, com 4 elementos;

(d) Uy e P(Ua3,Us33), com 5 elementos; e

(e) M(Ky), P(Uz3,Us 4) e S2(Uy 3), com 6 elementos.

Prova: Seja M uma tal matroide. Pelo teorema M é gréafica. E facil de ver que se
[E(M)| < 3, entdo M = U;,; ou M = U, 3. Suponha que |E(M)| = 4. Se |[E(M)| =4, M nao
possui um 3-circuito. Entdo M € o circuito com 4 elementos Us 4. Podemos entdo supor
que |E(M)| éigual a5 ou6. Se r M < 3, M é isomorfa a um menor de F; obtido pela delecao
de um ou dois elementos e, portanto, M = M(Ky) ou M = P(U, 3, U, 3). Podemos supor que
rM =4. Logo M é a matroide de ciclos de um grafo simples G, 2-conexo, com 5 vértices. Se
[E(M)| =5 entdo M = U, 5. Suponha, finalmente, que |E(M)| = 6. Se M possui um circuito
de tamanho 5, entdo a aresta de G fora desse circuito liga dois vértices desse circuito e
M = P(U,3,Us,4). Se G possui um circuito C de tamanho 4, entdo sobra um vértice de G
fora desse circuito, o qual deve ser adjacente as duas arestas de G fora de C. Essas arestas
estdo ligadas a vértices distintos de C. Entdo M = P (U, 3, U3 4) ou S2(U] 3). SO falta verificar
o caso em que todos os circuitos de M sdo tridangulos. Temos dois triangulos 77 e T, de G
com uma aresta em comum. A aresta de G fora de T} U T», para que nao haja paralelismo
ou lacos, deve incindir aos dois vértices de grau 2 de G[T; U T»]. Logo G = Ky e r M # 4, uma
contradicdao. Com isso esgotamos os casos e finalizamos a demonstracao. U

4.1.4 Coroldrio: As matroides bindrias simples com no mdximo 6 elementos e posto no
mdximo 4 sdo, a menos de isomorfismos, as seguintes:

(@) Uy,1, com 1 elemento;

(b) Uz 2, com 2 elementos;

(c) U3 e Us 3, com 3 elementos;

(d) Uz 4, Uy g e Up 3® Uy 1, com 4 elementos;

(@ Usz® Uz, Usa® Uy, Uss e P(Us3,Us3), com 5 elementos; e

() Uzz® Us3, Uy, 1 @ P(Uz3,Uz3), M(Ky), P(Uz3,Us4) €S2(Uy3), com 6 elementos.
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Definimos Z;, o spike binario de posto r, como a matroide vetorial sobre GF(2) associ-
ada A matriz:

a, dax ... ar b1 b2 br C
1 0 ... 0 0 1 1 1
o 1 ... 0 1 0 ... 1 1
o o ... 1 1 1 ... 0 1

e SZr = Zr\br.
Vamos usar para tratar as matroides menores o seguinte teorema:

4.1.5 Teorema: [Oxley, 1987] Seja M uma matroide bindria 3-conexa sem um menor iso-
morfo a Wy. Entdo:

GM=Z.,Z",Z:\c ou Sy, paraalgumr = 4; ou
(i) M = F7, F5 ou M(Ky); ou
(iii)) M = U1, U1,1, Uy 2, Uy 3 ou Uz 3.

O resultado seguinte ja € bem conhecido, pode ser encontrado em [Oxley, 1992, 8.1.10].

4.1.6 Lema: Se M\e é 3-conexa e M ndo é 3-conexa, entdo e é um laco ou colago de M ou e
estd em paralelo com algum outro elemento de M.

4.1.7 Teorema: As matroides 3-conexas bindrias de posto 4 sdo, a menos de isomorfismos,
exatamente as listadas abaixo:

Com 7 elementos: M = F;

Com 8 elementos:
W, = PG(3,2)\[M(K5\{{1,3},{1,4}, {3,5}})]
Sg = PG(3,2)\(M(Ky) @ Uy,1)
AG(3,2) = PG(3,2)\F;

Com 9 elementos:
PG(3,2)\[Uz3® Us 3] = M™(K33)
PG@3,2)\[Uy,1 ® P(Uz,3,U>3)]
PG(3,2)\M(Ky) = Z4
PG(@3,2)\P(U,3,Us3 4) = M(K5\{{1,2}})
PG(3,2)\S2(Uy,3)

Com 10 elementos:
PG(3,2)\(U2,3 52 Ugyz)
PG@B,2)\(Usa® Uy 1)
PG(3,2)\Us5 = M(K5)
PG(3,2)\P(U3,;3,U>3)
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Com 11 elementos:
PG(3,2)\Us 4
PG(3,2)\Us 4
PG@B,2)\(Uz3® Ui 1)

Com 12 elementos:
PG(3,2)\Us3
PG(3,2)\U, 3

Com 13 elementos: PG(3,2)\Uz,2;
Com 14 elementos: PG(3,2)\U; 1, e

Com 15 elementos: PG(3,2).

Prova: Por simplicidade, nesta demonstragdo vamos olhar todas as matroides como res-
tricoes de PG(3,2) e abusar de linguagem tratando matroides isomorfas como iguais. Seja
A afamilia das matroides listadas no enunciado do teorema e .4’ a familia das matroides
3-conexas bindrias de posto 4. Para j =7,...,15, denotamos ./ (resp. ./ ]’.) o conjunto das

matroides em ./ (resp. .#') com j elementos. E consequéncia direta do teoremal4.1.5/que
as matroides bindrias 3-conexas de posto 4, com até 8 elementos sdao F;, Wy, AG(3,2) e Sg.
Logo M. = 4, para k <8,

Observe que as matroides de .# com ao menos 9 elementos, sdo exatamente os comple-
mentares, em relacdao a PG(3,2), das matroides listadas em exceto por PG(3,2)\S2(Uy,1)
que nao estd listada neste teorema. Mas essa matroide nao € 3-conexa, pelo seguinte argu-
mento: vejamos duas matrizes que representam, respectivamente, Sy(Uy,1) e PG(3,2)\S2(Uq,1).

1 2 3 456 1 23 456789
01 1101 1 0001 1100
1 01100 01 0011011
1101160 001 01 01 1O
1111160 0001 00001

Se olharmos para a tltima linha da matriz a direita observamos que 4 e 9 estdo em série
nessa matriz, logo PG(3,2)\S2(U;,1) ndo é 3-conexa.

Entdo .#' < /. Para concluir a inclusdo contraria basta provar que todos as matroides
de ./ sdo 3-conexas. Seja k € {9,...,15} observe que, se M € .4}, entdo existe uma matroide
N € M-, tal que PG(3,2)\N é uma extensdo simples por um elemento de PG(3,2)\ M. Por
M é uma extensao simples, por um elemento, de N. Por construcao, as matroides de
A sdo simples. Entdo, como as matroides de .#g sdao 3-conexas e para k = 9 toda matroide
de .4} é uma extensao simples, por um elemento distinto de um colago,de uma matroide
de 4}, segue indutivamente, por que as matroides de .4 sao 3-conexas e com iSso
finalizamos a demonstracao. U
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5 Graficidade e cocircuitos
nao-separadores em matroides
binarias

Olhamos para 2™ como um espaco vetorial sobre GF(2). Com a diferenca simétrica de
conjuntos como soma e zero como o conjunto vazio. Dado A < E(M), definimos %Z(M)
como o conjunto dos cocircuitos ndo separadores de M que evitam A. Denotamos 9?;‘ (M)
em vez de %{’;} (M). A dimensao do subespaco vetorial gerado por % (M) é denotada
dimaM. Analogamente usamos a notacao dim,M.

Denotamos Y (M) := {e € E(M) : |%Z; M| = r* M}, por[1.0.2} (a), temos que Y (M) é o con-
junto dos elementos de e de M tais que #; M é linearmente dependente no espago de
cociclos de M. Denotamos também Y (M) como o conjunto E(M) - Y (M).

5.0.1 Definicdo: Uma k-%-cadeia de uma matroide M é uma sequéncia de circuitos Cy, ..., Cy
de M tais que parai=2,....,k,C; £ C;U---UC;_;.

O seguinte lema é de facil verificagdo:

5.0.2 Lema: Seja M uma matroide, X < E(M) e k um inteiro ndo negativo. Sdo equivalen-
tes:

(a) existe uma k-6 -cadeia de M| X;
(b) X encontra todos os membrosde{l € & (M*);|I| >r*M-k}; e

(c) X encontra todos os membros de{Y C E(M);r*Y >r*M - k}.

5.0.3 Teorema: Seja M uma matroide bindria, 3-conexa e ndo grdfica. Entdo existe uma
3-% -cadeia de M|Y (M).

5.1 Resultados Preliminares

Seja M uma matroide binaria e 3-conexa. Em [Lemos, 2009] foi introduzida a definicao
depaM := I,%/”;M | -dimaM que, de certa forma, mede o grau de dependéncia linear de
Z3M. Veja que dep M = 0 se e somente se %, M ¢é linearmente independente. Denota-
mos dep.M := depj, M. Veja também que:

Y(M)={e€ E(M):dep.M > 0}.
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5.0.1 Lema: [Lemos, 2009] Seja M uma matroide 3-conexa e bindria com coposto ao me-
nos 4. Se e é um elemento de M tal que N := co(M\e) é 3-conexa, entdo podemos escolher o
conjunto base de N de forma que, para todo subconjunto A de E(N), temos:

depaN <depyM < depsM. (5.1)

Onde A’ é o conjunto minimal tal que toda triade T* de M que contém e e encontra A é tal
queT*—ec A'. Isso é: A’ é a unido de A com os elementos de E(M) — (eU A) em triade, em
M, com e e um elemento de A.

5.0.2 Lema: Seja M uma matroide bindria 3-conexa com coposto ao menos 4. Suponha
que e é um elemento de M tal que N := co(M\e) seja 3-conexa. Podemos escolher o conjunto
base de co(M\e) de forma que:

Y(co(M\e))u{be E(M): existe elemento deY (co(M\e)) em sériecom b em M\e} € Y (M)
(5.2)

Prova: Escolha o conjunto base de N satisfazendo (5.1). Com isso temos Y (N) < Y (M).
Suponha que a € E(N) e {a, b, e} é uma triade de M. Como em (5.1), denotando A := {a},
temos A’ = {a,b}. Se a € Y(N), entdo depaN = 1. Por (6.1), depianpM = 1, logo %[, ,, M
€ linearmente dependente. Mas %, ,,\M < Z,Mn%; M. Entao Z; M e %, M sao linear-
mente dependentes e {a, b} < Y (M). O

5.0.3 Coroldrio: Seja M uma matroide bindria 3-conexa com coposto ao menos 4. Suponha
que e é um elemento de M tal que N := co(M\e) seja 3-conexa e que o conjunto base de N
seja escolhido satisfazendo (5.1). Entdo

(a) se C é um circuito de N contidoem Y (N) e D o circuito de M tal que DN E(N) = C entdo
DcY(M).

(b) se existe uma k-% -cadeia em N|Y (N), entdo existe uma k-¢ -cadeia em M|Y (M).

5.0.4 Corolario: Suponha que M é uma matroide bindria 3-conexa, e que e seja um ele-
mento de M tal que N := co(M\e) seja 3-conexa. Entdo:

(@) Se Y (N) = @, entdo Y (M) < {e};

(b) Se Y (N) = {f}, entdo Y (M) < {e, f} ou existe um elemento g de M em triade com e e f
talque Y (M) C e, f,g}; e

(c) Se existe um elemento e’ distinto de e tal que co(M\e') seja 3-conexa com Y (co(M\e")) =
@, entdo Y (M) = @.
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5.1 Alguns casos iniciais

5.1.1 Definicao: Uma 6rbita de M é uma classe de equivaléncia da relagdo em E(M) na
qual dois elementos x e y estdo relacionados se e so se existe um automorfismo ¢ de M tal
que @(x) = y. Se O é uma orbita de M, observe que, parae, f € O, |R; M| = |R]";M|, dimeM =
dimg¢M edep.M = depyM. Em particular, se o grupo de automorfismos de M é transitivo,
entaioY(M) =@ ouY (M) = E(M).

5.1.2 Definicao: Definimos por Ryy a matroide com conjunto base formado pelos vetores
de GF(2)° com exatamente 3 entradas néo nulas na qual um conjunto é independente se é
linearmente independente em GF (2)°.

5.1.3 Lema: Existe uma3-% -cadeia de M|Y (M) se M € {M* (Ks), F7, R1o, F7}.

Prova: Observe que todas essas matroides possuem grupos de automorfismos transitivos
e, além disso, possuem 3-% -cadeias. Pelas observagoes em basta mostrar que, em
cada uma delas, Y (M) # @. Caso por caso:

Observe que a contracao de cada triangulo em K5 é um grafo 2-conexo, isso é: cada
triangulo de M(K5) é um cocircuito ndo-separador de M*(Ks5). Considere uma restricao
K, de Ks. Veja que a diferenca simétrica dos quatro triangulos de K, é vazia. Com isso
verificamos que Z, M* (Ks) é linearmente dependente para todo elemento dessa matroide.

Os hiperplanos de F; sdo suas respectivas retas e sao todos conexos. Ou, seja todos os co-
circuitos de F; sdo nao-separadores. Além disso, cada elemento de F; € a intersecao de trés
retas, cujos complementos possuem diferenca simétrica vazia. Entao #, F; é linearmente
dependente para cada elemento e de F;.

A contracao de cada tridngulo em F; resulta em uma classe em paralelo, entdo cada tri-
angulo de F; é um cocircuito ndo-separador de F;. Agora observe que cada elemento de
F7 evita 4 triangulos e r(F;) = 4. Com isso verificamos que Y (F}') = E(F7).

Finalmente, verifiquemos o caso de R;p. Considere para i e j distintos em {1,...,5} os
hiperplanos: H; := {(x1, X2, X3, X4, X5) € E(Rjp: x; =0} e

Hj := {(x1, X2, X3, X4, X5) € E(Ry9) : X1 + -+ + X5 — X; = 0} = {(x1, X2, X3, X4, X5) € E(R10) : X; = 1}

. Vamos observar que esses hiperplanos sao conexos, abaixo seguem representacoes sobre
GF(2) de, respectivamente, Rjo|H; e RlolHlf :

111111
01 1)y g
1101 01 0011
1110 1 01010
1 00101

Temos que (1,1,1,0,0) estd em H,, Hs, Hj, H, e Hy, segue que esse elemento evita ao me-
nos 5 cocircuitos ndo separadores dessa matroide, enquanto r(R;g) = 5, portanto Y (Ryg) #
@ e Y (Ry9) = E(Ryp). Assim finalizamos a demonstracao. O
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5.2 Circuitos contrativeis em grafos simples com 6
vértices que estendem Kj3

As duais das matroides de ciclos dos grafos simples estendendo K33 aparecem, na de-
monstracdo dos teoremas e Nesta secdo estudamos, nesses grafos, as versoes
duais das suas estruturas relacionadas a cocircuitos ndo-separadores. Dizemos que um
circuito C numa matroide conexa é contrativel se M/C é conexa. Analogamente, um cir-
cuito C num grafo 2-conexo é contrativel se a contracao das suas arestas resulta num grafo
2-conexo. Denotamos por Y*(M) o conjunto dos elementos de M que evitam, a0 menos
r*M circuitos contrativeis, ou equivalentemente, por[1.0.2} (a), evitam os membros uma
familia linearmente dependente de circuitos contrativeis. Vamos aqui classificar esses gra-
fos e apresentar os seus respectivos conjuntos Y *.

ab c

5.2.1 Kg,g = I;%gﬁ

def

Os respectivos rotulos usados nos vértices dos grafos acima serdo preservados, porém
omitidos, nas proximas figuras.

Cada 4-circuito de K3 3 € contrativel e cada aresta evita cinco 4-circuitos. Mas
rM*(Kz3) =5. Portanto E(M*(K33)) = Y (M*(K33)).

5.2.2 Kéygtz m
Orbitas de M(K},): o> © MJ %
Q 9O 9 0 9D Q

Listas de circuitos contrativeis linearmente dependentes evitando:

9 9 (%)
(] (] (® ] (]

5.23 K= [RKI
O 0, O3
Omvias de MU = 2 K% N
Q 9 9 Q 9 %]

Listas de circuitos contrativeis linearmente dependentes evitando :
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9 9
Q

5.2.4 K" :=
3,3 ?% ‘S
O 03

Orbitas de de M (K5%): 0 W
)

Q 9 9

© O (v

% (—/
(%) L:
(%)
(¥

4

Listas de circuitos contrativeis linearmente dependentes evitando be € O :

. N 7L NN

(*] 9 Q 9 WV Q 9

Porém os elementos de O; nao evitam conjuntos linearmente dependentes de circuitos
contrativeis nessa matroide. Um elemento de O; evita apenas 6 circuitos contrativeis em
K?’)’ ’3 Por exemplo, ac evita exatamente os seguinte circuitos contrativeis:

V. No XN &£ XN

Os quais formam um conjunto linearmente independente.

Os grafos restantes vamos analisar segundo um mesmo principio:

0 @) 3,1) 2.2 @2 (3.3
K K3 3 K3 3 K3 3 K K3 3

Seja G € {Kélgl),KéZSD,K§33D,K§232),K§332),K 3 3)}. Consideremos a aresta e indicada nas
figuras. Observe que si(G/e) = K5. Cada tridngulo de K5 é um circuito contrativel dessa
matroide. Os tridngulos de K5 evitando um dado vértice formam um conjunto linearmente
dependente. Por temos que E(G) — e < Y(M(G)). Para mostrar que E(M*(G)) =
Y (M*(G)), s6 falta exibir uma lista linearmente dependente de circuitos contrativeis em
G com os membros evitando e. A saber:

m\) \i])\) ])\JJ u\)

Qo Q Vv 9 o—9 9 (*]

Vamos sintetizar as informacoes concluidas nessa secao no lema seguinte:
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5.2.6 Lema: Se G é um grafo com 6 vértices estendendo K3 3 entdo:

(a) Se G ndo possui conjunto independente de vértices com 3 elementos, existe uma aresta
e de G tal que K5 = si(G/ e) e, em outro caso, G ndo possui menor isomorfo a Ks.

(b) Se G nao é isomorfo a Ké’,’g, entdao Y (M*(G)) = E(M*(G)). Por outro lado, Y (M* (Ké{%)) =
E(K33).

Prova: Ja vimos, acima a demonstracdao do item (b). Além disso vimos que, se G nao
possui conjunto independente de vértices com 3 elementos, entdo G possui um menor Ks.
Falta mostrar que em outro caso ndo ha menor isomorfo a Ks. Para isso basta mostrar que
G := K33 ndo possui menor isomorfo a K5s. Como K3'; possui um vértice a mais que Ks,
basta mostrar que néo existe uma aresta e de K3'; tal que si(K3’;/e) tem um menor menor
isomorfo a K5. De fato, cada aresta de K?”’ ’3 estd, ao menos, em dois tridngulos nesse grafo.
Entao:

|E(si(KYy/ )| < |E(Ky4)| —3 =9 < |E(K)| = 10.

i AR 1! ! " 5
Logo Kj 5 e suas restrigoes Kj 5, K3 3 € K3'3 nao possuem menor Ks. U

5.3 Mais alguns preliminares

Os teorema seguintes sdo alguns cldssicos que serdo aqui usados, suas demostracoes po-
dem ser também encontradas em [Oxley, 1992].

5.3.1 Teorema: [Tutte, 1958] Uma matroide bindria é regular se e somente se ndao possui
menor isomorfo a F; ou F5 .

5.3.2 Teorema: [Tutte, 1959] Uma matroide cogrdfica é grdfica se e somente se ndo possui
menor isomorfo a M*(Ks) ou M*(Kz3).

5.3.3 Definicao: Definimos R1» como a matroide representada, sobre GF(2) pela seguinte
matriz:

Idg

OO O
OO = O
O = O O O ==
= o O O = O
— -0 -~ O O
== =)

5.3.4 Teorema: [Seymour, 1980]Seja M uma matroide 3-conexa e regular. Entdo M é grd-
fica, cogrdfica, M = Ryy ou M possui um menor isomorfo a Ry,.

Seja .4 uma classe de matroides. Dizemos que M é um decompositor de .4 se ndo em
existe em .# uma matroide com menor préprio isomorfo a M. Segue no préximo lema
uma lista de decompositores classicamente conhecidos.
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5.3.5 Lema:
(a) F7 é um decompositor da classe das matroides bindrias sem menor isomorfo a F5 .
(b) Ry é, a menos de isomorfismos, o tinico decompositor da classe das matroides regulares.

(c) M(K5) é um decompositor da classe das matroides grdficas sem menor isomorfoa M(K33).

5.4 Demonstraciao do teorema [5.0.3

Demonstracao do teorema Suponha que M seja um contra-exemplo com o menor
numero de elementos para o teorema. Primeiro mostramos que:

5.4.1.1 Se N é um menorde M e N é ndo grdfica, entdor*N =r* M.

Suponha o contrdrio. Como N é néo grafica e bindria, r*N =3 e r*M = 4. Por[3.0.1} temos
a existéncia de e € E(M) tal que co(M\e) possui um menor isomorfo a N. Por[5.0.1} es-
colhemos E(co[M\e]) satisfazendo (5.1). Pela minimalidade de M temos uma 3-% -cadeia
em co(M\e)|Y (co[M\e]). Por[5.0.3] temos uma 3-%-cadeia de M|Y (M). Uma contradigao.
Com isso mostramos

Agora mostramos que M é regular. Suponha o contrério. Por[5.3.1} temos que M possui
um menor F; ou um menor F. Por M 2 F;. Mas F7; é um decompositor da classe das
matroides que ndo tém menor isomorfo a F;. Entdo M possui um menor isomorfo a F.
Por[5.4.1.1, r*M = r*F; =3. Entdao M = F;, uma contradicao com

P M 2 Ryp. Como M é regular e ndo gréfica, por M possui um menor iso-
morfo a M*(Ks) ou M*(K33). Por M 2 M*(Ks). Mas M(K5) é um decompositor da
classe das matroides cograficas sem menor isomorfo a M* (K3 3). Entdo M possui um me-
nor isomorfoa M* (K3 3). Por temos que r* M = 5. Observe que M nao possui menor
isomorfo a R, entdo, por[5.3.4, M é cogréfica ou isomorfa a Ryo. Por[5.1.3} M é cograficae
tem K3 3 como restricdo. Ou seja M é a dual da matroide de ciclos de um grafo G com 6 vér-
tices que possui subgrafo isomorfo a K3 3. Por as arestas correspondentes a restricao
isomorfaa K3 3 de G estdo em Y (M). Se G 2 Kg’g, Y (M) = E(M) e as estrelas de vértices de G
formam as 3-%’-cadeias procuradas, por outro lado, se G = Ké’ 3, basta tomar as estrelas dos
vértices do conjunto independente de 3-vértices de G para forma uma 3-%’-cadeia. Assim
finalizamos a demonstracao do teorema. U

5.5 Demonstracao do teorema [1.0.6
5.5.1 Lema: Suponha que M é uma matroide bindria 3-conexa e que ey, e, e e3 sejam ele-
mentos de M distintos tais que parai = 1,2,3, co(M\e;) seja 3-conexa e que|Y (co(M\e;))| <

1. Entd@oou|Y(M)| <1, ou Y (M)  {e;, e, e3} e{e;, ez, e3} é uma triade de M.

Prova: Suponha que |Y (M)| = 2, vamos mostrar que Y (M) < {ej, e2,e3} € {e1, e, €3} é uma
triade de M. Por|5.0.4} (a) e (b), paracada i = 1,2, 3, existe um conjunto F;, ndo contendo e;,
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com um ou dois elementos, tal que Y (M) < (F; Ue;) e F; U e; é uma triade de M se |F;| = 2.
Para {i, j, k} = {1,2,3}, se |F;| = |[Fj| = 1, entdo, como | Y (M)| =2 e Y (M) < (F;Ue;)n(FjUe)),
entdo Y (M) = {e;, ej} e, como Y (M) < FyUey, entdo Fy = {e;, e} e {e}, ez, 3} é uma triade de
M. Entao podemos supor, sem perder generalidade, que | F;| = | F»| = 2. Como Y (M) possui
ao menos dois elementos e esta contido em (F; U e1) N (F> U e5), entdo as triades (F; U e;)
e (F> U ep) se intersectam em dois elementos e sdo, portanto iguais, pois M é bindria. Se
|F3] = 2, analogamente, temos:

(Frue)) = (FoUer) = (F3Ue3).

E, portanto, (F; U e;) = {e1, e, e3}. Podemos entdo assumir que |F3| = 1. Escrevemos F) =
{es, f}. Entdo Y (M) = F3 U e3 e esta contido em {ej, e, f} e e3 = f, assim concluimos o
resultado. OJ

5.5.2 Proposicdo: Seja .# uma classe de matroides fechada para menores, N uma ma-
troide bindria 3-conexa com ao menos 4 elementos e k € {0,1}. Suponha que toda matroide
bindria 3-conexa M’ € .#, com menor isomorfo a N e com r*M' < r*N + k + 1, satisfaca
|Y (M")| < k. Se M é uma matroide bindria 3-conexa em .# com menor isomorfo a N, entéo
Y (M)| < k.

Prova: Suponha que .#, N, k e M constituem um contra-exemplo para o lema com r* M
minimo. Entdo r*M = r*N+ k+2. Por[3.0.3]e existe um coindependente I* de M,
com 2 + k elementos tal que para todo e € I'*, co(M\e) é 3-conexa, pertence a .# e possui
um menor isomorfo a N.

Vejamos o caso em que k = 0. Pelo Teorema de Whittle(3.0.3), como r*M = r*N +2,
existem elementos distintos e e ¢’ € E(M) tais que, co(M\e) e co(M\e') sdo 3-conexas com
menor isomorfo a N e, por hipétese, ¥ (co(M\e)) = ¥ (co(M\ ) = @. Por[5.0.4] Y (M) = @.

Suponha agora que k = 1. Por[3.0.6) como r*M = r*N + 3, existe um coindependente
I* de M tal que para todo e € I*, co(M\e) é 3-conexa com um menor isomorfo a N, e, por
hipétese, |V (co(M\e))| < 1. Por[5.5.1} |V (M)| < 1. O

5.5.3 Lema: Se M é uma matroide regular 3-conexa e ndo grdfica, que possui um menor
isomorfo a M* (Ks) ecomr*M <5, entdo Y (M) = E(M).

Prova: Como M ndo é gréfica, por M é cogréfica, M = Ryp ou M possui menor iso-
morfo a Rj». Mas M ndo pode possuir menor isomorfo a Ry, pois r*M <5, e M 2 R, pois
R10 ndo possui menor isomorfo a Ks. Entdo M é cografica. Se M = M*(Ks), verificamos
o lema por Suponha entdo que M 2 M*(Ks). Como M*(Ks) é um decompositor da
classe das matroides cograficas sem menor M* (K3 3). Entdo M possui um menor isomorfo
a M* (K3 3). Em particular r* M = 5. Entdao M é a dual da matroide de ciclos de um grafo G
com 6 vértices com um subgrafo isomorfo a K3 3. Por G2 Ké’ ’3 pois G possui K5 como
menor e, novamente por5.2.6} Y (M) = E(M). O

5.5.4 Coroldrio: Se M é uma matroide regular, 3-conexa e ndo grdfica, com menor isomorfo
aM*(Ks), entdo Y (M) = E(M).
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Prova: Basta aplicar para N = M*(Ks) e k = 0, para a classe das matroides regulares,
pois verificamos suas hip6teses por U

5.5.5 Lema:

(a) Se M é uma matroide 3-conexa bindria de coposto 4 ndo isomorfa a Sg, entdo Y (M) =
E(M). Por outro lado, |Y (Sg)| = 1.

(b) Se M é uma matroide 3-conexa bindria e e é um elemento de M tal que co(M\e) = Sg,
entdo|Y (M)| < 1. E:

(c) Se M é uma matroide 3-conexa regular e e um elemento de M tal que co(M\e) é isomorfa
a M*(Kz3), M* (K} ) ou M*(K},), entdo Y (M) = @.

Prova: A prova desse resultado envolve passos computacionais e serd desenvolvida no
ultimo capitulo. O

5.5.6 Lema: Seja M uma matroide regular, 3-conexa, ndo grdfica, e sem menor isomorfo a
M* (Ké”g). Entao Y (M) = E(M).

Prova: Podemos supor que M nao possui menor isomorfo a Rj(, pois nesse caso teriamos
M = Ry, pois Ry é um decompositor da classe das matroides regulares, e ja vimos que
E(Ryp) = Y(Ryp) em Se M possui menor isomorfo a M*(Ks) o resultado segue de
Etdo assumimos que M nio possui menor isomorfo a M*(Ks). Seja .# a classe das
matroides regulares sem menor isomorfo a M*(Ks3), M*(Ks) ou Ryp. Por M possui
um menor isomorfo a N := M*(K33). As matroides de coposto 5 em # com menores
isomorfos a N, sdo cogréficas por[5.3.4} ja que r* Ry, = 6. Por[5.2.6/essas matroides sdo N,
M* (K3 4) € M*(K3'5). Suponha que M’ é uma matroide 3-conexa com coposto 6 em ..
Pelo lema de Whittle(3.0.1), existe um elemento e € E(M") tal que co(M\e) é 3-conexa com
um menor isomorfo a N. Logo co(M\e) éisomorfaa N, M* (Kj ;) ou M* (K ;). Por (©),
Y (M) = E(M'). Mostramos entao que todas as matroides M' em .#, com COpOoSto menor
ou igual r* N +1 =6 e com menor isomorfo a N satisfazem Y(M') = ¢. Entio, por
para k = 0, concluimos o lema. U

5.5.7 Coroldrio: Se M é uma matroide regular, 3-conexa e ndo grdfica sem menor isomorfo
a M*(K3'3) ou com menor isomorfo a M* (Ks), entdo Y (M) = E(M).

Prova: Se M possui um menor isomorfo a M*(Ks) o resultado segue de Em caso
contrério, segue de U

5.5.8 Lema: Seja M uma matroide 3-conexa, bindria, ndo regular e sem menor isomorfo a
Ss. Entdo Y (M) = E(M).
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Prova: Considere a classe .# das matroides bindrias sem menor isomorfo a Sg. Podemos
supor que M 22 F; (por. Mas F; é um decompositor da classe das matroides binérias
sem menor isomorfo a F. Portanto M possui um menor isomorfo a F. Seja M’ uma
matroide 3-conexa bindria com menor F de coposto menor ouiguala4 em.Z. Ser*M' =
3, entdo M™* é isomorfa a um menor de PG(2,2) = Fy e M’ = F, por[5.1.3) E(M') = Y (M)
neste caso. Se r* M’ = 4, por[5.5.5} (a), também temos E(M") = Y (M"). Basta aplicar
para N = F; e k = 0 para concluir o resultado. O

5.5.9 Lema: Seja M uma matroide bindria, 3-conexa e ndo regular, entdo |Y (M)| < 1.

Prova: Podemos supor que M 2 F;. Mas F; é um decompositor da classe das matroides
bindrias sem menor isomorfo a F;. Portanto M possui um menor isomorfo a F;. Vamos
mostrar que

5.5.9.1 Se M' uma matroide 3-conexa bindria com menor isomorfo a F; e com coposto
menor ou igual a5, entdo |Y (M')| < 1.

Porse M’ ndo possui um menor isomorfo a Sg, entdo Y (M) = @. Suponha entdo que
M’ possua um menor isomorfo a Sg. Se r*M’' =4, |[Y (M")| <1 por (a). Suponha que
r*M' = 5. Pelo lema de Whittle(3.0.1), existe um elemento e € E(M’) tal que co(M'\e) é 3-
conexa e possui um menor isomorfo a Sg. Se co(M'\e) = Sg, por b)Y (M) <1. Agora
se co(M\e) % Sg, por[5.5.5) (a) Y (co(M\e)) = @. Por[5.0.4] (a) Y (M) < {e} e |V (M")| < 1. Com
isso, mostramos

Consideremos N = F7* , k=1e.# aclasse de todas as matroides. Por concluimos o
lema. L]

Demonstracio de[1.0.6/Suponha que M seja uma matroide 3-conexa, bindria e nao gra-
fica. Vejamos os casos:

(a) Se M nao é regular. Neste caso, o lema assegura que |Y (M) — E(M)| < 1. Além
disso, se M ndo possui menor isomorfo a Sg, por|5.5.8} temos E(M) = Y (M).

(b) Se M é regular. Por|5.5.6, se M ndo possui menor isomorfo a M* (K3), entdo E(M) =
Y (M). Além disso, por[5.5.4, concluimos que, no caso de M possuir menor isomorfo
a M*(Ks), também temos E(M) = Y (M).

Concluimos entdo a demonstracdo do teorema. U

5.6 Exemplos extremais

Em geral um spike de posto r = 3, pernas L,,...,L, e tip p, é uma matroide Z tal que
Ly,...,L; sdo triangulos de Z,se i # jem {l,...,r}, L;nL;j ={p} e, parak=1,...,r—1,a
unido de k pernas de Z tem posto k + 1 nessa matroide. Além disso podemos notar que:

5.6.1 Se C é um circuito de Z que ndo seja da forma L; ou L;AL;j para i e j distintos em
{1,...,1}, entao C intersecta Ly — p para todo k € {1,...,1}.
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De fato, digamos que C ndo encontra L,. C ndo pode conter L;—p para mais de um indice
i €{l,...,r —1}. Entdo existe um indice, j € {1,...,n} tal que |Cn (L; — p)| = 1, digamos que
Jj =r—1. Entdo, por causa do circuito C, Ly — p,...,L,—o — p geral L,_;. Uma contradicao.

A menos de isomorfismos existe apenas um spike bindrio de posto r, o qual chamamos
Z, e é amatroide vetorial sobre GF(2) representada por:

a dax ... ar bl bg br C
1 0o ... 0 0o 1 .. 1 1
o 1 ... 0 1 O .. 1 1
0 O 1 1 1 0 1

Definimos Sy, := Z;\b;.

Por [5.6.1} os dnicos circuitos que evitam b, em S,, sdo aqueles da forma {c, a;, b;} ou
{ai,bi,aj,bj} com ie j distintos em {1,...,r —1}. Mas ¢ é um lago de S,,/{a;, b;,a;, bj},
entdo {a;, b;,aj,b;} ndo é contrativel em S,,. Entdo b, evita, no maximo, r — 1 circuitos
contrativeis de S;.

Pode-se mostrar que as matroides da forma Z; e Sy, sdo 3-conexas indutivamente usando
o fato de que sao simples, cossimples e extensdes ou coextensdes por um elemento de ma-
troides 3-conexas.

Observe que S, é auto-dual, pois a funcao ¢ : E(S2,) — E(S2;), tal que ¢(a;) = b; e
¢b;) =a; parai=1,...,r=1, ¢(a,;) = c e $(c) = a,, é um isomorfismo. Notemos ainda
que, para r = 4, Sy, possui menor isomorfo a F;. Concluimos, pelo teoremal[l.0.6} que:

5.6.1.1 Parar =4, S,, é uma matroide ndo regular, com |Y (Sop,)| = 1.

Contudo essa nao é a Unica classe de matroides 3-conexas ndo regulares para as quais
o conjunto Y é unitario. H4 outros exemplo computacionalmente construidos. Como a
matroide associada a:

1 23 456 7 89 10 11
1 000 0O0O0O01 1 1
01 00O0O0O110 1 1
001000111 0 1
0001001111 1
000O0O10110 0 O
000O0O0O0OI1O011 1 1

Na qual, o tltimo elemento evita apenas 5 cocircuitos nao-separadores, os elementos rotu-
lados por 6,7 e 8 evitam 7 cocircuitos nao separadores, encontrando apenas 2-cocircuitos
ndo separadores dessa matroide e os demais evitam 6 cocircuitos ndo-separadores. Nao
conseguimos achar nenhum padrao nesses exemplos.
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6 Computacio com matroides
binarias e cocircuitos nao
separadores

6.1 Formato de arquivos e funcoes de entrada e saida

O formato de arquivos .matroid que vamos trabalhar é bem simples. Armazenamos uma
matroide bindria, num arquivo texto, usando uma de suas represetacdes matriciais da se-
guinte forma: comecamos com uma chave "{“ para indicar que a matriz comeca a ser in-
formada. A partir da primeira quebra de linha ap6s essa chave o software comeca a ler as
entradas da matriz, ignorando todos os caracteres diferentes de zero e um. Além disso as
quebra de linha do arquivo serdo lidas como quebras de linha da matriz. Finalizamos a
matriz com uma quebra de linha e uma chave "}“. Por exemplo a matriz abaixo representa
a matroide F;.

O O = =
SO = ON
= O O W
= = O W
= O = O
O = = O
i

+

As entradas "1 2 34 5 6 7“ na primeira linha indicam os rétulos das colunas. O programa as
ignora, como ignora tudo o que estiver fora do primeio par de chaves. Neste ponto pode-
mos apresentar as fungoes de entrada de saida usadas nos programas.

A funcdo ReadImputFile lé um arquivo de entrada e armazena a matriz nele contida na
matriz apontada por pmatrix, e grava suas respectivas dimensoes nos inteiros apontados
pormen.

ReadImputFile(int *pmatrix[],int *m, int *n,char *argv[]){
FILE *imput;
imput=fopen(argv[1i],"r");
int i=1,j=0;
char c;
while((c=getc(imput))!="{’);
while ((c=getc(imput))!=’\n’);
while((c=getc(imput))!=’3}7)
if(c=="1")
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(x(pmatrix[i]+(++j)))=1;
else if(c==’07)
(x (pmatrix[i]+(++3)))=0;
else if(c==’\n’){
++1i;
(*n)=j;
J=0;
}
(*m)=i-1;

+

A préxima funcdo grava a matriz apontada por pmatrix, de dimensdes m e n no arquivo
apontado por output.

int FPrintLabeledMatrix(FILE *output,int *pmatrix[],int m,int n){
int i,j;
for(j=1;j<=n;j++)
fprintf (output,"%3d",j);
fprintf (output,"{");
for(i=1;i<=m;i++){
fprintf (output,"\n");
for(j=1;j<=n;j++)
fprintf (output,"%3d",* (pmatrix[i]l+j));
Y/ xfor ix/
fprintf (output,"\nt\n");
}/*FPrintfLabeledMatrix*/

6.2 Estrutura de dados, conversao de formatos e
escalonamento

Vamos fazer uma pequena revisdo sobre operadores bit-a-bit em linguagem C. A lingagem
C trabalha com 4&lgebra booleana correspondendo o simbolo 1 com o valor “verdadeiro”
e 0 com “falso”. Podemos olhar um inteiro como sua representacao na base 2: (ay ... ay)».
Temos os osperadores bit-a-bit: negacao (), disjuncdo (|), conjun¢do(&) e disjuncdo ex-
clusiva(”). Estes funcionam da seguinte forma:

(a) Negacdo: “(ay...ap)2=10—aj...1—ay).
(b) Conjuncgao: (a;...a,)&(b;...by) = (a1b;...a,by).
(c) Disjuncdo: (a;...an) | (b;...by) = (maxiay, b1}...maxia,, by}).

(d) Disjuncdo exclusiva: (a; ...a,)” (by...b,) = (max{iay, b1} —a1b; ... maxiay, by} —anby).
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A estrutura de dados usada internamente no programa é bem elementar, porém um
tanto “indigesta”. Lidamos com dados no formato int, as vezes vistos como inteiros, e
outras vezes como um vetor de binarios. Isso é identificamos (ay, ..., d;-1) € GF(2)" com o
inteiro (a,_1,...,a)2 := ap.2° + a;.2' +--- + a,_1.2""V. Uma matriz é identificada com um
vetor de interos r [m], no qual r [k] é o inteiro que representa o vetor em GF(2)" corres-
pondente a k-ésima linha da matriz. Vamos aqui chamar essa estrutura de formato R.

Apesar de ndo humanamente amigdavel, essas estruturas sao otimizadas para as maqui-
nas e proprociona um excelete desempenho computacional. Isso porque operacdes com
vetores sobre GF(2) podem ser feitas usando as operacoes mais elementares possiveis pra
os computadores: os operadores logicos bit-a-bit. Por exemplo, a soma dos vetoresu e v é

dada poru”v.
Também usamos o formato int, para representar conjuntos. Em geral, podemos pensar
no conjunto base U :={1,1,...,,n}, onde n é o nimeor de bits usado no formato int. E

identificar X € U com o vetor de GF(2) cuja k-ésima entrada € igal a 1 se e somente se
k € X, estes vetores por sua vez sao identificados com os nimeoros inteiros como vimos
antes. Nessa linguagem temos, para conjuntos x e y:

Unido de conjuntos: x| y;
Intersecdo de conjuntos: x&y;
Complemento: “x; e
Diferenca simétrica:x"y.

A funcdo seguinte escreve a matriz apontada por pmatrix, em formato convecional, com
dimensdes mxm, na matrix r [], no formato R.

Matrix2IntVector(int *pmatrix[], int m, int n, int r[]1){
int i,j,v;
for(i=1;i<=m;i++){
r[i]=0;
v=1;
for(j=1;j<=n;j++){
if (x (pmatrix[i]+j))
rlil=r[illv;
v=v<<1;
}/*xfor jx/
}/*for ix/
}

A funcdo seguinte faz a conversdo no sentido contrario da anterior.
int IntVector2Matrix(int r[],int m,int n,int *pmatrix[]){
int 1,j,v;

for(i=1;i<=m;i++){
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v=r[il;
for(j=1;j<=n;j++){
(¢ (pmatrix[i]+j))=v&1;
v=v>>1;
}/*for j*/
}/*for ix/
for(i=1;i<=m;i++){
printf ("\n");
for(j=1;j<=n;j++){
printf (" %i", (x(pmatrix[i]+j)));
}/*xfor jx/
Y/ *for ix/
printf ("\n");
+

Para finalizar a secao apresentamos uma implementac¢do do algoritmo de escalonamento
de Gauss-Jordan para matrizes bindrias no formato R. Um dos fatores que mais influenciam
no desempenhho do programa é o uso do formato R nesse algoritmo. Essa func¢do escalona
a matriz r, no formato R, de dimensdes mxn, e retorna como saida o posto da matriz.

int GaussJordan(int r[], int m, int n){
int i=1,j=1,ej=1,k,1,change;
int rank=0;
while (((i<=m)&&(j<=n))!=0){
/*Escolhendo pivdé na coluna j:*/
for(k=1i;k<=m;k++)
if (r[k1&ej)
break;
/*Se k<=m, encontrado elemento k na coluna j e escolhido como pivox*/
if (k<=m){
/*Trocando linhas i e kx/
change=r[k] ;
rlk]l=r[il;
r[i]=change;
/*Eliminando Acimax/
for(k=1;k<i;k++)
if (r[kl&ej)
rlkl=r[k]~r[il;
/*Eliminando Abaixo*/
for(k=i+1;k<=m;k++)
if (r[kl&ej)
rlkl=rlk]-r[il;
/*Inrementando linha, coluna e o posto da matrizx/
rank++;
it+:

3
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jtt;
ej=ej<<1;
}/*if k<=m*/
/*Se k=m+1, entdo a coluna j & nula. Apenas mudamos de colunax/
else{
jtt;
ej=ej<<1;
}/*fecha "else" para "(if k<=m)..."x/
}/+fecha whilex/
return rank;/*retorna o postox/

}

6.3 Preliminares sobre representacoes

Nos capitulos 2 e 4 ha uma breve exposicao sobre representabilidade de matroides, aqui
vamos abordar mais alguns fatos.

6.3.1 Seja A uma matriz com entradas num corpo K e M := M[A]. Entdo:
(a) e é um lago de M se e somente se e rotula uma linha nula de A.

(b) e e f sdo paralelos em M se, e SO se, esses elementos rotulam colunas ndo nulas multiplas
uma da outra em A.

(c) si(M) é a matroide associada a matriz B, obtida de A pela eliminacdo de todas as co-
lunas nulas e de todas, exceto uma, coluna de cada classe de colunas com vetores ndo
nulos e colineares.

(d) Se e € E(M), entdo M\e é a matroide associada a matriz obtida de A pela eliminagdo da
coluna rotulada por e.

(e) Suponha que e é um elemento de M rotulando uma coluna de A com todas as entradas
nulas, exceto a j-ésima. Entdo M/ e é a matroide associada a matriz obtida de A pela
eliminagdo da coluna roltulada por e e da j-ésima linha.

6.3.2 As seguintes operacoes na matriz A, com entradas num corpo K e colunas rotuladas,
ndo alteram M|[A]:

(a) Permutagdo de colunas, acompanhada pela respectiva permutagdo dos rotulos.
(c) Adigdo ou remocao de linhas nulas(Exceto a remogdo da tinica linha de A).

(¢) Permutagdo de linhas.

(d) Somar a uma linha um multiplo de outra.

(e) Multiplicar uma linha por uma constante ndo nula em K.
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(f) Substituir cada entrada de A por sua imagem por um automorfismo de K.

(g) Multiplicar uma coluna por uma constante néo nula.

Por[6.3.2} podemos sempre supor que estamos lidando com uma representacdo de M na
forma padrao, isso é uma matriz da forma [Id, ;| D], com colunas rotuladas, que repre-
senta M.

O seguinte lema ja é conhecido:

6.3.3 Lema: Seja A := [Id;,|D] uma matriz com entradas num corpo K. Considere os res-
pectivos rotulos ey, ..., e, para as colunas A. Entdo:

(M[AD* = M[-DT|Id,_ ),

onde consideramos os rétulos e, ..., e, de [DT|Id,,_,,] na mesma ordem que em A. Em par-
ticular (M[A])* = M[Id,_,,|DT].

Com essas informacdes, podemos derivar o seguinte resultado:

6.3.4 Lema: Seja A := [Id;,|D] uma matriz com entradas num corpo K. Entdo M[A] é
cossimples se e so se, em D possui uma linha com menos que duas entradas ndo nulas ou D
possui duas linhas, uma multipla da outra.

Prova: Por[6.3.3)e[6.3.1] M[A] é cossimples se e s6 se M[Id,_,,|D”] ndo possui colunas nu-
las ou um par de colunas multiplas. Mas uma coluna nula de M[Id,,_,|D”] corresponde a
uma linha ula em D, equanto colunas multiplas dessa matriz correspondem a linhas mul-
tiplas em D ou a uma coluna de D’ multipla de uma coluna de Id,,_,, isso é uma linha de
D com exatamente uma entrada ndo nula. U

6.4 Primeiros programas: dualizando matroides e
testando cossimplicidade

Nesta se¢do apresentamos um programa simples que, recebe como entrada um arquivo
primal.matroid com uma matriz [Id,;;|D] de dimensdes m x n e retorna um arquivo
dual.matroid, com a matriz [Id,_,,|D”], cuja matroide que representa é isomorfa aquela
representada pela matriz do arquivo de entrada. No arquivo nonsep-functions.c estdao
as funcoes ja apresentadas aqui e as funcdes avulsas que ainda apresentaremos.

Sintaxe:

$dualize primal.matroid dual.matroid

Cédigo:
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#include<stdio.h>
#include "nonsep-functions.c"

int IsoDualize(int *pin[], int m, int n, int *pout[]){
/*a matriz (m x n) apontada por pin[] é da forma
[Id_mID], e a retornada em pout[], [Id_{n-m}|D~T]*/
int i,k,d=n-m;
for(i=1;i<=d;i++)
for(k=1;k<=d;k++)
(*(pout[i]l+k))=0;
for(k=1;k<=d;k++)
(*(pout [k]+k))=1;
for(i=1;i<=m;i++)
for(k=1;k<=d;k++)
(* (pout [k]+(d+1)))=*(pin[i]+(m+k)) ;

int main(int argc, char *argv[]){
int 1,j,k,1;
int m,n;

/*Declara a matriz de entrada e o respectivo apontadorx*/
int matrix[33][33], *pmatrix[33];
for(i=0;i<=32;i++)

pmatrix[i]=&matrix[i] [0];

/*Grava a matriz do arquivo de entrada em matrix[][]*/
ReadImputFile (pmatrix,&m,&n,argv) ;

/*Declara a matriz de saida e o respectivo apontador*/
int d=n-m;
int out[d+1] [n+1];
int *pout[d+il];
for(k=1;k<=d;k++)
pout [k]=&out [k] [0] ;

/*grava uma matroide isomorfa a dual de matrix[]1[] em out[][]1*/
IsoDualize (&pmatrix[0] ,m,n,&pout[0]);

/*Grava o arquivo de saidax/

FILE *output;
output=fopen(argv[2],"a");
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FPrintLabeledMatrix (output,pout,m,n);
fclose(output) ;
}

O pr6ximo programa, cossimp, testa a cossimplicidade de uma matroide. Sua sintaxe
é simplesmente $cossimp foo.matroid para testar a cossimplicidade de foo.matroid.
O programaretorna “The matroid IS cosimple” ou “The matroid is NOT cosimple”,
depedendo do respectivo caso. Seu cddigo € o seguinte:

int main(int argc, char *argv[]){

/*Matriz de entrada no formato padrdo [Id|D]*/
int matrix[33][33];

int i,j,k,1;/*indices*/

int m,n;/*dimensdes de matrix*/

int *pmatrix[33];/*apontador para matrix*/
for(i=0;i<=32;i++)
pmatrix[i]=&matrix[i] [0];

/*Lé a matriz do arquivo de entradax/
ReadImputFile(pmatrix,&m,&n,argv);

/*Se alguma linha de D tem no miximo uma entrada
ndo nula, retorna que a matroide ndo & cossimples*/
for(i=1;i<=m;i++){
int nentradas=0;/*nimero de entradas na linha de Dx*/
for (j=m+1;j<=n;j++)
nentradas+=matrix[il [j];
if (nentradas<=1){
printf ("The matroid is NOT cosimple");
return(0) ;

}

int *pd[m+1]; /*aponta para a matriz Dx/
for(i=0;i<=m;i++)

pdlil=&matrix[i] [m];
/*coloca D no formato r em d[]*/
int d[m+1];
Matrix2IntVector(pd,m,n-m,d);

/*retorna que a matroide & n&o cossimples
em caso de linhas repetidas em Dx/
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for(i=1;i<m;i++)
for(k=i+1;k<=m;k++)
if (d[k]==d[i]){
printf ("The matroid is NOT cosimple");
return(0) ;

}

/*retorna que a matroide & cossimples se ndo foram
diagnosticados colagos ou elementos em sériex/
printf ("The matroid IS cosimple");

return(0);

}

6.5 Espaco de cocircuitos e representacoes

Seja M uma matroide binéria e E(M) = {ey, ..., e,}. Introduzimos em 2EM) yma estrutura
de GF(2) espaco vetorial usando como soma a diferenca simétrica de conjuntos e como
zero o conjunto vazio. H4 um isomorfismo natural entre 2™ e GF(2)": a cada X < E(M)
correspondemos o vetor X € GF(2)", no qual a k-ésima coordenada é igual a 1 se e somente
se er € X.. Esse isomorfismo serd, adiante, considerado como correspondéncia padrao
entre esses conjuntos, sem referéncia explicita.

O espaco de circuitos de uma matroide bindria M é o subespaco de 2™ gerado pelos
cocircuitos de M. Analogamente definimos o espaco de cocircuitos de M. Considere uma
representacdo padrao de uma matroide bindria M sobre GF(2): [Id,|D]. Nessa represeta-
¢do as primeras r colunas, sao rotuladas pelos elementos de umabase B de M e as restantes
rotuladas elos elementos de uma cobase B* de M*. Observe que k-ésima linha da matriz
tem as entradas do vetor de GF(2)" que corresponde ao cocircuito fundametal C,,(B*, e).
Portanto as linhas de M correspondem a um conjunto L.I. de cocircuitos. Além disso se C*
é um cocircuito de M verifica-se que:

C* = AeccCry(B*, ).

Entao o espacgo de cocircuitos de M corresponde ao espaco Z[Id,|D] gerado pelos
vetores-linha da matriz. Definimos o suporte de v € 2EM) como o conjunto {ke{l...,n}:a
k-ésima entrada de v é ndo nula}. Entdo os cocircuitos de M[Id,|D] correspondem aos ele-
mentos com suporte minimal e nao vazio em #[1d,|D]. Com isso temos um algoritmo para
encontrar todos os cocircuitos de uma matroide, analizando todos elementos de Z[Id,|D].
E um algoritmo exponencial em r(M).

O algoritmo seguinte verifica, para cada elemento de (ay, ..., a,) € GF(2)"" (identificado
pelo vetor de inteiros comb) se set=a;r[1]+:--+ a,,r [m] corresponde a um cocircuito de
da matroide representada por r [] (i.e.: Possui suporte minimal em GF(2)").

int GetCocircuits(int r[],int m,int cocirc[],int *sizecocirc){
int j,k,v;
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int comb; /*a combinagdo de linhas a ser testadax/
int set; /*o conjunto correspondente a combx*/
*sizecocirc=0;

for (comb=1;comb<(1<<m) ; comb++){
/*preparando o conjunto set:*/
/*v e o j-ésimo vetor da base canbnica de GF(2) m:*/
set=0;
v=1;
for(j=1;j<=m;j++){
/*se a j-ésima coordenada de comb & ndo nula,
adiciona-se a j-ésima linha de r a set*/
if (comb&v)
set=set"r[j];
v=v<<1l;/*v passa para o pr6éximo vetor da base candnicax/
Y/xfor(j=1...%/

/*verificando se set estd contido em ou contem conjunto de cocirc*/
for(k=1;k<=x*sizecocirc;k++){
/*se set estd contido em cocirc[k], substitui cocirc[k] por
set, remove todos os cocircuitos subsequentes da lista
contendo set e passa para a prdoxima combinagdo*/
if( '( set&( “cocirclk] ) ) ){
cocirclk]=set;
int 1;
for(1l=k+1;1l<=*sizecocirc;l++)
if (1 (set&(“cocirc[11)))
cocirc[l]l=cocirc[(*sizecocirc)--1;
goto skip;
Y/ *if*/
/*se cocirc[k] estd contido em set passa para a prdéxima combinagdox/
else if( !'( cocirc[k]&("set) ) )
goto skip;
Y/*#for(k...x/
/*se set ndo estd contido em ou contém nenhum elemento
de cocirc, acrescenteset no final da lista cocirc[]*/
(¥sizecocirc)++;
cocirc[*sizecocirc]l=set;
skip:;/*passa para a prdoxima combinagdox/
}/*for(comb. ..*/
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6.6 Teste de conectividade

O seguinte lema ja éconhecido, embora nao tenho uma referéncia:

6.6.1 Lema: Seja M uma matroide e B uma base de M, seja Z o conjunto dos colagoes de
M. Entao M\ Z é conexa se e somente se E(M) — B admite uma ordenagdo ey, ..., e, tal que
paraj=2,...,k:

Cm(ej)N[Cp(B,e1)U...uUCpm(B,ej-1)] # .

Esse lema serve de base para o algoritmo de teste de conectividade usado aqui. Consi-
dere uma matriz A na forma padrao representando uma matroide M. Seja Z o conjunto
dos lacos de M. Como as linhas de M sdao uma familia de cocircuitos fundamentais em
relagdo a uma base de M, de[6.6.1]segue:

6.6.2 Lema: M\Z é conexa se e somente se existe uma reordenagdo 1y, ..., das linhas
de M tal que para cada k € {2,...,r(M)}, existe i < k tal que l; e [, tenham uma entrada ndo
nula em comum.

Considere uma matriz r [] com m, no formato R. O seguinte algoritmo retorna um sepa-
rador da matroide associada a matriz no formato R caso exista, e retorna zero se a matroide
€ conexa.

FindSeparatorInStairMatrix(int r[], int m){
/*retorna um separador no formato R, caso exista
e retorna zero caso a matriz seja conexax/
int k;
int s[m+1];/*copia de r para alteragdox*/
for(k=1;k<=m;k++)
s[kl=r[k];
int outsize=m-1; /#Nimero de elementos que ndo foram
confirmados de estar na mesma componente
conexa do cocircuito associado a r[m]x*/
int loopnotinvain=1; /*Varidvel de decis&do: assume valor 0 quando
em um loop inteiro ndo €& encontrado novo elemento da
componente conexa de r[m] e 1 em caso contririox*/
int v=s[m];/*conjunto dos elementos da componente conexa de r[m]*/
while(outsize&&loopnotinvain){
loopnotinvain=0;
for(k=1;k<=outsize;k++)
if ((v&s[k]) 1=0){
loopnotinvain=1;
v=v|s[k];
s[kl=s[outsize];
outsize--;
k--;
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}/*if (v&s[k])*/
}/*whilex/
if (outsize==0)
return O;
else
return v;

6.7 Encontrando e contando cocircuitos
nao-separadores

Estamos agora em condi¢des de encontrar todos os cocircuitos nao-separadores de uma
matroide bindria. Agora que sabemos como coletyar seus cocircuitos, basta fazes a delecao
de cada cocircuito e descobrir aqueles que sao ndo-separadores, ja que também, a esta
altura, temos um teste de conectividade.
O programa nsep faz essa tarefa. Esse programa recebe como entrada foo.matroid e
retorna: Y(M)=E(M), |[E(M)-Y(M) |=1, |[E(M)-Y(M) |>1 ou Graphic, dependendo do caso
Sintaxe:

$nsep foo.matroid
Codigo:

#include<stdio.h>
#include '"nonsep-functions.c"

int Deletion(int r[], int m, int deletedset, int s[1){
/*Grava em s[] a delecdo do conjunto deletedset em r[]*/
int 1i;
deletedset="deletedset;
for(i=1;i<=m;i++)

slil=r[i]&deletedset;
+

GetNonSeparatingCocircuits

(int r[], int m, int n, int cocirc[], int sizecocirc, int nsep[], int *sizensep)
{/*Percorre a lista cocirc[], de todos os cocircuitos da matroide

representada por r[], testa indivudualmente se estes sdo

ndo-separadores e escreve aqueles com resposta positiva em nsep[]*/

int k,x;

*sizensep=0;

int s[m+1];
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/*para todo cocircuito no vetor cocirc[]:*/
for(k=1;k<=sizecocirc;k++){
/*grava em s[] a delegdo de cocircl[k] em r[]*/
Deletion(r,m,cocirc([k],s);
/*escalona s[] e grava seu posto em ranks*/
int ranks=GaussJordan(s,m,n);
/*grava cocirc[k] no vetor nsep[] se s[] & conexa
(i.e.: se cocirck[k] & n&o-separador)*/
if (! (FindSeparatorInStairMatrix(s,ranks)))
nsep[++(*sizensep)]=cocirc[k];

CountNSepCocircs(int nsep[],int sizensep,int n,int meet[]){
/*Conta os cocircuitos ndo-separadores contendo cada elemento
e grava esses respectivos nimeros no vetor meet[]*/
int k,j,ej=1;
for(j=1;j<=n;j++){

meet [j]1=0;

for(k=1;k<=sizensep;k++)

if (ej&nsep[k])
++meet [j];
ej<<=1;
}

}

int main(int argc, char *argv[]){
int i,j,k,1,m,n; /*m e n sdo as dimensdes da matriz
matrix [], as outra letras sio meros indices*/

/*Grava na matriz convencional matrix[][]

a matriz do arquivo de entradax/

int matrix[33][33], *pmatrix[33];

for(i=0;i<=32;i++)
pmatrix[i]l=&matrix[i] [0];

ReadImputFile(&pmatrix[0],&m,&n,argv) ;

/*Garva o conteido de matrix[][] em r[], no formato Rx/
int rlm+1];

Matrix2IntVector(&pmatrix[0] ,m,n,r);

/*escalona r[]. A partir desse momento, m & o posto da matroide
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e relembramos que n & o seu numero de elementos*/
m=GaussJordan(r,m,n) ;

/*grava os cocircuitos da matroide no vetor cocirc[]*/
int cocirc[1<<m], sizecocirc=0;
GetCocircuits(r,m,cocirc,&sizecocirc);

/*grava os cocircuitos ndo-separadores da matroide no vetor cocirc[]*/
int nseplsizecocirc+1], sizensep=0;
GetNonSeparatingCocircuits(r,m,n,cocirc,sizecocirc,nsep,&sizensep);

/*grava o numero de cocircuitos n&o-separadores
contendo cada elemento no vetor meetnavoid[1] []*/
int meetnavoid[3] [n+1];
CountNSepCocircs(nsep,sizensep,n,meetnavoid[1]);

/*grava o numero de cocircuitos n&o-separadores
evitando cada elemento no vetor meetnavoid[2][]*/
int *pmeetnavoid[3];
for(i=0;i<=2;i++)
pmeetnavoid[i]=&meetnavoid[i] [0];
for(j=1;j<=n;j++)
meetnavoid[2] [j1=sizensep-meetnavoid[1] [j];

/*calcula o tamanho do conjunto Y(M)x*/
int Ysize=0, Xsize=0;
for(j=1;j<=n;j++)
if (meetnavoid[2] [j]1>=m)
++Ysize;

/*Imprime a saida do programax/
if(Ysize==n)
printf ("YQM)=EM)") ;
else
if(Ysize==n-1)
printf ("|EM)-Y(M) |=1");
else
if (Ysize==0)
printf ("Graphic");
else
printf ("|EM)-Y(M) [>1");
}/*main*/
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6.8 Coextendendo matroides binarias

Considere uma matroide bindria sem lagos N. Como conseguir todas as matroides bindrias
sem lacos M tais que existe e € E(M) com N = si(M/e)? Considere uma tal matroide M
e uma matriz rotulada Aj; que represente M. Por podemos supor que e rotula a
primeira coluna de Ay, a qual tem somente a primeira entrada nao nula. Seja Ay a matriz
obtida de Ajs pela eliminacdo da primeira linha e primeira coluna, remocao das colunas
nulas e remocao de toxdas, exceto uma coluna de cada classe de multiplas nao nulas. Seja
f € E(N) esejam fy e fu 0s respectivos vetores-colunas rotulados por f em Ay e Ay,. Vale
exatamente uma das trés seguintes possibilidades:

6.8.1 :
(0) fu éda forma (0, fn) e o vetor coluna (1, fn) néo estd presente em Aypy; ou
(1) fp éda forma (1, fn) e o vetor coluna (0, fn) ndo estd presente em Aypy; ou
(2) Ambos vetores coluna (0, fy) e (1, fn) estdo presentes em Aypy.

Observe que (2) ocorre se e s6 se f e e estio em um tridngulo de M.

A fim de reconstituir a matriz M a partir de Ay, basta saber, para cada e € E(N) em que
possibilidade de[6.8.1} e se enquadra. Vamos formalizar essa reconstrucao.

Denotamos por Z8(m x n) o conjunto das matrizes binérias de dimensoes (m x n).

Considere uma matriz A € 98(m x n) com respectivas colunas ci,...,c, € v:=(s1,...,5,) €
{0,1,2}", sejam i} < --- < iy os indices de {1,..., n} tais que, para j =1,..., k, ij = 2. Defini-
mos:

1 \ simod? \ \ snmodz‘ 1 \\ 1
0

I'A,v):=| .
. C1 Cp Ciy | -+ | Cip
0

Concluimos que:

6.8.2 Lema: Sejam N e M sdo matroides bindrias e simples tais que N = si(M\e). Seja
Ay € B(m x n) representando N com rétulos ey,...,e,. Entdo existe v € {0,1,2}", tal que
M = M[Ap :=T(An, v)], onde, em Ay, usamos os seguintes rotulos:

e para a primeira colunas,
el,...,en, nessa respectiva ordem para a segunda até a (n + 1)-ésima coluna e

paraij=1,...,k rotulamos a coluna de indice (n+1) + i pelo elemento de M em tridngulo
comeee;;.

Além disso, Ay é obtida de Ay pela eliminagdo da primeira linha e da primeira coluna.
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Se temos o problema de, a partir de uma matroide 3-conexa e bindria N, representda por
uma matriz Ay, obter, a menos de isomorfismos, todas as matroides 3-conexas e binarias
M tais que existe e € E(M) tal que N = si(M/e), entdo nos deparamos com o problema de
achar um critério que determine quando M := M[I'(Ay, v)] é 3-conexa. Primeiro observe-
mos que M dessa forma €, obrigatoriamente, simples. Segue diretamente de

6.8.3 Corolario: Se M é uma matroide simples conexa e cossimples e e é um elemento de M
tal que si(M/e) é 3-conexa, entdo M é 3-conexa.

Entdo nos reduzimos aos ja conhecidos critérios de conectividade e cossimplicidade.
Apresentamos agora o programa code2matrix, que é usado com a sintaxe:

$code2matrix in.matroid <string> out.matroid

onde <string>representa uma sequéncia de elementos de {0, 1, 2}, exemplo 100210021.
Desde que <string> tenha tantos caracteres quanto as colunas da matriz A escrita em
in.matrix, esse comando escreve em out .matroid a matriz I'(A4, v), onde as coordenadas
de v sdo os repectivos caracteres de <string>. Segue seu codigo:

#include<stdio.h>
#include"nonsep-functions.c"

int main(int argc, char xargv[]){
int i,j,k,1;
int m,n;

/*Matriz do arquivo de entrada*/
int matrix[33][33], *pmatrix[33];
for(i=0;i<=32;i++)
pmatrix[i]=&matrix[i] [0];
/*Lendo arquivo de etradax/
ReadImputFile (pmatrix,&m,&n,argv) ;

int codesize=0;/*tamanho da palavra*/
char codel[32];/*palavrax/
for(i=0;i<=32;i++)

code[i]=0;

int outm=1+m, outn=n+1;

while(argv[2] [codesize] '="\0"){
if (argv[2] [codesize]=="2"){

++codesize;

++outn;

code[codesize]=2;

71



Y/ *xif*/
else if((argv[2] [codesize]l==0") || (argv[2] [codesize]l=="17)){
++codesize;
code[codesize]=argv[2] [codesize-1]-"0";
}/*else ifx/
}/*whilex*/
/*Se o0 tamanho da matriz de saida excede 32 colunas,
retorna mensagem de erro e encerra o programax/
if (outm>32){
printf ("\nErro! Matriz de saida n&o deve exceder 32 colunas.\n");
return 1;

}

/*Matriz de saidax/
int out[outm+1] [outn+1];
/*Escreve \Gamma(M,code) em out[][]*/
out[1][1]=1;
for(i=2;i<=outm;i++)
out[i] [1]=0;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
out[i+1] [j+1]=matrix[i][j];

k=n+1;

for(j=1;j<=n;j++){
if (code[j1<2)

out [1] [j+1]=code[j];
elseq{

++k ;

out[1] [j+1]=0;

out[1] [k]=1;

for(i=1;i<=m;i++)
out [i+1] [k]l=matrix[i] [j];

}/*elsex/

}/*for j...*/

/*Arquivo de saida*/
FILE *outfile;
outfile=fopen(argv[3],"a");
/*Apontador para matriz de saidax/
int *pout[outm+1];
for(i=1;i<=outm;i++)
pout [i]=&out [1] [0];
/*Grava a matriz de saida no arquivo de saidax/
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FPrintLabeledMatrix (outfile,&pout [0],outm,outn);
fclose(outfile);

return O;

}/*mainx*/

6.9 Demonstracio do lema 5.5.5

Primeiro demonstraemos o item[5.5.5] (a) do lema. Isso é: toda a matroide M, bindria, 3-
conexa, ndo grafica e de coposto 4, ndo isomorfa a Sg satisfaz Y (M) = E(M) e, além disso,
que |E(Sg) — Y (Sg)| = 1.

Que |E(Sg) — Y (Sg)| = 1, ja foi visto na se(;éio Suponha que M 2¢ Sg. O teorema
classifica as matroides 3-conexas e bindrias de posto 4. Para verificar[5.5.5, (a), podeos nos
reduzir a estudar as matroides M tais que: M* esteja listada no teoremaf4.1.7, M* néo é
cografica e M* (e portanto M) nao possui grupo de automorfismos transitivo. Isso por-
que nesse caso, sendo M nao gréafica temos Y (M) # @ e sendo o grupo de automorfismos
de M transitivo, temos Y (M) = E(M). Uma andlise mais superficial é suficiente para nos
reduzirmos reduzirmos ao estudo das seguintes matroides:

Com 9 elementos:
PG(3,2)\[U,1 ® P(Uz3,U23)]
PG(3,2)\M(Ky) = Z4
PG(3,2)\S2(Uy 3)

Com 10 elementos:
pG(3,2)\(U2_3 &) Uzyg)
PG(3,2)\(Uss® Uy )
PG(3,2)\P(Uz,3,U>3)

Com 11 elementos:
PG(3,2)\Uy 4
PG(3,2)\U3z 4
PG(3,2)\(U2,3 & Ul,l)

Com 12 elementos:
PG(3,2)\U3 3
PG(3,2)\U, 3

Com 13 elementos: PG(3,2)\U>,2;

Apresentamos aqui mais um programa: escalona, que simplesmente escalona a matriz de
in.matroid, permuta as colunas para deixd-la no formato padrdo e grava a matriz obtida
em out.matrix usado com a sintaxe $escalona in.matroid out.matroid. Ndo vamos
transcrever o codigo desse programa, ja que trata-se de um procedimento bdsico de dlgebra
linear.
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No processo computacional, criamos um diretério “duais”, com representacoes dessa
matroides em arquivos .matroid. O diretério duais e o script que executa a demonstracao
estdo no diretdrio corank4, o qual contém o mecionado diretorio duais. Os progamas
nsep, code2matrix, dualize e cossimp, estdo no diretorio pai de corank4. O codigo do
script estd transcrito a seguir.

Creio que os comentdrios sdo suficientes para o entedimento do c6digo sem conheci-
mento da linguagem bash. No c4digo, o sinal sustenido (“#”) indica que o que os segue na
linha sdo comentarios.

#!/bin/bash

#cria o diretdrio "duais-padrao", que vai conter as matroides
#duais daquelas no diretorio '"duais'", no formato padrdo
mkdir duais-padrao

#cria o diretdério "primais'", que vai conter as matroides
#duais daquelas no diretorio '"duais", no formato padrdo.
mkdir primais

#Entra no diretdério "duais"
cd duais

#Para cada arquivo em '"duais"...

for arquivo in *; do
#...escalona a matriz no arquivo e a coloca no formato
#padrdo, no arquivo de mesmo nome no diretdrio "duais-padrao".
../../escalona $arquivo ../duais-padrao/$arquivo

done

#Entra no diretério "duais-padrao"

cd ../duais-padrao

#Para cada arquivo em "duais-padrao"...

for arquivo in *; do
#...grava a dual da matroide do arquivo
#em arquivo de mesmo nome, no diretdério "primais".
../../dualize $arquivo ../primais/$arquivo

done

#Entra no diretdério "duais-padrao"
cd ../primais

#Para cada arquivo em "primais"...

for arquivo in *; do
#...grava, na variavel var, a informagdo sobre "Y(M)"
#retornada pelo programa nsep.
var=$(../../nsep $arquivo)
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#Se ndo se verifica Y(M)=EM). ..

if [ "${var}" != "Y(M)=EM)" 1; then
#...e a matroide ndo é gréafica...
if [ "${var}" != "Graphic" ]; then #...entdo...

#...sinaliza a existéncia de contra-exemplo e finaliza.
echo Contra-exemplo encontrado.
exit
fi
fi
done
#Em caso de n8o haver contra-exemplos apds
#verificar toldos os arquivossinaliza sucesso
echo Nenhum contra-exemplo encontrado.
cd ..

0] item (b) diz que se M é uma matroide 3-conexa bindria e e ¢ um elemento de M
tal que co(M\e) = Sg, entdo |Y (M)| <1

Seja N := S; = Sg e n:= |E(N)|. Seja Ay uma matriz bindria no formato padréo tal que
N = M[Ap]. Para a demonstracao de (b) o procedimento para a demonstracao é
baseado no seguinte algoritmo:

(0) Seja v = (0,...,0) € {0,1,2}".

(1) Seja M = M*[T'(An, V)].

(2) Se M™* nao é cossimples, va para (5).
(3) Se |[E(M) — Y (M)| <1, va para (5).
(4) Pare e retorne resposta negativa.

(5) Se v =(2,...,2) retorne resposta positiva, em caso contrdrio, redefina v como seu su-
cessor na ordem lexicografica natural de {0, 1,2}" e retorne para (1).

Oitem|5.5.5 (c) diz que se M é uma matroide 3-conexa e regular e e um elemento de M
tal que co(M\e) é isomorfaa M*(Ks3), M* (Ké,s) ou M* (Ky/,’,s)’ entdo Y (M) = E(M). Para a
verificacdo desse item, nos utilizamos do algoritmo seguinte para N = M(K33), M (Kéﬁ) e
M(Ky,):

(0) Seja n = |E(N)|, Ay uma matriz bindria no formato padrao tal que N = M[An]l e v =
0,...,0)€{0,1,2}".

(1) Seja M = M*[T'(An, V)].
(2) Se M* nao é cossimples, va para (6).

(3) Se |[E(M)—-Y (M)| <1, v4 para (6).
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(4) Se M é géfica, va para (6).
(5) Se M* é gréfica retorne resposta negativa.

(6) Se v = (2,...,2) retorne resposta positiva, em caso contrdrio, redefina v como seu su-
cessor na ordem lexicografica natural de {0, 1,2}" e retorne para (1).

6.9.1 Obs: Como as matroides M obtidas acima tem coposto no mdximo 5 e nao sao iso-
morfas a Ry, entdo estas sdo regulares se e somente se sdo grdficas ou cogrdficas. Portanto,
no passo (5) a condigdo de ser cogrdfica corresponde a condicao de ser regular.

No cé6digo seguinte implementamos esse algoritmo para N = M(K33). A implementa-
¢do para a demonstracad do item (b) é mais simples que essa e andloga, por isso ndo a
trescrevemos aqui.

#!/bin/bash
#cria os diretdrios para armazenar as extensdes de M[A] e Mx[A]
mkdir dualext
mkdir primalext
#o0 aninhamento de for’s abaixo percorre todas as
#palavras de 9 letras no alfabeto em {0,1,2}
for(( k1=0;k1<=2;k1++ )); do
for(( k2=0;k2<=2;k2++ )); do
for(( k3=0;k3<=2;k3++ )); do
for(( k4=0;k4<=2;k4++ )); do
for(( k5=0;kb5<=2;k5++ )); do
for(( k6=0;k6<=2;k6++ )); do
for(( k7=0;k7<=2;k7++ )); do
for(( k8=0;k8<=2;k8++ )); do
for(( k9=0;k9<=2;k9++ )); do
#define a palavra corrente do lago em execugdo,
#isso &, o elemeto de {0,1,2}"8 analizado.
word=$k1$k28k38k4$k58k6$k7$k8$k9
#grava no formato .matroid a matroide \Gamma(A,word)
../code2matrix foo.matroid $word dualext/$word.dual.matroid
#escreve na varidvel "cos" se M*:=M[\Gamma(A,word)] & cossimples.
cos=$(./cossimp dualext/$word.dual.matroid)
#Se M*x & cossimples entdo...
if [ "${cos}" = "The matroid IS cosimple" ]; then
#grava M em primalext/$word.matroid
../dualize dualext/$word.dual.matroid primalext/$word.matroid
#Grava na variavel var a informagdo sobre Y(M) retornada
#pelo programa nsep.
var=$(../nsep primalext/$word.matroid)
#se |E(M)-Y(M) I\geql...
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fi

done
done
done
done
done
done
done
done
done

if [ "${var}" !'= "Y(M)=E(M)" 1; then
#...e a matroide ndo é gréafica
if [ "${var}" != "Graphic" ]; then
#entdo guarde a informagdo sobre M* formecida pelo
#programa nsep na variavel "dualvar" e...
vardual=$(../nsep dualext/$word.dual.matroid)
#se Mx & grafica retorne resposta negativa

if [ "${varduall}" = "Graphic" ]; then
echo Contra-exemplo encontrado: $word.
exit
fi
fi
fi

#Retorne reposta positiva caso ndo tenha sido encontrado contra-exemplo
echo Nenhum contra-exemplo encontrado.

6.10 Glossario de funcoes e termos computacionais

.matroid: pg.[56]
cossimp pg.[63}
dualize pg.[6]]
code2matrix pg.[71]

nsep pg.[67]
nonsep-functions.c pg.[61}

Deletion pg.[67}
FindSeparatorInStairMatrix pg. |66}
FPrintLabeledMatrix pg.[57}
GaussJordan pg.[59

GetCocircuits pg.[64
GetNonSeparatingCocircuits pg.[67}
IntVector2Matrix pg.
Matrix2IntVector pg.[58|
ReadImputFile pg.[56]
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7 Glossario de matroides

Estamos considerando todas as representacdes matriciais sobre GF(2) a menos de especi-
ficacao contréria.

7.0.0.1 F7, o plano projetivo bindrio.
1 00 0111
01 01011
0011101

7.0.0.2 PG(n,q), o espago projetivo de dimenséo n sobre q. E a matréide vetorial sobre
GF(q) associada a uma matriz que tem como colunas um vetor ndo nulo de cada subespago
de dimesdo 1 de GF (q)""™V

7.0.0.3 Ryg e Ry, ver[5.1.2, pg.[47€[5.3.3, pg.[50, resprectivamente.

7.0.0.4 Sg.
1 0000111
01 001011
00101101
00011111

7.0.0.5 U, ,, a matriz uniforme de posto r e n elementos. Tem conjunto base {1,...,n} e
como independentes seus subconjuntos com até r elementos.
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Glossario de simbolos

®: Soma direta de matroides, pg.

| X|: O nimero de elementos do conjunto X.

(an,...,ap)2: O numero inteiro representado por ay, ..., ap na base dois, i.e.: ap.2’ + a;.2' +
et @, 2N

2X.—{y:Yc< X}, 0 conjunto poténcia de X.

A: diferenca simétrica de conjuntos: AAB:=(AUB)— (AN B).
T'(A,v): pg.

¢pm(X): funcdo conectividade de M, pg.

2 (M): familia de bases de M, pg.

% (M): familia de circuitos de M, pg.

C(I,e) e C(B, e): circuitos fundamentais de e em relagdo a I e B, pg.
cly(X) e cl(M): funcao fecho da matroide M, pg.

depaM e dep.M: pg.

dimaM e dim,M: pg.[45]

E(G): o conjunto das arestas do grafo G.

E(M): o conjunto base de M, pg.

GF(q): o corpo finito com g elementos.

& (M): familia dos independentes de M, pg.

M]JA]: matroide vetorial associada a matriz A, pg.

M (G): matroide de ciclos do grafo G, pg.

M| X: restricAo de M a X, pg.

M - X: a correstricao de M a X, pg.

M\ X: delecao de X em M, pg.

M/ X: contracdo de X em M, pg.

P(My, M>): Aligacao em paralelo de M; e Mo,

KM e Xy M: pg.

r(M): o posto da matroide M, pg.

r(X) e ry(X): funcao posto de M, pg.

V(G): o conjunto dos vértices do grafo G.

Y (M) e Y (M): pg. [45|
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Indice Remissivo

base,
bond,

circuito contrativel,
circuito de um grafo,
circuito de uma matroide,
circuito fundamental,
classe em paralelo,

classe em série,

conjunto base,
cossimplificacao,

decompositor,
dependente,

encontrar hereditariamente,
espaco de circuitos,

espaco de cocircuitos,
estrela de um vértice,

estrela de um vértice,

fechado,

fecho,

forma padrao,
formato R,

funcao conectividade,

hiperplano,

independente,

laco,
ligacdo em paralelo,
ligador central,

matroide,
matroide binéria,
matroide grafica,
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matroide ternaria,
matroide vetorial,
matroide representavel,
menor, [I7]

Orbita,
ortogonalidade,

paralelo, elementos em,

posto,
posto, funcao,

representac¢oes equivalentes,
restricao,

k-separacao,
k-separador,

série, elementos em,
simplificacdo,

soma direta,

spike bindrio,
suporte,

triade,
triangulo,
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