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Resumo

A dlgebra de Gauss associada a k-subdlgebra de um anel polinomial k[fo, . ..,?;] gerado por um
numero finito de formas de mesmo grau corresponde ao anel de coordenadas homogéneo da
imagem de Gauss de uma variedade projetiva uniracional sobre k. Focaremos o caso onde os
geradores sdo monOmios. Por caracterizar os menores da matriz jacobiana de um conjunto de
mondmios como certos n-produtos tornaremos mais concreta a natureza da dlgebra de Gauss
associada a subdlgebra monomial correspondente. A versdo reticulada destes n-produtos per-
mite uma abordagem combinatdria ao tema. Neste caminho, provaremos resultados ja obtidos
e estudaremos em detalhes a dlgebra de Gauss associada ao conjunto dos monomios livre de
quadrados de grau dois.

Palavras-chave: Algebra monomial, Algebra de Gauss, mapa de Gauss, matriz log, matriz
jacobiana, mondide.
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Abstract

The Gauss algebra associated to the k-subalgebra of a polynomial ring [tg, . . ., ;] generated by
a finite set of forms of the same degree incorporates the homogeneous coordinate ring of the
Gauss image of a unirational projective variety over k. In this work we look at the case where
the generators are monomials. By reinterpreting the minors of the Jacobian matrix of a set of
monomials as certain n-products we are able to deal more appropriately with the nature of the
Gauss algebra associated to the corresponding monomial subalgebra. A suitable lattice version
allows for a combinatorial approach of this algebra one. In this vein, we have shown earlier
results and as a benchmark case we study the details of the Gauss algebra associated to to the
set of squarefree monomials of degree 2.

Keywords: Monomial algebra, Gauss algebra, Gauss map, log matrix, Jacobian matrix,
monoid.
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Introducao

Esta tese trata da versdo algébrica da imagem de Gauss de certas variedades tdricas projetiva-
mente imersas. Comecaremos por resumir os antecedentes deste tratamento, que tiveram sua
origem no trabalho de P. Brumatti er. al. [1]. Neste artigo, os autores focalizam uma sub-
algebra k[g| := k[go,...,8n) C B =k[t] = k[ty,...,t;], onde B € anel de polindmios sobre um
corpo k de caracteristica zero, g conjunto finito de polindmios que se anulam em (0,...,0) e
o0 posto da matriz Jacobiana ®(g) é d + 1 (maximo). O resultado preliminar basico desse tra-
balho pode ser resumido, a saber: o anel de coordenadas homogéneas da imagem de Gauss,
mergulhada via imersao de Pliicker, da imagem de uma aplicacdo racional definida por formas
80,---,8n € klto, . ..,14] do mesmo grau, é k-isomorfo a dlgebra gerada pelos menores maximos
da matriz Jacobiana ©(g).

Esta tltima édlgebra, foi denotada por G(k[g]) e denominada a dlgebra de Gauss associada
a dlgebra k[g]. Anteriormente féra provado que, no caso de g serem mondmios, todo menor de
O(g) é um mondmio ([15]; ver [18, Section 3] para uma extensa generalizacdo deste principio).
Deste modo, pode-se concluir [1, Lemma 3.1] que a imagem de Gauss de uma imersdo projetiva
torica ainda € térica. Ainda em [1, Proposition 3.2, Proposition 3.8, Theorem 3.9], os autores
elaboram a teoria no caso das imersdes de Veronese e das curvas projetivas monomiais.

O objetivo desta tese € retomar a consideragdo da imagem de Gauss de algumas subclasses
dessas dlgebras tdricas. Os principais resultados obtidos aqui sdo:

Lema 2.2.1 D4 uma informag@o mais precisa ao resultado [15, Lemma 1.1], mediante uma
caracterizacao explicita de um conjunto de geradores da dlgebra de Gauss no caso mono-
mial.

Corolario 3.3.3 D4 uma caracterizacdo de natureza topoldgico-combinatéria da dlgebra de
Gauss de uma 4lgebra Veronesiana. Tal caracterizacdo possibilitou uma nova prova do
resultado em [1] de que a dlgebra de Gauss de uma algebra Veronesiana é uma 4lgebra
Veronesiana.

Teorema 4.3.5 Caracteriza um conjunto de geradores da édlgebra de Gauss de uma &4lgebra
gerada pelos mondmios livres de quadrados de grau 2, aqui denotada por G (k[V;,2]).

Teorema 4.3.8 Exibe uma férmula para a dimensio de mergulho de G(k[V, 2]).
Teorema 4.3.4 Mostra que G(k[V},2]) é normal paran > 5.

Teorema 4.3.21 Mostra a birracionalidade da aplicagdo de Gauss associada a variedade pro-
jetiva uniracional parametrizada pelos mondmios livres de quadrados de grau dois.
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A caracterizag¢do obtida no Lema 2.2.1 permite uma abordagem de natureza combinatéria
(geometria convexa) da dlgebra de Gauss, através de técnicas bem estabelecidas na literatura.
Nesta dire¢do, daremos uma nova caracterizacao da dlgebra de Gauss de uma dlgebra Verone-
siana. Mostraremos que os geradores naturais do semigrupo LIX, (Log(¥er(#,.4))) constituem
os pontos reticulados do interior relativo ao politopo conv(Log(%;, ,4)) (Teorema 3.3.1).

A expectativa inicial de que também outras dlgebras de tipo veronesiano satisfizessem a
este principio — e a subsequente constatacdo de que o principio falha em geral — levou-nos a
estabelecer a nogéo de dlgebra ondulada. No caso de A = k[g|, onde g designam mondmios
livres de quadrados de grau 2, este conceito veio a facilitar o resultado de que a dlgebra de
Gauss associada a A € polimatroidal. A no¢do de polimatrdide, originalmente desenvolvida por
Edmonds ([6]) foi revisitada por J. Herzog e T. Hibi de um ponto de vista algébrico ([9]). Um
sub-produto deste resultado é a normalidade da dlgebra de Gauss G(A) associada a A = k|g],
onde g designam monomios livres de quadrados de grau 2. Um outro resultado é a férmula
para a dimensdo de mergulho de G(A) (Teorema 4.3.8). Finalizamos com a birracionalidade
da aplicacdo de Gauss neste caso.

Esta tese se compde de quatro capitulos, que passamos a descrever em maior detalhe.

O Capitulo 1 € de cardter introdutdrio e serve para definir nosso objeto de estudo: a dlge-
bra de Gauss de uma 4dlgebra finitamente gerada sobre um corpo k de caracteristica zero. As
referéncias bésicas para a abordagem algébrica da imagem de Gauss sdo [1] e [14].

No Capitulo 2, restringimos nosso estudo ao caso monomial. O resultado basico € a relagdo
precisa entre um menor r X r da matriz jacobiana associada a um conjunto finito de mondmios
g:={g1,...,84m} € orespectivo menor da matriz Log(g) dos expoentes associada (Lema 2.2.1).
Nomeadamente, mostraremos que

. . . . . . . . g "'g.[‘
iseensirl ity ) (O(®) = [ty it i (Log(g)) - S8
X, ... X
Esta relagdo motiva a nog¢éo de um (iy,...,i,)-produto em um conjunto finito de mondmios.

Trabalharemos com esta no¢do quando r = n, aqui chamada simplesmente de n-produto. Em
particular, damos neste capitulo alguns resultados gerais sobre n-produtos para o conjunto dos
mondmios livres de quadrados de grau d em n variaveis, V; , (Veronese). Os principais resul-
tados sdo o Lema 2.3.3 que nos permitird usarmos a hipétese indutiva e a Proposicao 2.3.4 que
serd usada em uma caracterizagdo de G(k[V,2|) obtida no Teorema 4.3.1.

A consequéncia fundamental do Lema 2.2.1 € a caracterizacdo de um conjunto de ge-
radores monomiais da dlgebra de Gauss de uma adlgebra monomial como o conjunto de certos
n-produtos provenientes de um conjunto de mondmios cujos vetores de expoentes correspon-
dentes sdo linearmente independentes (esta é a motivag¢do da definicdo do conjunto LI, (S)
associado a um conjunto de vetores reticulados S em R").

No Capitulo 3, partimos do resultado que se P € um politopo reticulado de dimensao afim
n— 1 e dimensdo linear n entdo LIX,(PNZ") C relint(nP) NZ". Aqui, a igualdade ndo vale
em geral (ver Exemplo 3.3.6). O principal resultado deste capitulo é a igualdade entre tais
conjuntos se P € o fecho convexo dos vetores reticulados associados ao conjunto de geradores
naturais de uma 4lgebra de Veronese.

O tltimo capitulo € um estudo particular da dlgebra de Gauss da dlgebra k[V}, 2] gerada pelos
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mondmios em n varidveis livres de quadrados de grau 2. No primeiro caso relevante, n = 4,
verificamos os seguintes fatos:

* G(k[V42]) é gerada pelos monomios de grau 4 cujo suporte tem exatamente trés varidveis,
resultando assim que edim G (k[V4 2]) = 12. Fazendo uso da teoria dos grafos concluimos
que

G(k[Vaz]) =k {;l ...§4 ‘gl ...g4 é um 4-produto em V, , distinto de X X5X5X7 | ;
1---X4

* O fecho normal G(k[V42]) de G(k[V42]) é gerado, como k-dlgebra, pelos mondmios
acima e o mondmio Xj...Xy;

* A aplicagdo de Gauss I" : Proj(k[V42]) --+ Proj(G(k[V42])) € birracional.

Na Secio 4.3.1 provaremos que a dlgebra de Gauss G(k[V},2]), com n > 5, é gerada pelos
mondmios de grau n cujo suporte tem ao menos 3 varidveis — isto revela-nos que o caso n =4
€ excepcional. Em linhas gerais, o argumento procede da seguinte maneira. Primeiramente,
como consequéncia do Lema 2.2.1, temos a seguinte inclusao:

Ger(G(k[Vy2]) Ck [% ‘g ¢ um n-produtoem V5|,
onde Zer denota um conjunto de mondmios geradores. Designando por Mon*(r,d) o conjunto

dos mondmios X" em r varidveis tais que |v| = Y v; = d e #supp(v) > 3, onde # denota a
cardinalidade de um conjunto, mostraremos inicialmente as inclusdes:

Mon® (n,n) C Ger(G(k[V,2])) C { | g € um n-produto em sz}

X..X,

(Proposigdes 4.3.2 e 4.3.3). O Lema 4.3.4 entdo conclui o argumento, mostrando a inclusdo

8
X1...Xn

Como consequéncia da igualdade desses trés conjuntos de monomios — coletadas, por comodi-
dade no Teorema 4.3.5 — temos a seguinte caracterizac¢ao:

g én-produto}c Mon? (n,n).

G(k[Vy2]) = k[g|g é n-produto em V,, 5] C k[V;, 2]
com esta inclusdo definindo a aplicagdo de Gauss associada. A inclusdo ndo trivial é
Ger(G(k[Vy2]) D k[% | g é um n-produto em V;, .
Na Secdo 4.3.2 exibimos uma expressao combinatdria fechada para o ntimero de elementos

do conjunto Mon?(n, n), isto €, para a dimensdo de mergulho da dlgebra de Gauss de k[V,, 2],
com n > 5. (Teorema 4.3.8).
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A secdo seguinte acrescenta as ja existentes mais uma caracterizagdo de um conjunto de
mondmios geradores da dlgebra de Gauss G(k[V,2]), n > 5. Na linguagem reticulada, tal
caracterizagdo € obtida a partir da observagdo que este pode ser obtido do vetor (1,...,1). O
processo para se obter tais geradores foi denominado ondulagdo. Nestes termos, G(k[V,2]) é
vista como a dlgebra ondulada plana centradaem (1,...,1) com vetores de amplitudes maximas
At =(n-3,...,n—3)e A_=(1,...,1) cujas ondas t¢ém comprimento negativo nio excedendo
n—3.

A Segido 4.3.4 mostra que G(k[V},2]) é normal para n > 5. Para mostrarmos este fato recor-
remos a teoria das polimatréides discretas. O elo entre estes objetos € dado através da in-
termediacdo da nocdo de dlgebras onduladas desenvolvida na Subsecdo 4.3.3. Em grandes
linhas, seja G(V2,,)—k[V>2 ] 0 k-homomorfismo (de k-dlgebras) injetivo induzido pela multi-
plicacdo do mondmio Xj...X,, — este homomorfismo induz a aplicacdo de Gauss da variedade
torica parametrizada pelos mondmios livres de quadrados de grau 2 em n varidveis. Segue do
Teorema 4.3.1 que a algebra G(k[V2,]) pode ser vista como a k-subdlgebra de k[V,,] gerada
pelos mondmios de grau 2n cujos suportes contém todas as n varidveis, das quais no maximo
n — 3 varidveis comparecem com expoente 1. Esta é uma dlgebra ondulada plana centrada em
2.1, = (2,...,2) com amplitudes positivas mdximas A* = (n—1,...,n— 1) e amplitudes ne-
gativas maximas A_ = 1, cujas ondas tém comprimento negativo < n — 3. Logo, € o anel das
bases de uma polimatréide discreta pela Proposi¢do 4.3.19. Por um resultado de Herzog-Hibi
€ normal (em particular, € um anel de Cohen—Macaulay por [10, Theorem 1]).



CAPITULO 1

Preliminares sobre algebras de Gauss

1.1 A imagem de Gauss de uma imersao projetiva

Seja X C P} uma variedade projetiva de dimenséao d definida sobre um corpo k de caracteristica
Zero. Denotando X, o conjunto dos pontos ndo-singulares de X e por
G(d + 1,n + 1) a Grassmanniana dos (d + 1)-planos em k"', o morfismo
I' : Xgn — G(d+1,n+ 1) que associa ao ponto x € Xy, 0 espaco tangente projetivo Ty x
de X em x € chamado a aplicagdo de Gauss associada ao mergulho X C /. A variedade pro-

jetivalIm I' =T'(Xgm) C G(d + 1,n+ 1), denotada por I'(X), é chamada a imagem de Gauss de
X.

Se definirmos a aplicacdo de Gauss como sendo a aplicacio I'" que a cada ponto x € X,
associa o complemento ortogonal Tfo C G(n—d,n+1) de T, x, todas as informagdes de I'(X)
sdo preservadas nesta definicdo “dual” da imagem de Gauss via o diagrama comutativo:

Xgn —> T(X)CG(d+1,n+1) —1~ pi-! :P</\d+l (kn—H))

L lc

Xow T TH(X) € G(n—d,n41) “2n P! :P<An—d(kn+1))

onde 1; e 1, sdo as imersdes de Pliicker (ver Apéndice ??) e | € a aplicacdo que a cada sub-
espago W C k"1 de dimensdo d + 1 associa seu complemento ortogonal W. A aplicagio o é o
isomorfismo dado por [...: Zg : ...] == [...: Zg(g) : -..] onde 6 (o) denota o complementar do
conjunto & C {1,...,n} ordenado de maneira crescente. Adotaremos aqui, a defini¢cao “dual”
da imagem de Gauss devido ao seu forte apelo dlgebrico e a denotaremos daqui por diante por
['(X).

1.2 A algebra de Gauss de uma algebra uniracional

A dlgebra de Gauss pode ser definida de maneira inteiramente algébrica. Consideramos um anel
polinomial B := k[t] = k[ry, .. .,2,] sobre um corpo k de caracteristica zero e um subconjunto
g:=1{g0,...,8n} C (t)B tal que a k-subdlgebra A := k[g] C B tem dimensdo d + 1. Seja A =
A(g) o conjunto dos menores de ordem (d + 1) X (d + 1) da matrix jacobiana ® = ©(g) de
g. Por um resultado conhecido, nem todos tais menores sao nulos (ver, por exemplo, [16,
Proposition 1.1].
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Definicao 1.2.1. A digebra de Gauss associada a g é a k-subalgebra G(g) := k[A] C B.

Se g sdo homogéneos de mesmo grau, a dlgebra A = k[g] é, a menos de normalizagio de
grau, uma k-algebra “standard”. Neste caso G(g) serd simplesmente denominada a dlgebra de
Gauss de A e denotada por G(A). A justificativa para esta terminologia foi estabelecida em
[1], a saber: seja k[X]/P = k[Xy,...,X,|/P = k[g] uma apresentacdo da dlgebra “standard” A,
com P ideal primo homogéneo de altura n —d. Sejam F = F;,(,...,F, € P formas tais que
Pp = (Fy11,...,F,)p. Pelo resultado basico [1, Main lemma 2.3,(iii)], existe um isomorfismo
de k-dlgebras graduadas k[A(g)] = k[A(F)(g)]. Deste modo, a dlgebra de Gauss de A = k[g],
G(A), é isomorfa ao anel de coordenadas homogéneas da imagem de Gauss mergulhada via a
imersdo de Pliicker, da variedade projetiva uniracional X C P" parametrizada pelas formas g
(Ver [1, Remark 2.5. (ii), (iii)] para maiores detalhes).



CAPITULO 2

A algebra de Gauss de uma algebra monomial

2.1 Introducao

Neste capitulo, restringimos nosso estudo ao caso monomial. Como antes, supomos que 0
corpo k de base tem caracteristica zero (ver [18] para uma maneira de contornar este problema
quando car(k) = p > 0). O resultado bdsico é a relagdo precisa entre um menor r X r da ma-
triz jacobiana associada a um conjunto finito de mondmios g := {g1,...,8m} € O respectivo
menor da matriz Log(g) dos expoentes associada (Lema 2.2.1). Esta relagdo motiva a no¢ao
de um (iy,...,i,)-produto em um conjunto finito de mondémios. Trabalharemos com esta no¢ao
quando r = n, aqui chamada simplesmente de n-produto. Em particular, damos neste capitulo
alguns resultados gerais sobre n-produtos para o conjunto dos monomios livres de quadrados
de grau d em n varidveis, V, 4 (“Veronese”). Os principais resultados sao os Lemas 2.3.2 e
2.3.3, necessdrios na hipotese indutiva dos capitulos subsequentes.

2.2 Matriz Jacobiana versus matriz ‘“Log” de expoentes de monomios

Sejag={g1,...,m} C k[X1,...,X,] um conjunto de mondémios, com g; = X%, a; = (a;1, ...,
ain) € 7. Podemos associar a g as duas matrizes seguintes

g
e
O(g)

onde O(g) ¢ a matriz jacobiana de g e Log(g) = (a;;)mxn ¢ a matriz numérica cujas linhas sao
os vetores dos expoentes de cada mondmio em g (cf. [23], onde se toma a transposta da matriz).
Observemos que o elemento de ®(g) na linha i e coluna j é o mondmio

agi a; ajn—1 .
8_)(j:ain1 1X] 1 ”.X’fm:aijx_j'

Log(g)

Dados {ij,...,ir} C{1,....m}e {ji1,...,jr} C{1,...,n}taisque i} <...<irej; <...<j,
denotamos

dgi, Igi,
m “ e a)(k
[117717’J177]V](®(g)) ::det . .
dgi; 98i,
aX. T OX

J
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Pela multilinearidade do determinante segue que

Ig; dgi

Xj]"‘Xjr‘[i17~--7ir’j1,---7jr](®(g)> = det : .
Igi, - dgi;
Xigx: - Xiax;

ag;,
det(X;, 55 )1<s<ri<i<r
t
= det(ais8&i,)1<s<ni<i<r

Pelo mesmo principio, temos entdo

Xy X - lin - sieljin - Jr)(O(8)) = iy -+ &ip - [ins - s irljns - Jr] (Log(8))

onde [i1,...,i|j1,---,jr](Log(g)) é o -menor da matriz Log(g) correspondente as linhas i,.. .,
ir e colunas ji,..., j,. Se X;, ---X;, ndo divide o monomio g;, - - - g;, entdo X; & Uy <,<, supp(gi,)

agis _
2

para algum 1 <t < r, logo, neste caso 0, paratodo 1 <t <r, do que resulta

[itse e irl 1. ] (©(g)) = 0.

Assim, [i1,...,i|j1,...,/](©(g)) # 0 implica que X;, ---X; divide gj, ---gi. Deste modo,
acabamos de provar o seguinte

Lema 2.2.1. Todo r-menor A := [iy,...,i|ji1,...,j-|(©(g)) da matriz jacobiana associada a um
conjunto finito g1, . ..,g, de monémios em n-varidveis € da forma
. . . 8i; " 8y
I1y...,0 e Lo —
[17 7i’|]17 a]r]< g(g))XJ "'Xjr7
onde [iy,...,ir|j1,---,jr](LOg) é 0 menor da matriz de expoentes com as mesmas linhas e co-

lunas. Além disso, se A # 0, tem-se {X;,,...,X; } C U;<s<,supp(gi,); por outro lado, se A =0,

com {Xj,,..., X} C U supp(gi, ), entao [i1,...,ir|ji,- .., j-](Log(g)) = 0. Em particular, se
1<s<r

char(k) = 0, as duas matrizes t€ém o mesmo niimero de menores nulos ou no-nulos de um dada

ordem e, portanto, rank(®(g)) = rank(Log(g)). O

O fato que qualquer menor da matriz jacobiana de um conjunto finito de mondmios ainda
¢ um mondmio bem como a igualdade (em caracteristica zero) entre os postos desta matriz
e a matriz Log foram provados em [15, Lemma 1.2 e Proposition 1.2]. A identificacdo entre
o ndmero de menores nulos e ndo-nulos das duas matrizes foi verificada em [18]. A prova
dada aqui fornece, adicionalmente, a relacdo explicita de um menor da matriz jacobiana com o
respectivo menor da matriz Log, que serd de utilidade na sequéncia.
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2.3 A algebra de Gauss expressa por r-produtos

O lema 2.2.1 motiva o desenvolvimento da técnica de produtos de mondmios, uma no¢ao que
convém precisar.

Definicio 2.3.1. Dados um conjunto de monémios g em k[X,...,X,| e indices i} < ... < iy,
um (i, ...,i,)-produto em g é um mondmio g que pode ser escrito na forma g = g - - - g, para
certos g1,...,8r € g, comsupp(gi---8gr) D {Xi,,....,Xj } e gi#gj,paratodoi# j, 1 <i,j<r.
Um (1,...,r)-produto serd chamado simplesmente um r-produto. Um (iy,...,i,)-produto é

dito ser puro se supp(gi ...g,) = {Xi,,.... X, }.

Um mondmio da forma X" = Xla‘ - X coma; <1, paratodo 1 <i <nédito ser livre de
quadrados. Fixado um inteiro d > 1, a subdlgebra S, ; gerada pelo conjunto V,, ; dos monomios
livres de quadrados de grau d em k[X]| = k[X],...,X,] serd chamada a dlgebra livre de quadra-
dos de grau d (cf. [23, Chapter 7], onde esta dlgebra é designada como o subanel monomial
dos d-produtos). Alternativamente, se ¢; € 0 i-€simo vetor coordenado de R”, §,, ; € a dlgebra

associada ao mondide gerado pelo conjunto de vetores reticulados
{e,-1+--~+eid]1§i1 <... <id§n}.

Evidentemente, o conjunto dos geradores naturais de S, 4 coincide com o conjunto dos (iy,.. .,
ig)-produtos puros em {Xj,...,X,}.

Lema 2.3.2. Se g = g1+ g, € um n-produto, com g; € V, 4, entdo existem gi,...,8, € V,q
taisque g = g1---§n e X; € supp (&), 1 <i<n.

Prova: Observemos que um n-produto em k[X,...,X,| é puro. Procederemos por indugéo
simultanea em d,n. O resultado € trivial parad = 1 ou n = 2. Suponhamos d > 1 oun > 2. Se
alguma varidvel, digamos X7, tem expoente n no n-produto, entdo necessariamente devemos ter
X € supp(g;) paratodo 1 <i<n. Tem-se entdo g; = X1 g;, | <i<n,com g um mondmio livre
de quadrados de graud — 1 em Xp,...,X,. Como alguma outra variavel tem expoente 2 em g,
podemos supor que X22 divide g e X, € supp(g;). Deste modo, g; = X5 X - %, g =X1&, ...,
gn = X18, com g = X, 5% +++ &y um n-produto de mondémios em V,, ;1. Pela hipétese indutiva
podemos supor X, | &2, ..., Xy | &n. Assim, X; | g; paratodo 1 <i<n.

Se alguma varidvel tem grau 1, digamos X,,, entdo, a menos de uma permutagdo, temos
gn = Xngn. Como g1 ---g—1 € um (n— 1)-produto de mondmios g; € V,,_1 4, 0 resultado segue
novamente por inducao.

Resta considerar o caso em que Xi2 | g, para todo 1 < i < n. Digamos, g = Xlrl s X0,
com r; > 2,Vi. Podemos supor que g; = X181, -+ ,8r = X1&r, com X, € supp(g;). Entdo
X1 & Uy, +1<i<n SUpp(gi). Sejam Xii 10000 X, varidveis (ndo necessariamente distintas) tais
que Xj, € supp(g;) para todo j, rj +1 < j < n. Consideremos o monémio (de grau n) m =
XXX

‘ 3 dmio £ = X 8L . 6. 5. 6 5 5. — 8i
- ---Xj,. Entdo, o mondmio > = XUTZ 82" 8r&r+1---8n, onde g; = X_IJ para

todo j, r1 +1 < j <n, € um n-produto de grau (d — 1)n com X; comparecendo com expoente
1. Pelo caso anterior, Xl}% =X18), &2 = X208y, -+ &r = Xr&rys &rit1 = X418, 115 -+ 5
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8n = Xng),. Assim, g =m- (X1g])(X285) - (Xug,). Finalmente, distribuindo as varidveis que
comparecem efetivamente em m entre os 7 mondmios X,-.gg, 1 <i < n, de maneira que ainda
resulte em mondmios livres de quadrados, concluimos a demonstracdo do lema. [

Lema 2.3.3. Suponhamosd =2. Dadog =g\ ---gn, comg; €V, > e dadas varidveis X, ..., X},
€ supp(g), com expoentes 2+ ry,...,2+ry, r; > 0 para 1 < i <k, entdo a matriz jacobiana
associada aos monémios g1, ..., g, admite ry + - - - + ry colunas constando em cada uma destas
exatamente uma entrada nao-nula.

Prova: Permutando os indices podemos supor

gl =X XXX com > 1, 1< j<n
Notemos que a uma varidvel em supp(g), com expoente 1, corresponde em O(gy,...,g,) uma
coluna com unico elemento ndao nulo. Deste modo, basta mostrar que pelo menos r; + - -+
varidveis das n — k variaveis X1, ..., X, t€ém expoente 1 em g. Primeiramente, temos ry +-- - +
r. <n—k. Defato,ser;+---+r; >n—kentio

A = 2k+ri+-Frg+r o+
> 2k+n—k+r +-+r.

Comor; >1,1<i<nm,seguequeryii+...+r,>n—k Assim,A >2k+n—k+n—k=2n,
o que contradiz o fato de g ter grau 2n. Para concluir, se apenas s varidveis, s < ry +-- -+ 1y,
dentre Xy 1,...,X, comparecessem com expoente 1, entdo as n —k —s > 0 varidveis figurariam
com expoentes > 2, donde

2n—k—s)+s

Fkp1 1 2
> 2(n—k)—s

€ consequentemente,

2k+ri 4 Frtre oo+ > 2k4+rn+. A +2n—2k—s
> 2n

uma vez que ry + - - -+ ry > 5. Isto € uma contradi¢do pela mesma razao descrita acima. [

Proposicao 2.3.4. Todo n-produto g = g1 ---g, de mondmios g; € V,, 4, d < n— 1, tem pelo
menos d + 1 varidveis distintas em seu suporte comparecendo com expoente > 2 (equivalente-
mente, no maximo n —d — 1 varidveis comparecem com expoente 1).

Prova: Seja g = g1 --- g, um n-produto nos mondmios livres de quadrado de grau d. Supon-
hamos por absurdo que

g=Xi - X,_g X a1 xn

n—d+1 no ap > 1, n—d+1<k<n.

Pelo Lema 2.3.2, podemos supor g1 = X181, ..., &1—d = Xn—q8n—q com g; € V, 4 ndo ad-
mitindo X, 1 < j <d —1, em seu suporte. Uma vez que as varidveis X;, 1 < j <d —1, figuram
efetivamente apenas nos n — d primeiros mondmios, os d mondmios restantes g, 4+1,---,8n €
V,,4 teriam suportes nas d varidveis restantes X,y 1, . ..,X,. Entdo, necessariamente g,_41 =
... = gn 0 que € uma contradicao pois um n-produto é composto por fatores distintos. []



CAPITULO 3

Algebras de Gauss monomiais e subconjuntos
reticulados de R”

3.1 Introducao

Seja A = k[g] C k[X,...,X,] uma dlgebra monomial de dimensédo n. Da relagdo fundamental
i1y sir gty Jr)(O(8) = ity - oo sir| 1y ey Jir] (Log(g))%, obtida no Lema 2.2.1, vemos
X

que um conjunto de geradores da dlgebra de Gauss G(A) é obtido pelos n-produtos divididos
pelo mondmio fixo X = X - - - Xj,. Mais ainda, tais n-produtos devem provir de mond6mios cujos
vetores reticulados associados aos seus respectivos expoentes sao linearmente independentes.

Seja Yer(G(A)) o conjunto de geradores da algebra de Gauss de uma dlgebra monomial
A = k[g] C k[X1,...,X,] (de dimensdo n) obtida como no pardgrafo anterior. A multiplicagio
dos elementos de Yer(G(A)) pelo mondmio X induz uma inclusdo de dlgebras G(A) — A. A
imagem de tal inclusdo € a k-subdlgebra de A gerada pelos n-produtos de g cujos vetores reticu-
lados dos fatores sdo linearmente independentes em R. Durante todo este trabalho denotaremos
esta inclusdo com a notacdo G(A) — A.

Seja Mon(A) C Mon(k[X1,...,X,]) o semigrupo dos mondmios de A. A restri¢do da apli-
cacdo

Log : Mon(k[X,...,X,]) — Z"

a Mon(A) € um isomorfismo de semigrupos sobre sua imagem S, gerada por Log(¥4er(A)) =
Log(g). Além disso, da inclusdo G(A) — A segue a inclusdo Log(Mon(G(A))) < S de semi-
grupos. Neste sentido, Log(Mon(G(A))) é o subsemigrupo de Z" C R” (mais precisamente de
S) gerado pelo conjunto de vetores reticulados de suporte {1,...,n} obtidos mediante somas
de n vetores linearmente independentes de Log(g).

Isto sugere uma versdo “reticulada” da Defini¢do 2.3.1. Mostraremos que a dlgebra de
Gauss de uma algebra Veronesiana satisfaz uma igualdade peculiar em termos de reticulados e
interiores relativos de politopos, que ndo se estende, em geral, a outras dlgebras de Gauss.

3.2 (iy,...,ir)-produtos em termos de reticulados

Lembremos que o suporte de um vetor v € R" é o conjunto supp(v) = {i : v; # 0}. Remetemos
o leitor ao Apéndice B para a terminologia e resultados basicos de geometria convexa, baseados
na referéncia [7].

A nog¢do de (iy,...,i,)-produtos puros (Defini¢do 2.3.1) admite a seguinte versao na termi-
nologia de reticulados em R”.

11
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Definicao 3.2.1. Seja K C Z" um conjunto de vetores reticulados em R”. Uma (iy,...,i,)-soma
em K € um vetor w € Z" que pode ser escrito na formaw =v| +---+4v,, para certos vy,...,v, €
K, com supp(w) D {i1,...,ir} e vi #vj, paratodo 1 <i,j <n,i# j. Uma (1,...,r)-soma é
chamada simplesmente de r-soma. Uma (iy,...,i,)-soma é dita pura se supp(vi + -+ +v,) =

(it i),

Introduzamos a seguinte notagao:
LIX.(K) ={vi+---+v, | vi,...,v, € Ksdo linearmente independentes sobre R }.

Seja A = k[g] C k[Xi,...,X,] uma k-dlgebra de dimensdo n gerada pelos mondmios g.
Pelo Lema 2.2.1 e seu coroldrio, um conjunto de geradores da dlgebra de Gauss G(A) C A
¢ dado pelos mondmios correspondentes aos vetores reticulados LIX, (Log(g)). Temos a in-
clusdo LIX,(Log(g)) C nconv(Log(g)) = conv(nLog(g)), onde nconv(Log(g)) é o miiltiplo
do politopo conv(Log(g)) considerado como uma soma de Minkowski com n parcelas iguais.

Lema 3.2.2. Se P C R" € um politopo reticulado tal que dim aff P =n—1 e lin P = R”" entdo
LIX,(PNZ") C relint(nP)NZ".

Prova: Sejax=v;+---+v, € LIL,(PNZ"). Entdo, por defini¢do, dim lin(vy,...,v,) =n.

Além disso,

X _vit-tn cp

n n
donde % € relint conv(vy,...,v,) C P (o baricentro de um r-simplexo vy,...,v,;| estd no inte-
rior relativo de conv(vy,...,v,41)). Se x € d nP entdo 5 € d P. Seja entdo F; = H; NP, onde
P=H N---NH, ,uma faceta de P tal que 7 € F|. Por defini¢do de face e ponto interior segue
que conv(vy,...,v,) C Fj donde R" = lin(vy,...,v,) C lin(F;) o que é uma contradi¢do pois
dim Fi =n—2. ]

3.3 Caso de uma algebra de Veronese

Seja 7,4 C R" o conjunto de vetores reticulados correspondendo ao conjunto de geradores
naturais da dlgebra Veronesiana de grau d em k[Xj, ..., X,|. Deste modo,

Tna={v=01, ) €ZL : |=vi+...+v,=d}.

Consideremos o politopo B, 4 = conv(7}, 4) cujos hiperplanos de suporte sdo os hiperplanos
coordenados H; = H™ (e;,0) juntamente com o hiperplano H = H" (1,,,d), onde 1,, = (1,...,1).
Para tal familia de politopos vale a reciproca da proposicao anterior.

Teorema 3.3.1. LIX, (P, 4NZ") = relint(nP, 4) N Z"

Prova: Basta mostrar a inclusdo relint(nP, ;) NZ" C LIZ,(P,4NZ"). Seja

x = (x1,...,x,) € relint(nP, 4) N Z"



3.3 CASO DE UMA ALGEBRA DE VERONESE 13

Entdo, x; > 0 e Y x; = nd. Existem dois casos:

Caso 1: x=(d,...,d). Pondo v; = de;, temos que vy, ..., v, sdo linearmente independentes
sobre R e }.v; =x com supp(x) = {1,...,n}. Logo, x € LIZ, (P, 4NZ").

Caso 2: x # (d,...,d). Neste caso, digamos, x; < d e x, > d > x;. Consideremos v =
(x1,d —x1,0,...,0) e seja x' = x —v;. O cone R". ¥, ; admite H" (e;,0) como um de seus
hiperplanos de suporte. Entao,

X elin(H" (e;,0)) = R""!
com |x'| = (n—1)d e x} > 0 para todo i, 2 < i < n. Deste modo,

X €relint((n—1)P,_; 4) C R

Pela hipétese indutiva, existem v, ..., v, na faceta H(e;,0) N P, 4, linearmente independentes,
tais que

172 R o :x/:x—vl
Entdo, x = vi +--- 4+ v,, onde vy,...,v, sdo linearmente independentes uma vez que v ¢
H(e;,0). O

Observacdo 3.3.2. Em geral, o politopo associado a uma dlgebra monomial k[g] é a envoltdria
convexa do conjunto de vetores reticulados Log(g), i. é., o politopo reticulado conv(Log(g)).
Tal interface, assim originada, entre dlgebra e geometria convexa combinatorial é bastante
proficua e determina um interressante diciondrio entre tais areas (Ver [7] e [20] para uma intro-
ducdo sobre estes topicos ).

Corolario 3.3.3. Sejak[7}, 4| adlgebra Veronesiana de graud emk[Xj,...,X,]. Entdo, G(k[7}.4])
¢ isomorfa a algebra k[relint(nP, ;) N Z"].
Prova: Tem-se P, 4 N Z" = ¥}, 4. Assim,
G(k[Vn.a) = k[LIZ,(¥.q)] = k[LIZ, (B, g N Z")] = k[relint(nP, 4) N Z"]. O
Consideremos a aplicacdo injetiva
D:Pna—1)— FPona , V—V+1,

Obviamente, Im & C relint P, ,4. Além disso, v € relint B, ,; implica v= (v—1,)+1, €
Im ®. Logo, Im & = relint B, ,4. Podemos concluir entdo que & € bijetiva sobre o con-
junto relint P, ,4. Em particular, lembrando que P, ;s NZ" = ¥}, 4, obtemos a seguinte aplicacdo
bijetiva

P,

n,n(d—1)

D Vpna—1) — relint(Byq) NZ"
Temos ainda que P, ;¢ = nb, 4. Assim,

%z,n(dfl) = (relint( nnd)ﬁZ ) 1,
= (relint(nP, 4)NZ") —
= LI%,(PgNZ")—1,

}’l

Acabamos de provar a seguinte:
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Proposicao 3.3.4. A digebra de Gauss associada a uma dlgebra Veronesiana é uma dlgebra
Veronesiana. Mais precisamente, G(k[¥},.4]) = k[ py(a—1))-

Observacao 3.3.5. O resultado acima foi obtido originalmente em [1, Proposition 3.2] por
métodos diferentes.

Exemplo 3.3.6. O Teorema 3.3.1 ndo vale para as algebras livres de quadrados consideradas
neste trabalho. Com efeito, seja
P =conv(Vs )

o politopo reticulado associado ao conjunto de pontos
V5o = {ei, +e,  1<ip<ip < 5}.

Evidentemente, PNZ> = V5., bem como V(P) =Vs,. O cone R, P tem as seguintes facetas:

X1+ X+ X3+ X +Xs > 0 : H*((—~1,1,1,1,1),0)
Xi—Xo+Xs+Xs4+Xs > 0 : H*((1,—1,1,1,1),0)
X1 +X—X3+X4+Xs > 0 : H*((1,1,-1,1,1),0)
Xi+X+X3—Xs+Xs > 0 : H*((1,1,1,—1,1),0)
Xi+X+X3+Xs—Xs > 0 : HT((1,1,1,1,—1),0)

xi > 0 1<i<n

Como se pode verificar nas desigualdades acima o ponto reticulado (4,3,1,1,1) estd no inte-
rior relativo do politopo SP. Entretanto, usando a natureza dos mondmios que constituem um
conjunto de geradores G(k[V,,»]), obtida no Teorema 4.3.5, vemos tal ponto ndo corresponde

sequer a um mondémio de G(k[Vs,]). Em geral, paran > 5, (n—1,3,1,1,...,1) estd no in-
terior relativo ao politopo conv(V,,»), mas seu mondmio correspondente ndo estd na dlgebra
G(k[Vn2])-

Seria interessante caracterizar os politopos reticulados nas condicdes do Lema 3.2.2 em que
ocorre a igualdade LIX,(PNZ") = relint(nP) NZ".



CAPITULO 4

Estudo de caso: a algebra de Gauss de |V, ;]

4.1 Introducao

Recordemos que k[V, 2] denota a dlgebra gerada pelos mondmios livre de quadrados de grau
dois em n varidveis. Esta dlgebra pode ser vista como o anel de arestas do grafo completo .7,
(ver Apéndice D para as nogdes da teoria dos grafos usadas aqui).

O caso em que n = 4 € tratado na secdo 4.2, pela sua particularidade. O restante do capitulo
¢ dedicado ao estudo da dlgebra de Gauss das dlgebras k[V, 5| paran > 5.

Na Subsecdo 4.3.1, focamos na natureza do conjunto de mondmios Yer(G(k[Vy2]), n > 5.
Recordemos que este conjunto é o conjunto de geradores obtido no Lema 2.2.1. O resultado
aqui é que para n > 5 vale a igualdade

Ger(G(k[Vy2]) = { g é um n-produto em Vng} = Mon>(n,n)

g
X;..X,

onde Mon?(n,n) designa o conjunto dos mondmios de grau n em n varidveis com suporte con-
tendo pelo menos trés varidveis. Na Secdo 4.3.2 deduzimos uma férmula fornecendo o nimero
de elementos do conjunto de geradores ¢ er(G(k[V, 2]) acima. Trata-se de uma expressao com-
binatéria fechada para a dimensao de mergulho de G(k[V, 2]) (ver Teorema 4.3.8).

Na Secdo 4.3.3 € introduzida a no¢do de dlgebra ondulada. Mostramos que a dlgebra de
Gauss G(k[V;2]) é uma dlgebra ondulada para n > 5. Na Se¢do 4.3.4, mostraremos que uma
algebra ondulada € polimatroidal (ver Apéndice C para o significado de polimatroidal). Como
consequéncia, obtemos que o dominio G(k[V},2]) é normal se n > 5.

Dada uma sequéncia a = (ay,...,a,) € 7l talque 1 <ay; <ax <...<a, <deuminteiro
positivo d tal que |a| =Y a; > d, a dlgebra

Ala,d) =k[X'||t| =det; < aj]

¢ chamada a dlgebra de tipo Veronese de grau d associada a sequéncia a. Estas dlgebras
foram extensivamente tratadas em [4] e [20]. O conjunto de vetores reticulados associados
aos ge radores naturais de A(a,d) é o conjunto de tipo Veronese dado por

,!Zf(al,...,an;d)Z{OCZ((Xl,...,(Xn)EZﬁ_ o <a;e |OC|=d}.

Tal conjunto satisfaz a propriedade forte da troca, portanto, é o conjunto das bases de uma
polimatréide discreta. Deste modo, o anel de tipo Veronese é normal e, consequentemente, é
um anel graduado de Cohen—Macaulay por [10, Theorem 1].

15
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O caso em que a; = 1, para todo 1 <i < n, fornece a dlgebra
A(a,d) = k[Xil-uXid ’ 1<ii<...<izg < I’l]

que, recordemos, foi designada na Sec¢do 2.3 como a dlgebra livre de quadrados de grau d em
n variaveis e denotada também por S, 4.

4.2 A excepcionalidade de G(k[V4])

Consideremos a algebra livre de quadrados de grau dois em 4 varidveis
Sap = k[Vao] = K[X1 X2, X1X3,X1X4,X2X3, X2 X4, X3X4)].

Lebramos que S4 > € o anel de arestas associado ao grafo .#4, aqui denotado para ser o grafo
completo de 4 vértices. Nesta identificacdo, a matriz de incidéncia do grafo .} coincide com
a matriz Log(¥er(S42)) de expoentes associada ao conjunto de monomios ¥er(Ss2). Assim,
das conclusodes obtidas na introdugdo ao Capitulo 3, o conjunto ¥er(G(S42)) é composto dos
mondmios cujos expoentes provéem da soma de 4 linhas linearmente independentes da matriz
de incidéncia de .#;. Ao todo, sdo (2) = 15 combinagdes possiveis de 4 linhas dentre as seis
linhas de Log(¥er(S47)). Dentre estas, sdo linearmente dependentes aquelas linhas cujas 4
arestas formam um ciclo. Em J#; temos somente 3 ciclos distintos com 4 arestas. Logo, a
dimensdo de mergulho da dlgebra de Gauss G(S42) é 15 —3 = 12. Denotando os vértices de
J4 por X1,X»,X3,X, obtemos um conjunto explicito de geradores da dlgebra G(S4):

(XX, X3, X3X1, X1 Xa} — XPXoX;
{X0X1,X1X3,X:X0, 00} — XiX3X3
(GX1,X1X0,X0X3, XX} — X1 XoX3
{X1X2, X0 X4, Xa X1, X1 X3} — XPXoXy
{XoX1, X1 X4, X4X0, X0 X3} — X1X5Xy
{XaX1, X1 X2, X0X4, Xa X3} +— X1 X0X]
{X1X3, X3 X4, Xa X1, X1 X2} — X2X3Xy
{XX1,X1 X4, X2 X3, X: X2} — X1 X3Xy
{XaX1, X1 X3, X3X4, X2 X2} — XXX
(50X, XX, Xa X0, X0 X1} — X3X3X4
{(GX0, X0 X4, XaX3,X3X1} — XoX5X4
{XuX2, X0 X3, X3X4, Xa X1} +— XoX3X7
{X1X,X,X3,X3X4, X4X1} — 0O

{X1X2, X0 X4, X4X3,X3X1} +— O

{(X1X3,X3X2, X0 X4, X4 X1} — 0O

onde as sequéncias de arestas a esquerda representam caminhos de ordem par no grafo .#4, ao
passo que os caminhos dando origem a 0 sdo os trés ciclos pares e correspodem ao 4-produto
XZX3X3X3. Assim,

G(Suz) =k [% ‘ g ¢ um 4-produto # XPX3X3XF |
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Note-se também que “er(G(S42)) é o conjunto de monémios de grau 4 em 4 varidveis, com
suporte tendo ao menos trés varidveis, exceto X;XpX3Xy. A caracterizacdo de um conjunto de
geradores da dlgebra de Gauss em termos de mondmios de certo grau tendo uma cota minima de
varidveis no suporte vale para o caso de dlgebras livres de quadrados de grau dois em qualquer
numero de varidveis (ver Secdo 4.3.1).

Proposicao 4.2.1. A aplicacao de Gauss
I' : Proj(Sa2) — - = Proj(G(Ss.))
é birracional.

Prova: Seja G(S42) — Sa. a inclusdo de algebras induzida pela multiplicagdo do monémio
X pelos elementos de Yer(G(S42) e seja B a imagem de G(S47) nesta inclusdo. Fixado um
mondmio g;; = X;X; € S4, existe um 3-ciclo C = {g1,82,83} cujo conjunto de arestas, aqui
denotado por E(C), ndo contém a aresta {X;, X;}. Entdo, o 4-produto g;;g182¢3 ¢ um mondmio
pertencente a G(S42). Seja grs = X, Xy # X;X; um monomio arbitrario em G(S42). Com res-
peito a aresta {X;, X} temos somente duas possibilidades:

a) A aresta {X;,X;} é uma das diagonais de .%,. Neste caso, se a aresta {X,,X,} (aresta
associada ao gerador g,s) ndo pertence ao conjunto das arestas do ciclo C entdo a fracdo

& _ 8rs-81-82-83

8ij  8ij-81-82-83
pertence ao anel

8

gi j.C
onde a notagdo g.C denota o produto do mondmio g com os mondmios correspondentes
as arestas que compdem o ciclo C. Por outro lado, se a aresta {X,,X;} pertence ao
conjunto E(C) analisemos as condi¢des da aresta {X,, X} coincidir ou ndo com a outra
diagonal de .#;. No caso afirmativo, seja {X;,X;} qualquer uma das duas arestas fora

do ciclo C e distinta de {X;,X;}. Seja C’ o caminho de .4 obtido pela operagdo entre
conjuntos (E(C)\ {X,,X;}) U{X;,X;}. Das igualdades

—1
g _ @) 8ik
8ij 8rs 8ij
~1

_ <81k-C'> gik-C

grsC’ g,-j.C’

8 ¢ K[ g

8ij 8ij-C
Se {X;, X} ndo é a outra diagonal, seja {Xj, X} a aresta ndo tendo vértices em comum
com a aresta {X,, X }. Entéo, o caminho C’ obtido pela mesma operacio entre conjuntos

K[ ‘gGger(B)g#gijC

segue que

‘ €Yer(B), g # gUC}.
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acima, (E(C)\ grs) Ugij, 6 tal, que de acordo com as igualdades
-
8rs _ (@) 81k
8ij 8rs 8ij
<gzk«C'>_l gik-C
g,SC’ g,-j.C ’

‘g € Yer(B),g # &iiC|.

resulta

B ¢ K[ §

8ij gij-C

b) A aresta {X;,X j} nao é uma das diagonais de .%;,. Como no item a) devemos analisar
a possibilidade da aresta {X,,X;} coincidir ou ndo com uma das arestas do ciclo C. O
caso em que {X,,X;} € E(C) é tratado de maneira andloga ao do item a). No outro caso,
podemos considerar uma aresta {X;,X;} tal que o caminho de arestas {X;,X;} U (C\
{X,,X;} U {X;,X;}) ndo seja um 4-ciclo. Seja C' o caminho com conjunto de arestas
(E(C)\{X,,X,} U {X;,X;}. Entdo, segue das igualdades

1
8rs _ (&) 8ik
8ij 8rs 8ij
1

_ (ng-C'> gi-C

grsC/ gij-C’

8
gij.C

que
8rs

8ij

EK[ E%er(B),g;«égijC].

Mostramos, assim, a inclusio de k-algebras

g
grs-C

8rs

8ij

“

%,X) # %X} | € K| 2| g e Ger(B), g # g

Como a inclusao G(S472) — S84 define a aplicagdo de Gauss

I' : Proj(Ss2) — — > Proj(G(S42)),

segue a birracionalidade de I" sobre a imagem de Gauss. [

4.3 Estudo de G(k[V,,2]),n > 5

4.3.1 GeradoresI

Denotemos por Mon*(r,d) o conjunto dos mondmios em r varidveis de grau d com suporte con-
tendo a0 menos s varidveis. Na se¢do anterior vimos que G(k[V42]) é gerada por Mon>(4,4) \
{X}. Nesta parte, mostraremos que, para n > 5, tem-se G(k[V,.2]) = k[Mon?(n,n)], o que pde
em evidéncia a excepcionalidade do caso n = 4.
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Lema 4.3.1. Seja gj, ...gi, um n-produto com fatores no conjunto {g;}1<i<, dos monoémios
livres de quadrados de grau 2 a n-varidveis. Se alguma varidvel no suporte de g;, ---g;, com-

parece com grau > 3, entdo ‘i}‘lil"; € Ger(G(k[V,2]))

Prova: Aplicaremos indug¢do em n. O caso n =4 foi provado na secdo anterior. Pelo Lema 2.3.3,
a cada varidvel X, do n-produto g;, - - - g;, com expoente 2 + a, correspondem a, colunas na ma-
triz Jacobiana cada uma das quais tem somente uma entrada ndo nula e esta €, necessariamente,
X,. Além disso, para cada uma dessas a, colunas a outra varidvel X, figurando na linha que con-
tém X, tem expoente 1 no n-produto. Suponhamos g;, = X, X;. Apliquemos a regra de Laplace
ao longo de uma dessas colunas, onde o cofator Ay, de X, (de ordem n—1 xn— 1) é, a menos
de sinal, a matriz Jacobiana da (n — 1)-upla {gi,, ..., &, - -,&i, }- Podemos supor que

gil".gin:X{]".Xr17]1Xn7 ri 23

n
Ora, um dos r;’s para j > 2 € > 2 pois, caso contrdrio, r| +n—1 = 2n, donde r; =n+1. Mas,
0 expoente maximo de uma varidvel em um n-produto dos mondmios livres de quadrados de

grau 2 a n-varidveis € n — 1. Assim, podemos supor r, > 2 e aplicar o argumento acima para
g, = &i, = X2X,. Deste modo,

det(®(gil PR 7gin)) — (_1)2nX2Ann
= deet(@)(gil yee s &8in ))

Mas, gi, -+~ g, =X/ 'errl . ~X,:”_’]1 ¢ um (n— 1)-produto com fatores no conjunto dos mondmios

livres de quadrados de grau 2 a n — 1 varidveis com r; > 3. Pela hipdtese indutiva,

X{’IX;Z_I .. ‘Xr,1,11
det(O(giy - +8i, 1)) = N
( (glla 7g1n—l>) X].~-Xn—l
donde
Tn—
XXX

det(@(gily-"7gin)): XIX -1

Proposicio 4.3.2. Se g = Xirl1 o -Xi:(", 3<k<n—1eYXr;=n,entiogc Ger(G(k[V,2])).

Prova: O suporte do mondmio X ... X, g contém pelo menos uma varidvel comparecendo com
expoente > 3. Assim, pela proposicdo anterior basta mostrar que tal mondmio € um n-produto.
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Temos
n—k fatores
1 +1 o
Xi...X,g = X{l1+ X I1 X;
je{l,...,n}\{il,....jk}
. ri—1 ri—1 ) 2 2
= (Xill "'Xikk . H XJ)'Xil"'Xik

(.

Je{l,..on\{i1,--ix}

(n—k)—produto

r=k—2

= §1"'§n—kXiIXi2'< I1 XirXin) Xi 1 Xi
r=1

N J/
-

k—produto

= §1§n

com g; um mondmio livre de quadrados de grau dois a n-variaveis. [J

No que segue, ndo faremos disting@o entre a aresta {X;,X;} de %, e o monoémio g;; = X;X;
de V,, 2. Além disso, se D = {gi, i»,---,&i, i } ¢ um caminho em ., denotaremos por ®(D) a
matriz Jacobiana dos mondmios correspondentes as arestas de D em sua ordem dada.

Em resumo, temos:

1. Ger(G(k[Vi2])) C{x%x g € n-produto} (Lema 2.2.1);

2. Ger(G(k[Vy2])) D Mon®(n,n) \ {X|Xz---X,} (Proposigdo 4.3.2);
3. X1X2X3X4 §§ ger(@(k[V472])) (Segﬁo 4.2).

Nosso objetivo é mostrar as igualdades

Ger(G(k[Vy2])) = Mon*(n,n) = {Xl gX

g é n—produto}
paran > 5.

Proposiciio 4.3.3. Sen > 5 entdo X1X;...X,, € Yer(G(k[Vp2])).

Prova: O argumento € de natureza combinatoria.

Consideramos primeiro o caso de n impar. O n-produto g = (X1X2)(X2X3)...(X,X;), in-
duzido pelo ciclo C = {X;,X,X3,...,X,,X }, fornece, segundo a convengdo feita, a matriz
Jacobiana ©(C) = (a;;) cujas linhas Ly, ...,L, se escrevem da seguinte maneira:

L = (X2,X1,0,...,0)

L, = (X,,0,...,0,X1)

Li = (0,...,0,Xi+1,Xi,O,...,O), 2§i§n—1.
~

1
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Desenvolvendo o determinante como forma multilinear, tem-se

O(C) = 5(01)ai6,(1) " * ngy (n) +5(02)@16,y(1) " * Anoy(n)s
onde s(0) denota o sinal de uma permutacdo o, 0] é a permutacdo identidade e o, é o ciclo de

ordem par (123...n).
Logo, ®(C) # 0 e, pelo Lema 2.2.1, segue que ®(C) = 2X1X>...X),.

Suponhamos agora n par e ponhamos n = 2k, k > 3. Consideremos o 3-ciclo C; = (1,2,3)
e o (n—3)-ciclo C; = (4,5, ...,n), que sdo disjuntos. Em correspondéncia a tais ciclos, temos,
respectivamente, o 3-produto (X;X>)(X2X3)(X3X1) e o (4,5,...,n)-produto (X4Xs)(Xs5Xs)- -
(X, X4) (ambos puros). Entdo, g = C;C, é um n-produto cujo determinante @(C;C,), desen-

volvido como no caso anterior, é (is(di))X 1...X,, onde
T
o = I, par
oy = (45...n) (que é par, pois n— 3 é impar)
o = (123) (par)

oy = (123)(45...n) (par, pois sdo ciclos disjuntos)
Logo, O(C1Cy) = 4X1X,...X,. O

Deste modo, para n > 5, € vélida a seguinte sequéncia de inclusdes:

Mon® (n,n) C Ger(G(k[Vy2])) C { gé n—produto}

XX,
Resta entdo mostrar que

8
XX,

Lema 4.3.4. O suporte de um n-produto de monémios livres de quadrados de grau 2 contém
pelo menos 3 varidveis distintas comparecendo com expoente pelo menos 2 (Isto €, no maximo
n — 3 varidveis comparecem com expoente 1).

gé n—produto} C Mon®(n,n).

Prova: Aplicamos a Proposi¢do 2.3.4 comn =2. [
Podemos agora enunciar o principal resultado deste capitulo:

Teorema 4.3.5. Sen > 5 tem-se

G(k[Vnpo]) =k [Mon3 (n,n)] =k [

XX, g én-produto} .

com tal conjunto de geradores minimo. []

Observacao 4.3.6. A minimalidade do conjunto de geradores acima decorre do fato que tal
conjunto é composto por mondmios de mesmo grau.

Corolario 4.3.7. A imagem da inclusdo de algebras G(k[V, 2]) — k[V,2] € gerada, como k-
algebra, pelos n-produtos de V,, ». [
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4.3.2 Dimensao de mergulho

Nas subse¢Oes anteriores vimos que

. A—1 sen=4
edlmG(SnQ):{ A sen>5 "

onde A denota a cardinalidade de Mon?(n,n).

Teorema 4.3.8. Seja A = #Mon’(n,n). Entdo

x:(znn_l)—(n—w(g)_n.

Prova: Basta lembrarmos que o nimero combinatério ( mrd ) expressa a quantidade de
monomios de grau n em d varidveis. Assim, na férmula acima, a primeira parcela quantifica
o numero de mondmios de grau n em n varidveis; a segunda, o nimero de monémios em n
varidveis de grau n com suporte de cardinalidade exatamente 2 e, finalmente, a terceira corres-
ponde aos n mondmios X{',.... X;. U

Observacao 4.3.9. Seja r um inteiro positivo fixado representando o nimero de varidveis de
um anel de polindmios. De acordo com a demonstra¢do do teorema anterior, o nimero com-
binatério A 4 = (d — 1) expressa a quantidade de mondmios em 2 varidveis de grau d com
suporte de cardinalidade exatamente 2. Do mesmo modo,

= (7))

quantifica o0 nimero de mondmios de grau d em 3 varidveis com exatamente 3 varidveis no
suporte. Indutivamente, podemos entio concluir que a férmula

d—1
A«nd:(r—’_d )—[r+lz,d<£>+"'+lr1,d(r11)]

fornece o nimero de mondmios de grau d em r varidveis com exatamente r varidveis no suporte.
Assim, fazendo d = n, poderiamos definir o inteiro A da seguinte maneira recursiva:

n—1
A= ()

i=3

com
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4.3.3 Geradores II. Algebras onduladas

Nesta se¢do estaremos sempre supondo a dlgebra de Gauss G (S, 2) imersa em S, » mediante o
monomorfismo de dlgebras induzido pelo produto dos elementos de Zer(G(S,2)) por Xi...X,.

Com a identificagdo usual, o conjunto “er(G(S42)) coincide com o conjunto de vetores
reticulados v da formav=(2,2,2,2)+¢;—e; comi e j distintos variando no conjunto {1,2,3,4}.
Isto poderia ser o indicio de que, em geral, Yer(G(S,2)) satisfizesse a “propriedade da troca”
que caracteriza um conjunto reticulado como o conjunto das bases de uma polimatréide dis-
creta. Acontece que Yer(G(S,2)) ndo é polimatroidal (ver Exemplo 4.3.15), contudo, existe
um principio geral do qual gozam os geradores de G(S, ) nesta nova maneira de aborda-
los. Seja e; o vetor reticulado de i-ésima coordenada 1 e demais coordenadas nulas. Se v €
Log(Mon?(n,n)) entdo v+ 1,, tem a forma

2.1, —i—Zaiei — Zajej

iel jeJ

onde I,J C {1,...,n}, INJ=0,0<a; <n—3paratodoi€l, 0<a; <1 paratodo j€J,
#J<n—3e) a;—Y a;j=0. O objetivo desta secdo € mostrar que o conjunto de todos os vetores
obtido por meio destas “perturbacdes” no vetor 21,, satisfazendo tais condi¢des, caracteriza o
conjunto Yer(G(S,2)). Isto leva-nos a seguinte nogdo, que serd de relevancia a seguir:

Definicao 4.3.10. Seja v € Z" um vetor reticulado e sejam dados dois vetores reticulados nao-
negativos w,w_ € Z', de suportes disjuntos. A ondulagdo em v de onda #,,+,, =wt —w_
€ o vetor reticulado

Ww+7w_ (V) =v+ Ww*,w_ .

Os vetores w' e w_ sdo chamados, resp., os vetores de amplitudes positivas e negativas da
ondulag@o. A ondulagdo € dita negativa, positiva ou plana conforme o médulo da onda |+ ,, |
seja negativo, positivo ou nulo.

Observacio 4.3.11. Sejav € Z". Podemos gerar ondulagdes a partir de um vetor fixado a € Z'}
do seguinte modo: para cada dois subconjuntos disjuntos 7,J C {1,...,n} com IUJ = supp(a)
associamos a ondulacdo

i) =v+ Y (a)ei+ Y (—a))e;
i€l jeJ

de onda #7; = Yic/(ai)ei + L jes(—aj)e;j. O caso vazio associamos a ondulagio nula.

O comprimento positivo e o comprimento negativo de um vetor a = (ay,...,a,) € R" sdo,
respectivamente, os inteiros nao negativos

(t(a) = #{i : a; >0}
(~(a) = #{i : a; <0}

Em particular, podemos falar do comprimento positivo (resp. negativo) de uma onda %, ,, :
a saber, {7 (#,,+,, ) =#Supp(w™) (resp. £~ (#y,+,, ) = # Supp(w_)).
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Sejam u,v € Z". Denotaremos por #; j(u), i # j, a ondulacdo em u de onda % j = —e; +e;.
De outro modo, verificando-se previamente as desigualdades u; > v; e u; < v; denotaremos por
#; j(u,v) a ondulagdo em u dada por u — e; + e;. Assim, na ondulagdo #; ;(u,v) sobre u estdo
implicitas as condi¢Oes u; > v; € u; < v; envolvendo as i-ésimas e j-€simas coordenadas de
ambos os vetores u e v. Tais ondulagdes sdo denominadas polimatroidais em conformidade
com a teoria de polimatréides discretas (ver Apéndice C).

Proposicdo 4.3.12. Sejam u,v € 7' com |u| = |v|. As ondulag¢ées polimatroidais #;j(u,v)
satistazem as seguintes propriedades:

1. #supp(u) > #supp(#; j(u,v)) se e somente seu; =1 eu; > 1.
2. #supp(u) = #supp(#; j(u,v)) se e somente seu; >l euj>1ouu;=1eu;=0.
3. #supp(u) < #supp(#; j(u,v)) se e somente seu; > 1 euj=0.

4. Se supp(u) C supp(v) entdo #supp(u) < #supp(#; j(u,v)) qualquer que seja a ij-ondula-
¢do possivel entre u e v.

Prova: A seguir (e somente durante esta demonstracio) os simbolos A, V e ~ serdo usados de
acordo com a simbologia usual da légica simbdlica. Por hipétese, as coordenadas de ambos
vetores u e v sdo ndo-negativas. Pela defini¢do, numa ondulagdo polimatroidal % j(u,v) as
condigOes u; > v; e u; < v; sdo verificadas. Assim, u; necessariamente € positivo, isto €, u; >
1. Além disso, desde que ondulagdes polimatroidais % j(u,v) alteram somente a i-ésima e
Jj-ésima coordenadas de u podemos nos fixar somente nestas duas coordenadas. Considere
P.q,1,s as seguintes e respectivas proposi¢des (logicas): u; > 1, u; <1, u; =1 e u; =0. Deste
modo, o item 2 pode ser expressado do seguinte modo:

#supp(u) = #supp(#; j(u,v)) seesomentese (pAg)V (rAs).

Tal proposi¢do € evidente de acordo com as definicdes de suporte e de ondulagdo polimatroidal.
Temos entdo verdadeiro que

#supp(u) # #supp(#; j(u,v)) se e somente se ~ [(pAq)V (rAs)].
onde a proposi¢do a direita € equivalente a
[(~ pA~ )V (~gh~ )]V [(~ pA~s)V (~ gh ~s)].
Como r equivale a ~ p e s equivale a ~ g a proposi¢ao acima reduz-se a
(~gh~r)V(~ pAes)

que significa, de acordo com as convengdes acima: (u; =0 e u; > 1) ou (u;=1 e u;>1).
A condicdo (#j =0 e u; > 1) equivale ao item 3 e a condigdo (u; =1 e u; > 1) equivale ao
item 1. O item 4 prova-se de acordo com a seguinte sequéncia logica:

#supp(u) > #supp (¥ j(u,v)) ite:m>1 uj = 1(> v;, definicdo de % j(u,v)) e uj > 1
— vi=0eui=1>0
= supp(u) ¢ supp(v) U
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Dados dois conjuntos A e B denotamos para A LI B a unido disjunta (isto €, a concatenacao)

de A e B. Dado r € Z"_, denotamos [r] e [[r]] para representar, resp., os conjuntos {1,...,r} e
{0,1,...,r}. Sejar = (ry,...,r,) uma n-upla de inteiros ndo-negativos. Definimos os seguintes
conjuntos:

A[r] = [rl] X ... X [}’n]

AHrH = [[rl]] X ... X [[l’n”

Definimos ainda Ay = A X ... X A, o produto cartesiano de n fatores envolvendo uma
combinagdo qualquer entre os fatores de Ay e Ay

Sejamr = (ry,...,r,) s = (s1,...,5,) duas n-uplas de inteiros ndo-negativos e sejam A, =
ApX...XA,eAg=Bj X...x B, como acima. Denotemos A V Ag para ser o seguinte conjunto:

Ar\/AS = Al |_|Bl X ... XAn uBn.
Assim, dado S C Z", podemos definir a seguinte aplicagado:

Paa: (ArVAg) xS — "
(a,v) — (vitay,...,vptay)

onde v;+a; =v;+a; se a; € A;ouv;ta; =v;—a;sea; € B;. Aimagem de #j_ a, € o conjunto
das ondula¢des em S de amplitudes positivas méximas A" = r e amplitudes negativas mdximas
A_=s.

Denotamos ainda por Fy, (S) o subconj:unto da imagem de #j, a, constituido pelas
ondulagdes planas. Se Ay = Ay, escreveremos simplesmente %, em vez de #j, s, e F Wy, em
vez de FWAr, .

Definicao 4.3.13. Fixado um conjunto de amplitudes A,V Ag, a k-dlgebra ondulada centrada
emv € 7" é a subdlgebra de Laurent

K[V aca (V)] = k[X*|a € Wy, a,(v)]-
Denominamos ainda a dlgebra

kFyy, 2 W] =KX :a€Fy, , (v)]
de dlgebra ondulada plana centrada em v.

Observacao 4.3.14. Seja Ay VA, Ay =A1 X... XA, e Ag =By X... X B,, um conjunto de
amplitudes. Se existir i, 1 <i < n, tal que A; = [r;] e B; = [s;] entdo acrescentamos o atributo
perfurada a algebra ondulada pelo fato do mondmio correspondente ao vetor v nao pertencer a
mesma.
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Exemplo 4.3.15. Usando o homomorfismo injetivo de k-dlgebras G(V4 ) < k[V4 2] obtivemos
anteriormente que

Log(¥9er(G(k[Va2]))) = {(3,2,2,1),(3,2,1,2),(3,1,2,2),(2,3,2,1),(2,3,1,2),(1,3,2,2)
(2,2,3,1),(2,1,3,2),(1,2,3,2),(2,2,1,3),(2,1,2,3),(1,2,2,3).}

Logo, G(k[V42]) ndo € o anel de base de uma polimatréide discreta. De fato, v = (3,2,2,1) e
u=(1,2,2,3) pertencem ambos ao conjunto de vetores reticulados Log(“er(G(k[V4]))) com
vi =3 > 2 =uy e us > v4 (Unica desigualdade reversa restrita possivel entre as coordenadas de
u e v) e, no entanto,

v—ej+es=(2,2,2,2) ¢ Log(Yer(G(k[Va2])))-

Contudo, G(k[V4>]) € uma dlgebra ondulada plana perfurada centrada em (2,2,2,2) de am-
plitudes A; = Ag = [1] x [1] x [1] x [1] e ondula¢des de comprimento negativo igual a 1. Em
simbolos, lembrando que 1, = (1,...,1), temos:

G(V472) = k[%7](2,2,2,2) : 7/]71 EF%I4](2,2,2,2) com 57(7/[7]) = 1]
= k[%,j(2,2,2,2) 1< l,]Sn]

Sejamr = (n—3,...,n—3) es = (1,...,1) dois conjuntos de amplitudes com n coorde-
nadas, n > 5. Considere a dlgebra ondulada plana k[%], centrada em v = (2,...,2), onde

%:{%,1(27-"72‘)6]}?7//; (2772)’67(7/[,‘/)§n_3}

(GIRIC)
Teorema 4.3.16. A algebra de Gauss de S, >, n > 5, imersa em S, » mediante o homomorfismo

injetor G(Sy,2) — S, se identifica com a dlgebra ondulada plana k[98]. Mais precisamente,
Ger(G(Sy2))+1, = 2.

Prova: Pelo Teorema 4.3.5 temos “er(G(S,2)) = Mon?(n,n). Seja v € . Por definigio,
v=1(2,...,2)+wcom |[w =0¢e ¢ (w) <n—3. Como o vetor de amplitudes negativas
é 1, segue entdo que v — 1, € Mon3(n,n). Assim, % — 1, C Mon>(n,n). Por outro lado,
Mon?®(n,n) +1, C 4. Logo, % — 1, = Mon?(n,n). Deste modo, através do homomorfismo
injetor G(Sy,2) < S,2 concluimos que a dlgebra de Gauss de S, », paran > 5, se identifica com
a dlgebra ondulada plana k[%]. O

4.3.4 Normalidade

As duas primeiras caracterizagdes para 4er(G(S,2)), n > 5, ndo evidenciam a normalidade
das as dlgebras G(S,2). Entretanto, usaremos a tltima, obtida na se¢do anterior, para este fim.
Seja A = k[V42] C k[X1,X2,X3,X4]. Supondo G(A) C A temos

Ger(G(A)) =k[#;(2,2,2,2) : i, € [4]] = LIX4(Log(¥er(A)).
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Assim, (2,2,2,2) ¢ Log(4er(G(A))). No entanto, se v € Log(¥er(G(A))) entdo existem
i,je{1,2,3,4},i+# j, tal que v = (2,2,2,2) +¢; — ¢;. Reciprocamente, (2,2,2,2) +e¢; —¢; €
Log(¥4er(G(A))) quaisquer que sejam i,j € {1,2,3,4}, i # j. Este processo é reminiscente
dos atributos de um conjunto de bases de uma polimatréide. Na verdade, o conjunto de ve-
tores reticulados {#} ;(2,2,2,2) : i,j € [4]} seria o conjunto das bases de uma polimatréide
se (2,2,2,2) € {#; (2,2,2,2) : i, j € [4]}. Deste modo, a operacdo LIX,(S), com S C Z',, em
geral ndo preserva o atributo de um conjunto de bases de uma polimatréide discreta.

Seja B = k[9er(G(A))),X1X2X3X4] a k-dlgebra gerada pelos geradores de G(A) e o mo-
nomio X = X;X>X3X4. Mostremos que (G(A)) = B, onde (G(A)) denota o fecho inteiro de
G(A) em seu corpo de fragdes. Note que X = X;X>X3Xy4 estd no corpo de fragdes de G(A)-
por ex., X = (X2XoX3 - X1 X2X?) /XXXy — e, por outro lado, € inteiro sobre G(A) — de fato,
X% = X?X,X3 - X,X3X7. Assim, G(A) C B C G(A). Mas, B é inteiramente fechado desde que

Log(“er(B)) = (LIZ4(Log(“er(A))U(2,2,2,2))

é o conjunto das bases de uma polimatréide discreta. Logo, (G(A)) C B= B donde (G(A)) = B.
Veremos em seguida que a dlgebra G(S,,2) é normal paran > 5. De fato, vamos mostrar que
a dlgebra de Gauss de uma dlgebra livre de quadrado de grau 2 em n varidveis, k[Vnyz], n>>5,¢€é
o anel das bases de uma polimatréide discreta. Segue entdo por um resultado de Herzog-Hibi
que G(k[V,2]) é normal (logo C-M por [10, Theorem 1]).
Lembramos que uma ondulagéo polimatroidal % ;(u,v) é uma ondulacdo da forma % ;(u)
onde se verificou previamente as desigualdades u; > v; e u; <v;.

Proposicao 4.3.17. Sejam A = [[r1]] % ... X [[ra]] € Ay = [[s1] X ... x [[sn]] conjuntos de
amplitudes e v € Z". Entao, FWAH A (v) satisfaz a propriedade forte da troca.

Prova: Basta mostrar que dados u,w € Fy, (v) tem-se #; j(u,w) € IFy//A ( ) qual-

(IR (GIREIS)

quer que seja a ondulacdo polimatroidal possivel envolvendo u e w. Seja

Wiy (v —v—l—Zae, Zajej

icl jes

uma ondula¢do em %[[r“’ A[[s]]( v). Por defini¢do, /UJ = [n] (unido disjunta), 0 < a; < r; e
0<b;<s;. Entdo, # j(#1,4(v)) & Wa Ay (v) seesomentese j€leaj=rjouicJeb;=s;.
Mas, estes sdo os inicos casos que nao ocorrem quando %; j(#;.4(v)) é polimatroidal. Assim,
0 conjunto %[[rH’ Al (v) contém todas as possiveis ondula¢des polimatroidais envolvendo dois
vetores arbitrdrios diferentes. Em particular, como FWAH A (v) C WAH‘"H’ Ag) (v), temos que
ri’ S
Wi j(W1,(v)) € Way.ap (v) qualquer que seja a ondulagdo polimatroidal %7, j(#7,(v)) com
Wi g(v) eF WAl H( v). Como ondulag¢des polimatroidais sdo planas e uma ondulacgéo plana

de uma ondulagéo plana ainda é plana temos % ;(#1,(v)) € FWAH . (v) qualquer que seja a

ondulagdo polimatroidal possivel envolvendo o vetor #7 ;(v). Isto conclui a demonstrtagdo. [J

Corolario 4.3.18. Algebras onduladas centradas planas sio normais.
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Prova: Conjuntos reticulados com vetores de mesmo médulo satisfazendo a propriedade forte
da troca é o conjunto das bases de uma polimatréide discreta e o anel de base de uma polima-
tréide discreta € normal (ver Apéndice C ). [J

Proposicao 4.3.19. Sejam A;, As dois conjuntos de amplitudes com s; = 1 para todo i, 1 <
i < n. Sejav um vetor reticulado em R". Se k é um inteiro ndo negativo tal que k < n entao o
conjunto de vetores reticulados By = {Fy, , (v) €~ (¥, .A,) < k} satistaz a propriedade da
troca.

Prova: Sejam u; = v+ wj e up = v+ wy duas ondulagdes planas em v tais que £~ (w;) < k.
Note que
C(w)—1<l (w—ei+ej) <l (w)+1

qualquer que seja aondaw com £~ (w—e;+e;) ={¢" (w)+1seesomentese w; =0ew; # —1.
Assim, podemos supor £~ (w;) = k. Considere uma coordenada i tal que v; +wy; > v; +wp;. Se
wi; # 0 entdo

C(Wij(ur,uz)) =€ (wi —eitej) <L (wi) =k

e u—e+ej € % qualquer que seja a ondulagio polimatroidal #;;(u,v). Se wi; = 0 entdo
wy; < 0. Como ¢~ (wp) <k=1/¢"(w;) tem-se

f_(W21,...,W2i,...,W2n) <k-—1 <k:€_(W11,...,W1,‘:O,...,Wln)

Existe entdo um j tal que wp; > 0 e wi; = —1. Assim, wp; > wy; = —1 donde v; +wy; >
vi+wijcom #;(ur,uz) € Py Isto conclui a demonstragao. [

Corolario 4.3.20. Para n > 5 a algebra G(k[V,,2]) é normal. Para todo n > 5, a dlgebra
G(k[Vp2]) €, portanto, Cohen—Macaulay.

Prova: Pela proposicdo anterior, o conjunto & = %,_3 satisfaz a propriedade da troca,
logo, € o conjunto das bases de uma polimatréide discreta e, consequentemente, normal (ver
Apéndice C). [J

4.3.5 Birracionalidade

Recordemos o isomorfismo de dlgebras obtido no Corolario 4.3.7 mediante a multiplicagdo pelo
monomio X. Tal inclusdo € a inclusao de dlgebras associada a aplicacdo de Gauss da variedade
projetiva parametrizada pelos monomios livre de quadrado de grau 2 em n varidveis. Deste
modo, se B C S, 4 € a inclusio da dlgebra de Gauss mencionada acima entdo a igualdade dos
corpos de fragdes k(B) e k(S, 4) implica a birracionalidade da aplicacdo de Gauss. Lebramos
ainda que a dlgebra B imersaem S, 4, n > 5, € gerada em grau 2n pelos n-produtos no conjunto
V.2 de geradores de S, ».

Teorema 4.3.21. A aplicagdo de Gauss I : Proj(S,2) --+ Proj(G(S,2)) € birracional para todo
n>4.



4.3 ESTUDO DE G (k[V,2]),n > 5 29

Prova: O caso n = 4 foi verificado na se¢do 4.2. Assim, podemos supor n > 5. E sufi-
ciente mostrar que, para todos i < j € {1,...,n}, a dlgebra k[;gl’—))((j | 1 <r < s <nestd contida
em algum transformado monoidal da dlgebra k[g|g é n-produto em V;, »]. Fixado X;X; consi-
deremos um subgrafo H gerador de .%;, com n arestas incluindo {X;,X;}. Entdo, o subgrafo
H =H\ {X;,X;}, obtido pela remogdo da aresta {X;,X;}, é ainda um subgrafo gerador de ./,
com n — 1 arestas. Neste caso, afirmamos que

XrXs g

= ‘ g € n-produto em V,, »
X;H ]

k

1

1§r<s§n] Ck

XiX;

onde H denota também o produto das arestas que compdem H. Ora, dado X, X, € Sn2, se

X.X; ¢ E(H) entdo ;’igj = ))((’;Sjg Se X, X; € E(H), consideramos uma aresta {X;, X, } ¢ E(H ).

Entao,

_1 -
XX, (Xle.H’> X,X,,.H

XX,  \ X.X,.H' X;X;.H

onde H' é o produto das arestas de E(H) \ {X,,X;}. Isto conclui a demonstra¢do. [






APENDICE A

Algebras Monomiais

Seja k um corpo de caracteristica zero. Denotemos por Z o conjunto dos inteiros € Zy o
conjunto dos inteiros ndo-negativos. Um mondmio de Laurent nas variaveis Xi,...,X, ¢ um
produto X;"...X» = X® onde a = (ay,...,a,) € Z". O suporte de um mondmio X;".. X =
X® ¢ o conjunto supp(X?) := {X; : a; #0}. O anel (dos polindmios) de Laurent é o anel
k[Xl,...,Xn,Xl_l,...,X,jl] = k[X,X~!] com a estrutura subjacente de k-médulo livre gerado
pelos mondmios de Laurent. Assim, um polindmio de Laurent f admite uma expressao tnica
na forma f = Y g 2aX®. O suporte de f é o conjunto supp(f) := {a € Z" : Ay # 0}.
Um subanel R C k[X,X‘l] ¢ chamado uma dlgebra monomial se for uma k-algebra gerada
por mondmios de Laurent. Adicionamos o adjetivo “positiva” quando a k-dlgebra monomial
¢ gerada por mondmios habituais com expoentes ndo negativos. Neste trabalho sé intervém
algebras monomiais positivas finitamente geradas.

Um semigrupo é um conjunto ndo-vazio S munido com uma operacao * associativa e tendo
um elemento neutro, i.€., existe e € S tal que e xx = x para todo x € S.

Lembramos que um mondide é um semigrupo' comutativo em que vale a lei do cancela-
mento s+x=t+x=s=t1,Vs,t,x €S. Um mondide S € dito ser finitamente gerado se existem
ai,...,ar €S, chamados geradores, tais que S = Z.a; + ...+ Za,. Um conjunto de geradores
¢ chamado minimal se nenhum de seus elementos € gerado pelos outros.

Denotemos por R o conjunto dos nimeros reais. Um vetor v € R" é chamado reticulado
se v € Z". Um conjunto ¢ € R" € dito ser um cone reticulado se existem vetores reticulados
Vi,...,vrtaisque 0 = Riv; 4 ... +Ryv,.. O lema de Gordan garante que se 0 € um cone reti-
culado em R" entdo o mondide ¢ N7Z" € finitamente gerado (ver [7], p. 154). Os mondmios de
Laurent formam um grupo multiplicativo e a aplicacio ¢ : Z" — k[X,X~!] que ao vetor retic-
ulado a = (ay,...,a,) associa 0 monémio X? é um isomorfismo de grupos. O homomorfismo
inverso € denotado por Log. Tais consideracdes constituem os ingredientes para a constru¢ao
de variedades téricas. Para mais detalhes ver [7], [8] ou [3]. Sejam Xa,Xb dois mondmios de
Laurent. Usaremos a notacdo ;é—,a, :=X2.X"P = X" Dizemos que X? divide X" se ;g—: € k[X],
i.é,a—beZ" =(Z)".

'Um semigrupo é um conjunto nio-vazio S munido com uma operacdo * associativa e tendo um elemento
neutro, i.€., existe e € S tal que e xx = x para todo x € S.
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APENDICE B

Geometria Convexa

Um conjunto X C R” € dito ser convexo se, para quaisquer x,y € X, o segmento de reta
X, y] ={Ax+(1—=A)y : 0<A <1}

estd contido em X. Sejam xi,...,x, € R”. Uma combinagdo linear A;x; + ...+ Ax, tal que
Ai>0(1<i<r)eYA; =1¢échamada uma combinacdo convexa de x,. .. x,. Se a condi¢ao de
positividade dos coeficientes for relaxada a combinac¢do é chamada afim. Neste caso, os pontos
Y Aixi,x1,...,x, sdo ditos afinamente dependentes. Se x,xp,...,x, ndo sdo afinamente depen-
dentes, dizemos que eles sdo afinamente independentes. Os coeficientes em uma combinagao
afim de pontos afinamente independentes sdo chamados de coordenadas baricéntricas. Dado
um conjunto M C R”" denotamos por conv(M) para ser o conjunto de todas as combinagdes
convexas de pontos em M e o denominamos de completamento convexo de M. Analogamente,
aff(M) denota o conjunto de todas as combinagdes afins de pontos em M e é chamado comple-
tamento afim de M. Tem-se M C conv(M) C aff(M). Um politopo é o completamento convexo
de um conjunto finito de pontos em R". Se M = {xj,...,x,} é afinamente independente, o
politopo conv(M) é denominado um (r — 1)-simplexo e dim conv(M) = dim aff(M) = r — 1.
Se M C R", existe um tdnico subespaco vetorial V de R” tal que aff(M) = xo+ V para algum
xo € R". A dimensao de aff(M) € definida como a dimensao vetorial de V. Se C é um conjunto
convexo entdo define-se dim C = dim aff(C).

Um conjunto convexo C C R" é chamado cone se é ndo vazio e fechado com respeito a
multiplicagd@o por escalares positivos, isto €, se x € C entdo Ax € C para todo A € R;. O cone
gerado por um conjunto C C R" &, por defini¢do, o conjunto

RIC={Av : >0, xeC}
Dado um vetor ndo nulo a € R” e um escalar b € R define-se o hiperplano
H(a,b) ={xeR" : (x,a) =D}
Os dois semi-planos fechados de R” delimitados por H(a,b) sdo
H'(a,b) ={x€R" : (x,a) >b} e H (a,b)={x€R" : (x,a) <b}

Um poliedro convexo ou conjunto poliedral € a interse¢do de um nimero finito de semi-
planos fechados de R". Politopos sdo também caracterizados como conjuntos poliedrais limi-
tados, ver [7, Theorems 1.4, 1.5]. Um hiperplano H € chamado um hiperplano de suporte de
um conjunto convexo fechado K C R"se KNH #0e K C H" ou K C H™. Se H é um hiper-
plano de suporte de K, o conjunto F = H N K é chamado de face. Por convencdo 0 e K sdo
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chamados faces improprias de K. As faces sdo ainda conjuntos convexos fechados. Uma face
de dimensao k é chamada uma k-face de K. Um vértice é uma O-face, uma aresta é uma 1-face
e uma (dim K — 1)-face € chamada de faceta.

Recordemos ainda a no¢ao de soma de Minkowski.
Dados dois conjuntos quaisquer M,N C R" define-se a soma de Minkowski (ou simples-
mente a soma) de M e N como sendo o conjunto

M+N={x+y:xeM,yeN}
Analogamente pode-se definir os seguintes conjuntos:
AM ={Ax : x€ M} (o muitiplo de M pelo ntimero real 1)

MM+ ... AM, = {Z Aix; © x; € M;} (uma combinacdo linear de My,...,M,)
Para A € Z-otem-se K+...+ K = AK.
—_——

Avezes

Proposicao B.0.22. a) Se K, L sdo ambos convexos, convexos fechados ou convexos com-
pactos entao K + L é convexo, convexo fechado ou convexo compacto, respectivamente.

b) Se F é uma face de K + L entio existem faces Fg, F; de K e L, respectivamente, tais
que F = Fg + Fp. Em particular, cada vértice de K + L é a soma de vértices de K, L,
respectivamente.

c) Se K, L sdo politopos entdao K + L é um politopo.
d) Se K, L sio reticulados entdo K + L é reticulado.

Prova: Ver [7, Theorem 1.5].
Encerramos este apéndice com a no¢ao de interior de um politopo.

Definicao B.0.23. Seja P C R" um poliedro. Entdo, x € P é chamado um ponto interior
de P se x estd no interior de P, considerado como um subconjunto do espago topoldgico
L = aff P. (Onde L ¢ visto com a topologia induzida de R".) O conjunto de pontos interi-
ores é denotado por relint P. Por convenc@o se P = {x} entdo relint P = P. A fronteira de um
poliedro P denotada por dP, significa a fronteira de P considerado como um subconjunto de
L = aff P. Assim, dP = P\ relint P, desde que P é um subconjunto fechado de L.



APENDICE C

Polimatroides Discretas

C.1 Polimatroides

Lembremos o conceito de matréide. Seja [n] = {1,2,...,n} e 2" o conjunto das partes de [n].
Uma matréide .# em [n] é uma colegdo ndo vazia de elementos, denominados independentes,
do conjunto 211 satisfazendo aos seguintes axiomas:

M;. Se F; € .# entio 2f' C ..
M,. Se F1,F, € # ¢ |Fi| < |F»| entdo existe x € F> \ F) tal que Fj Ux € ..

Os elementos independentes maximais com respeito a inclusdo sdo chamados de bases. O
conjunto das bases é denotado por Z(.#). Segue de M, que quaisquer duas bases de uma
matréide .# tém mesma cardinalidade. Denotamos a cardinalidade de um conjunto I C [n] por
#1. O conjunto das bases de uma matréide .# € caracterizado pela propriedade da troca. Mais
precisamente, uma cole¢do £ C 2l ¢ o conjunto das bases de uma matréide .# se e somente
se para quaisquer By,B; € %, tem-se #B] = #B; e se x € B] \ B, entdo existe y € B, \ By tal
que (B; \ x)Uy € A.

Sejam ey, ...,e, os vetores da base candnica de R”. A todo subconjunto F C [n] pode-se
associar o vetor reticulado Y ;- e;. Isto permite dar uma representacdo matricial de qualquer
matréide .# no conjunto dos (0,1)-vetores. Vejamos o que ocorre com o conjunto dos vetores
linha correspondentes ao conjunto das bases % (.# ) da representa¢do matricial de .#. Sejam
ve u (0,1)-vetores representando as bases B; e B, respectivamente. Se i € By \ B, entdo v; = 1
eu; =0. Atroca (B; \ i)Ujcom j € By \ By significa fazer a operagdo v —¢; + ¢ e este vetor
ainda representar uma base. Assim o conjunto B dos (0,1)-vetores representando o conjunto
das bases de uma matrdide deve satisfazer a seguinte propriedade de troca:

Se v,u € B entdo sempre que v; = 1 e u; = O existe jtalque u; =1lev;=0comv—e;+e; €B.

A versdo do pardgrafo anterior para subconjuntos compactos de R” é o que se chama de
polimatroéide.

Dados dois vetores u,v € R, escrevemos u < v se v—u € R’ . Escrevemos ainda u < v se
u <veuz#v. Dizemos que u é subvetor de v se u < v. O inteiro |u| = Y u; associado a um
vetor u € R" é chamado o médulo de u. Finalmente, denotamos

uVyv = (max{ur,vi},...,max{u,,v,})

uANv = (min{uy,vi},...,min{u,,v,})
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Defini¢do C.1.1. Um polimatréide no conjunto [r] é um subconjunto compacto ndo vazio &2 C
R" chamado conjunto de independentes tal que

P1. todo subvetor de um vetor independente € independente;

P2. seu,v € & com |v| > |u

, entdo existe um vetorw € Z talque u <w <u V v.

O conjunto das bases de uma polimatréide & C R”", denotado por Z(Z?), é o conjunto
constituido de todos os vetores em & maximais com respeito a relagdo de ordem < dada
acima. Deste modo, um vetor v estd em (%) se e somente se v € & e ndo existe u € &
com u > v. Usando P, pode-se mostrar que duas bases quaisquer em & tém mesmo mdédulo.
Este inteiro comum ao conjunto das bases de uma polimatréide &2, denotado por rank &, é
chamado o posto de /. Polimatréides s@o politopos tendo como uma de suas faces o conjunto
das bases de hiperplano suporte

n
{x=(x1,...,x0) €R" : } x;= rank & }
i=1

(ver [24, p. 340] ou [9, Proposic¢do 1.2]). Um polimatréide € reticulado se € reticulado como
um politopo, i.é, tem todos seus vértices vetores reticulados. Assim como para politopos pode-
se definir a soma de polimatréides. Sejam Z,..., % polimatréides em [n]. O polimatréide
somade Z,..., %, denotado por &V ...V P, é o subconjunto compacto de R”

%\/...\/@k:{zvi D vi € P}
i=1

Seja # o conjunto das bases de um polimatréide reticulado em [n]. Para o leitor interessado,
gostarfamos de saber quando LIY,, % é o conjunto das bases de algum polimatréide em [n].

C.2 Polimatroides Discretas

A versio reticulada de polimatréide é chamada polimatréide discreta.

Definicao C.2.1. Seja P um conjunto finito ndo vazio de vetores reticulados em R" que contém
para cada u € P todos seus subvetores reticulados. O conjunto P € chamado um polimatréide
discreto em [n] se para quaisquer u,v € P com |v| > |u|, existe um vetor em P tal que

u<w<u\Vw.

Uma base de P € um vetor u € P tal que nao existe v € P satisfazendo a desigualdade u < v,
1.€, u ndo € subvetor de nenhum outro vetor de P exceto ele mesmo. Denotamos o conjunto
das bases de P por Z(P). Como em polimatréides quaisquer duas bases t¢ém o mesmo médulo.
Este inteiro positivo comum aos elementos de #(P) é chamado posto de P. O principal re-
sultado usado aqui € o seguinte teorema que, assim como acontece para matrdides, caracteriza
polimatréides discretas através de seu conjunto de bases.



C.3 O ANEL DE EHRHART DE UMA POLIMATROIDE DISCRETA 37

Teorema C.2.2. Seja P um conjunto finito ndo vazio de vetores reticulados em R"” com a
propriedade de conter todos os subvetores reticulados de qualquer um de seus vetores. Seja
2(P) o conjunto dos vetores de P maximais com respeito 2 ordem <. As seguintes condigdes
sdo equivalentes:

a) P é uma polimatréide discreta.

b) se u,v € P com |v| > |ul, entdo existe um inteiro i tal que u +e; € P e

u+te <u\Vw

c) i) todo u € A(P) tem o mesmo médulo.
ii) se u,v € Z(P) com u; > v;, entdo existe j com u; < vjtal que u —e; +e; € B(P).
Prova: [9], teorema 2.3. [

Definicao C.2.3. Seja % um conjunto finito ndo vazio de vetores reticulados que tém o mesmo
modulo. Entdo 4 satisfaz:

W. a propriedade fraca da troca, se para quaisquer u,v € %, u # v, existem i e j com u; > v;
eu; <vjtaisqueu—e;+e; € A.

S. a propriedade forte da troca, se para quaisquer u,v € A, u # v, e quaisquer i € j com
u>vieu;<vjtem-seu—e;+e;c A.

Seja ay,...,a, e d inteiros nao negativos. O conjunto

n
A (a,...,an;d) ={uecZl : 0<uy gaiez =d}
i=1
¢ chamado de tipo Veronese. Ele satisfaz a propriedade forte da troca. Um dos resultados
centrais desta teoria € o que relaciona polimatréides discretas e polimatréides. Um conjunto
finito ndo vazio P C Z" é uma polimatréide discreta se e somente se conv(P) C R ¢ um
polimatréide reticulado com conv(P) NZ" = P (para detalhes ver [9], teorema 3.4). Entretanto,
0 que nos interessa aqui sdo as relacdes algébricas entre o anel associado a uma polimatréide
discreta e o anel de base.

C.3 O anel de Ehrhart de uma polimatroide discreta

Seja & C R™ um politopo reticulado. Denotaremos por G(£?) o nimero inteiro positivo #(ZZ N
Z™). Sejat um inteiro ndo negativo. Lembramos que 7% é o miiltiplo de P com respeito a soma
de Minkowski. Considere a seguinte questao: Como se comporta o inteiro G(t<?) ao variar t
em 7" ? A resposta € dada pelo seguinte

Teorema C.3.1. (Teorema de Ehrhart). Se & é um politopo em R” entdo G(r%?) é um
polindmio em ¢ € Z,. O polindmio assim determinado é chamado polindmio de Ehrhart de
P.
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Prova: [7], p. 137. '
OBS: Seja G(tZ) = Y! jait', a; € Zy o polindmio de Ehrhart de 2. Se
303: relint &2 entdo pode-se mostrar a seguinte relacdo:

Gt »)=(—1)4m? i)ai(—t)i.

para detalhes de tal relagdo ver [2] p. 265 teorema 6.3.11.
Dado um politopo reticulado & C R” considere o cone reticulado € C R"*! dado por

¢ =R:{(p,1) : pEP}

A dlgebra monomial associada ao monéide ¥ NZ"*!, denotada por A(Z?), é chamada o anel
de Ehrhart de &. Desde modo,

A(P)=kIX T : (0,i) e €NZ"T ] =k[X T : ueZ'NiP).

A normalidade de A(Z?) segue da caracteriza¢do do fecho normal de dlgebras monomiais fini-
tamente geradas e por ndo existir inteiro entre 0 e 1. Seja

AP)i= Y kXOT'.
aEZNiP

Tem-se A(Z);,NA(Z); =0sei+# j. Disto e da proposi¢do 2 do capitulo anterior segue que

¢ uma dlgebra graduada finitamente gerada em grau 1.

Seja k um corpo e P uma polimatréide discreta de posto d em [r] com conjunto de bases
2. Entdo, conv(P) é um polimatréide & (logo um politopo) e conv(P) NZ" = P. Assim, P é
o conjunto de vetores reticulados do politopo conv(P) e, portanto, podemos estudar o anel de
Ehrhart de &2. Desde que P = Z NZ" e A(Z?) ¢ finitamente gerado em grau 1 segue que

k[P] =k[X"T : ue P|=A(2).
Em particular, k[P] € normal. Considere os conjuntos
P = {(ul):uecpk}
B = {(u,1) : ueB}
Tem-se ZPNR P = NP. Considere o conjunto de vetores reticulados de R"**! dado por
H={(u,1) : |u| =rank P}.
Entdo, H D B e ZB = Z(H) NZP. Portanto,

ZBNRyB=Z(H)NZPNR,B C Z(H)NZPNR P =ZHNNP = NB
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donde segue que o anel k[X"T : u € B] é normal. Agora, k[B] = k[X" : u € B] é uma élgebra
homogénea desde que todo vetor de B tem mesmo médulo. Assim k[B] = k[X"T : ue€ B| =
k[B]. Logo, o anel de base k[B] é normal.

Outras propriedades passam do anel de Ehrhart de uma polimatréide discreta para o anel
de base. Por exemplo, se A(Z?) tem relagdes quadraticas, base de Groebner quadratica ou é de
Koszul entdo assim também serd o anel de base k[B]. Para mais detalhes ver [9].






APENDICE D

Grafos simples e anéis de arestas

A dlgebra k[V,, 2] = k[X;X; : 1 <i< j<n]jafoi intensamente estudada através da estrutura
combinatoéria subjacente permitida pela relacdo entre tais objetos e a teoria dos grafos. Um
grafo G consiste de um par (V(G),E(G)) constituido de um conjunto finito V(G) = {vy,...,v,}
de elementos distintos denominados vértices e uma colegdo de pares de elementos E(G) =
{(vi,vj) : vi,vj € G} denominados arestas. Uma aresta (v;,v;) é chamada "loop"se v; = v;.
Duas arestas (v;,v;), (v, v;) sdo ditas paralelas se {v;,v;} = {v,v;} como conjuntos. Um grafo
G ={V(G),E(G)} é dito simples se ndo admite nem loops nem arestas paralelas. Para todo
grafo simples associa-se tanto o ideal quanto a dlgebra de suas arestas do seguinte modo.
Considera-se um corpo k e um anel de polindmios k[X] = k[X,...,X,] em que n = #V(G).
Em seguida, considera-se tanto o ideal de arestas I(G) = (X;X; : (v;,v;) € E(G)) quanto a
dlgebra de arestas k[G] = k[X;X; : (vi,v;) € E(G)]. Busca-se entdo obter informacdes estru-
turais destes entes algébricos a partir das propriedades do grafo. Ver, por exemplo, [15], [17],
[21], [22], [12], [11] e [5]. Para uma compilacdo didatica ver [23]. Segue algumas definicdes
inerentes a um grafo segundo [23] p. 161-163. Um grafo H € dito ser um subgrafo de um grafo
Gse V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Um subgrafo gerador é um subgrafo H de G contendo
todos os vértices de G.

Seja G um grafo. Se z = {v;,v;} ¢ uma aresta de G dizemos que os vértices v; e v; sdo
adjacentes ou conectados por z. Neste caso é também usual dizer que a aresta z é incidente
com o vértice v;. O grau de um vértice v € V(G), denotado por deg(v), é o nimero de arestas
incidentes com v. Um vértice de grau zero € chamado um vértice isolado. Um grafo G € dito
um grafo discreto se todos seus vértices sdo isolados.

Seja G um grafo no conjunto de vértices V = {v; : i € #}. Um caminho (walk) de
comprimento n em G € uma sequéncia de vértices e arestas

w={v0,21,V1,--,Vn—1,2n,Vn}

,onde z; = {v;_1,v;} é a aresta unindo v;_ e v;. Um caminho pode também ser escrito na forma
{vo,v1,...,vy} com as arestas implicitas. Se vy = v, o caminho w é chamado um caminho
fechado. Uma trilha (path) € um caminho com todos seus vértices distintos.

Dizemos que G € um grafo conexo se para qualquer par de vértices v; € v; existe uma trilha
de v; av;; Note que todo grafo G admite uma decomposigdo disjunta

onde Gy, ...,G, sdao os subgrafos conexos maximais (com respeito a inclusdo) de G. Tais G;
sdo chamados as componentes conexas de G.

41
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Se z={v;,v;} é uma aresta de um grafo G, denotamos por G\ {z}, o subgrafo de G obtido
deletando z e mantendo todos os seus vértices. Note que V(G \ {z}) =V(G) e E(G\ {z}) =
E(G)\{z}. A delecdo de um vértice v de um grafo G resulta no subgrafo G\ {v} de G con-
sistindo de todos os vértices em G exceto v e todas as arestas ndo incidentes com v.

Se A C V(G) é um subconjunto dos vértices de G definimos G \ Arecursivamente, i. é.,
deletando um vértice a cada vez.

Um ciclo de comprimento n é um caminho fechado {vg,vy,...,v,} no qual n > 3 e os
vértices vy,...,v, sao distintos. Um ciclo € par (resp. impar) se seu comprimento € par (resp.
impar). Denotaremos por C,, o grafo consistindo de um ciclo com n vértices, C3 serd chamado
um triangulo, C4 um quadrado e assim por diante. Uma arvore € um grafo conexo sem ciclos
e uma floresta € um grafo aciclico. O grafo completo %, é o grafo com conjunto de vértices
V ={vi,...,v,} e conjunto de arestas E = {(v;,v;) : 1<i,j<n, i# j}, i é., %, tem todo
par de seus n vértices adjacentes.

Um grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices V pode ser particionado em subconjuntos
disjuntos V; e V; tais que E(G) C Vi X Vs.
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