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Resumo

ESTE trabalho estudamos o problema dos N-voértices em um elipséide de revolucdo do
N ponto de vista da teoria de perturbacdo. O elipséide considerado consiste em uma per-
turbacdo da esfera. Aplicando técnicas candnicas da teoria de perturbacdo, construimos uma
sequéncia de transformacdes conformes do elipséide no plano complexo. Usando estas trans-
formacdes, as equacdes de movimento do problema dos N-vértices no elipsdide foram es-
critas como uma série formal na excentricidade da elipse geratriz do elipséide. As equagdes
de primeira ordem foram obtidas explicitamente. Mostramos numericamente que o sistema
truncado de primeira ordem para a dinamica de trés vortices € ndo integravel. Um estudo do
tracador passivo foi realizado sob a influéncia de solucdes que sao equilibrios relativos do pro-
blema de dois vértices no elipséide. Mostramos que na dinamica do tracador ndo existe colisao
com os vortices e determinamos os equilibrios relativos deste sistema, assim como suas res-
pectivas estabilidades. Um estudo sobre anéis de vortices no elipsdide também foi realizado.
Determinando intervalos de latitude em funcdo de N, em que o anel de N vortices admite es-
tabilidade linear e ndo linear, observamos que o anel de vértices é mais instdvel no elipséide

prolato do que no oblato.

Palavras-chave: Vortices pontuais; tracador passivo; elipséide.
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Abstract

E consider the N-vortex problem on an ellipsoid of revolution. Applying standard tech-
W niques of classical perturbation theory, we construct a sequence of conformal transfor-
mations from the ellipsoid into the complex plane. Using this transformations, the equations of
motions for the N-vortex problem on the ellipsoid are written as a formal series on the eccentri-
city of the ellipsoid’s generating ellipse. First order equations are obtained explicitly. We show
numerically that the truncated first order system for the three vortex system on the symmetric
ellipsoid is nonintegrable. A passive tracer study was produced influenced by solutions which
are the relative equilibria for the problem of two vortices on ellipsoid. We show that inside
tracer dynamics there is no collision with the vortices. We have also estabilished the system’s
relative equilibria, as well as its respective stabilities. A case study about ring of vortices on
ellipsoid determines intervals of latitude as function of N, in which the ring of N vortices allow
linear and non-linear stability. We conclude that ring of vortices are more unstable on prolate

ellipsoid than on oblate ellipsoid.

Keywords: Point-vortices; passive tracer; ellipsoid.
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Introducao

MODELO de vértices pontuais estudados na atualidade foi introduzido por Helmholtz

em 1867 [2] e descrito como um sistema Hamiltoniano por Kirchhoff em 1876 [3].
Interessado na estrutura do d4tomo, Thomson apresentou um trabalho em 1883 [13] sobre o
problema de N vortices idénticos (mesma vorticidade) dispostos nos vértices de um poligono
regular de N lados. Tal configuracdo é chamada de anel de vortices. Em seu estudo, Thomson
obteve que para N < 6 o sistema € linearmente estdvel, enquanto que para N = 7 concluiu, er-
roneamente, a instabilidade do sistema. Para N > 8 Thomoson conjecturou instabilidade. Em
1931, Havelock [14] mostrou que a conjectura de Thomson estava correta, ou seja, que para
N > 8 a configuracdo de anel € linearmente instdvel. A questdo de decidir a estabilidade do
anel de 7 vértices ficou conhecido como o problema do Heptdgono de Thomson. Dritschel
mostrou, em sua tese de doutorado (Princeton, 1985), que tal configuracdo € neutramente es-
tavel. Quanto a estabilidade nao linear, em 1999 Cabral e Schmidt [15] aplicaram técnicas de
normalizagdo a respectiva funcdo Hamiltoniana e mostraram estabilidade no sentido de Lya-
punov. Em 2002, Kurakin e Yudovich [21] também provaram estabilidade ndo linear através

de uma demonstracao analitica.

Quando consideramos uma escala de tempo comparével ou superior a um dia o modelo de

vortices pontuais em um fluido planar nio pode ser utilizado para estudar fluidos na atmosfera
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terrestre e nos oceanos. Nem tampouco para fluidos cuja escala de movimento é da ordem do
raio da Terra. Nestes casos a topologia da esfera, utilizada como modelo para a Terra, é de fun-
damental importancia, ndo sendo possivel o uso do plano tangente como aproximagao. Assim,
para a Geofisica foi indispensdvel considerar vortices na esfera para estudar e localizar regides
de vorticidade concentrada, como por exemplo, nos casos dos furacdes e dos ciclones [31]. As
equagoes de movimento de N vortices sobre a esfera foram primeiramente generalizadas por
Bogomolov em 1977 [5]. Indepedentemente, Hally escreveu em 1980 [7] as equagdes de movi-
mento para vortices em superficies conformes ao plano. O trabalho de Bogomolov foi posto
numa soélida base matematica por Kimura e Okamoto em 1987 [8]. Em um artigo posterior,
Bogomolov [6] estudou o movimento de trés vortices iguais na esfera. Kidambi e Newton [10]
trataram o problema de trés vortices com vorticidades arbitrarias na esfera. A partir do com-
primento do vetor vorticidade em relacdo ao raio da esfera eles classificaram as solugdes em
cinco tipos. Também classificaram todos os equilibrios fixos e relativos e fizeram um estudo

detalhado de colisdo de vortices.

Da mesma forma que no plano, a configuracao de anel também aparece na esfera quando
consideramos N vértices com mesmas vorticidades e latitudes, dispostos nos vértices de um
poligono regular de N lados. Esta configuracdo também € um equilibrio relativo, o qual gira
em torno de um eixo de rotagcdo. Em 1993 Polvani e Dritschel [23] estenderam os resultados
de Thomson e mostraram que o anel de vortices € mais instdvel na esfera do que no plano.
Em 2003, Boatto e Cabral [17] estudaram a estabilidade linear e ndo linear desta configuracdo.
Estes pesquisadores determinaram intervalos de latitudes, em fun¢do de N, nos quais estes

equilibrios apresentam estabilidade tanto linear quanto ndo linear. Ainda em 2003, Cabral,
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Meyer e Schmidt [16] estudaram a estabilidade de anéis de N vortices unitarios na esfera com a
presenca de um vdrtice com vorticidade I" localizado no polo norte. As regides de estabilidade

foram determinadas por curvas I['(0), em que 0 se refere a latitude do anel.

Em 1999 Kimura [9] obteve as equagdes dos N-vdrtices em superficies com curvatura cons-
tante. Através da projecdo estereografica Kimura estudou as diferencas e semelhancgas exis-
tentes nas dinamicas de vortices na esfera e no plano hiperbdlico. Ele mostrou que a trajetéria
de um dipdlo de vortices, no limite em que a distancia entre os vortices tendem a zero, € uma
geodésica nessas superficies. Kimura também conjecturou que neste limite, e em qualquer
superficie, a trajetoria de um dip6lo € uma geodésica. Em 2008 Boatto [19] estudou como a
estabilidade do anel de vértices em superficies de curvatura constante depende da curvatura da

superficie e da quantidade de vértices.

Poucas sdo as referéncias sobre vortices em superficies que nao possuem curvatura constan-
te. Além do trabalho do Hally podemos mencionar os seguintes trabalhos. Em 2002 Soeliere e
Tokieda [26] apresentaram um método para encontrar solucdes periddicas que ndo sdo equi-
librios relativos em algumas superficies de revolugdo. Em 2008 Castilho e Machado [25]
estudaram o problema dos N-voértices no elipséide de revolugdo utilizando técnicas da teo-
ria de perturbagdo. De uma forma mais geral, a dindmica de vortices em superficies fechadas
(compacta, sem fronteira e arientdvel) foi tratatada em 2008 por Koiller e Boatto [20]. Neste
trabalho, entre outros resultados obtidos, eles demonstraram a conjectura de Kimura para o

movimento de um dipdlo de vortices.

A presente tese contempla o artigo supracitado (Castilho e Machado [25]) e apresenta al-
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gumas de suas aplicacdes. Nosso objetivo principal foi obter as equacdes perturbativas para a
dinamica de N vértices no elipséide de revolucdo dado por
2y 2

S A . A—— 0.1
TR TRlte @D

em que € é visto como um fator perturbador. Escrevemos as equacdes para o problema dos N
vortices no elipséide (0.1) como uma série formal em €, em que |€| < 1. Para isto utilizamos
as equagdes de Hally, as quais descrevem o movimento de vortices pontuais em uma superficie
conforme ao plano. Hally representou a superficie M no plano complexo com métrica conforme
a Euclidiana: seja I'; a vorticidade do vértice ;. Denotando o fator conforme da superficie por

h(€,&). As equagdes de Hally séo

z - h_z(énfn)(;—i

| — 0 =
m—kzl“n—log(h(én,&n))), (0.2)

I8
em que por Y, denotamos o somatério em k = 1,...,N com k diferente do outro indice existente
no somatdrio, neste caso k = n. As dificuldades de se trabalhar com essas equagdes decorrem
da necessidade do conhecimento explicito do fator conforme e do fato de que este fator nao é

conhecido para muitas superficies além da esfera [5]-[10].

Para atingir nosso objetivo, escrevemos uma mudanga de coordenadas do elipsoide (0.1)
no plano (ver Eq. (2.12)). Tal mudanga de coordenadas € escrita como uma série de poténcias
na excentricidade da elipse geratriz do elipséide de revolu¢do. Impondo conformalidade em
cada ordem, obtivemos que o termo de ordem n da transformacdo € dado pela solu¢cdo de uma
equagao diferencial linear de primeira ordem. O termo de primeira ordem desta transformacao
foi calculado explicitamente (ver Eq. (2.14)). Usando as equagdes de Hally calculamos explici-

tamente o termo de primeira ordem das equacdes dos N-vortices. Em coordenadas esféricas, as
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equagoes truncadas de primeira ordem foram dadas por um sistema Hamiltoniano com func¢ado

Hamiltoniana

H:H0+£Hla

e forma simplética

N
w =Y T;sin(6;)d6; \d¢;,
i=1

em que

Hy = —% Z [T [In(2 — 2cos(6;) cos(0;) — 2sin(6;) sin(0;) cos(¢; — ¢;))],

Hy =~ ¥ T (eos(8))7 + (cos(6))?]
ij

Por z;j denotamos o somatérioem i, j = 1,...,N com i # j.

0.3)

Descrevemos a seguir a maneira como esta tese se encontra estruturada. No capitulo 1,

deduzimos as equacdes dos N-vortices no plano e as estendemos ao caso esférico. O capitulo

2 foi dividido em trés se¢des. Na secdo 2.1 introduzimos todos os conceitos utilizados na

obtencdo das equagdes dos N-vdrtices no elipsoide (0.1). As equagdes de Hally foram escritas

como um sistema Hamiltoniano invariante e, para o caso esférico, mostraram-se equivalentes

as equagdes de Bogomolov. Na secdo 2.2, obtivemos a expressdao do termo perturbador de

primeira ordem das equagdes de movimento. A idéia principal foi escrever a transformacgao

conforme do elipséide no plano como uma €-série em que € € fun¢do da excentricidade da
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elipse geratriz do elipsoide. Na se¢do 2.3, exibimos duas aplicacoes simples da Eq. (0.3). O
caso N = 2, apesar de ser integrdvel, parece ndo admitir solu¢des explicitas. Para |I'j| = I3
caracterizamos todos os equilibrios relativos deste problema. Mostramos numericamente que

o problema dos trés vortices € cadtico.

No capitulo 3 estudamos o problema restrito dos trés voértices no elipséide (0.1). Foram
considerados dois vortices com vorticidades diferentes de zero e um vortice (tragcador passivo)
com vorticidade nula. Este dltimo nao influencia o movimento dos outros dois vértices, mas
¢ afetado por eles. Mostramos que o sistema nao admite colisdo do tracador com os vortices.
Também foi feito um estudo dos equilibrios relativos para o problema do tracador sob a in-

fluéncia de equilibrios relativos do problema de dois vortices.

No capitulo 4 consideramos anéis de vortices sobre o elipséide (0.1). Fizemos um estudo
da estabilidade desta configuracdo de maneira andloga ao realizado por Cabral e Boatto [15],
[19]. Utilizando coordenadas girantes, o anel de vortices € visto como um equilibrio absoluto.
Desta forma foi possivel determinar tanto a estabilidade linear quanto a ndo linear através de
uma andlise dos autovalores da matriz hessiana do Hamiltoniano correspondente avaliada neste
equilibrio. Mostramos que o anel de voértices € mais instavel no elipséide prolato do que no

oblato.



CAPITULO 1

Equacoes dos N-vortices no plano

ﬁ PRESENTAMOS aqui uma deducdo das equacdes de movimento relativas ao problema
dos N-vértices no plano. Dado um fluido com velocidade U = (u,v,w) € R? associ-

amos o campo vorticidade

W=VxU. (1.1

|

Utilizamos a notagcdo V = (%, (%, ) para escrever simbolicamente o rotacional de U como

Q|

Z

V x U e o divergente de U como V -U. No que segue, consideramos fluidos ideais sem vis-
cosidade, incompressiveis e com densidade constante p = 1. A incompressibilidade do fluido

equivale a dizer que

V.-U=0. (1.2)

Calculando o divergente em (1.1) temos que
V-W=0. (1.3)

A equacdo de Euler (ver [27]), derivada das leis de conservagdo de massa, energia € momento,

para o movimento em um fluido ideal é dada por

DU

emque U-V= ua% —|—v% +Wa% , e D/Dt =09/dt+U-V ¢ aderivada material, a qual leva
em consideracdo que a posicao de uma particula do fluido muda com o tempo. Nesta equagdo

7
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denotamos por p a fungdo pressdo, por Vp o gradiente de p e por f a atuacdo de forcas externas

por unidade de massa. Calculando o rotacional em (1.4) obtemos que
Wi+ Vx((U-V)U)=-VxVp+Vxf.

Como

(U-V)U = %V(< U,U>)—-UxW,
entao,

W, +V x (%V(< UU>)—UxW)=-VxVp+Vxf.

Utilizando que

Vx(UxW)=W-V)U—-(U-V)W
e que

VxVg=0

para toda funcio g de classe C2, concluimos que

DW
—=WV)U+VXxf.
= (WV)U+V % f

Supondo U C R? e que f é um campo conservativo temos que
(WV)U=0¢e¢ f=VF

para alguma func¢do F. Consequentemente,

DW
— —o.
Dt

Isto nos diz que a vorticidade é conservada em um fluido bidimensional.
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Dado um campo de velocidades U, encontramos facilmente o campo de vorticidades as-
sociado que, por definicdo, ¢ W =V x U. Mas estamos interessados no contrdrio. Ou seja,
queremos encontrar o campo velocidade U de um fluido incompressivel, a partir de um campo
vorticidade W tal que W = V x U. Mostramos esta inversdo para o caso em que o fluido é
planar e o campo vorticidade € diferente de zero apenas em um conjunto finito de pontos. Tais
pontos sdo chamados de vortices pontuais, ou apenas vortices. De fato, (ver [28] e [31]) sejam
A e P dois pontos do plano. Como o fluido €é incompressivel, a quantidade de fluido que passa
por qualquer linha ligando o ponto A ao ponto P € a mesma. Portanto, se fixarmos A, o fluxo
que passa por uma linha ligando A e P depende apenas da posi¢do de P. Seja y esta funcdo,
mais precisamente, seja y o fluxo que passa através de AP da esquerda para a direita. Ana-
liticamente, se (/,m) é o campo normal unitdrio no sentido da esquerda para a direita em um

elemento de linha ds de uma curva que liga A e P, entdo

P
1//:/ (lu+mv) ds. (1.5)
A

Se P move-se de forma que o valor de y ndo se altera, entdo o fluido ndo passa pela curva
gerada pelo deslocamento de P, ou seja, o fluxo € paralelo a tal curva. Em virtude disto, as
curvas ¥ = cte sdo chamadas de linhas de fluxo e y de funcdo fluxo. Se P desloca-se paralelo

. — ~
ao e1xo oy, entao,

y
w(PL.P+y) — WP, Py) :/P < (u,v), (1,0) > dy
2

y
= udy,
Py
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logo,

Portanto, se U C R? e V.U = 0, entio, existe funcio y tal que
U=J(Vy), (1.6)

em que

A fungdo y se comporta como uma fun¢do Hamiltoniana e (x,y) como coordenadas conjugadas
candnicas para uma particula que segue o fluxo. Tomando o rotacional em (1.6), concluimos
que

V x U =(0,0,—V2y),

2 2
em que , V2y = %Tg’ + %T'é’. Portanto, o campo vorticidade de um fluido incompressivel no

plano é perpendicular a este plano. Contudo, para recuperarmos U a partir de W = (0,0, ),

precisamos apenas resolver a equagdo de Poisson
Viy = —o.
A solucao desta equacdo, ver [22], é dada em termos da funcdo de Green

y(r)= —%/G(r—r')a)(r')dr/. (1.7)
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No plano, a fun¢do de Green tem a seguinte forma

1
G(r) =~ _tog |

Logo,
1 / / /
w(r) = —%/logHr—r lo(r)dr. (1.8)

Estamos interessados em campos vorticidades diferentes de zero apenas em um conjunto finito
de pontos. Portanto, escrevemos

W =(0,0,w),

em que,
N

a):ZF,ﬁ(r—r,-), (1.9)

i=1

(ver [31]). Aqui 0 € a fungdo delta de Dirac (ver [22]) e I'; a vorticidade do vértice r;. Para
deduzir as equagdes dos N-vortices, denotados por r; = (x;(¢),yi(t)), i = 1,...,N, come¢amos
por determinar a velocidade que um dos vértices induz em uma particula do fluido. Por (1.6),
(1.8) e (1.9) temos que,

F=U=J(Vyi(rt))

T
vi(rt) =~ logllr =i

O campo velocidade determinado pelos N vértices € obtido pela superposicdo dos campos
induzidos por cada vértice. Sendo assim, para um elemento do fluido sua velocidade é dada
por

J(Vyi(r,t)).

;=

=

~
—
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Como cada vértice move-se ao longo do fluxo e sua vorticidade € conservada, o campo veloci-

dade no vortice r; € dado por
N
Fi= Y (Vi)
I#]

Ou seja, as equacOes para o problema dos N-vdrtices no plano sao

PR IR o ¥ (/5 )
Y. A el
A 1 N F,-(xj—xi)
yj=

2m 2 lri—rjl*”

em que r; = (X;,Yi)-

As equagdes dos N-vortices na esfera podem ser obtidas de forma anédloga ao caso planar.
De fato, como a esfera é bidimensional, a vorticidade € conservada. Se V.U = 0, entdo existe

~ s - . . £ dy  Jdy
funcdo y e varidveis (x,y) tais que o campo de velocidades é dado por U = (8_y’ —5, ). Por-
tanto, para encontrar as equacdes de movimento no caso esférico, precisamos apenas resolver

a equacgao de Poison

na esfera. Desta forma, v é dada pela Eq. (1.7), em que G € a func@o de Green na esfera, ou

seja,

G(r)= —;—nlog(l —cos(r)),

em que r é a distancia geodésica.



CAPITULO 2

Equacoes dos N-vortices no elipsdide simétrico

ZNn

3 S EQUACOES PERTURBATIVAS para o problema dos N-vortices em um elipsoide si-
métrico, no caso em que o elipséide estd "préximo"da esfera, sdo apresentadas neste
capitulo. Consideramos o elipséide dado por

X2 y2 Z2

R T AR T ——
TR TR(te

em que € é visto como um fator perturbador, com |€| < 1. Para atingir nosso objetivo, escreve-
mos uma mudanca de coordenadas deste elipséide no plano (ver Eq. (2.12)). Tal mudanca
de coordenadas € escrita como uma série de poténcias na excentricidade da elipse geratriz do
elipséide de revolucdo. Impondo conformalidade em cada ordem, obtivemos que o termo de
ordem n da transformacao € dado pela solu¢do de uma equacgao diferencial linear de primeira
ordem. O termo de primeira ordem desta transformacao foi calculado explicitamente (ver Eq.
(2.14)). Usando as equagdes de Hally calculamos explicitamente o termo de primeira ordem

para as equacdes dos N-vortices.

13
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2.1 Equacoes de Hally

Nesta secao, discutimos a Eq. (0.2) de um ponto de vista geométrico e invariante. Observamos
que as equagdes de Hally foram deduzidas sob a restricdo topoldgica na qual a soma de todas
as vorticidades € zero e, de fato, isto € essencial para colocarmos as equacdes na forma Hamil-
toniana. Mostramos também que, sob esta restricao nas vorticidades, as equacdes de Hally na

esfera coincidem com as equagdes de Bogomolov.

2.1.1 Equacoes de Hally como um sistema Hamiltoniano no plano conforme

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo dois com métrica g. Note que M € uma
variedade simplética com forma simplética w dada pela forma drea induzida por g. Seja H :

M — R funcdo Hamiltoniana. As equa¢des Hamiltonianas sdo

em que Xy € o campo vetorial induzido por H. Suponha que M é conforme ao plano, isto &,

que existe um sistema de coordenadas x; : M — R, i =1, 2, em que a métrica é dada por
g(x1,x) = hz(xl,xz)(dxl ®dx| + dx, @dx;)
para alguma fung¢@o 4. Nestas coordenadas, a forma simplética (area) € dada por

w= hz(xl ,X2)dxy Ndxs.
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Considere as coordenadas complexas (£, &) no plano (x;,x;) dadas por

&= \%(xl +ix3),

Utilizando (£, &), obtemos que

g(&,&) =h*(E,&)(dE ®dE + dE R dE)

w=ih?(E E)dE NdE.

As equacdes Hamiltonianas (2.1) tornam-se
W*(E,E)dE NE(Xy,-) = d(—iH).

Por conveniéncia, podemos pensar em A% (& ,E)d EN dE como a nova forma drea e —iH como a
nova fungio Hamiltoniana. Escrevendo X = & (9 /9&) +g(8 /0E), as equacdes Hamiltonianas

tornam-se

W (E,E)E = i5E (2.2)

As equacdes de Hally podem ser escritas como um sistema Hamiltoniano no plano con-

forme. De fato, as equacdes de Hally (ver [7]) s@o

2 2. E ’_i I, ii _

Multiplicando cada termo do somatério por (€, —&,)/(€, —&,) e adicionando o zero

il“,,a%n log(h(&,&,)) ao lado direito, em que n # k, obtemos que
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& =h&E)(Y —il“ka%n log|&: — &[> + il“na%n log(h(&, €,,)h(&k: Ex)))-

k

Considerando que a soma das vorticidades € zero, ou seja, que

Concluimos que

(&, €.)& Zl“kaénloglﬁn &> + Zrk log(h(&, €,,)h(&k: Ex)))-

2&,

Isto é,
W (&€, =—IZFkaén log(h(&n, &)1k, €)1 En — &) (2.4)

Contudo, estas sao as equacgdes de Hamilton:

para a forma simplética

=
Il
MZ

(517 gl)dél A d&l

N
I
—_

e funcdo Hamiltoniana
H = =3 ) Tilulog(h(&n, &,)h (8§16 — &l”). (2.6)
k.n
2.1.2 Das equacoes de Hally para as equacoes de Bogomolov

Seja $? C R? a esfera dois dimensional

$?={(xy2) eER’FP+)y* +2 =R}
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S$? é uma variedade Riemanniana com a métrica induzida pela métrica Euclidiana em R>. Uti-

lizando coordenadas esféricas em S> dadas por

x = Rcos(¢)sin(0),
y = Rsin(¢@)sin(0),

z=Rcos(0),

com0< ¢ <27, 0< 6 <7, temos que o mapa 6 : 5S> — C, 6(0,¢) = u+iv, em que

u=tan(6/2)cos(¢),

v=tan(6/2)sin(¢),
¢ conforme, com fator conforme
— 2R
h(é ) 5) = =
1+E&

em que & = u+iv. Sejam ri,r, € S C R, a distancia Euclidiana ||r; — 2> em R? pode ser

computada nas varidveis conforme. De fato,

[ = ra* = (x1 —x2)? + (1 —y2)* + (21 — 22)%,

= R?{2—2cos(6;)cos(6,) —2sin(6)sin(62) cos(d; — ¢2)}.

Utilizando a identidade

1 —cos(6;) cos(6,) = 2sin®(6; /2) cos>(6,/2) + 2sin*(6,/2) cos> (6, /2),
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temos que

|lr1 — r2||2 = 4cos(61/2)2cos(@z/Z)ZRZ{(u% +v%) + (u% +v%) —2uyup —2viva },

_ _2R 2R g _ g2
~ITGE, r+§2§2|5‘ %2l

Isto é,
lrt = r2)l* = h(&1,&)R(62,82) 161 — &2

Agora, consideremos o mapa F : §? x ... x §> — CV dado por

F(ry,ra,....ry) = (0(r1),0(r2),...,0(rn)).

O pull back por F' da forma simplética

N _ _
W= Z Tih*(&,E,)d& ndE;

(€N

em que por w; denotamos a forma drea canOnica
w; = xidy; Ndz; + yidzi \Ndx; + zidx; N dy; 2.7
induzida pela métrica Rimanniana em S2. O pull back da fungiio Hamiltoniana

H= %kz’rkrn1og<h<¢n,2n>h<¢k£k>\én—ék|2>

(€N

N 1
FH:EZTJﬂ%mm—MW. (2.8)
k,n
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As equacdes de Hamilton com relacdo a funcdo Hamiltoniana (2.8) e a forma simplética (2.7)

sdo precisamente as equagdes de Bogomolov para a interagdao de N vortices na esfera.

Vimos que as equagdes de Hally sdo equivalentes as de Bogomolov apenas para o caso em
que a soma das vorticidades é zero. Portanto, em se tratando do caso geral, devemos usar as

equagdes de Bogomolov.

2.2 Equacoes dos N-vortices do ponto de vista da teoria de perturbacao

Seja EZ C R o elipséide de revolugio

2 2 2
X y Z

A E S— 2.9
R2+R2+R2(1+£) (2.9

emque R>0e|e| < 1. Se € > 0, o elipséide é prolato. Neste caso, a excentricidade e da elipse
geratriz é dada por e = \/m . Se € < 0 o elipsoide € oblato e a excentricidade da elipse
geratriz é dada por e = \/—¢. Note que em ambos 0s casos € = O(ez), portanto, esperamos que
o sistema truncado de primeira ordem aproxime o sistema real para valores bastantes elevados

da excentricidade. Introduzimos coordenadas em E? através das relagdes

x = Rcos(¢)sin(0),

y = Rsin(¢)sin(6), (2.10)

z=Rv1+¢&cos(0),
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com 0 < ¢ <27,0< 60 <m Se € =0, a superficie € uma esfera de raio R. Neste caso, a
projecao,
u=tan(6/2)cos(¢9),
(2.11)
v=tan(6/2)sin(¢),
é uma transformacio conforme. Queremos encontrar uma transformagio conforme de E2 no

plano conforme para € # 0. Pela simetria do elipsdide, o fator conforme depende apenas da

varidvel radial r e ndo da varidvel angular ¢. Procuramos por uma transformacgdo da forma

6 = 2arctan(r) +2Y= | fi(r)€,
(2.12)
0=v.
Observe que quando € = 0, a inversa desta transformacao € justamente a transformacao (2.11)

escrita em coordenadas polares.

A simetria do elipséide implica que o equador é um circulo de raio R. Nas coordenadas
(6,9), o equador possui parametrizacdo dada por 6 = /2 e ¢ € [0,27). Portanto, nas coorde-

nadas conformes (u,v), o equador se transforma no circulo de raio r = u?> +v> = 1.

Observacao 1. O fator conforme do elipséide, quando restrito ao circulo de raio 1, é justamente
o fator conforme usualmente utilizado na esfera, pois o elipséide E e a esfera S coincidem
no equador. Isto é de grande importancia para o que se segue. De fato, como vamos impor
conformalidade em cada ordem, esta observagao implica que f;(1) = 0 para todo i. Esta é a

condi¢do que garante unicidade de nossa expansao em série.
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O algoritmo para determinar f;(r) é obtido impondo-se conformalidade em cada ordem e
seguindo os procedimentos candnicos da teoria cldssica de perturbacdo: trunca-se a série até a
ordem n, encontra-se condi¢des para serem satisfeitas, e entdo assume-se estas condi¢des para

encontrar o termo de ordem n -+ 1. Para encontrar f)(r), impomos que

0 = 2arctan(r) +2f1(r)e€,

(2.13)

¢ =v,
gera uma transformacdo conforme até primeira ordem em €. O elemento de linha para o elip-
s6ide € dado por

ds* = R*sin*(0)d¢* + R*(1 + esin*(0))d 6.

Queremos escrever ds® em termos de r e ¢. Para este objetivo é suficiente escrever sin(0) e 6

em termos de r. Contudo,

sin(0) = sin(2arctan(r) +2f;(r)€)

= sin(2arctan(r)) +2cos(2arctan(r)) f1(r)e + 2.1 (r)€) + O(€?)

= 2sin(arctan(r)) cos(arctan(r)) + 2(cos(arctan(r))? — sin(arctan(r))?) fi (r)€ + O(€?)

2
=275+ 215 f1(r)e+ 0(e?).

Logo,

472 8r(1— rz)

Sinz(e) = (1 +r2)2 + (1 +r2)2

fi(r)e+0(%).
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Temos que
1 dfi(r) 2

d6 = (23— +2= e+ 0(e%))dr

Portanto,
1 8 dfl(r)
2 2 2
p— 4 .
d0? = (e T gy €T OENdr

Finalmente,

ds? = 8 [14 252 £1(r)e + 0(e2) | 2y

+ 28 [14+ (2 + 200+ 228 ) e+ 0(e2)] ar

Note que ds” serd conforme ao plano se for um miiltiplo de r>dy? + dr?. Observe que se
€ = 0, entdo a equagdo é conforme com fator conforme /4R?/(1+ r?)2. Para € # 0, a tnica
forma dessa transformacdo ser conforme € o coeficiente de € no primeiro colchete ser igual ao

coeficiente de € no segundo colchete. Ou seja,

dfi(r) (1—r?) 272

(1—|—r2) i . fl(r)z—m.

Isto é uma equacdo diferencial linear para fi(r). Sua solugdo geral para r > 0 é igual a

( 1+1r2 +¢)
=t 2.14
h (r) (1 4 }’2) r ( )
Agora, pela observagdo 1, temos f(1) = 0, o que implica ¢ = —%. Finalmente, temos que
1—r?
filr) =

201+ 22"



2.2 EQUACOES DOS N-VORTICES DO PONTO DE VISTA DA TEORIA DE PERTURBACAO 23

Portanto, a transformacdo (2.12) torna-se

6 = 2arctan(r) + ((11;:22))2 re+2Y5, fi(r)e,

(2.15)
o=y
O fator conforme, até primeira ordem em €, é dado por
4R? (1—7r%)?
h(r)? = 1
isto €,
2R (1—r%)? )
h(r) = 14+ —-—r= 0] .
Escrevemos
h(r) = ho(r)+hi(r)e+O(€?), (2.16)
em que
2R (1—r)?
h = h =R—~.
0(}") 1+r2 ](}”) (1+F2)3

Para referéncias futuras, observe que com relagdo as varidveis 0 e ¢, temos
ho(r) = 2Rcos?(6/2) e hi(r) = Rcos*(0)cos>(6/2).

Observacao 2. O procedimento acima nao pode ser explicitamente calculado até a segunda

ordem. De fato, a expressao para o segundo fator é

dfy 1r(rP—1) , 1-13r2+46r* —r'0—26/°+9/8

=0.
dr 2 r’+1 fat 4(1+r2)°

A solugdo geral para esta equagdo € dada por

fa(r) =

V1412 (P =1)244r2) (1% =3 +7r2 - 1) 1ar? 14
42 /4 (14 2)1172 ¢ el
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em que ¢ € uma constante arbitrdria. A integral acima ndo pode ser calculada usando fungoes

elementares.

2.2.1 Equacoes dos N-vortices

Usando o fator conforme encontrado, escreveremos as equagdes dos N-vortices no elipsdide
de revolugdo até o termo de primeira ordem em €. Para isto consideramos em E? a forma
simplética

w=xdyNdz+ydz Ndx+zdx \dy.
Utilizando as coordenadas (6, ¢) introduzidas pela Eq. (2.10), a forma simplética acima torna-

se
w=+1+€dp Ad(cos(H)).
Observando que
V1+edo Ad(cos(0))(Xy,-) =do Ad(cos(0))(v1+eXy,"),
definimos o campo vetorial X = /1 + eXy. X satisfaz as equacdes de Hamilton
do Nd(cos(0))(X,-) =dH (2.17)

e o fluxo ¢s(x) do campo vetorial X é uma reparametrizagio no tempo do fluxo ¢ (x) induzido
por Xg. De fato, t = v/1+ € 5. Portanto, podemos considerar Eq. (2.17) com H e h dados por

(2.6) e (2.16), respectivamente. Contudo

H= —% ZI;F,-FJ- In[(ho(ri) + &hi (r)) (ho(rj) + €ha (r;))|& = &1 + O()].
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Expandindo em € temos que

)]+ 0(e?).

A NN hi(ri) | hi(r))
H—_5%Flrj[ln(ho(’”z)hO(”j”éz €J|2)+£(ho(l’i) hO(”;)

A fungdo Hamiltoniana H é uma fung@o nas varidveis (6, ¢). Mais ainda, a forma simplética
(2.17) € a forma simplética canOnica da esfera. Portanto, para primeira ordem em &, a dinAmica
de N vértices no elipséide é determinado por um sistema Hamiltoniano em S? com fungio
Hamiltoniana
H = —1¥,/Til'j[In(2 — 2cos(6;) cos(8;) — 2sin(6;) sin(6;) cos(9; — 9;))]
(2.18)
6%,/ TiT[(cos(8))) + (cos(6)))?]

e forma simplética

N
w =Y Td¢; Nd(cos(6))). (2.19)
i=1

Alternativamente, utilizando coordenadas cartesianas, a funcao Hamiltoniana (2.18) é dada
por

1 £
H= Ezlrirjlog i —ril|* + EZ/DFJ(Z? +23), (2.20)
ij ij

e a forma simplética (2.19) é

w =

=

[i(xidy; Ndzi + yidzi N dx; + zidx; A dy). (2.21)
1
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2.3 Aplicacoes: casos em que N=2ou N =3

2.3.1 Problema dos dois vortices

Quando N = 2, o sistema Hamiltoniano dado por (2.20) e (2.21) se reduz a

r= 2% +elor X z12,
(2.22)
) = Flﬁ + el X 22Z.
Fazendo a seguinte mudanca de varidveis:
w=11r —Ian,
(2.23)
c=I'1r1+1ur.
Obtemos que
W= Ha]cc—:—awzw||2 +€(A1(cz,wz)e X 2+ Mg (e, wo)w X 2),
(2.24)

¢ =€(Mp(c,wy)e X Z+Ar(cgw,)w X 2),
em que

_1F2—F1 _1F2+F1

O sistema (2.24) € singular quando ajc = apw, isto €, r; = rp. Quando € =0 a Eq. (2.24) se
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reduz a um sistema linear e pode ser facilmente resolvido. Essas sdo as solu¢des bem conheci-
das para o problema dos dois vortices sobre a esfera. Em um sistema de coordenadas em que o

eixo z estd na mesma direcdo que o centro de vorticidade c, as solucdes sdo dadas nas varidveis

ry, rp por
Fi(t) = 5 (1cos(6), wsin(6), ||cl| +w,).
(2.25)
ra(t) = or; (—cos(8), —psin(8),|[c]| —wy),
em que
6=vy+9,

com ¢ constante e

y= il (2.26)

QU+ (aw, + ay[e]|)?’
com

2_ .2, 2 22
puo=wy+wy=|w[|"—w; e u>0.

Observe que todas as solugdes sdo periddicas e a distancia relativa entre os vortices € uma

integral primeira.

Quando € # 0, o centro de vorticidade ¢ ndo € preservado. De fato, apenas sua componente
z ou seja c; € preservada. Esta integral primeira implica, por dimensionalidade, que o sistema

¢ integravel. Como ||r{|| = ||r2]| = 1, obtemos que
lel>+ Wl =ki e c-w=k,

sdo constantes de movimento.
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2.3.1.1 Equilibrios

Os equilibrios relativos e absolutos podem ser facilmente caracterizados quando |I'j| = |I'z| =
I'". Neste caso,

lel>+w|>=T e c-w=0.

Como

lrt =21 = llelPed + [[w]*eg

e |I'1| = |T2|, entdo, a; = 0 ou o = 0, consequentemente ||c||> e ||w||* sdo constantes para os

equilibrios relativos. Portanto,
c-¢=¢€Ajc-(wxz)=0. (2.27)

Ay = 0 implica w, = 0, logo w, = 0. Contudo, pelas equagdes de movimento ¢ - (w x 2) = 0.
Portanto, a inica forma da Eq. (2.27) ser zero é c- (w x Z) = 0. Ou seja, nos equilibrios relativos
os vetores ¢, w e 2 sdo coplanares. Sendo assim r; = (x1,y1,21), r2 = (X2,¥2,22) € £ também
sdo coplanares. Do fato de c, e w, serem constantes segue que z; € zp também sdo. Portanto, se

r1 e rp sdo equilibrios relativos, eles giram em torno de Z com mesma velocidade angular.

Para encontrarmos os equilibrios do sistema (2.22), tanto os relativos quanto os absolu-
tos, consideramos que r(t) = (Acos(Qt),Asin(Qr),z1), r2(t) = (Bcos(Qt),Bsin(Qr),z) é
solugdo do problema dos dois vortices e chegamos aos seguintes resultados. Os pontos (0,0, 1)
e (0,0,—1) sdo equilibrios absolutos, que chamaremos de solucdo axial. Supondo z; # +1 e

7p # %1 dividimos o problema em dois casos:
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Caso I'y =1I',. Aqui os equilibrios relativos sdo dados por

ri(t) = (x cos(Qt),x; sin(Q1),z1)

ry(t) = (—xy cos(Qt), —x; sin(Q1),z1),
em que
I'zy

Q=—""_ €Iy, XX+z2=1 e I'=TI).
2(1-23) AT !

Note que se z; = 0, os equilibrios sdo absolutos.

Caso I'; = —I,. Existem dois tipos de equilibrios relativos. Sao eles

ri(t) = (x1 cos(Qt),x; sin(Qr),z1),

ra(t) = (x1 cos(Qr),x; sin(Qr), —z1),
em que

r
Q=_—+4¢elz, x1+73=1 ¢ I'=TI.
221

Aqui estamos considerando z; # 0, pois, caso contrario, terfamos r| () = r(t).

E os equilibrios

r1(t) = (x1 cos(Qt),x; sin(Qt),z1),

ra(t) = (—xy cos(Qt), —x; sin(Q), —z1),

em que

Q=¢lz, x1+73=1, e I'=TI].

Note que se z;1 = 0, os equilibrios sdo absolutos.

29
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2.3.2 Problema dos trés vortices

Nesta secao estudamos numericamente o problema dos trés vortices sobre o elipsdide simétrico.
Dado que, a componente z do vetor centro de vorticidade é conservada, o sistema pode ser
escrito como um sistema Hamiltoniano em um espaco de fase de dimensao 4. Fixada a energia

determinamos numericamente as secoes de Poincaré.

A quebra de simetria dada por € # 0 pode ocasionar em quebra de integrabilidade para o
problema dos trés vortices (sugerimos aos leitores as referéncias [33], [34] para perturbacdes
que quebram simetria em dominios planares integraveis). De fato, observando o vetor centro

de vorticidade, que € definido por

c=I1r1+1%2r+13rs.

Vemos que para € =0,

¢=0.

Enquanto que para € # 0 garantimos apenas que

CZ:07

em que c; é a componente z de c.

Mostramos numericamente que a integrabilidade é destruida. N@o nos dedicamos a um
estudo numérico completo do problema. Isto serd feito em um trabalho futuro. Para calcular as
secoes de Poincaré para o problema dos trés vortices, introduzimos um sistema de coordenadas

apropriado. Primeiramente, usamos um sistema de coordenadas cilindricas (z1,z2,23, 91, 92, 93)
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com ¢; € [0,27w) e z; € (—1,1) parai=1,2,3. A transformacdo é definida da seguinte forma

Xj = 1/1—zl-2cos(¢,-),
Yi= \/ I_Z%Sin((pi)a

i = 3.
Como
3 3
w= Z I; (xidyi ANdz; +yidzi Ndx; + zidx; N\ dy,') = Z do; \Ndz;,
i—1 i=1

1

essa transformacdo € simplética e as equagdes em coordenadas cilindricas sdo dadas por

1 JdH 1 0H

0 I dz; © I d¢ par = o5

Para eliminar a simetria axial, definimos as coordenadas

q1 =T'1z1 —I'3z3,
q =T'1z1 — 12,

q3 =T'z1 +1220 + 17323,

Disto segue que,
dqi Ndpy+dqx Ndpr +dqz Ndps =T'1dzy Nd ¢y +Tadzo Nd gy +T3dzz Nd¢s.

Portanto, nessas novas coordenadas, temos um sistema com forma simplética candnica. Ob-

serve que ¢3(t) = c;, logo, ¢3(t) = dH /dps = 0. Entdo, p3 é uma varidvel ciclica e o Hamilto-
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niano (2.20) é dado por

H =H(q1,92,p1,P2,¢z).

Como este Hamiltoniano é agora definido em um espago de fases de dimensao 4, o mapa
de Poincaré pode ser visualizado. As equagdes sdo integradas numericamente usando o Runge-
Kuta Felberg 7(8). O erro relativo na energia é mantido menor que 107!, Um passo de

tamanho constante igual 2 1073 ¢ utilizado em todas as integracdes.

A Figura 2.1 é a imagem de trés mapas de Poincaré. Indicios de comportamento cadtico
sdo evidentes. Como esperado isso aparece em torno da solu¢cdo homoclinica existente no
caso integravel € = 0. Observe que para € = 0.05 e € = 0.10, as excentricidades das elipses

geratrizes sdo respectivamente 0.22 e 0.33.

5.5 5.5 5.5
5 5 3:-5-.% 5
45 45 U} %2 45
E3 % ?.:
4 4 ) r—% ; 4
Lo # K
3.5 3.5 w} W 35
3 3 3
5 0 5 5 0 5 5 0 5

Figura 2.1 Mapas de Poincaré do problema dos trés-vortices. Consideramos, I'y = I =13 = 3,
energia:—% ec,= —%. q» € o eixo horizontal e p; é o eixo vertical. Os valores de € sdo, respecti-

vamente, 0.00, 0.05, 0.10.



CAPITULO 3

O tracador passivo

TILIZAMOS as equacdes deduzidas no capitulo anterior para estudar a dindmica do
tracador passivo no elipséide (2.9). O tragador passivo € um elemento do fluido com
vorticidade nula. Este elemento ndo altera o movimento dos vortices, mas € afetado por estes.
Estudamos a dindmica do tracador sob a influéncia de dois vortices que formam um equilibrio
relativo. Mostramos que o sistema truncado de primeira ordem ndo admite soluc¢do de colisao
do tracador com os vortices. Determinamos também os equilibrios relativos deste sistema e

estudamos suas estabilidades.

Para obter as equacdes de movimento até primeira ordem em €, consideramos as equagdes
truncadas de primeira ordem para o problema dos trés vortices e tomamos o limite quando uma
das vorticidades tende a zero. Consideramos o tragador como sendo o vortice cuja vorticidade

tende a zero e assim obtivemos as equac¢des de movimento.

As equacdes do problema dos trés vortices sao

s o Xr r3 Xrp 2
A= Sop F g et Is)nxad,

rh=1I] Hr?:(rrzzl\z 1Ty : ryxry +e(T1 +T3)r X 228, (3.1

r3—ra|?

s ry Xr3 1y Xr3 2
s =i, F oS e+ T2)rs xzst

33
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Tomando o limite quando I's — 0, as duas primeiras equacdes se desacoplam da terceira e
se transformam nas equagdes do problema dos dois vértices, (ver Eq. (2.22)). Enquanto que
a terceira se transforma na equagdo do tracador. Portanto, para uma solucdo (ri(t),r(t)) do

problema de dois vértices a equagdo do tracador passivo € dada por

ri(t)xr r(t)xr

F=1I7 2
[r—ri ()] |7 —ra(t)]2

+e(T+T)r x 22, (3.2)

Note que este sistema € Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

I'y I

€
H=- 10g(||r—r1(f)||2)+71"2102%(”?—rz(f)||2+§(F1+1“2)Z2 (3.3)

e forma simplética

w =xdyNdz+ydz \Ndx+zdx \dy.

Com o intuito de estudar a dinamica do tragador passivo sob a influéncia dos equilibrios
relativos do problema de dois vértices, os quais giram em torno do eixo z, adotamos o seguinte
sistema de coordenadas girantes:

RZAQI”7

em que Ag € a matriz ortogonal

cos(Qt) sin(Qr) 0O
A= [ —sin(Qr) cos(Qr) 0

0 0 1
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Como

F=AGR+AQR,
as equacoes (3.2) tornam-se

AtQRl X AtQR AtQRz X AtQR

ALR+AGR =Ty +15 +
IAGR — AGR|? |AGR — AQRa |2

(T +T3)AGR x ALz2.

Note que,

Aly = —ALAgAL,,

AgALR = QR x 2,

AbRi X AbR = Ab(Ri X R),

lAQ(Ri = R[> = |[R; — R|]*.

Portanto, nessas coordenadas girantes, a Eq. (3.2) é dada por

R](Z‘) X R Rz(l‘) X R

R=T, 2
IR—Ri(1)|]? IR —Ro (1)

+ [Q+ez(I'1 +17)|R x 2. 3.4

3.1 Analise das singularidades

Suponha que (r(¢),r2(t)) é solugdo do problema de dois vértices e que estas giram em torno

do eixo Z com velocidade angular . Em coordenadas que também giram em torno de Z com
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mesma velocidade angular temos que
Ri(t) = Aqri(t) = (xi,yi;2i) = Ri

em que
l"i(O) = (xi,)’i,Zi)-
Em relagdo a esta solucdo, a Eq. (3.4) torna-se

Ry X R Ry X R

R=T| 0+ ———0
IR — Ry IR — R

+ [Q+ez(T1 +172)|R x 2. (3.5)

O sistema (3.5) ndo é definido quando o tracador colide com os vdrtices, isto €, quando
R(t) = Ry ou R(t) = R,. Uma solugio que leva a uma colisdo em algum instante de tempo

t* (possivelmente t* = +o0) € chamada de solugdo de colisio.

Proposicao 1. O fluxo de (3.5) ndo admite solucdes de colisdo.

Demonstragcdo. Definimos um novo parametro s da seguinte forma

! 1
s(t) = /0 5EmE (3.6)

em que a integral é realizada ao longo do movimento e D;(&) = ||& — R;||%. Para uma solugio

que ndo colide, temos que

o dR_dRds dR 1 __ ., |
_dl‘_dsdl‘_dSDlDz_ D]Dz7

em que por ' denotamos %. Realizando uma mudanga de parametro em (3.5), obtemos
R =T1Dy(R; x R) +T3D1(Ry x R) + D1D,[Q+ ez(T'1 +1)]R x 2. (3.7)

Observe que (3.7) € livre de singularidades.



3.1 ANALISE DAS SINGULARIDADES 37

Lema 1. R e R, sdo equilibrios estaveis de (3.7) no sentido de Lyapounov

Demonstracdo. Provamos a proposicdo para R;. A prova para R, é andloga. Considere a

funcgao

efe seR#ARi el >0,

F=4q ¢Ho seR£R el <0, (3.8)

0 seR=R;,

\

em que Hg € a funcdo Hamiltoniana de (3.5). Ou seja,
I I €
Ho = 71og(||R—R1||2) + 7rzlog(||R—R2||2+ 5[ +13)2% + Qz.

Portanto F é uma fungdo continua e positiva com minimo global em R;. De fato, quando
R — Ry, ||R—R;|| — 0 e Hy — —e. Mais ainda, é diferencidvel ao longo do fluxo. F é uma

fun¢do de Lyapounov, pois para uma solu¢do que ndo colide temos que

— = e = Q = Q —=D1D Q - O
ds ds° C ds ¢ ards 'Y a4
A tultima igualdade segue do fato que o sistema é Hamiltoniano. ]

Isto termina a prova da proposicao 1. De fato, o sistema regularizado (3.7) € uma reparame-
trizacdo de um sistema Hamiltoniano de dimensdo 2. Seus pontos criticos estdveis sdo centros,

portanto as variedades estdaveis e instaveis sao os proprios equilibrios. ]

Observacao 3. O fato importante desta proposi¢do é que nos diz que os vortices se comportam
topologicamente como centros. Este fato, combinado com a férmula de Euler em S?, restringe

as possibilidades de bifurcacdo dos pontos criticos.
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3.2 O tracador em relacio a solucao axial

Nesta se¢ao, estudamos o problema do tracador passivo sob a influéncia da solucao axial r| =

(0,0,1), » = (0,0,—1). A equagdo do tragador passivo em relacdo a este equilibrio é dada por

R=(—1— 2 —ez([1+12))(— _

em que
Dy = ||ry —r|* = 2(1 - 2),
D> =|lr—r|?> =2(1+2).
Proposicdo 2. Para |€| < 1, o sistema dindmico do tragador passivo dado por (3.9) ndo possui

equilibrio se I'; = —I', # 0. Se I’} = I'y, entdo os pontos do circulo x> +y* = 1 sio equilibrios

de (3.9).

Demonstragcdo. As solugdes do sistema (3.9) sdo dadas por

r r . I
(1) = /a2 +y2(cos([=f — =2 —e(T + )]t + @), sin([ = — = — (T + D)]t + @), 2),
D Dy D, D,

em que x = cos() e y = sin(a). Os equilibrios de (3.9) sdo os pontos tais que

I In
— — = —gz(I'1 +1%)=0. 3.10
DD, z(Iy +1) (3.10)

Para o caso em que I'y =1, =T, a equacdo acima torna-se

(1—2¢e(1—-2%))z=0.
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Portanto,

1-2¢6(1—2*)=0 ou z=0.

Como |e| < 1 e z é um niimero real tq. |z| < I entdo 1 —2&(1 —z%) # 0. Logo z = 0, ou seja,

todo o circulo x> 4+ y? = 1 é formado por pontos de equilibrio.
No caso em que I'y = —I';, =T, a equagdo (3.10) torna-se
(1 +z)+2I(1—2)=0

2I'=0.

Logo, ndo existe equilibrios se I # 0.

3.3 O tracador no casoem que I'; =1"»

Nesta secdo consideramos o problema do tracador passivo no elipséide (2.9) sob a influéncia

da solucdo do problema dos dois vortices (r1(t),r(t)) dada por
ri1(t) = (xjcos(Qt),x;sin(Q1),z1),
(3.11)

r(t) = (—xjcos(Qr), —x; sin(Q1),z1),
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em que Q =17 (ﬁ — 8) e x% —|—z% = 1. Como vimos na se¢do 2.3.1, esta solugdo € um

1

equilibrio relativo. Fazendo a mudancgas de coordenadas

R :Agr
obtemos que
R = (xlyouzl)v
Ry = (_-xl,()azl)a
(3.12)
= ||IR—Ry||*> =2(1 —x1x — 712),
D, = ||R —R2||2 = 2(1 —}—xlx—zlz).
Nestas coordenadas girantes a equacao do tragador € dada por
R= %( —Z1),21X — X12,X1Y) + F( —Z1), X+ X12, —X1y) +
(3.13)

(2eTz+ (54 —€z1))(y,—x,0).
1

Proposicdo 3. Para |e| < 1, o sistema dindmico do tragador passivo dado por (3.13) pode pos-

)U(%,l) os equilibrios sdo (0,0, £1), (£+/1—(2)%,0,2)

wIN

suir até seis equilibrios. Se z; € (—1,—

e (0,£+/1—(z4)%, 2«

). Se z; e(—%,—%)U(%,%),osequilﬂ)rios $80 (0,0,%+1) e (0, /1 — (z4)%,24)-
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Sez; € (—%,O) U (0, %) os equilibrios sdo (0,0,+1). E se z; = 0, os equilibrios sdo (0,+1,0)

e (0,0,£1). Em que

—28x%z% + z% — 48x% — \/(28x%z% — z% + 48x%)2 + 168x%zl (—2zlx% +z1— 28x%zl)

Ze = :
. —SSX%Zl
2
) 3811—22—1%—\/(22—)2%—3&1)2—88(1—;—12—1—&%) 5
7= 1e2 se zle(—l,—g),
2
) 38z1—22—x'%+\/(217‘%—3£z1)2—88(1—2271%+8z%) 5
e g2 se Z]E(g,l).

Demonstragdo. Consideramos x; # 0, pois caso contrario r(t) = rp(t) = (0,0,1). Os equi-

librios de (3.13) sdo os pontos tais que

(I) Tziy(—p- — p; + 52 —€) +2€Dyz =0,

2
2x]

(I1) DLI(le —x12) + DLZ(z1x+x1z) —2elxz — 1;112)‘ +elzix =0, (3.14)
1

(1) Ty (p; — p;) =0.

D;)
De (III) temos

y:0 ou D1:D2.
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Supondo y # 0, segue que D} = Dy = D = 2(1 —z1z). Consequentemente x = 0, e se existir

equilibrios eles estio no grande circulo y* +z> = 1. A Eq. (II) se reduz 2 0 = 0. De (I) obtemos

D
z21(=2+ 75 —€D) +2ezD =0.
2x7

Desenvolvendo, temos que
—4exiz 4 (2ex373 — 23 4 4exd)z— 2z1x5 4 71 — 2ex7z1 = 0. (3.15)

Se z;1 =0, entdo z=0¢ (0,%1,0) sdo equilibrios de (3.13). Se z; # 0, entdo para saber se este

polindmio admite raizes reais com norma menor que um, usamos o seguinte lema:

Lema 2. O polinémio ax® +bx+ ¢ tem

1) uma tnica raiz no intervalo (—1,+1) se, e somente se, uma das condigdes a seguir sdo satis-
feitas:

L] <leb>—4dac =0,

iila+c| < |b|.

2) duas raizes no intervalo (—1,+1) se, e somente se, as trés desigualdades a seguir sdo satis-
feitas:

Dl <1,
i) (a+b+c) (4“3—;”2> <0,

iii)a—b+c) (425:2) <o0.
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Em relacdo ao polindmio (3.15) temos que

b, 1

2a 17 8e 27%"
Como |g| < 1 oitem (i) das partes 1) e 2) do lema 2 ndo € satisfeito. Logo o polinémio (3.15)

pode ter no maximo uma raiz real se o item (ii) da parte 1) for satisfeito. Note que

la+c| = | —4dexiz] —2z1x3 + 71 — 2ex3zy ],

|b| = [2ex}z? — 23 + 4exi|.

Como |g| < 1, para |a+¢| < |b| basta que
| —2z1x3 + 21| < 23

Ou seja,
1 1
e(—1,—=)U(=,1).

Neste caso, os equilibrios de (3.13) s@o

(0,24/1 — (24)%,24),

em que

—28x%z% + z% — 48x% — \/(28x%z% — z% + 48x%)2 + 168x%zl (—2Z1x% +71— 28x%zl)

e =
—88x%zl

Suponha agora y = 0. Logo, se existem equilibrios, eles estdo no grande circulo x* +z> = 1.

De (II) temos que

21X
Dz(le —xlz) + D, (zlx—i—xlz) —2&xzD1Dy — 2LXZD|D2 +€ez1xD1D, = 0. (3.16)
1
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Como

DDy =4(z1 —2)%,
D)+ Dy =4(1—2z2),

Dl —D2 = —4x1x.

Entdo (3.16) torna-se

ZL); (z1 —2) + €z1x(z1 — 2)] = 0.

(z1 —2)[x — 2€exz(z) —2) — 5
X

Portanto,

X

z1—2z=0 ou x—28xz(zl—z)—2—x%

(z1—z)+€z1x(z1 —2) = 0.
Se z1 —z=0entdo z = 71 € x = £x{, ou seja, R = R; ou R = R;. Suponha, entdo,

X
X — 28xz(21 - Z) — %(21 - Z) + Ele(Zl —Z) =0.

1

Logo,

x=0 ou I—ZSZ(Zl—Z)_zz_;z(ZI—Z)+8Z1(Zl —z)=0.
1

Se

x=0 entdo z==+£1

e assim (0,0,+1) sdo equilibrios de (3.13) para quaisquer valores de z;. Se x # 0 entdo

I_ZSZ(ZI _Z) _2Z—;2(Z1 —Z)+8Z1(Z1 —Z) =0.
1

Ou seja,

4|
-
2xl

Z
2622+ ( 38zl)z—|—1—2—;2—|—8z% =0. (3.17)
1
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Podemos supor z; # 0 pois caso contrdrio z = ++/—1/2¢. Neste caso, se € > 0 entdo z ndo
¢ um numero real, e se € < 0 entéo |z| > 1, pois |¢| < 1. Pelo lema 2 o polindmio (3.17) ndo

pode ter duas raizes reais. De fato,

el ==z~ 2>
2a ° 4x1

jaque |e| < 1. Ainda pode existir uma raiz real se o item (i) da parte 1) do lema 2 for satisfeito.

Como |e| < 1, em relagdo ao polindmio (3.17), temos que para

la+c| < |b|
basta que
|2—3Z%| <lz1]-
O conjunto solucdo desta inequagdo €
2 2
—1,—=)U(=,1).
( ) 3) (3’ )

Sendo assim,
(£4/1-(2)%,0,2)

sdo equilibrios de (3.13), em que

3¢ez; —571%—\/(2—1%—3&1) —8¢(1 ——+8Z1)

7= 482 s€ 71 € (_17__)7

2
3ez) — +\/( —3ez1)? - 8e(1— 3 +ezf)
1

4¢2

[\l



Nesta secao analisamos a estabilidade dos equilibrios descritos na proposi¢cdo 3. A estabilidade

foi determinada em fun¢io da coordenada z; dos vortices, como vemos na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 4. Os equilibrios do sistema (3.13), descritos na proposicdo 3, t€m as seguintes

3.3 O TRACADOR NO CASOEM QUET| =13

3.3.1 Estabilidades dos equilibrios

estabilidades:
<1 (0,O>1> (0707_1) (O,y*,Z*) (07 —y*,z*) ()E707Z) (_j7072)
(—1,— %) centro sela centro ou sela | centro ou sela | centro ou sela | centro ou sela
(— 2 - l) sela sela centro centro X X
3 2
(— % ,0) centro sela X X X X
(0, %) sela centro X X X X
(% , %) sela sela centro centro X X
(%, 1) sela centro centro ou sela | centro ou sela | centro ou sela | centro ou sela

em que y, = /1 —(z+)2, ¥=+/1—(%)? e x indica que o ponto deixa de ser equilibrio no

respectivo intervalo.

Observagio 4. Nos intervalos (—1,—3) e (3,1) os equilibrios (0, £y.,z:) e (££,0,2) sdo duas

selas e dois centros.

Nas extremidades dos intervalos a estabilidade depende de €. Se € > 0 entdo
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z1 | (0,0,1) | (0,0,=1) | (0,y4,24) (0, —ys,2+) | (0,1,0) | (0,—1,0)
— % sela sela centro centro X X
— % centro sela X X X X
0 | centro centro X X sela sela
% sela centro X X X X
% sela centro | sela ou centro | sela ou centro X X
Se € < 0 entdo
z1 | (0,0,1) 1 (0,0,=1) | (0,y4,2:) (0,=ys,z:) | (0,1,0) | (0,—1,0)
—% centro sela sela ou centro | sela ou centro X X
— % centro sela X X X X
0 sela sela X X centro centro
% sela centro X X X X
% sela sela centro centro X X
Observacao 5. Nos valores 71 = %para €>0,0uz; = —% para € <0, os equilibrios (0, £y, z,)

sdo uma sela e um centro.
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Demonstragdo. Considere a seguinte mudanga de coordenadas:

X=X,

y=+v1—x%sin(0), (3.18)

z=+V1—x%cos(0).

Utilizando a nota¢do a = ‘é—? temos que
X=X
y=v1—x2cos(0)6 — - sin(0)x, (3.19)

V1-x2

z=—V1—-x2sin(0)6 — ﬁcos(@)x.
Substituindo essas equagdes em (3.13), obtemos as equacdes de movimento em relagcdo as

varidveis (0,x):

6 = 1“Z1\/1477<:08(9)(Dl1 +35 - %1 +¢&) —2elxcos(0)2+Ixy (4 — 4-),

32
(3.20)
i =Tz vV1—x2sin(0)(—p- — p; + 217% — &) +2el(1 —x%)cos(0)sin(H),
em que
Dy =2(1 —x;x—z1v/1 —x2cos(8)),
(3.21)

Dy =2(1+x1x—z71V1—x%cos(0)).
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Seja f = (f1(0,x), f»(8,x)) = (0,x). Para estudar a estabilidade na vizinhanca dos equi-

librios relativos, estudamos os autovalores de Df nestes equilibrios. Note que

% = —2I'z3A; cos(0) sin(0) — leﬁAsin(G) +4€elxcos(0)sin(0) +2Ix z1A1V 1 — X2,

% =2y 5 c08(0)[2x1A1 — 221 A cos(8)] + Tz (1 —x%)"2Acos(6)
—28Fcos(9)2+Fx1[—2x1A2+2z1\/1%7A1 cos(0)],

2 21— ) Agsin(0)? — Tz T=2Acos(6) + 26T (1 ) (cos(6)? — sin(0)?),

% =Tz1V/1 —x20sin[—2x]A, +2Z1\/1+7A2 cos(0)] +FZ1\/1+7A81H(9)

—4€eTxcos(0)sin(0).

Em que

1 1
AI_D_%_E’
1 1
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As coordenadas (6,x) do equilibrio relativo (0,0,1) sdo 8 = 0 e x = 0. Consequentemente

Dy =D, =D=2(1-2z)),

0 —r—(3§gz) +el(z1 —2)

Df(0,0) =
Tz B 4 er(2—z) 0

Zx%

Os autovalores de Df(0,0) sao dados pela expressao

r
A= i%\/zl@zl +1)(3z1+2) + f(z1,€)
1

em que f(z1,€) é uma fungdo real continua tal que f(z;,€) — 0 quando € — 0. Como estamos

considerando |€| < 1, entdo para saber se A € real ou imagindrio puro basta estudar o sinal de

21 (2Z1 + 1)(3Z1 —|—2)

YU (0,1) e centro se z; €

B[—

Contudo, concluimos que (0,0, 1) é ponto de sela se z; € (—%, —

(—1,-3)U(~3,0).

Com relacdo ao equilibrio (0,0,—1), temos que 8 =, x=0e D; =D, =D =2(1+2z)).

Logo,

0 (2=3z)

Df(r,0) = 2
(2211
2x%

) +el(2+2z1)

Os autovalores de Df(m,0) sdo dados pela expressdo

r
A= %—xl\/z] (221 —1)(2—3z1) +g(z1,€)
1
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Em que g(z1,€) é uma fungdo real continua tal que g(z1,€) — 0 quando € — 0. Como estamos

considerando |€| < 1, entdo para saber se A € real ou imagindrio puro basta estudar o sinal de
21(2z1 —1)(2—3z1).

Contudo, concluimos que (0,0,—1) é ponto de sela se z; € (—1,0) U (3, %) e centro se 7| €

Através da formula de Euler, podemos fazer algumas afirmagdes sobre a estabilidade dos

outros equilibrios. A equacio de Euler em S? assume a seguinte forma

ZX:’ =2,
l
em que a soma € nos pontos criticos. Sabemos que cada vortice contribui com 1 e cada sela
com —1 nesta equag@o. Vimos na observagdo 3 que os vortices se comportam topologicamente
como centros, portanto os demais equilibrios existem aos pares, em que cada par é formado por

uma sela e um centro. Se z; € (—1, —%) U (%, 1), a Eq. (3.13) possui os seguintes equilibrios:

(0,0,+1), (£+/1—(2)2,0,%) e (0,£+/1 — (z4)%,z+). Sabemos que (0,0,1) é ponto de sela se
z1 € (3,1) e centro se z; € (—1,—%). Sabemos também que (0,0,—1) é centro se z; € (3,1) e

ponto de sela se z; € (—1, —%) Portanto, pela férmula de Euler, os outros quatro equilibrios

(j: \/ 1- (2)27072) € (O>:|: 1- (Z*>27Z*)

sao dois centros e duas selas.

Sez € (— ,5 ), existem quatro equilibrios

UJIN
|
D—
N
-
—~
UJIN
NI'—*
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(0,0,41) e (0,44/1—(z+)2,24)-

Como (0,0, +1) sdo pontos de sela, pela equacdo de Euler temos que
(07:|: 1— (Z*)zvz*)

sa0 centros. OJ

3.4 O tracador no caso em que I'j = —I; e r((t) # —r(¢)

Nesta secdo estudamos o problema do tragador passivo sob a influéncia da solu¢do do problema

dos dois vértices, (r(t),r2(t)) obtida na se¢do 2.3.1, dada por

ri(t) = (xjcos(Qr),x;sin(Q1),z1),

(3.22)

ra(t) = (xycos(Qr),x; sin(Q1), —z1),

em que Q = % +elz1e x% + z% = 1. Considerando as coordenadas girantes

R:AQI”,
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vemos que

Rl - (-xlaoazl)v

RZ = (-xho?_zl)?

(3.23)

D) =||R—R; H2 =2(1—x1x—2712),

Dy = |R—Ry||?> =2(1 —x1x +212).

Contudo, as equagdes do tragador passivo dadas por (3.5) tornam-se

r

. r 1
R= IT(—ZIMZIX—XM,X]Y) + —(—z1y,z1x+x12, —x1y) + I'(=— +€z1)(y,—x,0) (3.24)
1

D> 271
Proposico 5. Para |e| < 1, o sistema dindmico do tragador passivo dado por (3.24) possui

quatro equilibrios se x; € (—1, —%) U (%, 1). Sao eles

(% +V1-32,0)

(X*707j: I—X%),

em que
~  1-2(1-x})+2¢e(1-x?)

* xi+2exi(1-x3) 7’
. —x1—28x1z%+\/(x1+28xlz%)2+81%(1+28z%) se x1 € (_1 _l)
* — 727882% 1 ’y T 2 )
—x1—2ex122—+/ (x1+2€x122)2+822 (14+2¢72
X = — S avAG] 127) 7484 D g x| € (%,1).

—2—8ez?
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| entdo ndo existem equilibrios.

=

b

8=

Se x| € [—

Demonstragcdo. Os equilibrios de (3.24) sao os pontos tais que

(I) Tz1x(g-+ ; — 52 — &) +Txz(p; — p-) =0, (3.25)

(1) Ty (p: —

Os casos z; = %1 foram resolvidos na sec¢do 3.2, portanto, supomos z; 7# £ 1. Também supomos

71 # 0, pois caso contrario Ry = R».

De (III) temos que

y:O ou D1:D2.

Suponha y # 0, entdo D; = Dy = D = 2(1 — x1x) o que implica z = 0. Portanto, se existirem

equilibrios eles estdo no grande circulo x> +y* = 1.

De (I) temos que

r
—2I'z1 +D(=—+€l'z1) =0
2z

logo,

(x1 4 2ez3x))x = 1 +2ez3 — 223,

Como || < 1 e xj # 0 temos que

X1+ 282%)61 75 0.
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Consequentemente,
i 1 —27] 4 2€z3
X1+ 281%)(1 '

Como supomos y # 0 e estamos resolvendo a Eq. (3.25) em S2, nos interessa apenas os valores

de x t.q. [x| < 1. Ou seja,
1— 277 +2ez3

| s—| <.
X1+2€Z1)C1
Como |g| < 1 basta que
1-223
—=L < 1.
X1
O conjunto solucdo desta inequagdo é
1 1
e(—-1,—x)U(z,1).
X1 € (-1,-5)U(5,1)

De (II) temos que

r
X(ZFZI -I-D(—— — EFZI) =0.
271
Ou seja,
r
x=0 ou 2I'z; + D(—— —¢€lz;) = 0.
274
Note que

r
ZFZ] +D(—Z —SFZ]) = O
1

€ equivalente a (I). Logo, paray # 0 e

1 1
X € (_1’_§)U(§’ 1)

existem os seguintes equilibrios

(x,+v1-%2,0),
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em que

_ 1=-2(1—x})+2e(1—x})
X =
x1 +2¢ex(1—x3)

Suponha agora y = 0. Logo, se existir equilibrios eles estdo no grande circulo

De (II) temos que

r r 1
— — — —Ix(=— +€z1) =0.
D (Z1x X1Z)+ D, (Z1X+X1Z) x(2Z1 + Z1)
Como
D+ D, = 4(1 —xlx),
Dy — Dy = —4z;z,
D1D2 = 4()61 —X)z,
obtemos
1
(x—x1)(z1 —x(x—xl)(z— +¢€z1))=0.
<1
Ou seja,

1
x—x; =0 ou z; —x(x—xl)(g—l—szl) =0.
1

Se x —x; = 0 entdo

R:Rl ou R:Rz.

Logo, vamos supor x — x| # 0. Se

71 —x(x—x1)(=—+¢€z1)=0

56
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entao
(=1 —2ez})x* + (x1 +2&zix; )x + 223 = 0. (3.26)

Para saber se este polindmio admite raizes reais com norma menor que um faremos uso do

lema 2. Em relagdo a este polindmio

X1+ 28z1x1

’ |_|—2 4ez3 "

Como |€| < 1, para o item (i) da parte 2) do lema 2 ser satisfeito basta que
[
2

Isto se dd pois |x1| < 1. O item (i) da parte 2) ¢ satisfeito se

(—1—2€22 +x1 +2e22x) +223) (— _2_4&] )< 0.
Como €| < 1 basta que
(—1+x +2z%)(x%zgz%) <0.
O conjunto solugdo desta inequacdo €
$1=(-1,—5).

Em relagdo ao item (iii) devemos ter

—dezixt —4e?z{x} — 827 — 16¢z]
—2—4ez3x

(—1—2ez] —x; —2¢ezix —1—21%)( ) <0.

Como |g| < 1 basta que
X} + 8¢

(~1-x +28) (2

) <0.
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O conjunto solucdo desta inequagdo €

S2 - (5, 1)
Como §1 NS, = 0, ndo existem duas raizes reais com norma menor que um.

Ainda pode existir uma unica raiz real do polindmio (3.26) com norma menor que um. Para

isso precisamos verificar a parte 1) do lema 2. Em relagdo ao {tem (i) vimos que

X —|— 2£z1x1

Precisamos verificar ainda que

b* —4ac =0,

ou seja,

4628 + (4> —12¢)7} + (de+ )i +1=0.

Note que o grafico de 7z% + 1 € uma pardbola com concavidade para cima e vértice (0,1). Como
le| < 1, o polindmio acima ndo se anula, consequentemente, o item (i) ndo é satisfeito. O item
(ii) é verificado se

| —1—2€z8 +223| < |x1 +2ezx].

Como |¢| < 1 basta que

| = 1+2(1—x7)| < |xa].
O conjunto solugdo desta inequacdo €

1 1

(-1,-5)U(;

1).
5V
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Portanto, se y = 0 existem dois equilibrios de (3.24) apenas se x; € (—1, —%) U (%, 1). Neste

caso os equilibrios sdao

(x*70>:l: 1_)&)7

em que

—x —2€x123 + \/(xl +2€x123)2 4 823 (1 +2¢e23) 1
5 se x; € (—1,—2),
—2—8ez3 2

Xy =

—X1] — 2£x1z% — \/(x1 + 2£x1z%)2 + 8z%(1 + 282%)
—2—8ez}

1
Xe = se x| 6(5,1).

3.4.1 Estabilidade dos equilibrios

A estabilidade dos equilibrios relativos descritos na proposi¢do 5, foram determinadas em

func¢do da coordenada x; dos vortices, como vemos na seguinte proposicao.

Proposicao 6. Os equilibrios do sistema (3.24), descritos na proposi¢c@o 5, t€m as seguintes

estabilidades:

X (x4,0,v/1 = (x:)2) | (x,0,—/1—(x:)?) | (£,V1—5%2,0) | (Xx,—V1—%2,0)

(—1,—5) centro centro sela sela

[—%,%] X X X X

( % ,1) centro centro sela sela
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Em que X indica que o ponto deixa de ser equilibrio no respectivo intervalo.

Demonstracdo. Considerando as coordenadas

x=+1-—2z%sin(0),

y=+V1—2z%cos(0),

vemos que

X = 1—Z2COS<9)9’—\/1+7Z25111(9)Z.,

y=—V1—72sin(6)0 — \/12_7 cos(0)z,

9 = —FZ1<DL1—|—D—2 — g —8)+FX1—%ZZSIH(9)(ITI — ITZ)’

5= 1“xl\/1——zzcos(9)(Dl1 — D%)a
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em que

D = 2(1 —x1v1 —zzsin(e) —ZlZ),

Dy, = 2(1 +x1vV'1 —zzsin(e) —ZIZ)-

Sejaf = (£1(0,2), f»(8,2)) = (6,z). Com a finalidade de determinar a estabilidade na

vizinhanca dos equilibrios estudamos os autovalores de D f nestes equilibrios. Note que

% = —2T'z1x1V' 1 —22Ascos(60) +T'x; \/lz_izzAcos(O) +2I'x3zA cos(0) sin(0),

38_12 = —T21[—2x1 55 A28in(0) + 221 A | + Tx (1 —2%)"3Asin(6)

+Ty i sin(8)[~2x1 Ay sin(6) + 2214,

95 — 2T} (1 22)A; cos(6)? — Ixy /1 — 22Asin(8),

‘98_122 =Tx;V1—z%cos(6)[—2x \/1%7& sin(0) +2z1A;] — T'x; \/lz_ﬁAcos(G).
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em que
1
A= Dy
A= — 7
Dl DZ’
11

Sez=0entdo D} = Dy =D =2(1 —x;sin(0)). Logo,

_ 4Txyz cos(0)

0
D2
Df(6,0) =
0 4T'x1z1 cos(6)
D2

62

Portanto, os equilibrios (X, 4-v/1 — x2,0) sdo pontos de sela. Logo, pela equagdo de Euler temos

que os equilibrios

(X*,O,:l: 1 —X%)

sao centros.
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3.5 O tracador no caso em que I'y = —I e r(t) = —r(7)

Considere a solugdo (r(t),r2(t)) do problema dos dois vortices no elipséide (2.9), obtida na

secdo 2.3.1, dada por

ri(t) = (xycos(Qt),x; sin(Q1),z1),

(3.27)
r(t) = (—xjcos(Qr), —x; sin(Qf), —2z1).
Em que x% —|—z% =1, Q=¢lz e I'=T7. Ocaso x; =0 foi resolvido anteriormente, portanto

supomos x; # 0. Fazendo a mudangas de coordenadas R = Ag r, vemos que

Ri(t) = (x1,0,z21),

Ry(t) = (—x1,0,—z1),

(3.28)
D; = ||Ry —R|?>=2(1 —x;x—212),
Dy = |Ry —R||?> =2(1 +x1x +212).
Desta forma, as equacdes do problema do tragcador passivo (3.5) para essas solugdes sao
R= Dil(—my,z]x—x]z,my) + DLZ(—ZlyaZIx_XIZJCly) + el'zi (v, —x,0). (3:29)

Proposicdo 7. Para |e| < 1, o sistema dindmico do tragador passivo dado por (3.29) tem como

equilibrios os pontos (x1,0,—z1) e (—x1,0,z1).
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Demonstragdo. Os equilibrios de (3.29) sdo os pontos:

(1) —Tzy(p +p, —€) =0,

(1) F(ZIX—MZ)(D%—I—DLZ)—SFQ)C:O, (3.30)

De (III) segue que

y:() ou D =—D;.

Se

entao

R=R; =R,.
Suponha y = 0. Logo, se existir equilibrios, eles estdo no grande circulo
P42 =1.

De (II) temos que

(z1x —x12) (D1 + D3) — €21xD 1D = 0.

Como

DD, =4(z1x —)clz)2

D+ Dy =4.
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Entao
(z1x —x12)[1 — €z1x(z1x — x12)] = 0.
Ou seja,
71x—x12=0 ou 1—¢ez1x(z1x—x12) =0.
Suponha

z1x—x1z2=0.

Se z;1 = 0 entdo z = 0 e os pontos (£1,0,0) sdo equilibrios. Se z; # 0 entdo

X1
xX=—2z.
<1
Do fato que x> 4+ z> = 1, segue que
X
(222 +2=1.
<1
Ou seja,
z==+z71.
Logo,

(xlvoa _Zl) € (_xlaoazl)

sdo equilibrios de (3.29). Considere agora

1 —ezix(z1x—x1z) = 0.

Como |€] < 1, ndo existe solucdo para esta equacao.



CAPITULO 4

Anel de vortices

ESTE capitulo apresentamos um estudo de anéis de N vortices idénticos no elipsoide

(2.9). A configuragdo de anel € caracterizada por N voértices com mesma vorticidade,
dispostos nos vértices de um poligono regular de N lados. O anel de vértices € um equilibrio re-
lativo que gira em torno do eixo z com certa velocidade angular y. Com o intuito de determinar
a estabilidade destes equilibrios, seguimos de perto os seguintes trabalhos, Boatto e Cabral [17],
e Boatto [19]. De maneira andloga a que estes pesquisadores abordaram o problema, adotamos
um sistema de coordenadas girantes no qual a configuracio de anel torna-se um equilibrio fixo
e determinamos intervalos de latitude em que estes equilibrios possui estabilidade linear e ndao
linear. Utilizando o critério de Dirichlet (teorema 1), foi possivel determinar estes intervalos
de maneira dnica por meio de uma anélise dos autovalores da matriz hessiana do Hamiltoniano
correspondente avaliada nesse equilibrio. Para determinar esses autovalores fizemos uso da
teoria de matrizes circulantes. A definicdo de matriz circulante e o resultado utilizado (ver

[24]) € dado a seguir:

Definicao 1. Uma matriz C n X n € dita circulante se tem a seguinte forma

66
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Cl C2 ... CN

CN €1 -t CN-—1
C =

C‘2 C3 EEEY cl

Proposicao 8. Uma matriz C n X n circulante e simétrica possui n autovalores dados

por

n

Aj= chcos <27r(]— (k= 1)) , j=1,...,n.
k=1

Para utilizar coordenadas girantes adequadas, é necessério o conhecimento da ve-

locidade angular ¥ do anel. Com este intuito, considere as coordenadas

0 = @i,

zi = cos(6;).

As equagdes de movimento dos N vértices, dadas pelo Hamiltoniano (2.18) e forma simplética

(2.19), sdo
X =JVxH, 4.1

emque X = (91, ...,0n,21,...,2v), VxH é o gradiente de H ¢
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As condig¢des iniciais para uma configuracao de anel sao dadas por

0=3G),

zi=20, i=1,...,N.

Como estamos considerando que os vortices possuem a mesma vorticidade, podemos supor,
sem perda de generalidade, que I'; = 1 parai=1,...,N. Em relacdo a essas condi¢des iniciais

temos

OH v —sin(2m(i—k)/N) 0
¢ 4 1—cos(2m(i—k)/N)

2~ W= Dal—5 %)

Portanto, a dindmica do anel de N vortices € dada por
27 .
01 =7+ = 1),

Zi(l‘) = 20,

em que

Y= (N—l)z()(l ! 5 —28).

Adotando as coordenadas girantes
¢i=¢i—v, Zi=z.

A forma simplética continua sendo a candnica e a fun¢do Hamiltoniana torna-se

HX)=HX)+y

=

Il
_

i (4.2)

1
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comX = (¢;1, ey ¢~N,z~1, ...,Zv ). Contudo, as equagdes de movimento sao
X = —JVzH. (4.3)
Note que a configuracdo de anel nessas coordenadas € o equilibrio
X*=(0,...,(i—1)2xn/N, ... ,(N—1)2%/N,z, ... ,20)-

Desta forma, a estabilidade do anel de N vortices € determinada pela estabilidade de X*.

4.1 Estabilidade do anel de N vortices

O objetivo desta se¢do € demonstrar o seguinte resultado.

Proposicdo 9. Para |e| < 1 e N > 4 existe constante positiva Ky tal que o anel de N vdrtices e

latitude 6y = arccos(zp), no elipsoide (2.9), possui estabilidade linear e ndo linear se
0<6,<6 ou 1—6<6y<m

em que O = arccos(Z) e

2\%% + &Ky para N par,

IS
I

. %_3 + €Ky para N impar.

\

Para N =2 ou N = 3, temos o seguinte: se € < 0 entdo o anel de N voértices admite estabilidade
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linear e ndo linear para qualquer latitude 6y € [0, ]. Se € > 0 entdo o anel admite estabilidade
linear e ndo linear se

0<6)<0 ou Tt—60<6y<m,

em que § = arccos(?) e

7=

1/2

1+4e— ((1+4e)>—16e2)'?
4¢ '

Demonstragdo. Como observado, a estabilidade do anel de N voértices € determinada pela es-

tabilidade de X*. A estabilidade linear é dada pela estabilidade do sistema
X =JD*H(X")X. (4.4)

em que D*H(X*) é a matriz Hessiana de H calculada em X*. Do fato de D?H (X*) ser matriz
simétrica, segue que os autovalores de D*H (X*) sio reais e que D*H (X*) pode ser diagonali-

zada por uma matriz que deixa a forma simplética invariante. Ou seja, existe matriz P tal que

J=PlJP ¢ A=PTD?’H(X*)P em que

A O 0
0 . .0
A=
0
0 -~ 0 o

Portanto, fazendo a mudanca de coordenadas ¥ = PT X, a equacio (4.4) torna-se

Y =JAY, 4.5)
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emque Y = (¢y,...,05,Z1,---,Zv ). Considerando as coordenadas

Z= (alvzla"'aaN’ZN)'

O sistema (4.4) € equivalente a

7Z=BZ,
com
0 Ayst O - 0 0
~M 0 0 0 0
0 0 0 0
B p—
0 0
0 0 - 0 0 A
0 0 0 —Ay O

Como os autovalores de B sdo as raizes do polindmio
2 2
p(x) = (X —|—7L.17LN_¢_1)...(X —l—)uleN),
entdio o equilibrio X* é linearmente estdvel se A; tem o mesmo sinal que Ay, parai=1,...,N.

Quanto a estabilidade ndo-linear, note que a expansio em Taylor de A numa vizinhanga de

X* é dada por

A(R) = A(X) +-VgA(R)(§ X 4 JDPA(R7) (X X7+ O(|K —X°|*).
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Como H é integral primeira e V¢ H (X*) = 0, entio se D?H (X*) for definida positiva ou definida
negativa, o equilibrio X* possui estabilidade néio linear. De fato, o critério de Dirichlet afirma

que:

Teorema 1. (Critério de Dirichlet) Seja X* um equilibrio de um sistema de equagées diferen-

ciais ordindrias autbnomo

dX
—=fX), XeQc R, (4.6)
isto &, f(X*) =0. Se existe uma integral ¥ definida positiva (ou negativa) para (4.6) numa

vizinhanga do equilibrio X*, entdo X* € estavel.

Portanto, os autovalores de D*H (X*) determinam tanto a estabilidade linear quanto a esta-
bilidade nio linear de X*. Com a finalidade de determinar os autovalores de D>H (X*) observe

que esta matriz tem a seguinte estrutura (ver apéndice)
R O

D?H(X*) = ,
0 S

em que R e S sdo matrizes N x N simétricas e circulantes. Logo, podemos utilizar a proposi¢cdo

8 para calcular os autovalores destas matrizes.

A matriz R é uma matriz circulante em que

e o
ey KTl
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Portanto, seus autovalores sdo
ARji={G—-1)(N—j+1), j=1,..,N.
A matriz S também é circulante com

s1= [ (V=1)(1+35) — X6 — 2e(N—1),

—_ 1 .
= (1-22)2(1—cos( 3 (k—1)))’ k=2,..,N.

Seus autovalores sdo

1

=g

N=1)(1+2z) - (—DN—=j+1) =2e(N=1), j=1,.,N. 47
Como Ajr > 0, entdo o equilibrio X* possui estabilidade tanto linear quanto ndo linear se

;sz >0, j=1,...,N.

De (4.7) vemos que existe j tal que A 7€ minimo. De fato, para isto basta que (j—1)(N —j+1)

seja maximo. Ou seja,

]% se N par,
j=
]\% se N impar.
\
Se N € par entdo
Agr = — (N—1)(1+23) N 2e(N—1) (4.8)
RENUEEE R | |

Se € =0 entdo lsjz 0 quando
| | S N-2
Z _—
0 =o/N=1
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Como estamos considerando que |€] < 1 e |zo| < 1, entdo para € # 0 esperamos que Ag 5 seja

nao negativo se
|20l = B,

em que 3 é raiz da Eq. (4.8), que supomos ser da seguinte forma:

2v/N—1

B = + &Ky + O(&?).

Note que
N-2
2N —1

€ raiz da Eq. (4.8) para € = 0. Contudo, para N # 2 e considerando apenas valores da ordem

de &, obtemos que

(N—2)3 2 N-2
Ky=+vVN—1 -
N QN—U2+N—2 N—1
e?LS]vEOSe
20| > N_2 ek
Ve N

Procedendo analogamente no caso em que N é impar e N # 3, obtemos que

S€

|zo| >

+ SKN,

VN -3
2

em que

(NZ—IMV+49)
Ky=|—————-".
8v/N —3

Para N =2 ou N = 3, entdo
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S€

B—2¢e(1-23)%>0.

Consequentemente, se € < 0 o anel de N vdrtices possui estabilidade linear e ndo linear para

qualquer latitude 6y € [0, ]. Se € > 0, entdo o anel possui estabilidade linear e nao linear se
0<6,)<H ou T—06<6y<m,

em que O = arccos(?) e

1/2
) <1+4£— ((1—1—48)2—1682)1/2) /
Z: .
4e



APENDICE A

Cilculo de D°H (X*)

OCALCULO de D’H(X*) e seus aoutovalores foi realizado utilizando os seguintes so-

matorios

N 1 N?—1
=1 —cos (E(k—1)) 6 D
N (i - 2_
cos (57 (j 2ﬂl)(k 1)) _N 1—(j—1)(N—j+1). (A2)

= 1—cos(3F(k—1)) 6

Para simplificar a notagc@o desconsideramos os ~ no Hamiltoniano (4.2). Desta forma,

=z

i=1

H(X) = —%Z'[ln@— 222~ 2,/ (1 = 2)(1 = 23 cos(9 — 6))) + £z + )] + ML 20,

em que X = (91, ..., 9n,21,---,2v). Note que

J*H
2T
d¢idz;
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Sendo assim, D>H(X*) tem a seguinte forma:

J’H

Jdgidz; | R 0
J’H

FECE 0

I T — g — \/(1 —27)(1—2}) cos(¢; — )

J*H
0%H
8zi8¢j
Como
OH |
entao

Y

E, para i # j, temos

0’H -

20,00; %)

Logo,

2

T 1—cos(BE(i—j)
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ry ry - IN
N TLocc TN—1

R= ,
rpory o1

em que
N1
n==—"w,

1 k=2,..,N

Utilizamos a proposicao 8 e os somatorios (A.1) e (A.2) para determinar autovalores de R. Sao

eles:
Air=({—1)N—-j+1), j=1,...,N.

Com respeito a varidvel z;, temos

OH | 2/ (1= 22) (1= 2) — (1 — ) cos (95 — 9)

— = —2e(N—1)z;+7.
%% T (1= zm— /(1= 2) (1= ) cos(9— ) (/ (1 =) (1 - D))

Consequentemente,

J°H . 2 1 1+22 & cos(3E(i—k))

az(X>_ 1 0222 T T 2022 N ow — 2e(N—1)
Z (1= Z1—cos(BE(i—k) (1= 71— cos(E(i—k))



APENDICE A CALCULO DE D*H(X*)

Pelas identidades (A.1) e (A.2), temos que

J’H 1 1—N? 2)
(X" = + (N=1)(1+4z5) ) — 2e(N—1).
) = i (e + -n0)) - 2ev-
Para j # i, segue que
J’°H ., 1
a a X ): 2\2 27T [+ . .
2197 (1 —25)*(1 —cos(F7(i—j)))
Portanto,
ST 5 SN
SN S1 SN—1
S = ,
s 83 S1
em que
A2
51= o (28 + (V-1D(1+3)) - 2e(N-1),
Sp = L k=2,...,N.
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Utilizamos a proposicdo 8 e os somatdrios (A.1) e (A.2) para determinar os autovalores de S.

Sao eles:

Ajs = - E (1=N)(14+2)+ (- 1)(N—j+1)) — 2e(N—1), j=1,...,N.

(1-33
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