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Resumo

Nesta dissertacio estudaremos as equacoes de Navier-Stokes em R, assumindo que
o fluido é incompressivel e homogéneo. Analisaremos o problema de Cauchy associado
em espacos de Marcinkiewicz com indices escolhidos de forma a permitir a existéncia de
solucoes auto-similares. Estudaremos também o comportamento assintotico das solucoes,
mostrando que as solugoes auto-similares atraem as solucoes que sao iniciadas em pe-
quenas perturbacoes de funcoes homogéneas. Além disso, abordaremos o problema de
Cauchy nos espacos de Lebesgue .£P, e assumindo mais regularidade na condicao inicial,
demonstraremos algumas estimativas de decaimento para as solucoes. O contetido desta

dissertacao encontra-se nas seguintes referéncias |2, 3, 6, 11, 13, 17].

Palavras-chave: Solucoes Auto-similares, Equacoes de Navier-Stokes, Comportamento

Assintotico, Espacos de Lorentz.
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Abstract

This master dissertation deals with the Navier-Stokes’s equations on R", assuming
that the fluid is incompressible and homogeneous. We analyzed the Cauchy’s problem
in Marcinkiewicz spaces (-£P—weak), with the right index to allow the existence of self-
similar solutions. We also study the asymptotic behavior of the solutions and show the
existence of a basin of attraction for each self-similar solution. Furthermore, we study
the problem of Cauchy’s on .Z7, and assuming more regularity in the initial condition,
we prove some decay estimates for the solution. The contents of this dissertation can be

found in the following references |2, 3, 6, 11, 13, 17].

Keywords:  Self-similar solutions, Navier-Stokes’s equations, Asymptotic behavior,

Lorentz spaces.
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INTRODUCAO

Nesta dissertacio iremos estudar as equacoes de Navier-Stokes em R assumindo que
o fluido é homogénio e incomprensivel. Consideraremos ainda que o fluido é viscoso e
nao esta submetido a nenhuma forca externa. As equacgoes que descrevem a evolucao do
campo velocidade das particulas de fluido, u(z,x), e da pressao p(t,x), na posi¢ao x e no

tempo ¢, sao dadas por:

pa%u—l—p(u.V)u—,uAu—f—Vp:O t>0, xeR"
Vou=0 >0, xcR” (NS)

u(0,x) =ap(x) e V-ap(x) =0 xeR".

Como usual, V-u =Y, dju é o divergente do campo velocidade u = (u1,--- ,um),
Vp=(dip, - ,dmp) é o gradiente da pressao p, ap é a velocidade inicial do fluido e a
condicao divergente nulo, expressa a incomprensibilidade do fluido. Esta tltima condigao
advém do principio da conservagao da massa junto com a homogeneidade do fluido. Por
outro lado, a primeira equac¢ao em (NS) é uma consequéncia da Segunda Lei Newton, ou
seja, da conservagao do momento. Mais precisamente, o termo d; + (u.V)u representa a
derivada em relagao ao tempo do campo velocidade ao longo das trajetorias de particulas
do fluido, isto é, a derivada material do campo velocidade. O termo —Au+ Vp aparece
devido as forcas que agem no fluido, sendo —Au associado a forca de atrito entre as
camadas do fluido, e o termo Vp associado a pressdo do fluido (para mais detalhes, ver
[7]). Nas equagoes (NS) as constantes p e u denotam, respectivamente, a densidade do
fluido e o coeficiente de viscosidade os quais, por simplicidade, assumiremos p =y = 1.
O sistema (NS) é um modelo classico em mecénica dos fluidos.

O sistema (NS) tem sido muito investigado na tltimas décadas, principalmente nas
questoes de formacao de singularidades e existéncia global. O problema de formagao

de singuaridade e de existéncia global de muitos modelos de mecanica dos fluidos sao
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questoes de grande interesse em mateméatica. No caso das equagoes de Navier-Stokes em
dimensao trés (3DNS) uma solugao completa ainda esta em aberto; inclusive o Instituto
de Matemaética Clay oferece um prémio de um milhao de dolares para quem apresentar
uma solucao completa para este problema. Mas precisamente, o problema nimero seis

da lista dos "millenium prize problems" é o seguinte:
Se u(0,x) € suave, entao existe solugao de (NS) suave, para todo tempo t > 0%

para mais detalhes ver [23]. Nessa dire¢do o estudo de solugbes auto-similares é impor-
tante porque pode dar informacoes sobre propriedades qualitativas de possiveis singular-
idades para o sistema (NS).

Nesta tese estudaremos a existéncia de solugoes auto-similares para o sistema (NS)
e analisaremos o comportamento assintdtico das solugoes. Desde que solugoes auto-
similares satisfazem a relagdo de escala caracteristica da equacao (ver Cap.3, Definigao
3.1) é necessario assumir que o dado inicial & homogéneo com um certo grau, o qual é
determinado pela relagao de escala da equagao.

Motivado por isso, o autor em [2], estudou o problema de Cauchy (NS) com o dado
inicial em espagos de Marcinkiewicz (£P-fraco), o qual contém fungées homogéneas. Por
outro lado em, [3, 6], os autores estudaram o comportamento assintotico das solu¢oes em
espacos de Marcinkiewicz. Eles mostraram que a solucao auto-similar é um atrator local
em certas normas .Z”-fraca dependente do tempo.

O objetivo desta dissertacao serd demonstrar detalhadamente os resultados menciona-
dos de existéncia de solucao auto-similar e comportamento assintético, para as equacoes
de Navier-Stokes (NS). Devido a relagao natural entre os espagos de Lebesgue Z7 e os es-
pacos ZP-fraco as técnicas usadas ainda funcionarao bem em 7. Assim, estudaremos o
problema de Cauchy (NS) em espagos £, cobrindo uma boa parte dos resultados encon-
trados no artigo [13]. Uma das diferengas entre a teoria 7 e £P-fraco, é que a primeira
permite naturalmente a existéncia de solugoes locais no tempo, enquanto a segunda exige
condicoes adicionais sobre o dado inicial. Por outro lado, com as técnicas exploradoas
nesta dissertacao, nao é possivel encontrar solucdes auto-similares em espacos £, pois
este ndo contém fungdes homogeéneas de qualquer grau. Para mais detalhes (ver Cap.3).

Nos organizamos a dissertacao em trés capitulos. O capitulo 1, sao os preliminares

essenciais para o desenvolvimento do presente trabalho. Neste capitulo, estudamos os
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espagos de Lorentz Z(p,q) detalhando as principais propriedades topologicas por exem-
plo, a completeza e a dualidade. A cerca da dualidade, mostramos que o dual do espaco
Z(p,q) ¢ dado por Z(p’,q’) para certos valores de p e g, isto é, os espagos de Lorentz sao
reflexivos. Destacamos, também, as desigualdades de Holder e de Young, e o Teorema de
Aproximagao da Identidade em Z(p,q) (Teorema 1.34). Finalizamos, os preliminares,
demonstrando, com ajuda do Teorema de interpolacao 1.39, que a k-transformada de
Riesz, Definicao 1.35, é continua sobre os espacos de Lorentz. Em particular, os espacos
de Marcinkiewicz ou ZP-fraco.

No capitulo 2, sao destacados os principais resultados de existéncia e unicidade de
solucbes brandas para as equagoes de Navier-Stokes em R (NS). Mostramos, via a for-
mulagao integral (2.14) e o Lema Abstrato 2.8, a existéncia de solugdes brandas globais
em Z(p,o0) e £P para o sistema (NS), quando assumirmos que a norma dado inicial ag
é suficientemente pequena nestes espagos (ver Teoremas 2.5, 2.15). Além disso, demon-
stramos que estas solucoes tém todas as derivadas no tempo e no espago, no sentido
classico. Demonstramos, também, a existéncia de solu¢des brandas locais em Z7.

No capitulo 3, sao investigados um tipo especial de solucao, as chamadas solugoes
auto-similares (ver Definicao 3.1), as quais descreve o comportamento do sistema (NS).
Estudamos, também, o comportamento assintotico das solugoes obtidas do Teorema 2.5
(ver capitulo 2). E, por fim, observamos que em certas normas .£?-fraco, a solu¢ao auto-
similar do Teorema 3.2 atrai as solugoes obtidas por certas pequenas pertubagoes do dado

inicial, isto é, existe uma bacia de atragao para cada solucao auto-similar.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo estudaremos os espacos de Lorentz, introduzidos por G.G. Lorentz
(ver [16]) no ano de 1950, denotados por Z(p, q), os quais serao usados para estu-
dar o problema de Cauchy associado as equagoes de Navier-Stokes incomprensivel (NS).
Mostraremos algumas propriedades como a completude, dualidade e as desigualdades de
Holder e Young generalizadas para estes espacos. Estas propriedades serao de funda-
mental importancia para provar a continuidade de termos nao lineares que aparecem na
equagao integral associado com o problema de Cauchy de nosso interesse.

Os principais resultados relembrados neste capitulo sao um subconjunto do contetdo
das seguintes referéncias 9, 14, 19, 22]. No6s iniciaremos o capitulo com algumas defini¢oes

bésicas.

1.1 Definicoes e Notacoes

Nesta dissertacao o valor da constante C > 0 pode mudar de linha para linha, ou em
uma mesma linha.

Seja U um aberto de R” e k € N. Denotaremos por Ck() o espaco de todas fungoes
em U com derivada parcial, continua, até a ordem k, e o conjunto C*() = N7 C*(u).
Quando U =R", escreveremos simplismente C* para denotar C”(Rm). Denotamos por
C?, o espaco de todas fungoes f de classe C* em R" cujo suporte supp(f) é compacto.

Usaremos uma notacao compacta para derivadas parciais, escreveremos d; em vez de
%, e para derivadas de ordem mais alta, usaremos a notacao de multi-indezr, que é uma

m —upla de inteiros nao negativos. Se a = (Qy,---, Q) é um multi-index, escrevemos

m 0 a 0 Ol
— . a: a: _ .o _—
|OC|_j—ZIOCJ’ v J (a)q) (axm) ’
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m

e para x = (x1, - ,xy) ER",

ma
o __ J
X —||Xj.

j=1
Um espaco de fungoes C* de particular importancia, é o espaco de Schwartz .#, no
qual todas as funcoes, juntamente com todas as suas derivadas, decaem mais rapidamente

no infinito que qualquer poténcia de |x|. Mais precisamente:

Definicao 1.1. O espac¢o de Schwartz Y(Rm), é o conjunto de todas funcoes f € C, tais

que, a semi-norma

1fllv.ay = sup (1+1x[™)|9% f(x)], (1.1)

xeR™

é finita, para qualquer inteiro nao negativo N e qualquer multi-index Q.

Exemplos de fungoes em ., sao dados pela familia de fungoes fy(x) = x“e“xF, onde

a é qualquer multi-index.

1.2 As funcoes distribuicao e rearranjo

O objetivo desta secao, é discutir propriedades de rearranjo e funcao distribui¢ao. No
decorrer do capitulo, quando nao mencionado contrario, a tripla (U, M,u) denota um

espaco de medida o—finita e o termo q.t.p seguinifica em quase toda parte.

Definicao 1.2. Seja f uma fun¢ao M —mensurdvel em U. A aplicacao py : [0,00) — [0,00)
definida por
pr(d)=p({xeu; [fx)]>1}), (A=0)

é chamada a funcao distribuicao de f.

A funcao py depende somente do valor absoluto de f, é nao-crescente e continua
a direita, como veremos adiante. A proxima proposicao fornece algumas propriedades

bésicas de py.
Proposicao 1.3. Se f e g sao fun¢oes M —mensuraveis em U, entao

(i) uy é nao-crescente e continua a direita.
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(i) Se |f(x)| <lg(x)] q-t.p em U, entao pus(A) < pg(), VA >0.
(iii) Mprg(Ar+22) < pp(Ar) +pe(A2), V 41,42 > 0.

Demonstra¢ao. Comegaremos provando (i). Se 0 < A; < Ay, entao
{xe w; [f(¥)]> A} C{xe & |[f(x)| > M},
pela monotonicidade de medida, temos
Hy(A2) < pp(Ar).
Para provar que Wy é continua a direita, seja

(L) ={xe u;

f)| >4},
e A0 > 0. Os conjuntos 4r(A) sdo crescentes, quando A decresce e
= 1
() = U Ao+ ).
n=1
Assim, pela continuidade por baixo de medidas, temos
. 1 . 1
Bim pp(Ao +-) = lim u(Ar(Ao +-)) = w5 (A0)) = Hy(%o),

ou seja, [y é continua a direita.

Agora vamos provar (ii). Como |f(x)| < [g(x)| q.t.p em U, entao
Ap(A) ={xe Ws [f(N)] > A} C{xe Us [g(x)] > A} = A(4).

Portanto u(A4r(A)) < u(4,(1)), isto &, up(d) < pg(A).

Para provar (iii), basta observar que
{rew; [f()+8(X)| >l +A}t C{reu; [f(X)]>h}Uixre Us |gx)] > A}

e aplicar a monotonicidade de medidas.
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Outra propriedade importante da funcao iy, afirma que ao assumir (f,), uma se-
qiiéncia de fungoes mensuraveis em U, tal que, |fu| < |furi| € fu — f q.t.p, é possivel
mostrar que Ur,(A) — pr(A), YA > 0. Com efeito, pela Proposicao 1.3 (ii), temos que
a5, () C Ay, (L), segue que U,—oAs(A) C Ap(A). Além disso, dado x € 4y tem-se
| f(x)| > A, mas por hipotese, existe ng € N, tal que, s < |fy,(x)], isto é, x € 4y, - Portanto,

A = U Ay,
n=0
Pela continuidade por baixo de medidas, concluimos ps, (A1) — ps(4).
Pode-se definir um tipo de convergéncia associado com a funcao distribuicao, a qual é

chamada convergéncia em medida. Mais precisamente, dizemos que uma sequéncia (f;,)

de fungoes mensuraveis, converge em medida para f, quando para todo € >0

p(x o [falx) = f(x)] = €}) = 0, com n — oo,
Dizemos também, que a sequéncia {f,} é de Cauchy em medida, quando
p({x 2 |fa(x) = fin(x)| = €}) — 0, com m, n — oo.
A proxima proposicao mostra um tipo de "completeza"para a convergéncia em medida.

Proposigao 1.4. Suponha que (f,) é de Cauchy em medida. Entao existe uma fungao

mensuravel f, tal que, f,, — f em medida.

Demonstragao. Seja (g;) = (fu;) uma subseqiiéncia de (fy), tal que, Ej = {x : [g,(x) —
g (X)) > 27]'}. Entao p(E;j) < 2" logo, escrevendo Fj = U7k Ej, temos p(Fy) < Y7 27 =
21%,(. Quando x ¢ Fy para i > j > k, temos

i—1 i—1
_ 1-j
8,(x) —&i@)| < Y g () —g (0] < Y27 <2 (1.2)
I=j I=j
Assim (g;) ¢ pontuamente de Cauchy em Ff. Seja F = (7 Fi =1limE;, entdo u(F) = 0.
Considere
limg (x), x¢F
fx)= ' (1.3)
0, xeF

entao f é mensuravel e g; — f q.t.p. Também, pela desigualdade (1.2), temos [g;(x) —

f)| < 2" quando x¢ Foej>k
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Desde que p(F;) — 0, quando k — oo, segue que g; — [ em medida. Portanto, a

seqiiéncia f, — f em medida, de fato

{x: [fa(0) = f(0)] = e} C{x: [fulx) — g ()| = €/2F Ufx: [g(x) = f(x)| > €/2},

logo

B Ufal) = £ = €1) < ([ u0) =801 = S D+ g0 = 100 = S, (1)

mas g; — f em medida e (f,) é de Cauchy em medida, entdo para j e n sufciente-
mente grande o lado direito de (1.4) é suficientemente pequeno, isto conclui a prova da

proposicao. ]

Exemplo 1.5. Vamos calcular formalmente a fungao distribuicao [y de uma fungao

simples. Seja f uma funcao positiva e simples em U da forma
f(x) ZZOCj%Aj(X)» (1.5)
j

onde oy >0p>--->0,>0eA;j={x€U: f(x) =} sao subconjuntos disjuntos. Se A >
oy, entao Wr(A) =0. Portanto, se 0 <A < oy, entao f(x) ultrapassa A precisamente no
conjunto Ay, e assim pp(A) = (A1). Similarmente, se 03 <A < @, entao f(x) ultrapassa
A precisamente no conjunto Aj UAj, e assim pg(A) = u(A; UA2) = (A1) + u(Az). Em
geral, obtemos
wrA) =Y miXa;.  a)(A), (A 20), (1.6)
onde J
m=Y pA), (=1 m) (1.7

e Oy+1:=0, ver Figura 1.1 e 1.2.

Para cada funcdo M —mensuréavel f, vamos associar uma funcao f* definida no inter-
valo [0, e), chamada na literatura de rearranjo nao-crescente de f. Mostraremos que f*,
é nao-crescente, continua a direita e equimensuravel a f, ou seja, a funcao distribuicao

dela coincide com a fungao distribuigao uy.

Definicao 1.6. Seja f uma funcao M —mensuravel em U. O rearranjo de f, é uma

aplicacao f*:[0,0) — [0, |, dada por

£5(6) =inf{A >0 up(A) <1). (1.8)
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f ‘ ”f A
o7 ]
O
1L(A3)
srTr—— 1T
1 (A2)
. [1(A1) x N
Aj Al A> X 03 (0%} a X

. Figura 1.2 Gréfico de uy.
Figura 1.1 Gréfico de f. '

Em (1.8), usaremos a convengao inf@ = co. Portanto, se us(A) > ¢, entdo f*(t) = oo.

Assumindo que U tem medida finita, entao a fungao iy é limitada por u(U) e concluimos

que, f*(1)=0 VYt > u(u).

Proposicao 1.7. f* é o rearranjo de f se,e somente se,

[ 10.%) — [0,

! = m.uf (t>7
onde m denota a medida de Lebesgue na semi-reta.

Demonstragao. Desde que Uy é nao-crescente, Proposigao 1.3, temos
sup{A : up(A) >t} =m{A : up(d) >t}
Assim, pela definicao de py,
() =m{A < y(A) > 1) =sup{A : y(A) > 1} =inf{A > 0: pup(R) <1}.
]

Exemplo 1.8. Agora, vamos calcular o rearranjo nao-crescente da funcao simples f dada

por (1.5). Pela Definigao 1.6 e a Figura 1.2, podemos ver que f*(t) =0, quando t > ms3.
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A
f f* y
o7 ]
O * |
|
|
|
|
(022 I : ‘
|
| |
| |
| |
[ [
[
i o R
A3 Al Az X m mo m3 X

. Figura 1.4 Grafico de f™.
Figura 1.3 Gréfico de f.

Também, se m3 >t > my, entao f*(t) = o3, e se mp >t > my, entao f*(t) = ap. Mais

precisamente,
m

£ =Y ity ymp(0) (20), (19)

j=1
onde consideramos mgy = 0.
Geometricamente, n6s meramente rearranjamos os blocos verticais do grafico de f em

uma ordem nao-crescente, para obter o rearranjo nao-crescente f* (ver Figuras 1.3, 1.4).

Segundo a Proposicao 1.7, o rearranjo de f herda as mesmas propriedades da funcao
distribuicao de f. Outra propriedade de f*, é a seguinte: f*(us(s)) >s e ue(f*(r)) <t.
De fato, pela continuidade a direita de us (ver Proposicao 1.3), existe uma sequéncia (s,)
com S,11 < sy, tal que, s, — f* e Us(s,) <t. Logo, ur(f*(t)) = lim,_e ts(s,) <t. Para

ver que f*(ls(s)) > s, observemos que

Frup(s)) =inf{z > 0; pr(z) < pp(s)} >inf{z; s <z} =s,

pois [y é nao-crescente. Portanto, assumindo que s é crescente, concluimos que f*
¢ a funcao inversa de . Mais propriedades do rearranjo, sao destacadas na proxima

proposicao.
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Proposicao 1.9. As seguintes propriedades sao validas:
(i) f*(t) > A <= ur(A) >1t.
(ii) ur(A) =myp(A), onde m denota a medida de Lebesgue.
(iii) Se A C A, entao (fxa)* < f*()Xjo,u(a)
(iv) Para 0 <p <ee, (|f[P)"(t) = (f*(1))".

(v) (f+8)"(t1+0) < f )+ f(r).

Demonstragao. Para provar (i), observaremos a contrapositiva deste item e usaremos o

fato de f* ser nao-crescente. Assim,

ur(R) 1= £1(0) = £ (up(h) = .

A reciproca do item (i), o procedimento é semelhante.

Para provar (ii), seja m a medida de Lebesgue em [0,00), por (i), tem-se

my+(A)

m({t f*(t) > 1})
m({t; pp(A) >1})
m[0, ur(A)) = ps ().

—
~.
~

Prova de (iii)
Desde que (fxa)(x) < f(x), pela Proposigao 1.3 (ii) e a Proposi¢ao 1.7, temos

(f2a)" (1) < f7(1), ou seja, (f2a)"(t) =0, 1> u(A), (1.10)

pois u{xe U : |fxa(x)| > A} <u(A). Combinando as duas estimativas (1.10), concluimos
o resultado.

Finalmente provaremos (iv), este item serd importante para mostrar que ||f||h =

Jo (f(2))Pdr. Assumindo 0 < A < eo, obtemos
(A1) (@) = inf{A - u({xeu : [f(x)[" >A}) <t}
= inf{y" s u({xeu : [f(x)]>v}) <t} =7"()",

onde tomamos v =A1P. A demonstracao do quinto item, podemos encontrar em |14,

pg.12]. O
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1.3 Desigualdade de Hardy-Littlewood

Nesta secao, mostraremos que a norma em Z” pode ser calculada a partir da funcao
distribuicao e do rearranjo de f. Depois, provaremos a famosa desigualdade de Hardy-
Littlewood, a qual garante que a norma .Z! do produto de duas funcées mensuraveis
nao pode ser maior que a norma .Z! do produto do rearranjo delas. A desigualdade
de Hardy-Littlewood serd de fundamental importancia quando estudarmos o dual dos

Espacos de Lorentz. Comecaremos a secao com o lema.

Lema 1.10. Sao validas as igualdades

[ lrwldn = [ usa)an (1.11)
[ 1rwla = [ rwa (1.12)
;sLuI())l,uf(l) = fgg 1 (). (1.13)

Demonstracao. Provaremos este lema para fungoes simples. Seja s uma funcao positiva

e simples em U da forma

s(0) = Y o2, (%),
J

onde o > 0p > -+ > o >0 e A; sao subconjuntos disjuntos. Entao
k
us(A) =Y Bjxs; (1),
j=1

onde denotamos f; = Z{Zlu(Ai), Br=[0j11,05), j=1,--- ke o1 =0.

Assim, pela defini¢ao de integral simples,

oo k k
/0 us(A)dr =y Bim(laji1,05)) = Y Bi(0 — ajir).
Jj=1 j=1
Como

k
Y Bi(oj—oi1) = Bilon— o)+ Palon—03)+...+ Brog
=

= Brog+a(B—Br1)+ -+ 01 (Bt — Br2)Bru

k
= Z a].u(AJ),
=1
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obtemos

oo k oo
| wyan = L oomlt) = | s

Isto prova a igualdade (1.11) do lema. A prova da igualdade (1.12) segue da observagao

k
() =) o, 1.8y (0)-
J

Portanto,
o k k
| @ =Y o8~ Bir) = Y oyua) = [ stond.
j=1 Jj=1 u

Agora provaremos (1.13). Assuma que fir(1) < oo e f*(f) < oo, provaremos que
sup Aps(A) <suptf*(z).
A>0 >0
Com efeito, desde que pr(A) < oo, entdo f*(ur(1)) > A e
sup (1) = iy (F (1 () = s (A2
>
Logo sup,~ ¢f*(¢) ¢ uma cota superior. Dado € > 0, pela Defini¢ao 1.6, temos f*(r) — € <

A. Pela Proposicao 1.3 (i), obtemos.

supApp(d) = (f°(t) —e)up(f (1) — ),

assim, pelo item (ii) da Proposigao 1.9, temos

(@) —eu{s; () > f*(1) — €})

supApiy(A) >
> (£ ) -er.

ou seja, a igualdade (1.13) é valida, quando py e f* sdo finitas. Se existe Ag € (0,00), tal
que, tr(Ag) = oo, entao

sup Apip(A) =oco e suptf*(t) > sup tAg = oo.
A>0 >0 >0

reciprocamente, se existe fy € (0,00), tal que, f*(fo) = oo, entao sup,.otf*(t) = e
sup Aptr(A) > sup Aty = oo
A>0 A>0

e a igualdade (1.13) é ainda verdadeira para o caso [y ou f* infinitos. O



1.3 DESIGUALDADE DE HARDY-LITTLEWOOD 14

Agora estamos em condicoes de identificar a norma dos espacos -Z”, usando a funcao

distribuicao e o rearranjo, através do teorema.

Teorema 1.11. Seja0 < p <o e f € £P(U), entao valem as seguintes igualdades

[u FPdy = p /szp—luf(z)dx. (1.14)
|irwran = [ rayar (1.15)
sup/“t,uf(ﬂt)% = supt%f*(t). (1.16)
A>0 t>0

Para p = o, temos

esssup|f(x)| = inf{A : w(R) = 0} = £(0).

xeu

Demonstrac¢ao. Primeiro assuma 0 < p < oo, Pelo Lema 1.10, temos
o0 (oo} l
| rran = [“uptar= [ upanaa
Considerando a mudanca de variavel, v = l%, obtemos

/OM wp(A7)dA = /0 up()d(?) = p /O o ().

A prova da segunda igualdade (1.14), segue, respctivamente, da Proposigao 1.9 (iv) e do

Lema 1.10. De fato,

| rwra= [Tarry@ar= [ rwran.

Nao é dificil verificar a dltima igualdade, quando usamos o Lema 1.10.
O caso p = o é consequéncia das defini¢oes, de supremo essencial e da funcgao dis-

tribuicao. De fato,

esssuplf(x)| = inf{2: u({xe T |f()] >23)=0)
— inf{A; w(A) =0}
= /(0).



1.3 DESIGUALDADE DE HARDY-LITTLEWOOD 15

Para finalizar a se¢ao, vamos provar a desigualdade de Hardy-Littlewood, a qual nos
informa que a integral do produto de funcoes M-mensuraveis nao pode ser maior que
a integral do produto do rearranjo delas. A prova deste resultado basea-se na seguinte

estimativa
Jir@an< [ o, (1.17)
A 0

a qual é valida para qualquer conjunto mensuravel A com medida p(A) < a. Com efeito,

pelo Lema 1.10, segue que

Jirein = [ f@awlae= [ () @

Deixe-nos observar, que (fxa)* < f*Xjo,u(4))- Logo,

/(f%A /f )Xjo,u(a)) (£)d1 /“(A)f*(t)dt.

Juntando as duas desigualdades acima, obtemos a desigualdade (1.17). Usaremos a esti-

mativa (1.17), para provar a Desigualdade de Hardy-Littlewood.

Teorema 1.12. (Desigualdade de Hardy-Littlewood). Sejam f e g duas fun¢ées M —

[ 1f@elan < [0 (0

Demonstracao. Seja s uma funcao positiva e simples em U da forma
x) = Z OGXA; (x)
j

onde op > 0p >~ >0 >0eA;={x€ U:s(x) = a;} sao subconjuntos disjuntos. Pode-

mensuraveis, entao

mos reescrever s, Como
k
x) =Y Bjxs,(x)
=1

onde Bj = U{ZIAJ- e Bj=0aj— 01, 041 =0. Assim, pela estimativa (1.17), temos

k k
[ Isgtidu = | L;BMB,-(X) o(2) du = L5y [ et

k K(B;) k 1(B;)
< YB [ g 0d=Y—a) [ g 0
J J
k Y i} o k §
= Yo / o (t)dr = / Y iy 1) (08" (1)t
j Yi-1 07

= [ s g,
0
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onde ¥, = Z{,LL(A,-) e % = 0. O caso geral, pode ser provado aplicando o teorema da con-
vergéncia monotona, pois sabemos que qualquer funcao mensuravel pode ser aproximanda

por uma sequéncia nao-crescente de fungoes simples. Il

1.4 Espacgo de Lorentz .Z(p, q)

O objetivo desta se¢ao é definir precisamente os espacos de Lorentz .Z(p,q) e extrair
dela algumas propriedades importantes. Iniciaremos a secao definindo o duplo rearranjo,
como a média da fungdo f* no intervalo de (0,7), e em seguida provaremos algumas

propriedades relevantes.
Defini¢ao 1.13. O duplo rearranjo, é uma fun¢ao f**:(0,00) — [0,0| definida por
wxgpy def LT,
r0 s [ reas.

Observagao 1.14. f** é chamada, geralmente, de fun¢ao maximal de f, pois podemos

ver f**, como a média da funcao nao-crescente f*.

A igualdade em ¢ = 0 nao foi incluida na definicao acima, todavia observe que

lim (1) = f7(0) = ||l
t—0t
Proposicao 1.15. Sejam f, fun¢oes M —mensuraveis em U, n=1,2,.... Entao
(i) f** é nao-crescente e continua em (0,co).
(i) f*(t) < f**(t), para todot > 0.

(iii) Se |f(x)| <|g(x)| q.t.p em U, entao f**(¢t) < g**(t), para todo t > 0.

(iv) Se (fn) é uma sequéncia, tal que, |f,(x)| <|f(x)| q.t.p em U elim, . |fn(x)| =|f(x)|, entao
lim,, ’f;:*(t)‘ = f**(t>

Demonstragao. (i) A continuidade de f**, segue da Defini¢do 1.13. Para ver que f** é
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nao-crescente, seja 0 < a < b, entao

) = 4 [ reas= [rsase s [
< 5/ F()ds 45 f(@)(b—a)
= 1 [ ra (———)af()
<1 f*<s>ds+(;—5) [ ras
= [ rea=r
(i) Desde que f* é nio-crescente, Proposicio 1.7, temos

;/otf*(S)ds > ;/otf*(f)ds =f*).

(iii) Se | f(x)] < |g(x)| q.t.p em €U, pela Proposigao 1.3 (ii) e a Proposi¢ao 1.7, obtemos

pr(A) < pg(A)

(iv) Pela hipotese, a Proposi¢ao 1.3 e a Proposi¢ao 1.7, segue que

f@=lim|f,(x)] = up(d) =Tlimpug (2)

= m”f(l) =limmy, (1)
)

FH(t) =lm f," (¢).
Mas, fi(t) < f*(t) € £'(0,t), pelo Teorema da convergéncia dominda, temos
| |
) = - / F*(s)ds = ~ / lim £, (s)ds

tJo rJo

.1 f % sk

- 11m?/0fn(s)ds: 0}
[

Estamos em condic¢oes de definir os espago de Lorentz e provar algumas propriedades

relevantes ao desenvolvimento desta disertacao.
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Definigao 1.16. (Espacos de Lorentz) Sejam 0 < p < oo, 0 < g < oo. Os espagos de
Lorentz, £ (p, q) é o conjunto de todas fun¢ées M —mensuraveis, tal que, o funcional

|- Hz‘p ;) definido por

1
o 1 1
* fo(lgf*(f))q%]q, S€O<p<oo70<q<oo,
11 p, ) = 1
Supt>0t;f*<t>7 Seo<p<c>o7 q=o°

é finito.

Observagao 1.17. O espago de Lorentz £ (p, q) com p = e (0 < g < e nao tem qualquer
interesse. A razao é que HfHE‘w’q) < oo, implica que f =0 q.t.p em U. De fato, considere
g =1 e assuma, por redugao ao absurdo, que £ (e,q) é um espago nao trivial. Entao
existe uma fun¢ao nao nula f € £(e,q), tal que, o conjunto A = {x: |f(x)| > c} € M.
Pela Proprosicao 1.9 (iii), segue que

1 o) :/0 fr> /0 (fxa)* > /0 T2 200, 1y (e)) =
pois f*(t) =inf@ = oo, quando t > y(c), assim temos uma contradi¢ao.

Quando g = oo, 0 espago -Z(p,o0) é conhecido na literatura como o espago -£P-fraco
ou espaco de Marcinkiewicz. Note, pelo Teorema 1.14, que Hf||z‘p7w) = (sups>0 sp/.tf(s))l/p
isto é, a quase norma || - H)(kpm) coincide com a da defini¢ao classica de Z£P—fraco, ver |9,
pg.191]. Os espacos de Lebesgue £P, também, sdo um caso particular dos espagos de

Lorentz. De fato, tomando 0 < p = g < oo, obtemos

1, = (/ow (t]/pf*(t)>p %>1/p

Usando o Teorema 1.11, obtemos

Wi = ([ rr0ra) = ([ircoras)”

Para p = o, obtemos, pelo Teorema 1.11,

£ = SUPF(1) = (0) = esssupl £ (x).

xeQ
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Portanto £}, ) = fll» ou seja, Z(p, p) = 2.
Os espagos de Lorentz, tém a mesma relacdo de escala do espaco ZP. Mas precisa-

mente, dado A > 0 e uma funcio mensuravel em R", tal que, f; (x) = f(Ax), temos

(V23] A i V651 A (1.18)

onde 1 < p, g < e. Com efeito, denotando por v, a medida de Lebesgue em R", entdo

vi(s) = v({x : |f(Ax)| > s})
= A7"v({x : [f(x)| > s})
= A"vp(s).

Assim,
(f2)"(t) = inf{s; vy, (s) <t}
= inf{s>0; vs(s) <A™t}
= ff(A™).

Wl = ([ o] @) = ([ fhrom] 4)’

e quando, g = oo

1@ ey = sup £7(f2)" () = sup 17 (f3)"(A"r)

>0 >0

= A7 sup (A7 () (A1) = A7 F £ e

>0

A seguir, mostraremos a desigualdade de Hardy, a qual sera util para munir os espacos

Z(p,q) de uma norma.

Lema 1.18. (Desigualdade de Hardy) Se 1 < g <ooer>0 e f é uma fun¢ao mensuravel

em (0, o), entao

([ ([ a)’ =
([ ([ o)’ viar)’ <

1

( /O " f(t))"t’ldt) ‘ (1.19)

1

( /0 " f(r))%’—ldr) ‘ (1.20)

S IR

REES
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Demonstracao. A demonstragao deste lema é uma aplicacao da desigualdade de Jensen
(ver [21]) e o Teorema de Fubini. Vamos seguir o mesmo caminho da demonstracao de
[22, pg.35], outro caminho pode ser encontrado em [9, pg.188]). Como a fun¢ao @ (x) = x4

é convexa em (0,00), entao

t
<p(/f(u)du> (/f )
q —-q
= </f u "auild ) </t a ldu) (/Zu;_ldu)
0 0
l’ t r 1 q_]
< (/(p du)(/uqa’u)
0
_ (4 t“ﬂ/iﬂuww—”?*dm
r 0
integrando de 0 ao infinito e usando o Teorema de Fubini, temos
00 t q 1 r
/ </ f(u)du) = ar (‘—])q / —im (/f q—’+q—1du)dz
0 0 r
~1 ©
= <€>q /f(u)qu"‘”q‘l (/ t_q_ldt)du
r 0 u

= ()" [ wplwyuau

Assim, mostramos a desigualdade (1.19). O procedimento é semelhante, para a demon-

stragao da desigualdade (1.20). O

IN

O espaco Z(p, q) é um espago vetorial topologico normado. De fato, veremos, na

Proposigao 1.19, que o funcional || ||’(kp. é equivalente a norma || - ||(,, 4), dada por

1
w 1 1
110 [%Owwwﬂ%q7an<p<wA<q<%
p,q) 1
sup;o 17 (1), se 1 < p<oo,g=oo.

Assim, os espagos de Lorentz Z(p, g), com topologia gerada pela norma | -[[(, 4), ¢ um

espaco vetorial topologico.

Proposicao 1.19. Se f € Z(p, q), | <p < e 1< g<eo, entdo |||, 4 define uma

norma e
||f||>(kp q) S ||f||(p, q) S 17/||f‘||>(kp7 q)’ (121)

onde p' = 1%.
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Demonstracao. Sabemos que f*(r) < f**(¢), logo primeira desigualdade da proposigao é

imediata. Para provar a segunda desigualdade, primeiro considere o caso 1 < p < oo e

1 < g < oo, entdo, pela desigualdade de Hardy com r = g(1—1/p), estimamos ||f||,, )

obtendo

Hf“(p,q) =

No caso 1 < p < oo, g =00, temos

1 £1l (p, o0)

O funcional || -[|(,, )

1

/O t,, b P () dr /t>

[ ([ o)/ eoia
[ ([ o)y
(/: 5 %);
s

Py U 1P

(
(
(

sup tﬁf** = sup .

At
t>0 t>0

1 1
sup tﬁ_l/ s_?s?f*(s)ds
>0 0

1 [t _1
sup t» /sP supupf() ds
>0 0 u>0

o ff
£y ystp ™! [ pds
0

p||f||(p

¢ uma norma, com efeito, se | <p <ooe 1 <g<oo, entdo || fl|(,, 4 >0,

1fll(p,qy =0 f=0 q.t.p. Para provar a desigualdade triangular, deixe-nos observar

que (f+g)**(z)

1f =+ 8ll(p, )

< (1) +8(2). Logo,

= sup 7 (f+)™(¢)

>0

< sup 17(f)™(t) + sup 17 (g)™*(¢)

t>0 t>0

= |fll(p, o) + 18l (p

usando a desigualdade (1.19), obtemos a desigualdade triangular no caso 1 < g <oo. [
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1.4.1 Propriedades Topologicas em Z(p, q)

Nesta se¢ao, vamos mostrar que os espacos de Lorentz £ (p, ¢) munidos com a norma
| [l(p,g) com 1 < p,q<ooe p#1,sio espagos de Banach. Mostraremos também, que o
conjunto das fungoes simples é denso em Z(p,q) e finalizaremos a se¢ao, mostrando que
os espacos de Lorentz sao reflexivos para certos valores de p e g. Iniciaremos com um
lema, devido a Calderén, que tem como conseqiiéncia as inclusoes continuas .Z(p,q,) C
ZLP C ZL(p.q,) CZL(p,), paral <p<owel<gq <p<g, <oo. Em particular, temos
a inclusido continua de £P em ZP-fraco. De fato, a inclusdo é propria. Seja U=R" e
f(x)=1|x|7% (§ >0), f€ L(m/5,) mas f ¢ £, V1<r<oo. Outra importancia destas
inclusoes ficard mais clara, quando mostrarmos que qualquer operador continuo de .Z”

em £ é um operador do tipo fraco (p, g) (ver Observagao 1.38, pg. 34).

Lema 1.20. (Calderén) Se 1 < p < oo e 1< g <r < oo, entao
ZL(p, q) — ZL(p,r),

ou seja,

Flgn < (g) oo (1.22)

Q=
~ =

para toda f € Z(p, q).

Demonstracao. A prova é baseada na seguinte desigualdade:
1
q
SCHOEED (1.23)
p xP
A prova da desigualdade (1.23), segue do fato que o duplo rearranjo f** ser nao-crescente.

Assim, para provar a desigualdade (1.22), estimamos

71y = [ 5 10
> [( 7
> [ @) [

1 ldr = S[f**(x)]qxz.
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Portanto,

WAl 1)]"d

N (@] de

A
[

frvlg e
( ) 1A [ o
@)

IN

LA S I

SCEEICEE)

]

Como comentado no inicio da secao, pelo Lema de Calder6n, em geral, os espacos
de Marcinkiewicz Z(p,o0) sao maiores que os espagos de Lebesgue Z?. Contudo, a
intersecgao de dois espagos £ (p, o) esta contida em alguns espagos ZP. Esse é o contetido

da préxima proposicao.
Proposigao 1.21. Sejam > 1. Se m < r < q, entao £(q,o0)N.L(m,) C L.

Demonstragio. Como f € £ (m,0)N.L(q,), entdo ur(A) <CA ™ e pp(A) <CA~9. Pelo

Teorema 1.11, obtemos
) A 1)
||f||;:r/ xr—lufwdzgr/ l’_lél_qdl—kr/ A=1CA"da.
0 0 A

Mas por hipétese m < r < g, entdo as integrais [y A" 179dA e f(’)qﬂ,’_l_’”dl sao finitas.
Logo ||f|l; < e, isto é, f € L.
]

Teorema 1.22. Se 0 < p <o e 0 < g < oo, entao o espago £(p, q) é completo.

Demonstragdo. Seja (fn)n uma sequéncia de Cauchy em Z(p, q), isto &, || fm— full (p.q) —

0, quando m,n — oo. Pelo Teorema 1.14, temos

<=
|

sup(APuy, 4 (A))F = supt?(fo— f)'(t)
A>0 >0

= ”fm _fn||>(kp7oo)7
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mas, pelo Lema 1.23 (Calderon), obtemos

||fm_fn||>(kp7oo) < Hfm_an(p,q) —0

Isto é, a sequéncia (f,) é de Cauchy em medida. Usando a Proposigio 1.4, existe uma
funcao M-mensuravel f, tal que, f, — f em medida. Logo, existe uma subsequéncia

S, — f a.t.p (ver [9, pg.60]). Como

an _fNH(p,q) <€

e fu,—fy — f—fy a.t.p, para algum N € N, pela Proposicao 1.15 (iv), obtemos

(f = )™ (1) = im(f, — f5)™ (2),

consequentemente, pelo Lema de Fatou, segue

00 1/q
=l = (] [rl/f’(f—fN)**(z)Jqﬂ)

t

= ([ imn - ort) "

k— o0 t

tim ([, —m)**(r)}q@) "

k— o0

IN

Portanto,

1f = fyllip,q) — 0, quando N — oo

Desde que f = f — f, + fy, concluimos que f € .Z(p,q). O

Note que, nao usamos qualquer restricao sobre p e g. No entanto, com 1 < p <o e
1 < g <o, podemos considerar .Z(p,q) normado e, portanto, um espago de Banach pelo

Teorema 1.22.
Teorema 1.23. O conjunto S, de todas fun¢oes simples é denso em £ (p,q).

Demonstra¢ao. Para provar que o conjunto S é denso em Z(p, ¢), mostraremos que
existe uma sequéncia de fungdes simples (s,), tal que, [[s, — fl(p, 4y — 0, quando n — .

De fato, seja f € Z(p, q), sem perda de generalidade, assuma f positiva, entao existe
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uma sequéncia de funcgoes simples, tal que, 0 <s, < f e s, — f, quando n — oo. Pela

Proposicao 1.9 (v), obtemos

(f =sa)" (1) S f*(1/2) +5,(1/2) <2*(1/2) € £,

Entao, pelo Teorema da convergéncia dominada, concluimos

t

. * ® 1/p1; * dt /a
tim 17 =5l = ([ P s 1% ) =0

como f é arbitrario, segue que S = Z(p, q). O

Considere 1 < p <o e 1 <g<o, p' e q os respectivos expoentes conjugados. Se
feZ(,q), entao Tr(g) = [, fgdx define um funcional linear continuo em £ (p, q). De
fato, usando a desigualdade de Hardy-Litlewood e a Desigualdade de Holder em .Z4(R),

para 1 < p <ooe 1 < g < oo, obtem-se
[ rsidx< [ g s = [ 157 7 @)llsrg ()5
u 0 s
1

(s (vt

< ||f||(p’,q’)||g||(P7£I).

Ou seja, o funcional Ty ¢ limitado

L A 2
g =

Os casos g = e g = 1, sao essencialmente os mesmos. Considere o caso ¢ =1, entao

Tl < [E ol o

0 t

/Ooo[tl/p'f*(t)] (Sup Sl/pg*(s)> ?

s>0
< AN o0 8l (o1

IN

Assim,

15l 2payy = sup 1{ITf(g)l} < IIf1l,
g =

Isto demonstra, que Z(p’,q') C Z(p, q). A seguir, mostraremos que a inlclusdo contraria

ainda é valida, isto é, o dual de Z(p, q) é dado por Z(p’, ¢').
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Teorema 1.24. (Dualidade) Sejam 1 < p < oo e 1 < g <o e @ um funcional linear limitado
em £ (p, q). Entao existe um tinico f € Z(p’,q'), tal que,

?(8) = Tr(g)-
Em outras palavras, £ (p’,q') é isomorfo isométrico ao dual topolégico de £ (p,q).

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar somente o caso 1 < p <ooe 1 < g <oo. O passo inicial
da demonstracao, ¢ mesmo contido na dualidade dos espacos de Lebesgue Z”, como
podemos ver |21, pg.127-128|.

Seja @ € (Z(p, q)) e defina V(A) = @(xa) para todo A € M. Afirmamos que vV é uma
medida sobre U. De fato, v(&) =0 e se {A,} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos

M-mensuraveis, tal que, A =J,_;A,. Pela linearidade e continuidade de @, temos

¥ v —hmZ«pr —hm<P<Z%An> = (1) = V(A).

Além disso, v é absolutamente continua com respeito a medida p, pois se (A) =0, entao
V(A) = 0. Assim, pelo Teorema de Radon-Nicodyn (ver [21, pg.121]), existe uma tnica
fe £ tal que,

?(xa) = /Afdu = /ufodu-

Usando o Teorema 1.23 e a linearidade de integrais, obtemos

= /agfdu VgeZ(pq)
Agora, pela desigualdade de Hardy-Litlewood, tem-se

WaOraGr:
|0l 2(p.q)y = sup o(g )‘ < sup Jo (1 (t)
cczpa) 18l ~ sezway 8,0

Desde que 1 < p, g < oo e p # g, podemos escrever

g ()= [ h(s)ds,
t/2
onde h(s) =s?/P'~1 f*(s)4=". Assim, usando a Desigualdade de Hardy (1.20) e a desigual-

dade (1.21) (ver |14, 70-71]), temos



1.5 DESIGUALDADE DE YOUNG E DE HOLDER EM Z(p, q) 27

ou seja, f € Z(p', ¢'). Em resumo, mostramos que dado qualquer funcional linear ¢ €
(Z(p,q)), existe uma tnica f € Z(p', ¢'), tal que,
®(g) =Tr(g)-

Isto é, a aplicacao Z(p',q') — (£ (p,q)) € um isomorfismo isométrico, pois ||@|| &
(2(

] =

P:q))

Corolario 1.25. (ver [12, 14]). O espago conjugado de £ (p,1) é L (p',), onde p' é o
conjugado de p.

1.5 Desigualdade de Young e de Hélder em .Z(p, q)

Iniciamos a sec¢ao, lembrando algumas propriedades importantes sobre convolucao de
funcoes e alguns resultados de duplo rearranjo, cujas demontrancoes sao essencialmente

as mesmas contidas em [22].

1.5.1 Desigualdade de Young

Sejam f:R" - Re g:R" — R funcdes mensuraveis. Denote a convolucio de f e g
por h(x) = fxg(x) = Jgm f(x—y)g(y)dy. Inicialmente, discutiremos algumas propriedades
do rearranjo do operador convolucao. Comecemos a recordar a estimativa conhecida para
h**.

Lema 1.26. Sejam f:R" — R e g:R" — R funcées mensurdveis. Entédo
W <00+ [ 108 () (124
t
para todo t > 0.

Omitiremos a demonstragao, mas podemos encontrar em [12, 18|, para um esclareci-

mento melhor. Uma consequéncia desta formula é a seguinte.

Proposicio 1.27. Sejam f:R" - R e g:R" — R func¢ées mensuraveis. Entdo

WO < [0 W),

para todo t > 0.
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Demonstracao. A demonstracao deste lema é baseada na demonstracao do Lema 1.6 de
[18]. Se a integral do lado direito for infinita, ndo h& nada que mostrar. Caso contrario,

como f**(t) e g"*(t) sdo nao-crescentes, temos que

lim¢f**(t)g™ (t) = 0.

t—o0
Usando o fato que f*(r) < f**(¢) e a desigualdade (1.24), obtemos
W () < 17 ()™ () + / £ (5)g" (s)ds, ¥ 1 > 0. (1.25)
t
Agora, observando que
t
:di< /f*(s)ds)
1 >)<
= / s
1
= W - ),
obtemos
Cig (1) = ')
dr 8 =8
Portanto, integrando por partes em 1.25, concluimos
R () <t f7()g™ () + s (s) +/ AN “(s)lg™ (s)dss
< [ 6 (s / F(s)g"
< [ 7@ )ds

]

Teorema 1.28. (Desigualdade Generalizada de Young [18]) Sejam 1 < p1,py < eo. Se
h=gx*f, onde
1 1
feZpa), g€ Z(p2q), e —+—>1,

r1 D2
entao h € £ (r,s) quando
1 1 1
l+-=—+—
rpr p2
e tal que,
1 1 1
—<—+—. (s>1)
S q1 92
Isto é,

”h”(r,s) < C(r)||f||(p1,q1) ||g||(p2,q2)' (1'26)
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Demonstrag¢ao. Primeiro considere o caso s = o. Usando a Proposi¢ao 1.27, estimamos

ey = sttt (0] < sup e [ 7017 ()

>0

<sup | (5 s <>]ds]

t>0
1 e —l—l
<1l gl psup |7 [ 5717 ds
>0 t
= 711l o oo 8l o) < PN v 18 (g

Considerando o caso s finito e usando a Proposicao 1.27, podemos estimar

** 1 ** ** dt
It = [ 0P < [Tl [ o] 5
Fazendo a mudanca de variavel ¢ = i, s = %, obtemos
[ 1 du|”dy
wio = [l L (e ()4 4
y **1 *1 s
T (/f DLURPA PR
0 0
_ / (/f (/u)2 (1/u) , ) vldy, ondeF="
u r

- [ (/f ) ¥ ldy,

onde f(u)= (1/”—(1/”) Usando a desigualdade de Hardy (1.19) e o Lema 1.18, obte-

mos

g < (2) [ broly 'y

[ f (l/y)f (1/y)} L
y y
de

J
= [ P ameam]' S
)

ol sd
Y e 0) S

P

Como —+ - > 1 5> existem my > 1 e my > 1, tais que,
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Usando a desigualdade de Holder em Z7(0,00) com a medida u = dyx e o Lema 1.20,

deduzimos que
1

il < ([0 0 0 ) - ([ rorwmg o)

t t
1 1

<r ( | or ﬂ) ( / ”[rizg**u)rmzﬂ)
0 t 0 t
= er”(pl,sml)||g||(p2,sm2)'

Como g1 < smj e g < smp, pelo Lema 1.20, obtemos

1Bl r5) < COIF 1.0 1181 (2.
O
Proposicio 1.29. Seja g € L(p,) com 1 < p < oo, e f € LY R"), entdo h=gxf €
Z(p,) e
12l (p,e0) < CPIIf 11118l c0)- (1.27)

A demonstracdo desta proposigao, pode ser encontrada em |9, pg. 232|.

1.5.2 Desigualdade de Ho6lder

A seguir daremos uma, generalizacao da Desigualdade de Holder para os espacos de

Lorentz Z(p, q).

Proposicao 1.30. (Desigualdade de Holder Generalizada [18]) Sejam 1 < py,py < oo. Se
h= fg, onde

1 1
feZp,q1), 8€ ZL(p2,q2) e —+— <1,
P11 P2

entao h € £ (r,s), quando

1 B 1 1
r pr p2
e}
1 1 1
- <—4—.(s>1)
S q1 q2
Isto é,
120l ¢rs) < CENF N ipran 1€l (pago) (1.28)

sendo r' o indice conjugado de r.
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Demonstragao. A demonstragao é inspirada em uma idéia apresentada em (|12, pg. 271]).
Seja t > 0. Escreva h = fg e considere o conjunto E = {x € R" : |h(x)| > h*(¢)}. Por
definicao de h*, note que m(E) >t e

B (1) < s {m(lE /\h 1/2dx}

< sup{ = Ll asg sup{ < [ stalax}

Como + - > s, podemos encontrar m; > 1 e mpy > 1, tais que,
1 1 1 s 1 s
—_—d—=1le — < —, — < —
mp mp my T oqr my T gy

Usando a desigualdade de Holder em £7(0,00) e 0 Lema 1.20, temos

* <l * s ’
ey < Wl = ( /O O )

1
</ [whartewre)
<r ||f||(p17sm1)HgH(p27sm2)
C(r/>”f|‘(p1,q1)Hg”(pz,qz)'

O

Observagao 1.31. Seja (-,-) : Z(p,, q,) X Z(p,, q,) — Z(r, 5) 0 operador bilinear dado
por, (f, g)(x) = f(x)g(x). A Desigualdade de Holder Generalizada (1.28), afirma que este
operador é continuo sobre os Espacgos de Lorentz £ (p,, q,) x Z(p,, q,)-

1.6 Aproximagao da Identidade em Z(p, q)

Os resultados desta se¢ao foram retirados de [11|. Nosso objetivo, nesta segao, é
demonstrar um teorema de aproximagao (via regularizacdo), em espagos de Lorentz

Z(p, q), andlogo ao teorema que garante que convolugoes por um molificador de Friedrichs
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fornecem uma aproximacao da identidade em Z7, ver |9, pg. 234|. A demonstragio deste
resultado, beseia-se na continuidade da translagao em .Z(p, q), a qual é uma consequéncia

da proposicao abaixo.
Proposigao 1.32. Sel <p <o el <g<oo, entao o conjunto C° é denso em Z(p, q).

Demonstracio. Para demonstrar que o conjunto C2(R") é denso em .Z(p, ), basta
mostrar que toda fun¢ao caracteristica X4 pode ser aproximada na norma |- HE*IL 4) Por uma
funcio em C(R"). Seja A C R" um conjunto mensurével. Como a medida de Lebesgue &
regular interior e exterior, dado € > 0, existe um aberto U e um compacto K satisfazendo
KCACU em(U \K) < €. Pelo lema de Urysohn, podemos encontrar g € C2°, tal que,
0<g<1 gx)=1sexeKeg(x)=0sexecU" Note que, |[Xs —g| <Xy \g e por isso

(X4 —g) (1) < XE;/K(I) para todo ¢ > 0. Por fim, calculando a norma || - ||’("p 4> Obtemos

. . m(U /K) 4_q é p é 1
1Xa—gllfy. g < IXullf, ) = /O o) <\y) &

e, usando o Lema 1.21, concluimos a demonstracao. Il

Proposigao 1.33. (Continuidade da Translagao) Sejam 1 < p < oo e 1 < g < oo. Entao
|f(x=2) = f(X)l(p,q — 0, quando z— 0.

Demonstracio. Denote As = {x € R" : d(x,A) < §}. Como o conjunto C2(R") é denso
em Z(p, q), quando 1 < p <o e 1 < g < oo, basta assumir que f € C2(R"). Denote
g:(x) = f(x—2z) — f(x). Como f tem suporte compacto (suppf =A), dado € > 0 existe
0 tal que, se |z| < 0 entdo [g;(x)| < & Xu5(x) para todo x e portanto g7 (¢) < &(Xa;)*(1).
Assim,

limsupgZ(r) <&, para todo > 0.
z—0

Como € nao depende ¢, entdo gZ () — 0 para todo ¢ > 0. Note que
| g oyar et [T (0,0
0 0
=g. / tpdt < co.
0
Pelo, Teorema da convergéncia dominada, concluimos
||gz||2‘p7q) — 0, quando z — 0.

Como os funcionais, || [[(p, ¢) € [I-[If, > 580 equivalentes, segue que [|gc[l(y, o —0. O
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A préxima proposicao é uma generalizacao, para espacos de Lorentz, dos resultados de
aproximacao da identidade usando molificadores de Friedrichs em £7 (ver |9, Teorema
8.14, Cap.8|). A idéia principal da demonstracao é, sem davida, umas das aplicagoes

mais interessantes de dualidade em espacos de Lorentz.

Teorema 1.34. (Aproximacio da Identidade em Z(p, q)) Seja ¢ € L' (R"), tal que,
J@(y)dy = 1. Para cada € > 0, defina o molificador de Friedrichs @¢(x) = 2z @(%). Se
fe€Z(p,q) coml<p<eel<g<eo, entao

|@e % f— fll(p,q) — 0, quando € — 0.

Demonstragao. Fazendo a mudanga de variavel €z =y e usando que [ @¢(y)dy =1, temos

Pexf—f= | QO (x—y)—f(x)]dy (1.29)
= [ 0@lrtx—eo) - e
Calculando a norma || -[[(,, 4) de @e* f— f e usando a equagao (1.29), obtemos

”(Pé‘*f_f”(p,q): sup
91l =1

L (0 1) = 1) 9

L. [ 0@t~ £z

= sup
||¢H(p/,q/):]

< [ lo@I| suw

91l g)=1

= [ 19@IIf (e e2) = 100l gz

dx | dz

L lrte—e = rlo

Como [[f(x—€2)~ f @) (5. < 21F @5, € F(—£2) £,y — 0. quando & —

0. Usando o Teorema da convergéncia dominada, concluimos a demonstracao. [

1.7 Transformada de Riesz em .Z(p, q)

Nesta secao, mostraremos a continuidade da transformada de Riesz nos espacos de

Lorentz Z(p, q) e em particular no espago de Marcinkiewicz £ (p, o).
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Definicdo 1.35. Seja f € #(R"), a k—transfomarda de Riesz, Ry, é definida por

- < igk A

(Ref)(S) = mf(é‘), (1.30)

onde f, é a transformada de Fourier de f, dada por: f(€) = [e 2 f(x)dx.

Uma definicao equivalente a Definicao 1.35, pode ser dada. De fato, pela inversa da

transformada de Fourier, temos

0 1
Rif=—1|—f]),
©f I ( ) )
onde x = (x1,--- ,x,) € A é o operador laplaciano, o qual é dado por A =Y} | %22
Um resultado importante, porém cléssico, garante que a transformada de Riesz é

continua entre os espagos .Z7 (ver |20, pg. 39]). Mais precisamente.

Proposicao 1.36. A k—transformada de Riesz, R, = (9/((—&)’%, é continua em £", onde

I <p<oo.

Para enuciarmos o Teorema de interpolagao de operadores, precisaremos definir o que

vem a ser operadores do tipo fraco (p,q).

Definigao 1.37. Sejam (X, My, L), (Y, My, 1y) espagos de medida. Seja T um operador
sublinear definido de £ (p,1)(X) em Z(p, q)(Y), onde 1 < p,q < oo. Dizemos que T é do
tipo fraco (p,q), quando existe C > 0, tal que,

ITfll(p, ) < Clf o)

Observacao 1.38. Se T é um operador continuo de £P em £4, entao T é do tipo fraco

(g,00). Com efeito, pelo Lema de Calderéon, £ (p,1) — £P e L1 — £ (q,*), entao

1T fll(gee) < CIT fllg < CllAllp < ClIS N po1)

Teorema 1.39. (Interpolagao de Marcinkiewicz, ver [19, pg.225]) Sejam (X, My, W),
(Y, My, uy) espagos de medida. Suponha 1 < pg < p; <e el <qo,q1 <o com qo# qi, tal

que,
1 1-6 6 1 1-6 6

P po DI q 9 q
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onde 0 < 0 < 1. Seja T um operador sublinear de (£ (po,1)+ L (p1,1))() em um
espaco de fungoes mensuraveis em Y. Se T é do tipo fraco (p;,q;) i =0,1, entao existe

B = B(pi,qi,0), tal que, para 1 <r < oo tem-se
T:Z(p,r)—Z(q,r),
é continuo de £ (p,r) em £(q,r), isto é,

1T fll(q.ry < BNl pr)-

O teorema original de Marcinkiewicz foi estabelecido no caso particular p; = g;. Por

curiosidade ver [9, pg. 203].

Corolario 1.40. A k—transformada de Riesz, R, = 8/((—&)_%, k=1,---,m é continua

em Z(p,), com 1 < p < eo.

Demonstracao. Sabemos que a transformada de Riesz é um operador sublinear continuo

em ZP (ver Proposi¢ao 1.36). Considere 1 < py < p < p; < oo, satisfazendo ]l) = ];—09 + p%.
Como Ry é continuo em L?/, entao, pela Observacao 1.38, este operador é do tipo fraco

(pi,pi)- Assim, pelo Teorema de interpolac¢ao 1.39, obtemos

RS N (pry < Bl ()

onde 1 <r <eo, ]



CAPITULO 2

Solugoes brandas em Z(p,) e L7

Uma forma cléssica de abordar equacoes diferenciais é buscar solug¢oes do problema
original em um sentido mais fraco de forma que toda solucao no sentido original seja
uma solucao no sentido mais fraco. Posteriormente busca-se propriedades regularizantes
e em que condicoes a solucao fraca obtida é uma solucao do problema original. Dois tipos
muito utilizados das solucoes fracas, sao as solucoes no sentido de distribuicoes e solucoes
integrais.

Para o problema de evolugao, um tipo de solugoes integrais sao as solu¢oes brandas
as quais advém do principio de D’uhamel. Esta serd o tipo de formulacao que usaremos
para estudar o problema de Cauchy (NS).

Antes de definir precisamente o sentido no qual buscaremos as solucdes dos sistema
(NS), precisaremos fazer algumas consideragoes. Sejam dois campos u e v tais que V-u =

V.-v =0, entao podemos escrever:

(u-Vyv= (Z B (ujvi), i&i (vm );

onde u®v ¢ a matriz dada por: (u®v);; = u;v;.

Uma técnica basica para encontrar solu¢oes para as equagoes de Navier-Stokes (NS) é
transformar este sistema o qual depende das incognitas u e p, em um sistema apenas nas
incognitas u = (uy,- -+ ,uy), e posteriormente encontrar a incognita p (a pressdo) através
de u. Para isso desempenha um papel fundamental o projetor de Leray, o qual é dado
por

Pu=u+ (Ry6,Ry6,R30,--- ,R,,0), (2.1)

onde 0 = Z;”Zleuj e R; ¢ a j—transformada de Riesz. R; é definida via transformada de

Fourier da seguinte forma:

36
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Usando propriedades basicas de transformada de Fourier, podemos expressar

Rif) = RF(E) = 5 ().

Por outro lado, note que

po = 21 (g0 1,
k N 8xk\/—A j:18xk\/—Au]
1

portanto, podemos reescrever o projetor P, como

Puzu—i—V(ﬁV#). (2.2)

Para mais detalhes sobre o projetor de Leray, referimos |4, 10, 13, 17].
Aplicando formalmente o projetor de Leray no sistema (NS), podemos reduzi-lo ao
seguinte problema equivalente
ou—Au+PVu®u)=0 t>0,xcR"
Vou=0 t>0,xeR" (2.3)
u(0,x) = ap(x), V-ap=0 xeR".
Problema Linear Associado

Antes de derivar, a formulacao integral com a qual trabalharemos nesta dissertacao,

precisaremos estudar o problema linear associado as equagoes (2.3),

ou—NAu=0 t>0,xeR"
(2.4)

u(0,x) =ap(x) x€R",

o qual é o problema de Cauchy para a equacdo linear do calor em R". Aplicando,
formalmente, a transformada de Fourier em (2.4), obtemos para cada & € R” fixo, uma
equacao diferencial ordinéria, isto é:

(9 +4m?(E[H)a(r,§) =0

i(0,8) = do (&),
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cuja a unica solucao é dada por:

ﬁ(hé):db(é)g/\(t?é)v (26)

onde g(t,&) = e~ 4TS,
Portanto, calculando a transformada inversa de Fourier em (2.6), obtemos que a
solugdo do problema linear (2.4), pode ser expressa via convolu¢ao da seguinte forma:

Jlx]12

u(t,x) = g(t,x) *ap(x), onde g(t,x) = (e_4tnz‘§|2)v(x) = (4tm) 2 . (2.7)

A tnica solu¢ao (2.7) do problema de evolu¢ao linear (2.4), gera um semi-grupo S() (ver

[8]) via convolugao com o niicleo de Gauss-Weierstrass (2.7), isto é,
u(t,x) = g(t,x) *aop(x) = S(t)ao. (2.8)

Muitas vezes chamaremos S(z) e g(z,x) de o semi-grupo do calor e o nicleo do calor,
respectivamente.

Claramente, todas as operagoes formais feitas para obter (2.8) sdo verdadeiras para
ap € .7(R") ou C(R"). A seguir, demonstraremos algumas estimativas para o nicleo de
Gauss-Weierstrass g(¢,x) e o semi-grupo S(z) em Espagos de Lorentz.

Estimativas do Semi-Grupo S(¢)

Observemos que valem as seguintes propriedades de homogeneidade de g(z,x):

gtx) = 17 3g(1n72), (2.9)
(V];g)(t,x) = t_mTH((Vfg)(l,xt_%) (k=0,1,--). 2.10)
De fato (2.9), segue de
1
m HJCHZ m m Ht*jxuz
g(t,x)=(4m) 2w = 7 2(4m) Ze” T
= 1 3g(1, ).

A prova da igualdade (2.10) é uma aplicagao da regra da cadeia k vezes na igualdade
(2.9).
Com o auxilio das igualdades (2.9), (2.10), a Desigualdade Generalizada de Young

(1.26) e a relacao de escala em espagos de Lorentz (1.18), mostraremos o seguinte lema:
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Lema 2.1. Segjam 1 < p<r<oo, 1 <d| <dp <o ekec{0}UN. Se fe . Z(p,d), entao
VES(t)f € L(r,da) e
IViS(t) /]

m(l_l)_k
(rndy) SCt2 22 fll . ay) (2.11)

Demonstragio. Primeiro, observe que VES(¢) f = (VAg(¢,x)) * f. Sejam ¢ > 1, 1 > 1 tais que
1 —{—% = %—l—é e % —}—% > %. Como f € Z(p,d;) aplicando a Desigualdade Generalizada
de Young (1.26) com p < r e, aplicando a desigualdade (1.27) no caso r = p, obtem-se
VES(t)f € L(r,dy) e

IVES@) Sl ar) < CON(Vig) @)l (g, ) 1F |, - (2.12)

Por outro lado pela igualdade (2.10) e a relagao de escala em espagos de Lorentz £ (q,1)
(1.18), obtemos

(Vi) )l gy = N2 (Vig

Substituindo [|(VXg) )l (g0 = C(q,l)t%(%_%)_ em (2.12) o resultado segue. O

Observagao 2.2. No caso dos espagos de Lebesgue £", pode-se provar (2.11) para

1 < p <r <o (assim, inclui-se os casos extremos p =1 e r =o0), isto &,

k m(l_i)_k
IViS@) SNl < Ce2trm 2| f]] . (2.13)
De fato, a prova é essencialmente a mesma do Lema 2.1, com excessao que neste caso,
aplicamos a desigualdade de Young em .Z”, a qual é dada por: || f*g||, <|fll,]glls para
1<p,qr<e, coml+1= ]%4—61] (ver [9, pg. 235]. Como a norma ||g(¢,x)|lm =1Vt >0,

note que no caso k =0 r = p, a constante C = 1.

Formulacao integral
Para finalizar a se¢ao, vamos derivar a formulagao integral associada ao sistema (2.3).

Seja u uma solugao classica de (2.3) e considere y(s) = S(r — s)u(s,x), y é diferenciélvel
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e usando as propriedades bésicas de convolugao (ver |9, pg. 233]), temos

oW = S(t—s)dsu— AS(t—s)u(s,x)
= St—s5)(Lu—PV(u®u)(s,x)) — AS(t — s)u(s,x)
= S(t—s5)Au—S(t—s)Au—S(t—s)PV(u®u)(s,x)
= =St =s)PV(u@u)(s,x).

Integrando de 0 a ¢ a ultima igualdade e usando y(0) = S(t —0)u(0,x) = S(¢)ap(x) obtemos:

V-0 = — [ S6-9)PV ) ds

u(t,x) —S(thag = — /OtS(t—s)IP’V(u®u)(s,x)ds.

Como P comuta com derivadas, e a acao do semi-grupo S(¢) é expressa por uma con-

volucao, podemos escrever
t
u(t,x) = S(t)ao — / VS(t — 5)P(u@u)(s,x)ds. (2.14)
0

Portanto, toda solugao cléassica do sistema (2.3) satisfaz a equagao integral (2.14). Usa-
remos como a nossa no¢ao de solucao, as solu¢oes da equagao integral (2.14), as quais
chamaremos de solucoes brandas do sistema (2.3).

Para simplificar a formulacao integral (2.14) denotaremos a parte nao linear por:
Blu,v)(t,x) = — /O VS — $)P(u @ v)(s,x)ds, (2.15)
portanto, podemos escrever a equagao (2.14) na seguinte forma:
u(t,x) = S(t)ap + B(u,u)(t,x). (2.16)

A formulagao integral (2.14) pode ser estudada em diversos espagos funcionais. Nesta
dissertacao um de nossos objetivos é obter solugoes brandas auto-similares para as equacgoes
de Navier-Stokes (2.3). Para tal, precisaremos que o dado inicial ag seja homogéneo de
um certo grau (ver Teorema 3.2). Portanto, estudaremos a equagao integral (2.14) em
espacos funcionais dependentes do tempo e baseados em espacgos de Marcinkiewicz, os

quais contém fungoes homogéneas.
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2.1 Solugoes brandas globais em .Z(p,oo)

O principal objetivo desta secao é mostrar resultados de existéncia e unicidade de

solucoes nos espacos ZP—fraco.

2.1.1 Boa-Colocagao em Z(p,oo)

Por simplicidade, estaremos abusando da notacao ao representar espacos de func¢oes
vetoriais e espacos de fungoes da mesma forma. Nas estimativas encontradas nesta dis-
sertacao, esse abuso de notagao nao representa um problema, ji que a norma da funcao
vetorial é tomada como o maximo (ou outra equivalente) das normas das coordenadas.

Os seguintes espacos funcionais serao tteis para o nosso proposito.

Definicao 2.3. Sejam m > 2 um inteiro positivo e 1 < p, g < e qualquer nimero fixo.

Definimos os seguintes espagos de Banach de todas fun¢ées vetoriais u : (0,00) X R" > R":
o F={u; u(t,x) € BC((0,00),.Z(m,e)),V-u=0},
o Fy={u(t.x) € F 1 12 Hiu(t,x) € BC((0,),.Z(.0)) ).
o F,, ={u(t,x) € F;; u(t,x) € BC((0,00),.Z(p,))},

cuja as normas sao dadas por:

ullr = sugllu(t,x)lkm,w) (2.17)
t>
def L_m
lullr, = sugﬁ 2q||u(t,x)||<q,oo>+suro)||u(t,x)||<m7m) (2.18)
> 1>
def
lullr,, = Hu(t,x)HFq+§gg|!u(t,x)ll<p,w)~ (2.19)

Aqui BC((0,0), X) denota a classe das fungoes continuas e limitadas com valores num
espago de Banach X. Desde que os espagos de Lorentz Z(p,q) sao espagos de Banach,
ver Teorema 1.22, os espagos F, F; e Fy, p, com as respectivas normas |- ||r, || -[|r, e || - |£,,,
sao de Banach.

A seguir daremos a nogao precisa de solugao branda em £ (p, o) associada as equagoes

de Navier-Stokes (2.3).
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Definigao 2.4. Seja ag € £ (m,) com V-ap=0. Dizemos que u = u(t,x) é uma solugao
branda global em F, do problema de valor inicial (2.3), quando u satisfaz a equagao
integral (2.14), isto &,

u(t,x) =S(t)ao(t)+ B(u,u)(t,x)

u(t,x) — ap quando t — 0%,

onde o limite é tomado na topologia fraca-* de £ (m,eo).

O primeiro item do proximo teorema pode encontrado em [2, Se¢ao 2, Teorema 1].
Por outro lado, o segundo item é uma consequéncia da juncao de resultados e técnicas

encontrados em [5, 11, 13|, e adaptados no contexto de .Z(p,eo).
Teorema 2.5.

(i) (Existéncia e unicidade) Seja ag € £ (m,). Existem € >0 e C > 0 tais que, se
l[@ol|(m,e0) < €, entado existe uma solugao branda global, u(t,x) € Fy, para o problema
de valor inicial (2.3) satisfazendo |lul|r, <2Ce. Além disso, ela é tinica na bola

fechada Bace(0).

(ii) Seja ag € £ (m,)N.ZL(p,o0) com 1 < p <m e seja € >0 obtido no item (i). Exis-
te & >0, tal que, se [|al/(n) < &, entdo a solugdo obtida no item (i) tem a
propriedade adicional

u(t,x) € BC(0,00),.Z(p,0)).

O conteudo do proximo teorema garante que as solugoes, obtidas no Teorema 2.5,

possuem todas as derivadas no tempo e no espaco, no sentido classico, para todo ¢t > 0.

Teorema 2.6. (Regularidade) Sejam m < g < oo e u(t,x) € F, a solu¢ao branda global

obtida no Teorema 2.5. Entao
9} du(t,x) € BC((0,00),.2L(q,%0) N L (m,)), (2.20)

para todo k,n € {0} UN,
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Observacao 2.7. O Teorema 2.6 implica que u tem todas as derivadas no tempo e no
espaco. De fato, desde que £(q,)N.ZL(m,o) C ZL", onde m < r < q (Proposi¢ao 1.21,

pg.23), por imersao de Sobolev e (2.20), segue a afirmagao.

Antes de passarmos as demonstragoes dos Teoremas 2.5 e 2.6 mostraremos um lema
abstrato cuja demonstracao é uma aplicagao do Teorema de Banach de ponto fixo de

contragoes (ver |15, pg. 198|).

Lema 2.8. (Lema abstrato) Seja o par (X,||-||x) um espago de Banach e :X xX — X

um operador bilinear continuo, isto é, existe um K > 0, tal que,

12 (x,y)|lx < K||x[|x[[y[lx-
Sejay€eX,y#0e|y||x <& SedKe < 1, entao existe uma solu¢ao x € X para a equagao
x=y+%PB(x,x), tal que ||x||x < 2€, a qual é tinica na bola fechada By¢(0). Além disso, esta

solu¢ao depende continuamente de y. Isto é, se ||§]|x < €, ¥ =3+ B(%,%), e ||X]|x < 2¢,

entao
—F|lx < -3 2.21
e —=llx < T v —=llx (2.21)
Demonstracao. Considere a aplicacao
f:X — X

x — y+AB(x,x)

vamos mostrar que f restrita a uma bola fechada de raio 2€, a saber, Bye(0) = {x €
X ; |lx|]|lx < 2€} é uma contragao tal que f(Bae(0)) C Bae(0).
Afirmamos que f(B¢(0)) C Bye(0), para todo x € B2¢(0). Com efeito,

£ G Ix < lIyllx +Kllxl|¥ < &+4Kee < 2e,

além disso, dados x, X' € Bye, temos:

If) = f)lx = [12(xx) — B x)llx

18(x,x) — B(x,x') + B(x,x) — B, x¥)||x
(
(

= ||B(x—x'x)+ B ,x—x)|x
< N Bo—2 x)llx + 2 x—x)|x
< Kl fle =[x+ KL [ = 'l |x

4Kel|x —x||x-
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Por hipotese 4Ke < 1, entdo f restrita ao conjunto Bye ¢ uma contracao, tal que, f(Bae) C
Boe.

B2:(0) C X & um conjunto fechado em X. Munindo B;¢(0) com a métrica d(a,b) def
la —b||x, temos que o par (Bae(0),d) é um espago métrico completo. Assim f tem um
tinico ponto fixo em B,¢(0), ou seja, existe x € X, tal que, x é uma solucdo da equacio
x = f(x) =y+PB(x,x), e esta solucio ¢é tinica na bola Ba¢(0).

Para finalizar, vamos mostrar a continuidade em relacao ao parametro inicial y. De

fato,
x=%lx < [ly=Jlx+[Bx—xx)|x +[|2Ex-3)x
< ly = 3llx + Kllxllx flc =[x + K[1%]|x [l —*[x
< ly—7Fllx +4Ke|lx—£|x,
desde que 4Ke < 1, obtemos (2.21). O

Para aplicarmos o Lema 2.8 com X = F, mostraremos, nas préximas subsecoes, que a
parte nao linear da equacao integral (2.14) é continua de F, x F; — F; e a norma em F,

da parte linear pode ser controlada pela norma do dado inicial ay € £ (m, o).

2.1.2 Estimativas do termo nao linear

Nas preliminares vimos que a j—transformada de Riesz é continua sobre os espagos de
Lebesgue .£P, (ver Proposi¢ao 1.36), e sobre os espagos de Marcinkiewicz .Z(p,), (ver
Teorema 1.40, pg. 35). Logo o operador projecao de Leray definido em (2.1) também é
continuo sobre estes espagos. O proximo lema mostra que o operador bilinear B(u,v) é

continuo em Fq.

Lema 2.9. Sejam 1 <m < q, % =S % — % e u,v € F;. Entao existem constantes K; e
K> > 0, tais que,
1B (2, v) (2,%) || m,00) < K1 SUP [|16(2,) [| (11,00) SUP 22 ||V (2,%) || (,00) (2.22)
>0 >0

12]|B(u,v)(t,%)]| (g,00) < K2 sup 12 [|u(t,%)]] (g,00) sup t2[[v(2,%)]] (g,00) (2.23)
> >
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assumindo que u,v € Fy ,, com 1 < p < oo. Existe K3 > 0, tal que,

1B () (%) (p,o0) < K3 sup [[u(t,x) [, Supﬂ Iv(&,x)l g, (2.24)

>0

Demonstragao. Vamos mostrar as estimativas (2 22) e (2.24) simultaneamente. De fato,
como 1 <m < g, existe r > 1, tal que, E = + . Assim 1—|— =7 L1 -o» para algum [ > 1.

Usando, respectivamente, o Lema 2.1 com k =1, di = dy = o, a continuidade do

projetor de Leray e a Desiguadade Generalizada de Holder (1.28), obtemos:

t
B () <I9S =Ba@0)(5,)] s
< O (=930 u5,2) | (oo V(5. )| o s

22(8,2) [ (g.00) [V (8, 2) [ (1) s

1

! m o
< C5up 5% ()] gy S0P [(9) e [ (1= 2)F (- 7) 45~ Fa.

Como %—Fé:l, entao m(%—%)—%:%(%—l)—%:—ﬂ—l—%—l:g—l. Assim, a

integral fé(t—s)%_ls%ads < oo, pois §—1>—1e —§>—1, quando 1 <m < g. Logo,

fazendo z = 7, temos

1B(u,v)(t,3) || (o) < Csups? [Ju(s,x)|l,, oy SUP (5, | 5 12717 (2.25)

s>0
a
< Krsups?[|u(s,x)]|(q, Supll (5,%) [ 100) (2.26)
s>0 s>0

onde I(z) = fol(l —2)27127°dz, e K, é uma constante que independe de u e v. Tomando
r=m, e depois r = p, na desigualdade (2.26), concluimos a demonstragao das estimativas
(2.22) e (2.24).

Para verificar a estimativa (2.23), temos

B0l e < [ IVSC -5 P60l

como 1 <m < g < oo, podemos escrever l-l—é = - —|— -, com r> 1. Assim, aplicando a

estimativa (2.11) e a continuidade do projetor de Leray em .Z(q,0), obtemos

1B, v)(,5) ]| (go) < c/ (t—s5)2G %*1Hu(s,x)®v(s,x)\|<r,w>ds-
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Seja % = é%— cl[’ entdo 5 (é — %) — % = % — 1 e, pela Desigualdade Generalizada de Holder

(1.28), concluimos que

t o«
B (g < C [ (=58 ul3) g [6.2) g
t « 1 o« M
= C/o (t—s)2"Ls %2 [|u(5,2) || (g,00)5 2 [V(8,%) || (.00l

a a 4 a
< Csups2||u(s,x)||(qoo)-sups2||v(s,x)||(q°o)/(t—s)2_1s_o‘ds.
s>0 T >0 “Jo

a_
2

A restrigio 1 < m < g, garante que a integral [;(t —s)2 s~ %*ds converge, pois — e g-1

sao maiores que —1. Logo, considerando a mudanga de variavel z= 7, obtemos
a a a1 _gal
1B(uv)(1,3) [ (geo) < Csups? [|uals)[| (geo) - SUPS 2 [V(5) || gyt 2~ * 1 (2)
s>0 s>0

o o _a
= Kzsups?|[u(s,x)l|(g.) sups [[v(8,) | (g0t 2
5>

s>0
onde K3 denota uma contante positiva, e o lema estd demonstrado. 0

Para mostrar que a soluc¢ao u converge fraco-x em £ (m, o) para o dado inicial, quando

t — 0T, precisaremos do seguinte lema.
Lema 2.10. Se u(t,x) € F,, entao
B(u,u)(t,x) =0, quando t — 0.

Demonstra¢io. Como o conjunto C2(R") é denso em .Z(m/,1) (ver Proposicio 1.32),
logo pela desigualdade (2.24) do Lema 2.9 é suficiente mostrar por um argumento de

densidade que dada @ € C(R"), entdo

< B(u,u)(t,x), ¢ >= /R’” (/Ot VS(t — 5)Pu(s,x) ®u(s,x)ds> odx — 0,

quando t — 0.

Portanto, seja ¢ € C2(R"), temos que

| < B(u,u)(t,x), ¢ >| = /Ot < VSt —5)P(u®u)(s,x), @ >ds

t
< /0 IVS(t = $)P(u®@u)(5,2) | 7 o) [ @1l (1) s
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Escrevendo % = %—f— % —1le % = %—I— é. Pelo Lema 2.1, a continuidade do projetor Leray

e a Desigualdade Generalizada de Holder (1.28), obtemos

m(1l 1Y_1
VSt —)Pu@u)(s,)[ (o) < C(t=3)EF 572 us,2)]] oy 165, ) | o)

—_

m(l_1\_1 _«a 2
= (=)0 725 Juls, ) | )5 5, 2) | g0

Assim,
t

—_

1

(r—s)2 (7 8) 25545 (2.27)
= Cliglle )7 () (2.28)
—n)1(z), (2.29)

| <B(u,u)(t,x), ¢ >| < Cll@l)

S—

=
D=

=

= Cllolp 2

=

5) 52 % dz. Calculando o limite, em ambos os lados da desigual-

onde I(z) = Jy (1 —z)%(r
dade (2.29), obtem-se

m( 1 1
lim | < Blu,u)(t,%), ¢ > | < CIE) @] lim () 0.

t—0t

2.1.3 Estimativas do termo linear

Para aplicar o Lema 2.8 falta provar apenas que a norma da parte linear pode ser
controlada pela norma em .Z(m,~) do dado inicial ag, e mostrar que a parte linear
converge fraco-x em .Z(m,) para o dado inicial, quando r — 0". De fato, o controle
da norma ja foi essencialmente provado no Lema 2.1. O proximo lema trata com essas

questoes.

Lema 2.11. Sejam m < g < e e ag € £ (m,*). Entao existe C > 0 tal que

15(t)aol|r, < Cllao| me)

S(t)ap — ao quando t — 0,

onde o limite é tomado na topologia fraca-x de £ (m,0). Além disso, se 1 < p <o e

ap € Z(p,), entao existe C > 0, tal que,

[S(®)aoll(p.ee) < Cllaoll(p,eo)-
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Demonstragcao. Aplicando primeiro, o Lema 2.1 com r=p =m e dj = dy = o, e depois

com r=gq, p=m e d; =dp = oo, obtemos, respectivamente,

m(1l 1
IS(@)aollmey < €2 ag| g er

= Cllaoll m,es);

—_

m(1_ 1
ISOaolgm < @) agllpnem
m _ 1
= C(q")t20 2 |aol| n,e0)

_a
= C(q)t 2 laol m,es)-
Analogamente, quando ag € Z(p, o), tem-se

15(t)aoll(p, ) < Cllaollp, eo)-

Agora vamos verificar a convergéncia, da parte linear da equacao integral (2.14), para
o dado inicial gy na topologia o(.Z(m,), Z(m',1)), isto ¢, na topologia fraca-* de
Z(m,o0). Primeiro, vamos relembrar que f, — f (fraco-x) é equivalente a convergéncia
das integrais < f,,§ >— < f,g§>,Vge ZL(m',1). Portanto, para uma fixada g € Z(m’, 1),

temos
| < S(t)ao —ao, §> | = 1| <ao, S{t)§ —& > | < [lao|l e IS(#)& — &ll (' 1)-

Aplicando o Teorema 1.34, ver Observagao 2.12 abaixo, obtemos que ||S(#)§ — &l| (1) — 0,

quando t — 07, e entao S(t)ag — ap. O

Observagao 2.12. Ja vimos que o semi-grupo S(t) é a convolu¢do com o niicleo do

calor, ou seja, S(t)g = g(t,x)*xg. Note que g(t,x) = t’%g(l,t’%x) =& "p(3), onde € =

12 e @(x) = g(1,x). Desde que € — 0= t'/2 =0, e [gng(t,x)dx = ft_%g(l,t_%x)dx =
X2

[t7215g(1,x)dx = f(47r)_%e_% =1, ver [9, pg.76], observa-se que a familia g(t,x),

indexada em t > 0, é uma aproximacao da identidade em £ (p,q). Portanto, aplicando o

Teorema 1.34, segue que ||S(t)g — &llow .1y — 0, quando t — 07,
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2.1.4 Prova do Teorema 2.5

Prova do item (1)

Pelo Lema 2.9 temos que o operador bilinar de F, x F; — F; dado por:
t
Buv)(t,x) = — [ VSt~ )P v)(s.2)ds
0

é continuo. Primeiro, note que pela definigdo do projetor de Leray, div (P(u®v)) = 0.

Logo usando que a a¢ao do semi-gupo S(¢) é via convolu¢ao, temos
div(B(u,v)) = —div/ol VS(t —s)P(u®v)(s,x)ds
= — /Ot divVS(t —s)P(u®v)(s,x)ds
= — /Ot VS(t —5)divP(u®@v)(s,x)ds = 0.
Por outro lado, usando as desigualdades (2.22) e (2.23) do Lema 2.9, obtemos:
1B(u,v)l| £, < Kl|ul| £, [[v]| -

Como Fy é um espaco de Banach, vamos aplicar o Lema 2.8 para mostrar que a equagao
integral (2.14) tem uma solu¢do branda neste espaco.

Pela hipotese de pequenez do dado inicial, no enuciado do Teorema 2.5, e pelo Lema
2.11, temos que

4K |1S(1)ao |, < 4KCllap||er) < 4KCE. (2.30)

Escolhendo € > 0, tal que, 0 < &€ < (4KC)™!, entdo 4K |[S(t)aollF, < 1. Se y = S(t)ag, entdo
divy=S(t)divap =0, e por (2.30), y € F,. Portanto, o Lema 2.8 garante a existéncia para
a equagdo integral (2.14) em Fy, a qual é tnica na bola fechada Byce(0). Por outro lado,
pelos Lemas 2.10 e 2.11, é facil ver que u(t,x) — ag, quando r — 0T, na topologia fraca-x
de £ (m,). Logo, a solucao u € F, é de fato uma solu¢ao branda da Definigao 2.4.

Prova do item ( ii)

A solugdo do item (i) foi obtida via um argumento de ponto fixo, de fato, pela prova
do Lema 2.8, a solugdo u é o limite em F, de uma sequéncia de Picard, (ux)ren, definida
recurssivamente por

uy (t,x) = S(t)agp (231)

U1 (t,x) = uy (t,x) + Bug, ug)(t,x).
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Supondo que ag € -Z(m, o) iremos mostrar que a sequéncia uy é de Cauchy no espago
BC((0,00),Z(p,)).

Pelo Lema 2.11, temos que

[[1 (2,%) [ (poe) = 1S(®) 0| (p.00) < Cllaol| p,
e
1 (2, ) [pooy < Men (8,) || (oo + 1| Butses i) (25 [ (p.oo)
< Cllaol|p, +K18upt2||uk(f,)||(qoosuplluk( M (poe)s

onde a ultima desigualdade decorre da estimativa (2.24) do Lema 2.9. Agora escolha
0 <égp <e, tal que, 2K1Cep < 1. Se [|apl| () < €y entdo, pela prova do Teorema 2.5 e do
Lema 2.8, a sequéncia de Picard uy esta contida na bola fechada EZC8P (0), isto &,

sup 2 ||ug(t, )| (g <2Cp (V kEN).

>0
Logo, podemos estimar

Mk+1—su10>||uk+1( Wpee) < Cllaollp, +2K1€8psup|luk( ipee)
>

= My —|—2K1C£pMk,

onde My = sup, [|uk(t,-)|| (). Escrevendo r=2K;Ce, < 1, a sequéncia (My)ren satisfaz

Mk§(1+r+r2---rk)M0§1 M.
—r
Usando a bilinearidade de B, temos

Wil = U1 — U = Bug,ur) — B(ug—1,ux—1)

= B(ug — w1, ux) +Bug, up 1 — uy)

= B(wg,ug) + B(ug,wy),

e, pela estimativa (2.24) do Lema 2.9, obtemos

sup [|wi(7,0)[| (pee) < sup [[B(wi, i), +SUP||B(”kaWk)||
>0 >0
< 2Kisup 13 wi(t,0)]l g SupHuk(t )l

t>0
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Como

lim [[wi 1], = lim sup 22 ||wii 1 (£,%)][ (g00) = lim sup? 2 [Juey 1 — | (g o) = O

k—o0 k—rc0 >0 k—so0 >0
entao a sequéncia (u;) é de Cauchy em BC((0,0),.Z(p,)). Seja u(t,x) o limite desta se-
quéncia. Pela unicidade do limite .t.p em R", tem-se u(t, x) = @(t,x) € BC((0,0),.Z(p,)).

2.1.5 Demonstracao do Teorema 2.6

Vamos fazer a demontragao por inducgao sobre k e n, isto é, sobre a derivada temporal
e a derivada espacial da solucao u do Teorema 2.5.

Seja u a unica solugdo do Teorema 2.5 e a = u(o,x), o > 0. Considere a equagao
integral

u(t,x) =S(t—o0)a— /(: VS(t —s)P(u®@u)(s,x)ds. (2.32)

Pelo Teorema 2.5, a relacdo (2.20) é valida para k =n =0. Assumindo que este resultado
seja valido para todo 0 <i<n—1 e k=0, vamos mostrar a existéncia de uma solucao
para a equagao integral (2.32), no espaco de Banach H, o qual é o espago das fun¢oes

vetoriais, h: (0,T) x R" — R", tais que

d!h(t,x) € BC((0,T), L (m,)NL(q,)), i=0,1,..n—1
(t— o)%c?)?h(t,x) € BC((0,T),Z(m,)NZL(q,)),

cuja norma, ¢ dada por:

1Al = sup | [(f —0)2 ([107Al] (g.c0) + 107 1.20))

te(o,T

n—1

+ 3 (19cl (g c0) + 192l ()

i=0

Comecemos mostrando que S(t — o6)a € H. Pela hipotese de indugao, temos
dla=du(c) € L(m,o)N.L(q,%) para0< i<n—1.
e usando que a agao do semi-grupo S(¢) é via convoluc¢ao, obtemos

9iS(t —6)a=S(t —6)dla € L (m,)N.L(q,0) para0< i <n—1.
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A seguir vamos estimar as derivadas de ordem n. Pelo Lema 2.1 com r=p=gq e

di = dr = oo, temos

[9¢S(t — 0)all g0y = | (958t — 7)) *all (4,00
= ||oxg(t — 0) * 97 'al| (g
= [12:S(t — ) (3¢ ') (4.0

<C(1—0)"20 all e,

e analogamente,

195 S(2 = 6)all(me) = [[(d5'8(1 = &) % all m,co)
= || 9kg(t — 0) %9~ all (.0)
= [19xS(t — 0)(9¢ ') m.0)

Ll
<C(t—0)2[0  allpner)s
Agora, denote o termo nao linear como
t
Bo(u,v)(t,x) = —/ VS(t —5)P(u®v)(s,x)ds.
(o2

Pelo Lema 2.1, a continuidade do projetor de Leray (2.1) e a Desigualdade Generalizada

de Holder (1.28), podemos estimar
t
Bo) (1.9 gy < € [ V5= 5P @0)(5.9)] qunds
4 o
< €[ =95 P50y wds
(o
t «
< € [ =98 a0 g 5.0 g ey

t «
< € sup [ut0) gy s 00y [ 1= 5)8 s

te(o,T) te(o,T)
< C(T—0)2 sup |Ju(t,x)l[(ge) sup [[v(t,5)[(ge)
te(o,T) te(o,T)
e de forma analoga, temos
1B (1,9) (t,3) | ooy SC(T =) sup [[u(t, ) [(gee) 5uP[[V(1:) ] o) (2.33)
1e(o,T) te(o,T)

Devido a bilinearidade de Bgs(u,v), observemos que

0B (u,v)(t,x) = Bo (1, 0'v) + B (dt, 0:1v) + - + B (9lu,v). (2.34)
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Assim, usando (2.34) e (2.33), e, (2.34) e (2.33), obtemos respectivamente

@
2

19¢Bs (11,v)ll ) < C(T = 0) 2 [uellzr |V ]|z (2.35)

C
10:B6 (14, ) | (o) < C(T — &) [utll gz ||V |1, (2.36)
Vi, tal que, 0<i<n-—1.

Por outro lado, para a n-ésima derivada temos

"B (u,v) = 0:(3" 1B (u,v)) = 9:(Bs(u,d" )+ +Bs(3" 1u,v))
= ) /8VSt—s) (0'u®d7v)(s,x)ds.

i+j=n—1
Pela estimativa do semi-grupo S(¢) (Lema 2.1 com k =2), a continuidade do projetor de
Leray e a Desigualdade Generalizada de Holder (1.28)
d a3 4 i
107 B (u,v)(t. 1) [l gy < €} /G(f —5)2 72| 01t($) [ (g.00) 197 V()] (g,00) A5
i+j=n—1

a1 i i
< Clt—0)r2 ) sup [|0u(s)]l(ge) sup [07v(5)]l(ge)

i+j=n—1te(c.T) te(o,T)

e analogamente,

a1 i i
10¥Bo(u,v) (1, %) ey < Clt=0)272 ) sup [[Qu(s)|[omes) sup [[{v(s)ll(q
i+j=n—1te(o,T) te(o,T)
Logo,
1ian a
sup (1 —0)2|[0{ B (u,v)(t,%)]| (g00) < C(T — )2 |[ul| | V]| 2 (2.37)
te(o,T)
Lian o
sup (1 —0)2|0¢Bo(u,v)(t,%) | ) < C(T = )2 |[ul| 1 |[V]| - (2.38)
te(o,T)

Assim, por (2.35) e (2.36), (2.37) e (2.38), existe K > 0, tal que,
1Bo (u,v) |l < K(T — ) [|ul|z]|[v]|

para todo u,ve H.

Escolhendo T — o suficientemente pequeno, pelo Lema 2.8, segue que existe uma
solugao u(t,x) em H da equagao integral (2.32).

Como o conjunto (0,e0) é um aberto da reta, podemos escrever

= (0}, T;

J=1
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Por unicidade, a solu¢ao u € H da equagao integral (2.32) coincide com a do Teorema 2.5
e

it € €((0,0),.Z (m,o0) N.Z (p,0)).

O argumento por inducao na derivada temporal é semelhante ao feito para a derivada

espacial e assim concluimos a prova.

2.2 Solugoes brandas globais em £7

2.2.1 Boa-Colocagao em .£7?

Nesta secao, desejamos mostrar uma versao do Teorema 2.5 nos espacos de Lebesgue
ZP. Como anteriormente, difiniremos os espacos funcionais adequados nos quais iremos
7

procurar as solugdes para as equagdes de Navier-Stokes incomprensivel em R” (2.3).

Definicao 2.13. Sejam m > 1 e 1 < p,qg < . Os espagos de Banach ﬁ, ﬁq e ﬁ%p 540 0

cunjunto de todas func¢és vetoriais u : (0,00) x R" — R", tais que,
o F={u;ucBC((0,00), L™(R™)),V-u=0},
o Fy={u(t,x) € F ; t3u(r,x) € BC((0,%),.29(R™))},
o Fyp={u(t,x) € Fy; u(t,x) € BC((0,0),. 27 (R™))},

cujas normas sao dadas por
[Jull = sup[u(r) || .2n.
t>0

a
lull = sup 22 [Ju(e)[lg + [lu
t>0
Jul,,, = el +sup ()]

A seguir, daremos a definicao precisa de solugoes brandas em espagos -Z7. A definicao
é a mesma dos espacos ZP-fraco, com a diferenca que agora exigimos a convergéncia
forte para o dado inicial. Deixe-nos observar que é razoavel, esperar que essa condicao
mais forte seja satisfeita. Os motivos, sao que o nicleo do calor é uma aproximacao da

identidade em Z7, e que ZP tem "bons"subconjuntos densos (ver Lema 2.17 abaixo).
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Definigao 2.14. Seja u = u(t,x) uma fungao vetorial em IZ. Dizemos que u é uma solucao

branda global, quando ela satistazer a equacao integral

u(t,x) = S(t)ao — /0 'VS(t — 5)P(u@u) (s, x)ds (2.39)

u(t,x) — ag, quandot — 0T,

onde o limite é tomado na norma || - |,, de Z".
O proximo teorema pode ser encontrado em |13, Secao 1, Teoremas 2 e 4|.

Teorema 2.15. (Existéncia e unicidade) Sejam m < g < o e ay € £". Existem € >0
e C > 0 tais que se ||ag||m < €, entao o problema de valor inicial (2.3) tem uma solu¢ao
branda global u(t,x) € ﬁq tal que H”HFq < 2Ce. Além disso, esta solugao é tinica na bola

fechada Boce(0) de Fy e satisfaz
lim ¢2 t, =0. 2.40
t1%1+ Ju(t,x)[l4 ( )

Seja ap € L"NZLP, com 1 < p < oo, existe 0 < g, < g, tal que, se ||agllm < &, entdo a

solucdo u(t,x) tem a propriedade adicional
u(t,x) € BC((0,00),27).

Observagao 2.16. (Regularidade) Desde que £, esta incluso em Z(m,o0) e temos a
unicidade de solucgoes, a solucao u, do Teorema 2.15, é a mesma solu¢ao com condi¢ao
inicial ag, do Teorema 2.5. Portanto, podemos aplicar o Teorema 2.6 para as solucoes do
Teorema 2.15 desde que € seja suficientemente pequeno. Assim, a solu¢ao u do Teorema

2.15 possui todas as derivadas, no tempo e no espaco, no sentido classico, para todo t > 0.
Antes da prova do Teorema 2.15, precisaremos do seguinte lema:
Lema 2.17. Sejamm < g <o, ag€ L™ e § = % — %. Entao

a
sup 12 |S(t)aollq < Cllaollm, sup|S(t)aom < llao|[m (2.41)
t>0 t>0

lim £2 ||S(¢ —0, lim ||S(f)ag — agl|,, = 0. 9.42
Jlim 1S()aollq ,HOJI (t)ao — ao| (2.42)
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Demonstragao. A desigualdade (2.41) é facilmente provada através da versao em espagos
de Lebesgue .Z" (ver Observagao 2.2). Logo, tomando k=0, r =g e p=m e depois k =0,

r = p =m na desigualdade (2.13), obtemos, respectivamente,

1S(t)aolly < C =% laollm, 1SE)aollm < [lao]lm, (2.43)

e as desigualdades (2.41) seguem das estimativas (2.43).

Agora vamos mostrar (2.42). Pela Observacao 2.2, temos que {g(¢,x)};~0 ¢ uma
aproximacgao da identidade em £"™; entao S(t)agp — ag, quando ag € Z™. Para concluir
(2.42), falta mostrar a convergéncia para zero da norma g. Como £ N.£4 é denso em

21, existe uma sequéncia, {agx} em £"N.ZL19, tal que, apx — ag em Z". aplicando

a desigualdade (2.13) com r = p = g, obtemos ||S(t)agk|lq < Cllao||q, quando agy € Z£9.
Logo, 1imH0+t%HS(t)ao,qu < ClimHow%Hao,qu = 0. Mas, pela desigualdade (2.43),

temos £2||S(t)ag /|4 € BC((0,0),.2) e

Tim 1 1S(0)aox — S()aolly = Jim 1% 5(1)(ao — ao)

= Ckhm Hao,k —aon =0.

Ou seja, a convergéncia da sequéncia {t% 1S(t)ao k||q }x € uniforme em . Portanto, podemos

comutar o limite e obter

lim 2 ||S(1)agll, = lim ( lim #2 |[S(t)ag ) = O.
Jim 1S(t)aoll4 HO(HO+ 1S®)aol)

O
Observagao 2.18. Para um dado arbitrario ag € £ (m,0), a versao fraca da igualdade

(2.42) nao é verdadeira. Isto é,
im 1 5(0)aoll ) # 0. Tim (1) — ol ) 7 0. (2.41)

De fato, suponha que limHon%HS(t)aoH(q’m) = 0 seja valida. Considere agp(x) = ‘L €

x|
L (m,0) e uy(t,x) = S(t)ap(x) = g(t,x) *ag. Usando a propriedade de homogeneidade do
nticleo do calor (2.9) obtemos, u(t,x) = Auj(A%t,Ax) (ver detalhes na demonstracio do

Teorema 3.2). Usando A = t2ea relagao de escala em espagos de Lorentz (1.18), temos
T TN 2
0—t1_1>r51+t2 a1 (£,%)[|(go0) = t1_1>r(1)1+t2),]|u1(l £,2%) | (g,00)
a_1,m
— limf2 212
= lim1 @l (1,5) [ g,00)

= tim [l (1,0)lly = [ (1)} g.0)
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Assim, uj(1,x) =0 q.t.p. E obtem-se uma contradigao, pois ag e g(t,x) sdo nao nulas,
no entanto, g(t,x) *ag = u(t,x) = t’%ul(l,t’%x) =0, parat>0excR". A contradicio

para igualdade envolvendo a norma || - [|(,,..) segue exatamente nas mesmas linhas.

2.2.2 Demonstracao do Teorema 2.15

Existéncia e unicidade em F,

Primeiro, deixe-nos observar que o projetor de Leray, P, é continuo nos espacos de
Lebesgue .Z”. Isso é uma consequéncia da continuidade da j—transformada de Riesz em
2" (ver Proposicao 1.36 e Defini¢ao 2.1).

Para demonstrar o Teorema 2.15 procedemos como no Teorema 2.5. Primeiro come-
cemos com a continuidade do operador bilinear B(u,v)(t,x) = — [y VS(t —s)P(u®v) (s, x)ds
sobre o espago Fq. De fato, podemos mostrar uma versao do Lema 2.9 para os espagos
de Lebesgue £". Isto é, as desigualdades (2.22)-(2.24) continuam verdadeiras, com as
normas -ZP-fraco substituidas pelas normas em Z”. A prova é exatamente a mesma, do
Lema 2.9, com as seguintes excessoes: Usa-se a estimativa (2.11) de £P-Z" (ver Obser-
vacao 2.2) em vez de Z(p,o0)-Z(r,o0), e usamos a Desigualdade de Holder em £7 em
vez da desigualdade de Holder em £ (p,oo) (ver 1.28).

Por outro lado, o Lema 2.17 mostra que podemos controlar a norma em fq, da parte
linear da equacao integral (2.14), pela norma do dado inicial em .£”. Portanto, podemos
aplicar o Lema 2.8 com X = fq e obter a existéncia e unicidade de solucao para a formu-
la¢ao integral (2.14), assumindo que a norma || - ||, do dado inicial ag é suficientemente
pequena.

Se assumirmos que ap € £ N.ZLP e usarmos a versao em £ da estimativa (2.23),
pode-se mostrar, exatamente como no caso ZP-fraco, que a solugao obtida u(t,x) €
BC((0,00),.£P). Para concluir a demonstragdo do Teorema 2.15, ainda falta mostrar
que a solucao converge em £ para o dado inicial, quando t — 0% e que a solucdo de
fato esta em ﬁqo, isto é, 1imH0+t% |lu(t,x)|lg =0. Com efeito, pelo Lema 2.17, temos

lim 2 |S(t)agll, =0 e lim ||S(f)ag — aol|,, = O.
Jim 1S(t)aollq HOJ! (t)ao — ao||m
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Portanto, mostraremos apenas que

lim+t% |B(u,u)(t,x)||g=0e lilgl+ ||B(u,u)(t,x)||m = 0. (2.45)
t—

t—0

Desde que a solugao u é o limite da sequéncia (uy ),

ul(t,x) :S(t)a() (2_46)

ey 1(2,x) =y (£,%) + B(ug, ue) (1,%),

= a . :
em Fy, isto é, o limite é tomado na norma sup,~ || - ||m+sup,~q 12| - ||¢, é suficiente mostrar
(2.45) para elementos da sequéncia (ug). Para k =1, pela versiao em .Z7 da estimativa

(2.23) do Lema 2.9, obtemos

2
lim I%HB(ul,ul)(t,x)Hq <K < lim sup ngul(s,x)Hq) . (2.47)
1—0* 1—=0% 0<s<t

Usando a desigualdade (2.42) do Lema 2.17, tem-se que lim,_q+ 72 || B(u1,u;) lq=0. Agora
assuma a igualdade (2.45) para ug. Usando a hipotese de indugao, a igualdade (2.41) e
U1 = uy + B(ug,uy), é facil ver que lim,ﬂo+t%|]uk+1]|q = 0. Portanto, exatamente como
no caso k = 1, desigualdade (2.47), concluimos que

. o
lim 72| B(ugs 1, ups1)(2,x)[|g = 0.
t—07t

Agora vamos tratar com a segunda igualdade em (2.45). Pela estimativa (2.22) do Lema
2.9 (Versao em ZP), temos que
1B (u,u) (2,%)[|m < Ky sup |u(s,x)[lm sup s2[lu(s,x)|q.
O<s<t O<s<t
Logo

) ) a
i 1B(a,) (6,9l < C lim sup 5 (s, )
=07t t—0" 0<s<t

onde C = Kjsupg_, ||u(s,x)||n <. Como
. a
slir(l)lJr s2 |Ju(s,x)||q =0,

concluimos a demonstragao.
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2.3 Solugdes brandas locais em #P(R")

O principal objetivo desta secao é estabelecer condigoes sobre os espagos Z7 para
existéncia de solugdes brandas locais para a equagao integral (2.14) com 0 <t < T. Difer-
ente do teorema de existéncia de solugoes globais em Z7 (Teorema 2.5), a existéncia
local nao segue imediatamente dos argumentos do teorema de existéncia em ZP-fraco.
A diferenga essencial é que agora aplicaremos o Lema 2.8 em um subespaco de I:";],T (ver
defini¢do abaixo) e posteriormente, mostraremos que a sequéncia de Picard associada

também converge para a solu¢do u(t,x) na norma supg_,.r || - ||m-

Definigao 2.19. Sejam 1 <m < g <oo, § = % — zﬂq e T >0. O espago de Banach ﬁq,T é

o espaco de todas as func¢oes vetoriais u(t,j ‘R" - R" com0<t<T, tal que,
u(t,x) € BC([0,T),Z™) e t%u(t,x) € BC(]0,T),.£1),
a norma em ﬁcm é dada por:

o
lullz = sup r2[lu(t,x)llq+ sup |[u(t,x)]m-
T 0<t<T 0<t<T

A seguir, daremos a definicao precisa de solugoes brandas locais em espacgos Z7.

Definigao 2.20. Seja u = u(t,x) uma fun¢ao em ﬁqm Dizemos que u é uma solugao

branda local, quando ela satisfazer a equacao integral

t
u(t,x) = S(t)ao — / VS(t —s)P(u@u)(s,x)ds VO<t<T (2.48)
0
e, se
u(t,x) — ap quando t — 0",
onde o limite é tomado na norma || - ||,, de ™.

Observemos, pelo Lema 2.17, que a parte linear da equacao integral (2.48) é dominada
pela norma do dado inicial ag. Além disso, o proximo lema garante que a parte nao linear

da equacao (2.48) é continua sobre o espago I::w.
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Lema 2.21. Sejam ¢ < p <o, m<g<ooeu,ve E:T' Entao

~ a
[B(u,v)(t,x)[lm < Ky sup [[u(t,x)|lm sup £2[[v(z,x)]|q (2.49)
O<t<T 0<t<T
t2|B(u,v)(t,%)]lq < Kz sup t2|lu(t,x)|lg sup £2[[v(z,x)q (2.50)
0<t<T 0<t<T
[B(u,v)(1,%)[[p, < Kz sup |lu(t,x)||, sup t2|jv(z,x)|q, (2.51)
0<t<T 0<t<T

onde IZI, Ez, K3 sdo constantes independentes de u e T > 0.

Demonstracao. A demonstracao do Lema 2.21 é exatamente a mesma do Lema 2.9, a
tnica diferenca é que agora tomamos o supremo na variavel ¢ no intervalo (0,7), e

tomamos as normas .7 em vez das normas em Z?-fraco. O
O proximo teorema pode ser encontrado em [13, Secao 1, Teoremas 1 e 3|.

Teorema 2.22. (Solugoes Locais) Sejam ag € L™ e m < g < . Existe T >0, tal que,
o problema de valor inicial (2.3) tem uma solugao branda local, u(f,x) em fq,r Além

disso, quando assumimos ag € Z7, a solu¢ao u tem a propriedade adicional de estd em
BC([0,T),£P).

2.3.1 Demonstracao do Teorema 2.22

Assumindo ag € £™, vamos provar que existe T; > 0 e € > 0 suficientemente pequeno
e uma unica solu¢ao para equagao integral (2.48), tal que,

lim 72 |u(t,x)]l; =0 e sup 2 ||u(t,x)|, < 2€i. (2.52)
1—0 0<t<Ty

Seja He,; ={u : [|ulln,, , <2€} um subespago de ﬁqm onde a norma || - ||g,, , ¢ dada
por

o
[ulltrey 7, = sup 22 lu(t,x)(lg-
0<t<Ty

Como ag € Z™, usando a desigualdade (2.42) do Lema 2.17, para cada & > 0, podemos
encontrar 7T suficientemente pequeno, tal que
o
sup 12 ||S(t)aoll4 < 2€1,
0<t<Ty

isto €, o espaco He, ; nao é vazio.
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Assim, escolhendo &1, T} suficientemente pequenos, a desigualdade (2.50) do Lema 2.21
garante que o operador bilinear B é continuo sobre o espaco ngl. Aplicando o Lema
2.8, com X = Hg, 1, e y = S(t)ap, existe uma solugao u(t,x) da equagio integral (2.48) em
He, ;. A igualdade em (2.52) segue exatamente como no Teorema 2.15 (ver pg. 55).

Para finalizar a prova, precisamos mostrar que a solu¢ao u € BC([0,T),.%,,) para algum
0<T <T;. A demonstracao é semelhante a feita no item(ii) do Teorema 2.5, escolha,
0<e<g e0<T<Ty, tal que, 2Kje<1le sup0<,<Tt% llao||g <2¢. Pelo Lema 2.8 sabemos
que a solucao u pode ser obtida através da seguinte sequéncia recursiva:

up(t,x) = S(t)aop (253)
s 1(2,x) = uy (£,x) + B(ug, i) (1,x), (k €N)
usando a desigualdade (2.13) da Observacao 2.2, com k=0,r=m, dy =dy = e a
desigualdade (2.49) do Lema 2.21, obtemos

1 (2)] |

st (8 )l < [laaa (£,2) [+ [[B (s 1) (2,%) || m

IN

o]l m

A

~ a
< laollm+ K1 sup 12 [lug(t,x)[lq sup |[ux(t,x)|[m.
0<t<T 0<t<T

Assim, podemos escrever
sup [y 1(5,%) [l < [laollm +2Ki€ sup [lug(t,%)|m-
0<t<T 0<t<T

Denotando My = ||agl|m € My = supg,<7 ||ur(t,x)||m, a sequéncia (My)ren satisfaz
My 1 < Mo+ 2K eM;.
Tomando r = 2K € < 1, temos

1
M < (14r4- 4+ )My < 1—M°'
—r
Denote wyi1 = upy1 — ur = B(wy,ux) + B(ug, wi), novamente, pela desigualdade (2.49),
obtemos
~ a
sup [lwi1 (%) [m < 2K1 sup [Jug(t,x)[lm sup 22 [lwe(t,x)ll
0<t<T 0<t<T 0<t<T

~ 1 a
< 2K1——My sup 12 ||\wi(t,x)|lg-
L—r “oc<r
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. a . o
Como limy e SUPg<; o7 1 2 (Wit 1(2,%) [l = limy—co SUPgp 77 2 [[ttge1 (1,X) — g (2, %) || g = O, en-
tao a sequéncia (uy) é de Cauchy em BC([0,T); .Z™), e por unicidade do limite q.t.p, o
limite desta sequéncia é a solugao u € BC([0,T); £™). n



CAPITULO 3

Solucoes auto-similares e Comportamento

assintotico

Neste capitulo investigaremos o comportamento assintotico das solugoes obtidas no
capitulo anterior. Mostraremos que um tipo especial de solucao, as chamadas solucoes
auto-similares, descreve o comportamento do sistema (2.3). Deixe-nos primeiramente,
comecar com algumas motivagoes e consideragoes formais.

Assuma que u(t,x) é uma solucao classica (suave) das equagoes de Navier-Stokes (2.3),
entdo uy (¢,x) = Au(A%t, Ax) também é uma solucio do sistema (2.3). De fato, usando regra

da cadeia, temos

81/!,1 . 381/! 2
7(1‘,)6') = A at(l t,AX)

P(uy - Veuy )(t,x) = A3P(u- V) (A%, Ax)
(—Aup)(t,x) = A3(=Au)(A%,Ax).
Logo, somando as ultimas igualdades e usando que u(z,x) é solugao de (2.3), é imediato

que, uy (t,x) é também uma solugao de (2.3), para todo A > 0. Esta consideragao motiva

a seguinte definicao:

Definicao 3.1. (Solugao auto-similar) Seja u = u(t,x) uma solugao branda do sistema

(2.3). Dizemos que esta solugao é auto-similar, quando ela satisfaz a seguinte propriedade
u(t,x) = u (1,%), (3.1)
para todot >0, xeR" e 1 > 0.

A propriedade (3.1) é chamada a relagao de escala, do inglés "scalling", da Equagao de
Navier-Stokes (2.3). Voltando as consideragoes formais, se fizermos  — 07 em (3.1), de-

vemos esperar que u(0,x) seja uma fungao homogénea de grau —1. De fato, quando t =0,

63
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temos up(Ax) = u(0,Ax) = A~ 'u(0,x) = A ~Tuy(x). Isto nos indica que espacos adequados
para se encontrar solugoes auto-similares, sao os que contém funcoes homogéneas. Por
exemplo, os espagos de Marcinkiewicz £ (% ,o0) (6 > 0) sdo os tinicos espagos de Lorentz
que contém fungdes homogéneas de grau —3&, em particular, a fungao h(x) = W. Por
outro lado, se desejarmos obter soluc¢oes auto-similares de (2.3) em certos espacos fun-
cionais, as normas destes devem ser, necessariamente, invariantes pela relacao de escala
(3.1). Nesse sentido, o espaco funcional F, foi bem escolhido. De fato, usando a relacao

de escala em espagos de Lorentz (1.18)(ver preliminares) e relembrando que o =1—7,

obtemos
e (£,2) |7, = sup [z (t,0) || ooy +5Up 2 [l (2, %) | (g o)

>0 >0

= sup Al[u(A%, 22) | (.c0) + 5P 17 Al[1t(A%, 22) | (4.
>0 >0

= supr% Hu(lzt,x)H(m’oo) + sup (/lzt)%it‘“kl’% ||u(12t,x)||(q,w)
>0 >0

= sup ||u(A%,X)|| (o) + SUP (A1) 2 [|u(A21,) | (4 c0)
>0 >0

= sup|u(t,X)[| n,ee) +5up 22 [|ua(t,%) | (g,00)
>0 >0

= |lu(, %),
A seguir enunciaremos, precisamente, o teorema sobre a existéncia de solugoes auto-

similares em Fj,. Este teorema pode encontrado em [2, Se¢do 2, Teorema 2|.

Teorema 3.2. Sejam ag € £ (m,) e € >0 do Teorema 2.5, tal que, ||ag|| () < €. Se ag
é uma fun¢ao homegénea de grau —1, ou seja, ag(Ax) = A~ lag(x), entdo a solucdo branda

global u(t,x) do Teorema 2.5 é auto-similar.

Demonstracao. Primeiro relembramos que a solucao u obtida no Teorema 2.5 é o limite

da seguinte sequéncia de Picard :

(3.2)
uk+1(t> ) - M](t,-) +B(uk7uk)(t7')7

isto é, o limite de ux em F, é o ponto fixo u da aplicacdo f(u) =y+ AB(u,u).
Observe que uj(t,x) satisfaz a relacdo de escala (3.1). Com efeito, usando a pro-

priedade (2.9) do nucleo g(f,x) e a hipotese de homogeneidade do dado inicial, temos
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que

ul(/lzt,lx) = g(/lzt,lx—y)ao(y)dy
g(At, A (x—27"y))ao(y)dy

A7"g(t,x— A" y)ao(y)dy

m
m

m

L 8(t,x—z)ap(Az)dz

= A1 /Rm g(t,x—z)ap(z)dz = Ay (t,x).

[
e B

Agora, vamos aplicar um argumento por inducao. Assuma que u; satisfaga a relacao
de escala (3.1). Usando a propriedade de homogeneidade do nticleo g(¢,x) (2.10) e fazendo

a mudanca de variavel s — A%s e y — Ay, temos

Blug,u) (A2, 0x) = — /0 e /R V,g(A — s, Ax— y)P(ug ® ) (5,y)dyds
= 2 [ Vi), v )Pl ) (W5, ) s
_ 2 /t / A"V g (A2t — 5), A (x — )P @ ) (A2, Ay)dyds
_ )2 / / AN ot — s, x— ) A2 P(Aug @ Aug ) (A2s, Ay)dyds
_ —)LZ// A7V g(r — 5,5 = y)[A 2P (ur @ ug ) (s, y)dyds
— ! / [ Vagle = 5.6 =Pl @) s.y)dyds
- ;LIB(ui,uﬂ,f)(t,x).

Portanto,

ukH(lzt,lx) = U (;th,lx) —i—B(uk, uk) (lzt,lx)
= A7 Muy (2, %) + Bug, ug) (£, %))
= A" gy (,%).

Assim, as solucées brandas globais sdo obtidas como limite em F, de uma sequéncia (i),

onde cada elemento satisfaz a propriedade de auto-similaridade (3.1). Logo, usando a
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invariancia da norma Fy, obtemos

lue.x) — AW A ), = [ue.x) — e (r.0) + ag(o.2) — Au(Ar, 2 ) |
< Mt 2) = .0, + g (%1, Ax) — A (W21, A,

= 2l|u(t,x) —w(t,x)||r, — 0,
quando k — oo. Portanto verificamos que u(z,x)
u(t,x) = Au(Ax,A%t),
para todo A >0, >0exeR". ]

Observacao 3.3. Desde que as solugoes auto-similares sao invariantes pela relacao de
escala (3.1), elas apresentam um perfil caracteristico, o qual pode dar informagoes sobre
propriedades qualitativas de possiveis singularidades; De fato, tomando, A = 2 eU=
u(1,x) temos

u(t,x) = Au(A%t,Ax) = f%u(l,t*%x) = LU <%> )

t

{l

onde U = u(1,x) é o perfil caracteristico.

3.1 Estimativas de Decaimento

Nesta secao, mostraremos que a norma £ da solucao obtida no Teorema 2.15 vai
a zero no infinito. Isso mostra que a norma £ da solucao do Teorema 2.15 nao é
preservada pelo scaling (3.1) da equacao; o que é um impedimento para a existéncia de
solucao auto-similar em espacos de Lebesgue -Z”. De fato, pelas consideragoes do inicio
do capitulo, de maneira informal, vimos que o dado inicial ay de uma solugao auto-similar
de (2.3) deve ser homogéneo de grau -1. Mais precisamente, seja u(z,x) solu¢gdo branda

auto-similar, tal que, u(t,x) — ag, por exemplo, no sentido de distribuigao, quandot — 0.
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Entao, para ¢ € C7°, temos

/ u(t,x)p(x)dx = / Ay (A2, A%) @(x)dx
— / 21 (A2, Ax) @(Ax)dx
. / A1 a0(Ax) @ (Ax)dx
- / Aao(Ax)@(x)dx.

Isto é, uy (t,x) — Aap(Ax) no sentido de distribuicao. Como u(z,x) = uy (¢,x), pela unici-
dade do limite no sentido fraco, temos ag(Ax) = A ~'ap(x), ou seja, o dado inicial é ho-
mogéneo de grau -1. Desde que, os espacos -Z” nao contém qualquer fun¢ao homogénea,
concluimos que a tnica soluc¢ao auto-similar em Z” é a trivial, ou melhor, a solu¢ao nula.
Isso mostra a necessidade de buscar um espaco maior ou mais adequado para encontrar
solugbes auto-similares, como por exemplo, os espagos de Marcinkiewicz Z(p, ).

O proximo teorema é uma adaptagio de |13, Secdo 1, Teorema 4| para o contexto
de Marcinkiewicz. Por outro lado, o Corolario 3.5 pode ser encontrado em [13, final da

pg.480).

Teorema 3.4. Sejam p,q, m, tal que, 1 < p’ <m < q <. Assuma que ay € £ (p,~)N

Z(m, o) satisfaga as hipoteses do Teorema 2.5. Suponha que 1< p <r, tal que, %%—

1
m’

— % < entao a solugao obtida no Teorema 2.5 satisfaz

1
q
(575 u(1,x) € BC((0,%0), 2 (1,)).

Corolario 3.5. Seja ap(t,x) € £™ com norma suficietemente pequena. Se 1 <m < g < oo,

entao a solucao do Teorema 2.5 satisfaz
tim [Ju(r)l =0

Observagao 3.6. O Corolario 3.5 nos diz que a norma || - ||, da solu¢ao u decai a zero
quando t — co. Como a norma |- ||, € invariante pela relacao de escala (3.1), entao o
Corolario 3.5 fornece uma outra prova que a unica solu¢ao auto-similar em -Z” é a solucao

nula.
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3.1.1 Prova do teorema 3.4
Vimos que a solucao do Teorema 2.5 satisfaz a equacao integral
t
u(t,x) = S(t)ag — / VS(t — s)P(u®u)(s,x)ds (3.3)
0
= S(t)ap+ B(u,u). (3.4)

Para mostrar

Y

52 y(1,x) € BC((0,0), £ (r,00)),

é suficiente estimar as normas

supt S 3 | B(u, 1) ) € suptH 3 S(1)ag| (1)
>0

>0
pelas normas ||ul|F,, e [[uo|(p.e), respectivamente.

O caso particular r = p, ja vimos no item (ii) do Teorema 2.5. Portanto, a esséncia
da demonstragao do Teorema 3.4 é o seguinte lema

Lema 3.7. Assumindo as hipéteses do Teorema 3.4, temos

sup (53 1B(u,v) | ey < Cllully, V],
>

sup t (2537 [1S(t)aol| ...y < Cllaoll(p

t>0

Demonstracao. Desde que p’ < m < g, temos % < l, =1- %, ou seja, %+cl1 < 1. Entao
para algum s > 1, podemos escrever 1 +(11 = % E supondo p < r, obtemos
Assim, podemos escrever 1—}—% = %—i— %, para algum [ > 1.

Note, ainda, que a condicio L + é — 4 <., NOS garante

1 1 1
R

m—+1 m

n m 1+m( 1 1+1+1)
2 200 2 2 2 p q r
m 1 m 1
—— et —(1=-=)=-1
Z 73 2+2( m)
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Usando o Lema 2.1, a continuidade do projetor de Leray e a Desigualdade Generalizada

de Holder (1.28), obtenha

! _mtl  m
[1B(u,v)(#,3) || (ree) < C/O (t=5)72 T2 [Ju(s)]l (.o [1(5) [l (.00
m+1

< Couplfu)l ey sup 1 0) ey [ (1= 5) "5 855 s
t>0 >0

s

t
0

IN

t
C llullr, Il 5+ 8750 [ (g —5)= "5 85 S ay
' ' 0
~(5-8)
< Ct 3 g, lvIFg,
Para provar a outra desigualdade, precisamos estimar o
m _ m
sup ¢ ¥ H ’ ”(r,OO)
>0
da parte linear da equacao integral (3.3) e mostrar que a norma pode ser controlada

pela norma do dado inicial. Assuma que ag € Z(p,); se r > p, existe [ > 1, tal que,

1 +% = %—i— %, usando a Desigualdade de Young (1.26) ou o Lema 2.1, obtemos

1S(@)aoll (re) < llg(t:X)l1llao]l (pe0)
<Ct 35 lag| o)

=C 17575 ||ag|| (.o)-

Demonstracao de Corolario 3.5
Como m < g < o0, podemos escolher um p, tal que, m < p <g. Seja ugy € L"NLP,

k € N, de norma suficientemente pequena. Fazendo r =m no Teorema 3.4, temos

(m_1
(|4 (2) | o) < Ct (3—2)
Logo a solugio com condicio inicial uo x satisfa

Jim (1) =0, (35

Denote por Cyp o subespaco de BC consistindo de todas as funcoes que anulam-se
no infinito. Se ug € £™, entdo uy pode ser aproximado, na norma || - || .om, por fun¢oes

uox € L"NLP onde 1 <m < p.
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Pela continuidade em relacao ao dado inicial das solucoes obtidas no Teoremas 2.15
(ver desigualdade (2.21) do Lema 2.8), a solucéo u(t,x) converge na norma do espaco F,
para a solugao branda u(t,x). Por (3.5), vemos que ug € Cy([0,00);.£™) para todo k € N.
Como Cy([0,00);£™) é um subespaco fechado de BC(]0,0); £™), segue que

tim [u(r) .o = 0. (3.6)

3.2 Estabilidade Assintética

Nesta se¢ao, mostraremos algumas propriedades de estabilidade assintética das solugoes
brandas do Teorema 2.5. Para isto estimaremos a diferenca, w = u — v das solugoes bran-
das e mostraremos que vai a zero quando t — oo. O proéximo teorema é uma combinacao

de resultados encontrados em |3, 6].

Teorema 3.8. Sejam u,v solugbes do problema de valor inicial (2.3) dadas pelo Teo-
rema 2.5, com os dados iniciais ug e vo € £ (m,), respectivamente. Assumindo que

limy e ||S(2) (4o — vo) ||(m’°o) =0, entao
tim t.5) — v(t.5) ) =0. (3.7
Por outro lado, se limy .2 ||S(r) (1o — v0)[l(4,00) = 0, entao
tlLr?ot7||u(t,x) —v(t,%)]| (g00) = 0. (3.8)

Observacao 3.9. Seja u uma solu¢ao branda auto-similar com condi¢ao ug uma funcao
homogénea pequena, e v uma solu¢ao branda com condigao inicial vy = ug+ ¢, isto é,
uma pequena pertubagao de ug, tal que, 1im;—e [|S(#)@||(;n..) = 0. Aplicando o Teorema
3.8, vemos que a solucao pertubada v é atraida pela solu¢cao auto-similar. Por exemplo,
tome ¢ € C., com norma suficientemente pequena em £ (m,e). De fato, seja 1 < p <m

e eC.C . Z(p,~). Entao
[SE) P (1m,00) < Ct%(i_%)H(l)H(l,’w) — 0, quando t — oo.

Demonstracao do Teorema 3.8

Sejam u = u(t,x) e v =v(t,x) solucoes brandas globais em F, do problema de valor
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inicial (2.3). Entao
u(t,x) = S(t)uo+ B(u,u)(t,x)
v(t,x) = S(t)vo+ B(v,v)(t,x).
Agora, considere a diferenca
w(t,x) =u(t,x)—v(t,x) = S(t)(uo—vo)+B(u,u) —B(v,v)

= S(t)(uo—vo) +B(u—v,v)+B(u,u—v)
= S(t)(up —vo) +B(w,v) + B(u,w).
Procedendo exatamente como na prova do Lema 2.9 (ver capitulo 2), obtemos
B ey < [ 19— 5)B@E) (5.0 g
< CsuptgHv(t,x)“(q,oo)/Ot(t—s)g_ls_g||w(s,x)||(m7<x,)ds.

t>0

Analogamente podemos obter que

a ! a_1 _a
1B ey < 300 Jult )y [ =555 ).
>
Pelo Teorema 2.5, sabemos que |[u||r, < Ce e ||v||r, < Ce. Assim, estimamos

HB(W: V) _B(uaw)“(mpo) < ||B(W7 V)H(m;m) + ”B(u7w)||(m7°o)

t o 1 _a
< C(H”\|Fq+HVHFq)/O(f—5)2 72 [w(s,2) [ .0y
4 a a
Ce/ (t—s)f_ls_fHw(s,x)||(m7°°)ds
0

1 o [21
Ce/ (t—s)2 1572 [W(ts,%)[| .00\ 5 -
0

IN

Considere

A= th_)rg [W ()| (m,e0) = kelgl,rknﬂoo igg [W ()] (1,00

Observe que

sup [[w(s) e < llllr, + [, < Ce € L'((0,1),ds).
>

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada e a monotonicidade da integral, obtemos

—_— 1 a [0 1 a a
lim [ (1 —s)f_ls_Y]|w(ts)H(m7w)ds < A/ (1—s)2 15 2ds.
0

{—o0 0
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~ . a_1 @2
Como os expoentes 5 — 1 e o sdo maiores que —1, segue que fol(l —5)2 157 2ds < oo,

Assim,

l}i}TElo|’W(tax)‘|(m,W) < }l}TIC}OHSO)(uO_VO)H(mW)—i_CEA

= 0+CeA <A,
quando escolhermos 0 < € < (C)~!. Logo A =0, isto &,
i [30(0.3) ey = T8 30,9 ey = 0.

Isto finaliza a demonstracao de (3.7).
De maneira semelhante podemos demonstrar (3.8). Estimamos a parte nao linear de
13 ||u(t) —v(r) [ (g,00)> de forma semelhante a demonstracdo da desigualdade (2.23) do Lema

2.9, e obtemos
o l o
12| Bw,v) +B(u,w) |l (ge0) < Ce/ (1 —s)7_]s_a||w(ts,x)||(q7oo)ds.
0
Assim,

Wl < 1100 = 0) e+ 15 1BO.) + Bt ) g (39
o 1 a
< A1) 0= 0) g +Ce [ (1=9) 85 w(r5, )| gumds. (3.10)

Definindo

m sup?2 [[w(ts)|](g,00)-

A=Tm12[|w(ts)|| (g = li
t—o0 ’ kﬂ“’tzk

Aplicando o lim em (3.9) e procedendo como na prova de (3.7), concluimos que A = 0. B



Referéncias Bibliograficas

[1] Brézis, H., Anélises funcional teoria y aplicaciones, volume 38, Ed. cast Edition,

1984.

[2] Barraza, O., Self-similar solutions in weak LP-spaces of the navier-stokes equations,

Revista Matematica Iberoamericana, 12(2), 1996.

[3] Barraza, O., Regularity and stability for the solutions of the navier-stokes equation

in lorentz spaces, Nonlinear Analysis, (35): 747-764, 1997.

[4] Borchers, W., Miyakawa, T., On stability of exterior NavierUStokes flows, Acta
Math. 147, 3110-82, 1995.

[5] Carrillo, José A.; Ferreira, Lucas C. F., Self-similar solutions and large time asymp-
totics for the dissipative quasi-geostrophic equation. Monatsh. Math. 151, no. 2,
111-142, 2007.

[6] Cannone, M., Karch,G., About the regularized Navier-Stokes equations, J. Math
Fluid Mechanics 7:1-28, 2005.

[7] Chorin, A., Marsden, J., An Inroduction to Mathematical Fluid Mechanics. Spring
Verlang, New York, 1979.

|8] Evans, L.C., Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics, 19,
American Mathematical Society, Providence RI, 1998.

[9] Folland, G., Real Analysis, John Wiley & Sons, 1984.

[10] Fujiwara, D., Morimoto, H., An Lr -Theorem of the Helmholtz decomposition of
vectos fields Fac. Sci. Univ. Tokio 24 658700, 1977.

73



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 74

[11] Ferreira, Lucas C. F., Solu¢oes auto-similares para a equacdo quase-geostrofica e
comportamento assitotico, Tese de Doutorado, Departamento de Matemaéatica, Marco

2005.

[12] Hunt, R., On Z(p,q) spaces, L’Enseignement Mathématique, t. (12)(4) 249-276,
1966.

[13] Kato, T., Strong .£”—Solutions of the Navier-Stokes Equation in R", with aplica-
tions to Weak Solutions, Math, Z. 187 (1984) 471-480.

[14] Kristiansson, E., Decreasing rearrangement and Lorentz Z(p,q) spaces, Tese de

Mestrado, Departament of Mathematics, december 2002.
[15] Lages, E., Espagos Métricos, 2.ed. IMPA, 1983 (Projeto Euclides).
[16] Lorentz, G. G., Some new functional space, Ann. of Math, 51:37-55, 1950.

[17] Lemarié-Rieusset, P., Recent Developments in the Navier-Stokes Problem, Chapman

& Hall/CRC Press, Boca Raton, 2002.

[18] O’Neil, R., Convolution operators and .Z(p,q) spaces, Duke Math. J. 30 (1963)
129-142.

[19] Sharpley, R., Bennett, C., Interpolation of Operators, Academic Press, New York,
Mathematics vol. 129, 1988.

[20] Stein, E., Singular integral and Differentiabillity properties of functions, Princeton

University Press, Princeton, N.J., 1970.
[21] Walter, R., Real And complex Analysis, Mathematics Series, 3° edition.

|22| Ziemer, W., Weakly Differentiable Functions: Sobolev spaces and Functions of
bounded variation,120, Springer-Verlag, N.Y., 1980.

[23] www.claymath.org/prizeproblems.



