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As condigoes quimicas e fisicas da Terra, da Atmosfera, e dos oceanos tem
sido, e continuam a ser, ajustadas (ativamente) para criar condi¢oes
confortdveis para a presenca da vida, pelos proprios elementos viventes.
Isto se coloca em sentido oposto ao saber convencional que considera
ocorrer o contrdrio, que a vida se adaptou as condicoes de vida
planetdrias existentes na Terra e, desde entdo, ambas evoluiram por
caminhos diferentes ( sem interagoes).

— JAMES LOVELOCK (GAIA, 1979)



Resumo

Neste trabalho de tese, estudamos uma modelagem de um sistema de trés equagdes diferenciais
parciais com condicao de fronteira do tipo Neumann do modelo Daisyworld unidimensional,
problema de retroalimentagdo clima-vegetacdo com difusdo, dando origem a uma equagao di-
ferencial funcional ordindria abstrata, onde a parte linear gera um semigrupo analitico em um
espacgo de Banach X e a parte ndo-linear satisfaz a condi¢do localmente continua Lipschitz com
respeito a o-norma. Para isto primeiro estudaremos teoria de semi-grupos de operadores e
operadores setoriais e depois determinaremos a extensdo de Friedrichs do operador Laplaciano
unidimensional com condi¢ao de fronteira do tipo Neumann.

Estudamos também a existéncia e unicidade de solu¢des fortes locais do problema de valor
inicial associado ao modelo, com condig¢des iniciais em um aberto de uma poténcia fracio-
ndria de X, cuja existéncia € demonstrada usando o teorema do ponto fixo de Banach e as
propriedades do operador linear da equag¢do. Usando o argumento principio do méximo, deter-
minamos um subconjunto fechado positivamente invariante C para as condi¢des iniciais, tais
que as solucdes sdo globais, para isso usaremos o lema de Gronwall, a desigualdade de Young,
caracteristicas da parte ndo linear e o intervalo de valores para a radiagdo solar R do modelo.

Por fim, estudamos algumas solu¢des de equilibrios € o comportamento assintético das
solucdes, por uma aproximacao linear numa vizinhanca de um ponto de equilibrio. Usando a
solu¢do global com condig¢des iniciais em C, definimos um sistema dindmico S em C.

Palavras-chave: Modelo Daisyworld, extensdo de Friedrichs, semigrupos de operadores,
operador Laplaciano, poténcia fraciondria de operadores, problema de Cauchy abstrato, sistema
dinamico, solu¢des de equilibrios e comportamento assintético de solugdes .



Abstract

In this thesis, we study a model of a system of three partial differential equations with of Neu-
mann boundary condition of model Daisyworld dimensional, problem of climate-vegetation
feedback with diffusion, giving rise to a ordinary differential equation abstract functional,
where the linear part generates an analytic semi-group in a Banach space X and the nonli-
near part satisfies the condition locally Lipschitz continuous with respect the o.-norm, for this
first will study the theory of semi-groups and sectorial operators and after we will determine
the Friedrichs extension of the one-dimensional Laplacian operator with Neumann boundary
condition.

We also study the existence and uniqueness local strong solutions of initial value problem
associated with the model, with initial conditions in an open of a fractional power of X, whose
existence is demonstrated using the Banach fixed point theorem and properties of the linear
operator the equation. Using the argument maximum principle, we determine a closed subset
positively invariant C for the initial conditions such that the solutions are global, for this we
will use the Gronwall lemma, Young inequality, characteristics of the nonlinear part and ranges
of values for solar radiation R of the model.

Finally, we study some solutions equilibria and asymptotic behavior of solutions, by a linear
approximation in a neighborhood of an equilibrium point. Using the global solution with initial
conditions in C, we define a dynamical system S in C.

Keywords: Model Daisyworld, Friedrichs extension, semigroups of operators, Laplacian
operator, fractional power operators, abstract Cauchy problem, dynamic system, equilibria so-
lutions and asymptotic behavior of solutions.
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CAPITULO 1

Introducao

O clima global e a biosfera terrestre formam um complexo sistema acoplado da qual existe uma
necessidade cada vez mais urgente de aprofundar nossa compreensao. Sofisticados modelos de
simulacdo climdtica podem dar alguma idéia, mas a sua propria complexidade pode muitas
vezes ser um obstadculo. Em contraste a isso, modelos transparentes muito simples podem ser
uteis para identificar e compreender os mecanismos fundamentais de um sistema. Daisyworld
¢ apenas um tal modelo. Este foi originalmente desenvolvido por Wastson e Lovelock [35], em
apoio a idéia de que o biota coletivo da Terra ativamente manipula o clima através da retroa-
limentacdo, controla e equilibra a fim de manter um melhor ambiente para a sobrevivéncia da
vida. Isto ndo € um novo conceito [23], mas foi pela primeira vez cientificamente formulada
na década de 1970 por Margulis e Lovelock [24]. Daisyworld visa demonstrar como um tal
mecanismo poderia funcionar sem o conhecimento global do biota e a compreensdo do sis-
tema climdtico. E formulada como um modelo de equacdo diferencial ordindria descrevendo
um planeta hipotético, aquecido pelo sol com densidade populacional de apenas dois tipos de
plantas, margaridas pretas e margaridas brancas, idénticas em todos os sentidos, exceto a cor.
As margaridas tém uma taxa de crescimento dependente da temperatura. A superficie branca
reflete mais energia do sol do que a preta, por isso a variagdo de temperatura local estabe-
lece uma diferenca entre as duas. Na auséncia das margaridas, um aumento da radiac@o solar
leva a um aumento equivalente da temperatura da superficie. No entanto Wastson e Lovelock
[35] concluiram que quando as margaridas sdo incluidas no seu modelo, suas dreas relativas se
ajustam de tal forma que a temperatura superficial permanece muito préxima da 6tima para a
sobrevivéncia das margaridas sobre uma ampla gama de valores para a radiagdo solar.

Houve um considerdvel estudo dos mecanismos de controle no modelo Daisyworld [14, 31,
36] e um nimero de extensdes, incluindo a adi¢do de novos niveis tréficos [15], envolvendo
margaridas [30, 22] e espago bidimensional, formulada como uma célula automatica [4]. Tam-
bém tem sido investigado como um sistema de controle da glicose no organismo [20]. Uma
versao unidimensional foi construida aplicando as equagdes originais em cada ponto no espago
de uma projecdo unidimensional de uma esfera. Solu¢des numéricas deste modelo foram des-
critas em [2]. Uma explicacdo matemadtica para os padrdes observados no modelo Daisyworld
unidimensional foi feita com base num modelo mais simples, projecao unidimensional de um
plano [1]. O modelo usado em [1] € dado pelas equacdes (1.0.1)-(1.0.3).

% =uf(u,v,w) =u[(1-06(C—5u—v—1) —w)z)(l —u—v)—1l, (1.0.1)
% vgunw) = {185yt ) w1 w7 (102)

10



1.1 DESCRICAO DO MODELO E SUA RELACAO COM A FORMA ZERO-DIMENSIONAL 11

2 2
aa—v::h(u,v,w)+887v2v:(2—u+v)R—Gw4+aaTv2V (1.0.3)
para % <x < % e com condi¢des de fronteiras de Neumann w, = 0 em x = +7. Uma descrigao
mais detalhada do modelo € dada na préxima secdo

Nas equagdes (1.0.1)-(1.0.3), u = u(x,t) e v=v(x,t) representam as populacdes, em termos
de fragdes de dreas ocupadas, de duas plantas hipotéticas (margaridas) e w = w(x, 1) representa a
temperatura da superficie. R, ¢, C, 0 e 7y sdo constantes. R ~ 200 W/ m? determina a radiacio
solar que atinge a superficie, ¢ = 5,67 x 1078 W /m?.K* é a constante de Stefan-Boltzmann
e é usada para determinar a saida de ondas longas de radiacio da superficie, C =295,5 K é a
temperatura ideal para crescimento das margaridas, 6 = 0,003265 = ﬁ ¢ a taxa intrinseca
de crescimento e ¥ = 0,3, a taxa de mortalidade. Estes valores dos parimetros s3o mantidos do
modelo Daisyworld original [35].

O objetivo deste trabalho € investigar a existéncia e estabilidade de solucdes para o sistema
de equacdes diferenciais parciais (1.0.1)-(1.0.3) com condic¢des de fronteiras de Neumann, tra-
tando como uma equagdo diferencial funcional ordindria abstrata em um espago de Banach, da

forma 4
{ d—{—i—By:L?Z(y), t > to,
y(to) = yo,
onde —B é o gerador infinitesimal de um semi-grupo analitico de operadores lineares T (),

t >0, o dominio de .% é um espaco de fung¢des definido apropriadamente e .% (y) é localmente
continua Lipschitz com respeito a uma poténcia fraciondria de By = B+ al, para algum a > 0.

1.1 Descri¢ao do modelo e sua relacao com a forma zero-dimensional

As equagdes para o modelo Daisyworld original [35] e sua extensdo para o caso unidimensional
[2] sdo descritas brevemente aqui.

A temperatura da superficie w do planeta encontra-se na hipétese de equilibrio, isto é, a
radiacdo € igual a energia absorvida na superficie. Assim, w € a solu¢do de equilibrio de:

d
zgzza-ﬂﬂR*—owﬁ (1.1.4)

onde R* é a energia solar atingindo a superficie, A é a albedo da superficie que é dada por
A=A0+Au+Apy, (1.1.5)

onde Ag, A,, e Aj sio as albedos da terra nua, margaridas brancas e margaridas pretas, respec-
tivamente, € O, u e v 30 as respectivas dreas como uma propor¢do de 1. A temperatura local
de cada tipo de margarida é dada por

Th,=qA—-A,)+w e T, = q(A—Ap) +w, (1.1.6)

onde o parametro g expressa o grau em que a energia solar, apds ter sido absorvida pelo planeta,
¢ redistribuida entre os trés tipos de superficies.
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Duas equacdes diferenciais ordindrias, baseadas no modelo de competicdo por drea [9],
descrevem a dindmica das margaridas:

ﬂh:waﬁw_ﬂ

onde ¥ € a taxa de mortalidade (constante) e f3,,, B, sdo taxas de crescimento parabdlico dada
por
B,=1-8(C-T,)> e PB,=1-8(C-T)% (1.1.8)

onde 6 é uma constante pequena ¢ C é a temperatura 6tima para crescimento.
Definindo A, = 0,50, A,, = 0,75, A, = 0,25 e g = 20 (valores de pardmetro usado no
modelo original [35]), a equacdo (1.1.5) torna-se

B l—u—v 3u v

A — -
2 +4+4
A:2+u—v
4

e as equagdes em (1.1.6) tornam-se
Ty=5u—v—1)+w e Ty =5u—v+1)+w

Usando isto temos o0 modelo de equagdes diferenciais ordindrias:

%:”[(1‘5<C_5(“‘V—1)—W)2)(1—M—V)—7], (1.1.9)
%:V[(l_5(C—5(“—V+1)—W)2)(1—M—V)—7], (1.1.10)
dw _ oy

2 = @-utvR—ow’, (1.1.11)

com R = R*/4.

Finalmente, um termo para representar a difusdo de calor € adicionado ao lado direito da
equagdo (1.1.11). Para o modelo simplificado no plano este é o Laplaciano cartesiano unidi-
mensional, dando a equagao:

o _
ar

4 0w
(2—u+v)R—ow +W'
Para 0 modelo operando sobre a superficie esférica este é o Laplaciano esférico (com r e ¢ cons-
tante visto que somente uma dimensao € considerada). Para o caso esférico devemos levar em
conta a desigual distribuicao da radiagdo solar sobre a superficie. Assim, R é ponderado usando
a fungo cosseno: R(x) = Rcos(x). As trés equagdes descrevendo a proje¢do unidimensional
do sistema esférico sio entao:



1.1 DESCRICAO DO MODELO E SUA RELACAO COM A FORMA ZERO-DIMENSIONAL 13

% =ul(1-8(C—5—v=1)=w)*) (1 —u=v)—7], (1.1.12)
% =v[(1-8(C=5w=—v+1)=w)*) (1 —u=v) =7, (1.1.13)
dw _ 4 J aw
o= (2-utv)R—ow'+ cos(x)§c<cos(x)§>' (1.1.14)



CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos um resumo dos resultados necessdrios para a modelagem e o
estudo da existéncia e unicidade de solucdes do sistema de equacgdes diferenciais parciais do
modelo de retroalimentagdo clima-vegetacdo unidimensional.

2.1 Espacos de Funcoes

Na presente secao serdo fixadas terminologias, teoria das distribuicdes e espacos de Sobolev,
que serdo usados na modelagem abstrata do sistema de equagdes diferenciais. Para maiores
detalhes ver Henry [16], Brézis [7], Adams [3].

Um ponto tipico em R”" é denotado por x = (x1,...,x,). Se & = (Q,...,0,) € N", chamamos
o um multi-index e denotamos por x* 0 mondémio x}'...x%, que tem grau |a| = Q; + ... + Q.
Similarmente, se D; = d /dx; para 1 <i < n, entdo

o o o,
D* = D% ..D°
(04
Do _ olel
8xa1...8x,of”
denota-se o operador de derivagdo de ordem |ot|. Define D00y =y para toda funcao u.
Se o, B € N" sdo dois multi-indices, escreve-se B < a quando B; < o; para 1 <i < n.
Neste caso @ — 8 é também um multi-indice e |& — B| + |B| = |&|. Também denotamos

al=o!o!...op!

(5 )= mamn () (&)

Tem-se a regra de Leibniz dada por

ese B <a,

=Y Bila Byl ﬁ A (DPu) (D" P)

B<a

vélidas para fungdes u e v que sdo |a| vezes diferencidveis.

14



2.1 ESPACOS DE FUNCOES 15

Sejam E e F dois espagos topoldgicos com E C F. Para indicar que a imersdo de E em F €
continua serd usada a nota¢do E — F.

Por Q representa-se um subconjunto aberto do R*. Se G C R”", denotamos por G o fecho
de G em R". Vamos escrever G CC Q se G C Q e G é um subconjunto compacto de R”". Se u
¢ uma funcdo definida em G, definimos o suporte de u como

suppu={x€ G | u(x)#0}.

Dizemos que u tem suporte compacto em € se supp u CC Q.

Um subconjunto A de um espaco normado X € chamado compacto se toda sequéncia de
pontos em A possui uma subsequéncia convergindo em X para um elemento em A. Conjuntos
compactos sdo fechados e limitados, mas conjuntos fechados e limitados ndo sdo compactos
em geral, a menos que X tenha dimensdo finita. A é chamado precompacto se seu fecho A é
compacto.

Sejam X, Y espagos normados e f um operador de X em Y. O operador f é chamado com-
pacto se f(A) é precompacto em Y sempre que A é limitado em X. f € limitado se f(A) é
limitado em Y sempre que A € limitado em X.

Seja X um espago de Banach. Denota-se por C(S,X) o espaco das fungdes continuas limi-
tadas de um espagco métrico S em X com norma

1 f llesxy=sup{ll f(s) [Ix | s €S}

Para qualquer inteiro ndo-negativo k, seja Ck(S ,X) o espago vetorial de todas as fungdes u
as quais, junto com todas as suas derivadas parciais D%u de ordem || < k, sdo continuas em
S, um aberto de um espago de Banach. Escrevemos

8, X)=C($,X) e C°(8,X)= ﬁ Cck(8,X).
k=0

Os subespacos Cy(S,X) e C5'(S,X) consistem de todas as funcdes em C(S,X) e C*(S,X), res-
pectivamente, que tenham suporte compacto em S. Os elementos de C (S, X ) sdo denominados
fungoes-testes em S.

Seja Q um espago mensurdvel. Se designa por LF(Q,X) o espago das fungdes em Q com
valores em X, com a p-ésima poténcia integravel, ou seja, existe a integral:

| £ lrax)={ /Q | £() |15 de} 7.

Como de costume, se identifica as fun¢des de L”(,X) que coincidem em q.t.p. (quase em
toda parte, isto €, exceto em um conjunto de medida nula).
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Por L*(Q,X) denota-se o espaco das funcdes mensurdveis com valores em X e que sdo
fortemente essencialmente limitadas em €, isto é, existe uma constante C tal que || f(¢) ||x < C
g.t.p. em Q, equipado com a norma:

1S =)= sup ess{[| f(1) [lx |7 €Q}.

Definiciio 2.1. Seja Q um subconjunto aberto do R”. Diz-se que uma sequéncia (¢, ) de fungdes
em Cy (€2,X) converge para zero, quando as seguintes condigdes forem satisfeitas:

a) Os suportes de todas as fungdes-testes ¢,, da sequéncia dada, estdo contidos num com-
pacto fixo K.

b) Para cada a € N", a sequéncia (D*¢,) converge para zero uniformemente em K.

Se ¢ € C7(Q,X), diz-se que a sequéncia (¢,) de elementos de C;’(£2,X) converge para ¢
em Cy(€2,X), quando a sequéncia (¢, — ¢) converge para zero no sentido dado acima.

O espago vetorial C3’(©2,X) com esta nogdo de convergéncia € representado por 7(Q,X) é
denominado espaco das funcoes-testes em L.

Define-se como distribuicdo sobre Q a toda forma linear T sobre Z(Q,X) que é continua
no sentido da convergéncia definida sobre Z(Q,X). O conjunto de todas as distribui¢cdes sobre
Q é um espaco vetorial o qual representa-se por 2’ (Q,X). Representamos o nimero complexo

T(¢) por (T,9), ¢ € 2(Q,X).

Neste espago vetorial diz-se que uma sequéncia (7;,) de vetores de 2'(Q,X) converge para
zero em 2'(,X), quando para toda fungdo teste ¢ € 2'(Q,X), a sequéncia ((T,, ¢)) converge
para zero.

Uma fungdo u definida quase toda parte em Q € dita localmente integrdvel em € desde
que u € L'(A,X) para todo subconjunto mensurdvel A CC Q. Neste caso escrevemos u €
Lilac(Q’X)' Correspondendo a toda u € L}, (Q,X) existe uma distribuigdo T, € Z'(Q,X) defi-
nida por

(Tu,gb):/gu(x)(l)(x)dx, 0 € 2(Q.X). 2.1.1)

1

loc(&2). Entao T, = 0 se e somente se

Proposicao 2.1 (Lema de Du Bois Raymond). Sejau € L
u = 0 quase toda parte em Q.

Do Lema de Du Bois Raymond segue-se que para cada u € L}{)C(Q), tem-se 7, univoca-

mente determinada por u sobre €, quase toda parte, no seguinte sentido: se u, v € L}OC(Q)
entdo T, = T, se e somente se u = v quase toda parte em €2. Por esta razdo, identifica-se u com

a distribui¢do 7, por ela definida e diz-se a distribuicdo u ao invés de dizer a distribuicdo 7,,.
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Defini¢éio 2.2. Considere uma distribuicdo T € 2'(Q) e a € N". A derivada de ordem o de
T é a forma linear D*T definida em Z(Q) por:

(DT, ¢) = (—1)1®(T,D%¢)  paratodo ¢ € 2(Q).

Agora definimos a conceito de derivada fraca de uma fun¢do localmente integravel. Seja
u € L}, .(Q). Pode ou ndo existir uma fungdo v € L}, (Q) tal que T, = D%(T,) em Z'(Q). Se
uma tal v existir, ela € Ginica a menos de um conjunto de medida nula e chamada de derivada
parcial distribucional or fraca de u e denotada por D%u. Assim, D*u = v no sentido fraco
(distribucional) desde que v € L], .(Q) satisfaga

<DaTm¢> = <TV7¢>
(—1)*( T, D*¢) = (T;, )

| utop o= (=1 [ 1)

Para fungdes u € LP(Q), 1 < p < oo, vemos que estas possuem derivadas de todas as ordens
no sentido de distribuicdo D%u = D*(T,). Quando D%u é uma distribui¢do definida por uma
funcdo de L?(Q), define-se um novo espaco denominado espaco de Sobolev. Representa-se
por WP (Q) o espaco vetorial de todas as func¢des u de LP(Q) tais que para todo |or| < m,
as derivadas de u no sentido das distribui¢des D%u pertence a L”(Q2). Para cada u € W"™P(Q)
define-se a norma de u por:

paratodo ¢ € Z(Q).

lalwoar=( L [ Ip%tpar) . 1<p<e

la|<m

| 1 [lwme=()= Z sup ess|D%u(x)|.
0<|ot|<m xeQ

Os espagos normados W”” () sdo denominados espagos de Sobolev.
Proposicdo 2.2. O espaco de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach.

Denotamos por Wy"” () o fecho de i (Q) no espaco W (). Quando p = 2, usualmente
denotamos W™?2(Q) por H™(Q) e Wé{ 72(9) por H'(). Para H™(Q) utilizaremos a norma

lulmay=( X [ ID“u(o)dx)

o[ <m

1/2

que torna H™(Q) um espago de Hilbert real munido do produto interno

/D“ X)D%v(x)dx.

\O{\<m
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Quando Q ¢ limitado, existe uma constante C(Q,m) tal que

| u || < C(Q,m) Z /|D°‘ )|Pdx para todo ueHy'(Q).

|o[=m

A desigualdade acima € conhecida como desigualdade de Poincaré. Assim, é mais comodo
munirmos o espaco Hy'(£2) com o produto interno:

/ D%u(x)D%v(x)dx.
\a\

Proposi¢do 2.3. Sejau € W'P(I); entdo existe uma fungio u € C(I) tal que

u=1u quase toda parte em I e

F(x) — ii(y) = /y “Wnd Vx, yel

Demonstracao: Ver [7, paginas 122-23] . [

Teorema 2.1. Existe uma constante C (dependendo s6 de |I| < o) tal que
lullim< C llulyriogy  Yue WD), V1< p <o,

em outras palavras WP (I) C L=(I) com inclusdo continua para todo 1 < p < co. Também,
quando I é limitado se verificam:

a) A inclusio WP (I)  C(I) é compacta para 1 < p < oo
b) A inclusio W1 (I) C LI(I) é compacta para 1 < g < oo.
Demonstracao: Ver [7, pagina 129] . [

Definicdo 2.3. Uma fungio definida em [a,b] C R é chamada absolutamente continua se, dado
€ > 0, existe um 6 > 0 de modo que

n
Z flx)| < e,

para toda colecdo finita de intervalos [x; — x;] satisfazendo

zn: —xi| < 0.

Teorema 2.2 (Teorema fundamental do célculo). Se f é absolutamente continua em [a, b], entdo
f é diferencidvel em quase todo ponto, f'(x) € L'[a,b], e f é a integral indefinida de f'(x).
Reciprocamente, se g(x) € L'[a,b], entdo a integral indefinida, G(x), de g(x) é absolutamente
continua e G'(x) = g(x) em quase todo ponto.
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2.2 Operadores e Semigrupos

Nesta sec@o veremos um pouco sobre a teoria de semigrupos cujos conceitos e resultados aqui
apresentados sdo encontrados em Henry [16] e Pazy [27].

2.2.1 Operador Resolvente

Seja X # {0} um espago normado e T : D(T) — X um operador linear com dominio D(T) C X.
A T associamos o operador
T, =AM —T,

onde A é um nimero complexo e I é o operador identidade em D(T'). Se T tem uma inversa,
a denotaremos por R (T), isto é,

Ry(T)=T;'=1-T)"".
R, (T) é chamado o operador resolvente de T ou, simplesmente, resolvente de 7.

Definicdo 2.4. Seja X # {0} um espaco normado e 7 : D(T) — X um operador linear com
dominio D(T') C X. Um valor regular A de T é um nimero complexo tal que

i) Ry (T) existe,
ii) Ry (T) é limitado,
iii) Ry (T) é definido num subconjunto denso de X .

O conjunto resolvente p(T) é o conjunto de todos os valores regulares A de T. Seu comple-
mento 6(7) = C — p(T) no plano complexo C é chamado o espectro de T, e um A € o(T)
¢ chamado de um valor espectral de T. Além disso, o espectro ¢(T') é particionado em trés
conjuntos disjuntos como segue.

O espectro pontual ou espectro discreto 6,(T) é o conjunto dos lambdas complexos tais que
R, (T) ndo existe. Um A € 0,(T) é chamado um autovalor de T.

O espectro continuo c,(7) é o conjunto tal que Ry (T) existe e Ry (T) é definido num sub-
conjunto denso de X mas R (T') ndo é limitado.

O espectro residual ¢,(7) é o conjunto tal que Ry (T) existe (e pode ser ou nao limitado)
mas o dominio de R (T') ndo é denso em X.

2.2.2 Operador Setorial

Defini¢io 2.5 (Operador linear fechado). Seja T : D(T) — H um operador linear, onde D(T) C
H ¢ um espaco de Hilbert complexo. Entdo T € chamado um operador linear fechado se seu
gréfico

G(T)={(xy) | xeD(T), y=Tx}
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¢ fechado em H x H, onde a norma em H X H ¢ definida por

1/2
G311 = (el + 112)
que resulta do produto interno definido por

((e1o31)5 (x2,32)) = (x1,%2) + (v1,2)-

Teorema 2.3 (Operador linear fechado). Seja T : D(T) — H um operador linear, onde D(T') C
H é um espaco de Hilbert complexo. Entao:

a) T é fechado se e somente se
Xnp— X [xp € D(T)] e Txp—y
implicam que x € D(T) e Tx =y.
b) Se T é fechado e D(T) é fechado, entdo T ¢ limitado.

c) Seja T limitado. Entdao T é fechado se e somente se D(T) é fechado.

Dizemos que um operador A é densamente definido em um espago de Banach X quando seu
dominio D(A) é denso em X.

Defini¢cao 2.6. Chamaremos um operador linear A em um espago de Banach X um operador
setorial se A é um operador fechado densamente definido tal que, para algum 6 em (0, %)
algum M > 1 e algum a real, o setor

Seo={A| 0 <l|arg(A—a)|<m, A#a}
estd no conjunto resolvente p(A) de A e

| (A—A)""[<M/|A—ad paratodo A €S,p.

Figura 2.1 Setor S, ¢

Exemplo 2.2.1. Se A é um operador linear auto-adjunto densamente definido em um espago de
Hilbert, e se A € limitado inferiormente, entdo A € setorial.

Exemplo 2.2.2. Se A ¢ um operador linear limitado em um espago de Banach, entdo A é seto-
rial.
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2.2.3 Semigrupo de Operadores Lineares

Definicio 2.7. Seja X um espago de Banach. Uma familia a um pardmetro 7'(z), 0 <t < oo,
de operadores linear limitado de X em X € um semigrupo fortemente continuo de operadores
lineares limitados sobre X se

(i) 7(0)=1,
(ii)) T(t+s)=T()T(s) parat >0, s >0
(iii) 7 (t)x — x quando t — 0, para cada x € X

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados sobre X pode ser chamado
de semigrupo de classe Cy or simplesmente Cy-semigrupo.

O gerador infinitesimal A deste semigrupo € definido por

Ax = lim S(T(0)x—x),

t—0t 1

seu dominio D(A) consiste de todos os x € X para os quais os limites existem. Usualmente
escrevemos T (t) = eV

Teorema 2.4. Seja T (t) um Cy-semigrupo. Existe uma constante @ > 0 e M > 1 tal que
T (@)]| < Me® para 0 <t <oo,
Corolario 2.1. Se T(t) é um Cy-semigrupo entdo para todo x € X,
t—T(t)x
é uma fungao continua de R (os reais ndo negativo) em X .

Teorema 2.5. Seja T'(t) um Cy-semigrupo e seja A seu gerador infinitesimal. Entdo

(a) Parax € X,
t+h

1
lim — T =T .
hl_I}g)h ) (s)xds (t)x

b) Paraxe X, [(T(s)xdse€ D(A) e
A(/Ot T(s)x ds) =T(t)x—x.
c) Paraxe D(A), T(t)xe D(A) e

d
ETO)X = AT (t)x =T (t)Ax.
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d) Parax € D(A),
T(t)x—T(s)x:/ T(7)Axdr.

Corolario 2.2. Se A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T (t) entdo D(A), o domi-
nio de A, € denso em X e A € um operador linear fechado.

Teorema 2.6. Seja A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T (t). Se D(A") é o
dominio de A", entdo N,_;D(A") é denso em X.

Definicdo 2.8. Um Cy-semigrupo 7'(¢) é chamado compacto para t > ty se para todo ¢t > fo,
T (t) é um operador compacto. T'(¢) é chamado compacto se é compacto para ¢ > 0.

Teorema 2.7. Seja T (t) um Cy-semigrupo e seja A seu gerador infinitesimal. T (t) é um semi-
grupo compacto se e somente se T (t) € continuo na topologia uniforme do operador parat > 0
e o operador resolvente Ry (A) é compacto para A € p(A).

Definicio 2.9. Seja T () um Cp-semigrupo sobre um espago de Banach X. O semigrupo T ()
¢ chamado diferencidvel parat > ty se para todo x € X, t — T (t)x é diferencidvel para ¢ > to.
T (t) é diferencidvel se é diferencidvel para todo ¢t > 0.

Se T(t) é um Cyp-semigrupo com gerador infinitesimal A e x € D(A) entdo t — T(t)x é
diferencidvel parat > 0. Se T'(¢) é diferencidvel entdo para todo x € X, r — T (t)x é diferencidvel
para t > 0. Note que se t — T'(¢)x é diferencidvel para todox € X et > 0entdo D(A) =X e
visto que A é fechado € necessariamente limitado.

Definicao 2.10. Um semigrupo analitico sobre um espago de Banach X é uma familia de ope-
radores lineares continuos sobre X, {7 () };>0, satisfazendo

(i) T(0)=1I, T(t+s)=T(t)T(s)parat >0, s>0
(i) T(¢t)x — x quando r — O™, para cada x € X
(iii) ¢+ — T (¢)x € analitica real sobre 0 < t < oo para cada x € X.
Para motivar os préximos resultados apresentaremos o lema 2.1 que exibe o semigrupo expo-
nencial T(t) = ¢, definido no sentido usual, de um operador linear limitado A em fungéo do

seu operador resolvente R(A : A). Para isso necessitamos dos teoremas abaixo (2.8-2.9) para
operadores limitados.

Teorema 2.8 (Inversa). SejaA € Z(X,X), onde X é um espago de Banach. Se || A ||< 1, entdo
(I —A)~! existe como um operador limitado em todo espaco X e

(I-A)'=Y A =1+A+A%+. .. (2.2.2)

[}

j=0



2.2 OPERADORES E SEMIGRUPOS 23

Teorema 2.9 (Espectro). O espectro 6(A) de um operador linear limitado A : X — X em um
espago de Banach complexo X é compacto e encontra-se no disco dado por

AT<IT I

Consequentemente o conjunto resolvente p(A) de A é nao-vazio.

Lema 2.1. Seja A um operador linear limitado. Se a > ||B|| entdo

1 a-+tioo
e = " / MR(A : A)dA. (2.2.3)
lJa

—joo

A convergéncia € na topologia uniforme do operador e uniformemente en t sobre intervalos
limitados.

Demonstracdo: Seja a > ||A||. Escolha r tal que a > r > ||A]|| e seja C, o circulo de raio r
centrado na origem. Para [A| > r implica ||%|| < 1, pelos teoremas 2.8-2.9 temos

A = A
Rp(A) == Z =) (2.2.4)

k=0

onde a convergéncia é na topologia uniforme do operador para |A| > r. Multiplicando (2.2.4)

por ﬁe’“ e integrando sobre C, termo a termo

: / MR(A: T)dA = iAk : /| i
27i 21i Jo, A(k+1)
usando a identidade

1 e tk
27rl/c ZkHdz—E para k=0,1,2,...

obtemos

oA L / MR(A:A)dA. (2.2.5)
2mi Je,

Fora de C, o integrando de 2.2.5 ¢ analitico, usando o teorema de Cauchy para y; + 9y ~ C,,
onde y; um semicirculo esquerdo com centro em a e raio p

ny={a+pe® | m/2<6<3m/2}
e »» o0 segmento vertical x =ade —p ap
{rt={atin | —p<n<p},
com p suficientemente grande temos,

L At . _L/ At . L/ At .
— /C RO AL = 5 [ FRO: AN 5 [ MRGTIA
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Usando os fatos

C
IR(A:A)|| < —— e lim P840 =0,
AL P2
obtemos
lim —/ HMR(A:T)dL =0
p—ree 2Tl Iy
Portanto

1
¢4 = lim — [ MR(A:A)dA
p—e0 2700 Jy,

1 a-+ioco
= / HMR(A : A)dA.
lJa

—joo

Teorema 2.10. Se A é operador setorial, entdo —A € o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico {e ™" };>0,
1
—At —1 At
e '=— [ (A+A) e"dA,
2mi /1“( )

ondeI" é uma curva em p(—A) com o arg A — =1 quando |A| — oo para algum © em (%, 7).

Além disso e~4! pode ser estendido analiticamente em um setor {t # 0 : |arg t| < €}
contendo o eixo real positivo, e se Re 6(A) > a, isto é, se Re A > a sempre que A € 6(A),

entdo parat >0

C
||e—At|| SCe—at’ ||Ae—At|| < 7e—at

para alguma constante C.
Finalmente

—e M= _pe N para  t>0.

2.2.4 Poténcia Fracionaria de Operador

Definicso 2.11. Suponha A operador setorial e Re 6(A) > 0; entdo para qualquer o > 0

1 oo
AT — _/ ta_le_Atdt,
') Jo

onde I'(a) = [;°t% e 'dt.

Exemplo 2.2.3. Se A = a é um escalar positivo (X = R), entdo A~* como definido € a usual
poténcia —¢ de A

1 o 1 > o1 1
- tOt—] —atdt:_/ - —t_dt: —OC.
r(a)/o ¢ T(a) Jo <a> N
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Exemplo 2.2.4. Se A é um operador auto-adjunto positivo definido em um espago de Hilbert
com representagdo espectral A = [," AdE(A), entdo

—o __ 1 /Oo a—1 _—Ar 3, 1 /Do a—1 /w —At
A = Ta) Jo t“e dt_—F(Ot) A t ) ° dE(A) |dt

-0 __ - 1 OOOC— —At
A _/0 (W/ot 1e’1dt>dE(/l)

A :/wl_“dE(l).
0

Teorema 2.11. Se A é operador setorial em X com Re 6(A) > 0, entdo para qualquer o > 0,
A~% é um operador linear limitado sobre X, ¢ injetivo, e satisfaz A—*A~B = A=(@+B) sempre
que oo >0, B >0. Além disso, para0 < o < 1,

4-o _ Sin

o /mxa(z +A)1da.
V[ 0

Defini¢do 2.12. Com A como acima, defina A% como a inversa de A~% (o > 0), D(A%) =
R(A~%); A identidade de X

Teorema 2.12. Seja A* como definida na 2.12 ento,
a) Se or >0, A% é fechado densamente definido;
b) Se a > B entdo D(A%) C D(AP);
c) A%AP = ABA%® = A%+B sobre D(AY), onde y = max(a, B,at+ B);
d) T(t):X — D(A%) paratodot >0e o > 0;

e) A% A = e=AAY sobre D(A%),t > 0.

O teorema seguinte exibe duas desigualdades que sdo utilizadas na demonstragdo de exis-
téncia de solugdes de equagdes diferenciais du/dt +Au = f(u), onde 0 € p(A). No entanto
farei observacdes para as desigualdades no caso em que Re 6(A) > a.

Teorema 2.13. Suponha que A é operador setorial e Re 6(A) > & > 0. Para o > 0 existe
Cq < oo tal que
|A%e || < Cot ™% para >0,

ese0<a <1, xeDA%),
1
e = Dxl] < L0\ Ja%).

Também, C, € limitada para o em qualquer intervalo compacto de (0,0).
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Definicao 2.13. Se A € operador setorial em um espago de Banach X, defina para cada oc > 0
X% =D(A{) com a norma do gréfico
Il = [|ATx]], x € X,
onde A; = A+ al com a escolhido de modo que Re 6(A;) > 0. Diferentes escolhas de a dar

normas equivalentes sobre X .

Notemos que, pelo Teorema 2.10

C
letll<c, Al < 7

Consequentemente, pelo Teorema 2.13
[Afe™ 1| = [|AFe ™ ||e™ < Cat™®,

|[A%e™|| < Cot™%e™.

Teorema 2.14. Se A é operador setorial em um espago de Banach X, entido X% é um espaco de
Banach na norma || . || para o > 0, X% =X, eparaa > B >0, X% é um subespaco denso de
XB com inclusdo continua. Se A possui o resolvente compacto, a inclusdo X* C X B compacta
quando o > f3 > 0.



CAPITULO 3

Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solucdes forte para o problema de valor
inicial para uma classe de equagdes diferenciais abstratas em um espaco de Banach X com
operador linear A setorial, aplicdvel ao modelo de retroalimentacio clima-vegetacdo unidimen-
sional estudado neste trabalho. Os resultados apresentados podem ser vistos em Henry [16].

3.1 O Problema Linear de Cauchy

Primeiro consideramos o problema linear homogéneo

dx —
{¢h+Ax 0, t>0 3.1.1)

x(0) = xo,
onde A é um operador setorial em um espago de Banach X e xy € X € dado.

Definicdo 3.1. Uma solucdo de (3.1.1) sobre 0 < t < T é uma fungdo continua x : [0,7) — X
a qual é continuamente diferencidvel sobre o intervalo aberto (0,7), tem x(¢) € D(A) para
0 <t <T,esatisfaz (3.1.1) sobre (0,T) com x(¢) — xo em X quando t — 0.

A

Do teorema 2.10, € claro que x(z) = e~ x( é uma solugdo de (3.1.1); esta € a tinica solug@o.

Agora consideremos a equac¢do linear nio homogénea

iy Ax = f(r), t>0
{)?(0):)60, 3.1.2)

Definicao 3.2. Seja / um intervalo. Uma funcdo f : I — X é Holder continua com expoente 0,
0 < 8 < 1 sobre [ se existe uma constante L tal que

1f@)—f(II<Li—s°  para s, 1€l
E localmente Holder continua se todo ¢ € I tem uma vizinhanga na qual f é Holder continua.

Lema 3.1. Seja f: (0,7) — X localmente Holder continua com
JE1I£(s)||ds < oo para algum p > 0. Para0 <t < T, defina

F(t) = /0 T AG9) £(g)s.

Entdo F(.) é continua sobre [0, T ), continuamente diferencidvel sobre (0,T), com F(t) € D(A)
para0 <t <T,edF(t)/dt+AF(t) = f(t) sobre 0 <t < T, F(t) — 0 em X quandot — 0.

27
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Demonstracao: Ver [16, paginas 50-51] . [

Defini¢do 3.3. Uma fungdo u : [0,7) — X é uma solucdo forte de (3.1.2) em [0,T) se u é
continua em [0,7), continuamente diferencidvel em (0,7) , u(t) € D(A) para0 <t <T e
(3.1.2) é satisfeita sobre (0,7') com x(¢) — xo em X quando 7 — 0.

Teorema 3.1. Suponha que A é um operador setorialem X, xo € X, f: (0,T) — X é localmente
Holder continua e [} ||f(t)||dt < o para algum p > 0; entdo existe uma tnica solugdo forte
x(.) de (3.1.2), a saber

t
x(t) = e xg +/ e AU £(5)ds.
0

3.2 O Problema Nao Linear de Cauchy

Agora consideremos a equagdo ndo linear

dx _
{ dx 1 Ax = f(t,x), t > 1 (323)
x(l‘()) = Xp,

onde assumiremos que A é um operador setorial de modo que a poténcia fraciondria de A| =
A +al estar bem definida, e o espago X* = D(AY) com a norma do grdfico ||x||q = ||ATx]|| é
definida para o > 0. Assumiremos que f aplica algum conjunto aberto U em R x X% em X,
para algum o em 0 < o < 1, e f é localmente Holder continua em t e localmente Lipschitz em
x sobre U. Mais precisamente, se (t1,x1) € U, existe uma vizinhanca V. C U de (t1,x1) tal que
para (t,x) € V,(s,y) €V,

[1£,x) = s < L(Ir =s1° +[lx = ylr).

para alguma constante L >0, 6 > 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos que Re 6(A) > 0 > 0, para algum & > 0. Caso
contrdrio consideremos A} = A +al e fi(t,x) = f(t,x) + ax, de modo que em 3.2.3 teriamos
% +Aix= f] (t,x).

Definicao 3.4. Uma solucdo forte do problema de Cauchy em (#g,#;) é uma funcdo continua
x: [to,t1) — X% tal que x(79) = xp e em (19,11) temos (¢,x(¢)) € U, x(t) € D(A), %(r) existe,
t — f(t,x(t)) é localmente Holder continua, e f,gﬁp || f(2,x(2))||dt < oo para algum p >0, e a
equagdo diferencial (3.2.3) é satisfeita em (¢o,1;).

Lema 3.2. Se x é uma solugdo de 3.2.3 em (ty,1,), entdo

t
x(t) = e A0)xg + [ AU £, x(s))ds. (3.2.4)
To
Reciprocamente, se x é uma fungdo continua de (ty,1;) em X%, e ftf)OJ’p | f(s,x(s)) || ds < oo
para algum p > 0, e se a equagdo integral (3.2.4) é verdadeira parat < ty < t|, entdo x(.) é uma
solugdo da equacgdo diferencial (3.2.3) em (ty,1}).
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Demonstracao: A primeira alegacio € imediata da definicao da solugdo e o teorema 3.1. Su-
ponha que x é uma solu¢do da equacdo integral 3.2.4exc C ((to, )X 0‘) . Primeiro provaremos
que x é localmente Holder continua de (fp,7;) em X%, Setg <t <t-+h <1}, entdo

x(t+h)—x(t) = (e A —1)e A0l + ’(e*Ah—z)e*A@*s)f(s,x(s))ds

fo

+ /:Jrhe_A(Hh_S)f(s,x(s))ds.
Agorase 0 < o < a+ 6 < 1, entdo pelo teorema 2.13, para qualquer z € X,
(e = 1) Al = [[(e A — DATIAFHe A < <0, _ohlAg oA
e D) A0e]lq < <€y ghCapy st =)o

Consequentemente para ¢ € [1),t1] C (,1)

1

|lx(t+h) —x(t)l[a < gCl_ah‘SCwa(t—to)*(“+6)e“(t‘t°)|lxo|!
t
5Ot ) @O [ f(s1(5)) s
1
t+h ’
+ Co(t +h—5) "% =9 £(s,x(s))||ds. (3.2.5)

t

||x(t +h) — x(1)||o < constante /i°.

Segue-se que t — f(z,x(t)) é localmente Holder continua em (fo,¢;), pelo teorema 3.1 x
resolve a equagdo linear

d
ZrAv=fan) em  f<t<n, () =x
consequentemente x também é uma solugdo de 3.2.3 em (19,11 ). ]

Teorema 3.2. Assuma que A é um operador setorial, 0 < o < 1, f: U — X, U um subconjunto
de R x X%, f(t,x) localmente continua Holder em ¢, localmente Lipschitziana em x; entao
para qualquer (ty,xg) € U existira T = T (tg,xo) tal que 3.2.3 possui uma tinica solugdo x em
(to,to+T) com valor inicial x(fy) = xo.

Demonstracao: Veja[16, paginas 54-55].

Teorema 3.3. Assuma A, f como no teorema 3.2 acima, e assuma que para todo conjunto
fechado limitado B C U, a imagem f(B) é limitada em X. Se x é uma solu¢do de (3.2.3) em
(to,t1) e t; é maximal, de modo que ndo existe solucdo de (3.2.3) em (to,t) se t, > t1, entdo
ou t| = oo ou existe uma sequéncia t, — t; quando n — oo tal que (t,,x(t,)) — dU. (se U é
ilimitado, o ponto no infinito € incluido em dU .)
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O préximo teorema garante a continuidade das solu¢des com relacdo as condi¢des iniciais.

Teorema 3.4. Suponha que A é um operador setorial. Seja f(t,x) uma fungdo definida sobre um
conjunto aberto U C R x X% (algum o em [0, 1)) em X, localmente Lipschitz em x, localmente
Holder continua em t. Também assuma || x, — xg ||q— 0 quando n — e com (ty,x,) € U.
Sejam ¢, (t) as solugdes maximalmente definidas de

do,
dt

+A¢n:f(t7¢n)v t>1y

(pn(tO) = Xn,

a qual existe em (ty,to+T,). Entdo Tp > limsup,,_,., Ty, € || ¢,(t) — §o(¢) || o— O uniformemente
em subintervalos compacto de [ty,ty + Tp).

Demonstracao: Um caso particular do [16, teorema (3.4.1)]. m



CAPITULO 4

Extensao de Friedrichs e o Operador Laplaciano

Neste capitulo vamos determinar um operador auto-adjunto densamente definido pela extensao
de Friedrichs do operador Laplaciano com as condi¢des de fronteira de Neumann, definido em
um dominio denso de um espaco de Hilbert, de tal modo que o problema fique bem posto.
Veremos alguns conceitos basicos sobre operadores ndo-limitados, que podem ser vistos em
Kreyszig [21].

4.1 Operador Linear Nao-Limitado em Espaco de Hilbert

Teorema 4.1 (Hellinger-Toeplitz). Se um operador linear T € definido em todo espago de Hil-
bert complexo H e satisfaz (Tx,y) = (x,Ty) para todo x, y € H, entdo T ¢ limitado.

O teorema mostra que um operador ndo-limitado 7 satisfazendo

(Tx,y) = (x,Ty)

nao pode ser definido em todo H.

No caso limitado, o operador adjunto-Hilbert 7* é definido por
(Tx,y) = (x, T"y).
T* existe sobre todo H e é um operador linear limitado com norma
T =T

No caso geral podemos usar

(Tx,y)=(xy"), ¥y =T
Claramente T* serd definido para todo y € H para os quais existe y* tal que

(Tx,y) = (x,57), y =T,
¢ vélido para todo x € D(T'), ou seja: y € D(T*) se e somente se,

x+— (Tx,y)

¢ um funcional linear limitado sobre D(T).

Para cada y no dominio D(T*) de T*, o correspondente y* = T*y deve ser tnico. Isto é verdade
se, somente se T € densamente definido em H [21, pagina 527].

31
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Definicao 4.1 (Operador adjunto-Hilbert). Seja T : D(T) — H um operador linear densamente
definido em um espago de Hilbert H. Entdo o operador adjunto 7* : D(T*) — H de T é definido
como segue. O dominio Z(T*) de T* consiste de todos os y € H tal que existe um y* € H
satisfazendo

(Tx,y) = (x,5")

para todo x € D(T'). Para cada tal y € D(T*) o operador adjunto 7* é defenido em termo de y*
por

Defini¢iio 4.2 (Operador linear simétrico). Seja T : D(T) — H um operador linear densamente
definido em um espaco de Hilbert H. Entdo T é chamado um operador linear simétrico se para
todo x,y € D(T),

(Tx,y) = (x,Ty).

Por defini¢do, S C T significa que o operador 7 € uma extensdo do operador S; Assim
D(S) C D(T) e S= T|D(S)'

Lema 4.1 (Operador simétrico). Um operador linear densamente definido em um espago de
Hilbert H é simétrico se somente se
TCT".

Definicio 4.3 (Operador linear auto-adjunto). Seja T : D(T) — H um operador linear densa-
mente definido em um espaco de Hilbert H. Entdo T é chamado um operador linear auto-

adjunto se
T=T"

Teorema 4.2. O operador adjunto-Hilbert T* definido em 4.1 € fechado.

4.2 Forma Positiva Fechada

Seja T um operador simétrico densamente definido no espago de Hilbert H (com produto esca-
lar (&,7m), norma |&|) com dual H'. Se para todo & € D(T), (T&,&) > 0, dizemos que T é um
operador niao-negativo.

Definicao 4.4. Seja H um espaco de Hilbert. Uma forma positiva fechada em H é uma apli-
cacao
a:VxVvV—=C

tal que

(i) a é um produto escalar no espago vetorial V.
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(ii) V é um espaco de Hilbert com respeito a a (com a(&,1m) = ((£,1n)) e norma ||n|]).
(i11) V € um subespaco denso em H.
(iv) a € coercivo, isto €, existe o > 0 tal que

a(n,m)>alnf’,  nev.
Identificando H e seu dual H’, pelo teorema de representacio de Riesz, obtemos
VCH=H cV/,
onde cada espago € denso no seguinte, sendo as inclusdes continua.
Seja a uma forma positiva fechada em H. Definimos um operador A da seguinte forma:
DA)={neV | £ —a(n,&)é um funcional antilinear representdvel por um vetor ¢ € H}.
Sen € D(A), An é o tnico vetor em H tal que

a(n,§)=(An,§) =(An,§)  paratodo Eev,

onde (.,.) é o produto de dualidade entre V' e V. A unicidade de An segue da densidade de V
em H.

Proposicao 4.1. Se a é um forma positiva fechada, entio A é um operador auto-adjunto e
A>al, isto é, (An,n) > «||n||*, paratodon € D(A).

Demonstracao: ver [34, paginas 136-37]. [

4.3 Extensao de Friedrichs do Operador Laplaciano
Seja T o operador linear definido por
T:D(T)C L*(—=/2,m/2) —» L*(—x/2,7/2)

_d*(v) n T
dx? ’ 2 2

To(x) =

com dominio

D(T)={¢ € C*[-n/2,7/2] | ¢'(~n/2)=¢'(n/2) =0}.
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Mostraremos que 7' é um operador simétrico densamente definido ndo-negativo e em seguida
associaremos uma forma positiva fechada.

D(T) contém o subespago das fungdes suaves com suporte compacto Cj'(—m/2,7/2), logo
o dominio de T é denso em L*(—7/2,7/2).

Sejam &, n € D(T), temos
(T8,m) / £"(x)
(T€.n)=-nx)& (x )| 5( )n' (x)dx

(rg.m = [ (€ W' (dx = / L E0n" (Wdx = (&.7m)

2
e também

(T8.) - /é”

(TE.8) =—-E(x)&'(x )|2 + (6 (x))%dx

-
2

3
(16.8)= [ (') dx>o0.
=z
Portanto 7' é um operador simétrico densamente definido nao-negativo no espaco de Hilbert
H=1*-7/2,7/2).
Agora associaremos uma forma positiva fechada ao operador 7. Consideremos a forma bi-

linear dada por
a(§,n)=(T&n)+(E.n), & neDT),
integrando por partes, temos

a(§,n) = /22 (6’n’+ én)d)a
Como V = H'(—r/2,7/2) é um espaco de Hilbert com respeito ao produto escalar
(e = [ (&' en)as
com D(T) C V ( o completamento de D(T) com respeito a a), entdo a é uma forma positiva

fechada definida em V C H. As propriedades (i), (ii) e (iii) s3o evidentes. A propriedade (iv)
segue do fato que

a€,8) = (€.8)+(E6) = (&&= ef,  EeH'(F3).
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Agora vamos determinar um operador A7 auto-adjunto densamente definido pela extensdao de
Friedrichs do operador 7.

Seja A7 o operador associado a forma positiva fechada a definida acima. Desta forma para

i = (v =R D) | amen =2 E ),
temos
a(n,§) = (Arn,§)
/; (n/é‘.’+n§)dx: /_;Arnédx VE € H (~r/2,7/2). (4.3.1)
Escrevendo

a(n,¢) =(9,5)
comn € D(Ar),Arn=¢ e &€ P(—n/2,7n/2), espago das fungdes testes, deduzimos que

/ (n'&"+ng)dx = /;de

M. &) +n.8)=1(s.8)
—(n",&)+(.8)=(4,6)
-n"+n=¢
¢ satisfeita no sentido de distribui¢cdes, consequentemente
n"=n-¢eH="L-n/2,1/2),
isto é,n € H*(—n/2,7/2) C C'([-7/2,7/2]) e também

/

Em 4.3.2 escolhendo primeiro & € H} (—m/2,7m/2), obtemos —1” + 1 = ¢ em quase toda
parte. Voltando a 4.3.2

n'(r/2)€(x/2) —n'(-n/2)&(-n/2) =0 V& eH'(~x/2,7/2).
Como &(—m/2) e £E(m/2) sdo arbitrdrios, segue que n'(—n/2) =0e n'(—m/2) = 0. Portanto

D(Ar) = {n € HX(~x/2.1/2) | 1'(~7/2) =n'(x/2) = O}.

Bl ]

(=n"+n—0)&dx+n'(x/2E(r/2) ' (-7 /DE(=7/2) =0, V& €' (~x/2,7/2). (432)

(S

Proposicao 4.2. Seja T o operador ndo negativo definido acima. Entdo A = Ar — 1 = —dd—xzz

com dominio
D(A) = {n € H¥(~m/2,7/2) | n'(5) =n'(5) = O}.

é um operador auto-adjunto nio negativo que estende T .
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Demonstracao: Pela proposicdo 4.1 Ay € auto-adjunto > I. Logo, A7 — I € auto-adjunto > 0.
Se n € D(T), entdo para todo & € D(T)

([T +1n,§) = a(n,§) = (Arn, ).

Por continuidade e densidade, esta identidade é valida para todo & € V = H'(—x/2,7/2).
Portanto, 1 € D(Ar) e
Arn = (T+I)n.

O operador A = A7 — I é chamado a extensdo de Friedrichs de T.

4.4 Autovalores e Autofuncoes do Operador Laplaciano

Seja A a extensao de Friedrichs do operador Laplaciano como definido na proposi¢do 4.2. Quais
os valores A que conduzem a solugdes ¢ do problema

AP =219 (4.4.3)
¢x(—7/2) = §u(m/2) = 0. (4.4.4)

Estamos interessados nas solugdes ¢ ndo identicamentes nulas. H4 trés possibilidades para A.

Se A =0, a solugdo geral de (4.4.3-4.4.4) é da forma
o(x) = c.
Se A = —0? < 0 a solucdo geral de 4.4.3 é
O(x) =c1e% +cre” .

Portanto, para tal ¢(x) satisfazer as condi¢des de fronteira de Neumann (4.4.4) é necessdrio
que c¢; = ¢z = 0, isso implica que ¢ = 0.

Se A = 6% > 0, a solucio geral de 4.4.3 é da forma

¢ (x) = cjcosox+cpsinox.

De fato,
¢y = 6(—cy sinox+ ¢y cos Ox)
Oy = —62(01 COS Ox + ¢ sin Ox)
AP =~ = 9.

Para que uma tal ¢ satisfaca 4.4.4, devemos ter

{ O(—7/2) =0 { o(c1sinc% +crc086%) =0 N { cisinc =0
=0

O (m/2) =0 o(—cysinc% +cycos0f c2c086% =0
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. T
c17é0:>s1n65:0 = o0c=2n = =0

T
cz7é0:>cosc$5:O = o=2n—-1 = c;=0.

Portanto o espectro pontual 6,(A) de A consiste dos autovalores

=0, A1 =02n—12% e Ay =(2n)>

com autofuncdes correspondentes

P = %, Oon—1(x) = \/%sin(Zn —x e ¢n(x)= \/%cos 2nx,

n=1,2,3,.... As autofuncdes ¢, de A formam um conjunto ortonormal, isto &,
(¢r,05) = Oy para r,s=0,1,2,3,...,

onde 8, =0ser#s e O5=1ser=s.

4.5 Funcoes do Operador Laplaciano

Para o operador A como definido acima temos

My =Y e ME(w),
n=0

(AI—A)ly = Z?L M) En(w) se A#A,, paratodo n,
n=0

onde E, é a projecao sobre a n-ésima autofuncgao,

V(x) = du(x) (¢, ).

Observamos que o operador exponencial e~ e o operador resolvente R; (A) de A sdo limites
uniformes de operadores compactos (posto finito), portanto compactos. Assim, concluimos que
—A é gerador infinitesimal de um semigrupo compacto e o espectro de A € igual ao seu espectro
pontual 6(A) = 0,(A).

Usando o fato que
7r/2

Ly = =) (0w v

_ﬂ"/ n=0
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segue-se facilmente que para qualquer o > 0

[ee]

D(A%) ={y € L*(-7/2,7m/2): ;,;L”m(%’ y)? <o}

e que
| A% g || < rr?gfc{l,f‘e””’} 1o 1I<balt) [ 0],

bal(t) = (te/a)™* para  0<t<a/A
all) = lloce—/ht para > o/A.

De fato, seja f(A) = A% temos
f(A) =A% (ar"" —1),
como o /A > o /A, paratodon =1,2,3,..., entdo parat > /A, f é decrescente. Portanto
)»,f‘e_)”"t < QLf‘e_’lI’.
Set < a/A;, existe um N tal que

@ %< <. <
Air AW T A A

M <...<7LN,1<%§/1N<...
consequentemente f é decrescente para A, > % e crescente para A, < %. Assim,
f(A) < fla/t)
Ae Mt < (tefor) ™,
paratodon=1,2,3,....
Deste modo R(e~4") C D(A%) para todo & > 0, sempre que > 0, e

| A% |= 0(t™%) quando ¢ — 0.

38



CAPITULO 5

Modelo de Retroalimentacao de Clima-Vegetacao

Estudaremos a existéncia e unicidade de solu¢des para o problema de valor inicial associado ao
sistema de equacdes diferenciais parciais do modelo retroalimentagdo clima-vegetacdo (Mo-
delo Daisyworld) unidimensional, como descrito na introdugdo deste trabalho.

5.1 Formulaciao Abstrata

O modelo retroalimentacdo clima-vegetacdo é dado pelo sistema

u

o = uf(u,vw) :u[<1—5(C—5(u—v—1)—w)2)(1—u—v)—y], (5.1.1)

% — v (u,v,w) :v[<1—5(C—5(u—v+l)—w)2>(l—u—v)—ﬂ, (5.1.2)
2 2

%—V: :h(u,v7w)+37v; - (2—u+v)R—Gw4—|—f;Tv2V (5.1.3)

para 5" < x < % e com condigdes de fronteiras de Neumann w, = 0 em x = £7.

Nas equagdes (5.1.1)-(5.1.3), u = u(x,t) e v=v(x,t) representam as populacdes, em termos
de fragdes de dreas ocupadas, de duas plantas hipotéticas (margaridas) e w = w(x,?) representa
a temperatura superficial. R, o, C, 0, e 7 sdo constantes. R ~ 200 W/ m? determina a radi-
acdo solar sobre a superficie, 6 = 5,67 x 1078 W /m?.K* é a constante de Stefan-Boltzmann
e é usada para determinar a saida de ondas longas de radia¢do na superficie, C =295,5 K é a
temperatura ideal para crescimento das margaridas, 6 = 0,003265 = ﬁ ¢ a taxa intrinseca
de crescimento e Y = 0,3 a taxa de mortalidade. Estes valores dos parérﬁetros S30 0S MesSmos
usados no modelo Daisyworld original [35].

Expandindo o lado direito do sistema, temos

39
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(
% = (1—-258—10C8 —C28 — y)u+(—1+7586 420C8 +C28)u>+
(=758 —10C8)u? +258u* + (—1 — 258 + C?8)uv+
508u?v —258uv+ (258 + 10C8 ) uv? — 258u?v? +258uv’+
108uw +2CSuw — §(20 4 2C)u?w + 108w w — 2CSuvw
—108uv*w — Suw? 4 SuPw? + Suvw?,
0
a_: = (1-2586+10C8 —C25 — y)v+ (—1 4756 — 20C5 + C28)v*+
(=758 +10C8)v* +256v* 4 (=1 —256 + C*8)uv+
(258 — 10C8)u?v +258uv 4 508uv® — 258 u>v>+
—258uv’ — 108vw + 2CSvw — 2CSuvw + 108 u2vw+
8(20 = 2C)v?w — 108v3w — Svw? + Suvw? + 5v>w?,
ow 2
i (2—u+v)R—Gw4—|—‘3TV2V.
(0
a—bt‘ = —294,13u+303,642u* —9,89625u> +258u*+
284,019uv + 601 8uw + 508y — 2581’y + 29808 uv>+
—258u*v? +258uv? —6118u?w+
108w — 5918uvw — 108uv?w — Suw? + Su*w? + Suvw?,
0
a_: = —274,834v4265,259v% +9,40323 + 2554+ (5.1.4)
284,019uv + 5818vw — 29308u’v + 258u’ v+
508uv? —258u*v? —258uv® — 591 8uvw + 108u?vw+
5718v?w — 108v3w — Svw? + Suvw? + §v>w?,
B_W = (2—u+v)R—Gw4—|—‘92—W
\ ot x>

(%= 294 13u+ F (u,v,w),

9 = —274,834v+ G(u,v,w), (5.1.5)

o — 82—W+H(u,v,w).

Podemos escrever o sistema acima junto com as condi¢des de fronteiras de Neumann w, = 0
em x = +7 como uma equagio diferencial funcional ordindria abstrata

dy

Y iBy=F 5.1.6
- By ), (5.1.6)
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sobre o espago de Banach X = L=(=%, 2) x L™(5E, %) x L*(5E, %) com norma
| G vow) (=] w =+ {1V llz= + T w ]2,
onde y = (u,v,w), Z(y)=(F(y), G(y), H(y)), B¢ o operador linear definido por
B(u,v,w) = (a x b x A)(u,v,w) = (au,bv,Aw)
com dominio D(B) = L*(5F, %) x L™(5F, %) x D(A),

d2

a=294,13, b=1274,834, A=——,
dx?

D(A)={¢ € H*(-m/2,7/2) | ¢'(~7/2) =0, ¢'(n/2) = 0}.

5.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes Locais

Lema 5.1. O operadorA : D(A) C L*(—n/2,7m/2) — L*(—x/2,7/2)

2 _
T R !

D(A) ={¢ € H*(-m/2,m/2) | ¢'(~7/2) =0, ¢'(r/2) = 0}

é um operador setorial.

Demonstracao: Pela proposicdo 4.2 ( Teorema de Friedrichs) A € um operador auto-adjunto
nao negativo, portanto um operador linear fechado densamente definido. Como o operador re-
solvente R (A) de A é compacto, entdo 6(A) = 0,,(A), que estd contido nos reais nio negativo,
logo para 6 em (0, %) o setor

Soo={A] 6 <largA| <7, i+0}

estd contido no conjunto resolvente p(A) de A.

Sejad € Sp e

[0

(AI—A) "ty = Z(l—ln)_lEn(l//) se A # Ay, para todo n.
n=0

_ 1 —
41 =)Wl < max s | X )|
n n=0

_ 1
(21-4) il S max = v
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A<
141 =) < max

Para 6 < |argA| < /2, temos
A —An| > [ImA| = |A||sin(argA)| > |A|sin®
e para /2 < |argh| < m,
A =] = [A] = [A]sin 6

para todo n. Portanto
1 < 1 _ csch
A —Ai| ~ |Alsin6  |A]
1 cscO

max <
A=A = [A]

1 <csc9
A=l = [A]
csco

Al

I[(AT—A)7Y| <max

IR ]| <

42

Lema 5.2. Se A é um operador linear limitado em um espago de Banach X, entdo A é setorial.

Demonstracdo: Como A ¢ limitado e D(A) = X temos que A é fechado densamente definido.

Seja
AeSuo={A| 0<arg(A—a)| <7 A+#a}
para@em (0,5)ea= — %.

Se Re A = a temos que | A |> ||A]|, pelo teorema 2.9, A estd no conjunto resolvente de A.

Suponhamos que Re A # a. Por simetria, estudaremos apenas o caso positivo. Temos

6 < arg(A —a) = arctan %—:Zi —aretan %
tan 6 < fmh it
“Re(A—a) ~ R+ AL
tan OReA t 030 || || <ImA

Substituindo, a desigualdade acima, em | A \2: Rezl + Im?A temos que

6 All?
|4 P> ReA+tan’ 0RA +2|Al| —5 SN0 pen + LAl

s20 cos2 0
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sin 6 Reh+ ||A][?
e )
s26 cos? 6

Estudando o valor minimo y, da equago do segundo grau em || A ||, obtemos

| A [*> Re*A(1 4 tan? 0) +2]|All

tan 6 tan® 0 HA||2 HAH2
A = 4[|A[]? —4]|A|? —4 =—4
] H 4llall cos20  cos?6 cos2 6
Al 1
n=all] ~ Il

cos2 0 4sec?

Assim, | A |> ||A]|. Portando, pelo teorema 2.9, S, ¢ estd contido no conjunto resolvente de A.

Agora mostraremos, para A € S, g, 0 decaimento do operador resolvente Ry (A). Temos
1
—Al| <1,
1Al

pelo teorema 2.8, obtemos a representacdo

1 1 l &, 1
Ry(A)=AI-A)'=_—(I--A) =Y (-A)
dA) = (A=) = 2 (=347 =7 B,
a série converge na norma do operador. Assim,
1 &, 1.
IWMI-T—ZH—MV
IRy ]| < 1 : My com My >1
Al = : = 1= L.
(A1 (= zAl) 4]
Mas,
| A —a|>*=|Red —a |* + | ImA [*=| ReA |* —2aReA +a*+ | ImA. |?
| A —a*=| A |* —2aReA + d?
escolhendo
_go Al A
sin@ sin6
A A
|l—aFﬁlF+2L|Rl+‘
sin @ sin” 0
AP AP 1
A—al?<|A? 2| =170 —
| a| —| | + Sin9+51n29 | | ( +Sin0 Slnze)
|A—a|<Mp|A| com M >2
1 M,

<
(A7 [A—al
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consequentemente

M
IRy € 57—, para M>2.
Al

Isto conclui que o operador linear limitado A € setorial. ]

Lema 5.3. Se A € setorial em X, B € setorial em Y, C € setorial em Z, entdo A x B x C, € setorial
emX xY xZ, onde (A x BxC)(x,y) = (Ax,By,Cz) parax € D(A), y € D(B), z € D(C).

Lema 5.4. O operador linear B: D(B) C X — X
B(u,v,w) = (a x b x A)(u,v,w) = (au,bv,Aw)
com dominio D(B) = L*(—n/2,7/2) x L*(—n/2,m/2) x D(A) é um operador setorial em
X =L"(—m/2,7/2) x L™ (—1/2,7/2) x L*(—7/2,7/2).

Demonstracao: Conforme os lemas (5.1-5.2-5.4). n

Agora vamos determinar uma poténcia fraciondria para o operador B. Observamos que a parte
real do espectro de A é maior ou igual a zero, Re 6(A) > 0. Escolhemos A} = A + I de modo

que Re 6(A1) > 0, definimos B; = a X b X A| e consequentemente B}/z =al/?2 x p1/? XA}/z.

Como [L2(—7/2,7/2)]'/2 = D(A)*) = H'(~7/2,7/2) e

10112 = 14161 = (41%0,41%9) = (410,9) =a(0,0) = [ 1//22¢’<x>2+¢<x>2dx: 1912,
temos
X2 =p(B)/*) = L™(~n/2,1/2) x L™ (~7/2,7/2) x H' (—1/2,7/2),
com norma
I evw) [l 2=l By (v, ) (=] (@/2,5" 20, 41 2w) |

I vy w) o= @' L= D2 [ v =+ [ w 12 -

Usaremos a norma equivalente
| e vow) [l o=l wllz= + [ v [lz= + T w 2 -
Proposicio 5.1. Seja U um subconjunto aberto de X'/? = D(Bi/z), entdo a fungido
F.UcCXxV?5x,

F(u,v,w) = (F(u,v,w),G(u,v,w),H(u,v,w))

da equacgdo (5.1.6) é localmente Lipschitz e limitada em conjunto limitado.
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Demonstracfio: Primeiro observamos que, para ¢ € H'(—7/2,7/2),

o= [ o'&)e,

—x/2

de modo que ¢ € absolutamente continua com

swplocal <sup [ 0@~ [ o'(E)iag

pela desigualdade de Holder,

/2 172 /2
sup|0(x)| < ( /| /21%15) ( / m\«p’(é)\zdé)

o/ 1/2
suplo(o)] < ﬁ(/_n;y(é)ﬁd&) ,

1/2

/2 1/2
I =< ﬁ(/_ﬂ/zlwé)lzdé) : (5.27)
Consequentemente,
19 =< Vall§|lgr = V7lloll ), paratoda ¢ € H'(—m/2,7/2), (5.2.8)
conforme teorema 2.1. Para ¢ € L*(—x/2,7/2) temos

ol 2<VE| ol (5.2.9)

Sejam yo = (up, vo,wo) € U, V C U uma vizinhanga de yo = (ug,vo,wo), y1 = (u,v,w) € V
e y2 = (r,5,k) € V. Por defini¢do

-7 (1) = F ) 1= E (1) = F2) le= + [ Glyn) = Gv2) I + [ H(y1) = H(2) |12
entdo devemos mostrar que
L E v, w) = F(rs,k) =< Li(lu=r =+ | v =5 [l= + [[ w =k 1 2),
1 GQu,v,w) = G(r5,k) =< La(l| u =7 =+ [[ v =5 |[= + [[w =K [l 2),
1 H (v, w) = H (r,5,k) < Ly (| u =7 [l= [ v =5 |le= +[[w =K |1 2)-
Para H(u,v,w) = (2 —u+v)R — ow*, temos

1 H (u,v,w) = H (s, k) [ < R r—ullz + [v=kllz ) +o | (K =w*) |2
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| H(u,v,w) = H(rys,k) Iz < R( [ r—ullpz + [ v—Fkll2)+
+ 0 || (k=w)(K +w+kw? +w) |12,

pela desigualdade de Holder,
[ H(u,v,w) = H(rs,k) Iz < R r—ullz+[lv—Kkll2)+
+ Co(|lk|i=+wli=) lk—wll
usando as desigualdades 5.2.8 € 5.2.9

1 H (v, w) —H(rs,k) Iz < RVA(|r—ulle=+ || v—k|l=) +
+ Cro (| kllf=+wlli=) [ k=w i/

| Huovw) ~H(rs.k) Iz < RVE(|r—u e+ vk =) +
+ eV (kI + 1wl Tk=wly

H H(u,v,w) —H(I‘,S,k) HL2 < L3( ” r—u ”L‘X’ + H v—k ||L°° + H k—w H1/2 )7
para alguma constante Ls.

As fungdes F (u,v,w) e G(u,v,w) sdo polinomiais do tipo

F(u,v,w) = Z a,-jkuivjwk, G(u,v,w) = Z bijkuivjwk.
2<it k<4 2<iq k<4

Usando as fatoracdes
d"—b"=(a—b)(a '+ ...+,

ab—cd=a(b—d)+d(a—c),
abc —def =ab(c— f)+af(b—e)+ef(a—d),

as desigualdades || ab ||1=<|| a ||=|| b ||r~, triangular e 5.2.8, existem constantes L; e L, tais
que
1 (u,v,w) = F(r,8,k) [[1=< La(fu=r|le= + [ v=s{le= + [| w=k[l1/2),

1 G, v,w) = G(r,8,k) =< Lo([l u =7 [|= + [ v =5 [lz= + [ w =K l12)-
Com isso concluimos que

|7 (u,vw) = F (18, k) [ < L u=r =+ [[v=s = + | w =kl 2),

|| fi(u,v,w)—f(r,s,k) “SLH (M7V7W)_<r7svk) ”1/2

para alguma constante L.
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Resta mostrar que .% (y) = (F(y), G(y),H(y)) € limitada em conjuntos limitados. Para a funcéo
H temos

1 H (v, w) [|2< ROVE+ a2 + | v [l2) + 0 w2
1 H (v, w) | 2< RVE2H | u [l= + || v =) + V7o || w -
1 H (v, w) | 2< RVE2H | a2+ || v [[=) + VASa [ wllf ), -

Portanto H aplica conjuntos limitados em X'/2 em conjuntos limitados em L2. Analogamente,

as fungdes F (u,v,w) e G(u,v,w) levam conjuntos limitados em X'/2 em conjuntos limitados
em L™

[ F(u,v,w) (=< Lol e [lz= + [ v 2= + [ wll12),
1 G(u,v,w) [|=< Lo([f e =+ ([ v = 4 [T w1 2)-
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Teorema S.1. Seja U um subconjunto aberto de
X2 =12(—n/2,m/2) x L (=71 /2,m/2) x H (-1 /2,7 /2),

entdo para qualquer yy € U existird T = T (t;19,y0) > 0 tal que o problema de valor inicial

d
d—y+By:£(y), t >t

! (5.2.10)
y(to) = Yo,

associado ao sistema de equacoes diferenciais parciais do modelo de retroalimentacao clima-
vegetagdo (5.1.1-5.1.3), possui uma tnica solugio local y(t;ty,yo) definida no seu intervalo de
existéncia [ty,to+ T) dada por
t
y(t) = e BU0yg 4 [ e BU) F (y(s))ds.

Iy

A solugdo € definida para todot > ty ou se T < +oo, entao

limsup || y(z,y0) ||1 /2= +oo.

t—T~

A aplicacdo yo — y(t;19,yo), definida de U em C([tg, 19+ T);X'/?), é uniformemente continua
em subintervalos compactos de [ty,t9+ T).

Demonstracdo: Pelo lema 5.4 o operador B ¢ setorial, pela proposi¢do 5.1 a funcdo .7 (y)
€ localmente Lipschitz e limitada em conjunto limitado, entdo pelos teoremas 3.2, 3.3 e 3.4
segue-se o resultado. [

5.3 Solucao Global

Nesta secdo usaremos o argumento do principio do maximo para estabelecer que uma solugdo
que € ndo negativa no instante inicial ainda serd ndo negativa para todos os instantes posteriores,
ao longo da existéncia da solug@o. As desigualdades Gronwall e Young exerceram um papel
fundamental no desenvolvimento desta secdo. As referéncia utilizadas foram [16], [26] e [33].

Defini¢ao 5.1. Suponha X um espaco de Banach real com uma relagdo de ordem > tal que para
qualquer x,y,z € X,

(@) x> x;
(b) x>yey>zimplicax > z;
(c) x>y implica x+z>y+zeAx> Ay para qualquer real A > 0;

(d) oconjunto {x € X | x>0} éfechado.
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Uma fungéo f: X — X é crescente se x >y implica f(x) > f(y).

Se Y é um subespago Banach de X, a ordem induzida em Y de X também satisfaz (a) — (d).

Se X = LP(Q) para algum 1 < p < oo, entdo dizemos x > y quando x(¢) > y(¢) para quase
todo ¢ € Q; pode-se mostrar que isto satisfaz (a) — (d).

As idéias para demonstracdo dos dois lemas seguintes podem ser vistas em [16, paginas 60-
61].

Lema 5.5. Suponha A setorial em um espaco X com uma ordem e suponha que (A +A)~! é
crescente ((A +A)~! > 0) para todo A > 0, entdo e=*' > 0 para todo t > 0.

Lema 5.6. Suponha que X é um espago de Banach com uma ordem, A € setorial com
(A+A)"! >0 paratodo A >0, e f:[tg.t;) x X* — X é localmente Lipschitziana e satisfaz a
seguinte condi¢ao

se xeX% x>0, fp<r<rn implica  f(t,x) > 0.
Entdo, se xp € X%, xo > 0 ex(t) = x(t;19,x0) € solugdo de

idl_':+Ax:f(t’x) com x(tO) = X0,

entdo x(t) > 0 para todo t € [to,1}).

Lema 5.7 (Gronwall). Suponha que r(t) é uma fungdo a valores reais continua que satisfaz
r(t)>0e

r(t) < C+K/Ot r(s)ds
paratodot € [0,a] onde C e K sdo constantes positivas. Entdo segue-se que para todot € [0,al,
r(t) < ceX.
Temos casos em que precisamos de versdes mais gerais, por exemplo.

Lema 5.8. Sejam g, h, r, trés fungdes localmente integrdvel em (ty,+o0) que satisfaz

d
d—: <gr+h  para t>t. (5.3.11)

Entao a funcao % serd também localmente integrdvel e parat > ft,

r() < r(to) exp ( /, t g(’L’)d”L’) + [ h(s)exp (- /t ngdr) ds, 1>1.  (53.12)

0 To
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Demonstracao: Multiplicamos 5.3.11 por

exp (— A ’gmdr),

observe que a desigualdade resultante é

% (r(l)eXP (—/tozg(r)dr» < h(t)exp (— /m[g(f)dT)

Consequentemente, por integracao entre fy € 7,

(1) exp <— /to ’ g(r)dr) = (1) < [O "n(s)exp (- /to sg(f)df) ds

r(t) <r(ty) exp (/lg(r)dr) + th(s) exp (— /tsg(*c)dr> ds. (5.3.13)

To To
[ ]

Lema 5.9 (Desigualdade de Young). Sejam p e g niimeros reais positivos tais que % + 61] =1,
entdo para todo par de nimeros a e b ndo negativos vale a desigualdade
P pa
ab < @ + —.
P 9

A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

1
ab<éeal + ———b1

q(pe)a/»
ab < ea’ +C(g)b? para e>0. (5.3.14)
Seja A = —d? / dx?, com as condi¢des de Neumann, mostraremos que (A —|—A)_] > 0, para

A > 0. Este resultado serd utilizado na demonstragdo da existéncia de solugdo global para pro-
blema de valor inicial 5.3.22.

Dado f € C([—n/2,7/2]), consideremos um caso particular do problema de Sturm-Liouville,
que consiste em achar uma fun¢do y solucdo do sistema

—'+Ay=f em  [-7/2,7/2]
Y(=7m/2) =0 (5.3.15)
Y(7/2) = 0.

Pelo [18, teorema 2.9 ], existe uma fun¢ao continua

G:|—n/2,n/2| x [-n/2,n/2] - R
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tal que, y € C>([~7/2,7/2]) é solugdo de 5.3.15 se, e somente se,

/2

y(&)=(A+A1)"f(s) = _n/zc(s,t) f(t)d. (5.3.16)

A funcdo G se chama fungdo de Green do problema .

Segue de 5.3.16 que nio negatividade da funcio de Green G(s,t) implica que (A+A)~! > 0.

Para a constru¢do da func¢do de Green seguiremos as idéias de [18, pdginas 111-12]. Sejam
y1 € yp duas solucdes a valores reais nao-nulas linearmente independentes de

—"+ Ay =0, com A>0,

tal que y|(—m/2) =0 e y5(m/2) = 0. Definimos a fungdo de Green da forma

y1(t)ya(s) _
o n/2<t<s<m/2
Gls.) = (5.3.17)
_nnls) —m/2<s<t<m/2
W[)’I»YZ]

onde Wy, 2] é o determinante do Wronskiano. Calculando y; e y;, encontramos

yi(t) = eVHE 4 o= VAL (5.3.18)
ya(r) = VM g VA1), (5.3.19)
Seja
yi
Wyt o] = 5.3.20
[)71 y2] ’ yll y/2 ( )

o determinante do Wronskiano. Substituindo (5.3.18) e (5.3.19) em (5.3.20) obtemos,

W VI VA VAL VAL VA (1)
y1y2] = VAE+) _ gVt VA _ =V A (1)
Assim temos
Wb’h)&] = \/1(2 - 262%”)7
o que implica a ndo negatividade de G(s,t), pois
Wiy,yal = —VA(2e2VY*"—2) <0 paratodo A >0. (5.3.21)

Agora demonstraremos a existéncia de solucio global para o problema de valor inicial (5.3.22).
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Proposicao 5.2. Seja U um subconjunto aberto de X /2 munido com uma relacdo de ordem
>. A solugido y(t) = y(t;tp,y0) do problema de valor inicial

d
d—y+By:3?(y), t >t

! (5.3.22)
¥(t0) = yo,

em [ty,to + T'), associado ao modelo de retroalimentagdo clima-vegetagdo, com condi¢ées ini-
ciais yo = (ug,vo,wo —280) > 0, isto &, ug > 0, vo > 0 e wo — 280 > 0, estd definida para todo
r>1.

Demonstracao: Pelo teorema 5.1 € suficiente mostrar que

limsup || y(#;t0,¥0) ||1/2< +o°,
t—T~

onde
| y(t:10,50) [l o=l w [|z= + | v [l + ([ w {12 -

Observando os coeficientes das fungdes polinomiais .# (y) = (F(y),G(y),H(y)), concluimos
que, para um grande intervalo de valores de R,

se yeX'? y>0, nn<t<ty  implica .Z(y)=(F(y),G(y),H(y))>0.

2
Parad >0, a>0, b>0 eA:—%,temos

A+a)'>0, A+b)'>0 e (A+A)7'>0,
consequentemente
A+B) '=A+a) 'x(A+b)'x(A+a)"' >0  paratodo A >0.

Pelos os lemas (5.5)-(5.6), segue-se que y(t) = y(t;0,y0) > 0 para todo ¢ € [ty,t;) sobre o seu
intervalo de existéncia.

Mostraremos que u(t) +v(t)+y—1 = O(8) é um equilibrio estavel, no sentido que u(z) +
v(t) + Y — 1 converge para O(9J).

Para isto definimos z = u+v+ Y — 1. Derivando

d: _du_ dv
dr dt dt

& @)1y = (1) [u(C =S —v=1) = w) 4 v(C— Sy + 1) —w)] 5

dz
Ez(u—i—v)(l—u—v—}’)—i—O(S)
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A Z
0.7 + 0(9) 0(5) i/
Figura 5.1 % = —z(z+1—7)+0(9)
dz
i —z2(z+1—=7)+0(9). (5.3.23)

A equagdo 5.3.23 possui os equilibrios z = O(6) estavel e z =y — 1+ O(6) instdvel. Isto é,
u+v+7y—1=0(0) estavel e u+v = 0 instével.

Usando o fato que u > 0 e v > 0, concluimos que

limsup || u [|z= + || v || =< oo
(=T~

Agora provaremos que

limsup || w(t) [|{/2< +oe.
=T~

Como a norma || . [|; » € dada por
2 2 2
Wiz = [wllz = 1Iwl1= + W15,
entdo vamos calcular os limite superior de cada termo separadamente.
Primeiro estimaremos o limite superior da norma ||w|| de w. Usando a desigualdade de Young

inferimos de
—H(u,v,w) = ow* — (2—u+v)R

a existéncia de uma constante c; > 0 tal que

1
|—(2—u+v)Rw|=|—2—u+v)R|.|w| < Ecws—i-cl
€ consequentemente
1 5 S5 3 S5
FOW ¢ < —H(u,yyw)w=0w’— (2—u+v)Rw < SOoW +c1. (5.3.24)

Multiplicamos por w(z,x) a terceira equagio do sistema 5.1.4

dw

7 +Aw+ow* —(2—u+v)R=0
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e integramos sobre (—7/2,7/2)
d

(d—v:,w) + (Aw,w) + (ow* — (2 —u+v)R,w) = 0.
Usando o fato que w(t) € D(A) parat € [ty,to + T), encontramos

Ld (W,W)+(W/,W/)+(GW4— (2—u+v)R,w)=0

24t
ld, ey (™ s
EEHWH + W' +/—n/2 (ow’ = (2—u-+v)Rw)dx =0.
Temos escrito || . || e (. ) para norma e produto interno em L*(—x/2,7/2)

/2 1/2
]| = </ﬂ/2w2dx) ?

Por 5.3.24 obtemos
2dt||w||2+||w/||2+/ oW’ —c1)dx <0

d /2
w4211/ 24 / ow'dx < 2er.
dt —m/2

Devido as desigualdades de Holder, Young e usando o fato que w > 0, existe uma constante

(5.3.25)

cy > 0, tal que
m/2 T/2 2/5
lw||> = / wldx < w33 (/ wsdx>
-/2 —/2
) m/2 5 3 n/2 s
[lw||* < ow dx+ T = ow’dx+ca,
-n/2 S 2 —7/2

fazendo ¢ = 27c| + ¢, inferimos de 5.3.25 que

d
AWl +20w17 + [[w]* < 27er + e

d 2 2
I P+ Jlw? < ¢
d 2 2
Ll <~ w2 +c.

Usando o lema de Gronwall cldssico vemos que
t

I I < hw(e) e e [ eas.

]

o que implica
[Iw(®)][* < [w(to)|Pe™ =) 4 c(1 — e =), (5.3.26)
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Assim,
limsup || w(?) [|< V. (5.3.27)

f—-o0

Resta agora mostrar que

limsup || w/(¢) ||< +eo.
t—-oo

Multiplicamos a equacao

d
d—vtv+Aw+6w4—(2—u+v)R:0

por Aw e integramos sobre (—7/2,7/2)

d
(d—v:,Aw) + (Aw,Aw) + (ow* — (2 — u+v)R,Aw) = 0. (5.3.28)

Temos

IW|[> (5.3.29)

dw /2 92w dw /2 dw 93w 1d dw ow d
e [ [

1
@ I o Tl R v e el VA Fl P

(Obs: aqui foi necessario que dw/dt € H'(—m/2,7/2). Isto pode ser garantido pelo teo-
rema 3.5.2 em [16, pagina 71].

Para o terceiro termo de 5.3.28 temos

/2
(ow* — (2—u+Vv)R,Aw) = —/ ow w”dx+/ 2—u+v)Rw'dx,
—m/2
/2 7T/2
(ow* — (2 —u+v)R,Aw) 2/ 4ow’( 2dx+/ 2 —u+v)Rw'dx. (5.3.30)
_77;/2 7'[/2

Vamos estimar o termo (2 — u+ v)Rw” | para isto usaremos a desigualdade de Young, as limi-
tacOes de u e v.

Existe uma constante c3 > 0 tal que

112 2 R12 2
|(2—u+v)RwW"| < (w2) + ( uz—l—v) ] < (WZ) +c3
N2 112
_<W2) —c3 < (2—u—|—v)Rw" < %4—03- (5.3.31)

Substituindo 5.3.31 em 5.3.30 obtemos

/2 1 ” /2 2 4
_/ c3dx — x+/ 4ow?(w)2dx < (Gw —(2—u+v)R,Aw),
—n/2 71:/2
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1 /2
ey 3w+ [ 40w 0V < (ot - 2wt RAw)
—r/2

substituindo 5.3.29 € 5.3.32 em 5.3.28 temos

L)1 4 flaw)? +/”/2 4w (W 2dx — 1ics — > |law| P < 0
2 dt _7[/2 3 2 o

d. o S PR
—||w'|]” +|[|Aw|| —i—/ 8ow’ (w')“dx < mes.
dt —m/2

Como w > 280, isto implica que 8ow?(w')? > (w')?

d

AW I AW 4[] < 7es,
d
W11 < (w2 + 7es,

fazendo ¢’ = mc3, usando o lema de Gronwall

t
WO < 1w/ t0) P 4 [ eias,
To
o que implica
/()] < 1w ()] e =) ¢/ (1 = e 700).

Assim,
limsup || w/(z) [|< V¢

f—roo

, consequentemente

56

(5.3.32)

(5.3.33)

(5.3.34)



CAPITULO 6

Equilibrio e Estabilidade

6.1 Estabilidade e instabilidade por uma aproximacao linear

Definicdo 6.1. Se A é um operador linear com dominio e imagem em um espago de Banach X,
e 0(A) denota o espectro, um conjunto 6 C 6(A) U {eo} = 6(A) € um conjunto espectral se
ambos 0 e 6(A) \ ¢ sdo fechados no plano extendido C U oo.

Sejam A um operador linear setorial em um espaco de Banach X e f: U — X, onde U ¢
uma vizinhanga cilindrica em R x X% ( para algum o < 1) de (7,00) x {xp}. Dizemos que xq é
um ponto de equilibrio se x(t) = xo é uma solugéo de

d
d—f +Ax = f(t,x), t> 1,

isto é, se xg € D(A) e Axg = f(¢,x0) para todo 1 > fy.

Uma solugdo X(.) sobre [fy, ) é estdvel (em X %) se, para qualquer € > 0, existe um 6 > 0
tal que qualquer solugdo x com

|x(20) —X(t0) || < &

existe sobre [fg,0) e satisfaz
[Jx() —=X(t)||a < € para todo t>1

isto €,
Xo x(t;t(),)Co)

¢ continua (em X%) em xo = X(f), uniformemente em ¢ > fy. A solugdo X é uniformemente
estdvel se
x1 > x(t;11,x1)

¢ continua com x| — X(¢;), uniformemente em ¢ > 1 e t; > &.
A solugio X(.) é uniformemente assintoticamente estdvel se é uniformemente estivel e
x(t;t1,x1) —%(t) = 0

quando 7 — t; — oo, uniformemente em ¢ > t; e ||x; —X(#1)||o < O para alguma constante
0 > 0.

57
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Teorema 6.1. Seja A, f como acima e seja xy um ponto de equilibrio. Suponha

f(t,X0+Z) :f(t7x0)+BZ+g(t7Z)7

onde B é um aplicagdo linear limitada de X* em X e ||g(t,2)|| = o(||z||a) quando ||z||q — O,
uniformemente emt > T, e f(t,x) localmente continua Holder em t, localmente Lipschitziana
emx,emU.

Se o espectro de A — B encontra-se em {Re A > B} para algum B > 0, ou equivalentemente

se a linearizagdo

dz

—+Az=Bz

dt
é uniformemente assintoticamente estavel, entdo a equagdo original tem a solugdo x unifor-
memente assintoticamente estavel em X*. Mais precisamente existe p > 0, M > 1 tal que se

o > T e ||x; —xo||a < p/2M entio existe uma tnica solucido de

d
d—:+Ax:f(t,x), t>tg, x(tp) =x

existindo sobre ty <t < oo e satisfazendo parat > 1
|x(t:20,x1) — x0| | < 2MePE0)|x; — x| -

Teorema 6.2 (Instabilidade). Assume que A € setorial e f(t,x) é localmente Lipschitz em x,
Holder continua em t em uma vizinhanga cilindrica de R x {xo} em R x X*. Assuma também
que Axg = f(t,xo) parat > to,

f(t,XO—I—Z) :f(t,X0)+BZ—|—g<t,Z), g(t70) :()7

le(t,z1) —g(t,z2) [[<k(p) [[z1 =22 lla para ||z la<p, [|22fla<p

ek(p) — 0 quando p — 0.

Se L =A — B, assuma que 6(L) N {Re A < 0} é um conjunto espectral ndo vazio. Entdo a
solugdo equilibrio xq é instdvel. Especificamente, existe um & > 0 e {x,,n > 1} com
|| X, —x0 ||[— 0 quando n — oo, mas para todo n,

sup || x(¢370,%,) —Xo ||«> €0 > 0.
t>0

Aqui o supremo é tomado sobre o intervalo maximal de existéncia de x(.; 1y, x,).

6.2 Estudo da Estabilidade dos Equilibrios do Modelo

O sistema do modelo é dado por

Ju

Fri wf (u,v,w) =ul(1—8(C—5(u—v—1)—w)>)(1—u—v)—1vl, (6.2.1)
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% =vg(u,v,w) =v[(1 =8(C—=5u—v+1)—w)H(1—u—v)—7],
aw d%w 4 0w
or ~Muvw+ g =Q-utvR—owi+ 55,

escrito na forma
AU — —qu+ F(u,v,w)
dt - R

% =—bv+G(u,v,w)

sobre 0 espago de Banach X = L™(5%, %) x L™(=F, %) x L*(5%, %) com norma
| Gyvyw) (=l w e+ [ v e + [ w ]2 -
Suponhamos que yo = (uo, vo, wo) seja um ponto de equilibrio da equacdo 6.2.5, entdo
Byo =7 (y0)-

Para y = yg + z préximo de yy temos

d(yo+
(yi)it 2 +Byo+Bz = (yo+2),
supondo
F(Yo+z) = (yo) +Cz+9(2),
obtemos
dz +Bz=Cz+9(2)
7 =07 ).
A linearizacdo da equacgdo 6.2.5 préximo ao equilibrio yg € definida por
dz
—+Lz=0
ar + Lz )

onde L=B—C.

59

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)

No lema seguinte mostraremos que o modelo de retroalimentagdo clima-vegetacdo possui as
hipdteses necessdrias para o estudo da estabilidade de equilibrios, usando aproximagao linear.
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Lema 6.1. Seja yo = (ug, vy, wo) um equilibrio da equagio 6.2.5, entdo
F(yo+z)=F(y)+Cz+9(2), %(0,0,0)=(0,0,0),

19(21) =9 (z2) < k(p) |21 =22 [l1/2  para

lzi <P, [21ip<p
e k(p) — 0 quando p — 0™, onde

z=(u,v,w), Y (z) = (81(2),82(2),83(2)),

F, F, F, DF
C= Dg(uo,V(),W()) = Gu GV GW = DG
H, H, H, DH
é um operador linear limitado em X e
dz
—+Bz=C
Ui + bz Z

é a linearizacao em yy.

Demonstracio: Analisando a fungao

H(u,v,w) = (2—u+v)R—ow*

definidade U C X'/2 em L2 no ponto yp + z, temos

H (g +u,vo+v,wo+w) = (2— g — u+vo+v)R— c(wo+w)*

H (1o + u, vov,wo +w) = ((2 — uo +vo)R — ow}) + (—uR + vR — c4wiw) — o (6wiw? + dwow® +w?),

H (uo + u,vo +v,wo +w) = H(ug, vo,wo) +DH (g, vo, wo) (1, v, w) — & (6wiw? + dwow® +w*)
definindo
g3(u,v,w) = —o (6Wgw? + dwow® +w?)
obtemos
H(yo+2z) =H(yo) + DH(y0)z+g3(z), £3(0,0,0)=0,
usando a fatoracao
d"—b" = (a—b)(@ '+ ...+,
as desigualdades 5.2.8,5.2.9, ||z1]| < p e ||z2]| < p temos

g3 (1, vi,w1) — g3(u2,v2,w2)|| 2 = o || (6wgwT + dwowy +w1) — (6wiw3 +dwows +w3) | 2

ks(p
183 (w1, vi,wi) — g3(u2,v2,w2 )|l 2 < ft )(HW%_W%HLz"i_||W?_W%HL2+ 1wt —w3ll2)

g (uer,vi,wi) — g3 (2, va, w2) |2 < ks () (IWE = wally 2+ Wi = w3l o+ Wi — w31 2)



6.2 ESTUDO DA ESTABILIDADE DOS EQUILIBRIOS DO MODELO 61

g3 (u1,vi,wi) — g3(u2,v2,w2)ll12 < ks (p) w1 —wall1 2
183 (1, vi,w1) — g3(uz, va, w2 )|l 2 < k3(p) || (ur,vi,wi) — (u2,v2,w2) |12
183(z1) — g3(22)[l12 < k3(p)([lz1 — 22[1/2
com k3(p) — 0 quando p — 0.

Para
303, 642u* —9,89625u3 +258u* +284,019uv+

+ 6018uw~+ 508u®v —258u3v + 29808 uv3+
— 258u*v? +258uw’ —6118uPw + 108uw+
—  5918uvw — 108uv?*w — Suw? + Su?w? + Suvw?,

F(u,v,w)

definidade U C X!/2 em L=, escrita na forma

F(u,v,w) = Z aijkuivjwk
2<i+ j+k<4
temos
F(uo+uvo+vwo+w)= Y ap(uo+u) (vo+v)/ (wo+w)*
2<i+ j+k<4
F(uo+u,vo+v,wo+w) = Z aijkuévéwﬁ

2<it k<4

+ Z a,'jk(iuf;lv{;wﬁu—kjvéfluf)w'(‘)v—kkwlé*luév{;w)
2<idt k<4

+  gi(u,v,w)

F(ug+u,vo +v,wo +w) = F (up,vo,wo) + DF (ug,vo,wo) (u,v,w) + g1 (u,v,w),
F(yo+z) = F(y0) +DF(y0)z+g1(z), £1(0,0,0) =0,

usando as fatoragdes
d"— b= (a—b)(d" ' +... .+,

ab—cd=a(b—d)+d(a—c),
abc—def =ab(c—f)+af(b—e)+ef(a—d),
a desigualdade || uv ||=<|| u ||=|| v ||=, a desigualdade triangular e (5.2.8), obtemos para
lzill < pellz2ll <p.

g1 (u1,vi,w1) — g1 (u2,v2,w2) ||l < ki (p)(llur —ua||z= + [[vi = v2 = + [[w1 = w21 2)

g1 (ur,vi,wi) — g1 (uz,v2,wa)[|= < ki () || (ur, vi, wi) — (w2, v2,w2) |12

lg1(z1) =81 (z2) [~ < k1 (p) (llz1 = 22112
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ki(p) é um polindmios em p com o termo constante nulo. Portanto k; (p) — 0 quando p — 0.

Analogamente, para

265,259v% 49,4032 +258v* +

284,019uv + 5818vw — 29308u’v + 258y +
508uv? — 258u*v? —258uv® — 591 8uvw + 108u*vw +
57186v2w — 108v3w — §vw? + Suvw? + 8v>w?,

G(u,v,w)

+ o+ -

definida de U C X!/2 em L™, temos
G(yo+2z) = G(yo) +DG(y0)z+82(z), £2(0,0,0)=0
epara [[z1]| < p, |22 < p

lg2(21) — 82(22) I~ < ka(p)(l[z1 — 22]]1 /25

com kz(p) — 0 quando p — 0.

Assim, usando a notagdo matricial

F(yo+z) F(yo) DF (yo) u g1(z)
Gyo+z) | = | G(o) | + | DG(yo) v 4| &) |,
H(yo+2z) H(yo) DH (yo) w g3(z)

F(yo+z)=-F (o) +Cz+%(z), com %(0,0,0)=(0,0,0),

| g(z1) —g(z2) ISk(p) [lz1—22 [l para  [z1 [[i2<P, l22]125p
e k(p) — 0 quando p — 0.

Escrevendo o operador C na forma
Cz = (DF (y0)z,DG(y0)z,DH (y0)z)

com norma
ICll= sup |[|Cz]|
llzll12=1

IC|| = o || (DF (y0)z,DG(y0)z,DH (y0)z) |
u,y,w 1/2:1

Icll = o (IDF (yo) (1, v, )| = + | DG (y0) (, v, w) [ = + | DH (y0) (11, v, w) | 2)
uyw)lly =

deduzimos que, para yo € D(B) o operador C é composto de operadores produto definido por
aplicagdes definidas em um intervalo limitado, logo C € limitado. [
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Sejam yo = (ug, vo,wo) um equilibrio da equagdo 6.2.5, C operador linear de X /2 em X
definido préximo a yy
DF (yo)
C=| DG(y)
DH (yo)

e a linearizacao da equacdo (6.2.5) definida por

dz
—+Lz=0
dt+z ,

onde L = B—C. Entao

G, G, G,
—R R —4ow}

F, L F, ]

a—F, -—F —F,
R —R  A+dow]

No sistema de equacdes (6.2.1 - 6.2.3) temos
F=(f+au e G=(g+Db)v,
desta forma podemos escrever
a—Fo=—f—ufe,  Fo=ufy, Fo=ufy

Gy = vgu, b—Gy,=—g—vg, Gy =vgw

—f—ufu —ufy —ufy
—VE&u —8—V8v —V8w
R —R  A+4ow]

L

6.2.1 Estabilidade de Todos os Equilibrios zero

Neste estudo de estabilidade de ponto de equilibrio, usando aproximacao linear, observe que o
operador L na linearizagdo estd no lado esquerdo da equacao, isto significa que o operador L
com autovalor que possui parte real negativa implica instabilidade do ponto de equilibrio.

Equilibrio Zero Independente do Espaco

Seja yp = (uo, vo, wo) uma solugdo de equilibrio para o sistema (6.2.1)-(6.2.3), com ug = vy =0
e wo a solugdo do sistema Newtoniano

W +2R—0ow* =0 = wy—k(w)=0. (6.2.6)
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Seja wy = w a solugdo independente do espaco de 6.2.6, temos

2R = ow*.

O operador L da linearizacdo no equilibrio zero yy = (0,0,wq) € D(B) C X'/? ¢ dada por

—£(0,0,wp) 0 0
L= 0 _g(0707W0) 0
R ~R A+4ow]
—0,7+ 8(300,5 —wp)? 0 0
L= 0 —0,7 4 8(290,5 — wy)? 0
R ~R A+dow]

Estudaremos os autovalores de L. Isto &, os A tais que
Lz= Az
(L—AI)z=(0,0,0),
como
(L—AI)(u,v,w) = (( — £(0,0,wp) —l)u, (—g(O,O,wO) —l)v,Ru—R\H— (A+4Gw(3) —A)w),
entdo estudaremos os A que satisfazem o sistema

(—£(0,0,wp) —A)u=0
Ru—Rv+ (A+4ow]—A)w=0

com z = (u,v,w) # (0,0,0).

Em particular analisaremos os autovalores A para as autofun¢des z = (u,v,w), restrita a z =
(u,v, p@y), para algum p, onde ¢y sdo as autofun¢des do operador A associadas aos autovalores
k2, k=0,1,2,.... Neste caso particular os A sdo os zeros de

E(A) = det(L— AI)

E(A) = (£(0,0,wp) +A)(g(0,0,wp) + 1) (k* + 40wy — ),

logo
A=—f(0,0,wp),  A=—g(0,0,wp) e A=k +4ow)>0

sdo autovalores do operador L. Verificamos que

£(0,0,wp) >0 em 285,86 < wp < 315,14 (189,30 < R < 279,62),

9(0,0,w) >0  em 275,86 <wo < 305,14 (164,17 <R < 245,78), 0=
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a igualdade f(0,0,wq) = g(0,0,wp) ocorre quando wy = C =295,5 (R=216,164).

Portanto, para os valores R de radiacao solar no intervalo 164,17 < R < 279,62 temos
A =—f(0,0,wp) <0 ou i =—g(0,0,wy) <0, pelo lema 6.1 e o teorema 6.2 o equilibrio
yo = (0,0,wp) € instavel.

Analisaremos as autofungdes associadas aos autovalores do operador da linearizagdo no
equilibrio zero.

i) Suponhamos
A =—f(0,0,wp) = —g(0,0,wg) = —0,7 4258 = —0,61837,

entdo as duas primeiras equacdes do sistema 6.2.7 sdo satisfeitas para qualquer u e v. Para
terceira equacao
Ru—Rv+(A+406C3+ £(0,0,C))w=0

com w = p @, para p real ndo nulo suficientemente pequeno, onde

0o = %a Pon—1(x) = \/%sin(2n —Dx e Pu(x)= \/%COSZI’DC,

n=1,2,..., sdo as autofuncdes do operador A com autovalores A; = k*, temos que

(k* 45,85215+0,61837)pdy = 216,164(v — u)
(k? +6,47053)

26168 P —v—w
k> +6,47053
Zk:(”a“+( 16 164 )P¢k7P¢k)

séo as autofungdes associadas ao autovalor A = —0,61837, préximo ao equilibrio yo = (0,0,C).

Algumas autofungdes particulares, k =0,1,2

11
0= (u,u+0,0299334pﬁ,pﬁ)

2 2
z1 = (u,u+0,0345595p \/;sinx, p \/;sinx)
2 2
22 = (u,u+0,0484379p \/;cos 2x,p \/;cos 2x).

Concluimos que para p < 0, as margaridas pretas estio em quantidade menor do que as
margaridas brancas e a temperatura menor do que a de equilibrio. Inversamente, para p > 0, as
margaridas pretas estdo em quantidade maior do que margaridas brancas e temos temperatura
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maior do que a de equilibrio.

ii) Para os autovalores
A =—f(0,0,wo) e A #—g(0,0,w),
temos u qualquer,v=0e
Ru+ (A+4owy+ £(0,0,wp))w =0
comw=pd,k=0,1,2,...
(k> +4owj + £(0,0,w0))p 9 = —Ru

—£(0,0,w0) —dow} — Kk

u= R P o,

parak =0e p <0 temos

4ow + £(0,0, 1
u=—p o + /1 WO)—>O.
R NG
parak=1,2,... temos —1 < @ < 1, logo ndo existe ¢ que satisfaca u > 0 (y = yp+2z > 0).
Portanto

4wl + £(0,0,wg) 1 1

R \/E, ’ pﬁ)
¢ a autofungdo associada ao autovalor A = —f(0,0,wy). Isto significa que o ponto y = yg+z
possui a temperatura menor que a temperatura de equilibrio, como esperado.

iii) Para os autovalores
A=—g(0,0,wg) e AF#—f(0,0,wp),
temos v arbitrario, u = 0 e
—Rv+ (A+4ow +g(0,0,wp))w =0
comw=p@, k=0,1,2,...
(K> + 40wy +£(0,0,w)) pdr = Rv

K2+ 4Gw(3) +2(0,0,wp)

vV=p R (Pk,

parak=0e p > 0 temos

46w8 +2(0,0,wp) 1

R Ve

>0,
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ndo existe ¢ que satisfacav >0 (y=yp+z>0),parak=1,2,... . Logo,

dow] +2(0,0,wg) 1 1
= (Oa p 0 - P _)
R NZARRVZ 4
¢ a autofunc@o associada ao autovalor A = —g(0,0,wy). Isto diz que o ponto y = yg + z possui
a temperatura maior que a temperatura de equilibrio.

iv) Para os autovalores
A #—f(0,0,wp), 2 # —g(0,0,wg) e A=Kk>+4ow},
onde w = p @, temos autofungdes com u = v = 0. Portanto
2= (0,0,p¢%)

é a autofungdo associada ao autovalor positivo A = k* +4owj > 0. Em particular, z= (0, 0, p \/Lﬁ)

é uma autofungdo de A = 40w} > 0.
Equilibrio Zero Dependente do Espaco

Estudaremos a existéncia de solucdes wy, dependente do espaco, da equagao
W +2R—ow* =0 = Wiy —k(w) =0
no dominio de A, D(A) C H'(—x/2,7/2).

Esta equacdo diferencial pode ser escrita como um sistema em R?

w=v w=v
{ v =k(w) = { v/ = 2R+ ow*. 6.29)

Seja
X' =EX (6.2.10)

a linearizagdo de 6.2.9 em (w,0), onde

E= {4;;3 11, W= (2Rc~1)1/4

e X = (w, V) tangente em (w,0). Os autovalores de E sdo +4, A = V4ow3, com autovetores
(I,—A) e (1,A4), associado a —A e A, respectivamente.

A matriz mudanga de coordenada tem a forma

o1 I B .
P—{—x /1}’ d _ﬁb 1}7
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entdo a solugdo de 6.2.10 passando por Xy = (@ —w, Vo) € dada por
X(x) —p diag[e—l(X—Ht/Z)7el(x+7£/2)] P—IXO
oW <e\/W(x+n/2) +€—\/W(x+n/z)> +3 (e\/m(xm/z) _

_ (a—ZW)l (e\/40'w3(x+7z:/2) _

e—\/4ow3(x+7r/2)>
Vaow3 (x+7r/2)> +% ( VA0 (x4+1/2) 4 VoW (x+7r/2)>

ei )

usando a condi¢do de fronteira vo = v(—1/2) =w/'(—7/2) =0, temos
= o (e\/40'w3(x—|—7r/2) n e—\/4ow3(x+n'/2)>

w =
v = (a;w)l ( VAo (x+m/2) _ \/4Gw3(x+7r/2)>7

e

deduzimos
4oww? —v? =dow’ (o —w)>.

Portanto, solucdes de 6.2.9 passando por (,0) proxima a solu¢do constante (w,0) sdo
quase hipérbole e sdo aproximada por curva solug@o de sua lineariza¢do 6.2.10 no ponto (w,0).

As solugdes com o —w # 0 ndo satisfaz a condi¢do de fronteira y(7/2) = w/(x/2) = 0.
Isto confirma o fato de que
Aw = —4oWw

ndo possui solu¢ao nao nula no dominio de A, D(A). Concluimos que as solu¢des de equilibrios
sdo independentes do espago
o —1y1/4
wo=w=(2Rc™")"/".

De fato, a energia total para o sistema 6.2.9 é
H(w,v)=T(v)+U(w),

onde T(v) = v?/2 é a energia cinética e
w w 4 wo
Uw)= —/ k(s)ds = / (2R— 05" )ds = 2Rw — o
0 0
¢ a energia potencial. Com esta definicdo de
2 5
1% w
H =—+4+2Rw—0—
(w, V) > +2Rw—o0 3

o sistema 6.2.9 pode ser escrita como um sistema Hamiltoniano

W/ - HV
v/ =—-H,.
Derivando H (w, v) em relagdo a x

dH

== —k(w)w + vV = —v'v+vyv' =0,
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concluimos que H(w, V) é uma primeira integral do sistema. Assim, solu¢des de 6.2.9 com
(w,v) = (a,0) na fronteira x = —m /2 sdo dadas por
H(w,v)=H(c,0) =U ()
2
WT —U(a)—U(w).

Como o zero w = (2Rc~")'/# da fungdo k(w) é um maximo local da funcio U (w), entdo (w,0)
€ um ponto sela para 6.2.9 e o seu retrato de fase € simétrico com respeito ao eixo w, (ver [28,
teorema 3 pdgina 172] ).

Se oo > w, entdo U(w) é decrescente e consequentemente w > ¢ > w. Analogamente, se
o < w, entdo U(w) é crescente e w < o < w. Assim,

w? =2[U(a) —U(w)] #0, paratodo  x€[-m/2,7m/2].

Isto implica que w'(7/2) # 0. Portanto o sistema 6.2.9 ndo possui solu¢des dependente do
espago no dominio de A, D(A).

150000 -

100000 -

T T N WU
400 —-200 200 400
—50000 -
—100000 -

—150000 - \

. S
Figura 6.1 U(w) =2Rw—o0%, R=200

6.2.2 Estabilidade de Todos os Equilibrios Brancos

Seja yo = (up,0,w) solugdo de equilibrio das equagdes (6.2.1)-(6.2.3) com ug # 0, entdo u = ug
e w = wy € solu¢do do sistema

f(u,0,w) =0 . 1—8(C—5u—1)—w)J(1—u)—y=0
) (2—uR—ow'+ 24 =0

Equilibrio Branco Independente do Espaco

Analisaremos as solu¢des de equilibrios (up,0,wp) que ndo depende de x, isto é as solugdes

de
2 J—
{ Elz:i)(lfii(vﬁ’fjéfw) J(t—u)=r=0 6.2.11)
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Para que (ug,0,wq) seja uma solugdo do sistema 6.2.11 é necessario que u = ug(w) satisfaca a
equacio f(u,0,w) = (1 —5(C—5(u—1) —w)2> (1—u)—y=0.

Visto que o coeficiente de u® em f(u,0,w) é positivo, £(0,0,w) > 0 para o intervalo de tempe-
ratura 286 < w < 315,

f(1,0,w)=—-y<0 e fu=-140(98),
existe uma tnica solu¢do u = ug(w) para f(u,0,w) = 0 no intervalo 286 < w < 315.

Podemos obter uma aproximagao para u = ug(w) aplicando o Teorema da Fungdo Implicita,
fazendo uso do pequeno pardmetro § e a Férmula de Taylor.

Escrevendo a equacdo f(u,0,w) =0 como f(8,u) =0, onde & é visto como uma varidvel,
temos para (0,u) = (0,1 —7)

£(8,u) = (1—5(C—5(u—1)—w)2>(1—u)—’y

FEu)=1—u—y—(1-w)8(C—5(u—1)—w)’

f(O,l—Y):O, g_g(O?l_Y):_Y(C_SY_W)Z € _<071_Y):_1<O‘

Como ‘3—{: ¢ continua, existem &, > 0 e & > 0,003265 tais que
ueJ=(1-y—¢&,l-y+&), o6el=(-&,&)

com 286 < w < 305, consequentemente (w —C — 5¥)? ndo é muito grande, temos

%(&”) :_1+5<(C—5(u—1)—w)2+10(1—u)(C—5(u—1)—w)) <0 em [IXxJ.

Assim, podemos escrever u = u(6) no intervalo / em particular para & = 0,003265. Tem-se

u(0)=1-—vy
sy 9f/8
' ( )——W(&M(&)-
oy 9f/98

W' (0) = —y(C+5y—w).

Usando a Férmula de Taylor para ug(6) temos que
uo(8) = uo(0) +uo(w)'(0)8 +0(8%)
up=1—y—v8(w—C—5y)>+0(8%). (6.2.12)
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Isolando u na segunda equagao do sistema 6.2.11

(2—M)R—GW4:O = uzz_gf,

substituindo em
Fu,0,w) = (1 —8(C—5(u—1) —w)2>(1 —u)—y

temos
4 wh

F(R,w) = (1 —8(c-s(1 —o%) —W)2>(—1+GF) .

Supondo 286 < w < 305, entdao

<0

4272780  13706,6 404,307

R,286) = —1,20123 —
f( ’ ) ) R3 R2 R

para um grande intervalo de R, entdo € necessario que

9642073,62 1333628 78,4526
+ — >0

R,305) = 0,613534 —
f(R,305) = 0,61353 = - -

para garantir a existéncia de solu¢do w = wy para f(R,w) = 0, isto determina um intervalo de
valores para R. Resolvendo

f(R,305) >0 com R>0

temos aproximadamente 77,88 < R < 357,95. No entanto, para satisfazer 0 < up < 1 € neces-
sario que 267 < R < 357 com 286 < wq < 305.

Estabilidade dos Equilibrios Branco Independente do Espaco

A linearizacao do sistema (6.2.4) préximo a um equilibrio yy € dada por

dz
—+Lz=0
dt+ Z ,
onde L=B—C,
a—F, —F, —Fy _f_ufu _ufv _ufW
L = _Gu b - GV _GW — _vgu _g - ng _ng Y
R —R A+4ow? R —R  A+4ow?

para yg = (up,0,wp) temos

—uofu(yo) —uofy(yo) —uofiw(yo)
L= 0 —g(vo) 0
R —R  A+4ow}
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Estudaremos os autovalores do operador L, isto é, os A tais que
Lz=Az

(L—AI)z=(0,0,0),

(—uofu(yo) = A)u—uofy(yo)v —uofw(yo)w =0

72

(—g(yo) —A)v=0 (6.2.13)

Ru—Rv+ (A+4ow] — A)w =0.

Para perturbagdes z = (u,v,w), com w = p @, ao equilibrio yy = (ug,0,wp), onde ¢ sdo os

autovetores de A associados aos autovalores k2, k =0,1,2.3,...,0 operador L da linearizacdo
¢ dada por
—uofu(yo) —uofv(yo) —uofw(yo)
L= 0 —8(v0) 0
R —R  kK+4ow}

Neste caso particular os zeros de
E(A) =det(L—AI)
E(A) = (=g —M)(~uofu—A)(K* +40w) — A) +Ruo f,]
sdo autovalores do operador L. Temos
(—g—A)=0 ou (—uofy — A)(K* +40w3 — L)+ Rug f,, = 0

A =—g() ou lz—i—l(uofu—kz —4Gw(3)) —uofu(k2+46w(3))+Ruofw =0,

i) Vamos estudar o sinal do autovalor A = —g(ug,0,wy).

Para o equilibrio yg = (ug,0,wy), solugdo do sistema 6.2.11, segue-se que

{ (2—up)R—ow§ =0
f(u()voaw()) =0
1 —up—y=8(1—up)(C—5(ug—1) — wp)>,

substituindo em
g(u0,0,wo) = (1= 8(C—5(up+1) —wo)*)(1 —uo) — ¥
2(10,0,w0) = 8 (C—5(up— 1) —wp) (1 —ug) — 8 (C— 5(uo + 1) — wo) (1 — uo)
g(ug,0,wp) = 28(1 — up)[(C — 5ug — wo +5)> — (C — 5ug — wo — 5)?]

g(up,0,wo) =281 —ug)[10(C — 5up — wo) + 10(C — Sup — wy)]
g(uo,O,W()) = 205(1 — u())(C—Su() —W()).
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Seja (u1,0,w;) o equilibrio, para algum R;, que anula g(up,0,wp), isto é C — 5u; —w; = 0.
Substituindo em
1 —Up—Y= 6(1 —u())(C—S(u()— 1) —W())z,

obtemos
(1-250)(1—uy)=vy
up=1—7y(1-258)"".
Portanto A
w=b  w=C_5 e R=2C=0" (6.2.14)
2—b
onde
b=1-9(1-258)"'=1-y+0(5) (6.2.15)

bh=1-0,3(1-25x0,003265)""
h=1-0,3(1—0,081625)""
b=0,6733, wy; =292,13 e Ry =311,25.

Usando a aproximacao para u

up(w) = 1 —y—y8(w—C—5y)* + 0(8?)
deduzimos que C — 5ug = C —5b+ O(6) = wy + O(9), substituindo em

g(uo,O,wo) = 205(1 — u())(C— 5u0 — W()),

g(up,0,wp) =208 (1 —up)(wi + O(8) —wy),

logo
g(up,0,wp) >0 para wo < wi+0(9)

g(up,0,wp) <0 para wo > wi +0(9).
Para determinar a restri¢cdo que isto coloca sobre R, considere a equagao
(2—up)R—owj =0
para o equilibrio yo = (19,0, wq) associado a radiagdo R. Visto que R e wy tem relagdo crescente,
wo < wi +0(§) implicaque  ~ R<R; =0o(C—5b)*2—b)"' =311,25.

Concluimos que para wy < wi + O(8) (R < 311,25), temos que A = —g(up,0,wp) < 0 é um
autovalor negativo para o operador L da linearizacao do sistema

dz

Lz=0.
a’t+ Z

Portanto yg = (up,0,wp) é um equilibrio instavel.



6.2 ESTUDO DA ESTABILIDADE DOS EQUILIBRIOS DO MODELO 74

Agora faremos uma andlise da autofun¢@o associada ao autovalor A = —g(ug,0,wp). Seja
z= (u,v,w) uma perturbagio ao equilibrio yo = (ug,0,wp) comv>0ew=p@,k=0,1,2,3,...,
entao

( - uOfu<y0) —I—g(yo))u — uofv(y())v — uofw(yo)p¢k =0
{ Ru—Rv+ (k2 +4GW8 +g(yo))P¢k —0, (6.2.16)

onde
flu,vyyw) = (1—5(C—5(u—v— 1)—w)2>(1 —u—v)—7y
fu=(1=8(C=5(u—v—1)=w)>)(=1)=28(C—5u—v—1)—wp)(=5)(1—u—v)
fuo) = —1+8(C—5(ug—1) —wp)?> +108(C — 5(ug — 1) —wo) (1 — up)
fulyo) = =1+0(8) <0.

fi=(0=8(C=5u—v—1)=w)?)(=1)=28(C—5(u—v—1)—wo)5(1 —u—v)
Hrvo)=—1+0(C—5(up—1) —wo)z— 106(C —5(up—1) —wo) (1 —up)
fryo) =—1+0(8) <0.

fw=-20(C—=5u—v—1)—w)(l —u—v)(—1)
fw=20(C+5-5u—v)—w)(l —u—v)
fw(uo,O,WQ) = 25(C+5 — Wy — Suo)(l — uo).
usando a aproximacdo de ug para o equilibrio branco, temos C — Sug = wy + O(9)
Sw(uo,0,wp) =28(w1 +0(8)+5—wp) (1 —up).
Sw(uo,0,wp) >0 para wo <wi+5+0(6)
Sw(uo,0,wp) <0 para wo > w1 +5+0(9).
Deduzimos da primeira equacdo do sistema 6.2.16

B uo fv(yo) uo fiw(yo)
" o) + 800" T Tunfuo) +800) "

u=(~140(8))v+0(8)pg

substituindo na segunda equacao

Ru—Rv+ (K +4ow)+g(y0))px =0

k> +4ow3 +g(yo
VU= RO ( >P¢k
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v<1 ~ upfv(do) ) _ < uo fw(yo) k2+46w8+g(y0)>p¢k
—uofu(y0) +&(y0) —uo.fu(y0) +&(y0) R
para a existéncia de v > 0 € necessario k = 0, ¢p = \/LE e p suficientemente pequeno

W3
v(2+0(8)) = (0(8)+ 4(; ) %

o= (225 o8)) £

2R Nz
Portanto o autoespago associado a A = —g(ug,0,wp) préximo ao equilibrio yg = (ug,0,wq) é
4Gw(3) 4Gw(3)

() = (= 552 +008) T (" +00) I o).

ii) Faremos uma andlise para os autovalores A que satisfazem
A2+ Auof, — kK> — 4owy) — uo f, (k> + 4owy) + Rug f,, = 0.

O delta e o termo independente ¢ da equagdo do segundo grau acima sdo respectivamente
A= (uofy — (K +40w3))” +dug f, (K +40w3) — 4Ruq fiy

A= (uofu+k2+40'w(3))2—4Ru0fW e
¢ = —ugf, (k> +40w}) + Rug f,y.
Tomando a aproximacdo de ug, f,(yo) e fi(yo) temos

A= (=0,7+k +4owp)* —1,2966w](297 —wo) +0(8) >0 e

c=0,7k* +2,80w3 +0,3208w(297 — wp) + O(8) >0

para o intervalo de w consideradoe k =0,1,2,.... Assim,

—uofy+ K +4owd & \/ (o fu + K2 +40w3)2 — 4Rug f,,
2

sdo reais com

L il 12+ dow] + \/(uofu + k2 +40w])2 — 4Rug f,y .
= >
2

e também

—uofy +k*+4owj — \/(uofu +k2+40wd)2 —4Rug f,y

l,/ —
2

>0
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paratodo k=0,1,2,....

As autofungdes associadas aos autovalores A e A” sdo z = (u,v,p¢) que satisfazem o

sistema
(—uofu(yo) — A)u—uo fo(yo)v —uofiw(yo)p 9 =0
(—g(o) —A)v=0 (6.2.17)
Ru—Rv+ (kK> +4ow] — A)p ¢y =0,

entiov=0¢e¢

Cwfulo) R —dowi+A
T whn AP TTTR P
Portanto f( )
uoJw\yo
= (———————pd, O, )
uofu(yo)+7tp¢k P ox)

iii) Se wo > wy =292,13 (R > R; = 311,25) temos
A =—g(y) >0, A=21">0 e A=1">0
paratodo k=0,1,2,....

Este autovalores sao restrito as autofuncgdes z = (u,v,w) com w = p@. Assim, a principio
nao podemos garantir a estabilidade do equilibrio y para este intervalo de valores de R.

6.2.3 Estabilidade de Todos os Equilibrios Pretos

Seja yo = (0,vp,wp) solucdo de equilibrio das equagdes (6.2.1)-(6.2.3) com vy # 0, entdo v = vy
e w = wo € solucdo do sistema

§(0.v.w) =0 _ 1=8(C—=5(—v+1)—w)’J(1=v)—y=0
h(O,V,W)—F%T‘;:O (2+V)R—GW4+%2TVZV:O.

Equilibrio Preto Independente do Espaco

Analisaremos as solucdes de equilibrios independentes de x

2 —
(bt e

Para que yo = (0, vg,wp) seja uma solugio do sistema 6.2.18 é necessdrio que v = vo(w) satis-
faca a equacdo g(0,v,w) = (1 —8(C—5(—v+1)— w)z) (1-v)—y=0.
Visto que o coeficiente de v3 em g(0, v, w) é positivo, g(0,0,w) > 0 para o intervalo de tempe-

ratura 276 < w < 305,

g(0,1,w)=—-y<0 e gv=—14+0(9),
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existe uma tdnica solugdo v = vo(w) para g(0,v,w) = 0 no intervalo 276 < w < 305.

De maneira andloga a sec@o do estudo dos equilibrios brancos, podemos obter uma aproxi-
magdo para v = vo(w), aplicando o Teorema da Fung¢do Implicita, fazendo uso do pequeno
pardmetro O e a Férmula de Taylor.

vo(w) =1—7—y8(w—C+57)>+0(8%), (6.2.19)
a qual é vélida se (w — C + 57)? nio é muito grande.

Substituindo vy em
2+v)R—ow*=0

temos
2+1—y—y8(w—C+5y)*+0(8*)R—ow* =0,

considerando 286 < wy < 305 obtemos um intervalo de valores para R, 143 < R < 190.
Estabilidade dos Equilibrios Preto Independente do Espaco

A linearizacao do sistema (6.2.4) préximo a um equilibrio yg € dada por

dz

—+Lz=0

7t + Lz ,
onde L=B—C,

a—Fy —F, —F, —f—ufy —ufy —ufy
L: _Gu b_GV _GW — _vgu _g_vgv _ng Y
R —R A+4ow? R —R  A+4ow?
para yo = (0, vp,wp) temos
—f(o) 0 0
L= —vogu(yo) —vogv(») —vogw(yo) |,
R —R A+4dow?

Estudaremos os autovalores do operador L, isto &, os A tais que
Lz=Az

(L—AI)z=(0,0,0)

(—f0)=A)u=0
—vogu(yo)u+ (—vogv(yo) — A)v —vogw (yo)w =0 (6.2.20)
Ru—Rv+(A+4ow] —A)w=0.
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Para perturbagdes z = (u,v,w), com w = p@y, ao equilibrio yo = (0,vg,wp), onde ¢ sdo os

autovetores de A associado aos autovalores k%, k =0,1,2,3,... , o operador L da linearizagio é
dada por
—f(vo) 0 0
L= | —vogu(yo) —vogv(yo) —vogw(y0)
R —R K +4ow]

Neste caso particular os autovalores do operador L sao os zeros de
E(A)=det(L—AI)

E(A) = (—f—=M)[(—vogy — A)(K* +40ow] — 1) — Rvogy].

Temos
(=f—=A)=0 ou (—vogv—)u)(k2+46w(3)—7t)—Rvogw:O

A=—f(yo ou A2+ A(vogy — K — 4Gw8) — vogv(k2 +4GW(3)) —Rvog,, = 0.

i) Vamos estudar o sinal do autovalor A = — (0, v, wp).

Visto que yo = (0,vp,wp) é um equilibrio, temos

{ (2+vo)R—owg=0
g(()vVO;WO) =0
1—vo—7=38(1—vp)(C—5(—vo+1) —wp)?,

substituindo em
£(0,v9,wo) = (1 —=8(C—5(—vo—1)—wp))(1—vo) —7y

£(0,v0,w0) = 8(C—5(=vo+ 1) —wo) (1 =vp) = 8(C = 5(=vo — 1) —wp) > (1 = o)
£(0,v9,wp) = 8(1 —vo)[(C+5vo —wo—5)> — (C+5v9g —wo+5)?]
£(0,vo,wp) = 8(1 —vp)[—10(C +5vp —wp) — 10(C + Svg — wy)]
£(0,v9,wp) =200(1 —vp)(wo —C — 5Svp),

seja (0,v2,w2) o equilibrio que anula f(0,vg,wp) para algum Rj, isto é wp —C — 5v, = 0.
Substituindo em
l—vo—y=0(1—vy)(C—=5(—-vp+1) —wo)z,

obtemos

(1-258)(1—w) =7
vy =1-—9(1-258)"

o(C+5b)*

6.2.21
24+b ( )

vo =b, wy =C+5b e Ry, =
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onde
b=1-9(1-258)"'=1-y4+0(5) (6.2.22)

b=0,6733, w;=298,86 e Ry=169,22.

Usando a aproximagao para vq (6.2.19), deduzimos que C+5vy = C+5b+0(8) =wr +0(9),
substituindo em
£(0,vo,wp) =208(1 —up)(wo—C —5Suyp),

f(0,vo,wp) =208(1 —up)(wo —wz+ 0(6)),

logo
f(0,vo,wo) >0 para wo > wy+0(d

f(0,vo,wp) <0 para wo < wa+0(9).
Para determinar a restri¢do que isto coloca sobre R, considere a equagao
(2+vo)R—owg =0
para o equilibrio yo = (0,vg, wp) associado a radia¢@o R. Visto que R e wy tem relag@o crescente,
wo > wa + O0(§) implicaque ~ R >Ry =0(C+5b)*2+b)"! =169,22.

Desta forma concluimos que para wy > wy + O(8) (R > 169,22) temos A = — (0, vg, wp) < 0
¢ um autovalor negativo para o operador L da linearizacdo do sistema

dz
—+Lz=0.
dt+ Z

Portanto yo = (0, vp,wp) é um ponto de equilibrio instavel.

Determinaremos as autofungdes de A = —f(0,vp,wp). Seja z = (u,v,w) perturbagdes ao
equilibrio yp = (0,vg,wp) comu >0ew = p@, k=0,1,2,3,..., temos

—vogu(yo)u+ (— vogv(¥o) +f()’0))v —v08w(0)PPx =0 (6.2.23)
Ru—Rv+ (K +4owi+ f(y0))pox =0, o

onde
gu,v,w) = (1—5(C—5(u—v—|—1)—w)2)(1—u—v)—}/

gu=(1-8(C—5u—v+1)—w)?)(=1)=28(C—5@u—v+1)—wp)(=5)(1—u—v)
2u(y0) = =14 8(C—5(—=vo+1) —wp) >+ 108 (C—5(=vo+ 1) — wo) (1 —vo)
gu(yo) =—1+0(8) <0.

g =(1-8(C-5u—v+1)=w)?)(=1)=28(C—5@u—v+1)—wo)5(1 —u—v)
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g (yo) = —1+8(C—5(—vo+1) —wp)* — 108 (C —5(—vo+ 1) — wp) (1 —vp)
gv(yo) =—140(8) <0.

gw=-28(C—5u—-v+1)—w)(l—u—v)(-1)
gw=20(C—5-5u—v)—w)(l—u—v)
gw(0,vo,wp) =26(C—5—wp+5vp) (1 —vyp).
Usando a aproximagdo de vq (6.2.19), temos C + 5vo = wp + O(9)
gw(0,v0,wp) =28(wa+0(8) —5—wo) (1 —up).
gw(0,v9,wp) >0 para wo < wy—5+4+0(0)
gw(0,vp,wp) <0 para wo >wy —54+0(9).

Deduzimos da primeira equacgao do sistema 6.2.23

_ VOgu(yO) Vng(yO)
—vogv(y0) +f(v0)  —vogv(vo) + f(30)

v=(=14+0(8))u+0(8)pd

substituindo na segunda equagao

P Pk

Ru—Rv+ (K +40wj + f(30)) g = 0

2 3
Uu—yv= K +40-v;§+f(y0)l)¢k
B vogu(Yo) _ vogw(Y0) K +4owy+ ()
u<1 —Vogv(YO)+f(YO)) B <—Vogv(YO)+f(YO) R )p¢k

1
NG

para a existéncia de u > 0 € necessario k =0, ¢p = e p suficientemente pequeno

W3
u(2+0(8)) = (0(8) - 4‘; 0)%

o= (138 0) 2

Portanto o autoespaco associado a A = — f(0, v, wp) préximo ao equilibrio yg = (0,vg,wp) é

3 3
B 4(7w0 4(7w0

(wvw) = (= =53 +0(5))%,( i +0(6))%, %)

i) Estudaremos os autovalores A que satisfazem

A2+ A(vogy — k2 — 4ow)) — vogy (k> +40w)) — Rvog,, = 0.
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O valor de delta e do termo independente da equagdo sdao
A= (vogv — (/’c2 + 46w(3)))2 +4vogy (k2 + 4Gw(3)) +4Rvogy

A = (vogy + K +40wp)> +4Rvog,,
c = —vog, (k> +40wy) — Rvog.,.

Tomando a aproximacao de vy, f,(yo) € gw(yo) temos, para o intervalo de w considerado e todo
k=0,1,2,...,
A= (—0,74k>+40w))? +0,62685wg(294 —wp) > 0

c=0,7k* +2,80w) — 0,160 5w (294 — wy) > 0.

Assim,
—vogv + k% + 4Gw(3) + \/(vogv + k2 + 4c7wg)2 +4Rvo g,y
B 2
é real com
—vogy + k> +4ow} + \/(vogv + k2 +40w3)? + 4Rvogw
A= >0
2
e

—vogy + k% + 4GW(3) — \/(vogv +k2+ 4Gw(3))2 +4Rvog, .
= >
2

As autofungdes associadas aos autovalores A’ e A” sdo z = (u,v,p¢) que satisfazem o

sistema
(=fo)—A)u=0
—vogu(yo)u+ (—vogv(yo) — A)v —vogw (yo)pdr =0 (6.2.24)
Ru—Rv+ (k> +4owd —L)pgy =0,

A//

temosu=0¢
B k2—|—40'w8—7t

= om0+ 4 PO

Portanto
Vo8w (y 0 )

,ml)q’k, PPr)-
iii) Se wop < wp =298,86 (R < R, = 169,22), entéo

A=—f(o)>0 A=1">0 e A=1">0
paratodo k=0,1,2,....

A principio ndo podemos determinar a estabilidade do equilibrio yg = (0,vp,wp), para este
intervalo de valores de R, tendo em vista a restricdo de z = (u,v,w) préximo ao equilibrio y
com w = p¢y.
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6.2.4 Estabilidade do Equilibrio de Coexisténcia

Seja yo = (ug,vo,wo) solucdo de equilibrio das equagdes (6.2.1)-(6.2.3) com ug # 0 e vy # 0,
entao u = ugy, v =vg e w = wy € solucdo do sistema

fu,y,w) =0 (1—5(C—5(u—v—1)—w)2)(1—u—v)—7:0
g(u,v,w):02 = (1—5(C—5(u—v+1)—w)z)(l—u—v)—YZO
h(M;VaW)‘f‘?;Tsz:O (2—u—|—v)R—Gw4+%27W:O

Equilibrio de Coexisténcia Independente do Espaco

Analisaremos as solu¢des de equilibrios independente de x. O equilibrio de coexisténcia yg =
(up,vo,wp) € solugdo do sistema de equagdes

(1—5(C—5(u—v—1)—w)2)(1—u—v)—y:0
Y=0

(1=8(C=5@u—v+1)—w) )1 —u—v)—y= (6.2.25)
(2—u+v)R—ow* =0.

Comparando as duas primeiras equagoes
5(1—u—v)((C—S(u—v—1)—w)2—(C—5(u—v+l)—w)2):0,
§(1—u=v)((C=5(u—v)—w+5)*—(C~5u—v)—w—5)*) =0,

como (1 —u—v) # 0 temos

20(C—=5(u—v)—w)=0
C—5u+5—-w=0
I Sk
=
substituindo na primeira equagao
(1-256)(1—u—v)—y=0
1—u—v=7y(1-255)"
u+v=1-y1-258)"
u+v=>b
C—w+5b w—C+5b
= —n =— 2.2
o o " 10 (6:2:26)
Usando os valores de w; e wy (6.2.14 - 6.2.21) temos
Wy —w w—wi
= = 2.2
0 o v 10 (6.2.27)
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O quadro acima mostra que a fase de coexisténcia degenera em fase branca (ug(w),0,w) em
w=w; (vo(w) =0) e em fase preta (0,vo(w),w) em w = wy (up(w) =0). Paraw; <w < wy,
temos que up(w) e vo(w) estdo entre 0 e 1, para w fora deste intervalo ou ug(w) ou vo(w) é
negativo.

A fase de coexisténcia (ug(w),vo(w),w) existe para w; < w < wp. A temperatura de equili-
brio correspondente wgy € uma solucdo de

2—u+v|R—ow*=0.

Usando os valores de ug(w) e vo(w) (6.2.26) obtemos

—C
2+ WT]R —ow*=0. (6.2.28)
Como mostrado por outros pesquisadores [35]-[36], isto mostra que a temperatura de equilibrio
na fase de coexisténcia do sistema independente do espaco nao depende dos valores de u ou de
V.

Seja
-C
m(w,R) = [2+ W?]R —ow?,
entdo
m(wi,R) = [2+ W‘;C]R —ow?
m(wy,R) =2+ WZT%‘]R —owy?
m(wi,R) = (2—b)R— ow*
m(wa,R) = (2+b)R — owr*.
Logo

m(Wl,Rl) = (2—b)R| —GW|4 =0
m(Wz,Rz) = (Z—I—b)Rz — GW24 =0,

consequentemente, para Ry < R < R
m(wi,R) <m(wy,R;) <0 e m(wa,R) > m(wy,Ry) > 0.
Paraw; <w <wy,
R
m' (w,R) = T 4ow?
5m’(w,R) = R —200w",
usando R > R, = 0(2+b)"'wj
5m'(w,R) > 6(2+b)"'wj —200w3

5(2+b)m/ (w,R) > owj —200(2+b)w3
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5(24b)m' (w,R) > owa> (wy —20(2+ b))
5(2+b)m' (w,R) > owy>(C+5b—20(2+ b))
5(24b)m’ (w,R) > ow,>(C — 40— 15b) > 0.

Assim, existe uma tnica solugdo de m(w,R) = 0 e uma unica fase de coexisténcia.
Estabilidade do Equilibrio de Coexisténcia Independente do Espaco

Vamos analisar a estabilidade do equilibrio de coexisténcia. A linearizag¢do do sistema (6.2.4)
préximo a um equilibrio yg é dada por

dz
—+Lz=0
dt+ Z ,
onde L=B—-C
a—Fy —F, —F, _f_ufu —va _ufW
L p— _Gu b - GV _GW — _Vgu _g - ng _ng 9
R —R A+4ow? R —R  A+4ow?

para yo = (ugp,vo,wp) temos
_MOfu _MOfv _MOfw
L= —vogu —Vvog&  —Vo&w
R —R  A+4ow’
Estudaremos os autovalores do operador L, isto é, os A tais que
Lz= Az
(L~ A1)z=(0.0.0)
(—uofu(yo) = A)u—uofy(yo)v — uo fiw(yo)w =0
—vogu(yo)u+ (—vogv(yo) — A)v—vogw(vo)w =0 (6.2.29)
Ru—Rv+ (A+4owi —A)w=0.

Para perturbagdes z = (u,v,w) do equilibrio yy = (ug,vo,wp), com w = p @, onde ¢ sdo os

autovetores de A associado aos autovalores k>, k = 0,1,2,3, ..., o operador L é da forma
—uofu(yo) —uofv(yo) —uofw(¥o)
L= | —vogu(yo) —vogv(¥o) —Vvogw(»0)
R —R K +4ow}

Neste caso particular os autovalores do operador L sdo os zeros de

E(A) = det(L— A
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—uofu(yo) —A  —uofv(yo) —uo fw(Yo)
EA) = —vogu(y0) —vogv(yo) — A —v0gw(y0)
R —R k* +4ow] — A

Expandindo o determinante usando a terceira coluna, temos

2 3 —ugfu—A —uo fy —uofu—A —uofy
EQA) = (2 +40w) — A) J )

— U )
—Vo8u —Vo8v — A Ofw

+Vvogw R _R

Vamos calcular os determinantes menores. Temos que

{ C—5Sug+5vg—wyg=0

up+vo=>o,
entao
fu(y ):—1+255+506( b)
o) =—1+256 —506(1—b)

fw(o) = 108(1 —b)
gu(yo) = —1+256 —505(1—b)
gv(y0) = —1+258 +508(1 — b)

gw(yo) = —106(1 - D).

Observe que

fw()’o) = —gw(yo),
consequentemente
fugy — 8ufy = (= 14258 +508(1 b)) — (— 1+256 — 508(1 - b))°
fu8v — 8ufy =1000(—1+256)(1 —b)+1000(—1+4256)(1 —b)
fu&v — 8ufy = —2008(1 — b) +50008%(1 — b)
Jugv — gufy = 000 + 0(62)a
onde o¢ = —200(1 — b) < 0 é uma constante negativa e
uo fu+vogy = (U0 +vo) fu

o fu+vogy = b(—1+258 +508(1 — b)) = —b+25b8 + 5068 (1 — b)
uo fu+vogv = —b+0().

Assim,

—Vo8u —Vo8v — A

85

(6.2.30)
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—uofu— A —up fy v )
‘ —Vogu  —Vogv—A ‘_)L A(b+0(8)) +upvoad +0(87),

—uofu—A  —uofy
R —R

= R(—l + up fy —f-u()fv) = R( —A —|—2u0(—1 +255)),

‘ _\}(e)gu —Vof\}e—l ‘ :R(V()gu‘f‘VOgV"*_)L) :R(}L —|—2vO(—1+255>).

Logo,

—Vogu —Vogv—A

_MOfu —A _MOfv
— R —R

R R - MOfW

Vo8w

= gwR[vo(— A +2up(—1+258)) +uo( — A +2vo(—1+258))]
= —108(1 — b)R[—bA +dugvo(—1 +258)]
= 40R(1 — b)ugvod + 10Rb(1 — b)SA — 1000R(1 — b)ugv S
=40R(1 — b)ugvod +a(8)A +0(5?).
A equagdo E(A) = 0 toma a forma

(K2 + 40w — M)A% = A (b + O(8)) + uovoad + O(82)] + 40R(1 — b)ugved +a(8)A + 0(8%) = 0,

como o coeficiente de A3 em E(A) é negativo e

E(0) = (k* + 40w}) (ugvoatd + O(8%)) + 40R(1 — b)ugvod + 0(8%) < 0,

86

para k suficientemente grande, entdo E (A ) = 0 possui uma raiz negativa. Portanto yo = (ug, vo, wo)

é instavel.

6.3 Sistema Dinamicos e Estabilidade de Liapunov

Definicao 6.2. Um sistema dindmico (semigrupo nao linear) em um espago métrico C é uma

familia de aplicagdes {S(z) : C — C, t > 0} tal que
(i) paracadar >0, S(¢)écontinua de C em C;
(ii) paracadax e C, t — S(t)x é continua;
(iii) S(0) =7em C;

(iv) S(t)(S(s)x) = S(t+s)x paratodox € Cet,s > 0.
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Exemplo 6.3.1. Suponha A setorial em um espago de Banach X, V um conjunto aberto em X*
para algum 0 < a <1, e f:V — X é localmente Lipschtiziana. Assuma que C é subconjunto
de fechado de V e que para qualquer solugéo x(.) de dx/dt +Ax = f(x), x(0) € C implica que a
solugdo existe e x(t) € C paratodot > 0 ( C € positivamente invariante). Se x(t,xg) € a solugdo
no instante t com valor inicial x(0,xy) = xo, entdo

S(t)xo =x(t,x0), (x0€C,t>0)

define um sistema dindmico em C, na topologia induzida de X*.

Sejam C = {(u,v,w) € X'/2 | u>0, v>0, e w—280 > 0}, fechado positivamente inva-
riante, e y(t;19,yo) a solucdo global do problema de valor inicial, associado ao modelo retroali-
mentacao clima-vegetacao,

d
TAB=70) 120

¥(to) = yo,

no espago de Banach X = L=(=£, %) x L*(=£, %) x L*(5%, %), com y, € C. Pela proposigdo
5.2 concluimos que
S(t)yo =y(t:00,50) (v €C, 1 =10),

define um sistema dindmico em C, na topologia induzida de X1z,

Definicao 6.3. Seja {S(z), t > 0} um sistema dindmico em C e para qualquer x € C, seja y(x) =
{S(t)x, t > 0} a drbita positiva passando por x. Dizemos que x é um ponto de equilibrio se
Y(x) = {x}; y(x) é uma drbita periddica se existe p > 0 tal que y(x) = {S(¢)x, <t < p} # {x}.
7(x) (ou as vezes um ponto x) é estdvel se

S(t)y — S(t)x

quando y — x, y € C, uniformemente em ¢ > 0; isto é, se para qualquer € > 0 existe 6(g) > 0
tal que para todo ¢t > 0,

dist(S(r)x,S(t)y) < & sempre que dist(x,y) < 6, yeC.

Uma 6rbita y(x) € instdvel se ndo é estdvel. Uma 6rbita y(x) é assintoticamente estdvel unifor-
memente se é estdvel e também existe uma vizinhanga V = {y € C; dist(x,y) < r} tal que

dist(s(z)y, S(t)x) -0 quando t— oo,
uniformemente paray € V.

Definicao 6.4. Seja {S(¢), r > 0} um sistema dindmico em C. Uma fungdo de Liapunov é uma
funcdo continua a valores reais V em C tal que

V(x) = Tim, o %{V(S(t)x) V() <0

para todo x € C. Nio excluimos a possibilidade V (x) = —oo.
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Teorema 6.3. Seja {S(t), t >0 } um sistema dindmico em C, e seja 0 um ponto de equilibrio
em C. Suponha que V é uma fun¢io de Liapunov em C a qual satisfaz V (0) =0, V (x) > ¢(||x||)
parax € C, ||x|| = dist{x,0}, onde ¢(.) é uma fun¢do continua estritamente crescente, c(0) =0,
e c(r) > 0 parar > 0. Entdo 0 € estdvel.

Suponha em adi¢do que V(x) < —c;(||x||), onde ¢|( . ) é também continua, crescente e
positiva, com c¢1(0) = 0. Entdo 0 é assintoticamente estdvel uniformemente.

De acordo com ([1]-[2]) solu¢des numéricas das equagdes (6.2.1-6.2.3) sugerem convergén-
cia para uma solucao de equilibrio estdvel. Fica para trabalhos futuros o estudo da existéncia
de tal solucdo de equilibrio e a andlise de sua estabilidade, usando uma funcio de Liapunov,
visto que existe um sistema dindmico {S(¢), ¢ > 0 } para o modelo.
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