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RESUMO

Descreve-se a demonstragao do Teorema de Lemos e Oxley, o qual garante que,
sobre certas condigoes, ao remover as arestas de um circuito de um grafo 2-conexo, o
mesmo continua 2-conexo. O comprimento do circuito retirado pode ser maior do que o

que é estipulado no Teorema de Jackson.

Palavras-chave: Grafo. 2-conexo. Circuito.



ABSTRACT

Describe the proof of a Theorem by Lemos and Oxley, which guarantees, under
certain conditions, that when deleted the edges of a circuit from a 2-connected graph,
the graph stills 2-connected. The length of the circuit, that could be removed, could be

greater than the one mentioned in Jackson’s Theorem.

Keywords: Graph. 2-connected. Circuit.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1974, foi provado por Mader [5] que todo grafo simples k-conexo com grau, no
minimo, k + 2 possui um ciclo C tal que G\C' é k-conexo. Independente disto, em 1985,

Jackson [4] provou um resultado mais forte que o de Mader para o caso 2-conexo.

Teorema 1.1 (Jackson) Seja G um grafo simples 2-conexo com grau, no minimo, k,
onde k > 4, e seja e uma aresta de G. Entao, G tem um circuito C', de comprimento no

minimo k — 1, tal que e ¢ C e G\C' € 2-conezo.
Em 1999, Lemos e Oxley [7] aprimoraram o Teorema 1.1.

Teorema 1.2 (Lemos e Oxley) Sejam G um grafo simples 2-conexo, H um subgrafo,
que € um bloco, de G e k um inteiro maior que trés. Suponhamos dg(v) > k, para todo v

pertencente a V(G) — V(H). Entao,
1. G\C € 2-conexo para todo circuito C' que é aresta-disjunta de H; ou

2. G tem um circuito C que € aresta-disjunta de H tal que G\C' € 2-conezo e, quando

k> 5, o comprimento de C' €, no minimo, k + 1.

Nosso objetivo é estudar a demonstragao do Teorema 1.2 apresentada pelos autores.
Para entender melhor o enunciado dos resultados citados acima e a demonstracao
do Teorema 1.2, no capitulo 2 descreveremos resultados e defini¢goes basicas da teoria,
por exemplo, o que é um grafo k-conexo, um bloco, um circuito e o que significam as
notagoes dg(v) > k e G\C. O final da demonstracao de cada Teorema é demarcado com

um quadrado preto: W



No capitulo 3, apresentaremos a demonstracao do Teorema de Lemos e Oxley.
No quarto capitulo exibiremos dois exemplos que justificam a melhoria que o

Teorema 1.2 traz para a teoria.



Capitulo 2

Preliminares

Como dito na Introducao, neste capitulo relataremos as notacoes e definigoes que
serao utilizadas no decorrer do nosso trabalho, bem como enunciaremos alguns resultados

basicos.

2.1 Vértices e arestas, temos um grafo

Um grafo G é um par (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto finito e E(G) é um
conjunto composto de pares nao-ordenados de elementos distintos de V(G). Diremos que
V(G) e E(G) sao, respectivamente, o conjunto de vértices e arestas do grafo G.

Dois vértices v e w de G sao adjacentes se o par formado por v e w é uma aresta
de G, esta aresta é dita incidente sobre v e também sobre w; v e w sao os extremos
da aresta e, neste caso, denotamos e por vw. O grau dg(v) de um vértice v de G é a
quantidade de arestas de G incidentes a este vértice; o menor grau que um vértice de
G assume ¢é denotado por 0(G), ou seja, 0(G) = min{dg(v);v € V(G)}. A estrela de v
¢ o conjunto de arestas de G incidentes ao vértice v. Um grafo G é chamado de grafo
completo quando todos os vértices de G sao adjacentes entre si, um grafo completo com
n vértices ¢ denotado por K,.

Entendemos por subgrafo de um grafo G, como sendo um grafo H = (V(H), E(H))
tal que V(H) CV(G) e E(H) C E(G).

Se W é um conjunto qualquer nao-vazio de vértices de G, entao o subgrafo induzido
por W, denotado por G[W], é o subgrafo de G que tem W como conjunto de vértices e

cujas arestas sao as arestas de G com extremos pertencentes a W. Seja V' C V(G), o
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subgrafo induzido G[V(G)\V’] é denotado por G — V', este é o subgrafo obtido a partir
de G pela delecao dos vértices pertencentes a V'’ e das arestas incidentes a estes vértices.
Se V' = {wv}, escrevemos, por simplicidade, G — v.

Caso tenhamos um subconjunto nao-vazio, F, de arestas de GG, entao o subgrafo
induzido por F, G[F], é o subgrafo de G cujo conjunto de arestas é F' e o conjunto
de vértices sdo os extremos das arestas de F. Seja E' C FE(G), o subgrafo induzido
G[E(G)\FE'] é denotado por G — E’, este é o subgrafo obtido a partir de G pela delegao
das arestas de E'. Se E' = {e}, escrevemos G — e.

Sejam G e Gy dois grafos. A unigo G1 UGy de G e G5 é o grafo com conjunto

de vértices V(G1) UV (Gs) e conjunto de arestas E(G1) U E(G3).

Exemplo 2.1 A Figura 2.1(1) representa o grafo G = K, com conjunto de vértices
V(G) = {v1,v2,v3,04} € conjunto de arestas E(G) = {a,b,c,d,e, f}, onde e = vyv3 e
f =wvy. Jd na Figura 2.1(2), temos o grafo G' = G — vs.

(%] a Vo (%] a (%)
e

d ; b d

V4 C U3 V4

(1) (2)

Figura 2.1: G e G

2.2 Passeios, trilhas, caminhos e circuitos

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia finita, nao-nula, P = vge v;...e,vp
cujos termos sao vértices e arestas postos de forma alternada e tais que, para 1 < i < k,
os extremos de e; sdo os vértices v;_; e v;. Chamamos vy de vértice inicial e vy, de vértice
terminal do passeio P, os vértices vy, vg, ..., Up_1 sao conhecidos por vértices interiores do
passeio P. O inteiro k é o comprimento do passeio P. Em um grafo simples, um passeio
vpe1v1...e,vy € determinado apenas pela sequéncia de vértices vgvy...vy.

Se as arestas eq, es,...,e, de um passeio P sao distintas, entdao chamamos P de
trilha e, neste caso, o comprimento de P é |E(P)|. Se, além das arestas, os vértices

Vg, U1, ..., Ux também sao distintos, dizemos que P é um caminho. Quando for conveniente,
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chamaremos um caminho de vértice inicial vy e vértice terminal v, de vyv,-caminho. Um
caminho em G é Hamiltoniano quando contém todos os vértices de G.

Uma familia de caminhos em G é internamente-disjunta se nenhum vértice de G
¢ um vértice interno de mais do que um caminho desta familia.

Um passeio é fechado se tem comprimento positivo e o vértice inicial é também o
vértice terminal. Um caminho fechado é chamado de circuito.

Sejam G um grafo e £’ as arestas de um circuito C' de G, ou seja, ' = E(C) C

E(G). O subgrafo induzido G[E(G)\E'] é denotado por G\C.

Exemplo 2.2 A Figura 2.2(1) representa um grafo G com conjunto de vértices V(G) =
{v1,v9,v3,v4, 05,06} € conjunto de arestas E(G) = {a,b,c,d, e, f,vgv7,v507}. A Figura
2.2(2) representa o grafo G' = G\C, onde C' é um circuito de G com conjunto de arestas

E(C) ={a,b,c,d,e, f} C E(G).

[ ] vl

Vg o!2
U7

Vs ® 3
*u,

Figura 2.2: G e G\C

Proposicao 2.3 Se G é um grafo com §(G) > 2, entdo G tem um circuito.

Demonstracao: Seja P um caminho de comprimento méaximo em G com v sendo o
vértice inicial. Sabemos, por hipétese, que dg(v) > 2, logo v possui no minimo duas
arestas incidentes, uma delas faz parte do caminho P e a outra também deve estar ligada a
outro vértice do caminho P, pois, caso contrario, existiria um caminho P’ de comprimento

maior do que P. Portanto, G possui um circuito. ll

2.3 Conexidade e blocos

Dois vértices u e v de G estao conectados se existe um caminho em G cujo vértice

inicial é u e o vértice terminal é v. Conectividade é uma relacao de equivaléncia no
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conjunto de vértices de G. Assim, existe uma particdo de V(G) em subconjuntos nao-
vazios e disjuntos Vi, V5, ..., V] tais que u e v sao conectados se, e somente se, ambos u
e v pertencem ao mesmo conjunto V;. Os subgrafos G[V1], G[V3], ..., G[V]] sao chamados
componentes conexas de GG. Se G possui apenas uma componente conexa, entao dizemos
que G é conexo; caso contrario, G é desconexo. Denotaremos o niimero de componentes
conexas de G por w(G).

Se dois vértices u e v estao conectados em um grafo GG, definimos a distancia entre
wewvem G, dg(u,v), como sendo o menor comprimento dos uv-caminhos em G; caso nao
exista caminho que conecte u e v, definimos dg(u,v) como sendo infinito.

Um vértice v de um grafo conexo G é separador se E(G) pode ser particionado em
dois subconjuntos E; e Ey de E(G) tais que G[E] e G[E,] tem somente o vértice v em
comum.

Um conjunto separador de um grafo conexo G é um subconjunto V' de V(G) tal
que G — V' é desconexo. Um k-conjunto separador de G é um conjunto separador de G
com k elementos.

Entendemos por um grafo trivial, como sendo o grafo formado apenas por um tnico
vértice.

Se G tem pelo menos um par de vértices nao-adjacentes, a coneridade k(G) de G
é o menor k tal que G tem um k-conjunto separador; caso contrario, k(G) é o numero de
vértices de G menos 1, ou seja, k(G) = |V(G)| — 1. Como consequéncia da defini¢ao, se
G é trivial ou desconexo, entao £(G) = 0. Dizemos que G é k-conezo se k(G) > k. Todos

os grafos conexos nao-triviais sao 1-conexo.

Proposicao 2.4 Se k é o menor numero de vértices que deve ser retirado para tornarmos

um grafo G desconexo, entao G € k-conexo.

Demonstragao: Se k é o menor numero de vértices que deve ser retirado para tornarmos
o grafo G desconexo, entdo GG possui um k-conjunto separador e, portanto, x(G) > k

implicando G k-conexo. W

Seja e uma aresta de um grafo GG, dizemos que e é ponte quando w(G —e) > w(G).
Um grafo conexo que nao possui vértices separadores é chamado de bloco. Um

bloco de um grafo simples G é um conjunto de arestas B C E(G) tal que B é uma ponte
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ou um subgrafo maximal 2-conexo de G. Todo bloco com pelo menos trés vértices é
2-conexo.

Sejam G um grafo nao-trivial e S e S’ subconjuntos de V' (G), onde S’ = V(G)\S,
um subconjunto de arestas £’ C E(G) é chamado conjunto aresta-separador de G se cada
aresta de E’ possui um extremo em S e o outro em S'. Se E' C E(G) é um conjunto
aresta-separador, entdo G — E’ é desconexo; caso ' = {e}, entdo e é uma ponte do grafo
G. Um k-conjunto aresta-separador é um conjunto aresta-separador com k elementos.
Definimos a aresta conectividade de um grafo G, /'(G), como sendo o menor k para o
qual G possui um k-conjunto aresta-separador. Se G é trivial, x'(G) é, por definicao, zero.
Logo, pela defini¢ao, k'(G) ¢é zero se G ¢ trivial ou desconexo e, £'(G) = 1 se G é um grafo
conexo com uma ponte. Dizemos que um grafo G é k-aresta-conezo quando x'(G) > k.
Todos os grafos nao-triviais sao 1-aresta-conexo.

Abaixo, resultados que caracterizam grafos 2-conexos. Alguns destes resultados

foram citados apenas para nos familiarizarmos com as teorias de 2-conexidade e blocos.
Lema 2.5 Seja G um grafo, entio x(G) < k'(G) < §(G).

Lema 2.6 Uma aresta e de um grafo G é uma ponte de G se, e somente se, nao existe

circuito de G que contém a aresta e.

Teorema 2.7 (Whitney, 1932) Um grafo G com |V(G)| > 3 € 2-conezo se, e somente
se, quaisquer dois vértices de G estao conectados por, pelo menos, dois caminhos internos-

disjuntos.

Demonstragao: (<) Suponhamos que quaisquer dois vértices de G estao conectados
por, pelo menos, dois caminhos internos-disjuntos. Entao, G' é conexo e nao possui vértice
separador. Logo, G é 2-conexo, pois k(G) > 2.
(=) Provaremos por indugao sobre a distancia dg(u,v). Caso dg(u,v) = 1 e, sendo G
2-conexo, temos, pelo Lema 2.5, que a aresta uv nao é uma ponte e, pelo Lema 2.6, uv
pertence a algum circuito de G. Logo, u e v estao conectados por, pelo menos, dois
caminhos internamente-disjuntos.

Suponhamos dg(u,v) = k > 2 e consideremos um uv-caminho de comprimento
k. Seja w o vértice que precede v neste caminho. Como dg(u,w) = k — 1, entdo, pela

hipdtese indutiva, existem dois uw-caminhos internamente-disjuntos P e () em G. Sendo
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G 2-conexo, temos que G — w é conexo e contém um caminho P’ que conecta u e v. Seja
2 o ultimo vértice de P’ que também estd em P U (), existe a possibilidade z ser igual a
v.

Sem perda de generalidade, suponhamos x € P. Logo, G possui dois caminhos
internamente-disjuntos que conectam u e v: um composto da secao de P de u a x junto

com a secao de P’ de x para v e o outro composto de () junto com o caminho wv. W

Corolario 2.8 Seja G um grafo 2-conexo. Dados dois vértices quaisquer de G, existe um

circuito que os contém.

Corolério 2.9 Se G € um bloco com |V(G)| > 3, entdo quaisquer duas arestas de G

estao em um mesmo circuito.

Dado um grafo GG, dizemos que P é um G-caminho se P é um caminho nao-trivial

e intercepta G exatamente nos seus vértices terminais.

Teorema 2.10 Um grafo é 2-conexo se, e somente se, pode ser construido a partir de

um circuito pela adi¢ao sucessiva de G-caminhos em grafos G previamente construidos.

Demonstragao: (<) Todo grafo construido como descrito acima é 2-conexo, pois para
quaisquer dois vértices neste grafo, existe um circuito que os contém.

(=) Seja G um grafo 2-conexo. Entdo, G contém um circuito e, portanto, tem um
subgrafo maximal H construido como descrito no enunciado. Como qualquer aresta
ry € E(G) — E(H) com z,y € V(H) define um H-caminho, temos que H é um subgrafo
induzido de G. Assim, se H # G, entao, pela conexidade de (G, existe uma aresta
vw € E(G) tal que v € V(G) —V(H) e w € V(H). Sendo G 2-conexo, G — w ¢é conexo e
contém um caminho P cujo vértice inicial é v e o Unico vértice em comum com H é seu
vértice terminal. Logo, o caminho formado por P mais a aresta wv, denotado por wvP, é
um H-caminho em G e H = G[H UwvP] é um subgrafo de G, construido como descrito

no enunciado, maior do que H, o que é uma contradicao. l

Teorema 2.11 Seja w um vértice separador de um grafo G. Se H é um grafo conexo tal
que V(H) N V(G) estd contido em um unico bloco de G, entao w é vértice separador de

HUG.
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Demonstracgao: Suponhamos, por absurdo, que w nao seja vértice separador de H U G.
Sejam B’ o bloco de G tal que V(H) N V(G) C V(B'), B um bloco de G tal que
V(B)\{w} estd em uma componente conexa de G —w diferente da que contém V (B’)\{w}
eu e V(B)\{w}eveV(B)\{w}.

Nao existe uv-caminho em G — w, entretanto existe uv-caminho em (G U H) — w.
Pelo menos uma das arestas do uv-caminho em (G'U H) — w deve pertencer a H, caso
contrario u e v estariam na mesma componente conexa de G — w, uma contradicao. Seja
w'w’ a primeira aresta no uv-caminho em (G U H) — w que pertence a H com ' vértice
mais proximo de u. Assim, existe um wuwu'-caminho contido em G — w, implicando que
v € V(G), o que é uma contradigao, porque, neste caso, v’ € V(H) N (V(G) — V(B")).

Portanto, w é vértice separador de G U H. B

As demonstracoes dos resultados a seguir serao omitidas, as mesmas podem ser
encontradas na dissertagao de Oliveira [6], mais precisamente na segao 1.3, intitulada A

Arvore dos Blocos.

Lema 2.12 Sejam G um grafo e X eY subconjuntos de E(G) tais que |V (X)NV(Y)| > 2.
Se G| X]| e G[Y] sdo 2-conexos, entao G[X UY] € 2-conexo.

Lema 2.13 Dois blocos quaisquer em wum grafo possuem, mo mdxrimo, um vértice em

comum.

Lema 2.14 Se G é um grafo conexo e v é um vértice separador de G, entdo v € incidente

a pelo menos dois blocos de G.

Lema 2.15 Seja G um grafo conexo. Se B e B’ sao blocos distintos de G tais que
wmin{|V(B)|, V(B)|} > 2 e v € V(B) N V(B),

entdo v € vértice separador de G.

Para um grafo conexo (G, vamos associar um grafo 7", conhecido como a arvore

dos blocos de G, tendo como conjunto de vértices
V(T") = {B C E(G); B é bloco de G} U{v € V(G);v é vértice separador de G}
e como arestas o conjunto

E(T") = {vB;v é vértice separador de G, B é um bloco de G e v € V(B)}.
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Lema 2.16 T" é uma drvore.

Teorema 2.17 Sejam G um grafo 2-conexo e e uma aresta de G. Se G — e nao € 2-
conexo, entao a drvore dos blocos de G — e é um caminho e a aresta e liga vértices nao

separadores dos blocos terminais.

2.4 Ordem lexicografica

No conjunto N x N x ... x N = N" podemos definir varias ordens totais, em
particular, temos uma chamada de ordem lexicografica, a qual é definida da seguinte
maneira: para « = (ap,ag,...,a,) € B = (b1,bs,...,b,) pertencentes a N dizemos que
a < [ quando a; < b; para o primeiro indice ¢ com a; # b;. Por exemplo, para
a = (9,2,12,3),8 = (9,2,5,10) € N*, temos que a > 3, pois o primeiro indice i tal
que a; # b; é i = 3 e a3 = 12 > 5 = b3. Nesta dissertacao, iremos utilizar a ordem

lexicografica apenas para o caso N x N = N2,



Capitulo 3

Demonstracao do Teorema de Lemos

e Oxley

Com o intuito de facilitar o acompanhamento da demonstracao do Teorema 1.2,
destacamos trés segoes: G\C' é conexo, reducdo ao caso que |F(H)| =1 e quando E(H)
é vazio.

O final da prova de cada Afirmacao, que aparece no decorrer do texto, é demarcado
com um quadrado branco: O.

Antes, vejamos dois Lemas:

Lema 3.1 (Egawa e Miyamoto, 1989) Seja G um grafo simples 2-conexo e A um
subcongunto nao-vazio de V(G). Assumimos que dg(z) + da(y) > m para todo par de

vértices distintos e nao-adjacentes em V(G)\A. Entao,
1. G tem um circuito de comprimento no minimo m — |A| + 1; ou

2. G tem um circuito que contém todos os vértices de V(G)\A e, pelo menos, um

vértice de A.

Lema 3.2 Seja G um grafo simples 2-conexo e seja u um vértice de G tal que dg(v) > k

para todo v em V(G)\{u} e algum k > 3. Entdo,
1. G tem um circuito de comprimento, no minimo, k+1; e

2. G tem um circuito de comprimento, no minimo, k + 3 a menos que G = K1, ou
G = Ky 2\(T'US), onde T é um emparelhamento, S um subconjunto de vértice

estrela e contém, no mdximo, k — 1 arestas e V(T)NV(S) =10
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Agora, vamos a demonstragao do Teorema de Lemos e Oxley.
Demonstracao do Teorema 1.2: Primeiro, consideraremos o caso que |E(H)| > 1, ou
seja, o bloco H possui pelo menos uma aresta. Assumiremos que o Teorema 1.2 falhe e seja
G um contra-exemplo escolhido de tal forma que |E(G)| é minimal e |E(H)| ¢ maximal.
Esclarecemos que, sendo |E(H)| maximal, temos —|E(H)| minimal e, portanto, o par
(|E(G)|,—|E(H)|) é minimal.

Seja C' um circuito de G tal que C' é aresta-disjunta de H e G\C nao é 2-conexo.
Quando k > 5, escolhemos C' com |C| > k + 1 se tal escolha é possivel sobre as condigoes

previamente impostas. Sendo H 2-conexo, em G\C' existe um tnico bloco B que contém

E(H).
Afirmagao 3.3 B=H

Se B # H, entdo, como B contém E(H), temos que |E(B)| > |E(H)| e, pela
ordem lexicografica, (|E(G)|, —|E(B)|) < (|E(G)|, —|E(H)|). Logo, devido a escolha de
H, o resultado deve valer para o par (G, B). Ja sabemos que G\C nao é 2-conexo, assim,
(i) falha para (G, B), entdo (ii) tem que valer. Logo, existe C’ tal que G\C" é 2-conexo e
C" é aresta-disjunta de B, mas E(B) 2 E(H) e o resultado valerd para o par (G, H), o

que ¢ absurdo. Portanto, s6 nos resta a opcao de que B = H. O

Um bloco B’ de um grafo é especial se B’ contém, no maximo, um vértice separador

do grafo.

Afirmacao 3.4 Todo bloco especial B' de G\C' que € distinto de B contém um circuito.
Seja C'g: o circuito de comprimento mdximo. Entao, quando k > 5, uma das sequintes

propriedades vale
(3.4.2) B' = Ky_1; ou

(3.4.3) B = Kp\(T US) para algum emparelhamento T e algum subconjunto S de uma
estrela de algum vértice tal que |S| <k —3 e V(S)NV(T) =0

A exclusao das arestas de C' em G reduz o grau de cada vértice por no méximo 2.

Assim, todo vértice de B’ que nao é um vértice separador de G\C esta em V(G) — V(H)
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e tem grau pelo menos k — 2, que é maior ou igual a 2 em B’ pois k > 3. Portanto, pela
Proposicao 2.3, B’ contém um circuito.

Seja u o vértice separador de G\C que estd em B’. Entdo, k > 5, implica que,
quando excluimos as arestas de C, temos dp/(v) > k —2 > 3,Vv € V(B') — {u}, e, pelo
Lema 3.2,

1. [Cp| > (k—2)+3=Fk+1;0u
2. B'"= K241 = Ki—1; ou

3. B =2 Kj-912\(T'US) = Ki\(T'US), para algum emparelhamento 7" e algum
subconjunto S de algum vértice estrela tal que |S| < (k—2) —1 =k —3 ¢
V(S NnV(T)=0. O

3.1 G\C é conexo

Com o auxilio da Afirmacao 3.4, iremos provar a seguinte afirmacao.
Afirmacao 3.5 G\C ¢ conexo.

Observacao 3.6 Os vértices do circuito C interceptam todas as componentes conexas de
G\C'. Além disso, para que G seja 2-conexo, os vértices do circuito C' devem interceptar,

pelo menos, dois vértices de cada componente conexa de G\C.

Suponhamos, por absurdo, que G\C' nao é conexo. Sejam D a componente conexa
de G\C que contém E(H), G' = G[E(D) U C] e D" uma componente conexa distinta de
D. Sendo H bloco de G\C, implica H bloco da componente conexa D. Se H continua
sendo bloco de G/, entao C' estd em outro bloco de G', caso contrario, H sendo subgrafo
2-conexo maximal de G, teriamos que C' estaria completamente contido em H, o que é
absurdo, pois E(H)NC = (). Logo, H sendo bloco de G’ e C' estando em outro bloco de
G', temos que G’ possui, no minimo, um vértice separador. Desta forma, quando unimos
G' a D", temos, pelo Teorema 2.11, que todo vértice separador de G’ continua sendo
vértice separador de G[G'U D"], logo repetindo este procedimento, ou seja, acrescentando
as demais componentes conexas, concluiremos que G possui um vértice separador, o que

é uma contradi¢ao, pois G é 2-conexo. Portanto, H estd contido em bloco maior de G,
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digamos By, e C' também esta neste bloco By, se nao, concluiriamos da mesma forma que
G possui, pelo menos, um vértice separador.

Escolhemos uma aresta e de H e uma aresta f de C, como C' e H estao no mesmo
bloco By de G, existe, pelo Corolério 2.9, um circuito C; em B; que contém as arestas e
e f. Este circuito C; contém arestas de H e C'. Sendo assim, C; contém um caminho F,
tal que P, esta contido em C' e os Unicos vértices em comum com a componente conexa
D sao seus vértices terminais v; e v. Olhando para o pedacgo do circuito C que estd em
D, temos que este pedago é um caminho P3 em D que intercepta E(H) e tem extremos
vy € Vs.

Consideremos B’ um bloco especial em uma componente conexa D' de G\C
diferente da componente conexa D e suponhamos k =4, ou k > 5 e (3.4.1) vale. Devido
ao fato do bloco B’ pertencer a uma componente conexa D’ diferente de D, o circuito
Cp é aresta~disjunto de H. Assim, como (ii) do Teorema 1.2 falha, temos que G\Cp:
nao é 2-conexo e G\Cp/ tem um tnico bloco que contém H. Este bloco também contém
E(H)U By, contrariando o fato de H ser maximal. Portanto, a condigao (3.4.1) ndo pode

ocorrer.

Afirmacgao 3.7 Seja J um subgrafo conexo de uma componente conexa de G\C' diferente
da que contém E(H), ou seja, diferente da componente conexa D. FEntao, G nao tem

circuito C" que satisfaz todas as condi¢oes a sequir:
(i) " C E(J)UC;
(ii) v e vy estao na mesma componente conexa de G[E(J)UC|\C’; e

(1ii) |C'| > k+1, quando k > 5.

Suponhamos, por absurdo, que exista um circuito C’ satisfazendo a todas estas
condigoes. Entdo, como (ii) do Teorema 1.2 falha, G\C' nao é 2-conexo e G\C’ tem
um tnico bloco que contém H. O fato de, por hipétese, v; e vy pertencerem a mesma
componente conexa de G[E(J)UC]\C", implica que existe um caminho ligando v; e vy e
este caminho é aresta-disjunta do caminho P3 que esta na componente conexa D. Assim,

pela construgao destes dois caminhos, a uniao deles contém um circuito Cy que encontra

E(H) e E(G) — E(H). O circuito Cy estd em G\C’ e, portanto, o bloco de G\C" que
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contém FE(H) também contém E(H) U C5 implicando que este bloco tem mais do que

|E(H)| arestas, o que é uma contradi¢ao a maximilidade de E(H). O

Seja B’ um bloco especial de G\C'. O circuito C' induz uma ordem ciclica, a qual
chamaremos de ordem C-induzida, nos vértices de V(B') N V(C). Um caminho em C
que une dois vértices consecutivos em V(B') NV (C) é chamado de B’-segmento de C, ou
simplesmente o chamaremos de B’-segmento.

Consideraremos o caso que k > 5 e (3.4.2) vale, provaremos que, nestas condigoes,

a seguinte afirmacao ¢ vélida.

Afirmagao 3.8 Se B’ é um bloco especial de uma componente conexa de G\C diferente
da componente conexa que contém E(H) e B' = Ky_1, entao k = 5, o bloco B’ contém

um vértice separador de G\C que nao € vértice de C' e vy e vy estao em B’'-segmentos

diferentes de C.

O bloco B’ de G\C' contém, no maximo, um vértice separador de G\C. Como
B’ = Kj_4, todo vértice de B’ que nao é vértice separador de G\C tem grau k—2 em G\C,
mas, por hipdtese, tem grau, pelo menos, k em G, logo, os vértices de B’, com a possivel
excegao do vértice separador, devem pertencer a C, portanto |V (B )NV (C)| > k — 2.

Como |V(B)NV(C)| > k — 2, existem, pelo menos, k — 2 B'-segmentos. Além
disso, sendo B’ completo e G simples, todo B’-segmento de C' tem comprimento, pelo

menos, dois. Desta maneira, uma das duas condigoes abaixo é satisfeita,

(a) existem dois B’-segmentos distintos de C, P; e P,, que nao passam por {v, vs}; ou

(b) estes dois B’-segmentos nao existem.

No caso (a), seja P; um caminho com u; e w; sendo seus vértices terminais. Entao,
assumimos que u; & {ug,ws} € wy # we. Como B’ é completo, entdo B’ contém
caminhos vértices-disjuntos R; e Ry unindo u; e ws € us e w;, respectivamente, tais
que V(Ry) UV (Ry) = V(B'). A uniao de Ry, P;, Ry e P, é um circuito C’ que estd em
E(B') U C e contém, pelo menos, (k — 1) + 2 vértices, implicando |C’| > k + 1. Além
disso, como Py U{ujw;} é um circuito, uywy ¢ E(C"). Segue que, em G[E(B")UC]\C"’, os
vértices v; e vy estao na mesma componente conexa, Figura 3.1. Portanto, encontramos

um circuito C’ que satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) da Afirmacdo 3.7, o que é um
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absurdo. Logo, o caso (a) ndao pode ocorrer, ou seja, nao existem dois B’-segmentos que
evitam {vy, v }.

wy Poowuy

o
(5] Pl w1

Figura 3.1: v; e vy estao na mesma componente conexa

Sendo assim, o caso (b) deve ser vélido. Como k > 5, para que nao existam dois
B’-segmentos que evitam {vy, v}, k deve ser igual a 5, B’ contém um vértice separador
de G\C que nao é vértice de C, implicando que |V (B') NV (C)| = 3, v1 e vy devem estar

em B’-segmentos diferentes de C' e existe apenas um B’-segmento que evita {vy,vo}. O

A Afirmacao 3.8 serd utilizada mais adiante para concluirmos que G\C' deve ser
conexo.

Suponhamos que k£ > 5 e (3.4.3) vale, que é B" = K;\(T'U S) onde T" é um
conjunto de arestas, S um conjunto de, no maximo, k — 3 arestas, todas dividindo um
vértice em comum, vg, e as arestas de S sao vértices disjuntos dos vértices de T'. Neste

caso, usaremos a seguinte afirmagao.

Afirmagao 3.9 Se w;, e wy sao vértices distintos de B’, entdo existe um caminho
Hamiltoniano unindo wy e wy, a menos que |S| =k — 3 e vgw; e vgws sejam as unicas

arestas incidentes a vg que nao estao em S.

Observagao 3.10 Como |S| € menor ou igual a k — 3, temos que o grau de vs €, no
minimo, dois em B', dp/(vg) > 2, ou seja, existem, pelo menos, dois vértices adjacentes

avg em B'= Kp\(T'US).

Observagao 3.11 Seja v € V(B'). Pelo fato de V(S)NV(T) = 0, temos as sequintes
conclusoes, se a aresta vsv existe, ou seja, vsv € E(B'), entdo v pode nao ser adjacente
a um outro vértice de B'; se a aresta vsv ndao existe, entdo, com excecao do vértice vg, v

¢ adjacente a todos os vértices de B'.
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A demonstracao da Afirmacao 3.9 serd feita por inducao sobre k. Para
k= 5, consideraremos primeiro o caso que vg ¢ {wi,we}, seja V(B') =
{wy, wq,vg,a,b}. Se as arestas wivg e wevg nao pertencem a E(B'), entdao as arestas
wia, wib, wywe, woa, web, vsa, vsb € E(B'), implicando que w;avgbwy é um wiwy-caminho
Hamiltoniano em B’

Se a aresta wyjvs ¢ E(B'), mas wyvg,vga € E(B’), entdao caso ab € E(B’'),
temos que wibavswy é um wywe-caminho Hamiltoniano em B'; caso ab ¢ E(B'), entao
vsb,bwy € E(B') e wiavgbws é um wjiwy-caminho Hamiltoniano em B’. O caso de
wivs € E(B'), mas wyvg € E(B') é andlogo.

Consideremos o caso que wyvg, wavs € E(B'). Se |S| = 2, ent@o nao existe w;ws-
caminho Hamiltoniano em B’. Se |S| < 2, entdo dp/(vs) > 3 e, portanto, vsa ou vgb
pertence a F(B’). Digamos que vga € E(B’). Se wya ¢ FE(B'), entao wywyab, unb € E(B’)
e wibavswy é um wyws-caminho Hamiltoniano em B’. Se wyws,wia € E(B'), entao
ab, ou wyb, nao pertence a F(B'); caso ab ¢ FE(B’), temos que wsb,vsb € FE(B’)
e wiavgbwy é um wywe-caminho Hamiltoniano em B’; caso wyb ¢ E(B'), temos que
vgb,ab € E(B') e wiabvgws é um wywy-caminho Hamiltoniano em B’. Se wywe & E(B'),
entao wia, wib, wea, wyb € E(B') e ab, ou vgh, nao pertence a E(B'); caso ab ¢ E(B'),
temos que vsb € E(B') e wibvsaws é um wjws-caminho Hamiltoniano em B’; caso
vsb ¢ E(B'), temos que ab € E(B’) e wibavsws é um wywse-caminho Hamiltoniano em
B’. Encerramos o caso que vg & {wi, ws}.

Consideremos vg € {wy,wy}, digamos w; = vg, e seja V(B') = {wy,ws,a,b,c}.
Suponhamos |S| = 2. Se wyws, wia € E(B'), entdo wib,wic ¢ E(B'), mas ab, be, wac €
E(B’), implicando que wjabcwy é um wjwy-caminho Hamiltoniano em B’. Se wjwy &
E(B'), entdao wia,wib, waa, web, woc,ac,bc € E(B') e, portanto, wiacbws é um wyws-
caminho Hamiltoniano em B'.

Suponhamos |S| < 2, entdo, dp/(w1) > 3, digamos, que wia,w b € E(B'). Se
wywe & E(B'), entdo wic, waa, web, wyc € E(B') e ab, ou be, ou ac, pode nao pertencer
a E(B'). Se ab ¢ E(B’), temos que bc,ac € E(B') e wibcaw, é um wjwy-caminho
Hamiltoniano em B’; o caso que bc, ou ac, nao pertence a F(B’) é analogo.

Ainda supondo que |S| < 2, digamos que, desta vez, wywy € E(B’), além de w;a
e wib. Se ab € E(B') e wic ¢ E(B'), entao wyabcws é um wywe-caminho Hamiltoniano

em B'. Se ab ¢ E(B’), temos que be, wsb,ac € E(B') e wiacbwy é um wjwy-caminho
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Hamiltoniano em B’.

Suponhamos que wjws, wya, wb, wic € E(B'). Se awy, & E(B'), entao wibacws é

? ? Y Y
um wjwo-caminho Hamiltoniano em B’. Se awy, € E(B’), entao ac, ou ab, ou cws, ou
bws, nao pertence a E(B’); caso ac € E(B’), entao ab, bc, cw, € E(B') e wiabcwy é um
) ) ) Y )

wywy-caminho Hamiltoniano em B’; o caso que ab, ou be, ou cws, ndo pertence a E(B')
é analogo. Concluimos o caso que k = 5.

Agora, consideraremos k > 5. Se |S| = k — 3 e vgwy,vgws € E(B’), entdo nao é

, . . . . / 7 . .
possivel construir um wjws-caminho Hamiltoniano em B’. Caso contrario, retiramos um
vértice v diferente de wy, wy e vg € obtemos o grafo Ky_1\(7"US"), onde T e S’ sao obtidos
a partir de T e S, respectivamente. Pela hipdtese indutiva, existe um w;ws-caminho
Hamiltoniano, Py, em Kj;_1\(7" U S’). Colocamos de volta o vértice v e recuperamos o
grafo B’ = K;\(T'US). Resta encaixarmos o vértice v no caminho P, para obtermos um
wiwse-caminho Hamiltoniano em B’. Escolhemos duas arestas em sequéncia no caminho
4, ab e be. Existe a possibilidade de a = wy, b = vg e ¢ = w9; 0 caso que a = vg, implica
Py, ab e be. Exist bilidade d , b g : s, 1
que a = w; = vg €; 0 caso que ¢ = vg, implica que ¢ = wy = vg.
av, bv nta icionam I av e bv e removem I a

Se av,bv € E(B'), entao adicionamos as arestas e bv e removemos a aresta ab
do caminho P;, obtendo um w;wy-caminho Hamiltoniano em B’.

Caso av ¢ E(B'), entao, pela Observagao 3.11, cv,bv € E(B’) e, com estas arestas,
fazemos um procedimento anédlogo ao descrito no paragrafo anterior. Se bv € E(B'), entao
pegamos o outro vértice adjacente a ¢ em Py, d, adicionamos as arestas cv e dv, retiramos

a aresta cd do caminho P, e obtemos um w;wy-caminho Hamiltoniano em B’. O

Como todo vértice v em V(G) — V(H) deve ter grau maior ou igual a k, entdo
todo vértice de B’, com a possivel excecao do vértice separador, é também vértice de
C, desta forma, |V(B')NV(C)| > k — 1. Assim, o numero de B’-segmentos de C é k
ou k — 1 e, por conta disto, para alguns vértices distintos w; e wy em V(B') NV (C),
existe um B’-segmento Cwy, ws] de C' com extremos w; e wy tal que Clwy, ws] ndo passa
por v; e vy. Escolha tal B’-segmento de tal maneira que seu comprimento é méaximo e,
depois, escolha um caminho de comprimento méximo B’[wy,ws] em B’ ligando w; e ws.
Entao, a uniao de B'[wy, ws] ¢ Clwy, ws] é um circuito ¢! C E(B')UC e vy e vy estao na
mesma componente conexa de G[E(B’) U C]\C’, Figura 3.2. Teremos uma contradi¢ao
a Afirmacao 3.7 a menos que |C'| seja menor ou igual a k. Iremos analisar este caso

excepcional. Entao, quando |C’| < k, uma das duas condigoes acontece:
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C[U)l, wg}

Figura 3.2: Construgao do circuito C”

(a) Clwy,ws] tem comprimento pelo menos dois, |Clwy, ws]| > 2; ou

(b) Clwy,ws] tem comprimento um, |Clwy, ws]| =1 < 2.

Suponhamos que a condigao (a) vale. Entao, B'[w;,w;] ndo pode ser um caminho
Hamiltoniano em B’. Se B'[wy, ws] fosse um caminho Hamiltoniano em B’, entao C’
teria comprimento maior ou igual a k + 1, contradizendo as condigoes (i), (ii) e (iii) da
Afirmagao 3.7. Logo, pela Afirmacao 3.9, w; e ws sao os Unicos vértices que estao ligados

a vg em B'.

Observagao 3.12 Ainda pela Afirmagao 3.9, para todo B'-segmento Cluy,us] que ndo
passa por vy e vy e € diferente de Clwy, ws], 0 caminho de comprimento mdzimo B'[uy, us)
em B’ com extremos uy e uy é Hamiltoniano. Assim, Cluy,us] tem somente uma aresta,
porque, caso contrdrio, a uniao B'lui,us] com Cluy,us] € um circuito Cs satisfazendo
ICs] > kE+1, C3 C E(B)UC e v, e vy estio na mesma componente conera de

G[E(B') U C|\Cs, o que contradiz a Afirmacao 3.7.

Observagao 3.13 Como B' = K;\(TUS), onde T = {wiws} ouT = 0, entio B'— {vg}
¢ um grafo completo ou um grafo completo com a aresta wywe deletada, seque que o0s

unicos B'-segmentos de C' de comprimento um devem interceptar vg.

Observacao 3.14 Se existem, pelo menos, trés B'-segmentos diferentes de Cwy, ws] que
nao passam por vs, entdo, existe, no minimo, um B’-segmento que evita {vi,vs}. Pela
Observacao 3.12, este B'-segmento deve ter comprimento um e, pela Observagdo 3.183,
deve interceptar vg, o que € uma contradi¢ao. Portanto, existem, no mdximo, dois B’-
segmentos de comprimento maior ou iqual a dois, diferentes de Clwy,ws] e que nao passam

pOT Vg.
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Contando com Clwy,ws], existem, no méaximo, trés B’-segmentos distintos com
comprimento maior ou igual a dois. Ora, existem, pelo menos, k — 1 B’-segmentos, sendo
assim, os k — 1 — 3, ou k — 3, B’-segmentos restantes devem ter comprimento um e, pela
Observagao 3.13, todos devem passar por vg, logo vg deve pertencer a V (C').

Lembrando que, como |S| =k — 3, w; e wy sdo os Unicos vértices adjacentes a vg
em B’ e k > 5, temos que dp/(vs) = 2. Se vg nao é o vértice separador de B’, entao,
como C' s6 acrescenta mais duas arestas incidentes a vg, teremos, no grafo original, que
dg(vs) = 4 <5 < k, uma contradigao. Logo, vs deve ser o vértice separador de B'.

Pela Observacao 3.14 e o paragrafo anterior, k nao pode ser maior que 5, pois, neste
caso, existirao, pelo menos, trés B’-segmentos distintos de Cwy, ws] que nao passam por
Vs.

Resumindo, devemos assumir que vg € V(C) e k = 5. Portanto, existem quatro
B’-segmentos diferentes de Cfw;,ws]. Destes, no maximo um contém v;, no maximo
um contém vs e no maximo dois tem comprimento um. Para satisfazer as condigoes
descritas nas Observagoes 3.12, 3.13 e 3.14, a igualdade deve valer em cada um destes
limites, ou seja, existem um B’-segmento que contém v, um outro contendo v, e dois de
comprimento um. Logo, B’ é igual ao grafo da Figura 3.3. Além disso, vga e vgh estao
em C e, sem perda de generalidade, determinamos a ordem C-induzida em V' (B’) como
sendo wy, wsy, a,vg, b. Entdo, vy e vy estao, em alguma ordem, nos B’-segmentos Clws, a] e
Clb,wy]. Seja C" a unido de Cwy, wsy] com o caminho wybvgawy em G[E(B') U C], vemos

que C’ tem comprimento seis, o que contradiz a Afirmagao 3.7. Isto exclui o caso (a).

Us

Figura 3.3: B’

Suponhamos que a condigao (b) vale, entdao temos que wijwy € T e também

wiwy € C. Pela Observacao 3.11, as arestas wivg e wovg pertencem a B’. Pela Afirmacao
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3.9, temos que para todo B’-segmento C[ug,us] que nao passa por vy e vy, 0 caminho
de comprimento maximo B’[uy, uz] é Hamiltoniano, entao Cluy, us] deve ter comprimento
um. Como B’ —{vg} é um grafo completo menos um emparelhamento, dois B’-segmentos
de C' consecutivos podem ter comprimento um somente se ambos interceptam o vértice
vg, sendo assim, s6 existem, no maximo, dois B’-segmentos consecutivos de comprimento
um. Para satisfazer a estas condigoes, segue que k = 5. Se vg € V(C), entdo B’ é como na
Figura 3.4(1), onde as arestas 12 e 34 estao em C, os vértices vy e vy estdo em diferentes
B’-segmentos de C' e vg, para satisfazer dg(vs) > 5 = k, é um vértice separador de G\C.
Se vg € V(C), entdo existem vértices 3 e 4 de B’ tais que vgs3 e vgd sao arestas de C' e,
consequentemente, nao sao arestas de B’. Além disso, para que dg(vg) seja maior ou igual
a cinco, vg deve ser um vértice separador de G\C'. Logo, B’ é como mostrado na Figura

3.4(2), onde 12 € C' e, mais uma vez, v; e vy estdo em diferentes B’-segmentos de C.

Us Us

3 4 3 4
(1) (2)
Figura 3.4: B’

Mostraremos que, se (2) vale, entdo podemos modificar C' e B’ de tal forma que
(1) em detrimento de (2) valha. Para tanto, basta trocar C' por C; e B’ por Bj, onde
C1 = (CU{34}) — {vs3,us4}, V(B)) = V(B) e E(B}) = (E(B') — {34}) U {vs3, vs4}.
Entao, C; é um circuito tendo, pelo menos, seis arestas, pois C; contém os B’-segmentos
C[2,4], C[3,1], C[1,2] e C[3,4] com |C[2,4]| > 2 e [C[3,1]| > 2. Os conjuntos de vértices
das componentes e blocos de G\C; e G\C sao idénticos.

Combinando a Afirmagao 3.8 com o resultado do tltimo paragrafo, deduzimos que
se G\C é desconexo, entdao k = 5 e devemos assumir que, para todo bloco especial B’ de

G\C' que estd em uma componente conexa diferente de E(B), as seguintes afirmagoes sao

verdadeiras:

(i) B’ contém vértice separador u de G\C e {u} =V (B') =V (C); e
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(ii) B’ é um grafo completo de quatro vértices, ou o grafo obtido do grafo completo de
cinco vértices pela exclusao de duas arestas emparelhadas, onde ambas arestas estao

em C; e

(iii) v1 e v estdo em diferentes B’-segmentos de C.

Entao, (i) garante que podemos escolher blocos especiais B; e B, distintos que
estdo na mesma componente conexa D" de G\C com E(D") N E(B) = (. Por (iii),
ambos os caminhos que ligam v; e v em C' contém vértices de ambos By e By. Assim,
C' contém um caminho P ligando um vértice x; de V(Bj) a um vértice x5 de V(By) que
evita {v1,v,} e é internamente disjunto de ambos V(By) e V(By). Para i € {1,2}, existe
um caminho Hamiltoniano P; em B; de x; ao vértice separador u; de G\C' que estd em
B;. Seja Gi a uniao de P, P, P, e um caminho @) em D” ligando u; e up. Entao G
contém um circuito C; cujo conjunto de arestas contém propriamente E(P;). Além disso,
v1 e vy estdo na mesma componente conexa de G[E(D”) U C]\C;. Assim, temos uma
contradigdo a Afirmagao 3.7 a menos que |Cj| = 5 e By = K. No caso excepcional,
V(Cy) = V(B1) U{w1}, onde uyy; € E(D") e y; € V(P)NV(Q). Mas, no vyvy-caminho
em C' que evita {x1, 25}, existe um caminho P’ que liga um vértice wy; € V(B;) a um
vértice wy € V(Bsy) e é internamente disjunto de ambos V(B;y) e V(By). Na uniao de
P’ Py, P, e Q, existe um circuito contendo F(P;) que tem comprimento seis e, portanto,
contradiz a Afirmagao 3.7, ou tem comprimento cinco e, implica que, y; € V(P’). Como

P e P’ sao vértices disjuntos, temos uma contradicao.

A dltima contradi¢do completa a prova de que é um absurdo assumir que G\C' é

desconexo. Portanto, temos que, de fato, G\C' é conexo. O

Afirmacao 3.15 Se k > 5, entdo todo bloco terminal de G\C tem, pelo menos, k + 1

veértices.

Observacao 3.16 Sendo G\C' conexo, todo bloco terminal de G\C' é, por defini¢do, um

bloco especial e, pela Afirmacao 3.4, tem, no minimo, k — 1 vértices.

Sejam B’ um bloco terminal de G\C' e u o vértice separador de G\C' pertencente a
B’. Assumimos que |V (B’)| € {k—1, k}. Pela comparagao de graus em B’ e G, deduzimos

imediatamente que V(C') 2 V(B’) —{u}, ou seja, C' poderd conter todos os vértices de B’,
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a possivel excecao é o vértice separador. Além disso, se um vértice de B’ nao é adjacente
a dois ou mais vértices em B’, entao este vértice deve ser u.

Sejam P um caminho que estd propriamente contido em C e {Bj, By, ..., Bs}
um conjunto de blocos de G\C, dizemos que P cruza este conjunto de blocos quando a
intersecao de V(P) e V(B;) UV (By) UV (B;)U...UV(Bg) consiste dos vértices terminais
de P e G[E(B;)UE(Bs)U...UE(Bg)UE(P)] é 2-conexo, ou seja, P pode ser visto como
um G\ C-caminho.

Consideremos os B’-segmentos de C. Existe um B’-segmento Cvy, v2] que contém
um caminho que cruza algum conjunto de blocos contendo B = H. Chamamos um
B’-segmento de ndao-trivial se ele contém, pelo menos, duas arestas; caso contrario,

chamaremos de trivial.
Observacgao 3.17 Por construcdo, Clvy,vs| € um B'-segmento nao-trivial.

Afirmagao 3.18 G nao possui circuito C' com pelo menos k + 1 arestas para as quais
todas as condigoes a sequir sao vdlidas:

(3.18.1) E(Clv1,v5]) N C" = 0;

(3.18.2) V(C") D2V (C)NV(B'); e

(5.18.3) C" € obtido a partir de C' pela dele¢ao de alguns B’'-segmentos de C' e inserindo
algum subconjunto X de E(B') tal que B'\X ¢ conezo.

Suponhamos que G tenha tal circuito C’. Consideremos G\C’. Ora, G\C’ contém
C'lv1,v9] €, consequentemente, contém um caminho P, que cruza um conjunto de blocos
contendo B. Como B'\ X é conexo, segue que G\C’ contém um circuito que contém Py e
intercepta E(B). Pela Afirmacao 3.3, o bloco de G\C’ contém F(H) propriamente, uma

contradicao. Portanto, a Afirmacao 3.18 é verdade. O

A prova da Afirmagao 3.15 sera dividida em varios casos, em cada um deles devemos
construir um circuito C’ obedecendo (3.18.1) a (3.18.3) com, pelo menos, k + 1 arestas.

Um circuito ¢ obedecendo (3.18.1) a (3.18.3) tem comprimento, no minimo,
[V(C)NV(B')| + n, onde n é o nimero de B’-segmentos nao-triviais de C' que estao
contidos em C".

Suponhamos |V (B’)] = k — 1. Entao, pela Afirmacao 3.4, B’ = Kj_; e, pela
Observagao 3.17, vive € E(B'). Seja €' = (C' — Clvy, v2]) U{v1v9}. Todo B'-segmento
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de C contém pelo menos duas arestas. O nimero de tais B’-segmentos, diferentes de

Clvy, v9], é no minimo |V(B")NV(C)| — 1. Assim,
= [V(B)nV(O) + [V(B)N V() =1 =2(V(B)NV(C)| = 1) + 1,

mas, para nao contradizer a Afirmagao 3.18, |C’| deve ser menor ou igual a k, logo,

k>0 > 2(V(BYNV(C) —1)+1= % > V(BN V(C).

Mas, |V(B)NV(C)| é k—1ou k—2. Para que |V(B')NV(C)| seja igual a k — 1, u deve

pertencer a C'. Neste caso, k—;l > k—1, logo, k < 3, uma contradicao. Portanto, devemos

assumir que u € V(C). Entao, % >k — 2, logo, k < 5 e, portanto, k = 5. Neste caso,
alteramos a escolha de C" para (C' — Clvy,vs]) U {uvy, uva} e, consequentemente, V(C")
contém todos os vértices de B’. Sendo assim, |C'| > k—1+[(k—2)—1] = 2+2(k—3) > k+1,
uma contradi¢ao. Logo, |V(B')| deve ser maior que k — 1.

Suponhamos |V (B’)| = k. Entao, pela Afirmagao 3.4, B’ = Ky\(T'US), onde T
¢ um emparelhamento e S é um subconjunto de arestas incidentes ao vértice u tal que
S| < k—=3eV(S)NV(T) = (. Dois B'-segmentos de C' consecutivos nao podem ser
triviais, a menos que cada um contenha o vértice separador wu.

Suponhamos que u ¢ V(C'). Seja vy,vs,...,v5_1 a ordem C-induzida em V(B’).

Sem perda de generalidade, devemos assumir que um dos seguintes casos acontece:
(a) {uvy,uve} C E(B') e dp(u) > 3;

(b) {uvy,uve} C E(B') e dp/(u) = 2;

(c) uvy & E(B').

Se (a) acontece, seja C' = (C' — Clvy, v9]) U{uvy, uvy}. Como u ¢ V(C'), entao nao
existem dois B’-segmentos triviais consecutivos. Sendo k > 5, existird, pelo menos, um
B’-segmento nao-trivial diferente de Cvy, v5], logo |C'| > k+ 1 e B'\{uvy,uvs} é conexo,
portanto, temos uma contradicao a Afirmacao 3.18.

Se (b) acontece, entao seja C' = (C' — Cluy, vao] — Clvs, v4]) U {v1v3, v204}. Como
B’ —{u} é completo, exceto pela possivel auséncia da aresta vi;vy, todo B’-segmento de C
é nao-trivial. Assim, |C'| > k+1. Como B'\{vjv3,vov4} é conexo, temos uma contradigao

a Afirmacao 3.18.
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Se (c) acontece, entao vy é adjacente em B’ a todo vértice em V(B') — {u}. Em
particular, vyvy € E(B’). Seja C" = (C' — Clvy,vq]) U {v1v2}. Como wvevg € E(B'), o
segmento Cvg, v3] é ndo-trivial. Além disso, pelo menos, um entre C[vs, vy] e Clvg, vs] é
nao-trivial, onde, possivelmente, v5 = v;. Assim, C' tem, pelo menos, dois B’-segmentos
nao-triviais, diferentes de Cvy, vo], logo, |C'| > [V(C)NV(B)|+2=(k—1)+2=k+1,
uma contradigao.

Sendo assim, ¢é necessario assumir que u pertence a V(C). Seja vy, v, ..., v a
ordem C-induzida em V' (B’). Sem perda de generalidade, devemos assumir também que

uma das seguintes condigoes acontece:
(a) vive € E(B');

(b) vy & E(B') e u & {vy,09};

(c) vive & E(B') e u = vs.

No caso (a), seja C" = (C'—Cvy, v3])U{v1v2}. Observamos que B'\{vjv,} é conexo.
Como k > 5 e s6 podem existir apenas dois B’-segmentos triviais consecutivos, temos que
existird, pelo menos, um B’-segmento nao-trivial diferente de Cfvy,vs], implicando que
|C’| > k + 1, uma contradigao.

No caso (b), ambos v; e vy sdo adjacentes em B’ a todos os vértices de
V(B') — {v1,v2}. Entao, como vyvs € E(B'), o segmento C[vg,v3] é nao-trivial. Seja
C" = (C = Clvy,va] — Clus,vy]) U {v03,0904}. Como C’ contém todos os vértices de
B’ e também contém o B’-segmento nao-trivial C[vg, v3], entdo C’ tem comprimento, no
minimo, k + 1. Além disso, B"\{v1v3, vov4} é conexo, uma contradigao.

No caso (¢), seja C" = (C' — Clvy,ve] — Clvg,v3]) U {v1vs3}. Entdo, vevy & E(B’'),
logo, vivx € E(B') e, consequentemente, Cfvy, vg] é nao-trivial. Pelo menos, um dos B’-
segmentos Clvs, v4] ou Clug, vs] é nado-trivial, porque ou a aresta vsvy pertence a E(B'),
ou a aresta v4vs ird pertencer a F(B’). Assim, C’ contém pelo menos dois B’-segmentos
nao-triviais de C, logo, |C’| > k + 1, o que contradiz a Afirmagao 3.18.

Portanto, quando k& > 5, todo bloco terminal de G\C' tem, no minimo, k + 1

vértices. O

Combinando as Afirmagoes 3.4 e 3.15 e a definicao de C', obtemos:
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Afirmagao 3.19 Se B’ € um bloco terminal de G\C' distinto de B, entdo B é um bloco
de G\Cp:. Além disso, se k > 5, entao |Cp/| > k + 1.

Afirmagao 3.20 G\C tem exatamente dois blocos terminais e toda aresta de C satisfaz
a uma destas condicoes:

(i) intercepta dois vértices pertencentes ao mesmo bloco terminal de G\C; ou

(i3) intercepta dois vértices em diferentes blocos terminais de G\C' tal que nenhum destes

dois vértices é um vértice-separador de G\C.

Seja u um vértice separador de G\C' que pertence ao bloco B e seja By outro bloco
de G\C tal que u pertence a V(Bj). Entao, em (G\C) — u, os conjuntos V(B) — {u} e
V(B1) — {u} estao contidos em diferentes componentes conexas D e Dy, respectivamente.
Como G — u é conexo, existe um caminho em C de D para D; e, consequentemente,
existe um tal caminho minimal P. Este caminho cruza um conjunto S de blocos de G\C'
tal que B € §. Além disso, todo conjunto de blocos de G\C' que contém B e é cruzado
por um caminho em C, deve conter todos os blocos terminais de G\C, caso contrario,
B = H estaria contido em um bloco maior de G\Cp/, onde B’ é bloco terminal de G\C' e
B' ¢ S, ou seja, terfamos uma contradicao a Afirmacao 3.19. Portanto, como o caminho
que cruza S s6 intercepta os blocos de & em dois vértices, G\C' tem exatamente dois
blocos terminais.

Ambos blocos terminais devem interceptar uma aresta de C'. Assim, existe um
caminho em C que liga um vértice em um bloco terminal a um vértice do outro. Todo tal
caminho minimal tem no maximo uma aresta, caso contrario, C' teria um caminho que
cruza algum conjunto S de blocos de G\C' tal que B € S, mas S nao contém ambos os
blocos terminais, uma contradicao a escolha de C'. Logo, toda aresta de C' ou intercepta
dois vértices no mesmo bloco terminal de G\C, ou intercepta vértices em dois blocos
terminais distintos de G\C. Pela Afirmacao 3.19, uma aresta de C' que tem dois vértices

adjacentes em diferentes blocos terminais nao intercepta vértice separador de G\C'. O

Afirmagao 3.21 B e C tem, no mdximo, um vértice em comum.

Seja B’ um bloco terminal de G\C' diferente de B. Se B e C' tém mais do que um
vértice em comum, entdo G|E(B)UC(C] esta propriamente contido em um bloco de G\Cp,

contradizendo a Afirmacao 3.19. O
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3.2 Reducao ao caso que |E(H)| =1

Distinguiremos os casos quando:
(i) B nao é bloco terminal de G\C e
(ii) B ¢ um bloco terminal de G\C.

No caso de (i) ser verdade, sejam v e w os vértices separadores de G\C' pertencentes
aos blocos terminais B, e B,, de G\C, respectivamente. Seja G’ obtido a partir de G pela
exclusao da uniao de todos os blocos de G\C, com excegao de B, e B, e adicionando
uma aresta ligando v e w. Seja H' o grafo G'[{vw}]. Suponhamos que |E(G")| < |E(G)].
Entao, d¢/(v) > k, para todo v em V(G') — V(H'), e C' é um circuito de G’ que é aresta
disjunta de H' e, quando k > 5, |C| > k+1. Como o |E(G)| é minimal tal que o Teorema
1.2 falha, temos que o Teorema 1.2 vale para o grafo G’, entao GG’ tem um circuito C’
que é aresta disjunta de H’ tal que G'\C’ é 2-conexo e, quando k > 5, |C'| > k + 1.
Evidentemente, ¢’ é um circuito de G. Além disso, como G\C’ pode ser escrito como a
2-soma com ponto base vw de G'\C" e outro grafo 2-conexo, segue que G\C' é 2-conexo,
uma contradigao. Concluimos que |E(G’)| = |E(G)|. Portanto, se B nao é bloco terminal
de G\C, entdao G\C tem exatamente trés blocos e B, que é igual a H, consiste de uma
Unica aresta.

No caso de (ii) ser verdade, segue, pela Afirmagao 3.21, que B e C' tem exatamente
um vértice em comum, digamos w. Seja v o vértice separador de G\C que pertence ao
outro bloco terminal B’ de G\C. Seja G’ obtido a partir de G pela dele¢ao da uniao de
todos os blocos de G\C' diferentes de B’ e adicionando uma aresta ligando v a w. Pela
Afirmagao 3.20, tal aresta vw nao existe em C. Seja H' = G'[{vw}]. Se |E(G")| < |E(G)|,
entao, como no caso (i), obtemos uma contradigao. Portanto, se B é um bloco terminal

de G\C, entao G\C tem exatamente dois blocos e B é apenas uma aresta.

O Teorema 1.2 vale, a menos que G\C' tenha no méximo trés blocos, onde dois
deles sao blocos terminais e B, que é igual a H, é uma tunica aresta. Além disso, se
G\C tem exatamente trés blocos, B nao é bloco terminal. Suponhamos que G\C' tenha
exatamente trés blocos. Devemos refinar a escolha de C' para que, dentre os possiveis
candidatos de C', escolhemos o que faz com que o nimero maximo de arestas de um
bloco de G\C' seja o maior possivel. Seja By o bloco com o nimero méximo de arestas

alcancado. Entao, By é um bloco terminal de G\C'. Seja Bj o outro bloco terminal de
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G\C. O terceiro bloco de G\C' é B. Pelas Afirmagcoes 3.4 e 3.15, B; contém um circuito
Cy de G\C tal que, quando k > 5, |Cy| > k + 1. Pela Afirmacao 3.5, G\C é conexo e,
claramente, tem um bloco Bj que contém Bs. Pela escolha de Bs, segue que B) = Bs.
Logo, B, tem um tnico vértice u em comum com C' e u deve ser um vértice separador de
G\ (1, caso contrario, a escolha de By é contrariada, pois By deixaria de ser maximal. O
tnico vértice em V(B) NV (By) é também um vértice separador de G\, que é diferente
de u. Assim, By é um bloco de G\ contendo, pelo menos, dois vértices separadores
distintos deste grafo. Logo, em G\C, existem, no minimo, trés blocos incluindo B e Bs.
Como By nao é um bloco terminal, deduzimos que G\C} tem um outro bloco distinto de
B, que nao é bloco terminal, portanto, o Teorema 1.2 vale para G, uma contradigao.

Assumimos que G\C tem exatamente dois blocos, um deles é B e consiste apenas
de uma unica aresta e = vw. Seja B’ o outro bloco de G\C' e suponhamos que w é o
vértice em comum entre B e B’. Entao, C' tem exatamente duas arestas interceptando
v. Pelo fato de |C| > |E(H)|, o Teorema 1.2 vale para G e seu subgrafo C'. Assim, G\C’
é 2-conexo para todos os circuitos C" de G que sdo arestas-disjuntas de C, ou G\C’ é
2-conexo para algum circuito ¢’ com |C’| > k + 1 quando k£ > 5. Como dg(v) = 3,
um circuito que é aresta disjunta de C' em G, é também aresta disjunta de H. Devemos
estabelecer uma contradi¢ao proveniente do fato de que podemos mostrar que o grafo G
tem um circuito que é aresta disjunta de C' e que, quando k > 5, este circuito pode ser
escolhido de tal forma que tenha comprimento maior ou igual a k + 1.

Consideremos B’. Todo vértice deste grafo simples 2-conexo, exceto, possivelmente,
w, tem grau, no minimo, £ — 2. Se k = 4, entao GG certamente tem um circuito que
é aresta disjunta de C', temos uma contradi¢ao. Assim, devemos assumir que k£ > 5.
Entao, pelas Afirmacoes 3.4 e 3.21, obtemos uma contradicao, que é B’ ter um circuito
de comprimento maior ou igual a k + 1, a menos que |V(B')| € {k — 1,k}. No caso
excepcional, |V(G)| € {k,k + 1}. Como todo vértice de G, diferente de v e w, tem
grau, pelo menos, k, todo tal vértice é adjacente a v. Mas, v tem grau 3 em G, logo
5 < k < |V(G)| < 4. Esta contradi¢io completa a prova de que o Teorema 1.2 vale
quando |E(H)| > 1.
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3.3 E(H) é vazio

Assumimos que o Teorema 1.2 falha quando H nao possui arestas. Neste caso, H
¢ apenas um unico vértice u. Seja e uma aresta incidente com u. Como o Teorema 1.2
vale quando H = G[{e}], mas falha quando E(H) = (), deduzimos que G\C' é 2-conexo
para todo circuito C tal que e ¢ C. Fazendo e variar sobre todas as arestas incidentes
a u, deduzimos que G\C' é 2-conexo para todos os circuitos C' que nao contém o vértice
estrela u. Sendo assim, devemos assumir que dg(u) = 2. Consideremos G —{u} e seja G
um bloco especial deste grafo. Seja A = {w}, onde, se Gy # G — {u}, entdo w é o tnico
vértice separador de G — {u} em G e, se G; = G — {u}, entdo w é um vértice adjacente
de v em G;. Entao, dg, (z) + dg, (y) > 2k — 1 para todos os vértices = e y nao adjacentes
em V(G;) — A. Usando o Lema 3.1, como k > 3, segue que GG; tem um circuito C; de
comprimento, no minimo, k + 1. Mas, C} é um circuito de G que é aresta disjunto do
vértice estrela de u. Logo, G\C} é 2-conexo e, portanto, o Teorema 1.2 vale quando E(H)
¢ vazio, uma contradicao.

Com isso, concluimos a prova do Teorema 1.2.



Capitulo 4

Exemplos

Quando k£ > 5, o limite inferior de £+ 1 no comprimento de C' em (ii) do Teorema
1.2 melhora o limite de k — 1 no Teorema de Jackson. O exemplo a seguir nos mostra que

este aprimoramento falha quando k = 4.

Exemplo 4.1 Seja G um bloco com, pelo menos, dois vértices e Gy uma copia do Ko 3
com classe de vértices {uy,us} e {wy,we,ws}. Criamos G adicionando as arestas ujus
e, para cada i € {1,2,3}, adicionamos duas arestas de w; para vértices distintos w, e w}
de Gy. Seja H o subgrafo induzido de G por E(G1) U {ww}, ww!;1 < i < 3}. Entdo,
dg(v) > 4 para todo v em V(G) — V(H), mas o maior ciclo C de G que evita E(H) e

deiza G\C' 2-conezo € um ciclo de comprimento trés.

U1 U9
G
w1 w3
w/ wl/
Gy
Figura 4.1: G

O préximo exemplo nos revela que o limite de k + 1 vértices em (ii) do Teorema

1.2 é o melhor possivel.

Exemplo 4.2 Seja H um grafo simples, que € um bloco. Para cada i € {1,2}, sejam

w;, v; e w; vértices distintos em uma cépia G; de K 1. Se |V (H)| =1, entao G ¢é formado
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pela identificacao de wy e wy com o0s unicos vértices de H e adicionando a aresta uius.

Se [V(H)| > 1, entao G € formado a partir de G1 e Gy pela identificacdo de wy e wy com
J

dois vértices distintos de H e adicionando as arestas vivy e uyus. Em cada caso, G nao

tem ciclo de comprimento maior do que k+ 1 para o qual G\C' é 2-conexo e CNE(H) é

Vaz10.

Gl U U2 GQ G1 Uy U2 G2
|E(H)| =1 |[E(H)| > 1

Figura 4.2: G
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