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Resumo

Neste trabalho, pretendemos estudar as vantagens e as limitacoes dos modelos de acopla-
mento de SIS(suscetiveis - infectados - suscetiveis) deterministicos e estocasticos. Nosso objetivo
principal é através de uma modelagem minimalista tentar explicitar algumas dificuldades en-
contradas com a modelagem de doencas tao complexas como a Esquistossomose e as Infeccaoes
Hospitares. A alta variancia nos dados obtidos em campo para tais modelos [6] tém sido um
obstaculo na descricdo dessas doencas. E nossa intencdo tentar descrever tal fenomeno como
sendo resultado de um simples acoplamento entre duas populagoes. Em um segundo momento,
pretendemos estabelecer relagoes entre conceitos deterministicos e os sistemas estocésticos a
exemplo do que é feito para o modelo SIS [19-b, 5,10]. Tal relacdo permitiria uma melhor
descricao dos modelos estocasticos bem como discutir estratégias de controle. Para tanto, es-
tudamos a suscetibilidade dos modelos criados aos seus parametros de base. Como doencas
possiveis de serem estruturalmente conceituadas através de nossos modelos citamos novamente
os casos da Esquistossomose e das Infeccoes Hospitalares. Na primeira, temos a populacao de
humanos e a populacao de focos da doenca. Na segunda, temos a populacao dos doentes e a
populacao composta por médicos e enfermeiros de um hospital. Com o proposito descrito acima,
desenvolvemos alguns modelos de acoplamento de modelos SIS deterministicos e estocasticos
para simular e estudar a dinamica da difusao de infecgoes numa comunidade. Foi construido
um modelo estocéstico computacional de acoplamento de dois SIS e um modelo deterministico
com proposito de descrever o modelo qualitativamente. Nos modelos deterministicos o valor
da reprodutividade basal representado pelo simbolo R, determina a persisténcia ou extinc¢ao
da doenca. Foi realizada uma anélise da estabilidade do equilibrio deterministico em funcao da
reprodutividade basal definida para o modelo deterministico. Para o modelo computacional,
estudamos a convergéncia para um equilibrio do nimero de individuos infectados de cada pop-
ulagao e da reprodutividade basal calculada. Analisamos o comportamento da reprodutividade
basal em funcao do tamanho de uma das populacoes e também, em funcao do tempo de recu-
peracao dos individuos de uma populacao considerada. Observando a existéncia de epidemias
onde os individuos podem se infectar mais de uma vez(superinfecgdo) como por exemplo, a
esquistossomose, resolvemos acrescentar a condi¢ao de reinfeccao no modelo computacional e
analisar o comportamento da reprodutividade basal. Foram construidos modelos estocasticos
de acoplamento de modelos SIS em tempo-discreto e em tempo-continuo introduzindo um ve-
tor bidimensional de cadeias de Markov (X (t),Y(t)), ¢ > 0 onde X () representa o nimero de

individuos infectados de uma populagao H e Y (t), o namero de individuos infectados de uma



populacao F'. Consideramos constantes os tamanhos das duas populagoes, as taxas de trans-
missao e as taxas de recuperacao. Estudamos numericamente o valor esperado do nimero de
individuos infectados da populacao H em funcao do tamanho da populagao F' e, também, em
funcao do tempo de recuperacao dos individuos da populagao F'. Nos modelos estocasticos, em
alguns casos, o tempo até a extincao da doenca pode ser muito longo. Portanto, investigamos a
possibilidade de construcao de uma distribuicao de probabilidade condicionada & nao-extingao
da doenca: a distribuicao de probabilidade quase-estacionaria. O tratamento analitico para a
sua obtencao é complexo e encontra um sem nimero de dificuldades. Recorremos entao a aprox-
imagoes analiticas e numéricas para a sua determinacao.Mostramos que o tempo de extingao
para o modelo de acoplamento em tempo continuo construido com inicio em uma distribuicao
quase-estacionaria tem crescimento exponencial. Construimos um modelo de acoplamento de
SIS em tempo-continuo sob uma abordagem estrutural dentro de um processo semi-Markoviano
permitindo formular explicitamente o tempo de espera para a extin¢ao de uma epidemia e a
sua variancia a partir do estado de infeccao de cada populagao. Uma anélise do valor esperado
para o tempo de extin¢ao e de sua variancia em funcao dos parametros do modelo foi realizada.
Finalmente, construimos um modelo de acoplamento de SIS onde foi dado um tratamento de-
terministico e estudamos o equilibrio da matriz de covariancia para as variaveis aleatérias que

representam os ntmeros de individuos infectados de cada populacao.

Palavras-Chave: Epidemia; Acoplamento de SIS Logisticos; Reprodutividade basal; Tempo de

Extingao; Processo de Markov; Quase-Estacionario.



Abstract

In this paper, we will study advantages and limitations of models coupling SIS(susceptibles
-infected -susceptibles) deteministics and stochastics. Our main goal is through a minimalist
model try explain some difficulties with the modeling of such complex diseases such as Schis-
tosomiasis and Hospital Infections. A high variance in the data obtained in the field for such
models [6] has been an obstacle in the description of these diseases. It is our intention to try
to describe this phenomenon as the result of a simple coupling two populations. In a second
step, we intend establish relations between concepts of deterministic and stochastic systems
like what is done for the SIS model [19-b,5,10]. Such a relationship would allow a better de-
scription of stochastic models and to discuss control strategies. We studied the susceptibility
of the models created to its basic parameters. How to diseases that can be structurally highly
regarded by our models we quote again the cases of Schistosomiasis and Hospital Infections.
At first, we have population human and population outbreaks . In second, we have the patient
population and the population made up of doctors and nurses at a hospital. For the purpose
described above, we have developed some models of coupling deterministic and stochastic SIS
models to simulate and study the dynamics of the spread of infections in a community. It
was built a computational model of stochastic coupling of two SIS and a deterministic model
with the purpose of describing the model qualitatively. In deterministic models the value of
reproducibility basal represented by Ry, determines the persistence or extinction of the disease.
We performed a stability analysis of equilibrium in the deterministic function defined baseline
for reproductibility of the deterministic model. For the computacional model, we study the
convergence to an equilibrium number of infected individuals from each population and repro-
ducibility depending on the size of one population considered. Noting the existence of epidemics
where individuals can become infected more than once (superinfection) such as schistosomiasis,
decided to add the condition of reinfection in the computational model coupling of models SIS
in discrete-time and continuous-time by introducing a two-dimensional vector Markov chain
(X(t),Y(t)),t > 0 where X (¢) represents the number of infected individuals in a population H
and Y'(t), the number of infected individuals in a population F'. We consider constant the sizes
of populations, rates of transmission and recovery rates. We study numerically the expected
value of the number of infected individuals in the population H fuction of population size F
and function of recovery time for individuals in the population F. In stochastic models, in
some cases, the time until extinction of the disease can be very long. Therefore, we investigate

the possibility of constructing a probability distribution of quasi-stationary. We show that the



xi

decay time for the coupled model in continuous time starting in a quasi-stationary distribution
has exponential growth. Constructed a model of coupling in the continuous-time SIS under a
structural approach within a semi-Markov process enabling us to formulate explicity the wait-
ing time for the extinction of an epidemic and its variance from the infection status of each
population. An analysis of the expected value for the decay time and its variance as a function
of model parameters was performed. Finally, we construct a model of engagement where SIS
was given a determinstic treatment and study the balance of the covariance matrix for the
random variables that the numbers of infected individuals from each population.

Key Words: Epidemic; Coupling SIS logistics; Reproducibility basal; Extinction time;

Markov process; Quasi-stationary.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho formulamos e estudamos modelos matematicos para a transmissao de doencas
infecciosas. Duas populacoes estao envolvidas e o mecanismo de infeccao se define pela trans-
missao direta de um individuo infectado de uma populacao para um individuo suscetivel da

outra. Nao existe transmissao entre individuos de uma mesma populacao.

Modelos matematicos de epidemia de doencas infecciosas sao classificados em duas classes:

deterministicos e estocasticos.

Segundo Renshaw [24], o comportamento de extin¢ao exibido por modelos estocasticos,
muitas vezes, nao ¢ caracteristica dos seus analogos deterministicos. Mesmo o simples modelo

de crescimento exponencial estocastico tem uma probabilidade de extingao finita.

Na literatura encontramos trabalhos que tratam da relacao entre modelos deterministicos
e estocasticos associados. Alguns modelos estocasticos sao formulados em termos de aproxi-
magdes tempo-discreto para os modelos de tempo-continuo onde utilizam cadeias de Markov [2].
No caso deterministico, estes modelos sao formulados como um sistema de equagoes diferenci-
ais. Allen |2]| afirma que algumas das primeiras analises de modelos epidémicos deterministicos
e estocasticos em tempo-continuo sao devido a Bailey [3| e a Bartlett [7]. Os modelos de Reed-
Frost e Greenwood sao provavelmente os modelos estocésticos de epidemia mais conhecidos
em tempo-discreto [3]. Nestes modelos, as cadeias de Markov sao construidas em intervalo de
tempo discreto, correspondendo a duracao do periodo de incubacao e do periodo da infeccao,
sendo assumido ter comprimento nulo. O processo de contato depende de uma distribuicao
binomial e, consequentemente, esses modelos sao referidos como modelos de cadeia-binomial.

Zero, um ou mais do que uma infeccao pode ter lugar durante o intervalo de tempo fixado.

Algumas extensoes do modelo de Reed-Frost sao discutidos em [1], e aplicado as doencas
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como a poliomelite e a influenza. Ackerman et. al. [1] realizaram extensas simulagoes com-
putacionais de modelos epidémicos e estudaram o impacto de vérias estratégias de vacinacao.
Modelos SI estocasticos em tempo-continuo e discreto foram analisados por West e Thomp-
son [28] e seus comportamentos comparados aos andlogos modelos deterministicos. No modelo
SI , a proporc¢ao de suscetiveis converge para zero; a populagao inteira torna-se infectada. West
e Thompson [28] mostraram que modelos deterministicos e estocasticos tém comportamento
de convergéncia bem diferentes quando o tamanho da populacao de suscetiveis é variavel e
que o comportamento dos modelos estocasticos tempo-continuo e tempo-discreto coincidem
quando os espacos de tempo sao pequenos. Jacquez e O'Neill [13] e, Jacquez e Simon [14],
compararam o comportamento de modelos epidémicos SI estocasticos em tempo-continuo com
reposicao e mortes com o modelo deterministico andlogo. O comportamento de extin¢ao dos
modelos estocasticos foi demonstrado, o que nao ocorre nos modelos deterministicos analogos.
Entretanto, quando as probabilidades no modelo estocastico sao condicionadas a nao-extingao,
os modelos deterministicos e estocasticos encontram-se estreitamente relacionados; existe um

estado quase-estacionario nos modelos estocasticos que é obtido pelo equilibrio endémico.

Distribui¢oes quase-estacionarias em cadeias de Markov tempo-discreto foram estudadas por
Seneta e Vere-Jones [26] e em tempo-continuo por Darroch e Seneta [25]. Distribui¢oes quase-
estacionarias em tempo-continuo foram primeiramente estudadas para epidemias por Kryscio

e Lefévre [15].

Recentemente, Nasell [19-b,20-c| estudou as distribui¢oes quase-estacionarias para o modelo
SIS estocastico em tempo-continuo sem nascimentos e mortes e para modelos SIR estocésticos
em tempo-continuo sem nascimentos e mortes [21-d|.Ele mostrou que as distribuigbes quase-
estacionarias tém formas diferentes dependendo do valor de Ry, reprodutividade basal, e de sua
relagdo com N, o tamanho total da populagao. Trés regides paramétricas diferentes determinam
a forma das distribuicoes quase-estacionarias. Quando Ry < 1 a distribuicao é aproximada-
mente geométrica, quando Ry > 1, ela ¢ aproximadamente normal. Entretanto, existe a regiao
de transicao quando Ry se aproxima de 1, onde a forma da distribuicao é mais complexa. O

tempo de extin¢do da doenga também depende destas trés regides [21-d].

Allen [2] construiu um modelo estocéstico tempo-discreto usando cadeias de Markov e in-
vestigou a forma da distribuicao de probabilidade para o niimero de infectados. Ela mostrou
que as distribuicoes quase-estacionarias sao aproximadamente normais quando Ry > 1. Devido

a generalizacdo da forca geral da infeccao, os seus modelos tém formulagoes diferentes. As



3

formulagoes de Allen [2] sdo mais gerais que os modelos de West e Thompson [28] e Nasell [19-
b,21-d| e estao mais ligados aos modelos de Reed e Frost [3]. Ela também mostrou que para um
espaco de tempo escolhido suficientemente pequeno, os modelos deterministicos e estocasticos
em tempo-discreto se aproximam do comportamento dos modelos tempo-continuo. Nota-se
que existe uma relagao entre o comportamento apresentado em casos especiais dos modelos

de Allen [2] e os modelos estocésticos tempo-continuo de Jacquez e O’Neill [13], Jacquez e

Simon [14], e Nasell [19-b, 20-c,21-d].

Neste trabalho de tese, foi desenvolvido um modelo computacional (modelo CA) para acopla-
mento de dois modelos SIS onde foi dado um tratamento deterministico (modelo DA) com
objetivo de justifica-lo qualitativamente. Para comparacao destes modelos calculamos os pon-
tos de equilibrio do modelo deterministico e realizamos uma anélise de estabilidade em funcao
da reprodutividade basal definida. E, para o modelo CA estudamos a convergéncia para um
equilibrio do ntimero de individuos infectados de cada populacao, assim como, investigamos a
convergéncia da reprodutividade basal calculada. Com o intuito de estudar distribuicoes quase-
estacionarias foram formulados modelos de jump puramente Markovianos em tempo-discreto
(modelo JPMDA) e em tempo-continuo (JPMCA) para o acoplamento de dois modelos SIS e,
utilizando simulagoes de Monte-Carlo dos processos de jump, comparamos os resultados obtidos.
Calculamos o valor esperado para o tempo de espera para a extin¢ao de uma epidemia com dis-
tribuicao quase-estacionaria. O tratamento analitico para a sua obtenc¢ao é complexo e encontra
um sem nimero de dificuldades. Recorremos entao a aproximacoes analiticas e numéricas para
a sua determinacao.Formulamos um modelo jump puramente Markoviano em tempo-continuo
para o acoplamento de dois SIS estocasticos dentro de uma estrutura semi-Markoviana onde a
probabilidade de permanéncia em um mesmo estado é considerada nula (modelo JPMCA-STP).
Para este modelo, conseguimos uma forma explicita para o calculo da esperanca condicional
e da variancia para o tempo de espera para a extin¢ao de uma epidemia. Por fim, o teorema
central do limite mostra que para populacoes de tamanhos suficientemente grandes e para um
intervalo [0,T] com T fixo, podemos aproximar o equilibrio estocastico do equilibrio determinis-
tico. Por isso, dando um tratamento deterministico ao modelo JPMCA-STP, investigamos o
equilibrio da matriz de covariancia. Para os modelos construidos acrescentamos condicoes que
permitam a reinfeccao dos individuos onde estes modelos foram denotados com as abreviaturas
anteriores acrescentando-se +. Estes modelos foram analizados numericamente e comparados

de forma visual as suas versoes sem superinfeccao.



Hipo6teses da Tese

Nossos modelos envolvem duas populagoes distribuidas de forma homogénea. O mecanismo
de infeccao se define pela transmissao direta de um individuo infectado de uma populacao para
um individuo suscetivel da outra. Nao existe transmissao entre individuos de uma mesma
populacao. Existem seis parametros denominados de parametros de base para os modelos
construidos. Os tamanhos das populagoes Nj, e Ny, as taxas de recuperacao dos individuos
das populagoes H e I', respectivamente, e as taxas de transmissao ay, e ay entre os individuos.
Para o modelo CA, um possivel contato entre individuos de populagoes distintas acontece por

meio de um sorteio aleatorio de nimeros gerados uniformemente.

Objetivos

Estudar as vantagens e as limitagoes dos modelos deterministicos e estocésticos de acopla-
mento de SIS (suscetiveis - infectados -suscetiveis).

Nosso objetivo principal é através de uma modelagem minimalista tentar explicitar algumas
dificuldades encontradas com a modelagem de doengas tao complexas como a Esquistossomose
e as Infeccoes Hospitalares. A alta variancia nos dados obtidos em campo para tais mode-
los [6] tém sido um obstaculo na descricio dessa doenca. E nossa intencdo tentar descrever tal
fendmeno como sendo resultado de um simples acoplamento entre duas populacoes. Em um se-
gundo momento, pretendemos estabelecer relacoes entre conceitos deterministicos e os sistemas
estocasticos a exemplo do que é feito para o modelo SIS [19-b,5,10]. Tal relacao permitiria uma
descricao dos modelos estocésticos bem como discutir estratégias efetivas de controle. Para
tanto, estudamos a suscetibilidade dos modelos criados aos seus parametros de base. Como
doencas possiveis de serem estruturalmente conceituadas através de nossos modelos citamos
novamente os casos da Esquistossomose e das Infeccoes Hospitalares. Na primeira, temos a
populacao de humanos e a populacao de focos da doenca. Na segunda, temos a populacao de

doentes e a populacao formada por médicos e enfermeiros de um hospital.

Estrutura da Tese

Esta tese foi organizada em cinco Capitulos incluindo a presente introducao mais bibli-
ografia e apéndices. No Capitulo 2, apresentamos um modelo computacional estocastico e um

modelo deterministico de acoplamento de dois modelos SIS (suscetiveis- infectados - suscetiveis)
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associado a duas populacoes com tamanho constante, baseado no modelo cléssico de Macdon-
ald [16]. Para o modelo computacional estocastico calculamos o equilibrio das duas populagoes
e o numero esperado de infectados que derivam de um tnico individuo durante todo o seu
periodo infeccioso, em uma populacao de suscetiveis, conhecido como reprodutividade basal.
Ainda neste Capitulo, apresentamos os resultados obtidos em algumas instancias do modelo.
Com proposito de justificar o modelo computacional estocéastico qualitativamente, construimos
um modelo deterministico associado, calculamos os pontos de equilibrio e definimos a repro-
dutividade basal deterministica. Por fim, comparamos os modelos construidos. No Capitulo
3, apresentamos dois modelos bidimensionais de jump puramente Markovianos [27] para o
acoplamento de dois modelos SIS, um em tempo discreto e outro em tempo-continuo. Para os
dois modelos utilizamos apenas seis paramentros, os tamanhos das populagoes envolvidas, as
taxas de transmissao entre individuos de populacoes distintas e as taxas de recuperagao para
individuos de cada populacdao. Observamos como os parametros determinam as propriedades
assintoticas do modelo. Utilizando simulacoes de Monte-Carlo fizemos uma anélise numérica
da média do nimero de infectados da populacao H em funcao do ntimero de infectados da
populacao F' e comparamos os modelos. Testamos a sensibilidade dos modelos com relagao a re-
produtividade basal, para os casos menor e maior que um. Para doencas onde existe reinfecgao,
estes modelos foram modificados de forma adequada e analisamos os resultados obtidos. Inves-
tigamos condigOes necessarias e (ou) para produzir um vetor de distribugao quase-estacionaria.
Considerando uma distribuicao quase-estacionaria como distribuicao inicial do nosso modelo
de jump Markoviano em tempo-continuo, mostramos que o tempo de espera de extincao da
epidemia é exponencial. No Capitulo 4, formulamos um modelo jump puramente Markoviano
em tempo-continuo para o acoplamento de dois SIS estocasticos dentro de uma estrutura semi-
Markoviana onde a probabilidade de permanéncia em um mesmo estado é considerada nula o
qual serd denotado por JPMCA-STP. Para aplicar a teoria de processos semi-Markovianos us-
amos a teoria classica de riscos de competicao [17|. Charles e Candace [10] estudou um modelo
de jump puramente Markoviano em tempo-continuo nestas mesmas condicoes para um modelo
SIS (uma populacao). Neste Capitulo, determinamos uma forma explicita para o célculo da
esperanca condicional e da variancia para o tempo espera para a extin¢ao de uma epidemia para
o modelo JPMCA-STP. Por fim, apresentamos os resultados numéricos obtidos através de simu-
lagoes e fazemos uma analise. No Capitulo 5, definimos um modelo de jump Markoviano para o
acoplamento de dois modelos SIS onde daremos um tratamento deterministico e determinamos
o equilibrio da matriz de covariancia e a analisamos alguns resultados obtidos em instancias

dos parametros de base do modelo estocastico baseando-se no artigo escrito pelo Barbour [5].
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E por 1ltimo no apéndice sao apresentadas duas classes de modelos estocasticos utilizados em
epidemiologia: o processo de jump Markoviano em tempo-continuo que se baseia em leis ho-
mogéneas de evolucao do tempo, com o tempo de permanéncia em um estado necesariamente
segue uma distribuicao exponencial; o processo semi-Markoviano em tempo-continuo que se
baseia em leis de evolucao para o tempo de permanéncia em um estado com distribuigoes arbi-
trarias. Pretendemos apresentar, brevemente, conceitos e ferramentas utilizadas para o calculo
do tempo de extincao para o modelo de acoplamento de dois SIS estocasticos com populacoes
de tamanhos constantes (JPMCA-STP) estudado no Capitulo 4 desta tese. Definimos o pro-
cesso de jump de Markov estacionario em tempo continuo, deduzimos as equagoes diferenciais
de Kolmogorov, estudamos o caminho amostral do processo de jump de Markov estacionario,
definimos o processo semi-Markoviano em tempo homogéneo com suas probabilidades de tran-
sicao e absorcao. Também, construimos a matriz de densidade de transicao de um processo
semi-Markoviano para a teoria classica de riscos de competicao e a matriz associada a cadeia
de Markov mergulhada no processo semi-Markoviano modelado para riscos de competicao. No
Capitulo 6, apresentamos as conclusoes finais da tese e sugesoes de trabalhos futuros.

As simulagoes dos modelos construidos foram realizadas na plataforma computacional de
um HP Pavilion dv2770BR Notebook PC no ambiente do Windows Vista utilizando o software

computacional S-Plus.



Capitulo 2

Um Modelo Computacional

Neste capitulo, apresentamos um modelo computacional de acoplamento de dois modelos SIS
com populacoes de tamanhos constantes e um modelo deterministico associado. Para o modelo
computacional calculamos o equilibrio das duas populagoes e o nimero esperado de infectados
que derivam de um tunico individuo durante todo o seu periodo infeccioso, em uma populacao
de suscetiveis, conhecido como reprodutividade basal. Ainda neste capitulo, apresentamos os
resultados obtidos em algumas instancias do modelo. Procurando justificar o modelo com-
putacional qualitativamente, construimos um modelo deterministico associado, calculamos os
pontos de equilibrio e definimos a reprodutividade basal deterministica. Por fim, comparamos

os modelos construidos.

2.1 Consideragoes iniciais

Na literatura encontramos trabalhos que tratam da relacao entre modelos deterministicos e
estocésticos associados. Podemos observar que a grande vantagem de modelos deterministicos
reside na sua anélise mais simples, em sua maioria, devido as sus solucoes serem obtidas de forma
analitica. No entanto, o caminho mais natural possivel para descrever a dispersao de doencas
¢ estocéastico; uma vez que a transmissao de uma doenga entre individuos ¢ um fenémeno
probabilistico. Mesmo assim, quando o tamanho da comunidade torna-se grande é comum

observar se existe um modelo deterministico para o qual o modelo estocastico tratado converge.

Alguns modelos estocésticos sao formulados em termos de aproximagoes tempo-discreto
para os modelos de tempo-continuo utilizando cadeias de Markov. No caso deterministico, estes
modelos sao formulados como um sistema de equagoes diferenciais . Segundo Allen (2000) [2],

algumas das primeiras analises de modelos epidémicos deterministicos e estocésticos em tempo-
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continuo sao devido a Bailey (1957) [3] e a Bartlett (1956) [7]. Os modelos de Reed-Frost e
Greenwood sao provavelmente os modelos estocasticos de epidemia mais conhecidos em tempo-
discreto [3]. Nestes modelos, as cadeias de Markov sao construidas em intervalo de tempo
discreto, correspondendo & duracao do periodo de incubacao e do periodo da infeccao que é
assumido ter comprimento nulo. O processo de contato depende de uma distribui¢ao binomial
e, consequentemente, esses modelos sao referidos como modelos de cadeia-binomial. Zero, um

ou mais do que uma infeccao pode ter lugar durante o intervalo de tempo fixado.

O comportamento de extingao exibido por modelos estocasticos, muitas vezes, nao é car-
acteristica dos seus analogos deterministicos. Mesmo o modelo de crescimento exponencial
estocastico tem uma probabilidade de extingdo finita [24]. Neste capitulo, construimos um
modelo computacional com seis parametros de base tendo o propoésito de investigar o seu com-
portamento quanto ao equilibrio e estudar os parametros que tornam o modelo mais sensivel.
Também, definimos um modelo deterministico na tentativa de descrever os resultados do mod-
elo computacional qualitativamente e determinar em quais condigcoes estes modelos apresentam

comportamento semelhante.

Observamos que a construcao dos modelos que representam a dindmica de uma epidemia,
em sua maioria, utilizam estruturas de cadeias de Markov.OModelo Computacional de Acopla-
mento de dois modelos SIS (modelo CA), desenvolvido nesse trabalho de tese, foi construido
em tempo discreto utilizando gerador de niimeros aleatorios de uma distribuicao uniforme para
o sorteio de individuos que serao infectados ou nao. Ele possui seis parametros de base: N, o
tamanho da populacao H , Ny o tamanho da popula¢ao F', ay a probabilidade de transmissao
da doenca de um individuo de uma populacao H para um individuo de uma populacao F, o,
a probabilidade de transmissao da doenca de um individuo de uma populacao F' para um indi-
viduo de uma populacao H , v, a probabilidade de recuperacao de um individuo da populacao
H e 7 a probabilidade de recuperacao de um individuo da populagao F' onde, a dinamica
de transmissao ¢é realizada com sorteios nimeros aleatérios de uma distribuicao uniforme no

intervalo (0,1).

O modelo Deterministico de Acoplamento de dois modelos SIS (modelo DA), também desen-
volvido nesse trabalho, apresenta os mesmos seis parametros de base do modelo computacional
e foi baseado no modelo classico de Macdonald [16]. Com estes modelos definidos, investigamos
o numero de infectados de cada populacao apés um longo tempo de epidemia e estudamos

através de variacoes dos parametros de base, o comportamento qualitativo do sistema. Tam-
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bém, determinamos o numero esperado de infectados que derivam de um tnico infectado da
mesma populagao durante o seu periodo infeccioso, conhecido como a reprodutividade basal e
denotado por Ry [12]. Este valor é fundamental para o estudo da epidemiologia, em particular,
para a dinamica de uma epidemia. Mais importante ainda, a reprodutividade basal freqiiente-
mente serve como parametro, um limite que prevé a possibilidade de uma infeccao se espalhar.
O teorema central do limite atesta que um surto de uma epidemia em uma populacao é possivel
se, e somente se, Ry > 1 [2|. Para o modelo DA determinamos o ponto de equilibrio ndo-trivial
e um valor que serd um parametro para a estabilidade do equilibrio, o qual serd chamado de
reprodutividade basal deterministica e denotada por RY. Apresentamos resultados obtidos da
convergéncia para um equilibrio e uma reprodutividade basal em instancias do modelo CA.
Por fim, verificamos a convergéncia do equilibrio do modelo CA para o equilibrio do modelo
DA, assim como, a convergéncia da reprodutividade basal do modelo CA denotada por R§
para a reprodutividade basal RY. Vale salientar, que parametros que compartilham do mesmo

comportamento da reprodutividade basal podem nao ser, de fato, a verdadeira reprodutividade

basal |12].

Finalmente, vamos investigar como a reprodutividade basal do modelo CA é afetada, quando
a epidemia admite superinfeccao dos individuos. Dizemos que uma epidemia superinfecta um
individuo, se um individuo infectado puder ser contaminado novamente. Denominamos o mod-
elo CA com superinfeccao por CA+. O interesse por este tipo de epidemias, pode ser motivado,
por exemplo, no caso da esquistossomose, onde em cada infeccao milhares de parasitas inva-
dem o individuo. O Nasell [18-a] trata de um modelo estocastico simples (sem acoplamento)
com superinfeccao onde o niimero de infeccoes no hospedeiro de uma doenca é contado. Se-
gundo Nasell, o processo de superinfeccao é equivalente a um processo de imigragao-morte
nao-homogéneo para o niimero de infec¢oes no hospedeiro. Assim, uma cadeia de Markov X (),
t > 0 é introduzida para indicar o ntimero de infecc¢oes no hospedeiro no tempo ¢. O modelo

é formulado a partir das probabilidades de transicao em intervalos de tempo At — 0.

2.2 0O modelo CA

Nesta secao, descrevemos o modelo CA com populacdes de tamanhos constantes. Estas
populacoes serao denotadas por H e F'. Os individuos de uma populacao sao visitados, apenas,
por individuos da outra populacao. Assumimos que nao existe transmissao entre individuos da

mesma populacao.
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Considere as populacoes H e F' onde os individuos estao interagindo entre si. Cada popu-
lacao foi dividida em classes de suscetiveis e infectados. Denotamos por Sy, I1,, S¢, I os nimeros
de suscetiveis e infectados de cada populacao, respectivamente. Assumimos que o nimero de
individuos em cada populagao é constante. Sejam Nj, e Ny o total de individuos de cada popu-
lagao. Também, assumimos que em intervalos regulares de tempo, cada individuo da populacao
H entra em contato com algum individuo da populacao F. O individuo da populacao F' que é
contactado pelo individuo da populagao H é escolhido aleatoriamente e uniformemente. Isto é,
todos os individuos da populacao F' tém a mesma probabilidade de entrar em contato com um
individuo da populacao H. Duas situacoes podem ser descritas por este modelo. Na primeira,
H é uma populagao de humanos e F' é uma populagao de focos da esquistossomose(e.g. lagoas
e rios contaminados). Na segunda, H é uma populacao de pacientes em um hospital e F' é uma

populacao constituida de enfermeiros e médicos de um hospital.

Assumimos que um individuo infectado da populacdao H se mantém infectado por %:1 dias
e que um individuo infectado da populagao F' se mantém infectado por 7]71 dias. Apos este

tempo, os individuos voltam ao seu estado suscetivel.

Ind contacta Ind,. ~ U

h f o (01)
H :

N N . = nimero de individuos

= nimeros de sucetiveis

= ndmero de infectados

Figura 2.1: Esquema simplificado do modelo CA.

A transmissao da epidemia para um individuo suscetivel da populacao F por um individuo
infectado da populagao H acontece com uma probabilidade a; e de um individuo suscetivel da
populacao H ser contaminado por um individuo infectado da populacao F' com uma probabil-

idade oy, (Figura 2.2).
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Figura 2.2: Esquema de transmissao da epidemia do modelo CA.

2.2.1 Detalhes da simulacao

Iniciamos a simulacao assumindo que apenas um individuo da populacao H encontra-se
infectado e que todos os individuos da populacao F' sao suscetiveis. Definimos valores para
os tamanhos das populacoes Nj, e Ny , para as taxas de infeccao «j e ay e para o tempo

de recuperacgao 7,:1

e 7;1 dos individuos de cada populacao, respectivamente. Em seguida,
construimos as matrizes M ( com dimensao N, x 2) e P (com dimensdo Ny x 2). A primeira
coluna das matrizes M e P possui entradas que representam os estados dos individuos das
populacoes H e F', respectivamente. Representamos por 1 se o individuo estiver infectado e 0

se ele estiver suscetivel & infeccao. A segunda coluna contém os tempos de infecgao de cada

individuo.
M P
11 115
00 010
112 010
111

Figura 2.3: Matrizes utilizadas na simulacao do modelo CA.

Na Figura 2.3 a matriz M apresenta na primeira linha que o primeiro individuo da populagao
H encontra-se infectado e com um dia de infeccao. Na segunda linha de M temos que o segundo
individuo de H encontra-se suscetivel e, portanto, o seu tempo de infeccao é zero. Na terceira
linha de M, temos que o terceiro individuo de H encontra-se infectado ha dois dias. Na quarta
linha de M, temos que o quarto individuo da populagao H encontra-se infectado ha um dia.
Para a matriz P, forma analoga, temos que o primeiro individuo da populacao F' encontra-
se infectado ha cinco dias e que os seus outros individuos ainda encontram-se suscetiveis e,

portanto, com tempo de infeccao nulo.

Para cada dia da epidemia, dado um individuo ¢ da populacao H ir& visitar um tnico
individuo j da populacao F, sorteado aleatoriamente usando uma distribuicao uniforme. Desde

que o individuo j seja o visitado pelo individuo 7, verificamos se ¢ esté infectado e se o individuo
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J estéd suscetivel, caso afirmativo, infectamos j com probabilidade ay. Se ¢ estiver suscetivel e

o individuo visitado j estiver infectado, contaminamos 7 com probabilidade «y,.

Para as transmissoes utilizamos, também, um sorteio aleatério de um ntimero gerado uni-
formemente no intervalo (0,1). Ao fim de cada dia, atualizamos o contador de tempo de infecc¢ao
para cada individuo de cada populacao, desde que ele esteja infectado. Neste momento, é verifi-
cado se este tempo atingiu o valor definido para a recuperacao. Em caso positivo, reinicializamos

o contador e passamos a definir o estado do individuo como suscetivel.

2.3 Resultados da simulacao do modelo CA

Nesta secao, apresentamos os resultados obtidos do modelo CA no estudo do equilibrio
do ntmero de infectados de cada populagdo e da convergéncia da reprodutividade basal em

instancias dos parametros de base Ny, N¢, ap, ay, v, € ¢ deste modelo.

Para o modelo CA foram calculados a meédia dos tultimos 30% de valores obtidos para os
ntmeros de individuos infectados ao final de cada NU M simulacoes do modelo.Observamos que
a partir de NUM = 300 simulagoes os valores dos ntimeros de infectados, se aproximam com
erro relativo de aproximadamente 1%, para as duas populacoes. Este foi o critério de parada

para a andlise da convergéncia do ntumero de individuos infectados.

O ndmero de infectados de um modelo epidemiolégico ira depender de fatores ambientais e
biologicos, estes fatores para o modelo CA estao implicitos nas taxas de transmissao e de recu-
peracao. Assim, analisamos a existéncia de um equilibrio e que condi¢oes o determinam. Tam-
bém, verificamos se o tamanho de cada populacao tem influéncia na convergéncia dos pontos de
equilibrio. Por fim, estudamos a convergéncia para o nimero de individuos infectados gerados
a partir de um tnico individuo da mesma populacao. Isto é, apresentamos o comportamento da
convergéncia da reprodutividade basal do modelo. Também analisamos, o comportamento da
reprodutividade basal do modelo CA em fun¢ao de Ny tamanho da populagao F' e, em funcao

de fy]?l tempo de recuperacao dos individuos da populacao F'.

2.3.1 Pontos de equilibrio

Denote NUM, o nimero de dias em que uma epidemia acontece onde assumimos que ele
varia entre 0 e 300. Apresentamos graficos com os pontos de equilibrio do modelo CA para

cada NUM = 10.k, com k € {1,2,3,4,5,...,30} dias de epidemia em algumas instancias dos
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parametros de base. Nesta analise do equilibrio para o modelo CA, observamos o comporta-
mento do nimero de infectados de cada populagao durante trezentos dias.

Os pontos de equilibrio foram calculados pela média dos ultimos 30% de valores obtidos
para o numero de infectados de cada populacao a cada NUM dias de epidemia. Observando
que a partir de NUM = 300 os valores dos pontos de equilibrio obtidos se aproximam para isto
utilizamos a métrica da distancia entre dois pontos. Assim, definimos o ponto de equilibrio do
modelo CA dado pela média dos ultimos 30% de valores obtidos do nimero de infectados de
cada populagao em 300 dias de epidemia. Vamos verificar a convergéncia destes dos pontos em
funcao dos tamanhos das populacoes.

Os graficos da Figura 2.4 abaixo, apresentam o comportamento da convergéncia dos pontos
de equilibrio do modelo CA em 300 dias de epidemia com taxas de transmissao iguais a 0.4
e taxas de recuperacdo iguais a 1/10. O ponto em destaque na cor vermelha é considerado o

ponto de equilibrio do modelo.
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Figura 2.4: Comportamentoda convergéncia dos pontos de equilibrio do modelo CA em NUM
dias de epidemia com taxas de transmissao oy, = ay = 0.4 e taxas de recuperagao v, = v =

1/10.

A Figura 2.4, considera populacoes de mesmo tamanho. Observamos que o crescimento

dos tamanhos das populagoes implica em uma convergéncia mais rapida para o equilibrio do

modelo.
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Figura 2.5: Comportamento da convergéncia dos pontos de equilibrio do modelo CA em NUM
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Figura 2.6: Comportamento da convergéncia dos pontos de equilibrio do modelo CA em NU M
dias de epidemia com tamanhos N = 1000 e Ny = 5 e taxas de transmissao o) = ay = 0.4 .

As Figuras 2.5 e 2.6 apresentam graficos de comportamento semelhante para a convergéncia
ao equilibrio. Nos dois casos apresentados na Figura 2.5, as populagoes tém o mesmo tamanho.
No primero gréafico, temos maior nimero de infectados da populacao F, porém, no segundo
grafico, temos mais infectados da populacao H. Isto porque o tempo de infecgdo no primeiro
caso é maior para os individuos da populagao F' e no segundo caso o tempo de infec¢ao é maior
para os individuos da populacao H. Para os gréificos da Figura 2.6, temos que o primeiro grafico
mostra mais de 60% dos individuos da populagdo H infectados e, no segundo gréfico, temos
pelos menos 80% dos individuos da populacao H infectados. Este comportamento, também

se explica pela taxa de infeccao no caso do quarto grafico, ser maior para os individuos da
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populacao H que estao em maior nimero.

2.3.2 A reprodutividade basal

O namero esperado de infectados que derivam diretamente de um tnico infectado da mesma
populacdo durante o seu periodo infeccioso, é conhecido como reprodutividade basal e denotado
por Ry [12]. Este valor é fundamental para o estudo da epidemiologia, em particular, para a
dinamica de uma epidemia. Mais importante ainda, a reprodutividade basal freqiientemente
serve como parametro, um limite que indica a possibilidade de uma infeccao se espalhar. O
teorema central do limite atesta que um surto de uma epidemia em uma populacao é possivel
se, e somente se, Ry > 1 [2]. Vale salientar, que parametros que compartilham do mesmo
comportamento da reprodutividade basal podem nao ser, de fato, a verdadeira reprodutividade

basal [12].

Para o modelo CA podemos estimar heuristicamente a reprodutividade basal. Isto se deve
ao fato de que um individuo da populacao H contacta e infecta um individuo da populacao F
com probabilidade « fNif por dia durante v%, dias (o tempo em que ele estara infectado). Assim,
como um individuo da populacao F' apés um tempo de epidemia deverd contactar e infectar
ap Ny, individuos da populagao H e ird se manter infectado durante % dias (o tempo em que
ele estard infectado) obtendo que
Ny apay

R =1 .
O Nt s

(2.1)

Nesta subsegao, calculamos o valor de RS tirando a média aritmética das reprodutividades
basais obtidas das NS simulagoes do modelo CA. A cada simulagdo, NUM o ntmero de
dias para determinar a reprodutividade basal foi definido como o tempo necessario para que
o individuo da populagao H gerador de individuos secundarios se recupere somado ao tempo
de recuperacao do ultimo individuo infectado da populacao F, isto é, NUM = 7,:1 + 7]?1 .
A partir deste momento, ndo existe mais individuos secundéarios infectados. Para o célculo
de RS , quando NS > 5000 observamos que os valores obtidos se aproximam com um erro
relativo aproximado de 1%. Usamos este critério de parada para definir RS pela média das

reprodutividades basais calculadas em 5000 simulacoes.

212 e, denominamos de reprodutividade basal deterministica (ou

Definimos aqui, R} =
T

limiar deterministico). Comparamos este valor com o valor de R§ em cada situagio analisada do

modelo CA. O valor R} foi obtido na an4lise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo
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deterministico de acoplamento de dois SIS que apresentaremos na préxima secao. Observamos
que para populagoes de mesmo tamanho com um grande ntimero de individuos, existe uma

aproximagao significativa de RS para RY .

Para a analise da reprodutividade basal R§ em funcio dos tamanhos das populagoes, foram
construidos dois graficos: o primeiro, apresenta o comportamento do valor esperado de RS

denotado por E[RS] em funcdo da razao %—’; dos tamanhos das populagoes e, o segundo, descreve

- Var[Rg] e . C , ~
o comportamento da razaom entre a variancia e o valor esperado de R, também em func¢ao
0

da razao dos tamanhos das populacgoes %—’;

As Figuras 2.7, 2.8 e 2.9 apresentam gréficos que descrevem o comportamento de R§ e RE

em funcao N.S, nimero se simulagoes do modelo CA.
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Figura 2.7: Comportamento da reprodutividades basais R§ e R do modelo CA para popu-
lagoes de mesmo tamanho com taxas de transmissao o) = ay = 0.4 e taxas de recuperacao
v, = vy = 1/5. A reprodutividade basal deterministica ¢ R} = 4.
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Na Figura 2.7, as populagoes tém o mesmos tamanho e existe uma aproximacgao entre os

graficos de R e de REY.
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Figura 2.8: Comportamento da reprodutividades basais RS e RE do modelo CA para popu-
lacoes de tamanhos diferentes com taxas de transmissao oy, = oy = 0.4 e taxas de recuperacao
Y, = 1/5e~; = 1/15. A reprodutividade basal deterministica RY = 12.

Na Figura 2.8, nio existe uma aproximagao entre os graficos de RS e de R



19

— R]

2.2

|
|
o™,
0 12
|

Reprodutividade basal
Reprodutividade basal
06
I

04

2
0.2
|

0.0

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

NS NS

N, =10, Ny =50 N, =10, Ny = 100

- F\;A
— R,

0.30

025
|

Reprodutividade basal
015
1

0.05
|

0.00
|

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

NS

N, =10, N; = 500

Figura 2.9: Comportamento das reprodutividades basais RS e R do modelo CA para popu-
lagoes de tamanhos diferentes com oy, = oy = 0.4, v, = 1/5, 75 = 1/15. Aqui a reprodutividade
basal deterministica é Ry = 12.

Na Figura 2.9 observamos uma aproximagio entre os graficos de RS e de RY.

As Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 abaixo, apresentam as médias e variancias para a reprodutividades
basal RS | os valores da reprodutividade basal heuristica R e os valores para reprodutividade

basal deterministica RY dos graficos apresentados na Figura 2.7, 2.8 e 2.9, respectivamente.
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Tabela 2.1: Tabela com o valor esperado, a variancia da reprodutivide basal e o desvio padrao
de RS, a reprodutividade basal heurfstica R do modelo CA e a reprodutividade basal deter-
ministica R para popula¢des de mesmo tamanho com taxas de transmissao ap = ay = 0.4 e
taxas de transmissao v, = 75 = 1/5.

Var [Rg]

No=N; | BRG] | Srdl | RY| R
50 4.33 9.24.107* | 4 4
100 4.48 1.34.1073 | 4 4
500 4.73 1.05.107% | 4 4

Tabela 2.2: Tabela com o valor esperado, a variancia e o desvio padrio de RS, a reprodutividade
basal heuristica R do modelo CA e a reprodutividade basal deterministica RY para populagoes
de tamanhos diferentes com taxas de transmissao o) = ay = 0.4 e taxas de recuperacao

’Yh:1/5e")/f: 1/15 .

_ C Var[R{] H | pD

N >> Ny =10 | E [R{] i RE | RE
B[RS

50 38.92 [3.85.107° [ 60 | 12

100 78.52 | 8.41.1073 | 120 | 12

500 397.70 | 0.072 | 600 | 12

Tabela 2.3: Tabela com o valor esperado, a variancia e o desvio padrao de RS, a reprodutividade
basal heuristica RY do modelo CA e a reprodutividade basal deterministica R{’ para populagoes
de tamanhos diferentes com taxas de transmissao o, = ay = 0.4 e taxas de recuperacao

Y =1/beyy=1/15.

Ny =10 << Ny | E[RS] Vggﬁﬁ I | rir | D
0

50 0.81 |0.67.107° | 24 | 12

100 107 | 2510° | 1.2 | 12

500 024 | 1010 % | 025 12

Na Figura 2.7, vimos que para popula¢oes com o mesmo tamanho, existe uma aproximagao
entre os grificos de RS e de RY de forma significativa. Na Figura 2.8, vimos que nao existe
aproximagao entre as reprodutividades basais porém, as variancias para valores de R encon-
trados foram bem maiores que as encontradas para os graficos da Figura 2.7, isto pode ser visto
nas Tabelas 2.1 e 2.2 . Na Figura 2.9 observamos uma maior aproximacao entre os graficos de

RS e RE. Além disso, observamos na Tabela 2.3 valores pequenos para as variancias de R

Vale salientar que a estimativa de uma reprodutividade basal para o modelo CA maior que

o valor do limiar deterministico nos oferece maior interesse para o estudo epidemioldgico.
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Na Figura 2.10, apresentamos o comportamento do valor esperado de R§ em fungao da
razao Ny /Ny . Para os graficos, variamos N, entre 1 e 5000 individuos e foram realizadas 5000

simulacoes do processo epidemiologico.
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Figura 2.10: Comportamento de E[R§] valor esperado de RS em fungdo da razao Nj,/N;, com
Ozh:OszO.4e’}/h:’yf:1/5.

Para justificar os valores obtidos na Figura 2.10 foi gerado um grafico que representa o

comportamento da razio Var(R§)/E[RS] em fungio da razio Nj/N; .
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Figura 2.11: Comportamento da razao Var(RS)/E[RS] em fungao da razao N /Ny, com ay, =
ar=04ey,=v=1/5.

Os gréaficos apresentados na Figura 2.10 mostram que a reprodutividade basal RS cresce a
medida que o tamanho da populacao H se torna maior que o tamanho da populacao F. No
entanto, os grificos na Figura 2.11 mostram que a razao Var(RS)/E[RS] também aumenta.
A interpretacao pratica deste resultado é que o modelo CA funciona razoavelmente bem, para
uma estimativa da reprodutividade basal, em situacoes que envolvem o tamanho da populacao
F no méaximo igual ao tamanho da populagao H. Ou seja, ele podera ser usado para casos de
epidemias como esquistossomose onde temos o nimero de humanos (popula¢do H) muito maior
que o nimero de focos visitados (populagdo F' ), ou até, para uma infec¢ao hospitalar, onde a

populacao H seria formada pelos doentes e a populacao F' pelos médicos e enfermeiras.

2.3.3 Reprodutividade basal em funcao de N¢

A formulagao da reprodutividade basal heuristica R para o modelo CA, definida na

Equagao 2.1 desta secao, mostra que ela é inversamente proporcional & Ny tamanho da pop-
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ulagao F . Portanto, investigamos o comportamento de R§ em fungao de N;. Os resultados
foram obtidos realizando 5000 simulagdes do modelo CA. Para NS simulagoes, R§ foi com-
putada pela média aritmética dos valores assumidos pela reprodutividade basal calculada em
cada simulacao. Os valores para /Ny estao variando entre 12 e 30 a passos de tamanho igual a

2.

45
|

40

2
35

Ro

30

20
|

="y =1/5 T =1/5,7f =1/15

Figura 2.12: Comportamento das reprodutividades basais R§ e R para 5000 simulagdes do
modelo CA em funcao de Ny com N, =50ea;, = ay =04 .

O comportamento de RS e RL apresentado nos gréificos na Figura 2.12 mostram que,
mantendo constante N, ntmero de individuos da populacao H, a medida que o ntmero de
individuos da populacao F cresce, menor sera a chance de um individuo suscetivel da populacao
H seja infectado por um individuo doente da populacao F. Naturalmente, o comportamento de
RE ¢ semelhante, devido a sua formulagao. Além disso, no grifico a esquerda da Figura 2.12,
temos que a reprodutividade basal RS entre 15 a 20 individuos da populagio H coincide com o
valor da reprodutividade basal RY e, a diferenca RY — RS passa de positiva para negativa. Isto
é importante, pois podemos decidir de acordo com o tamanho da populagao F' que estimativa
usar para a reprodutividade basal de uma epidemia. No gréfico a direita da Figura 2.12 temos
que, mantendo constante Ny, & medida que Ny cresce, R§ e R tendem a se aproximar. Neste

caso, com Réf sempre maior que Rg.

2.3.4 Reprodutividade basal em funcao de v; 1

A formulagao da reprodutividade basal heuristica RE para do modelo CA definida na
Equacao 2.1 desta secao mostra que ela é proporcional a ’y]?l tempo de recuperac¢ao(ou de in-

fecgao) dos individuos da populagao F' . Aqui, estudamos o comportamento da reprodutividade
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basal Rf do modelo em funcao do tempo de recuperagao dos individuos da populagao F'. Os re-
sultados foram obtidos realizando 5000 simulagdes do modelo CA. Para NS simulagoes, RS foi
computada pela média aritmética dos valores assumidos pela reprodutividade basal calculada

em cada simulacao. Os valores assumidos para 7,71 estao variando entre 3 e 17 dias.

14

12

10

Ry
8
|

1f1 1

Ny = Ny =50 Nj, =100, Ny = 10

Figura 2.13: Comportamento das reprodutividades basais R§ e R para 5000 simulagoes do
modelo CA em funcao de 1/v; com oy, = ay = 0.4 e v, = 1/5.

Nos graficos da Figura 2.13, o RS cresce quando aumentamos tempo da infecgao dos indi-
viduos da populacao F'. Isto significa que, quanto menor sao as chances recuperacao de um
individuo infectado da populagao F, teremos maior niimero de individuos infectados da popu-
lagio H . Observamos, também, que para populagoes pequenas R e R terdo mesmo valor

para uma determinada instancia de 7171.

2.4 Modelo DA

Nesta secao, apresentamos um modelo de acoplamento de dois SIS deterministicos o qual
denominamos de DA. Para este modelo determinamos o valor da reprodutividade basal explici-

tamente e estudamos os pontos criticos encontrados.

O modelo proposto a seguir é baseado no modelo classico de Macdonald [16]. Ele ¢ um
acoplamento de dois modelos SIS (suscetiveis, infectados e suscetiveis) com duas populagoes H
e F'. Assumimos, como antes, que nao existe transmissao entre individuos da mesma populacao.
Para este modelo, considere uma regiao tomada por uma epidemia onde, denotamos por S, e

S os nimeros de individuos suscetiveis e, por Ij, e Iy os nimeros de infectados das populacoes
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H e F , respectivamente. Ainda, seja «p a taxa de infeccao entre individuos suscetiveis da
populacao H e individuos infectados da populagao F'. Do mesmo modo, seja oy a taxa de
infeccao dos individuos suscetiveis da populacao F' e individuos infectados da populacao H.
Seja (B, a taxa de natalidade da populagao H e, 3¢ a taxa de natalidade da populacao F'. Para
este modelo, assumimos que 3, = By = 0. Finalmente, sejam vy, vy as taxas de recuperacao dos
individuos infectados da populacao H e F, respectivamente. Por tratar-se de um modelo SIS,
os individuos recuperados nao desenvolvem imunidade, eles entram na classe dos suscetiveis.
Em adigao, presume-se que nao ha mortes devido a doenca, nao existem estagios da doenga, e
nao existe transmissao vertical da doenca (todos os recém-nascidos sdo suscetiveis). Uma vez
que os nascidos, neste modelo, podem ser considerados como os recuperados, v/ = 4+ , para

individuos das duas populacoes H e F. Considere o diagrama explicativo do modelo.

T 14

Sh — Ih
St — If
g §r ]

Figura 2.14: Modelo Deteministico de Acoplamento de dois SIS (modelo DA).

A Figura 2.14, descreve o modelo de acoplamento de dois SIS. Os simbolos Sh, Sf repre-
sentam os individuos suscetiveis e os simbolos Ih e If representam os individuos infectados das
populacoes H e F, respectivamente. As setas verticias correspondem as taxas de natalidade
By, e By dos individuos das populagoes H e F', as setas horizontais representam as taxas de

recuperagao 7y, e vy € as setas inclinadas sao as taxas de transmissao «y, e ay, respectivamente.

Assumimos também, que as populacdes H e F sao constantes , isto é

(2.2)

onde N, Ny sao constantes que representam o total de individuos das populagoes H e F,

respectivamente.

O sistema de equacoes diferenciais correspondente seré



dSy(t) I;(t)

I = —ahSh(t)fo + (ﬁh + P)/h)[h( )7
dIy(t) 14 (1)

o =a S (t)fo — (B + ) In(t),
dsjt(t) = —afo(t)h—z + (B + )5 (1),
dléit) = ay5y(t) ]?\E}f) = By + )5 (1)

Para facilitar os calculos, vamos utilizar a seguinte notacao

Br = Bn + ",

B; = Bf + ;.
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(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Substituindo S, e Sy obtidos das equagoes 2.2 nas equacoes diferenciais 2.3 e 2.5, temos

%t(t) = ap(Np, — ]h(t»[fT(;) = Oudn()
A — vy - ) = 150,

Considerando a mudanca de varidveis, definida por

In(t) = 2,

= Ie(t
Ip(t) = ;‘V—g)

O sistema de equacoes diferenciais 2.7 tera a seguinte forma

dgﬂ__%u—m»L@—@mm
%t(t) — oy (1— T (0)n(t) — By 15 (1).

Observe que 0 < fh(t) <le0< ff(t) < 1.

(2.7)

(2.8)
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2.4.1 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Os pontos criticos (ou de equilibrio) do sistema de equagoes diferenciais 2.8, sdo o trivial

(0,0) e, o nao-trivial

Gnfs (RS = 1) Bubs (R — 1)
oy (ah +Bh) ’ p, <04f +Bf)

apay
TrVf '

(1:;:,1:;?) = onde RY = (2.9)
Observe que se RY < 1, ndo existe ponto de equilibrio nao-trivial no primeiro quadrante.

As coordenadas deste ponto de equilibrio no sistema de equagoes 2.7 sao dadas por

BnBy (RY —1) Nfﬁhﬁf (R — 1)

<[;7[}k) - Nh ayf <Oéh —I—Bh) 7 Qap, (Oéf +Bf>

Entendemos que o nimero de individuos suscetiveis da populacao H, infectados por um
tnico individuo infectado da populacao F durante o periodo de infeccao deste, estd sendo
representado pelo produto das taxas de transmissao entre eles e o tempo médio em que eles se
mantém infectados. Assim, a formulacao da reprodutividade basal do modelo deterministico

sera dada por

apQ
RY = "L,
TrYf

(2.10)

As proposicoes abaixo apresentam o resultado da anélise da estabilidade local dos pontos

criticos do sistema de equacoes diferenciais quase-lineares definido pelo sistema de equagoes 2.8

Proposicao 1: O equilibrio trivial (0,0) é:

1. Ponto de sela instavel, se RY > 1.

2. Um noédulo assintoticamente estavel, se 0 < RY < 1.
Demonstragao:

A equagao caracteristica correspondente ao Jacobiano do sistema 2.8 no ponto (0,0) é

r? + <Bh + Bf?”) + Bhﬁf — Qpoyp = 0.
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As raizes desta equacao sao dadas por

o= (Bt (Bt ) a8y [1- 15
_ & .
(i) Se RY > 1, temos que —403,0; [1— RP]>0 e como
~ ~\2 ~ ~\2 -~ ~
(Bn+87)" < (Bu+Br) —4BuBs [1 - RE]

segue que existem duas raizes reais, uma positiva e uma negativa. Portanto, a origem é um

ponto de sela instavel.
(ii) Se 0 < R < 1,temos que
NS L N2
0< (Bn+5r) — by [1 = BY) < (Bu+By)

e, consequentemente, temos duas raizes reais negativas. Isto é, a origem é um néddulo

improéprio assintoticamente estavel.
|

Proposigao 2: Se RY > 1, o equilibrio nao-trivial (.f i .f;i) serd um noédulo impréprio assintot-

icamente estéavel.

Demonstracao:

Denotaremos (f,’;, f}) por (C, D), para facilitar a notagao. A equagao caracteristica

correspondente ao Jacobiano do sistema no ponto (C, D) é
r? — (—ahD R - arC — 5}) r+ <ahD + Bh) (afC + B,c) — (o, — apC) (ay —ayD) = 0.
Segue que o discriminante sera
L \12 -
(@D +asC) + (B + )| = 1283 (RP ~1).
Ry > 1, implica que
L \12 L L \12
(anD 4+ ayC) + (m + m)] — 120,5¢ (R{? — 1) < [(ahD + a;C) + (& + ﬁfﬂ ,

e, portanto, existirao duas raizes negativas para a equacao caracteristica da matriz construida.

Assim, o ponto critico (C, D)=(I7, 1:}), serd um nodulo impréprio assintoticamente estavel.
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2.5 Analise grafica dos pontos de equilibrio dos modelos

Nesta secdo, vamos comparar o ponto de equilibrio obtido na convergéncia do modelo CA e
o ponto de equilibrio do modelo DA. Estudamos o comportamento da distancia entre os pontos
de equilibrio obtidos para os modelos em funcao dos tamanhos das populagoes. Para analisar

o comportamento da distancia entre os equilibrios do modelos CA e DA foi gerado um grafico.

Nas Figuras 2.15 e 2.16, apresentamos graficos com pontos que representam o equlibrio
do modelo CA obtidos durante 300 dias de processo epidemiologico em intervalos de 10 dias
apresentados na cor verde. O ponto na cor vermelha representa o equilibrio convergente obtido

em 300 dias de simulacao do modelo CA e o ponto na cor azul representa o equilibrio do modelo

DA.
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Figura 2.15: Comportamento da convergéncia do equilibrio do modelo CA para o equilibrio do
modelo DA para populages de mesmo tamanho com oy, = ay = 0.4 e vy, = 75 = 1/10.
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Figura 2.16: Comportamento da convergéncia do equilibrio do modelo CA para o equilibrio do
modelo DA para populagoes de mesmo tamanho com Nj, = 1000, Ny =5 e aj, = oy = 0.4.

Nos gréficos da Figura 2.15, observamos que o equilibrio convergente do modelo CA e o
equilibrio do modelo DA estao préoximos. Para os gréaficos da Figura 2.16, notamos que a
convergéncia entre estes pontos é maior quando temos menor chance de recuperacao para o0s
individuos da populacao F. Por fim, ainda podemos observar nos graficos da Figura 2.16, que
o equilibrio convergente do modelo CA apresenta maior ntimero de infectados da populagao H

do que o equilibrio do modelo DA.

A seguir, apresentamos o comportamento da distancia entre os pontos de equilibrio calcu-

lados para os modelos CA e DA em funcao da razao dos tamanhos das populagoes Ny, /Ny.
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Figura 2.17: Comportamento da distancia entre os pontos de equilibrio dos modelos CA e DA
em fungao da razao N, /Np com Ny = 1000, oy, = ay = 0.4 e N}, variando entre 1 e 10000.

Nos gréficos da Figura 2.17, vemos que para populacoes onde Ny >> N, a distancia entre os
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pontos de equilibrio é menor. Esta seria uma condicao para que o CA tenha um comportamento

semelhante ao modelo DA.

2.6 Analise da reprodutividade basal dos modelos

Neste capitulo foram desenvolvidos dois modelos de acoplamento de modelos SIS, o modelo
computacional (modelo CA) e o modelo deterministico (modelo DA). Esperarmos que modelos
estocasticos (computacionais ou analiticos) convirjam para modelos deterministicos diferenciais
no limite de grandes populacoes. Nesta secao, apresentamos graficos das reprodutividades
basais denotadas por RS , RY e R onde observamos uma possivel aproximagao entre seus
respectivos graficos. Estudamos o comportamento de RS , RY e R{ em fungao de N; tamanho
da populacao F, fixando um valor para NN, e para as taxas de transmissao oy, e oy . E, também,
analisamos o comportamento de RS , RY e R em fungio de %71 tempo de recuperacao dos
individuos da populacao F, fixando um valor para v, e para as taxas de transmissaoqy, e oy .

Nas Figuras 2.18, 2.19 e 2.20 a seguir, temos os graficos das reprodutividades basais onde

os identificamos por cores.
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Figura 2.18: Comparaciao das reprodutividades basais RS e R do modelo CA com a repro-
dutividade basal Ry do modelo DA em fungao do ntimero de simulagoes com oy, = ay = 0.4 e
Y =1/5, vy = 1/5.

Na Figura 2.18, temos que R = RP = 4, portanto, o grafico em cor azul claro representa
R = RP. Tsto acontece devido a formulacio R = %—’;Ré) , para populacoes com mesmo

tamanho segue que R = RY.
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Figura 2.19: Comparagao das reprodutividades basais RS'e RL do modelo CA com a reprodu-
tividade basal R§ do modelo DA em fun¢ido do ntmero de simulagdes com oy, = ay = 0.4 e

Yh = 1/5, v = 1/15.

A Figura 2.19 mostra que para populagoes com tamanhos N, > N; temos que Ry < R§ <

RY.
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Figura 2.20: Comparacido das reprodutividades basais RS e R do modelo CA com a repro-
dutividade basal Ry do modelo DA em fungao do ntimero de simulagoes com oy, = ay = 0.4 e

0 =1/5, 75 = 1/15.

A Figura 2.20 mostra que para Nj, < Ny os graficos de R§ e RL se aproximam. No entanto,
o grafico de RY encontra-se a uma distancia maior com relagao aos demais gréficos. Observamos
que no caso em que N, = 10, Ny = 500, os graficos RS e de Rl estao bem proximos.

A seguir, apresentamos gréificos que descrevem o comportamento de RY | RS e RY em
funcao de Ny. Variamos o valor de Ny entre 12 e 30 individuos a passos de comprimento igual

a 2, mantendo V), =50 e aj, = ay = 0.4 .
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Figura 2.21: Comparacio da reprodutividade basal R obtida em 5000 simulacdes e da repro-
dutividade basal R do modelo CA com a reprodutividade basal RY do modelo DA em fungao
de Ny com Ny =50e ap, =af =04 .

A Figura 2.21 mostra que a reprodutividade basal RS é maior que a reprodutividade basal
RE a medida que o niimero de individuos da populagao F cresce. Portanto, se a variancia do
valor esperado para o R§ for suficientemente pequena, podemos utilizar o valor esperado de
R§ como reprodutividade basal para uma epidemia entre duas populacdes. A reprodutividade
basal heuristica R{' tende a se aproximar dos demais graficos a medida que o Ny cresce, sempre
respeitando a desigualdade R > RS > RP.

Na Figura 2.22, os graficos apresentam o comportamento de RY, RS e RY em fungdo de
7]71 . O tempo de recuperacao dos individuos infectados da populacao F' encontra-se variando

entre 3 e 17 dia, mantendo v, = 1/5 e oy, = ap = 0.4.
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Figura 2.22: Comparacio da reprodutividade basal R obtida em 5000 simulacdes e da repro-
dutividade basal R do modelo CA com a reprodutividade basal RY do modelo DA em fungao
de ”y;l tempo de recuperacdo da populacao F com ap = ay =0.4 ey, = 1/5.

Os graficos da Figura 2.22 mostram que para populagoes de mesmo tamanho, notamos que
RS e RI crescem em fungao 7]71 e que RY mantém-se constante e assumindo valor maior que
as demais reprodutividadesd basais. Para populacoes com tamanhos N, > N; temos que R§
e RI se distanciam com o crescimento de ’y]?l e o valor de RY se mantém constante e menos
que os valores das demias reprodutividades basais. Isto significa, para populagoes de tamanhos
Ny > Ny com 7171 suficientemente pequeno, RS pode ser considerado como estimativa da

reprodutividade basal de uma epidemia.

2.7 O modelo CA com superinfeccao (modelo CA+)

Nesta secao, trabalhamos com o modelo CA com superinfeccao para os individuos da pop-
ulagao F. Isto significa, que individuos infectados da populacao F poderao ser reinfectados,
chamaremos este modelo de CA+.

Nasell [18-a] apresentou um modelo estocéstico simples (sem acoplamento) com superin-
feccao onde ele conta o niimero de infec¢oes em um hospedeiro de uma doenca. Neste trabalho,
ele faz referéncia a situagao da esquistossomose onde cada infec¢ao corresponde a um bando de
parasitas que infectam um humano. Segundo Nasell, o processo de superinfeccao é equivalente
a um processo de imigracao-morte, nao-homogéneo para o nimero de infec¢oes no hospedeiro.

Assim, ele introduz uma cadeia de Markov X (t), ¢ > 0 para indicar o nimero de infeccgoes
no hospedeiro no tempo t. O espago de estados é o conjunto dos inteiros nao-negativos. Ele

formula o modelo definindo as probabilidades de transicao em intervalos de tempo At — 0.
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Aqui, estamos interessados em investigar como a reprodutividade basal se comporta para
o modelo CA+. Portanto, apresentamos alguns resultados das simulagoes realizadas para o
modelo CA modificado de forma que permita superinfeccao dos individuos da populacao F. O
modelo CA-+ foi obtido acrescentando, apenas, a condicao de que um individuo da populagao
F' estando infectado poderéd ser infectado novamente por um individuo da populagdo H no
modelo CA. Lembrando que para o célculo da reprodutividade basal, o individuo ja infectado
da populacao F', s6 podera ser reinfectado pelo individuo gerador dos individuos com infeccoes
secundarias. Neste momento, atualizamos a contagem do tempo de recuperacao do individuo
da populagao F.

Na Figura 2.23, apresentamos graficos da reprodutividade basal calculada para os modelos

CA(cor verde) e CA+(cor azul) em fun¢ao do ntimero de simulagoes do processo epidemiolégico.

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

NUM NUM

N, = Ny = 50 N, = Ny = 100

0 100 200 300 400 500

NUM

N, = Ny = 200

Figura 2.23: Convergéncia da reprodutividade basal R§ dos modelos CA (cor verde) e CA+
(cor azul) em populacoes de mesmo tamanho com taxas de transmissao o, = ay = 0.4 e taxas
de recuperagao v, = vy = 1/5.
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Nos graficos da Figura 2.23 observamos que a reprodutividade basal para o modelo CA+ é

bem maior que a do modelo CA.

Var [Rg ]
Bl kS|

A Tabela 2.4 apresenta os valores obidos para E[RS] e do modelo CA+ para as

situagoes descritas nos graficos da Figura 2.23 .

Tabela 2.4: Tabela com a média e a variancia da reprodutividae basal RS do modelo CA+ para
populagoes de mesmo tamanho Nj, = Ny com taxas de transmissao oy, = ay = 0.4 e taxas de
transmissdo v, = 7y = 1/5. Neste caso, a reprodutividade basal é igual a RY = 4.

Var|RS
Ny, = N; | E[R{] E{Lgﬁ]]
20 15.56 1.11
100 21.19 0.74
200 21.52 0.96

Na Figura 2.24, apresenta dois graficos: o primeiro trata do comportamento das reprodu-
tividades basais R§ e RY para o modelo CA+ em funcio de Ny tamanho da populagao F' e, o
segundo, estuda RS e RY em fungao de yf_ltempo de recuperacao dos individuos da populacao
F'. Para o primeiro gréfico, variamos Ny entre 12 e 30 a passos de 2 unidades fixando N;, = 50.

1

Para o segundo grafico, variamos v, entre 3 e 17 fixando 7, = 1 /5. Assumimos as taxas de

transmissao fixas aj, = ay = 0.4 .

15

Rg
Rg
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15 20 25 30 4 6 8 10 12 14 16

N, .
Ny =150, 9, =75 =1/5 Ny, = Ny =50, v, =1/5

Figura 2.24: Comparando a reprodutividade basal R§ do modelo CA+ com a reprodutividade
basal R} = 4 em fungdo de N; fixando N;, = 50. Para o grafico da direita temos R e RY em
funcao de 7171 fixando 7, = 1/5 . As taxas de transmissao sdo a;, = ay = 0.4 para ambos os
graficos.

Comparando os graficos correspondentes nas Figuras 2.21 e 2.22 vemos que a diferenca entre

os modelos CA e CA+ é grande, o que é esperado pois temos reinfeccao dos individuos.
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Capitulo 3

Modelos de Jump Puramente Markoviano

Neste capitulo, apresentamos dois modelos bidimensionais de jump puramente Markovianos
para o acoplamento de dois modelos SIS, um em tempo discreto e outro em tempo-continuo. O
interesse principal residiu na observagao de como os parametros determinam as propriedades
assintoticas do modelo. Como a reprodutividade basal é um indicador de nivel para um surto
epidémico, foi testada a sensibilidade dos modelos para os casos menor e maior que um, respec-

tivamente.

3.1 Consideracoes iniciais

O modelo em tempo-continuo serd obtido fazendo o tamanho dos intervalos de transicao
tender a zero. Para os dois modelos utilizamos apenas seis paramentros: os tamanhos das
populagoes envolvidas, as taxas de transmissao entre individuos de populacoes distintas e as
taxas de recuperacao para individuos de cada populacao. Como temos poucos parametros estes
sao modelos estocasticos gerencialmente trataveis.

Nosso interesse aqui, sera observar como os parametros determinam as propriedades assin-
toticas do modelo. Com este propoésito, realizamos uma anélise numérica utilizando simulacoes
de Monte-Carlo para a obten¢ao da média do nimero de infectados da populacao H em fungao
do niimero de infectados da populacao F' e comparamos os modelos.

Como a reprodutividade basal é tida como um indicador de nivel para um surto epidémico,
testamos a sensibilidade dos modelos com relacao a reprodutividade basal, para os casos menor
e maior que um, respectivamente. Para doencas onde existe reinfeccao, estes modelos foram
modificados de forma adequada e analisamos os resultados obtidos.

Pensando nos casos onde um SIS-endémico envolve uma populagao durante um longo tempo

e a epidemia nao torna-se extinta, condicionamos o modelo em tempo-continuo a nao chegar



40

no estado livre da doenca e estudamos sob que condicoes serd possivel produzir um vetor de
distribui¢ao deste tipo conhecido como vetor de distribugdo quase-estacionaria. Nasell [19-b]
mostrou que para um SIS endémico nestas condigoes, iniciando um processo de jump continuo
com uma distribuicao quase-estacionaria, o tempo de espera para a extincao de uma epidemia
tem uma distribuicdo exponencial. Assim, considerando uma distribuicao quase-estacionéria
como distribuicao inicial do nosso modelo de jump Markoviano em tempo-continuo, mostramos
que o tempo de espera de extincao da epidemia é exponencial.

Assumiremos que a reprodutividade basal para estes modelos serda dada pela razao entre
o produto das taxas de infeccao sobre o produto das taxas de recuperacao. Assim, como no

Capitulo 2 desta tese, a denotamos por RY.

3.2 Modelo JPMDA

Nesta segao, construimos um modelo bidimensional de jump puramente Markoviano em
tempo discreto para o acoplamento de dois modelos SIS denominado modelo JPMDA.

Primeiramente definimos, um vetor bidimensional com duas cadeias de Markov no espaco
de estados finito e consideramos duas populacoes H e F' com tamanhos constantes durante uma
determinada epidemia. Denotamos o tamanho de cada populagao por NVj, e IV, respectivamente,
e sejam [, (t) e If(t) com t > 0, cadeias de Markov com Nj, + 1 e Ny + 1 estados para indicar
o nimero de infectados no tempo t das populacoes H e F', respectivamente.

As hipoteses para o acoplamento de dois modelos SIS sao formuladas em termos de ex-
pressoes para a probabilidade de transicao sobre pequenos intervalos de tempo. A interpretacao
restringe-se as taxas de infeccao e de recuperacao.

Considere oy, oy taxas de infeccao nao-negativas; A\, e Ay, o niimero esperado de contatos
de um suscetivel da populacdo H(F') com infectados da populacdo F(H) e, vy, 7y taxas nao-

negativas de recuperacao, todas associadas aos individuos de cada populagao, respectivamente.

/\hahlf

Chamamos ~
¥

e ’\f](i;i In forga padrao [2]| de infeccdo dos hospedeiros das populagoes F'
e H, respectivamente. Observando que a forca padrao de infeccao refere-se a capacidade de
infecgao de um infectado sobre um suscetivel. Denote a expressao o(A%t) como uma fungio a
qual, quando dividida por A%¢, aproxima-se de zero quando A%t tende a zero.

A Tabela 3.1 abaixo apresenta as probabilidades de transicao de um individuo no estado

suscetivel passar para o estado infectado.
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Tabela 3.1: Probabilidades de transicao durante um intervalo de tempo At do modelo JPMDA.

(Tn, Ip) — (I +1,1; — 1) o(A%t) |
(T 1) = (T + 1.15) Ananl gl Ao (A21) |
(Tn, 1) — (T + 1,Ip+1) o(A%t) |

1-{soma das probabilidades de transicao deste

estado para todos os outros}

(In:Lp) = (T 1p 1) ArorIn Ny =19 Ayt o(A2t)

K |
| |
| (p,Lp)— (I, 15-1) | Iiyp At 4 o(A?t)
(In15)— (In, Iy)
| |
| |
| |

4 |
(T L) — (14-1,14-1) o(A%t) |
(Tn,Tp)—(Tn — 1Tp) LynAt+o(A%) |
(T L) — (Tp-1,14+1) o(A%t) |

Na Tabela acima, as probabilidades de transi¢ao seguem um processo de Poisson [19-b], com
parametro oy, para a populagdo H, e ay, para a populacao F. O risco latente de transi¢ao
do vetor das variaveis independentes (I),(t), I¢(t)) é calculado a partir do produto dos riscos de
transicao de cada uma das variaveis envolvidas calculados no valor assumido por elas no tempo
t>0.

A probabilidade de recuperacao de um individuo da populacao H é dada pelo produto do
numero de infectados pela taxa de recuperacao da populacao H pelo comprimento do intervalo
de tempo da transicao de um estado para o outro; isto se deve, ao fato de estarmos modelando
o comprimento do periodo de infeccao por uma distribui¢do exponencial com parametro v, e
assumimos que os comprimentos dos periodos infecciosos entre os individuos serem indepen-
dentes. Assim, como a variavel que representa o periodo de transicao do primeiro individuo
que se recuperar entre os I, individuos infectados de sua respectiva populagao, é dada pelo
minimo [9] entre todos os periodos de recuperacao de cada um dos I, infectados, temos que o
parametro desta variavel serd dado por I,7y,. De modo anélogo, é definida a probabilidade de
recuperacao de um individuo da populacao F' é dada por Ivs.

Para a probabilidade de infeccao de um individuo da populacao H em um curto intervalo
de tempo tendo Iy individuos infectados da populagao F', assumimos que para um tempo
t > 0 o nimero de infetados na populacdo F' sendo I¢(t) = I; > 1 e que qualquer suscetivel
da populacao H faz contato com [I; infectados da populacao F' de acordo com um processo de
Poisson com parametro A, > 0 [10]. Em cada contato, um infectado da populagdo F' é escolhido
com probabilidade I¢/N; e a probabilidade deste suscetivel da populagdo H tornar-se infectado
seja ay. Assim, aply/Ny é a probabilidade por cada contato que um suscetivel da populacao

H se torna infectado contactando um infectado da populacao F.
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Assumindo que os contatos sao independentes, segue que o nimero de contatos feitos por
um suscetivel durante o intervalo de tempo (¢,t 4 ¢;] € um processo de Poisson, o qual implica
que ArayIst1 /Ny é o ntimero esperado de contégios feitos durante este intervalo de tempo.

A distribuicao latente do tempo esperado para um suscetivel tornar-se infectado é exponen-
cial com parametro Apaplr/Ny . Mas, no tempo ¢, existem Nj, — ), suscetiveis na populacao
H, e sob a suposicao que estes individuos fazem contatos independentemente, a distribuicao de
risco latente da transicao I, — I; + 1 na populagao H com [y individuos infectados da popu-
lacao F', serd dada pelo minimo das N, — I;, varidveis aleatérias com distribuicao exponencial
com parametro comum Ay ls/Ny .

Portanto, o risco latente para a transicao I, — I, + 1 é dado pelo minimo de contatos
de cada suscetivel da populacao H com infectados da populacao F. Isto é, o risco latente da
transicao (I, Is) — (Ip+1,1s) ¢ dado por (N, —I)Apanls/Ny. De modo analogo, conseguimos
que o risco latente da transicao (I, Ir) — (I, Iy + 1) é dado por (Ny — Ip)A\rapl,/Np.

Para este modelo, consideramos A\, = khx_i , isto é, que o numero de contatos de um
suscetivel da populagao H com infectados da populacao F' é proporcional a %’ e vamos absorver
a constante de proporcionalidade para ay,. Para Ay, vamos assumir que Ay = kf%—;t e que ay
absorve a constante ky. Consequentemene, as probabilidades de transi¢cao do modelo podem

ser reescritas, na Tabela 3.2 abaixo:

Tabela 3.2: Reformulacao das probabilidades de transi¢ao durante um intervalo de tempo At
do modelo JPMDA .

(In, Ip) — (In+1,1p — 1) o(A%t)
(Lnodp)—(In + LIy) = Ay o(A21)
(I, 1) — (I + 1,I+1) o(A%t)
(T, Tp) = (Tn,14-1) Ipyp At + o(At)

1-{soma das probabilidades de transicao deste

Ip,1 Ip, I
(Tnolg)= (I, 1) estado para todos os outros}

(Ih,If)—>(Ih,If+1) %JMA7H>O(A%)
(Tn,Lp)—(Tp-1,14-1) o(A%)

(In. 1) — (1 — 1.1¢) Iy At+o(A%t)
(Ip,Ip)—(Tp-1,1p+1) o(A%t)

3.3 A matriz de Markov

Nesta se¢do, construimos a matriz das probabilidades de transigdo (matriz de Markov)
para o modelo JPMDA. Lembramos que o modelo JPMDA é representado por um vetor bidi-

mensional com dois jumps de Markov em tempo-discreto. Para este modelo, assumimos que
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a maioria dos eventos ocorre no periodo de tempo At e cada infeccao, nascimento, morte
ou recuperacao depende unicamente dos valores dos estados das variaveis no tempo corrente.
Desde que a populagao tenha tamanho constante, um nascimento e uma morte deve ocorrer
simultaneamente.

Considere Iy (t), I;(t), Su(t) e S¢(t) com t > 0, varidveis aleatorias que representam o
numero de infectados das populagoes H e F, o nimero de suscetiveis das populagoes H e F', em
tamanhos de zero & N}, para a populacao H, e de zero & Ny para populacao F. Assuma que as

varidveis aleatorias I;,(t), I;(t) sao valores inteiros com probabilidades para ine {0,1,..., N} e,

pri(t) = Prob{l(t) =i}

paraire {0,1,..., N}, com tempo te {0, At,2At, ...}, respectivamente. Seja a probabilidade
do primeiro individuo entre N; — 4;, individuos da populacao H se infectar ao entrar em

contato com 77 individuos infectados da populagao F' no intervalo de tempo At, dada por
Mginin At = Ap(ig)(Nn —in)AL

onde Af(if) é a forca padrao de contaminagio dos individuos da populagdo F, isto é,

Ap(if) = 22905 com Ay~ x_ﬁ . E, caso i), ¢ [0, Np], definimos ITj,(

~ =0. Do mesmo modo,
f

ihvif)
formulamos a probabilidade do primeiro individuo entre Ny — ¢, individuos da populacao F' se

infectar em contato com i, infectados da populacao H no intervalo de tempo At , dada por

Wy, inAt = Ap(in)(Ny —iy)At,

Thyif

onde A\, (i) é a for¢a padrao de contaminagao dos individuos da populacao H, isto é,

An(in) = ’\f;fi” com Aj~ X . Também, para iy ¢ [0, Ny], definimos IT;,

y=0. Para a
h ¥

inyif
probabilidade de recuperagao ou morte do primeiro individuo da populacao H entre 1,
individuos infectados no intervalo de tempo At definimos 7,7v,At. De forma anéloga, temos a
probabilidade de recuperagao do primeiro individuo da populagao F' entre os iy individuos

infectados no intervalo de tempo At , definida por iy At.

Portanto, dado que as variaveis aleatorias I5,(t) e I¢(t) sao independentes e considerando que
a probabilidade de uma variavel permanecer no mesmo estado durante o intervalo de tempo At
seja dada por 1 menos a soma das probabilidades de transmissao e recuperacao da epidemia,

temos que as probabilidades de transicdo do vetor aleatério (I5,(t), I¢(t)), com ¢ > 0 sdo

Prob {(In(t + At), I;(t + At)) = (in + 1,35 — 1)|(In(1), I5(t)) = (in,if)} = Wngay,ip AlipypAt
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Prob{(In(t + At), I;(t + At)) = (in + 1,ip)[(1,(1), [£()) = (in,if)} =
Hh(ih,z‘f)At(l — Hf (in, ip— 1) At — foAt)

Prob{(In(t + At), Ij(t + At)) = (in + 1,ip + )| (In(t), 15(t)) = (in, i)} =
p(iy i) Aty iy, i ) AL

Zh Zf

Prob{(I(t + At), I;(t + At)) = (in, iy — V)| (In(t), I (t)) = (in,if)} =
(1 = I, -1, ) At — iR AL)igy At

Prob{(In(t + At), Iy (t + At)) = (in, ig)[(In(8), I (1)) = (in,if)} =

soma das probabilidades

1 — 4 de transicao deste estado para todos outros

Prob{(In(t + At), I;(t + At)) = (in, iy + 1)L, (1), () = (in, i)} =
(1 - Hh( )At — P)/hZhAt>Hf(zh,1f)At

in—1lyif

Prob{(In(t + At), Iy (t + At)) = (in, — 1,iy = )|(In(2), I (£)) = (in,ig)} = minDtypisAt

Prob{(In(t + At), I;(t + At)) = (in — 1,ig) |(Ln(t), 15(2)) = (in,ig)} =
’}/hZhAt(l — Hf(ih,iffl)At — ’YfoAt)

Prob{(In(t + At), It (t + At)) = (in — 1, iy + 1) [(In(t), Is(t)) = (in,if)} = ymin At i At

As probabilidades p;, (t) e pyi,(t) condicionadas aos valores fixados de iy e iy, respectiva-

mente, satisfazem as seguintes equagoes de diferenca

phih(t—l—At):phih,l(t)Hh(ih,l,if)At—f‘phi;Hrl(t)’}/h(ih+1)At+phih(t)[l—Hh (in—1,i) At ")/h(lh—f—l)At]
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pro(t + At)=pno(t),

onde iy = 1,..., Ny , iy = 1,..., Ny, ppi,(t) = 0 para i, ¢ {0,1,..., Ny} e pg;(t) = 0 para
ir € {0,1,..., Ny}. Consequentemente, as probabilidades ppyi,.i ) (t + At) determinadas pelo
produto das probabilidades py, (t + At) e pg; (t + At) onde Ip(t + At) =iy e I(t + At) = ip,
respectivamente. Ou seja, phf(ih,if)(t) ¢ a probabilidade de 7, individuos da populagao H e if

individuos da populagao F' estarem contaminados no tempo t. Isto é,

Phi(inip(t+ A = {pni,—1 (a1 A + Py 1 (E)7n(in + 1) At
+ iy O = Wy i) A — Ya(in + DA Apgi; 1 (O gy, 0, -1y At
+ prig (O iy + DAL+ prip (01— g, 1) At = 5 (iy + 1) At}
para i, 15 > 1 e, caso contrario, phf(ih,if)(t—l—At) = 0. Observando que as probabilidades podem
assumir valores muito pequenos, para que a soma das probabilidades no espaco de estados seja
igual a um, ajustamos a probabilidade de permanéncia no estado (i, i) para o complemento

da soma das probabilidades dos estados de transicoes complementares.
As probabilidades de transicdo no processo de jump de Markov seguem um processo de

Poisson e o tempo dos “jumps” [18-a] tem uma distribui¢do exponencial com média

1/ { [Hh (inyif) T ’thh] {Hf(i,“if) + ")/fl.f:| } )

Para a construcao da matriz de transicao de Markov ao vetor de cadeias de Markov em
tempo-discreto, consideramos At suficientemente pequeno de forma que os termos das proba-
bilidades de transicdo que apresentarem /%t como fator sejam despreziveis.

Assim, por exemplo, para a probabilidade de recuperacao do primeiro individuo infectado
da populacao H dado que o nimero de infectados da populagao F' seja constante e igual a iy,

definida por

Prob{(In(t + At), I5(t + At)) = (in — 1,ig) [(In(t), I5(t)) = (in,ig)} =
YninAt(1 =y, 1) At — 5 (iy + 1)At),

para At suficientemente pequeno, serd v,i, At .

Finalmente, as equacoes de diferenca para o modelo tempo-discreto das probabilidades
PhifGinsis) (t-+At) podem ser expressas na forma de matriz a qual denotamos por M , com tamanho
[(Nn, 4+ 1)(Ng+ 1) X [(Nh, 4+ 1)(Ng + 1)], denominada matriz das probabilidades de transicao de
Markov. A densidade de probabilidade para (I, I) satisfaz pj,(t + At) = pj;(t)M, onde

Ph(t) = (Phg©.0)(£)s s PREON) (), ooy PREN0) (), ooy gy (E) T
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Para assegurar que os elementos de M sejam probabilidades, ajustamos os elementos da
diagonal principal da matriz de transicao de Markov para que sejam iguais a 1 menos o com-
plemento da soma dos elementos de suas respectivas linhas, garantindo assim, que a soma dos
elementos de cada linha seja igual a 1. Além disso, é necessario que as entradas da matriz,
sejam valores entre zero e um. Para que isto ocorra, fazemos At suficientemente pequeno.

A matrix M é uma matriz estocéstica com um estado simples de absor¢ao, o estado (0,0). Da
teoria de cadeias de Markov, segue que giqlzo Pry(0,0)(t) = 1 [4]. Dificilmente, nao existem infecta-
dos nas populacoes, a menos do valor limiar Ry (indice de reprodutividade basal). Mesmo para
Ry > 1, definido para o modelo SIS estocéstico com respeito a uma populacao, considerando
um longo tempo, é possivel que a doenca seja eliminada completamente. Para os modelos
estocasticos SIS sem nascimentos e incidéncia padrao, foi mostrado por Kryscio (1989) [15]e
Nassel (1996 e 1999) [19-b, 20-c| que o tempo até a absor¢do cresce exponencialmente com N

tamanho da populacao, quando N se aproxima do infinito para Ry > 1.
Exemplo

Como a ordem da matriz de transicao cresce bastante, com respeito ao tamanho das pop-
ulacoes, para dar uma idéia de como seria a matriz de transicao apresentamos abaixo um
exemplo.

Considere o caso N, = Ny = 2 e a matriz de transicao dada abaixo com simbolos que irao
variar no conjunto {2,4,5,6,8}, onde cada um deles ira corresponder a uma probabilidades de
transigao definida no inicio desta se¢ao de acordo com os valores assumidos pelas variaveis I, (t)

e I¢(t), t > 0. Observe que os estados pertencem ao conjunto

{(0,0),(1,0),(2,0),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)} .

Assim, temos que o simbolo 2 é a probabilidade de transi¢do de um estado (I,1;) —
(I —1,1y) , o simbolo 1 é a probabilidade de transicao de um estado (1, 1) — (I, 1y — 1), 0
simbolo 6 é a probabilidade de transicao de um estado (I, 1) — (I, I + 1) , o simbolo 8¢ a
probabilidade de transi¢do de um estado (I, If) — (I, + 1,1y) e o simbolo 5¢ a probabilidade
de permanéncia em um mesmo estado (I, ;) — (I, I; + 1) dada por 1 menos a soma das

probabilidades de transicao deste estado para os demais estados.
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3.4 Resultados numeéricos do modelo JPMDA

Nesta secao, em vista dos resultados obtidos para o modelo CA, estudamos o comporta-
mento do nimero esperado de individuos infectados da populagao H em funcao do ntimero de
individuos infectados da populacao F. Observamos o comportamento do ntimero esperado de
individuos infectados da populacao H, em funcao do tamanho da populacao F' e também, em

funcao do tempo de recuperacao dos individuos da populacao F.

3.4.1 Convergéncia

A seguir apresentamos os resultados obtidos no estudo da convergéncia do modelo JPMDA.
Como critério de parada foi utilizada a menor distancia entre os pontos correspondentes dos
graficos consecutivos e a geracao dos gréaficos foi finalizada quando esta distancia fosse menor
que 1%.

Nas Figura 3.1 e 3.2 abaixo, apresentamos a convergéncia do modelo JPMDA dado por
E [I}], valor esperado do ntimero de individuos infectados da populacao H, em funcdo de Iy

ntmero de individuos infectados da populacao F' a cada NU M simulagoes.
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Figura 3.1: Convergéncia do modelo JPMDA apresentamos graficos de E [I;], valor esperado
do nimero de individuos infectados da populacao H, em func¢ao de Iy nimero de individuos
infectados da populacao F' a cada NUM simulacoes com ap = af = 0.8, 7, = 75 = 04 e
At = 0.001.

Na Figura 3.1, fizemos RY = 4 > 1, esperdvamos que a doenga deveria persistir. No entanto,
ainda se comporta com extin¢ao nos dois modelos visto que o nimero de infectados esperado é

menor que 1.

T 000 OO R

3

N, = Ny =10

Figura 3.2: Convergéncia do modelo JPMDA apresentamos graficos de E [I,] ,valor esperado
do nimero de individuos infectados da populacao H, em fun¢ao de Iy nimero de individuos
infectados da populacao F' a cada NUM simulagoes com a5, = oy = 0.8, 7, = 757 = 0.04 e
At = 0.001.

Na Figura 3.2, modificamos a reprodutidade basal deterministica para R = 400, valor
muito maior que um o exemplo anterior. Consequentemente, temos mais infectados pela epi-

demia.
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3.4.2 Valor esperado do ntimero de individuos infectados da popu-

lagcao H em fungao de Ny

Nesta secao, estudamos o comportamento do nimero esperado de infectados da populacao
H denotado por E[I;] em funcao de Ny. Para o modelo JPMDA observamos que o nimero
esperado de infectados da populacao H é inversamente proporcional ao tamanho da populacao
F'. Este comportamento faz sentido, pois a medida que o niumero de individuos da populacao
F' cresce, menor serd a chance de um individuo da populacao H visitar um individuo infectado
da populacao F' e, consequentemente, se infectar. Para produzir os resultados abaixo fizemos

Ny variar entre 1 e 20 unidades.

0.8

0.3 0.4
|

Edly)

0.2

01

0.0

N, =10

Figura 3.3: Comportamento de F [Ij]valor esperado do nimero de individuos infectados da
populacao H em funcao de Ny tamanho da populacao F', onde Ny encontra-se variando de 1 a
20 unidades com ap = ay = 0.8, 7, = 7y = 0.4 e At = 0.001. Aqui, o valor da reprodutividade
basal deterministica é R} = 4.

O comportamento da Figura 3.3 esta de acordo com o comportamento da reprodutividade
basal do modelo CA em funcao de N; na Figura 2.10, visto que a reprodutividade basal ¢ um

indicador de crescimento do ntimero de individuos infectados por uma epidemia.

3.4.3 Valor esperado do niimero de individuos infectados da popu-
lacao F em funcao de 7]71
Quando estudamos o valor esperado do nimero de individuos infectados da populacaoF’ em

funcao de ’y;l na Figura 3.4, verificamos que F [I,], o valor esperado do numero de infectados

de individuos da populacao H é proporcional a 7]71, tempo de infecgdo (recuperagao) dos
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individuos da populacao F. Isto também é razoavel, visto que a medida que aumentamos o
tempo da infeccao do individuo da populacao F, maior sao as chances de contaminacao de

individuos suscetiveis da populacao H.

E(ly
08 10 12

0.6
|

04

0.2

1f%
Ny = Ny =20

Figura 3.4: Comportamento de E [I},] valor esperado do ntmero de individuos infectados da
populacao H em funcao de 7;1 tempo de recuperacao dos individuos da populagao F', onde 7}?1
encontra-se variando de 3 & 17 unidades de tempo com oy, = oy = 0.8, 75, = 0.4 e At = 0.001.

O comportamento da reprodutividade basal descrita na Figura 3.4 acima esta de acordo com
o comportamento de RS reprodutividade basal do modelo CA em fungao de vf_l na Figura 2.11,
visto que a reprodutividade basal R§ ¢ um indicador de crescimento do ntimero de individuos

infectados por uma epidemia.

3.5 Modelo JPMCA

Nesta secao, fazemos os intervalos de tempo para transicao dos estados do modelo JPMDA
tender a zero, o que resultard no modelo de jump puramente Markoviano para o acoplamento
de dois SIS em tempo-continuo e serd denominado de JPMCA. Aqui apresentamos a matriz
associada as equacoes de Kolmogorov para as probabilidades de transicao do processo de Poisson
tempo-continuo (At — 0) [10]. Mostraremos que o vetor solugdo estacionaria deste processo
tem a sua primeira componente igual a um e as demais nulas. O que o torna nao informativo,
assim, na secao seguinte, construimos um vetor solucao condicionando o processo a nao extingao,

ou seja, nao permitindo que o estado (0,0) seja alcancado.

As probabilidades dos estados do vetor aleatorio (Ij(t),I;(t)) sdo denotadas por p(t) =
P{(In(t),1;(t)) = (in,is)} e elas dependem da distribuigdo inicial p(0).
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As equagoes de Kolmogorov para as probabilidades p, ;,)(t) podem ser escritas da seguinte

forma;

)" =p"A (3.1)

onde p(t) é um vetor coluna com componentes p(;, i,)(t) onde, 1 < i < Np, , 1 <iy < Nye A,

é uma matriz quadrada de ordem (NN, + 1)(Ny + 1), definida por

A =M — Iin,+1)(Np+1), (3.2)

sendo I(n, 11)(v;+1), @ matriz identidade de ordem (Nj, +1).(Ny+1) e M, a matriz de transicao
de Markov com At = 1. A matriz A possui cinco diagonais, possivelmente, nao nulas. Além
disso, a soma de suas linhas ¢é igual a zero, dado que a soma das linhas da matriz de Markov
é igual a um. A distribuicao estacionaria é a trivial que tem probabilidade 1 na origem, visto
que a primeira linha de A é nula, o que nos permite observar que ela nao é informativa. Ainda,
notamos que o estado (0,0) (estado livre de infeccao) ¢ absorvente e os estados (ip,if) com

1 <14, < Npel<iy< Ny, sao estados transientes para o nosso modelo.

3.6 Comparando os modelos

Nesta secao, apresentamos alguns resultados das simula¢oes do modelo em tempo-discreto
e em tempo-continuo. Os resultados descrevem o comportamento da média de infectados da
populacao H em funcao do nimero de infectados da populacao F' a cada NUM simulacgoes,
onde NU M seré o valor assumido entre 1 e 20000 a passos de tamanho igual a 2000. O intervalo
de tempo considerado ¢ At = 0.001 . Portanto, quando realizamos 20000 simulacoes o tempo
total &€ 20000At = 20. Como critério de parada, calculamos a menor distancia entre os pontos
obtidos de forma consecutiva.

Foram testados véarios exemplos onde variamos os tamanhos das populagoes e, também,
atribuimos valores para reprodutividade basal deterministica RS, entre eles temos os exemplos
apresentados nas Figuras 3.5, 3.6 e 3.7 . Em todas simulacoes, comeg¢amos o processo com
apenas um infectado da popualacdo F e nenhum infectado da populacaoH. Além disso, as
taxas de incidéncia da epidemia seguem a forma padrao. Isto é, para a infeccao dos individuos
da populacao H, temos Af(if)(Ny — in) = Ao (if/Ny) (N — ip), com A, = khx—z, onde ky, é

uma constante. E, para a infeccao dos individuos da populacao F, temos A (ip)(Ny —if) =
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Apap(in/Nyp)(Ny —if), com A\f = k:f%—;, onde k; é uma constante. Supondo que as taxas ay, e
ay absorvem as constantes £, e ky, respectivamente, podemos reescrever as taxas de incidéncia

da epidemia Ccomo )\f(lf)(Nh — Zh) = (Xhif(Nh — Zh)/Nh [§] /\h(Zh)(Nf — Zf) = Oéfih(Nf — Zf)/Nf
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Figura 3.5: Comportamento de E [I;] nimero esperado de individuos infectados da populagdo
H em fun¢ao do nimero Iy de individuos infectados da populacao F' para os modelos JPMDA
e JPMCA, respectivamente, da esquerda para a direita da figura a cada NUM simulagoes

com o, = oy = 0.8, 7, = 75 = 0.4 e At = 0.001. Aqui, o valor da reprodutividade basal
deterministica ¢ RY = 4.

Na Figura 3.5 acima, temos que o comportamento do modelo estocastico em tempo-discreto
e em tempo-continuo sio semelhantes. Note que , fizemos RY = 4 > 1, significando que a

doenca deve persistir.
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Figura 3.6: Comportamento de E [I;] nimero esperado de individuos infectados da populacdo
H em funcao de Iy nimero de individuos infectados da populagao F' para os modelos JPMDA
e JPMCA, respectivamente, da esquerda para a direita da figura a cada NUM simulacoes
com ap, = ay = 0.8, v, = 75 = 0.04 e At = 0.001. Aqui, o valor da reprodutividade basal

deterministica ¢ RY = 400.

Na Figura 3.6 acima, modificamos a reprodutidade basal deterministica para RY = 400,

valor muito maior o exemplo anterior. Consequentemente, temos mais infectados pela epidemia.
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Figura 3.7: Comportamento de E [I;] nimero esperado de individuos infectados da populacdo
H em funcao de nimero de /7 individuos infectados da populagao F' para os modelos JPMDA
e JPMCA, respectivamente, da esquerda para a direita da figura a cada NUM simulacdes com
ap=a;=0.5, v, =7 =1e At =0.001. Aqui, o valor da reprodutividade basal ¢ R§ = 0.25.

Na Figura 3.7 acima, temos também que o comportamento dos dois modelos estocasticos
tempo-dicreto e tempo-continuo sao semelhantes. Ainda, podemos observar que o valor esper-

ado dos infectados da populacao H, é menor que os obtidos nas figuras anteriores. Ou seja, a
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extingao se aproxima mais rapidamente.
A partir da analise visual destes resultados notamos que o comportamento quanto a con-
vergéncia dos processos bidimensionais de jump Markoviano no tempo-discreto e no tempo-

continuo sao aproximados.

3.7 Superinfeccgao

Nesta secao, apresentamos o comportamento dos modelos de acoplamento de dois SIS em
tempo-discreto e em tempo-continuo permitindo superinfeccao das populagoes H e F. Denom-
inaremos estes modelos por JPMDA+ e JPMCA+, respectivamente. Comparamos os modelos
observando a relacao entre o modelos de infeccao e os de superinfeccao em tempo-discreto.

Entendemos que uma superinfe¢ao [18-a] em uma populagao significa que cada individuo
pode se infectar mais de uma vez. Nasell trabalhou com processo de superinfeccao para malaria
e esquistossomose. Segundo ele, um processo de superinfecao é equivalente a um processo nao-
homogéneo de entrada e saida em hospedeiros de uma epidemia.

Para que seja permitida superinfeccao nos individuos de cada populacao do modelo estocés-

tico definido na Secao 3.1, redefinimos as probabilidades de recuperacao da seguinte forma

Prob{(In(t + At), I;(t + A8) = (in = 1,ip) [((6), 11(0) = (inip)} = min 5 2 AL

} =
Prob{(In(t + At), Is(t + At)) = (in,if — 1)|(In(t), I£(t)) = (in,if)} = ’Yfif(N?V;ih)At
(3.3)

As demais probabilidades de transicao permaneceram da mesma forma. Esta nova definicao
para as probabilidades de recuperacao de uma populagao, incorpora o nimero de infectados da
outra populacao: quanto maior o nimero de individuos infectados da populacao F', menor a
probabilidade de recuperacao dos individuos da populacao H, assim como, para o nimero de

individuos infectados da populacao H.

3.7.1 Comparando os modelos JPMDA-+ e JPMCA+

A seguir apresentamos alguns resultados dos modelos de superinfeccao no tempo-discreto
(modelo JPMDA+) e no tempo-continuo (JPMCA+). Os graficos descrevem o comportamento
da média de infectados da populagao H em funcao do nimero de infectados da populacao F
a cada NUM simulagoes, onde NUM sera assumido entre 1 e 20000. O intervalo de tempo

considerado é At = 0.001. Portanto, quando realizamos 20000 simulacoes o tempo total é
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20000At = 20. Usamos o mesmo critério de parada que o usado na Secao 3.3 .

Mo @ oW o

3

Mo @ oW o

3

N, = Ny =20 N, = Ny =20

Figura 3.8: Gréficos dos modelos JPMDA+ e JPMCA+, ordenados da esquerda para a direita,
apresentando ntumero esperado de individuos infectados da populacao H em funcao de niimero
de I; individuos infectados da populagao I’ a cada NUM simulagoes com «) = ay = 2,

Y= = 0.8, At =0.001 e RY = 6.25.

Comparando os graficos apresentados na Figura 3.8 acima, vemos que o comportamento da

convergéncia dos modelos no tempo-discreto e tempo-continuo com superinfeccao também sao

semelhantes.

3.7.2 Comparando os modelos JPMDA e JPMDA+

Nesta parte, apresentamos alguns resultados do modelo de acoplamento de dois SIS no
tempo-discreto e comparamos com os resultados obtidos do modelo com superinfeccao asso-
ciado. Os graficos descrevem o comportamento da média de infectados da populacao H em
funcao do niimero de infectados da populacao F. O intervalo de tempo para as transicoes ¢ de
At = 0.001.

A comparagao dos dois modelos foi feita por F [I},], nimero esperado de individuos infectados
da populagao H, em funcao de Iy, nimero de individuos infectados da populacao F, com taxas

de infeccao e transmissao das populacoes constantes. O grafico na cor verde representa o modelo

JPMDA e na cor azul, o modelo JPMDA-+.
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Figura 3.9: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA+(cor azul). Gréfico com o
comportamento de E [I},], ntumero esperado de individuos infectados da populagao H, em funcao
de Iy nimero de individuos infectados da populacao F' com aj, = ay = 0.8, 7, = 75 = 04 e
At = 0.001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 4.

Observamos na Figura 3.9 que o comportamento dos dois processos Markovianos ¢ diferente.

O modelo de superinfeccao infecta mais do que o modelo de infeccao.
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Figura 3.10: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA—+(cor azul). Grafico
com o comportamento de E [I;], nimero esperado de individuos infectados da populacao H,
em funcao de [y nimero de individuos infectados da populagao F' com aj, = oy = 0.001, v, =
vr =1e At =0.0001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica é igual a RY = 0.000001.

Na Figura 3.10, o comportamento da média dos infectados tende a exting¢ao e o modelo de

superinfeccao, segue mais lentamente.
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Figura 3.11: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA+(cor azul). Grafico
com o comportamento de E [I], nimero esperado de individuos infectados da populacao H,
em funcao de Iy nimero de individuos infectados da populacao F' com oy, = ay = 100, v, =
v = 0.8 ¢ At = 0.0001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a Ry = 15625.

Na Figura 3.11, fizemos as taxas de transmissao assumirem valores maiores que os valores
assumidos para as taxas de recuperacao, o que se reflete naturalmente no maior nimero de

individuos infectados.

Edly)
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Figura 3.12: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA~+(cor azul). Gréafico
com o comportamento de E [I], nimero esperado de individuos infectados da populacao H,
em funcao de Iy nimero de individuos infectados da populagao F' com oy, = 100, af = 10,
Y, = =1e At = 0.0001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 1000.

Na Figura 3.12, fizemos a taxa de transmissao dos individuos da populagao H maior que a

taxa de transmissao dos individuos da populacao F' com populacoes de tamanhos diferentes.
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Figura 3.13: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA+(cor azul). Gréafico
com o comportamento de E [I], nimero esperado de individuos infectados da populacao H,
em funcao de Iy nimero de individuos infectados da populagao F' com oy, = 100, af = 10,
v, = =1e At = 0.0001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 1000.

Na Figura 3.13, temos o comportamento distinto em relacao ao comportamento dos graficos

da Figura 3.13. Isto se deve aos tamanhos das populagoes.

A seguir apresentamos mais alguns graficos que descrevem o comportamento E [I;] em
funcao Iy, com proposito apenas de confirmar que o processo de superinfeccao (JPMDA+), de

fato, infecta mais que o processo normal de infecgdo (JPMDA).
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Figura 3.14: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA~+(cor azul). Grafico
com o comportamento de E [I], nimero esperado de individuos infectados da populacao H,
em funcao de /¢ ntimero de individuos infectados da populacao F' com ay, = 100, oy = 10, yp, =
vs = 0.8 ¢ At = 0.0001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica é igual a RY = 15625.
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Figura 3.15: Comparagao dos modelos JPMDA (cor verde) e o JPMDA+(cor azul). Gréafico
com o comportamento de E [I], nimero esperado de individuos infectados da populacao H,
em funcao de Iy nimero de individuos infectados da populacao F' com ap = 50, af = 5, v, =
v = 0.8 ¢ At = 0.0001. Aqui, a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 390.625.

3.8 Distribuicao quase-estacionaria

Nesta secao, apresentamos uma distribuicao de probabilidade do modelo de acoplamento de
dois SIS estocasticos, condicionada a nao extin¢gao de uma doenca. Estes tipos de distribuigoes
sao conhecidas como distribuicoes quase-estacionarias. Analisaremos, também, o tempo de
extincao da epidemia, iniciando o processo de jump Markoviano em tempo-continuo com uma
distribuicao quase-estacionaria. A distribuicdo quase-estacionaria e o tempo de extincao sao
parametros importantes na epidemiologia. Sua determinagao explicita ¢ conhecida para poucos
modelos. O tratamento analitico para a sua obtencao é complexo e encontra um sem nimero de
dificuldades. Recorremos entao a aproximagoes analiticas e numéricas para a sua determinagao.

Distribuicoes quase-estacionéarias em cadeias de Markov em tempo-discreto foram estu-
dadas por Seneta e Vere-Jones [26] e em tempo-continuo por Darroch e Seneta [25]. Na defini¢do
de epidemia, distribuicoes quase-estacionarias em tempo-continuo foram primeiramente es-
tudadas por Kryscio e Lefevre [15]. Recentemente, Nasell estudou as distribuigdes quase-
estacionarias para o modelo SIS estocastico em tempo-continuo sem nascimentos e mortes [19-
b,20-c| e para modelos STR estocésticos tempo-continuo sem nascimentos e mortes [21-d]. Nasell
também mostrou que as distribuicoes quase-estacionarias tém formas diferentes dependendo do
valor de Ry e sua relacao com N, o tamanho total da populagao. Trés regioes paramétricas difer-

entes determinam a forma das distribuicoes quase-estacionarias. Quando Ry < 1 a distribuicao
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¢ aproximadamente geométrica, quando Ry > 1, ela é aproximadamente normal. Entretanto,
existe a regiao de transicao quando R, se aproxima de 1, onde a forma da distribuicao é com-
plexa. O tempo de extingao da doenga também depende destas trés regices [21-d|.

O modelo estocastico apresentado na Secao 3.1 é introduzido como um acoplamento de dois
processos de nascimento e morte com estado de absor¢ao na origem (estado livre da doenca).
Assim, as condicoes satisfeitas pela distribuicao quase-estacionaria serao assumidas a partir das
hipoteses apresentadas para a distribuicao do modelo.

A distribuicao quase-estacionaria é uma distribuicao estacionaria condicional. Para defini-
la, nos estudamos o processo {(I;(t),1;(t))} condicionado a nao-extin¢ao no tempo t. Nos
denotamos por ¢(t), o vetor coluna cujas entradas sdo as probabilidades g, ;) (t) dos estados
(in.if) para 1 < i, < Np el < iy < Ny. Note que ¢(t) depende da distribuigdo inicial ¢(0).
Nos produzimos um sistema de equagoes diferenciais para ¢(t) estritamente relacionado com o

sistema dado na Equagao 3.1 . Seja pg(t) o vetor contendo todas as componentes de p(t) exceto

pq(t)

a primeira, e assuma que o estado inicial (1,(0), 1;(0)) # (0,0). Defina entdo, ¢(t) = o0 @

Observamos aqui, que o vetor ¢(t) serd uma distribuicao visto que a sua defini¢ao parte de um
vetor distribui¢ao p(t) que é solucdo da equagdo que define o processo de jump de Markov no

tempo-continuo. Diferenciando-se ¢(t) em relagao a t e usando a equagao

(Nh7Nf)
Plooy = D (MJin(Np+1)+iz,0] = I[in(Ny +1) + s, 0)pg, i), (3.4)
(in,if)7#(0,0)

temos
I (Nn,Ny)

p . . . .
q = 1_—Q + > (M[in(Np 4 1) + 7, 0] = I[in(Ng + 1) + 5, 0)ggi, i)
POO -, 00

P

— (3.5
1—p(o,O) ( )

Isto produz o sistema de equacoes

(Nn,Ny)
" =q"Aq+ D (M[in(Ny+1) +is,0] = I[in(Ng + 1) + iz, 00)qei, )4 (3.6)
(inyiy)#(0,0)
onde Ag é a matriz NNy x NNy formada a partir de A deletando-se a primeira linha e
a primeira coluna. A distribuicao quase-estacionaria é a solucao estacionéria deste sistema de
equacoes diferenciais. Assim, ela satisfaz a relacao

(Nn,Ny)

¢"Ag=— D (M[in(Ny+1) +ig, 0] = I[in(Ng + 1) +ig, 0))gg, )4 (3.7)
(in.i)#(0,0)



61

Mas, claramente, substituindo os valores da matriz de transicao de Markov M e os valores da

matriz identidade I, temos a seguinte equagao

qTAQ = — (401,00 + V£90,1))4- (3.8)

Proposicao A distribuigao quase-estacionaria é gerada por Ny + 1 parametros.

Demonstracao:

Se observarmos a matriz A = M — [ obtida das equagoes de Kolmogorov, notamos que
os simbolos utilizados para representar as probabilidades de transicao dos estados, aparecem
nas diagonais da matriz. A diagonal principal nao-nula mais a esquerda da diagonal principal,
esta relacionada com a probabilidade que ira ser determinada em cada linha do sistema e estas,
irao depender das probabilidades que se encontram na mesma coluna e em linhas anteriores.
[sto acontece porque nesta diagonal nao temos elemento nulo. Portanto, como a estrutura das
matriz depende apenas das diagonais principais e dos simbolos de 2,4, 5,6, 8 correspondentes a
probabilidades de transicao, tendo como as demais entradas de A iguais a zero, concluimos que
as probabilidades que se apresentam como coordenadas do vetor ¢(t) a partir da Ny +2—ésima

coordenada, sdo dependentes das primeiras Ny + 1 — ésimas probabilidades do vetor ¢(t).
|

Por exemplo, no caso em que a popula¢ao F' tem tamanho Ny = 2, uma possivel distribuicao
quase-estaciondria construida ird depender das probabilidadesq(; o), g(o,1) € q(1,1)-

No exemplo a seguir apresentamos a construcao da distribuicao quase-estacionaria para
N, =2 e Ny = 2. Mostraremos que para o vetor ¢(t) ser uma distribuigao ele irad depender dos
parametros q(1,0), 4(0,1) € q4(1,1)-

Observe que na Secdo 3.2 apresentamos a matriz A = M — [ associada as equacoes de
Kolmogorov, com indices 2,4, 6, 8,5 que representam as probabilidades de transi¢cao dos estados
com At = 1. Para gerar uma distribui¢ao quase-estacionaria utilizamos a submatriz A obtida
retirando-se a primeira e tultima linha da matriz A, que estd condicionando o processo ao nao

aparecimento do estado livre da doenca. Portanto, considere
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5/0(0[0[0l0|0]|0]0
5(0/0[8[0[0]0]0
0 500(0[8[0[0]0
200(0|5 0/0[0]0
M=o0|2]0 5 0180
0/0[2]0 500108
0/0(0|2]0]0]5 0
0/0[0]0|2]0 5
0/0[0|l0|0]2]0 5

Excluindo-se a primeira linha e a primeira coluna de A = M — I temos A e , consequente-
mente, podemos comecar a determinar uma possivel distribuicao quase-estacionaria . Nossa dis-
tribuicao sera representada por um vetor coluna ¢, onde ¢7 = (qo1, o2, G10, q11, Q12, G20, G21, qgg)T.
De acordo com a estrutura da matriz, a diagonal onde o simbolo 2 se apresenta, estara asso-
ciada a probabilidade que ira ser calculada a medida que avancamos com as linhas. Ou seja,

assumindo-se conhecidas g1, qi0 € oz, teremos que ¢” Ag produz as seguintes expressoes

4qo2 + 2q11 + 5q01 =

2q12 + 5qo2 =

2q20 +4q11 + 5q10 =

8qo1 + 2q21 + 6q10 + 5q11 +4q12 =

8Go2+2q22 + 6¢11 + 5q12 =

Da primeira expressao, como (g1, go2 sao conhecidos, podemos calcular ¢;;.. Para todas as
demais equacoes, as probabilidades calculadas serao as que estao associadas ao simbolo 2 e,
necessitamos apenas do conhecimento das probabilidades calculadas anteriormente. Notamos,
também, que o nimero de expressoes usadas para calcular as probabilidades é igual a [(V), +

1).(Ny +1)] — (N +2). Portanto, resolvendo a Equacao 3.8, temos

2q11 = —4q02 + [=5 — ("q10 + V£901)]q01

2q12=[—5 — ("nq10 + Vrq01)]q02
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2g20= —4q11 + [=5 — (Ynq10 + Y£901)] 010

221 =—4q12 + [—5 — (V10 + Y£901)]q11 — 6¢10 — 801

2¢22= [—5 — (G0 + V£ qo01)] 12 — 6q11 — 8qo2.

Logo, temos uma forma de calcular uma possivel distribuicao quase-estacionaria a partir de

Ny + 1 parametros.

No caso de uma populagdo somente, Nassel [19-b] mostra que o vetor ¢ é sempre uma
distribuicao e pode ser interpretado como uma aproximacao da solugao do sistema de equagoes
de Kolmogorov, sem qualquer argumento probabilistico. O motivo se deve as equagoes de
recorréncias dependerem apenas de um parametro. Ele também obteve o vetor distribuicao
quase-estacionaria baseando-se em um trabalho anterior de Picard [23] o qual demonstra que a
matriz A tem autovalores reais e distintos, um dos quais é igual a zero e os outros sao negativos.
Nasell [19-b] mostrou também que o vetor ¢(t) estaria associado a uma soma do autovetor
associado ao autovalor nulo com o autovalor menos negativo para um intervalo de tempo que
depende destes autovalores quando N, o tamanho da populacao, é grande e a reprodutividade

basal muito maior que 1.

3.8.1 Equacgoes de Recorréncia

Nesta subsecao, apresentamos a forma de recorréncia para o calculo do vetor ¢ do modelo
de acoplamento JPMCA e estudamos condicoes as necessarias e suficientes para que este vetor
seja, de fato, uma distribuicao.

Considere o tamanho (N, + 1).(Ny + 1) — 1 do vetor correspondente aos estados das var-
iaveis aleatorias [,(t) e I¢(t), as quais denotam o ntmero de infectados de duas populacoes
de individuos H e F, respectivamente, no tempo t. Lembrando que elas variam no espaco de
estados {0,1,.... N} e {0,1,..., Ns}, respectivamente, onde N}, é o ntimero total constante de
individuos da populagao H e, Ny é o niimero total constante de individuos da populacao F'
Exclua o estado livre da doenga, isto é, o estado (0,0). Também, assuma conhecido os valores
das Ny + 1 primeiras entradas do vetor q.

Assim, observando a estrutura da matriz Ag e as probabilidades de transi¢ao dos estados

com At = 1, obtemos as seguintes equacoes de recorréncia as quais determinam o vetor g:

g1 = {[ + an — (Va0 + 7£901)]901 — 2Vnq02} /Vn (3.9)
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Para2 < (i—1)(N;+1)+j <Nyp+1,comic{0,1,...,N,} eje{0,1,..,N;}, temos

. . . Ni—j . —(i—
Gij =i = 1)+ jvp +ap(i - 1)(}&—f]) + J(w) — (@10 + Y£q01)]Gi— 15—

. . (N = (1)) (3.10)
—’Yf(J + 1)%71]41 - Oéf(Z - 1)#% 1j— 1}/ Vh-
Para (1 —1)(Ny+1)4+j7 > Ny+1,comi€ {0,1,...., Ny} e € {0,1,..., N} , temos
@ij = {[m(i—1)+ 7y +as(i— 1)( D ta ](M) — (@10 + Y£q01)|Gi-1;— (3.11)

G=1) ; ((Nh (Z 2)) )

—%‘(j + 1)Qi—1j+1 - Oéf(i - 1>(N—fQi—1j—1 — JQh qi— 23}/%

Com o proposito de conseguir uma distribuicao quase-estaciondria em nossas simulagoes,
foram necessarias varias atribui¢oes para as Ny+1 probabilidades associadas as Ny+1 primeiras
coordenadas do vetor q.

As equacoes de recorréncia tém problemas ntimeéricos. As entradas sao divididas por 7y, o
que torna a determinacao de uma distribuicao bastante dificil, principalmente quando temos N},
e Ny grandes. Para facilitar a analise das condi¢oes necesséarias sobre os parametros de modo
que o vetor ¢ seja uma distribui¢ao, vamos assumir «j, = ay e v, = 7¢. Consequentemente, as

equacoes de recorréncia serao:

g1 = [1+ /R — (@10 + qo1)]g01 — 202 (3.12)

Para2 < (i—1)(Ny+1)+j < Ny+1,comie€ {0,1,..,N,} e je{0,1,..,Ns}, temos

G =[(i—1)+j+/RP Nf = RD($) — (q10 + qo1)]Gi—15— (3.13)
-+ 1)Qi—1j+1 - \/ Ré)(i - 1)(Nf_N—(j_l))qz‘—1j—1'
Para (1 — 1)(Ny+1)4+j7 > N+ 1,comi€ {0,1,...., Ny} e 5 €{0,1,..., N} , temos
g =[(—-1)+j+ VR~ 1)% + R()Dj((Nh_N—(Z_l))) — (q10 + qo1)]qi-15— (3.14)

. . Ni—(j—1 . i
—(j + 1)gi—1j41 — VRE (i — 1)%%71%1 —JV R?(M)%— 2
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Notamos que neste caso, conseguimos as coordenadas do vetor ¢ em fun¢ao da reprodutivi-
dade basal deterministica RY. Seguimos assumindo ainda mais, que Ny =1, aj, = ay = 0.
[sto é, vamos trabalhar com a populacao F' com um individuo e com a reprodutividade basal
deterministica nula (RY = 0). Nosso proposito aqui, ¢ mostrar a dificuldade que enfrentamos
para conseguir que o vetor q encontrado seja uma distribuicao. Portanto, substituindo os valores

assumidos, temos as seguintes equagoes de recorréncia para a distribuicao quase-estacionaria:

@11 = [1 — (q10 + qo01)]q01 (3.15)
Para j =0 e 1 > 2, segue
Gio = [1 — 1 — (quo + qo1)]¢i—10 — @i-11, (3.16)
e, para j =1e1? > 2 temos
g1 = [i — (quo + qo1)]gi—11- (3.17)
Observe que para q;; > 0, basta
Giot+qon <1 e go=0. (3.18)
Consequentemente,
ga >0, para todo ¢2>1. (3.19)

Seja qo; = 0. Entao, ¢;; = 0 para todo 7. Também, teremos g;p > 0 para ¢ > 2, desde que

qi0 > 0 e qi0 + g1 < 1. Logo, para

o1 =0, qio > 0eqio+qo <1, (3.20)

o vetor ¢ serd uma distribuicao. A interpretacao deste caso, seria que os focos devem se

desinfectar ap6s um longo intervalo de tempo.
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Como nao podemos ter gy; = qi10 = 0, considere ¢o; > 0. Temos dois casos inicialmente:

L. Se qio = 0, entao 0 < go1 < 1. Se qio + qo1 = 1, entao go1 = 1. E, pelas equacgdes de
recorréncia, temos uma distribuicao com apenas a coordenada gg; = 1 e as demais nulas.
Caso contrario, isto é, se g1 + go1 < 1, entdao 0 < ¢o1 < 1. Portanto, 0 < ¢11 < 1, e

consequentemente, go0 < 0. Logo, nao teremos distribuicao.

2. Se qip > 0, entao para ¢ > 2, obtemos ¢;o > 0, se
[i =1 — (qi0 + qo1)]¢i—10 — Gi—11 > 0. (3.21)
Em particular, se © = 2, temos que ter

[1 = (q10 + go1)]go1 = g1 < [1 = (q10 + qo1)]G10- (3.22)

Consequentemente, devemos ter 0 < qo1 < ¢19. Das equacoes anteriores,

i

gin = H[k —1—(q10 + 901)]go1 < Nf]LVhQOL (3.23)
=2

Ou seja, ¢;1 serd tao pequeno quanto se queira. Basta fazer qy; pequeno o suficiente. Com
isto, podemos conseguir ¢;o de forma que a desigualdade a qual determina ¢;y seja verdadeira,

visto que temos um ntmero finito (N, — 1 ) desigualdades.

Para os demais casos, nao conseguimos determinar condi¢oes analiticas explicitas de modo

que o vetor ¢ encontrado, seja uma distribuicao.

3.8.2 Exemplos numéricos

Apresentaremos a seguir os resultados do céalculo de algumas instancias da distribuicao
quase-estacionaria com reprodutividade basal deterministica nula ou com valores préximos de

Zero.
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Figura 3.16: Comparando a distribuicao quase-estacionaria. Considere os dados para os graficos
identificados da esquerda para a direita na figura com a;, = ay = 0, 7, = vy = 1. Aqui, a
reprodutidade basal deterministica é Ry = 0.

Na Figura 3.17 modificamos o tamanho da populagdo H e o comportamento continua o
mesmo. No entanto, quando passamos a aumentar o tamanho da populacao F, passamos a ter

dificuldade para encontrar uma distribuicao.
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Figura 3.17: Comparando a distribuicao quase-estacionaria. Considere os dados para os graficos
identificados da esquerda para a direita na figura com Ny =50, Ny = 1ley, = vy = 1. Aqui, a
reprodutidade basal deterministica é Ry = 0.01.

Na Figura 3.17, observamos que aumentando o tamanho de o), = ay, a distribui¢ao quase-
estacionaria continua com o comportamento préoximo de uma distribuicao exponencial decres-

cente.



68

oo oo

025
|
04

01§ 020
| |
0.3
|

0.2

010
|
—_—

Distribuigdo quase-estacionaria
Distribuigdo quase-estacionaria

0.05
|
o

o
01
o

0.00
|
0.0

Figura 3.18: Comparando a distribui¢ao quase-estacionaria com Nj, =50, Ny = lea, = oy =
0.04. Aqui, a reprodutidade basal deterministica ¢ RY = 0.0016. Considere os dados para os
graficos identificados da esquerda para a direita na figura.

Na Figura 3.18, notamos que aumentando as taxas de recuperacao o vetor distribuicao

aparece com poucas coordenadas nao-nulas. Ou seja, as probabilidades sao maiores.

0.4
0.35
|

0.30
|

0.3
020 025
| |

0.2

Distribuigdo quase-estacionaria
015
1

Distribuigdo quase-estacionaria

01
005 010
| |

o0
-
e
-

|
o
a
a
o
o
o
o
a
a
o
o
o
o
a
a
a
o
o
o
o
a
a
o
0.00
|
o
o
a
a
o
o
o
o
a
a
a
o
o
o
o
a
a
o

Ny=Ny=5 Ny = Ny =10

Figura 3.19: Comparando a distribuigao quase-estacionaria com oy, = ay = 0.16 ey, = vy = 8.
Aqui, a reprodutidade basal deterministica ¢ RY = 0.0004. Considere os dados para os gréficos
identificados da esquerda para a direita na figura.

Na Figura 3.19, notamos que mantendo as taxas de transmissao e recuperacao e aumentando
o tamanho das populagoes, sendo elas de tamanhos iguais, o comportamento da distribuigao é
0 mesmo.

Diferentemente do Nassel [19-b], que trabalha como um modelo SIS simples e a distribuicao

quase-estacionaria é determinada em funcao apenas de um parametro. Para produzir tais
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distribuicoes foram necessarios intimeros testes numéricos até conseguirmos atribuir valores
para os Ny+1 parametros de forma adequada. Assim, a andlise de sensibilidade aos parametros

de base dos modelos nao foi possivel.

3.9 O tempo de extincao e os limiares

O tempo de extingdo 7" para o processo original incondicionado {(1,(t), I¢(t)} é uma variével
aleatéria que carrega informacao importante. Estd claro que a distribuicao desta varidvel
aleatoria depende da distribui¢do inicial p(0). A distribuicdo de 7' ¢ particularmente simples se
a distribuicao inicial é igual a distribuicao quase-estacionaria. Mostraremos que a distribuicao
de T é exponencial com parametro —(v;q(o,1) + Yr4(1,0))-

Para deduzir este resultado, basta utilizar a Equacao 3.1 e notarmos que a probabilidade

po satisfaz o sistema de equacgoes

p/Q = —(7rq0,1) + Yh4(1,0))P0 (3.24)

com a solucao

po(t) = qexp(—(v£qo,1) + Yrda,0))t)- (3.25)

Uma consequéncia disto ¢ que nés também podemos encontrar probabilidade p( ) (t), resol-
vendo a equacao diferencial p’(()’o) = —VhD(0,1) — VfP(1,0) aPOs a substituicao de p(1)(t) € pa,0)(t)

utilizando a Equacao 3.25. Assim,

P0,0)(t) =1 —exp(=(vr90,1) + Mq1,0))1)- (3.26)

Esta equacao estabelece o resultado desde que P {T <t} = p(0)(t). Segue em particular, que

o tempo de extincao esperado a partir da distribuicao quase-estacionaria ¢ igual a

1

E|T| = .
7] (VfQ(o,1)+7hQ(1,o))

(3.27)

A distribuicao de T para uma distribuicao inicial arbitraria é mais complicada que se a
distribui¢ao inicial for a distribuicdo quase-estacionaria. Nasell [19-b| estudou, para uma

populacao, o tempo de extingao 7} a partir do estado inicial j e seu valor esperado E [T}]. Ele
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obteve o valor esperado usando uma férmula recurssiva em funcao dos estados da populacao

estudada.
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Capitulo 4

O Tempo de extincao de uma epidemia

Neste capitulo, formulamos um modelo jump puramente Markoviano em tempo-continuo para
o acoplamento de dois SIS estocasticos dentro de uma estrutura semi-Markoviana onde a prob-
abilidade de permanéncia em um mesmo estado é considerada nula o qual serd denotado por
JPMCA-STP. Para aplicar a teoria de processos semi-Markovianos usamos a teoria classica de
riscos de competicao [17]. Doob [11] mostrou que o tempo de permanéncia em um mesmo estado
para modelo de jump em tempo-continuo é exponencial decrescente e, portanto, a probabilidade
de permanéncia em um mesmo estado foi considerada igual a zero para um longo tempo de
epidemia. De outro modo, o tempo de extingao para uma epidemia pode ser pensado como a
soma dos tempo de transicao entre os estados do processo de jump até atingir o estado livre da
doenca. Nao devemos levar em conta o tempo de permanéncia em um mesmo estado, visto que
ele ja esta sendo contabilizado quando ocorre uma transicao de estados. Por esta razao, para
efeito do calculo do valor esperado do tempo de espera para a extin¢ao, consideramos as proba-
bilidades de permanéncia em um mesmo estado iguais a zero. Charles [10] estudou um modelo
de jump puramente Markoviano em tempo-continuo nestas mesmas condicoes para um modelo
SIS (uma populagao). Ele utilizou a cadeia de Markov absorvente do modelo semi-Markoviano
e determinou uma forma explicita para o cilculo da esperanca condicional e da variancia do
tempo de espera para a extin¢ao de uma epidemia a partir de um estado transiente. Neste
capitulo, também, determinamos uma forma explicita para o calculo da esperanca condicional
e da variancia para o tempo de espera para a extin¢cao de uma epidemia para o modelo JPMCA-
STP. Por fim, apresentamos os resultados numeéricos obtidos através de simulagoes e fazemos
uma analise. Do ponto de vista pratico, se o tempo de espera para extin¢ao de uma epidemia
pode ser diminuido por intervencoes de medidas de satide piblica em alguns parametros basicos

de um modelo, um conhecimento do tempo de espera para a extincao de uma epidemia poderia
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ter valores praticos significativos.

4.1 Um modelo de acoplamento de dois SIS dentro de um
processo semi-Markoviano

Quando uma epidemia de alguma doenca infecciosa em uma populagao fechada envolve uma
populacao finita pertencente a classe de processos SIS, ela termina ou torna-se extinta quando
nao existem infectados na populacao. Do mesmo modo, pensamos para uma epidemia em um
modelo de acoplamento de dois SIS, a epidemia ira se extinguir quando nao houver infectados
em nenhuma das duas populacoes tratadas. Além disso, quando o modelo é formulado como
um processo semi-Markoviano com um conjunto finito de estados G, consistindo de r > 2
estados com um conjunto G; de r; > 1 de estados absorventes e um conjunto G de ry > 2
de estados transientes que se comunicam tais que r; + ro = r entao, sob condigoes gerais, o
processo termina com probabilidade um em algum estado absorvente, dado que comeca em

algum estado transiente [10].

4.1.1 Modelo JPMCA-STP

Considere duas populagoes H e F' envolvendo, cada uma, dois tipos de individuos: os suscetiveis
e os infectados. Denote as fungdes S, (t), Sy(t) representando o nimero de suscetiveis de cada
populacao no tempo t € [0,00), respectivamente, e as fungoes I(t), I;(t) representando o
nimero de infectados em cada populagao no tempo t € [0, 00), respectivamente. Além disso,
suponha que as populacoes tenham tamanho total Ny, Ny > 2, constantes, respectivamente.

Assim,

Sp(t) + In(t) = Ny
Spt) +1p(t) = Ny

(4.1)

para todo t € [0,00). As condigbes iniciais sdo Si(0) =n, > 1 e I(0) = ap > 1 tal que

N;, = ny, + ay, para a populacao H . Da mesma forma, para a populagao F' temos que
S¢(0) =ny >1e Ip(0) =ar > 1 tal que Ny =ny +ay . Assim, tendo individuos infectados
nas populacoes, os suscetiveis podem ser infectados através de contatos e a epidemia para

quando néao existirem infectados, i.e., quando existir um ¢ > 0, tal que I;(t) = I;(t) = 0.

Em vista das Equacoes 4.1, uma possivel evolugao desta epidemia pode ser descrita em ter-

mos das funcoes aleatorias Sy (t) e Sy(t) ou I, (t) e I¢(t); optamos, pelas funcdes aleatorias I, (t)
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e I;(t), sem perda de generalidade. Assim, o espaco de estados deste modelo bi-dimensional,

sera:

G:{(ih,if)|ih:0,1,2,3,"' ,Nh;z’f:(),l,Q,--- ,Nf} (42)

onde (ip,7r) sdo pares de inteiros ndo-negativos, representando os nimeros de infectados nas

populacoes a qualquer tempo. Como a epidemia para quando i, =iy = 0, o conjunto

G1 = {(n,ig) [ (in,ig) = (0,0)} (4.3)

é o conjunto de estados absorventes, e o conjunto

G2:{<ih,if)|ih:0,1,2,3,'” ,Nh; if:(),l,Q,”' ,Nf,ih%()ouif#O} (44)

¢ o conjunto de estados transientes. Vamos formular um modelo de jump puramente
Markoviano para o acoplamento de dois SIS estocésticos de uma epidemia, supondo que ela
evolui de acordo com um processo de jump de Markov em tempo continuo tal que para cada
(in,if) € G existem constantes positivas oy, ay, v, 7y, com as seguintes probabilidades de

transicao de estados:

PI(In(t + At), Ip(t + Ab) = (in + 1,55 — DI(Tn(0), I;(5)) = (iny ig)] = o(A)
Pl(In(t + A0, Ip(t + A8)) = (i + 1,3 0) | (L, (0), Lp(8)) = (in, )] = G AL 4 o(A2)

PI(I(t + A 5t + A8) = (i + L,ig + )| (In(0), I1(1)) = (inig)] = o(21)

PI(In(t + A8), Iyt + AD) = (inyig — DI (Tn(0), Ip(0) = ()] = vyip Ot + o(A20)

P[(In(t+ At), Iy (t + At)) = (in, ig) [(In(8), 1 (£) = (in,ig)] = o(A%)
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P{(I(t + A1), Iy(t + A8) = (in.ig + 1) [(1,(0), 1;(0)) = (in.ig)] = SN0 A 4 o(220)
P(I0(t + At), It + A8) = (i — Liig — DI(T(0), Iy (1)) = (invip)] = o(A%)
P(In(t + At), I (t + A1) = (in — Lip) [(Tn(8), I5(D) = (in if)] = Yainlst + o(A21)

P[(In(t+ At), Iy (t + At)) = (in — Lig + 1) (In(t), I (t)) = (in, if)] = o(A%1)

A definicao da probabilidade de pemanéncia em um mesmo estado transiente assumida é zero.
Este modelo de acoplamento, sera denotado por JPMCA-STP onde STP significa que o

tempo de permanéncia em um determinado estado nao é considerado.

Dadas estas suposi¢oes, considere a matriz © = (6(;;)(rs)) de riscos latentes de tamanho
(Np+1).(Ng+1) x (Ny+1).(Ny+1), onde 6; j)(rs) sa0 0s coeficientes dos termos que possuem

At nas probabilidades condicionais definidas acima. Escrevemos © na forma particionada

0., ©
@ _ 11 12 (45)
@21 @22

correspondendo aos conjuntos absorvente (G; e de transicao (Go. Para o modelo de
acoplamento SIS em anéalise, ©1; = (0) e O3 é uma matriz com tamanho
1 % [(Ny 4+ 1)(Nf + 1) — 1] cujas as entrtadas sdo iguais a zero. A matriz O, de tamanho

(N, +1).(Ng+1) —1] x 1 tem a forma

( 3\

Yh

0
Oy = ' Ny — linhas

\/
(.

(Np).(Ny + 1) — linhas
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e governa as formas de transicdo do conjunto Gy para o estado absorvente (0,0). Finalmente,
a matriz ©y com tamanho [(N, +1).(Ny+1) — 1] x [(V, +1).(Ny + 1) — 1], governa as

transicoes entre os estados transientes e tem quatro diagonais nao-nulas.

Para aplicar a teoria de processos semi-Markovianos usamos a teoria classica de riscos de
competicao [17]. Considere que cada par de estados (i,j) e (r,s) tem associado uma fun¢ao
0(,j)(rs) fungao de risco latente continua e nao-negativa, governando as transicoes do estado
(,7) para o estado (r,s) e ndo existe outro tipo de infecgao. A fungao risco total governando

as transicoes fora do estado (7,7) é

Oin= > Oijps (4.6)
(1,4)(r,5)

assim como, a fun¢io de permanéncia no estado (7,7) é

Si.q) (t) = exp [—/O 9(i,j)($)d3] : (4.7)

Assim, temos que se o processo estd em algum estado transiente (i,5) € Gy em t = 0, entdo

a probabilidade condicional de jump para o estado (r, s) para t > 0 ¢ dada por

t
Afig)rs) () = / S86i.0)06.) () (w) du. (4.8)
0
No nosso caso, as fun¢oes de riscos sao as entradas da matriz ©. Portanto, elas sao constantes
e consequentemente

0 2,7)(r,s
Alij)(rs) = L()(1 — exp [—Q(M)t]), teT (4.9)

0(i.5)

e, as funcoes densidade correspondentes tém a forma

(i) (r,s) (1) = 0 gy €20 [—0.5)t] (4.10)

parat € T e (i,j) # (r,s). Fazendo t — oo na Equacao 4.9, segue que para (i,j) # (r,s), as

probabilidades de transicao da cadeia de Markov mergulhada tém a forma

0(i.5)(r.5)
D(ij)(rs) = —9(. ) (4.11)
17]



76

para 0; ;) > 0. Para detalhes sobre a cadeia de Markov mergulhada no processo

semi-Markoviano, veja o apéndice A.

Observamos que para parametrizar um processo semi-Markoviano nestas condicoes, é su-
ficiente especificar a matriz de funcoes de risco latente. Além disso, pode-se notar que o
processo semi-Markoviano construido desta forma é equivalente a um processo de jump em

tempo-continuo com probabilidades de transi¢do estacionarias [10].

4.2 Distribuicao do tempo de extincao

Nesta secao, denotamos a variavel que representa o tempo de espera para a extin¢ao de uma
epidemia por 7. Vamos definir a densidade condicional de 7" no estado absorvente partindo de
cada estado considerado. No apéndice desta tese, mostramos que a matriz de transformadas das
Laplace das densidades condicionais de 1" a partir de cada estado para um estado absorvente
satisfaz uma equacao linear a qual, também, se prova, esté relacionada com a cadeia de Markov
mergulhada no processo semi-Markoviano construido na Secao 4.1 . Como consequéncia, nesta
se¢ao, construimos uma forma explicita para o calculo da esperanca condicional e variancia do
tempo de espera para a extincao de uma epidemia a partir de um determinado estado apenas
utilizando a matriz de riscos de transicoes de estados. Charles realizou este estudo para um

modelo SIS [10].

Norden [22/, estudou a distribui¢do do tempo de espera para a extingao de uma epidemia
usando a parametrizacao logistica de um processo SIS simples e calculou a esperanca condicional
do tempo de espera para a extincao partindo de um estado transiente. Mais recentemente,
Nasell [19-b] estudou a distribui¢do do tempo de espera para a extin¢ao de um SIS epidémico
simples partindo de uma distribuicao quase-estacionaria. Ele mostrou que se a distribuicao
quase-estacionaria g ¢ a distribuicao inicial para o processo incondicional SIS, entao o tempo
de extincao segue uma distribuicao exponencial com parametro determinado. No capitulo 3
desta tese, provamos que o tempo de extingao para o modelo de acoplamente de dois SIS
partindo de uma distribuicao quase-estacionaria, também, segue uma distribuicao exponencial

com parametro determinado.

Considere o modelo de acoplamento de dois SIS sob uma estrutura semi-Markioviana con-

forme foi construida na Secao 4.1 . Denote por f(; ji.s)(t) a densidade condicional do tempo de
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espera para a absorc¢ao no estado (r,s) € G, dado que em t = 0 o processo comega no estado

(i,7) € Go. Entéo

fan® = D fajes(®) (4.12)

(r,5)eG1
pode ser interpretada como a funcao de densidade de probabilidade condicional do tempo de
espera para algum estado de absorgdo. Seja o vetor aleatorio (I5,(t), I¢(t)) denotando o estado
do processo no tempo t > 0, e seja a variavel aleatoria T' o tempo de espera para a absorcao

em algum estado absorvente. Entao, o k—ésimo momento condicional de T" é

B[00 1500) = ()] = [ ¢ Fp (o) (413)

Em principio, a esperanca condicional em questao pode ser obtida deixando £ = 1 na

Equacao 4.13, e para qualquer (i,j) € Gy a formula geral para a variancia condicional é

Tii5) = Var[T [ (11(0), 1;(0)) = (4, 5)] = E[T?| (11(0), 1;(0)) = (i, 5)]=(E[T | (11(0), 1;(0)) = (4, 5)])*
(4.14)
Um método frequente para derivar as formulas para estas esperanca e variancia condicionais

é considerar a transformada de Laplace

o0

fagyrs (@) = / e [ (t)dt, (4.15)

0

da densidade condicional f; () (t), definida para z > 0. Formalmente, tomando a k—ésima

derivada da transformada com respeito a z, temos que

oo

F ool = 1 [ e 01 (416
0

para k > 1. Portanto, a esperanca condicional do tempo de espera para absorcao em algum

estado absorvente é

Vig) = E[T| (1(0), 1;(0)) = (i, )] = = Y fih(0) (4.17)
(r,s)eG1
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para qualquer (7,j) € G5. Similarmente, o segundo momento condicional de 7" é

v = EIT* | (1(0), 1;(0) = (. )] = > f2)).(0) (4.18)
(

r,s)EG1

para qualquer (7, j) € Gy. Para o processo visto uma perspectiva semi-Markoviana, vemos que

as 7o X 11 matrizes

F9@) = (f) 00 @) (4.19)

de derivadas das transformadas de Laplace, satisfazem sistemas de equacoes lineares para

k =1,2. De fato, seja

f(z) = (ﬁ%]’)(ﬂs) ($)> (4.20)

a ro X r matriz de transformadas de Laplace. No Apéndice A desta tese, prova-se que esta

matriz satisfaz a equacao matricial linear

f(x) = () + q()f(x), (4.21)

onde r(z) é uma matriz ro X r; que governa as transi¢oes a um passo de estados transientes
para estados absorventes em um passo de tempo e, ¢(x) é uma matriz ro X ro governando as
transigoes entre os estados transientes em um passo de tempo. Estas matrizes r(z) e ¢(x) sao
submatrizes da matriz de transicao a um passo do processo semi-Markoviano e ela é

particionada da seguinte forma

07‘1 71 07'1 T2

a(z) = ,xeT. (4.22)
r(z)  qlx)

A solugao formal da Equagao 4.21 é

() = (I, — 4(x)) (). (4.23)

Se a Equacao 4.18 ¢ formalmente diferenciavel com respeito a x € T', entao temos a equacao

matricial
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~

fD(z) =tV (x) + ¢V () (x) + q(2)fD(2). (4.24)

Claramente, esta equacao é linear na matriz designada de primeiras derivadas, e fazendo

r = 0 segue que

f10(0) = (I, — 4(0) ' M (0) + ¢ (0)£(0)). (4.25)

Logo, das Equacoes 4.13 e 4.20, temos uma férmula para calcular a esperanca condicional do
tempo de extingao. Esta formula pode ser simplificada considerando as sub-matrizes da matrix
de transicao P da cadeia de Markov mergulhada no processo semi-Markoviano. Particione P

da seguinte forma

I 0
P = (4.26)

R Q

onde I é uma matriz identidade de tamanho r; X r; correspondendo aos estados absorventes,
R é uma matrix 7, X r; governando as transi¢coes dos estados transientes para os absorventes;

e (Q é uma matriz r, X ry governando as transicoes dos estados transientes para os transientes.

Ainda, se Q" — 0 quando n — o0, a série matricial

I+Q+Q2+... (4.27)

converge para a matriz
1-Q) . (4.28)
Seja M = (I — Q)f1 entao, conforme resultado no apéndice A desta tese, temos que

f(0) =MR, (4.29)

com M reescrita da seguinte forma

M = (I—q(0))"". (4.30)

Logo, a Equacgao 4.24 pode ser expressa pela equacao
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fD(0) = MED(0) + gV (0)MR). (4.31)
Por diferenciacao da Equacao 4.25 com respeito a x € T, a equacao linear para as segundas

derivadas das transformadas de Laplace sao

t?(2) = 1P (2) + 4 (@) () + 240 (@)D (2) + 4(2)f® (). (4.32)
Porque a solucao desta equacao em x = 0 pode ser expressa na forma

FE(0) = MF(0) + ¢* () MR + 2¢V(0) /1 (0)), (4.33)
utilizamos a matriz M para calcular a matriz de segundas derivadas das transformadas de
Laplace.

2

Agora, sejam v e v(?) vetores ro X 1 cujos seus elementos sao V(ij) € V((Z;.) , respectivamente,

definidos nas Equacoes 4.13 e 4.14 . Seja 1 um vetor r; X 1 de uns. Entao

v = —fW(0)1,

. (4.34)
v = f@(0)1.

Seja 7 a matriz ro X 1 cujos os elementos sao as variancias condicionais denotadas por 7 ;

(4,5)
para a equagao 4.10 e denote por v, a matriz de tamanho r; x 1 cujos elementos sao V(%. i)
Logo

(2)

T =0 — vy (4.35)

Finalmente, para implementarmos os vetores v e v® numericamente, é necessario o calculo

das transformadas de Laplace das densidades de transicao

Aig)(r5) = O gy rsyexP[ =005t (4.36)

definidas na Secao 4.1, onde 6, ;) = Z(m) 0(i.j)(rs) > 0 et € [0,00). Para o modelo de
acoplamento de dois SIS, desde que (4, j) # (0,0), os valores de 6, j(s) = 0, a menos que
r=1—lour=i+1comj fixoous=7j—1ous=j+ 1 com ¢ fixo. Com interesse no tempo
de espera para a extin¢ao da epidemia, considere (r,s) = (0,0). Assim, a transformada de

Laplace para a funcao apresentada em 4.32 é
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. i — 0i.5)(0,0)
a(i,g)0,0) () = / e " a0 (t)dt = m (4.37)
0 /Lh]
Consequentemente
A 9(27 )(010)
(1.5 00)(0) = —p—— (4.38)
(4.9)

que pode ser computada facilmente. A primeira derivada da transformada de Laplace com

relacdo a x, também deve ser calculada e avaliada em x = 0. Assim, temos:

da; )0,0)(0) 0(i.4)(0,0)

=— : 4.39
du O %

E, a segunda derivada em x = 0, sera
4a.5)00)(0) _ 206500 (4.40)

dx? )
Nesta formulagao para o calculo do valor esperado para o tempo de extin¢ao, pode-se notar

que nao ha nada que nos impeca de uséa-la tanto para o modelo JPMCA como para o modelo

JPMCA-STP.

4.2.1 Uma visao tri-dimendional do tempo de extincao

A seguir, mostramos alguns graficos produzidos no estudo do tempo de extin¢ao de uma
epidemia comegando com estado (,7) , onde ¢ é o nimero inicial de infectados da populacao
H e j é o nimero inicial de infectados da populacao F' no modelo JPMCA-STP . Na figura
do lado esquerdo temos o comportamento do valor esperado para o tempo de extingao de uma
epidemia em funcao dos estados iniciais e na figura do lado direito temos a representacao em

trés dimensoes.



82

10

a
|

Tempo de extingdo a partir do estado (i)
[
1

T T T T T
0 100 200 300 400

estado (1J)

Figura 4.1: Comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia em
fungao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N, = Ny = 20, ay, = 1.25, a5 =
1, ey, =75 = 1. Temos que a reprodutividade basal deterministica é igual a RY = 1.25.

O gréafico em trés dimensoes da Figura 4.1 mostra que o valor esperado para o tempo
de extincao de uma epidemia cresce com o aumento do nimero de individuos infectados da
populacao H para cada numero de individuos da populacao F fixado. Neste caso, observamos
que estamos infectando com maior probabilidade os individuos da populacao H e mantendo
iguais as probabilidades de recuperacao dos individuos das duas populagoes com populagoes de

mesmo tamanho.
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Figura 4.2: Comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia em
funcao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N = Ny = 20, ap, = 2, a5 =
1, ey, =74 = 1. Temos que a reprodutividade basal deterministica é igual a RY = 2.

Para o grafico da Figura 4.2, aumentamos o valor da reprodutividade basal determistica e

contimuamos com o mesmo comportamento que o da Figura 4.1 . Decidimos entao, investigar
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0 que acontece para a situagao das Figuras 4.1 e 4.2 modificarmos ay, no lugar de oy,. Para

isto geramos as Figuras 4.3 e 4.4.

Tempo de extingdo a partir do estado (i)

T T T T T
0 100 200 300 400

estado (1J)

Figura 4.3: Comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia em
fungao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N = Ny = 20, ap, = 1, a5 =
1.25 ey, = v; = 1. Temos que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a R = 1.25.
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Figura 4.4: Comportamento do valor esperado para o tempo de extincao de uma epidemia em
funcao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com Nj = Ny = 20, ap, = 1, oy =
2, ey, = vy = 1. Temos que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a Ry = 2.

Naturalmente, vemos que se no lugar da taxa de transmissao «ay,, variamos a taxa de trans-
missao oy mantendo os demais parametros com o mesmo valor, temos 0 mesmo comportamento
para o valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia. Ou seja, se infectamos com amoir
probabilidade os individuos da populagao F', o comportamento do valor esperado para o tempo

de extincao serd o mesmo, que se infectarmos os individuos da populacao H.
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Decidimos agora, investigar o comportamento do tempo de extin¢ao quando variamos as

taxas de recuperagao dos individuos.
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1. Temos que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 0.8.

T
0

1. Temos que a reprodutividade basal deterministica é igual a R} = 0.5.
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Figura 4.6: Comportamento do valor esperado para o tempo de extincao de uma epidemia em

Figura 4.5: Comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia em
funcao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N}, = Ny

fungao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N, = Ny

1, ey

ay
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Figura 4.7: Comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia em
fungao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com Nj, = Ny = 20, vy = 1.25, oy, =
ay =1, e, = 1. Temos que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 0.8.
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Figura 4.8: Comportamento do valor esperado para o tempo de extincao de uma epidemia em
funcao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N, = Ny = 20, v =2, ap = ay =
1, ey, = 1. Temos que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 0.5.

Os graficos em trés dimensoes das Figuras 4.5 a 4.8, mostram que o valor esperado para o
tempo de extingdo de uma epidemia cresce com o aumento do nimero de individuos infectados
da populacao H para cada nuimero de individuos da populacao F' fixado. Ou seja, temos o
mesmo comportamento para o valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia que foi
obtido para a anélise quando variamos as taxas de transmissao. Isto pode ser explicado, pois
quando mantemos a infeccao nos individuos de uma das populacoes, também aumentamos a

chance de infeccao dos individuos da outra populacao.
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Figura 4.9: Comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia em
fungao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N; = 100, Ny = 10, oy, = oy =
0.8, ey, = 0.4, 77 = 0.6. Temos que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a Ry ~ 2.67.

Para as figuras a seguir, resolvemos observar o comportarmento do valor esperado para o
tempo de extingao de uma epidemia quando as populagoes tém tamanhos e taxas de recuperacao

com valores diferentes.
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Figura 4.10: Comportamento do valor esperado para o tempo de extingao de uma epidemia em
funcao dos estados iniciais para o modelo JPMCA-STP com N = 500, Ny = 5, ap = ay =
0.8, e, = 0.4, vy = 0.6. Temos que a reprodutividade basal deterministica é igual R ~ 2.67.

Os graficos em trés dimensoes das Figuras 4.9 e 4.10 mostram que o valor esperado para o
tempo de extingdo de uma epidemia cresce com o aumento do nimero de individuos infectados
da populacao H para cada nimero de individuos da populacao F' fixado. Neste caso, observamos
que estamos recuperando com maior probabilidade os individuos da populagao F' e o tamanho
da populacao H é maior que o tamanho da populacao F' com probabilidades de transmissao

iguais entre os individuos de populacoes diferentes.
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Aqui, podemos comparar o valor esperado para o tempo de extin¢cao de uma epidemia para
o processo JPMCA-STP com qualquer estado inicial possivel para populagoes de tamanhos
Ny, e Ny, respectivamente. Para se ter uma andlise mais apurada, decidimos estudar o valor
esperado para o tempo de extin¢ao de uma epidemia modelada pelo processo JPMCA-STP
partindo do estado (1,0), isto é, temos um infectado da populagdo H e nenhum infectado da

populacao F.

4.3 Estudos numéricos

Nesta secao, apresentamos e comparamos os resultados obtidos para o valor esperado do
tempo de extingao de uma epidemia para os dois modelos de acoplamento de dois SIS logisticos,
o modelo JPMCA e o modelo JPMCA-STP. Também, é feita uma analise do impacto da
reprodutividade basal deterministica Ry = (anay)/(v17s) no valor esperado para o tempo de
extin¢do de uma epidemia para os dois modelos. Charles [10] realizou este trabalho para um
modelo SIS logistico simples e verificou que o Ry nao é um indicador de quando a epidemia
torna-se extinta. Todavia, ele observa que Ry tem valor considerado como um indicador de
magnitudes da média e do desvio padrao do tempo de espera para a extin¢gao de uma epidemia e,
também, é um indicador de como a epidemia seguira através da introducao de poucos infectados

nas populagoes.

As equacoes que definem os vetores de esperancas e variancias do tempo de espera para a
extincao de um modelo de acoplamento de dois SIS logisticos, condicionado inicialmente aos
numeros de infectados em cada populacao foram resolvidas. Aqui, utilizamos o software S-Plus
na plataforma do Windows Vista de um Notebook HP Pavilon para computar a matriz inversa
da forma (I — Q) e considerando os tamanhos das populagoes entre 1 e 10 | realizamos os

demais célculos para a obtencao do valor esperado para o tempo de extingao de uma epidemia.

A seguir, vamos apresentar alguns graficos obtidos para o valor esperado do tempo de
extincao de uma epidemia do modelo JPMCA-STP de acoplamento. Assumimos para os graficos
abaixo, que o processo de infeccao comeca com um individuo infectado da populacao H, ou
seja, temos o comportamento do valor esperado do tempo de extingao da epidemia a partir do
estado (1,0) . Além disso, quando analisamos o tempo de extingdo em fungio das taxas de
transmissao foram atribuidos valores entre 0 e 3.5 & passos de comprimento 0.25. Para a analise
do tempo de extincao em funcao das taxas de recuperacao foram atribuidos valores entre 0.25

e 3.75 a passos de comprimento 0.25.
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Nas Figuras 4.11, 4.13, 4.15 e 4.17 apresentamos o valor esperado para o tempo de extingao
em funcao das taxas de transmissao dos individuos das popual¢cao H e, em funcao das taxas de
transmissao dos individuos da populacao F'. Nas Figuras 4.12, 4.14, 4.16 e 4.18 apresentamos
os graficos do logaritmo do valor esperado para o tempo de extin¢ao em funcao das taxas de

transmissao correspondentes aos graficos das Figuras 4.11, 4.13, 4.15 e 4.17, respectivamente.

E(T)
3e+06 4e+06
| |

2e+06
|

Te+0f

Oe+00
|

00 05 10 15 20 25 30 35 00 05 10 15 20 25 30 35

taxas de transmissdo taxas de transmissdo

N, =N; =10 Ny = 40, Ny =2

1e+08

— Oy
— o

E(T)
Ge+07 Be+07
| |

4e+07
|

2e+07
|

Oe+00
|

T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

taxas de transmissdo
N, =50, N;=5

Figura 4.11: Comparacao do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de «y, fixando ay = 4.75 e em funcao de ay fixando o), = 4.75 para
o modelo JPMCA-STP com ~;, = vy = 0.8.

Na Figura 4.11 o valor esperado para o tempo de extingao cresce com o crescimento dos val-
ores para as taxas de transmissao. Isto se deve ao fata de estarmos infectando mais individuos.
Também observamos que o valor esperado para o tempo de extingao em funcao das taxas de

transmissoes depende dos tamanhos das populacoes.
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Figura 4.12: Comparacgao o grafico do logaritmo do valor esperado do tempo de extingao de
uma epidemia a partir do estado (1,0) em funcao de «y fixando ay = 4.75 e em funcao de ay
fixando «aj, = 4.75 para o modelo JPMCA-STP com 7, = vy = 0.8.
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Figura 4.13: Comparacao do valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de «y, fixando ay = 4.75 e em funcgao de ay fixando oy, = 4.75 para
o modelo JPMCA-STP com ~;, = v; = 0.6.

Na Figura 4.13 o valor esperado para o tempo de extin¢ao cresce com o crescimento dos
valores para as taxas de transmissao. Isto se deve ao fata de estarmos infectando mais indi-
viduos. Também observamos que o valor esperado para o tempo de extincao em funcao das
taxas de transmissoes depende dos tamanhos das populagoes. FEm comparagao com a Figura
4.11, podemos observar que os valores obtidos para F(T) sao maiores nesta figura isto porque
estamos recuperando individuos com taxa menor do que foi recuperado nos casos da Figura

4.11.
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Figura 4.14: Comparacao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em fungao de o, fixando oy = 4.75 e em funcao de a; fixando oy, = 4.75
para o modelo JPMCA-STP com v, = 75 = 0.6.
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Figura 4.15: Comparacao do valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de «y, fixando ay = 0.8 e em funcgao de a; fixando ay = 0.8 para o
modelo JPMCA-STP com v, = vy = 0.6.

Na Figura 4.15, os valores de E(T) diminuiram com relagdo aos valores obtidos para as
Figuras 4.11 e 4.13. Atribuimos este comportamento ao fato de estarmos fixando taxas de

transmissao com valores menores que nos casos das Figuras 4.11 e 4.13.
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Figura 4.16: Comparacao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em funcao de oy, fixando ay = 0.8 e em fungio de ay fixando ay = 0.8
para o modelo JPMCA-STP com v, = 75 = 0.6.

Na Figura 4.16, observamos que para o caso em que N, = 40 e Ny = 2, o gréfico do
logaritmo do valor esperado parao tempo de extincao em funcao da taxa de transmissao ajtem
um comportamento aproximadamente linear. Assim, podemos dizer que o crescimentodo valor
esperado para o tempo de extin¢cao em funcao do crescimento da taxa de transmissao «y, é
exponencial. Este resultado significa quanto mais infectamos a populacao H , o valor eperado

do tempo de extingao da epidemia cresce exponencialmente.
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Figura 4.17: Comparacao do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de «y, fixando ay = 0.8 e em funcgao de a; fixando ay = 0.8 para o
modelo JPMCA-STP com v, = vy = 0.4.

Na Figura 4.17, podemos observar que os valores esperadoes para o tempo de extin¢ao sao
maiores que os obtidos na Figura 4.15. De fato, aqui temos uma taxa de recuperacao com valor

menos que na Figura 4.15 .
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Figura 4.18: Comparacao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em funcao de oy, fixando ay = 0.8 e em fungio de ay fixando ay = 0.8
para o modelo JPMCA-STP com v, = 75 = 0.4.

Na Figura 4.18, observamos que para o caso em que N, = 40 e Ny = 2, o gréfico do
logaritmo do valor esperado parao tempo de extincao em funcao da taxa de transmissao ajtem
um comportamento aproximadamente linear. Assim, podemos dizer que o crescimentodo valor
esperado para o tempo de extin¢cao em funcao do crescimento da taxa de transmissao «y, é
exponencial. Este resultado significa quanto mais infectamos a populacao H , o valor eperado

do tempo de extingao da epidemia cresce exponencialmente.

Nas Figuras 4.19, 4.21 e 4.23 a seguir, apresentamos o valor esperado para o tempo de
extingao em funcao das taxas de recuperacao dos individuos das popualcao H e, em funcao das
taxas de recuperacao dos individuos da populacao F'. Nas Figuras 4.20, 4.22 e 4.24 apresentamos

os graficos do logaritmo do valor esperado para o tempo de extincao em funcao das taxas de



96

recuperagao correspondentes aos graficos das Figuras 4.19, 4.21 e 4.23, respectivamente.
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Figura 4.19: Comparacao do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de v, fixando v; = 4.75 e em funcao de 7y fixando 7, = 4.75 para o
modelo JPMCA-STP o), = oy = 0.8.

A Figura 4.19 mostra que se recuperarmos os individuos da populacao F' com maior taxa de
recuperagao que a dos individuos da populacao H, o tempo de extincao cai com mais velocidade
que se recuperarmos os individuos da populacao H com taxa de recuperacdo maior. Assim,
a recuperacao dos infectados da populacao F' é uma medida mais eficiente para o controle
de uma doenca, por exemplo, a esquistossomose se pensarmos nha populacao F' composta por
focos da doenga(pocas). Este resultado pode ser usado para justificar o melhor controle da

esquistossomose se for realizado saneamento nas regioes onde existem focos da doenca.
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Figura 4.20: Comparacao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em funcao de ~, fixando v = 4.75 e em fungao de 7y fixando v, = 4.75
para o modelo JPMCA-STP «p, = ay = 0.8.
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Figura 4.21: Comparacao do valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de v, fixando v; = 4.75 e em funcao de 7y fixando 7, = 4.75 para o
modelo JPMCA-STP o), = ay = 0.4.

Na Figura 4.21 os valores das taxas de transmissao sao menores que os valores assumidos
para as taxas de transmissao da Figura 4.19 e isto gerou valores menores para os valores

esperados do tempo de extingao comparados aos apresentados na Figura 4.19 .
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Figura 4.22: Comparacgao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em funcao de ~, fixando v = 4.75 e em fungao de 7y fixando v, = 4.75
para o modelo JPMCA-STP o), = oy =04 .
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Figura 4.23: Comparacao do valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em funcao de 7, fixando v = 0.8 e em funcado de 7 fixando 7, = 0.8 para o
modelo JPMCA-STP o), = oy = 0.4.

Na Figura 4.23 diminuimos os valores fixados para as taxas de recuperacao e, portanto,
obtivemos valores maiores para os valores esperados do tempo de extincao com relagao aos

apresentados na Figura 4.21 .
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Figura 4.24: Comparacao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em funcao de ~;, fixando v = 0.8 e em fungao de 7, fixando v, = 0.8
para o modelo JPMCA-STP oy, = oy =04 .
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Figura 4.25: Comparacao do valor esperado do tempo de extincao de uma epidemia a partir
do estado (1,0) em fungdo de oy, = ay com 7, = vy = 0.8 (grafico na cor verde) e, em funcao
de v, = 75 com ay, = oy = 0.8 (grafico na cor azul) para o modelo JPMCA-STP.

A Figura 4.25 mostra que o modelo JPMCA-STP apresenta o comportamento do valor
esperado para o tempo de extincao mais sensivel a variacoes das taxas de transmissao que a

variagoes das de recuperacao.
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Figura 4.26: Comparacao do logaritmo do valor esperado do tempo de extin¢ao de uma epidemia
a partir do estado (1,0) em funcao de a;, = ay com 7y, = 75 = 0.8 (grafico na cor verde) e, em
funcao de 7y, = ¢ com ay, = ay = 0.8 (grafico na cor azul) para o modelo JPMCA-STP.

Charles [10] trabalhou com um modelo SIS logistico simples(com uma popula¢do) e verificou
que o Ry nao ¢ um indicador de quando a epidemia torna-se extinta. Todavia, ele observa que
Ry tem valor considerado como um indicador de magnitudes da média e do desvio padrao
do tempo de espera para a extingao de uma epidemia e, também, é um indicador de como a

epidemia seguira através da introducao de poucos infectados nas populagoes.

As tabelas abaixo mostram que o modelo JPMCA-STP néo é sensivel ao RY .
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Tabela 4.1: Tabela com o valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-STP a
partir do estado (1,0) com N, =10 e Ny = 10 variando oy, = ay e v, = 7y -

L an=ay [ =" | ET] |

3 4 9.16 1071
0.5 0.4 9.16 10°
0.05 0.04 9.16 10*

0.005 0.004 9.16 10?
0.0005 0.0004 | 9.16 10°

Tabela 4.2: Tabela com o valor esperado para o tempo de extincao do modelo JPMCA-STP a
partir do estado (1,0) com N, =20 e Ny =5 variando ap = ay e v, = 75 -

lon=a; [mw=n | E[T] |

3 4 831071
0.5 0.4 8.3 10°
0.05 0.04 8.3 10!

0.005 0.004 8.3 10°
0.0005 0.0004 | 8.310°

Nas Tabela 4.1 e 4.2 temos que R = 1.5625.

4.3.1 Discussao dos resultados

O modelo JPMCA-STP construido para o calculo do tempo de extin¢ao de uma epidemia, a
partir dos estados da populacgao, é sensivel a taxa de transmissao «; de um individuo infectado
da populacao F' para um individuo suscetivel da populacao H . Se aumentamos «y, o tempo de
extincao também aumenta. Temos sensibilidade do modelo com relacao a taxa de recuperacao
Yh, & medida que aumentamos o seu valor o tempo de extincao diminui. Na implementacao
temos problemas numéricos se aumentamos o ay. O modelo, também, apresenta sensibilidade

quanto ao crescimento de vy apresentando o mesmo comportamento que observado para a taxa

Vh-

Observamos que a esperanca condicional do tempo de espera para a extingao de uma epi-
demia ndo ¢ sensivel a reprodutividade basal RY, visto que as Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam o

mesmo valor de Ry = 1.5625.
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4.4 A variancia do tempo de extincao

apQf

Para finalizar a analise de impacto da reprodutividade basal deterministica R = o

no
valor esperado para o tempo de extincao de uma epidemia, foi feito o calculo da variancia do
tempo de extingao utilizando a Equacao 4. Nos modelos de acoplamento, observamos que a
nossa formula para a variancia produz valores negativos quando temos valores muito pequenos

para as taxas de recuperacao. Isto é, podemos dizer que a validacao da féormulacao da variancia

ird depender, também, da reprodutividade basal deterministica.

Nas Figuras 4.27 a 4.29 abaixo, apresentamos o comportamento do valor esperado, da
variancia e da razao entre a variancia o valor esperado do tempo de extingao para o modelo
JPMCA-STP em funcao de ay, fixando ay = 0.02 e em funcao de ay fixando «; = 0.002. Para

as taxas de transmissao foram atribuidos valores entre 0 e 0.08 & passos de comprimento 0.01.
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Figura 4.27: Comportamento do valor esperado e da variancia do tempo de espera para a
extingdo de uma epidemia a partir do estado (1,0) para o modelo JPMCA-STP com N; =
50, Ny =2ey, = v = 0.8 em funcao das taxas de transmissao.
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Figura 4.28: Comportamento do valor esperado e da variancia do tempo de espera para a
extingao de uma epidemia a partir do estado (1,0) para o modelo JPMCA-STP com N;, =
50, Ny =2ey, = v = 3 em funcao das taxas de transmissao.
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Figura 4.29: Comportamento do valor esperado e da variancia do tempo de espera para a
extingao de uma epidemia a partir do estado (1,0) para o modelo JPMCA-STP com N;, =
50, Ny =2ey, = 0.8, 7f = 3 em funcao das taxas de transmissao.

Nas Figuras 4.27 a 4.29 observamos que existe um comportamento aproximadamente con-
stante para a razao Var(T)/E(T) em fungdo de «aj. Para o crescimento de oy a razao
Var(T)/E(T) cresce. Além disso, a ordem da razao ¢ de 10° e menor que 1 quando em

funcao de .

Nas Figuras 4.30 a 4.32 apresentamos o comportamento do valor esperado, da variancia e da
razao entre a variancia o valor esperado do tempo de extingdo para o modelo JPMCA-STP em
funcao de vy, fixando ¢ = 4.6 e em funcao de ~; fixando ), = 4.6. Para as taxas de transmissao

foram atribuidos valores entre 4.4 e 5.4 a passos de comprimento 0.1 .
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Figura 4.30: Comportamento do valor esperado e da variancia do tempo de espera para a
extingao de uma epidemia a partir do estado (1,0) para o modelo JPMCA-STP com N;, =
50, Ny =2eay, = oy = 0.4 em funcao das taxas de recuperacao.
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Figura 4.31: Comportamento do valor esperado e da variancia do tempo de espera para a
extingao de uma epidemia a partir do estado (1,0) para o modelo JPMCA-STP com N;, =
50, Ny =2eay = oy = 0.6 em funcao das taxas de recuperacao.
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Figura 4.32: Comportamento do valor esperado e da variancia do tempo de espera para a
extingao de uma epidemia a partir do estado (1,0) para o modelo JPMCA-STP com N;, =
50, Ny =2eap = 0.6, oy = 0.4 em funcao das taxas de recuperacao.

Nas Figuras 4.30 e 4.32 temos que a razao Var(T)/E(T) é decrescente com o crescimento
da taxa de recuperacdo ; . Para o crescimento da taxa <,, temos a razdo Var(T)/E(T)
cresce lentamente. Na Figura 4.31 temos o decrescimento da razao com o crescimento das
taxas de recuperacao. Além disso, nas Figuras 4.30 & 4.32, a ordem desta raziao ¢ de 10!

significativamente alta.

4.5 O modelo JPMCA-STP-+

Nesta secao, resolvemos investigar o comportamento do valor esperado para o tempo de
extin¢cao de uma epidemia para o modelo JPMCA-STP com superinfeccao o qual sera deno-
tado por JPMCA-STP-+. Para este modelo, fizemos a taxa recuperacao de individuos de uma

populacao proporcional aos infectados desta populacao e ao nimero de suscetiveis da outra
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popualcao. Isto significa que apartir do momento em que todos os individuos de uma popu-
lacao estejam infectados um processo de superinfeccao da outra populacao tera inicio. Isto é,
individuos de uma populacao deverao se infectar mais de uma vez quando a outra populacao

estiver totalmente infectada.

Os calculos foram realizados usando a mesma idéia que apresentamos para o calculo do
tempo de extin¢cao do modelo JPMCA-STP, apenas modificamos a matriz de riscos para a
funcao de risco de recuperacao de um individuo da populacaoH. Neste caso, a probabilidade
de transicao do estado (7, j) para o estado (i — 1,7) serd v,i(INy — j)/Ns e a probabilidade de
transicao do estado (i,7) para o estado (i,5 — 1) serd vpj(Ny — i)/ Np.

4.5.1 Estudos Numéricos

A seguir apresentamos alguns os resultados das simulacdes obtidas. Nas figuras do lado
esquerdo temos o comportamento do tempo médio de extingao para uma superinfeccao de uma
epidemia em funcao dos estados iniciais e nas figuras do lado direito temos a representacao em

trés dimensoes.

Tempo de extingdo a partir do estado (i)

T T T T T
0 100 200 300 400

estado (1J)

Figura 4.33: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com Ny, = Ny =20, ay, = 1.25,a5 = 1, ey, = 75 = 1. Temos
que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a R} = 1.25.

Na Figura 4.33 temos que o comportamento do valor esperado para o tempo de extincao
de uma epidemia diminue quando o nimero de infectados inicial para a populacao F' cresce,
mantendo o ntimero de infectados da populagao H fixo. . Este comportamento também é
verificado para a populacao H, quando fixamos um nimero de infectados da populacao F.

Este comportamento é percebido com o auxilio do grafico tridimensional apresentado no lado
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direito da figura.
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Figura 4.34: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com Ny = Ny =20, ay, =2, ay = 1, ey, = vy = 1. Temos que
a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 2.

Na Figura 4.34 temos que o comportamento do valor esperado para o tempo de extingao
de uma epidemia diminue de forma mais rapida com relacao a situacao apresentada na Figura
4.33 quando o nimero de infectados inicial para a populagao F' cresce, mantendo o nimero
de infectados da populacao H fixo . Este comportamento também é verificado para a popu-
lagdo H, quando fixamos um nimero de infectados da populacao F' com o auxilio do gréfico

tridimensional apresentado no lado direito da figura.

15
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Tempo de extingdo a partir do estado (i)

T T T T T
0 100 200 300 400

estado (iJj)
Figura 4.35: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-

STP+ a partir do estado (1,0) com N, = Ny =20, 7, = 1.25, o, = oy = 1, ey = 1. Pemos
que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 0.8.

Na Figura 4.35 temos que o comportamento do valor esperado para o tempo de extincao de
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uma epidemia cresce quando o nimero de infectados inicial para a populacao F' cresce, man-
tendo o nimero de infectados da populacao H fixo. Este comportamento também é verificado
para a populacao H, quando fixamos um numero de infectados da populacao F. Este com-
portamento é percebido com o auxilio do grafico tridimensional apresentado no lado direito da

figura.

Tempo de extingdo a partir do estada (i)

T T T T T
0 100 200 300 400

estado (i])

Figura 4.36: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com N, = Ny =20, v, =2, a, = ay = 1, ey = 1. Temos que
a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 0.5.

Na Figura 4.36 temos que o comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao de
uma epidemia cresce de forma mais acentuada com relagao a situagao da Figura 4.35 quando
o namero de infectados inicial para a populacao F' cresce, mantendo o nimero de infectados
da populacao H fixo. Este comportamento também é verificado para a populagao H, quando
fixamos um niimero de infectados da populagao F'. Além disso, o valor esperado para o tempo de
extincao é menor na Figura 4.36 que na Figura 4.35, e atribuimos este fato pelo valor assumido

para a taxa de recuperacao 7, ser maior na Figura 4.36.
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Figura 4.37: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com N =50, Ny =5, ap, =2, o, = 1, ey, = 7y = 1. Temos
que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a R = 2.

Na Figura 4.37, temos que a populagao H é maior que a populagao F' e percebemos com
o auxilio dos graficos, que o valor esperado para o tempo de extin¢ao decresce com o aumento
do namero inicial de infectados da populacao H(F') quando o numero inicial de infectados da

populacao F(H) é fixado, respectivamente.

Tempo de extingdo a partir do estada (i)

T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

estado (i])

Figura 4.38: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com N, =100, Ny =5, o, = 2, ay = 1, ey, = 75 = 1. Temos
que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 2.

Na Figura 4.38, aumentamos o tamanho da populacao H e temos que o valor esperado do

tempo de extingao decresce com maior velocidade que o apresentado para a Figura 4.37.
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Tempo de extingdo a partir do estado (i)
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Figura 4.39: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com N, =50, Ny =5, aj, = oy = 1, ey, = 77 = 0.85. Temos
que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a R} = 1.384083.

Na Figura 4.39, temos que a populagao H é maior que a populagao F' e o comportamento
do valor esperado para o tempo de extingao decresce com o crescimento do nimero inicial de
infectados da populacao H(F') mantendo fixo o niumero inicial de infectados da populagao F'(H),
respectivamente. Este comportamento foi atribuido ao fato de que as taxas de recuperacao

foram assumidas com valores menores que as taxas de transmissao da doenca.

20 30 40
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Tempo de extingdo a partir do estado (i)
10

T T T T T T T
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estado (1J)

Figura 4.40: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com Ny, =50, Ny =5, ap = ay = 1, v, = vy = 1.25. Temos que
a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a Ry = 0.64.

Na Figura 4.40, temos que a populacao H é maior que a populacao F' e o comportamento
do valor esperado para o tempo de extincao cresce com o crescimento do niimero inicial de

infectados da populacao H(F') mantendo fixo o nimero inicial de infectados da populagao F'(H),
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respectivamente. Este comportamento foi atribuido ao fato de que as taxas de recuperacao

foram assumidas com valores maiores que as taxas de transmissao da doenca.

Tempo de extingdo a partir do estado (1)
5

T T T T T
0 100 200 300 400

estado (i j)

Figura 4.41: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com N, =20, Ny =20, aj, = oy = 1, ey, = 75 = 0.85. Temos
que a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a RY = 1.384083.

Na Figura 4.41, temos populacoes de tamanhos iguais e o comportamento do valor esperado
para o tempo de extincao decresce com o crescimento do nimero inicial de infectados da popu-
lacao H(F') mantendo fixo o nimero inicial de infectados da populagdo F(H ), respectivamente.
Este comportamento foi atribuido ao fato de que as taxas de recuperacao foram assumidas com

valores menores que as taxas de transmissao da doenca.

Tempo de extingdo a partir do estado (1)
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Figura 4.42: O comportamento do valor esperado para o tempo de extin¢ao do modelo JPMCA-
STP+ a partir do estado (1,0) com N, = 20, Ny =20, a, = oy = 1, ey, = 7y = 2. Temos que
a reprodutividade basal deterministica ¢ igual a Ry = 0.25.

Na Figura 4.42, temos populacoes de tamanhos iguais e o comportamento do valor esperado

para o tempo de extingao cresce com o crescimento do ntimero inicial de infectados da populacao
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H(F) mantendo fixo o nimero inicial de infectados da populagao F'(H), respectivamente. Este
comportamento foi atribuido ao fato de que as taxas de recuperacao foram assumidas com

valores maiores que as taxas de transmissao da doenca.

Observamos das Figuras 4.33 a 4.36 com populagoes de tamanhos iguais, que se aumentamos
as taxas de transmissao mantendo os demais parametros constantes, o valor esperado do tempo
de extingao decresce. Este comportamento também, acontece com as taxas de recuperagao para

as situacoes consideradas nestas figuras.
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Capitulo 5

O Equilibrio da Matriz de Covariancia

Neste capitulo, definimos um modelo de jump Markoviano para o acoplamento de dois modelos
SIS onde daremos um tratamento deterministico. Segundo Barbour [5], pelo teorema central
do limite, para populages de tamanhos suficientemente grandes e para um intervalo [0,T] com
T fixo, podemos aproximar o equilibrio estocastico do equilibrio deterministico. Além disso,
ele mostrou que a matriz de covariancia das variaveis aleatoérias para um modelo estocastico
de acoplamento de SIS satisfaz uma equacao diferencial linear. Aqui, o modelo construido foi
baseado no modelo do Barbour, onde calculamos o equilibrio da matriz de covariancia e anal-

izamos alguns resultados obtidos em instancias dos parametros de base do modelo estocastico.

5.1 Um modelo de acoplamento de modelos SIS logisticos

Com base no modelo do Barbour [5| nés consideramos uma comunidade composta de duas
populacoes H e F' fechadas (morte e nascimento simultaneos), misturadas de forma homogénea
com tamanhos Nj, e Ny , respectivamente. Seja I;(t) o nimero de individuos infectados da

populagdo H e I¢(t) o nimero de individuos infectados da populacdo F. Consideramos as

transicoes
(In,If) — (In+1,I;) mudaauma taxa %}i_h)
(In,Iy) — (In, Iy —1) mudaauma taxa vily
(In,Iy) — (In, Iy +1) mudaauma taxa %jf—m
(In,If) — (I, —1,1;) mudaauma taxa Ynln

para as demais transicoes, assumimos que elas tem probabilidade nula de acontecer. Este

modelo foi definido no Capitulo 4 desta tese, nos referimos a ele como modelo JPMCA-STP,
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isto é, modelo de jump puramente Markoviano em tempo-continuo sem tempo de

permanéncia nos estados considerados.

5.2 Tratamento deterministico

No Capitulo 2 desta tese, definimos um modelo deterministico de acoplamento de dois

modelos SIS nas variaveis [, (t) e I(t), denominado por modelo DA. Consideramos

Ih(t> = Ih(t)/Nh

. (5.1)
Ig(t) = Iy(t)/Ny
varidveis [j,(t) e I¢(t) normalizadas, solugoes das equagoes diferenciais
dy (1= T —
ddft n( h~) f~ Yhin (5.2)
g = op(I—Ip)lh — .

Os pontos criticos deste sistema de equagoes diferenciais sao o trivial (0,0) e, o nao-trivial

- RP —1 RP —1 apo

(I;};’I‘;};) _ (fyhfyf( 0 )’ ’yhf)/f< 0 )) 7 onde R()D —_ h f (53)
(an +m)ay  (ay +77)an gl

Na Proposicao 2 do Capitulo 2 desta tese, foi demonstrado que se RY > 1 o equilibrio nao-

trivial (I}, f}“) serd um nodulo improéprio assintoticamente estavel. Isto é, teremos um equilibrio

endémico em (I7, 1:}*)

5.3 O equilibrio da matriz de covariancia

Nesta se¢ao, analisamos o comportamento das varidveis aleatorias I, (t) e I7(¢) do modelo
estocastico, préximo do equilibrio deterministico (Ij;, [7). Segundo [5], o teorema central do
limite é valido em qualquer intervalo de tempo finito [0, T]. Considere a matriz de derivadas
parciais das funcdes definidas F(I, I7) = (Fy (I, I7), Fa(Iy, I7)) pelo sistema de equacoes difer-
enciais do nosso modelo deterministico normalizado visto no sistema de Equacoes 5.2 calculada
no ponto de equilibrio (IN;L“, IN}“) e as mudancas de variaveis definidas no sistema de Equacoes 5.2.

Assim, temos que
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o o ’yh’}/f(Rg)—l) & & & _ ’Yh"/f(R(?_l)
DF(I* I*) — Th (p+vy) "Ny hNy \ Ny (an+yn)af
(i, f) o Ny (N (RP—1) (RP-1) N
a Nf N YrYF 0 _,y _ TrYf 0 _f
N, \ N, (ap+vp)an S (an+vn) " Np

Nomeamos esta matriz por A, para todo ¢ (equilibrio!) e, consideramos a matriz o2(t) dada

por
Wy (RPo—1) N, ( Ny mys(RPo—1)\ | 775 (RPo—1) 0
204\ (ap+vr) Ny \ Ny (ont7n)ays (ap+n)as
oi(t) = D D 2(RP -1
O 'Yh'yf(Ro —1) & & . ’yh’Yf(RO —1) + ’Y}Lfy‘f( 0 )
(an+yn) Np \ Ni (ap+vp)an (ap+vf)omn

Barbour [5] afirma que fazendo T' — oo, o equilibrio da matriz de covariancia » (00), pode ser

encontrado igualando-se o lado esquerdo da equagao

dz_ T 2
W_Azjtz:A to (5.4)

a zero. Denotando por x, y, w e t, os elementos da matriz DF(IN,’;, 1:}) ordenados por linhas, e
denotando z,, ¥,, w, e t, os elementos da matriz 0(t) também ordenados por linhas, temos

que o equilibrio da matriz de covariancia tera a seguinte forma

—x,—2yb b
2x
> () = ] (5.5)
b o
onde,
Yxt, + Wiz,

_ . 5.6
222t + 2xt? — 2ywt — 2ywx (56)

Se duas varidveis aleatorias sao independentes, entao a covariancia entre elas é igual a
zero. Isto é, a covariancia entre duas variaveis aleatorias mede a relagao de dependéncia entre
elas. Portanto, para I, (t) e If(t) com ¢t > 0, varidveis aleatorias dos modelos definidos, se
o valor da covariancia entre elas for positivo, significa que para grandes(pequenos) valores de
I;,(t) temos grandes(pequenos) valores para I¢(t), ¢ > 0 . Se o valor da covariancia entre as
variaveis aleatorias for negativo, significa que para grandes(pequenos) valores de I;(t) temos

pequenos(grandes) valores de I¢(t), t > 0.
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Observa-se que as entradas de ) (oco) pertencentes a diagonal principal devem ser nao-
negativas, pois elas sao variancias das varidveis aleatorias. Portanto, realizamos uma analise

para determinar condigoes necessarias e suficientes.

Primeiramente, lembramos que para se ter ponto de equilibrio nao-trivial, a reprodutividade
basal deverd ser maior que 1 (RY > 1). Consequentemente, as entradas x e y da diagonal prin-
cipal DF (I}, f}‘) serao negativas. Notamos também, que sendo os denominadores das entradas
da diagonal principal de ) (c0) negativos, se x,,t, < 0e b >0, entao as entradas da diagonal
principal de > (00) serdo nao-negativas. Para que x, e t, sejam nao-negativos devemos ter as

seguintes inequagoes satisfeitas

RP = o 1, (5.7)
v, (1-%)
F]; > (1 N ;’j) (5.8)
N, (1=%)
) h

Manipulando estas equacoes, obtemos a inequacao

_ 1

Para que b seja positivo, além das condigoes anteriores, devemos ter

det(DF (I, 1:;)) =yw —at <0, (5.11)

Se Ny = Nj, a desigualdade 5.10 é verdadeira. De fato, do lado esquerdo da desigualdade
temos produtos de valores maiores que 1 e, do lado direito, temos uma fracao com o numer-
ador menor que 1 e o denominador maior que 1, seguindo que esta fracao é menor que 1. A

demonstragao da desigualdade 5.11 é direta.

Na Tabela 5.1 abaixo, apresentamos os resultados do calculo do equilibrio da matriz de
covariancia das varidveis aleatorias I,(t) e I;(t) para t> 0 do modelo JPMCA-STP obtidos

para algumas instancias de oy, oy, Yn, v, Nn e Ng .
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Tabela 5.1: Tabela apresentando as entradas do equilibrio da matriz de covariancia das varidveis
aleatérias do modelo JPMCA-STP.

| No | Ny low [ ap | w | vy [ var(ly) | var(ly) | Cov(Iy, I;) | Cov(ly, 1) |

100 | 100 | 0.3 | 0.3 | 0.01 | 0.01 | 0.0016 | 0.0029 0.0008 0.0008
100 | 100 { 0.3 | 0.3 | 0.06 | 0.06 | 0.0086 | 0.0148 0.0261 0.0261
100 | 100 | 0.3 | 0.3 | 0.01 | 0.06 | 0.0014 | 0.0174 0.0045 0.0045
100 | 100 | 0.3 | 0.3 | 0.06 | 0.01 | 0.0096 | 0.0025 0.0047 0.0047
100 | 100 | 0.1 | 0.1 | 0.01 | 0.01 | 0.0005 | 0.0009 0.0068 0.0068
100 | 100 | 0.6 | 0.6 | 0.03 | 0.03 | 0.0119 | 0.0171 0.0020 0.0020
100 | 100 { 0.1 | 0.6 | 0.01 | 0.01 | 0.0006 | 0.0054 0.0012 0.0012
100 | 100 { 0.6 | 0.1 | 0.01 | 0.01 | 0.0027 | 0.0009 0.0015 0.0015

Nas diagonais das matrizes de covariancia obtidas para a Tabela 5.1 temos as variancias
das varidveis aleatorias Iy (t) e I;(t) , ¢ > 0. Como foi estudado antes, para N, = Ny e
R > 1 os valores obtidos nas diagonais sao nao-negativos. Observamos que os valores para as
covaridncias entre as variaveis [;,(t) e I(t) sdo positivos. Isto significa que se a variavel aleatoria
I;,(t) assumir um valor grande (ou pequeno) o mesmo acontece com a variavel aleatoria I;(¢)

no equilibrio, ainda que esta relagao seja pequena.

5.4 Equilibrio deterministico, variadncia e covariancia

Nesta secao, apresentamos resultados obtidos para o equilibrio estocastico, para as var-
iancias e para as covaridncias das varidveis aleatorias I;(t) e I;(t) com ¢t > 0, do modelo
JPMCA-STP proximo do equilibrio deterministico denotado por (I}, I}“) em funcao das taxas
de transmissao oy, e ay e também, em funcao das taxas de recuperagao 7, e ;. Também foi

feita uma breve anéalise dos resultados encontrados.

5.4.1 Em funcao das taxas de transmissao oy, e ay

Nesta subsecao, apresentamos resultados obtidos para o equilibrio do ntimero de infectados
das populagoes, para as variancias e para as covariancias das varidveis aleatorias Ij, e Iy do
modelo JPMCA-STP em funcao das taxas de transmissao aj, e ay. Observamos que para
os gréaficos gerados nas figuras abaixo, foram atribuidos valores para os parametros de base do

modelo estocastico JPMCA-STP de modo que o equilibrio da matriz de covariancia seja obtido.

Na Figura 5.1, apresentamos um sistema de eixos com graficos que descrevem o comporta-

mento do equilibrio deterministico da populagao H em funcao da taxas de transmissao ay, e ay.



123

Também, apresentamos outro sistema de eixos com graficos que descrevem o comportamento da
variancia da variavel I (t) em fungdo das taxas de transmissdo. Para o sistema da esquerda, no
eixo vertical apresentamos o equilibrio deterministico da populagao H denotado por Equi(I,) e
no eixo horizontal temos os valores atribuidos para as taxas de transmissao. Para o sistema da
direita, temos no eixo vertical os valores da variancia de I,(t) denotado por Var(l) e no eixo
horizontal os valores atribuidos para as taxas de transmissao. Observamos que para produzir
os graficos Equi(ly) x oy, e Var(l) x oy, fixamos ay = 0.5. Do mesmo modo, para produzir
os graficos Equi(Iy) x oy e Var(ly) x ay fixamos o, = 0.5. Consideramos N, = Ny = 1000 e

Yh="5=02.
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Figura 5.1: Comportamento do equilibrio da populacao H e da variancia da varidvel aleatoria
Iy(t), t > 0 em funcdo das taxas de transmissao para N = Ny = 1000 e v, =75 = 0.2 .

Na Figura 5.1 acima, observamos que o equilibrio para o nimero de individuos infectados
da populacao H cresce com o aumento dos valores atribuidos para as taxas de transmissao e
alcanca porcentagens maiores que 80% de infectados. Além disso, a populacao H se infecta
com maior velocidade com o crescimento de ay,( taxa de transmissao de individuos infectados
da populacdo F' para individuos suscetiveis da populagdo H ) do que com o crescimento de
ag(taxa de transmissao de individuos infectados da populagdo H para individuos suscetiveis da
populacao F' ). Nesta mesma figura, observamos que a variancia de I, (t) cresce com o aumento

das taxas de transmissao, assumindo valores razoavelmente pequenos.

Para uma anélise mais apurada do comportamento do equilibrio deterministico da populacao
H observado na Figura 5.1 construimos o gréfico da razao Var(l,)/FEqui(I;) em fun¢ao das

taxas de transmissio.
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Figura 5.2: Comportamento da razao entre a varidncia da variavel aleatoria I, () e o equilibrio
da populacao H em funcao das taxas de transmissao para N, = Ny = 1000 e vy, = vy = 0.2..

Na Figura 5.2 acima, observamos que o crescimento da razao Var(I,(t))/Equi(I;) tem
comportamento linear em funcao da taxa de transmissao «j o que nao acontece com relacao
ao crescimento de ay. Mais importante, a ordem de crecimento dos gréaficos acima ¢ 107°, o
que torna o comportamento do valor esperado para o nimero de infectados da populagao H

em funcao do crescimento das taxas de transmissao confiavel.

Na Figura 5.3 abaixo, apresentamos um sistema de eixos com graficos que descrevem o com-
portamento do equilibrio deterministico da populacao F', em funcao da taxas de transmissao
ay, e ap. Também, apresentamos outro sistema de eixos com graficos que descrevem o compor-
tamento da varidncia da variavel aleatoria I(¢) em funcdo das taxas de transmissdo. Para o
sistema da esquerda, no eixo vertical apresentamos o equilibrio da populacao F' denotado por
Equi(lf) e no eixo horizontal temos os valores atribuidos para as taxas de transmissdo. Para o
sistema da direita, temos no eixo vertical os valores da variancia de I¢(t) denotado por Var(Iy)
e no eixo horizontal os valores atribuidos para as taxas de transmissao ay e ay . Observamos
que para produzir os graficos Equi(lf) X ap e Var(ly) x o fixamos oy = 0.5 . Do mesmo
modo, para produzir os graficos Equi(lf) x af e Var(ls) x oy fixamos oy, = 0.5 . Consideramos

Nh:NfIIOOOG’)/h:’}/f:O.Q.
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Figura 5.3: Comportamento do equilibrio da populagao F' e da variancia da variavel aleatoria
I¢(t), t > 0 em funcdo das taxas de transmissdo para N, = Ny = 1000 e vy, =5 = 0.2 .

Na Figura 5.3 acima, temos que o equilibrio para o nimero de individuos infectados da
populacao F' cresce com o aumento dos valores atribuidos para as taxas de transmissao e,
chega a mais de 80% de infectados. Também, foi observado que a populacdo F' se infecta com
maior velocidade com o crescimento de ay do que com o crescimento de aj. Nesta mesma
figura, observamos que a variancia de I;(t) cresce com o aumento das taxas de transmissao,
assumindo valores razoavelmente pequenos. Notamos que a variancia de I;(t) com relacdo
a taxa de transmissao oy tende a um equilibrio, o que nao acontece com relacgao a taxa de

transmissao ay (Figura 5.3) e, ndo acontece para a variancia de [, (t) com relacao a ay (Figura

5.1).

Para uma anélise mais apurada do comportamento do equilibrio deterministico da populacao
F observado na Figura 5.3 construimos o grafico da razao Var(ly)/Equi(I;) em funcdo das

taxas de transmissio.
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Figura 5.4: Comportamento da razao entre a variancia da variavel aleatoria I;(t) e o equilibrio
da populacao F' em funcao das taxas de transmissao para N = Ny = 1000 e v, = v, = 0.2..

Na Figura 5.4 acima, observamos que o crescimento da razdo Var(ls(t))/Equi(ls) tem
comportamento linear na ordem de 107° em fungao da taxa de transmissao oy . No entanto, com
relacao a ay, temos um comportamento quase que constante. Isto significa que o crescimento do
equilibrio da populacao F' com relacao a taxa de transmissao ay acontece com erro relativo na
ordem de 107°. Para uma epidemia, podemos dizer que o equilibrio para o ntimero de infectados
da populacao F|, cresce com o aumento da taxa de transmissao de individuos infectados da
populacao F' para individuos suscetiveis da populagao H. Por exemplo, para uma epidemia
como a esquistossomose, o numero de focos da doenca(populagao F') ird crescer com o aumento

da taxa de transmissido dos focos para os humanos (populagao H).

Na Figura 5.5 abaixo, apresentamos graficos que descrevem a covariancia das varidveis
aleatorias I, (t) e I7(t) com ¢ > 0 por em funcao da taxas de transmissdo oy e oy identificados
por cores. Observamos que para produzir o grafico Covar(Iy, If) X oy, fixamos oy = 0.5 e, para

o grafico Covar (I, Iy) x ay fixamos o = 0.5. Consideramos Ny, = Ny = 1000 e v, = 75 = 0.2
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Figura 5.5: Comparando as covariancias entre as variaveis aleatorias [;,(t) e I¢(t), t > 0 em
fungao das taxas de transmissao com N, = Ny = 1000 e 7, = 75 = 0.2 .

Na Figura 5.5 acima, temos a covariancia entre as varidveis aleatorias I,(t) e I¢(t), t > 0.
Os valores para Covar(Iy,If) crescem com o aumento das taxas de transmissdo entre 0 e
0.25 em seguida, comegam a decrescer. Para valores menores que 0.25 assumidos pelas taxas de
transmissao do modelo JPMCA-STP, as variaveis crescem juntas e esta relacao tende a diminuir

para valores maiores que 0.25. Para este comportamento nao temos uma explicacao adequada.

5.4.2 Em funcao das taxas de recuperacao v, e vy

Nesta secao, apresentamos alguns resultados obtidos para o equilibrio do nimero de infec-
tados das populagoes, para as variancias e para as covariancias das variaveis aleatorias I (t) e
I¢(t) , t > 0 do modelo JPMCA-STP em funcéo das taxas de transmissao 7, e vy proximo do
equilibrio deterministico. Observamos que para os graficos gerados nas figuras abaixo, foram
atribuidos valores para os parametros de base do modelo estocastico JPMCA-STP de modo

que o equilibrio da matriz de covariancia seja obtido.

Na Figura 5.6 abaixo, apresentamos um sistema de eixos com graficos que descrevem o com-
portamento do equilibrio deterministico da populacao H em funcao da taxas de recuperacao
Y € ¢ . Também, apresentamos outro sistema de eixos com graficos que descrevem o com-
portamento da variancia da variavel aleatoria Ij,(t) em funcao das taxas de recuperacao. Para
o sistema a esquerda, no eixo vertical apresentamos o equilibrio da populacao H denotado por
Equi(I) e no eixo horizontal temos os valores atribuidos para as taxas de recuperacdo. Para o
sistema a direita, temos no eixo vertical os valores da variancia de I, (¢) denotado por Var(l)

e no eixo horizontal os valores atribuidos para as taxas de recuperacao . Observamos que para
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produzir os graficos Equi(1),) x v, e Var(l,) x v, fixamos vy = 2. Do mesmo modo, para pro-
duzir os graficos Equi(I,) x v; e Var(l,) x vy fixamos v, = 2. Consideramos N;, = N; = 1000

€ap=0ar= 4 .
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Figura 5.6: Comportamento do equilibrio do nimero de individuos infectados da populacao H e
da variancia da variavel aleatoria [;,(t) em fun¢ao das taxas de recuperagao com N, = Ny = 1000
eap=or=4.

Na Figura 5.6 acima, observamos que o equilibrio para o nimero de individuos infectados
da populacao H decresce o aumento dos valores atribuidos para as taxas de recuperacao. Além
disso, a populacdo H se desinfecta com maior velocidade com o crescimento de v, (taxa de
recuperagao dos individuos infectados da populacdo H) do que com o crescimento de 7 (taxa de
recuperacao dos individuos da populagao F'). Nesta mesma figura, observamos que a variancia

de I(t) cresce com o aumento das taxas de infeccao.

Para a situacao descrita na Figura 5.6 construimos o grafico da razao Var(l,)/Equi(l}) em

funcao das taxas de recuperacao.
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Figura 5.7: Comportamento da razao entre a variancia da variavel aleatoria I () e o equilibrio
da populacao H em funcao das taxas de recuperacao para N, = Ny = 1000 e ap = af =4 .

Na Figura 5.7 acima, observamos que o crescimento da razao Var(l,(t))/Equi(I) tem
comportamento crescente em funcao das taxas de transmissao. Além disso, observamos que os

valores encontrados sdo da ordem de 1072.

Na Figura 5.8 abaixo, apresentamos um sistema de eixos com graficos que descrevem o com-
portamento do equilibrio deterministico da populacao F' em funcao das taxas de recuperacao
Y € ¢ . Também, apresentamos outro sistema de eixos com gréficos que descrevem o compor-
tamento da variancia da variavel aleatoria I;(t) também, em funcdo das taxas de recuperagcao.
Para o sistema a esquerda, no eixo vertical apresentamos o equilibrio da populagao F' denotado
por Equi(ly) e no eixo horizontal temos os valores atribuidos para as taxas de recuperacao.
Para o sistema a direita, temos no eixo vertical os valores da variancia de I¢(¢) denotado por
Var(Iy) e no eixo horizontal os valores atribuidos para as taxas de recuperacdo. Observa-
mos que para produzir os graficos Equi(Iy) x v, e Var(ly) x v, fixamos 7f = 2. Do mesmo
modo, para produzir os graficos Equi(l) X v¢ e Var(Iy) x s fixamos v, = 2. Consideramos

Npy=Ny=1000e ap, = 0y = 4 .
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Figura 5.8: Comportamento do equilibrio do ntimero de individuos infectados da populagao F' e
da variancia da variavel aleatéria Iy em funcao de v;, e vy com N, = Ny = 1000 e oy, = oy = 4.

Na Figura 5.8 acima, temos que o equilibrio da populacao F' decresce o aumento dos val-
ores atribuidos para as taxas de recuperacao. Também, foi observado que a populacao F' se
desinfecta com maior velocidade com o crescimento de 75 do que com o crescimento de ~y,.
Nesta mesma figura, observamos que a variancia de I¢(t) cresce com o aumento das taxas de
recuperacao, assumindo altos valores. Notamos, que a variancia de I;(t) com relacdo a taxa
de recuperacao v, cresce lentamente, o que nao acontece com relagao a taxa de recuperagao s
(Figura 5.8) e, ndo acontece para a variancia de I, (t) com relacdo a vy (Figura 5.6). Isto significa
que o nimero de infectados da populagao F' decresce com o aumento da taxa de recuperacao

dos individuos da populagao H a uma variancia quase que constante.

Para a situacao descrita na Figura 5.8 construimos o grafico da razao Var(l,)/Equi(l) em

funcao das taxas de recuperacao.
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Figura 5.9: Comportamento da razao entre a variancia da variavel aleatoria I;(t) e o equilibrio
da populacao F' em funcao das taxas de recuperagao para N, = Ny = 1000 e oy, = ay = 4 .

Na Figura 5.9, observamos o crescimento da razao Var(1s(t))/Equi(Is) em funcao das taxas
de recuperacao. No entanto, temos um comportamento linear com inclinacao na ordem de 1072
em funcao da taxa de recuperacao vy, . Isto significa que o ntimero de infectados da populagao
F' decresce com o aumento da taxa de recuperacao dos individuos da populacao H com erro
relativo na ordem de 1072. Para uma epidemia como a esquistossomose, podemos dizer que o
equilibrio do niimero de focos da doenga(populacao F') decresce com o aumento da recuperacio

dos humanos(populacio H).

Na Figura 5.10 abaixo, apresentamos graficos que descrevem a covariancia das variaveis
aleatorias I;(t) e I;(t) em funcao da taxas de transmissao 7, e 7 identificados por cores.
Observamos que para produzir o grafico Covar(I,, 1) X 7, fixamos v, = 0.5 e, para o grafico

Covar(Iy, Iy) x ¢ fixamos 7, = 0.5. Consideramos N, = Ny = 1000 e ap, = ay =4 .
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Figura 5.10: Comparando as covariancias Cov(Iy, I ) em funcao de 7, e yf com N, = Ny = 1000
eap=ayr=4.

Na Figura 5.10 acima, os valores que Covar([y,, If) assume crescem com o aumento das taxas
de recuperacgao. Isto significa que as variaveis I;(t) e I¢(t) tém uma relagdo de dependéncia e

esta relagao cresce com as taxas de recuperagao do modelo JPMCA-STP.

Neste estudo, podemos chamar a atencao para o comportamento da razao entre a variancia e
o valor esperado para o nimero de infectados de cada populagao ser inversamente proporcional

ao crescimento do tempo de recuperacao dos individuos de cada populacao.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste capitulo, pretende-se apresentar de forma resumida os principais resultados obtidos neste

trabalho de tese e sugerimos trabalhos futuros.

6.1 Conclusoes finais

Na comparacdo entre o modelo computacional (o modelo CA) de acoplamento de dois mode-
los SIS e 0 modelo deterministico (o modelo DA) observamos que os pontos de equilibrio do
modelo computacional convergem para os pontos de equilibrio do modelo deterministico. Na
analise do equilibrio da reprodutividade basal obtida para o modelo CA foi observada uma alta
variancia nos valores obtidos nas simulacoes realizadas. Para o modelo de jump puramente
Markoviano em tempo-discreto (o modelo JPMDA) e em tempo-continuo (0 modelo JPMCA)
do acoplamento de dois modelos de jump puramente Markovianos de SIS observamos que o
comportamento do nimero de infectados da populacao H em funcao do ntimero de infectados
da populacao F' é visualmente muito proximo. Observamos que a distribuicao estacionaria
do modelo de jump em tempo continuo é pouco informativa e que nao é possivel determi-
nar analiticamente distribuicoes quase-estacionarias. Mostramos que o valor esperado para o
tempo de espera para a extingao de uma epidemia no processo de jump em tempo continuo ini-
ciando com uma distribuicao quase-estacionaria tem distribuicao exponencial. Com o modelo
jump puramente Markoviano em tempo-continuo para o acoplamento de dois SIS estocasti-
cos dentro de uma estrutura semi-Markoviana onde a probabilidade de permanéncia em um
mesmo estado é considerada nula (o modelo JPMCA-STP) conseguimos uma forma explicita
que calcula a esperanca e a variancia condicional para o tempo de espera para a extincao de
uma epidemia. Aproximamos o equilibrio estocéastico do modelo JPMCA-STP do equilibrio

deterministico (modelo DA) e determinamos condigdes para se obter o equilibrio da matriz de
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covariancia para as variaveis aleatérias do modelo estocéstico.

A alta variancia nos dados obtidos em campo [6] tém sido um obstéculo na descri¢ao de
doencas como a Esquistossomose. Mostramos que mesmo com uma modelagem minimalista de
doencas como a Esquistossomose e as Infeccoes Hospitalares a alta variancia nos dados obtidos
tém sido um obstaculo na descricao dessas doencas. Descrevemos tal fendomeno como sendo
resultado de um simples acoplamento entre duas populacoes. Estabelecemos relacoes entre
conceitos deterministicos e os sistemas estocasticos a exemplo do que é feito para o modelo
SIS [19-b,5,10|. Tal relacao permitira uma descricao dos modelos estocasticos bem como discutir
estratégias efetivas de controle. Para tanto, estudamos a suscetibilidade dos modelos criados
aos seus parametros de base. Como doencas possiveis de serem estruturalmente conceituadas
através de nossos modelos citamos novamente os casos da Esquistossomose e das Infeccoes
Hospitalares. Na primeira, temos a populacao de humanos e a populacao de focos da doenca.
Na segunda, temos a populacao de doentes e a populacao formada por médicos e enfermeiros

de um hospital.

6.2 Trabalhos futuros

Como sugestoes de trabalhos futuros podemos propor:
e Validacao dos modelos para doencas como a Esquistossomose e as Infeccaoes Hospitalares.
e Estruturar os modelos aqui apresentados.

e Estudar estratégias de controle de epidemias.
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Apéndice A

Processos de jump Markoviano e

Semi-Markoviano

Um problema do qual nos deparamos quando construimos um modelo estocastico de um
fenomeno de interesse, é que podemos ser levados a problemas analiticos intrataveis que podem
obscurecer a simplicidade conceitual do modelo e reduzir a sua utilidade pratica como uma
passagem para a compreensao do fendmeno considerado. Assim, uma boa escolha para uma
ferramenta estocastica, fara com que as dificuldades analiticas desaparecam. No entanto, vale
observar, que por focar em aspectos limitados do processo, a construcao de algoritmos dos
processos estocasticos e o estudo do comportamento do processo através de realizacoes de Monte
Carlo pode nao ser legitimo. Consequentemente, existem vantagens e desvantagens para cada
classe de processos estocasticos. Uma excelente referéncia para a compreencao deste apéndice
se encontra no livro do Charles [10].

Neste apéndice, apresentamos duas classes de modelos estocasticos utilizados em epi-
demiologia. O processo de jump Markoviano em tempo-continuo que se baseia em leis ho-
mogéneas de evolucao do tempo, onde o tempo de permanéncia em um estado necessariamente
segue uma distribuicao exponencial. O processo Semi-Markoviano em tempo-continuo que se
baseia em leis de evolucao para o tempo de permanéncia com distribuicoes arbitrarias. Pre-
tendemos apresentar, brevemente, conceitos e ferramentas utilizadas para o calculo do tempo
de extincao do modelo de acoplamento de dois SIS estocésticos com populacoes de tamanhos

constantes(MJPMCASIS-STP), que é estudado no capitulo 4 desta tese.
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A.1 Processo de jump de Markov estacionario

Entre as classes de processos estocéasticos que tém sido largamente aplicadas em epidemi-
ologia esté a classe dos processos de jump Markoviano em tempo continuo com probabilidades
de transicao estacionéaria. Na construcao de um modelo desta classe, G serd um cojunto no qual
0 processo move uma varidvel aleatéria ao longo do tempo. Considere o tempo variando no
conjunto T = {t|0 <t < co}e seja (2,9, P) um espago de probabilidade, isto é, Q é o espaco
amostral, ¥ é uma o—algebra de eventos em 2 e P é uma medida de probabilidade definida
em ¥ [9]. Para (w,t) € Q@ x T (produto cartesiano dos conjuntos Q e T') seja X (w,t) uma
funcao aleatoria definida em G representando o estado do sistema no tempo t € T'. Vale apena
observar, que para cada w € Q, X(w,t) é uma fun¢do amostral ou uma realiza¢do do processo
com t variando sobre o conjunto 7. Intuitivamente, o processo se move por jumps, isto é, ele
comeca em algum estado 7y e fica 14 por algum comprimento de tempo, entao move-se para
outro estado i; e fica 14 por algum outro tempo e, assim, o processo continua. Como w varia
sobre €2, o comprimento de ficar em um estado torna-se aleatorio. Esta nocao de aleatoriedade
ou estocasticidade é basica para entender um processo estocastico. Para facilitar a notacao

iremos descartar o simbolo w, e representaremos o estado do processo no instante ¢ por X (t).

A.1.1 Propriedade de um processo de jump de Markov no tempo

continuo (propriedade de Markov)

Sejan > 1, considere g, i1, ..., i, estados em G, sejam 0 <ty < t; < --- < ¢, pontos em T, seja
Bn—1)={X(tx) =ix|k=0,1,2,--- ,;n—1}, (A.1.1)

e suponha que a probabilidade P em 9 tem a propriedade,

P X (tn) = in | B(n—1)] = P[X () = i | X (1) = in_1] . (A.1.2)

Esta propriedade, imediatamente anterior, significa que o presente estado do processo de-
pende unicamente do estado passado, e todos os estados anteriores sao esquecidos. Esta é a
a propridade de Markov a qual caracteriza o processo de jump de Marov em tempo continuo.

Seja P(s,t) uma funcdo definida em 7' x T', tal que para s < t e quaisquer estados 7 e j em G
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PX(t) = j| X(s) = i] = Pi(s, ), (A.1.3)

esta é chamada de probabilidade de transicao. Contrariamente, se temos uma probabilidade de
transicao P; ;(s,t), entdo uma medida de probabilidade P em 9} com a propriedade de Markov
pode ser determinada, a partir da distribuicao inicial. Isto ¢, como o espaco de estados é finito,

seja

n

P [X(tk) - ik, k == 1, 2, R 1 ‘ X(to) == ’Lo] - H Pik,l,ik<tk717tk)7 (A14)
k=1
ordenando os pontos t, em T e estados iy, € G, k =0,1,2,--- ,n, para cada inteiro positivo
n > 1. Um processo de Markov é dito ter probabilidades de transicoes estacionarias se existe

uma funcdo P, ;(.) definida em T" para cada par de estados ¢ e j em G, tais que

Pi,j(sv t) = Pz}j(t - S)v (A15)

onde s < t. Assim, para um processo com probabilidades de transicdo estacionérias, se em
algum tempo s < t o processo esta no estado 2, entao a probabilidade condicional do processo

estd no estado j no tempo t depende unicamente da diferenca t — s.

A.1.2 Equacao de Chapman-Kolmogorov

Visto que P, ;(t) determina a medida de probabilidade P na qual o processo se apoia,
vamos apresentar a equacdo Chapman-Kolmogorov. Como P; ;(t) determina uma medida de

probabilidade, ela satisfaz as seguintes condicoes

0<P;(t) <1, (A.1.6)

para todo t € T e i, j € GG; também,

> Pt =1, (A.1.7)

j€G
para todo 7 € G e t € T'; intuitivamente, esta condicao diz que se o processo estd em um estado
1 em t = 0, entdo ele deverd estd em algum estado j € G em ¢t > 0 com uma probabilidade.

Por fim, excluindo-se os jumps instantaneos, temos a condicao inicial
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P,L"j(O) - 6i7.7'7 (A18)
onde 9, ; é o delta de Kronecker, isto &, 6;; =1 e 0;; = 0 se i # j.

Além disso, desde que o P; ;(¢) tem a propriedade de Markov, ela devera ter a equacao de

Chapman-Kolmogorov satisfeita. Ou seja,

Pij(s+1) =Y Pin(s)Pry(t). (A.1.9)

keG

Podemos ver a dedugao desta equagao em [?].

Portanto, se a funcao de transicao P; ;(¢) corresponde a um processo de jump de Markov no
tempo continuo com probabilidade de transicao estacionéria, entao as condicoes A.3.5, A.3.6,

A.3.7, A.3.8 e A.3.9 devem ser satisfeitas para todo i, € Ge s, t € T.

A.2 As equacoes diferenciais de Kolmogorov

Uma abordagem que tem sido usada para se obter férmulas para as probabilidades de
transigao é assumir que as fungoes P; ;(¢) sao diferenciaveis para todo ¢ € T' e, entao, estabelecer
um conjunto de equacoes diferenciais que possam ser resolvidas para se obter as formulas
desejadas. Assim, considere P; (t) derivadas continuas da fungao P;;(t) em t € T. Os valores
destas derivadas em ¢t = 0 e suas interpretagoes probabilisticas serao uma ferramenta importante
na deducdo das equacoes diferenciais. Se o processo estd no estado i em ¢ = 0, entao P;,(t) é
a probabilidade condicional do processo em estd no estado ¢ no tempo ¢t > 0, e 1 — P, ;(t) é a
probabilidade condicional de ter ocorrido pelo menos um jump durante o intervalo de tempo
(0,¢]. Um conjunto util de equagoes diferenciais pode ser deduzido supondo que durante um
pequeno intervalo (0, k|, no maximo um jump pode ocorrer se h é suficientemente pequeno.
Mais precisamente, assumimos que para cada ¢ € GG existe uma constante positiva ¢; tal que

1—"P;;(h)

Z}%%LT = g;. (A.2.10)

Equivalentemente, 1 — P, ;(h) = g;h + o(h) ¢ a probabilidade condicional de pelo menos um
jump ter ocorrido em (0, k], onde o(h)/h — 0 quando h | 0. Também, observe que P;;(0) =
ou=1,¢€
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o Pu)y—-1 B
Qii = l}%mT = PM(O) = —q; (A.2.11)

para todo i € GG. Entao podemos supor que ¢ # j, as derivadas

Pij(h)—d; . Pi(h
g =P ;(0) = lﬁg% = l}%g% >0 (A.2.12)

em t = 0 sao finitas, para todos i,j € G. Agora, assumindo que G é finito onde o conjunto
de equacoes diferenciais esta definido, podemos realizar operagoes de soma e diferenciacao sem
problema. Considere, na equacao de Chapman-Kolmogorov, ¢ fixo e derive em relacao a s,

chegamos na equacao,

S5+t = P(s (A.2.13)
keG

Similarmente, se fixarmos s na equacao e diferenciarmos em relacao a t, nés obtemos a

equacao,

(s+1) =3 Pi(s) (A.2.14)

keG
Entao, fazendo s | 0 na Equacao A.4.13, ¢t | 0 na Equacao A.4.14 e substituindo s por ¢ no

resultado da expressao, temos o par de equagcoes

= qikPr;(t) (A.2.15)

keG

t) = Pir(t)a;, (A.2.16)

keG

as quais sao conhecidas como equagoes diferenciais de Kolmogorov. A primeira denominada

de equacao de backward e a segunda, equacao de forward.

O problema de encontrar solucoes para estas equacgoes diferenciais pode ser escrito de
forma mais suscinta se ele for moldado na forma de matriz. Para este fim, sejam P(t) =
(Pij(t)), P'(t) = (Pi;(t), e Q = (¢:;) = P'(0) matrizes quadradas finitas. Entao, para t € T,

as equacoes diferenciais de Kolmogorov tomam a forma,

P'(t) = QP(t), (A.2.17)
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P'(t) = P(1)Q (A.2.18)

com a condicao inicial

P(0) =1, (A.2.19)

onde I é uma matriz identidade. Ainda podemos notar que se consideramos 1 o vetor coluna

de 1's. Entao, na forma de matriz temos que

P(t)1 =1 (A.2.20)

para todo t € T'. Finalmente, diferenciando-se esta equacao com respeito a t e fazendo ¢ | 0,

segue que

Q1 =0. (A.2.21)

Ou seja, a matriz Q possui a soma de suas linhas igual a zero, ela algumas vezes é chamada
o gerador infinitesimal do processo; ela também é conhecida como a matriz intensidade do
processo.

Podemos ver que a solugao das equagoes diferenciais de Kolmogorov para todos s,t € T, é
a funcao exponencial matricial definida pela série

2

P(t) =expQt| =1+ Q + Q—t‘ +- (A.2.22)

a qual converge para todo t € T Isto é, derivando-se termo a termo com respeito a t € T,

temos que a matriz definida serd solucao das equagoes de Kolmogorov.

O método acima descrito para resolver as equagoes diferenciais de Kolmogorov tem sido de
conhecimento por muitas décadas, segundo Charles [10], para o caso onde G é finito. Mas, ele
nao é extensivamente usado nas aplicacoes por dificuldades numéricas e algébricas em encontrar
valores da matriz exponencial. Entretento, sob o ponto de vista teérico, muito se conhece sobre
matrizes exponenciais; por exemplo, no livro classico em equagoes diferenciais [8], pode ser

consultado para detalhes técnicos. Briefly [?] mostra que se os autovalores de () sado simples,
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os elementos da matriz exponencial podem ser representados como uma combinacao linear
de fungoes exponenciais de t com os autovalores da matriz Q aparecendo como constantes
nos expoentes. Se () possui autovalores miltiplos, entao para alguns elementos da matriz, as

exponenciais podem ter polindbmios em ¢ como coeficientes.

A.3 O caminho amostral do processo de Markov

Considere o processo de jump de Markov em tempo continuo com probabilidades de tran-
sicdo estacionarias. Dada a matriz intensidade Q= (g;;) deste processo, vamos responder as

seguintes perguntas:

1. Qual a distribuicao do tempo de permanéncia em algum estado ¢ € G7

2. Dado que um jump de ¢ ocorre, qual a probabilidade condicional para o estado 57

Respostas para estas questoes podem ser expressas em termos dos elementos da matriz Q.

Entre outros, Doob [11] mostrou usando a propriedade de Markov, que

P[X(u) =1, Vu € (s,s +t]| X(s) = i] = exp[—qit] (A.3.23)

para todo s,t € T e estado 7 € G onde, por definicao, ¢; = —¢;; > 0. Fazendo s = 0, é possivel
ver que o tempo de permanéncia em algum estado inicial ¢ é exponencialmente distribuido com
parametro ¢;. Além disso, a equacao anterior, implica que se o processo esta no estado i no
tempo s > 0, entdo a probabilidade condicional dele ainda esta no estado i em s+t é exp[—g;t].
Observe que a propriedade de perda de memoéria da distribuicao exponencial é uma ferramenta
essencial na validade deste argumento.

Seja m;; para i # j a probabilidade condicional de um jump para o estado j, dado que ocorreu
um jump do estado i. Doob [11] e outros, mostraram como esta probabilidade é determinada.

Temos que

G =Y (A.3.24)

J#i
para todo ¢ € G, e sendo ¢; > 0 segue que 7;; = %. Portanto, para ¢; # 0 a Equacao A.5.24

implica em

> m=1 (A.3.25)
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Logo, a matriz [[ = (m;;), onde m; = 0, pode ser interpretada como uma matriz de transicao
a um passo (significando que ocorreu um jump para outro estado) de uma cadeia de Markov
com probabilidades de transicao estacionarias.

Agora suponha que o processo comeca no estado iy e sejam i, os estados visitados pelos
primeiros jumps para k = 1,2,--- ,n , com n > 1. Ainda, seja a variavel aleatoéria T}, repre-
sentando o tempo de permanéncia no estado 7, para k = 0,1,2,--- ,n — 1. Entao, cada uma

destas variaveis tem distribuicao exponencial com p.d.f.,

fi(t) = @iyexpl—qt], t €T, (A.3.26)

e, dado um caminho aleatorio, 79,71, - , 2,1, iy, as variaveis aleatorias T, T;,, - - ,1;, _,sao

in—1

condicionalmente independentes.

Para chegarmos em uma equagao que define P;;(¢), vamos reescrever as equagoes de forward

de Kolmogorov na forma

Pi(t) = =Py ()g; + ZPi,k(t)Qkﬂ'kj (A.3.27)
oy

e as equacoes de backward segue a forma

P(t) = —aiPy(t) + ) qmaPiy (1). (A.3.28)
=

Multiplicando a primeira equacdo por exp[q;t] e a segunda por exp|g;t], estas equagdes

podem ser convertidas nas formas

d
dt (e%'Py;( Z P (t) gy e’ (A.3.29)
k#j
e
d (e'Py (1) = qie” Pyt (A.3.30)
dt '
k#j
Entao, usando a condigdo inicial P;;(0) = §;; e fazendo uma arrumacao depois da integragao,
o par

Pi(t) = dye~ " +Z/ in(8)qemze ) ds (A.3.31)

k#j 0
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t
Pij(t) = dyje " + Z/Qie_qisﬁikpkj (t —s)ds (A.3.32)
ki

chega a um tipo de equagao integral de renovacao, a qual é assegurada para todo ¢t € T' e estados
i,7 € G. Segundo Charles [10], para a maioria, na escolha de um processo de jump Makoviano
em tempo continuo, a atencao é focada nas equacoes de forward A.5.31 para encontrar as
probabilidades P,;(t). Mas, quando modelamos um fenémeno sob a perspectiva de um processo
semi-Markoviano, a atencao é focada em uma equagao integral de renovacao do tipo backward
A.5.32 para encontrar as probabilidades P;;(t) parat € T ei,j € G .

Para visualizar um processo de jump de Markov em tempo continuo a partir da perspectiva
do caminho amostral, usamos um algoritmo computado através de realizacdes de Monte Carlo
do processo. Suponha que o processo se encontra no estado ig em ¢t = 0. Entao, o primeiro
passo na evolucao do processo pode ser representado por (ig, t;,), onde o tempo de permanéncia
ti, no estado ig é a realizagdo da variavel T~ EX P(g;,). Dado que um jump ocorre, o proximo
estado 71, visitado pelo processo é a realizacao de uma amostra de tamanho um da distribuicao
multinomial com probabilidades {7, ;|j # i} e o tempo de permanéncia t;, no estado i; é
a realizagdo de uma variavel aleatoria 7' «» EXP(q;). Continuando neste caminho, uma

realizacao do processo até o (n + 1)—ésimo jump podemos representa-lo pelos pares:

{(iO’ tio)v (ila til)v T (im tin)} ) (A333)

onde podemos também chama-lo de caminho amostral. Portanto, realizando o processo m > 1
vezes, uma anélise estatistica pode ser realizada na amostra realizada para fornecer algumas

introspeccoes(conclusdes) sobre o comportamento do processo.

Dependendo dos objetivos da simulagao estudada, os experimentos podem seguir dois cam-
inhos. Se, por exemplo, o interesse for estudar o tempo tomado pelo processo para realizar
n + 1 jumps, entao computar realizacoes do processo como acabamos de descrever ¢ o modo
mais apropriado.

Ainda, segundo Charles [10], se estivermos interessados em estudar a evolugdo do processo
durante algum intervalo de tempo fixado (0, ¢], ¢ > 0, entdo um jump sera contado se uma soma
acumulativa de tempo de permanéncia, estiver neste intervalo. Por exemplo, o (n + 1—jump

serd contado se, e somente se,
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tio +tiy + -t <t (A.3.34)

n

Observando que para t fixado, o nimero de jumps do processo durante o intervalo de tempo
(0,t] seria uma variavel aleatéria. FEsta seria uma proposta de trabalho futuro, estudar a

distribuicao do nimero de jumps utilizando esta idéia para implementar.

A.4 Processo semi-Markoviano em tempo homogéneo

As distribuicoes exponenciais, com sua propriedade sem memoria, € um caso especial e pode
nao ser suficientemente realista como modelo de espera para fendmenos biologicos. Assim,
uma questao que chegamos é se existe possibilidade de construir um processo de jump tal
que as variaveis aleatorias representando tempo de permanéncia em estados tem distribuigoes
arbitrarias em 7', mas sao condicionalmente independentes, dado um caminho amostral. Para
esta questao, a resposta é afirmativa, e esta classe de processo estocasticos sao conhecidas como
processos semi-Markovianos.

Um processo de jump de Markov em tempo continuo define um caminho amostral con-
sistindo n > 1 jumps que pode ser representado por um conjunto ordenado de pares
{(ig,t;,) |k =0,1,2,--- ,n}. Por construgao da distribui¢do conjunta dos caminhos amostrais
para todo n > 1, é possivel construir uma medida de probabilidade P fundamentando o pro-
cesso. Diferente do processo de jump de Markov com leis de evolucao homogéneas , nas quais
os tempos de permanéncia nos estados seguem necessariamente distribuicoes exponenciais, é
possivel construir a medida P tal que estes tempos de permanéncia tenham distribuicoes ar-
bitrarias. Tais processos sao conhecidos como processos semi-Markovianos e a proposta desta
secao ¢ apresentar alguns principios bésicos encontrados nesta classe de processos para o caso
de leis de evolucao do tempo homogéneas.

Assim, um processo semi-Markoviano com distribuicao de tempo de permanéncia nos estados
arbitrarias é, de fato, uma ferramenta mais realista para ser utilizada como modelo de espera

para fendmenos biologicos.

A.4.1 Formulacao do processo de jump semi-Markoviano em tempo

continuo

Para formular modelos dentro desta classe de processos estocésticos, precisamos especificar

o espaco de estados G com r > 2 elementos e uma matriz r x r, a(t) = (a;;(t)) de densidades de
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transicao continuas nao-negativas. Além disso, suponha que o conjunto de estados G pode ser
particionado em dois conjuntos disjuntos GG; e G, onde (G; é um conjunto com r; > 1 estados
absorventes e G5 ¢ um conjunto de ro > 1 estados nao-absorventes ou transientes. Portanto,
desde que o processo visite um estado absorvente, nenhuma transicao para fora deste estado é

possivel. Assim,

para todo i € G et > 0. Na formulacao em tempo continuo, somente as transicoes para fora

de um estado sao levadas em conta, isto &,

para todoi e Get > 0.

Desde que a matriz densidade é escolhida a(t), a constru¢ao da medida de probabilidade P
que apoia um processo semi-Markoviano com probabilidades de transicao estacionérias pode ser
realizada. Basta considerar B(n — 1) como um conjunto de quaisquer realiza¢cdes do caminho
amostral antes do n — ésimo jump e expressar as probabilidades de transicao estacionarias da

seguinte forma

t
X, = j. Ty y <t|B(n—1)] = P[X, = j, Ty 1 < t]| Xp 1 =i /aij(s)ds (A.4.37)

0
para todon > 1et € T, onde para as variaveis aleatorias X,, representando os estados em G,
isto &, X,, = i, € G, temos que T,, é a variavel aleatoria representando o tempo de permanéncia
em um estado i,, € G, ou ainda, é o comprimento do tempo de ficar no estado 7,,. Mais adiante,
vemos que a evolucao probabilistica do processo depende nao unicamente do tltimo estado
1 € G visitado, como também o tempo para o proximo j # ¢ visitado pelo processo também

depende de 1.

Diferente do processo de jump de Markov em tempo continuo, esta é uma suposicao sobre a
evolucao dos caminhos amostrais ao invés de uma suposicao sobre as probabilidades do processo
estd em um conjunto especifico de estados, em pontos fixos no tempo. Segue da expressao
A.6.37, que dado Xy = ig, as distribui¢oes de dimensao finita do processo sao determindas

pelas densidades condicionais,
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n
fn(ik7tik7 1 S k S n ‘ XO = Zo) = H Qg4 g, (tkfl) (A438)
k=1
da colecao de variaveis aleatorias { Xy, Tp_1 |k =1,2,--- ,n}, o qual é assegurado para todos
inteiros n > 1,0s estados ig, %1, ,%, em G e os pontos tg,t1, -+ ,t,_1 em T.

Assim como para o processo de Markov, o quadro conceitual no qual se apoia o processo
semi-Markoviano é simplesmente um. Para ilustrar, suponha que o processo comeca em algum
estado transiente ¢ € Gy em t = 0. Depois de um certo comprimento de tempo, ele salta para o
estado j. Se 7 é um estado absorvente, o processo termina; mas, se j é outro estado transiente,
entao ele permanece 14 por um tempo até o proximo jump e assim, o processo continua até
que algum estado absorvente seja alcancado. Devido a suposigao de estacionariedade, isto é, a
suposicao de que as leis de evolucao do tempo sao homogéneas, uma vez que o processo entra em
algum estado transiente, uma probabilidade de renovacao ocorre e as leis de evolucao seguem
como se este estado fosse o inicial.

Ainda, para cada processo semi-Markoviano nesta classe, existe uma cadeia de Markov
absorvente com uma matriz de transi¢do P= (p;;) de tamanho r xr determinada como segue. Se
o processo esta em algum estado transiente i € G em t = 0, entao a probabilidade condicional

de um jump para o estado j para o tempo ¢t > 0 ¢ dada por

t

Aj(t) = /aij(s)ds. (A.4.39)

0

Para a funcao distribuicao do tempo de permanéncia no estado 7 , considere

Ai(t) = Ay(t) (A.4.40)

para j € G. Se i e j sao diferentes, entdo a probabilidade condicional de um eventual jump

para j é

pij = limA;;(t). (A.4.41)

t—o00

Mas, se i = j, entao o processo ainda esta no estado ¢ em um tempo ¢ > 0, com probabilidade

1 — A;(t). Portanto, a probabilidade de nunca abandonar o estado i é

pii = lim (1 — A;(t)). (A.4.42)

t—oo
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Para todos os modelos em consideracao, se ¢ é um estado transiente, entao p;; = 0; mas, se

1 € um estado absorvente, entao p; = 1.

A.4.2 Numero de visitas a um estado transiente em um intervalo de

tempo

Vamos considerar Z(t) a fungao aleatoria representando o estado do processo semi-Markoviano
em ¢t > 0 e a matriz de transicao P da cadeia de Markov absorvente mergulhada no processo

semi-Markoviano particionada da seguinte forma

I 0
P = (A.4.43)

R Q
onde I é uma matriz identidade r; X r; correspondente aos estados absorventes; R é uma matriz
ro X 11 governando as transi¢oes dos estados transientes nos estados absorventes; e Q é uma
matriz rp Xy governando as transi¢es de estados transientes em estados transientes. Seja N;(¢)
uma funcao aleatéria absorvente para o processo semi-Markoviano que representa o niimero de
visitas ao estado transiente j no intervalo [0,t], pata t>0, antes que o processo termine em
algum estado absorvente. Pretendemos mostrar que a matriz de esperanca condicional M desta

funcao aleatéria é a matriz inversa

I1-Q)* (A.4.44)

Com este proposito, representamos a fungao aleatoria N;(t), em termos de fungoes indicadoras.
Sejam 0,(n,t) = 1 se j estado transiente é visitado em algum ponto do intervalo [0,t], e seja
d;(n,t) = 0, caso contrario. Se ¢ é um estado transiente em ¢ = 0, entdo porque o estado em

t = 0 é contado para N;(t), segue que

Nj (t) = 51'3‘ + i 5j(n, t), (A445)

onde 0;; é delta de Kronecker. As esperancas condicionais desta funcao aleatéria podem ser
computadas em termos de matriz de convolugoes das fun¢oes na matriz densidade Q(t) =

(a;;(t)), correspondendo aos estados transientes.
(1)

]

(n)

Para todos i e j estados transintes, seja a;;’(t) = a;;(t) e defina a sequéncia (a;;’(t)) recur-

sivamente por
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agl) (t) = Z /aw(s)ag;l)(t — s)ds (A.4.46)

veGa 0
para n > 2. Agora seja
t
() gy (n)
Ajj (1) = /aij (s)ds. (A.4.47)
0
Entao, como
E[3;(n,1)|2(0) = i] = Af(¥), (A.4.48)

segue da linearidade da esperanca condicional que

mi;(t) = E[N;(t)| Z(0) = i] = 6;; + i A () (A.4.49)

para t > 0. Com probabilidade um, a funcao aleatoria salto N;(t) é ndo decrescente em ¢ por

construcao. Portanto, o limite

t—o0

finito ou infinito, existe com probabilidade um quando Z(0) = 4 para algum i € G,. Para
mostrarmos que esta variavel aleatoria IV; é finita com probabilidade um, sobre certas condigoes,

definimos a matriz

QM (1) = (A" (1)), (A.4.51)

1

onde i e j sao estados transientes. Entao, de propriedades conhecidas de convolugao, mosta-se

que o limite
tlimQ(") (t)=Q", (A.4.52)

onde n representa a n-ésima poténcia da matriz Q para n > 1. Aplicando o teorema da con-

vergéncia monoétona, segue que

my; = E[N;|Z(0) = i] = lim E[N;(t)|Z(0) = 4. (A.4.53)

t—o0
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Portanto, a variavel aleatéria N; sera finita com probabilidade um, quando ¢ ¢ um estado
inicial, se a eperanga condicional m;; é finita. Nota-se da Equacao A.6.48 que a matriz das

esperancas condicionais M podera ser escrita na forma

MoT4+Q+ Q2+ (A.4.54)

Além disso, se Q" — 0 matriz nula quando n — oo, a série de matrizes converge para a
matriz inversa (I — Q)~!. Uma condicao suficiente para a matriz Q" convergir a matriz nula,

sera se ||Q™|| < 1, onde definimos a norma matricial de uma matriz A = (a;;) como

PNE m?xz |ai;. (A.4.55)
J
Como temos a desigualdade ||Q™|| < 1, que por definigao de Q, segue que
M=01-Q™" (A.4.56)

Para espacos de transicao de tamanhos moderados podemos computar a matriz inversa com

relativa facilidade utilizando uma plataforma computacional.

A.4.3 Riscos de Competicao

Aqui, construimos a matriz de densidades de transicao de um processo semi-Markoviano
com base teoria classica de riscos de competicao. Para maiores detalhes veja [17].

Considere para cada par de estados ¢ e j uma funcao de risco latente continua e nao-
negativa 6;;(t), governando transigdes do estado ¢ para o estado j na auséncia de outros riscos
de competicao. A funcao risco total governando as transicdes que saem do estado 7 definida

por

0i(t) =Y 0:(t) (A.4.57)

J#

de modo que a fungao sobrevivéncia no estado i é dada por

t

Si(t) = exp —/Qi(s)ds : (A.4.58)

0

Assim, assumindo a teoria classica de competigao de riscos , segue que a funcao A;;(t) sera
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Ay(t) = / S5()s5 (). (A.4.59)

Em principio, as integrais para a expressao anterior podem ser avaliadas numericamente para
muitas escolhas de funcoes de risco latente, devido a bons pacotes de softwares. Entretanto,
quando todas as fungoes de risco sao assumidas constantes, o calculo destas integrais torna-se
elementar.

De fato, quando as funcdes de riscos sdo constantes, isto ¢, 0;;(t) = 6;; para todo t € T,
entao todas as distribuicoes latentes sao exponenciais simples. Neste caso, quando 6; é nao
nulo, a integral

Aii(t) = %(1 —exp|—0it]), t €T (A.4.60)

)

e a funcao densidade correspondente tem a forma,

a;;(t) = 0;;exp[—0;t] (A.4.61)

parat € T e i # j. Finalmente, fazendo t — 0o na equagao A.6.41 , segue que para i # j, as

probabilidades de transicao da cadeia de Markov mergulhada tem a forma,

0;:
_ J
0;
para #; > 0. Portanto, de acordo com a teoria descrita anteriormente, para parametrizar um
processo semi-Markoviano com as suposicoes anteriores, é suficiente especificar um matriz © =
(0;;) de fungdes de risco latentes constantes do tamanho 7 x r. Este serd a modelagem utilizada
para o estudo do tempo de extingao de uma doenca que serd apresentado no capitulo seguinte.
Observamos que um processo semi-Markoviano construido por este caminho é equivalente

a um processo de jump de Markov em tempo continuo com probabilidades de transicao esta-

clonéarias.

A.4.4 Construcao da matriz de densidades de transicao de um pro-

cesso jump semi-Markoviano

Podemos construir a matriz de densidades de transi¢ao de um processo jump semi-Markoviano

a partir da matriz de transicdo (p;;) uma cadeia de Markov mergulhada e de densidades de
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probabilidades condicionais f;;(t) do tempo de transi¢do de um estado para outro, dado que
o processo estd no estado i e salta para o estado j # ¢ eventualmente. FEntao, a densidade de

transicao teria a forma

aij(t) = pij fi;(t) para t € T (A.4.63)

Se F;;(t) é a funcao de distribuicao correspondendo a p.d.f. f;;(¢), entdo a funcao distribuicao

do tempo de permanéncia no estado ¢ é

J#

Segundo Charles [?], estas aproximagoes podem ser usadas quando as fungoes de riscos nao
sao tao simples tais como a gamma e a log-normal. Neste caso, modelar as formas paramétricas
da matriz (p;;) de probabilidades de transicao para a cadeia de Markov mergulhada pode ser

problemético.

A.4.5 Funcoes de risco tipo Weibull

Suponha que o espaco de estados para um processo semi-Markoviano contenha trés elemen-
tos 1,2 e 3. Assuma que a funcdo de risco latente de transicdo 1 — 2 é 015(t) = 2t e que para

1 —3¢é63(t) =3t> com t € T. Entao,

t

App(t) = 2/565253ds (A.4.65)
0
e
Ags(t) = 3/526_52_53d$ (A.4.66)
para t € T'. Portanto,
pro = limAw(t) =2 / se=* " ds = 0.52719 (A.4.67)
0
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pis = limAu(t) =3 / s2e=" %" ds = 0.47281. (A.4.68)
0

Observe que estas probabilidades satisfazem pi2 + p13 = 1. As integrais anteriores foram
calculadas numericamente pela plataforma computacional MAPLE . Esta subsecao foi retirada

do livro do Charles [10].

A.5 Absorcao e outras probabilidades de transicao(tempo
de espera para absorgao)

Nesta parte, trabalhamos com o tempo da primeira passagem de um estado ¢ para um
estado j # ¢, com o interesse em ¢ ser um estado de transicdo e j representar um estado
absorvente. Considerando modelos baseados em processos semi-Markovianos com uma ma-
triz a(t) = (a;;(t)) de densidades continuas de transicdo, apresentamos as férmulas para as
densidades de primeira passagem que serao deduzidas usando a decomposicao do primeiro
passo e argumentos de renovacao. Por fim, apresentamos a transformada de Laplace da matriz
f(t) = {fi;(t) | i € G2, j € G1} densidade de primeira passagem. A transformada de Laplace de
f(t) é utilizada, no capitulo 4 desta tese, para formular o tempo de extingdo de uma epidemia.

Suponha que o processo comega no estado ¢ no tempo t = 0 e que a variavel T; seja o
tempo da primeira passagem para j # i. Vamos também considerar j um estado absorvente
e i um estado transiente. Assim, seja um processo semi-Markoviano com um conjunto G,
de r; > 1 estados absorventes, Go um conjunto de r5 > 1 estados transientes e, seja fi;(¢)
densidade condicional do tempo da primeira passagem para um estado absorvente j € Gy,
dado que o processo comeca em um estado ¢ € Gy no tempo ¢t = 0. Dado esta densidade, a

funcao distribui¢ao condicional da variavel T, é

PIT; < ]| Xo = i] = Fy(t) = /fi-(s)ds (A.5.69)

para t € T. Como estamos considerando um processo semi-Markoviano com matriz de densi-
dades continuas de transicao a(t) = (a;;(t)), se o processo comeca no estado transiente i € Gy
em t = (0, entao o processo pode entrar no estado absorvente j € G; no primeiro passo ou pode
saltar para outro estado transiente k # ¢ em algum tempo s € (0,¢] . A entrada no estado k,

ocorre com probabilidade de renovagao e a futura evolucao do processo comporta-se como se k
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fosse o estado inicial. Portanto, segue que a matriz de densidades f(t) = {f;;(¢) |i € G, j € G1},

ro X 11 satisfaz o sistema de equagoes integrais tipo renovagao

fii(t) = a;;(t) + Z / aik(s) fr;(t — s)ds (A.5.70)

ki

para t € T. Com o proposito de chegar na transformada de Laplace de f(¢) fagamos uma
partigao de a(t), matriz de densidades de transicdo de um passo da classe de processos

semi-Markovianos.

07’1 71 Orl ;T2

a(t) = ,teT (A.5.71)
r(t) a(t)

onde r(t) é uma matriz ro X r; governando um passo de transi¢oes de estados transientes para
estados absorventes, e q(f) é uma matriz ro X 7 governando um passo de transi¢oes entre
estados transientes. Assim, na notacao de matriz, o sistema de equagoes do tipo integral de

renovacao tera a forma

f(t) =r(t) + /q(s)f(t —s)ds (A.5.72)

para t € T. Para o calculo destas integrais veja o capitulo 4 do Charles [10].

Finalmente, para a matriz de transi¢do a um passo a(t), denotamos por a(t) a sua transfor-

mada de Laplace
a(\) = /eASa(s)dS, para A > 0 (A.5.73)
0
Seguindo que a transformada de Laplace de f(t), se escreve como
f(A) = £(A) + a(\ ) parad > 0. (A.5.74)
Portanto, sendo I,,uma matriz identidade r, X 79, podemos reesrever a expressao anterior

f(A) = (I, — G(\) "1 (\) para X > 0. (A.5.75)

Podemos citar os seguintes resultados:
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1. F= 1}1\{8%()\) = (I, — Q) 'R, onde Q ¢ R sao submatrizes da matriz de transicio P para

a cadeia mergulhada de Markov.
2. ZjeGl fi; = 1, onde ¢ € Gy quando G é finito e assumindo Q" — 0 quando n T oo.

As demonstragoes destes resultados encontram-se no Capitulo 3 do Charles pagina 97 e 98 [10].



