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RESUMO

Nosso principal interesse neste trabalho é estudar a existéncia de solugoes para equacoes

diferenciais impulsivas de ordem n com o retardo dependendo do estado, da seguinte forma:

ul(t) = gt upun),t # T(ult))
uD () = Lg(u(),t =m(u),j=1,--,n—-1
u(0) = y;, y; €R?, j=1,--- n—1

Ug = ¢, ¢ € L*(g,R").

PALAVRAS-CHAVE: equagoes diferenciais com impulso, retardo, ponto fixo.



ABSTRACT

The main interest in this work is to study the existence of solutions for impulsive functional

differential equations of order n with the state dependent delay, as follows:

ul(t) = gt upun),t # T(ult))
uD () = Lg(u(t),t=mu),j=1,--,n—1
u(0) = y;, y; €R?, j=1,--- n—1

Ug = ¢, ¢ € L*(g,R").

KEYWORDS: impulsive functional differential equations, delay, fixed point.
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Introducao

O estudo de equacoes diferencias impulsivas tem se tornado nos dltimos anos uma atraente
area de pesquisa devido suas aplicacoes nas mais diversas areas da ciéncias aplicadas. Como
exemplo podemos citar o problema do controle da taxa de glicose que ¢é injetada no corpo
humano de forma eletronica. Esse processo se d& através de um sistema de controle com real-
imentacao de estados, onde a realimentacao serve para avaliar a diferenca da taxa efetiva de
glicose no corpo com a taxa ideal de glicose que uma pessoa normal deva apresentar. Sempre
que a diferenca destas taxas fica fora dos padroes aceitos como normais uma quantidade x de
insulina é injetada instantaneamente no corpo do paciente que por sua vez produz uma mu-
danca abrupta na quantidade total de insulina no corpo do paciente. Este tipo de fenomeno
é um exemplo tipico de situacao que pode ser modelada por meio de equacoes diferenciais
impulsivas.

Na realidade existe uma enorme quantidade de modelos de equacgoes diferenciais impul-
sivas que podem ser usados para descrever fendmenos nas mais diversas areas das ciéncias
aplicadas. Como exemplos podemos citar aplicacoes em biologia, medicina, modelos de con-
trole 6timo em economia, sistemas de frequéncia modulada entre outros.

Neste trabalho mostraremos inicialmente a existéncia de solucao para equacao diferencial

com impulso

y'(t) = flt,y), teJ=[0,T),t#myt),k=1,2,---,m
y(tt) = L(y@), t=7n(y(t),k=12,---,m (1)
yt) = o), te€[-00,0]

onde f: Jx BU((—00,0],R") — R" é uma fungao dada, ¢ € BU((—o0,0],R"), 7, : R" — R,

I :R" = R" k=1,2,---,m sao fungoes que satisfazem algumas hipdteses que serao anu-

10



ciadas posteriormente.

Em um segundo momento mostraremos a existéncia de solugao para a equacao diferencial
com impulso:

/

u(”)(t) = g(t, Uptu)) t 7 T(u)
uD () = L j(u(®),t =m(u(t),j=1,--- ,n—1 )
u(0) = y;, y; €R", j=1,--- , n—1

u = ¢,¢€L*hR"),

\

onde as fungoes g : [0,b) x B - R", 7, :R* =R, k=1,--- ,n, p:[0,0] x L*(h,R") —= R, e

It ; : R" — R" sao dadas, y;, j = 1,--- ,n sao elementos fixos.

11



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como principal objetivo inserir a linguaguem e os conceitos béasicos, bem
como um pouco da notacao que utilizaremos no restante do trabalho.

Inicialmente definiremos o espaco LP e listaremos algumas propriedades e resultados em
relacao a tal espago, por fim enuciaremos alguns resultados que serao utilizados ao longo do

texto.

1.1 Espaco L*

1.1.1 Definicao e propriedades basicas

Definicao 1.1. Sejam Q um aberto R™, u : 2 C R"” — R wuma funcdo mensurdvel e 1 < p.

Dizemos que u € LP(Q)) se as quantidades definidas abaizo sao finitas.
1/p
fullrey = ([ Iutora )

|w|| Lo () = ess sug lu(z)| = inf{C : Ju(x)| < C q¢.t.p. em Q}.
xe

Para 1 < p < +o0,

Para p = 400,
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Lema 1.2. Se 0 <a,b e \ € [0,1], entdo:
ab' ™ < ha + (1= N\)b. (1.1)

Demonstragao: Se b = 0 ou A € {0,1} o resultado é evidente. Suponhamos b # 0 e
A € (0,1). Assim, a expressao (1.1 é equivalente a t* < M+ (1—\), onde ¢t = a/b. Definindo
f(t) =t* — Xt temos que f'(t) =0 t=1e f'(1) <0, logo f(t) < f(1) = (1 = \),Vt > 0.
O

- . , 11 L
Observagao 1.3. Seja p’ definido pela relagio — + — = 1. Se no Lema (1.2 substituirmos
p P

a, b e\ pora?, bV e 1/p, respectivamente, obtemos a desigualdade

/

al  bP
ab§—+—,
p p

conhecida como Lema de Young.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < +oo e p' definidos pela relagdio

1 1 /
-+ = = 1. Sejam, ainda, u € LP(Q) ev € LP (Q), entdo uv € L'(Q) e
p p

Juvlly < flullpllvlly- (1.2)

Ou seja, a aplicagio W : LP x LV — L' definida por ¥(u,v)(z) = u(x)v(z) ¢ continua.
Demonstracao: Se ||ul|, = 0 ou ||v|y =0, entdo u =0 ou v = 0 ¢.s. em £, logo uv = 0 g.s.

em € e portanto ||uv|[; = 0. Suponhamos, entdo, |lul|, # 0 e ||v]|,y # 0. A desigualdade (|1.2))

P 4 1
segue do Lema |1.2| escolhendo a = |||u|||p7 = ‘:Uhp,, A = — e integrando em (2. O
Ul|p VI, b
p

A desigualdade de Holder é evidente para p = 1 ou +oo. Além disso, ela pode ser

facilmente estendida para

[woll, < flullpllvlly, (1.3)

1 1 1
ondeuelPvellie —=—+—.
r p g

E portanto, a aplicacdo ¥ : L” x L? — L", definida por ¥(u,v)(z) = u(z)v(x) é bilinear

continua. De fato, se u € LP e v € L9, entao
1 1
lul" € L¥, [u]" € LY e 1 = — + —.
p/ra/r
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Usando a desigualdade de Holder ((1.2)) obtemos

r 1/r r 1/r r 1/r
lwolly = lwol [} < Ml Iyl g = lulplloll
O
Como consequéncia da desigualdade de Holder temos o seguinte resultado.
Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 < p < +o0 e u,v € LP(2), entdo
ol < el + el (1.4

Demonstrag¢ao: A prova para os casos p = 1 e p = 400 sao evidentes. Suponha 1 < p <
+00. Sejam u,v € LP. Como LP é um espaco vetorial sobre R temos que u +v € LP. Por

outro lado,

o+ o2 < / ju(a) + v () |de + / u(@) +o(@P o(@)de. (15)

Como p/(p — 1) = p, segue que |u + v[P~' € LP e assim, aplicando a desigualdade de

Holder nas duas integrais do lado direito de ([1.5)) obtemos
lu+ [l < flu+ o5 ullp + [lu+ ol o]l
Portanto, [lu +vll, < [lull, + [[v]l,- N

Em virtude da desigualdade de Minkowski, || - ||, define uma norma no espago LP.

Sejam u,v € LP(§2), com 1 < p < oo. Temos a seguinte desigualdade:
lu+olly < 2°(llullp + [lol[7)

Com efeito,

lu+olly < (ull, + [vll)?
(max{|ullp, [[v]lp} + max{jully, [lv]l,})
20 max{|[ull7, [[v][7}

20 ([lullp + [ol)

IN A

IA
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1.1.2 Outras propriedades importantes

Além de ser um espaco vetorial normado LP tem as seguintes propriedades:
Teorema 1.6 (Completitude). (L. || -||,) € completo e portanto um espago de Banach para
1<p<+o0oesep=2, entao (L? || - ||2) € um espago de Hilbert.

Teorema 1.7 (Separabilidade). LP € separdvel para 1 < p < +oc.

Teorema 1.8 (Reflexividade). LP € reflezivo para 1 < p < 400 e o seu dual ¢ o espago LP',

1 1
onde p' € definido pela relagao — + — = 1.
p P

Os resultados mencionados acima podem ser encontrados em [4].

1.1.3 Resultados classicos para integrais

Quando uma funcao f € LP temos os seguintes resultados em relagao a integragao:

Teorema 1.9 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja Q2 C R™ um conjunto mensurdvel
e (fr)k>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis ndao-negativas tais que frp < fry1, V k e

f(x) = khrf fr(x) (= sup fi(z)) para cada x € Q. Entao, f € L'(Q) e
oo %

/Q fla)dz = lim /Q fi(w)da

Teorema 1.10 (Lema de Fatou). Sejam @ C R™ um conjunto mensurdvel e (fi)g>1 uma

sequéncia qualquer de fungoes mensurdveis nao-negativas e integraveis. Entao,

/liminffk( da:<11m1nf/fk:
Q

k—-+o00

15



Teorema 1.11 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (fi)r>1 uma sequéncia em L'(Q)

tal que

(a) fx = f qtp. emQ
(b) Existe g € LY(Q) tal que |fx] < g qt.p. em Q, ¥V k. Entao, f € L*(Q) e

/Qf(a:)dx:kli)rfoo/ﬂfk(as)da:.

1.2 Outros Resultados

1.2.1 Teoremas de Existéncias

Teorema 1.12. Assuma que as sequintes condigoes sejam vdlidas.

(a) f:[0,00) x Q@ — R™ € continua em t # m(y), k = 1,2,---, e para cada (t,z) €

0,00) x Q, existe uma fungio positiva I(-) € Lj,.([0,00)) e wma vizinha¢a Vi, de

(t,x) tal ques
1F (s, p)ll < U(s),

para todo (s,y) € Vig ).

(b) Se t; = 1i(x1), para algum (ti,z1) € [0,00) X Q e k =1,2,---, entdo existe 6 > 0 tal

quet # T parat; <t <ty +0 elx—x <.

Entao para cada (to, xg) € [0,00) x Q, existe uma solugao x : (to,to + a) — Q do problema

de valor inicial (1)), para algum a > 0.
Teorema 1.13. Suponha as sequintes condi¢oes:
(a) f:]0,00) x Q2 — R"™ uma fungao continua.

(b) As fungoes 11, : R" — [0,00) sdo fungoes diferencidveis para todo k € N.

16



(c) Sety = 1x(x1), para algum (t1,x1) € [0,00) X Q, e k € N, entao eziste § > 0 tal que

<V77€(x)> f(tam» # 1,
para todo (t,x) € (t1,t1 +9) X Bs(xy).

Entao para todo (tg,x0) € [0,00) X §, existe uma solucao x : [ty,to + ) — R™ do problema

, para algum o > 0.
Teorema 1.14. Assuma as sequintes hipoteses:

1. f:]0,00) x Q — R"™ € continua.

2. Para todo k € N, as funcgoes I, : R — R™, 7, : Q — [0,00) sao continuas.
Suponha ainda que uma das sequintes condi¢oes sao vdlidas.

(a) Se ty = T(x1), para algum (t1,z1) € [0,00) X Q e k € N, entao existe 6 > 0 tal que
t # me(x), para todo (t,x) € (t1,t1 + 0) X Bs(z1).

(b) Se t1 = mp(x1), para algum (t1,21) € [0,00) x Q e k € N, entao t; # 7;(x1 + Ii(x1)),

para todo j € N.

(c) Se, € C1(£,]0,00)), k € N ety =73, (1), para alguma (t1,21) € [0,00) xQ e ko € N,

entio t; = 7;(x1 + Ix,(z1)) para algum j € N e
<V7—j(x1 + Iko(xl))vf(tlvxl + Ik’o(xl)» 7& L.

Entao, se x : [tg,b) — R"™ é uma solucio de (1)), onde [to,b) € o intervalo mazimal de x(t)
com b € [0,00), b > ty, temos

li t)| = oo.
Tim [l2(t)]) = o0

1.2.2 Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder

17



Definicao 1.15. Seja F' : X — X uma aplicacao qualquer. Dizemos que um elemento v € X

¢ ponto fizo de F' quando F(x) = x.

Definicao 1.16. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que A C X € relativamente

compacto quando seu fecho € compacto.

Defini¢ao 1.17. Seja X um espago de Banach. Dizemos que um operador N, (N : X —
X) € completamente continuo quando N leva conjunto limitado em conjunto relativamente

compacto.

Teorema 1.18 (Teorema de Leray-Schauder). Seja X um espago de Banach e N : X — X
completamente continuo. Se E(N) = {y € X;y = AN(y), para algum 0 < A < 1} € limi-

tado, entao N tem um ponto fizo.

1.2.3 Teorema de Arzela-Ascoli

Teorema 1.19. Sejam M, N espacos métricos. Se M = UK, € uma reunido enumerdvel de
compactos, com K; C intK,; 1 para cada i, entdo um conjunto E C C.(M; N) € relativamente

compacto se, e somente se:
1. E € equicontinuo

2. E(x) C N € relativamente compacto, para cada x € M

18



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Impulsivas de
Primeira Ordem com Retardo

Dependendo do Estado

Recentemente em [3] um resultado de existéncia para uma classe de equagoes diferenciais
impulsivas com tempo dependendo do estado e retardo finito foi estabelecido. Pretendemos
neste capitulo estabelecer um resultado similiar para uma classe mais geral de equacoes, a
saber, equacoes diferenciais de ordem n com retardo ilimitado.

Equacoes diferenciais funcionais, sao geralmente modeladas de tal forma que as condigoes
iniciais do problema pertencam hé algum espago de fungoes apropriado. Em [3] os autores
consideraram o espaco das fungoes continuas definidas em um intervalo compacto de R.

Existe uma teoria que trata de forma bastante geral esses espacos de fungoes, conhecidos
como espagos de fase, nos quais o exemplo usado em [3] é um caso particular. Para maiores
detelhes sobre tais espagos e suas propriedades, referimos ao leitor a seguinte literatura: [§].

Iniciaremes este capitulo com uma secao de preliminares onde introduziremos as notagoes,
definicoes e resultados que serao usados para estabelecermos o principal resultado deste tra-

balho.
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2.1 Resultados de Analise Nao Linear

Nesta secao introduziremos algumas defini¢oes, conceitos e resultados concernentes a teoria

de medida e integracao de fungoes que assumem valores em espagos de Banach E.

2.1.1 Mensurabilidade e Integrabilidade

Definigao 2.1. Seja (2, A, ) um espago de medida, isto €, ) € uma conjunto ndo vazio, A
¢ a o—dlgebra dos subconjuntos mensurdveis de Q2 e 1 : A — RU{oo} uma medida positiva.
Dizemos que um conjunto Z C Q € de medida nula se (Z) = 0. Dizemos que uma pro-
priedade P € valida em quase toda parte, abreviadamente q.t.p, se existe um Z C A, u(Z) =0
tal que B é vdlida para todo v € Q\ Z.

Uma fungao y : 2 — E ¢é dita ser uma funcao passo se existirem z; € €, z; # x;, © #
J, i =1,---.n, n € N, tal que y(x) € {x1,29,--+ ,2,} para todo © € €, e para cada
i€ {1,2,---,n}, y'(x;) é um conjunto mensurdvel. Neste caso toda fungao passo y pode

ser escrita da forma
n
y(l’) - ZXAixi’
i=1

onde A; = y !(z;) ¢ um conjunto mensurdvel e y4 representa a fungao caracteristica do

conjunto A.

Definicao 2.2. Sejay : Q2 — E uma funcdo passo. A integral de y sobre o conjunto €2 €

dada pela igualdade

/de# = u(A)x;.
=1

A préxima definigao estabelece o conceito de fungoes mensuraveis.

Definicao 2.3. Dizemos que uma fungao y : Q0 — E é uma fun¢do mensurdvel, se existe
uma sequéncia de fungoes passo (yn),—, tal que y,(x) — y(z), quando n — oo para quase

todo = € ).

20



Uma funcao y : 0 — E é uma funcao pu—integravel se existe uma sequéncia de funcoes

passo (y,)22, tal que y,(z) — y(z), quando n — oo para quase todo = € Q e

[ 1 0n@) = e Nl d 0, . m — o0, 21
Q
A sequéncia (y,)32; que aparece em (2.1)) é chamada de sequéncia aproximadora de y.

Definigao 2.4. Seja y : Q — E uma sequéncia p—mensurdvel e (y,)2, uma sequéncia

aprorimadora de y, entdo definimos a integral de y sobre €2 como

/yz/yduz lim [ yndp.
Q Q n—eo Ja

E possivel mostrar que a integral de y definida em nao depende da sequéncia aproxi-

madora ().

Observagao 2.5. Segue diretamente da Defini¢ao que uma fung¢ao p—integrdvel é uma

fun¢dao p—mensurdvel.

Denotaremos por L'(Q, F) o conjunto de todas as fungoes y : 2 — E, u—integrdveis.
E bem conhecido que L'(2, E) é um espago vetorial com respeito a soma de funcoes e

multiplicagao por escalar e completo com respeito a semi-norma

Hymmﬂzéummw.

Uma funcdo y € L'Y(Q, E) ¢ tal que se || y |1 o,m= 0 se y(z) = 0 para quase todo
x € . Segue disto que se fizermos a identificagdo y;(z) = y2(x) para quase todo = € €,
entao (L'(Q, E), | - ||) é um espago de Banach.

Seja 2 C R™ um conjunto Lebesgue mensuravel, A uma o—algebra dos subconjuntos
Lebesgue mensuraveis de {2 e £ um espago de Banach. Dizemos que uma funcao y : {2 — E é
fortemente mensuravel se y é u—mensuravel, onde p representa a medida de Lebesgue sobre
R". E importante observar que toda funcio y : @ — E fortemente mensuravel é mensurdvel
com respeito a medida de Lebesgue . A reciproca é verdadeira se E for um espaco de Banach

separavel, conforme [9].
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Definicao 2.6. Dizemos quey : Q) — E € uma fungao Bochner integrdvel sey € p—integrdavel,
ou seja, sey € LY(Q, E). No caso em que E = R", e u(Q) < oo, entdo y é Bochner in-

tegravel se e somente se y € Lebesque integravel, conforme [12)].

Para obter nossos resultados de existéncia de solugoes precisamos garantir que a composta
de fungoes fortemente mensuraveis ¢ uma funcao mensuravel. O préximo exemplo mostra
que apenas a condicao de mensurabilidade nao ¢é suficiente para estabelecer um resultado de

composicao de fungoes mensuraveis.

Exemplo 2.7. Seja D € [0,1] um subconjunto que é Lebesgue ndo mensurdvel. Defina a
sequinte funcao

1 sex>toux=texeD,
f(t,z) =

0 sex<toux=tex#D,

E facil perceber que a fungao t — f(t,z), t € R € mensurdvel para cada x € D, e que v —
f(t,x), © € R € continua em quase toda parte. Entretanto se tomarmos y(t) =t, t € [0,1]

vemos que t — f(t,t) = xp € uma fun¢ao nao mensurdvel.
Para enunciarmos o proximo Teorema precisamos da seguinte definicao.

Definicao 2.8. Seja (2,4, 1) um espago de medida, U um subconjunto mensurdvel de ) e
V' um subconjunto de um espaco de Banach E. Dizemos que f : U xV — E € uma fungdo

do tipo Carathéodory se as sequintes condi¢oes sao vdlidas.
(c1) f(-,2) € uma fungdo p—mensurdvel para cada z € V.
(c2) f(t,-) € uma func¢ao continua para quase todo t € U.

O préximo Teorema desempenha um papel fundamental no desenvolvimento de nossos
resultados sendo sua demonstracao bastante simples. Entretanto, visando a comodidade do

leitor decidimos incluir a demonstracao desse resultado.

Teorema 2.9. Seja (2, A, 1) um espago de medida, U um subconjunto mensurdvel de ) e V
um subconjunto de E. Seja f : U XV — E uma func¢ao do tipo Caratheodory. Sey: U — V

¢ uma fungao mensurdvel, entao f(-,y(-)) € uma fung¢ao mensurdvel.
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Demonstra¢ao: Como y(-) é uma funcdo mensuravel, existe uma sequéncia de fungoes
passo (¥,)>, tal que y,(z) — y(z) para quase todo z € U. Da condigao (c1), t — f(t,yn(t))
¢ uma fungao mensurdvel, mais ainda, a condi¢ao (c¢2) permite concluir que f(t,y,(t)) —
f(t,y(t)) para quase todo ¢t € U. Assim a prova que a composta f(-,y(-)) é uma funcao

mensuravel esta completa.

2.2 Bochner Integrabilidade e Diferenciabilidade q.t.p

Neste trabalho estamos interessados em estudar a existéncia de solugoes de equagoes dife-

renciais impulsivas. Diante disto precisamos lidar com um conceito adequado de diferencia-

bilidade.

Definicao 2.10. Seja (E,|| - ||g) um espago de Banach e J = [a,b], a < b, um intervalo
arbitrdrio. Dizemos que uma aplicagio y : |a,b] — E € absolutamente continua se para
cada € > 0 corresponde um § > 0 tal que para qualquer sequéncia [a;,b;], j =1,...,n, de

intervalos disjuntos de J com 377 (b; —aj) < 0 temos que Y7, || y(bj) —y(a;) [[e< €

Defini¢ao 2.11. Dizemos que uma fun¢ao y : [a,b] — E ¢é Lipschitz continua, se existe uma

constante M > 0 tal que
I y(t) —y(s) < Mt — s],

para todo t, s € |a,b].

A préxima definicao estabelece o conceito de diferenciabilidade que serd usado daqui por

diante.

Defini¢ao 2.12. Uma fun¢ao y : [a,b] — E € diferencidvel em um ponto t € (a,b), se existe

z € F tal que

s—t

quando s — t. Neste caso denotamos z = y'(t) e dizemos que z € a derivada de y no ponto

—z ||— 0, (2.2)

t. Set € [a,b) e for vdlida quando s — t*, dizemos que z € a derivada a direita de y
no ponto t e denotamos por z =y’ (t). Da mesma forma usaremos a notacdo z =y’ (t) para

designar a derivada a esquerda de y no ponto t.
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Defini¢ao 2.13. Dizemos que a funcao y : [a,b] — E € diferencidvel no intervalo [a,b], se
y(-) € diferencidvel em (a,b) e y' (a) e y"(b) existem e sao finitos. Em particular se y'(t)

existe em quase toda parte, dizemos que y € diferencidvel q.t.p. em |a,b].

Observacao 2.14. Se y : [a,b] — E € diferencidvel q.t.p., definiremos y'(t) = 0 em todos os

pontos onde y € nao diferencidvel.
O préximo resultado pode ser encontrado em [13].

Lema 2.15. Seja u : [a,b] — R uma fun¢ao absolutamente continua, entio u(-) € dife-

rencidvel em quase toda parte, u'(-) € Lebesque integrdvel e

u(t) = u(to) +/ u'(s)ds, t,ty € [a,b].

to
Se v : [a,b] — R € Lebesgue integrdvel, ty € [a,b] e u(t) = fti v(s)ds, t € [a,b], entdo u(-) €

absolutamente continua e u'(t) = v(t), para quase todo t € [a,b].

O proximo resultado estende o Teorema Fundamental do Célculo no caso onde u(-) assume

valores em um espaco de Banach F.

Teorema 2.16. Sejam u, v : [a,b] — E, to € [a,b]. Entao as sequintes condi¢oes sio

equivalentes:

(a) u(-) € absolutamente continua e diferencidvel em quase toda parte, e

para quase todo t € [a,b].

(b) v(-) € Bochner integrdvel e

u(t) = u(to) +/ v(s)ds, t, ty € [a,b].

to
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2.3 Equacoes diferenciais com tempo variado

Nesta secao estudaremos a existéncia de solugoes para problemas da seguinte forma

o = Z / aij(s — Dy;(s)ds, t € [0,T),

t#zbljgjk(yj(t)% izl,...,n, ]{IILQ, ,m
j=1 (2.3)

yl(t+) == bk;zyz t —_— Z b'l]gjk yj ]{,‘ 1, 2’ .« e ’m

Yoi = (bi, (biEBZ/{((—OO, ];R), izl,...,n;
onde by;, by, i =1,...,n, k= 1,...,m sdo numeros reais; a;; : (—00,0] - R, g; : R —
R, j=1,...,n,sao fungdes apropriadas; BU((—oo, 0]; R) é o conjunto formado pelas fungoes

¢ : (—00,0] — R, tal que ¢(-) é uniformemente continua e limitada em (—oo, 0] equipado

com a norma do supremo, || ¢ ||g= supg<q [2(0)|.

Se I € R é um intervalo, denote por C(I; R™) o conjunto formado pelas fungdes continuas
definidas em I com valores em R" e para uma sequéncia finita de pontos (¢;), t; € (0,7), t; <

tiv1, ©=20,...,n,onde to =0 e t,; =T para algum n > 0, considere o conjunto
Q :{x (=00, T] = R™; y|(—00,0] € BU((—00,0],R"™),y() € C((t;, tix1]; R™)

(2.4)
e y(tf) < oo para todo i= O,...,n}

Podemos transformar (2.3) em um sistema abstrato. Para isto consideremos as seguintes
fungoes, f : [0,T] x BU((—o0,0];R") — R", 7, : R" — R, [, : R* — R", dadas respectiva-

mente por

Z/ ai(s —t)p;(s)ds, i =1,.

(ii2) wagjk zj), i=1,....,n, k=1,...,m.

(ili3) Ix(z) = diag(bgi, ..., bgy)x, k=1,...,m, onde
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diag(bgy, ..., bgn) =

0o ... brn

Usando as notagoes anteriores o problema ({2.3)) assume a forma abstrata

y,(t) = f(tayt)a te [OuT]a t# Tk(:g(t))? k=12, m,
y(t") = L(yt)), t=7(y(t), k=1,2,---,m, (2.5)
Yo = ¢, 9B,

onde B = BU((—o0,0]; R™).

O espago B = BU((—0o0, 0]; R™) é um caso particular de uma teoria mais geral que engloba
uma enorme quantidade de espacos de fase. Para maiores detalhes, exemplos e propriedades
destes espacos referimos ao leito o Livro [§].

Como foi dito anteriormente, modelaremos nossos problemas no espago B = BU((—oo, 0]; R™).
Nao ¢é nosso interesse fazermos uma descricao detalhada sobre espacos de fase. Entretanto,
para um melhor entendimento da teoria de equagoes funcionais faremos um breve comentario
sobre a teoria geral de espacos de fase.

Seja E' um espago de Banach. Denotaremos por B o espaco de fungdes ¢ : (—00,0] — E
munido com uma seminorma || - [z e se x : (—o0,T] — E, T > 0, é uma fungao com valores
em E, entdao z; : (—o0,0] — FE denota a histéria da fun¢ao y e sua definigdo é dada por
y(0) =y(t+46), §<0.

Neste trabalho assumiremos as seguintes condigoes sobre o espago de fase B.

Sey: (—o00,T] = E, T >0 é uma funcao tal que yo € B, y|[0,7] € PC([0,T], E), entao

as seguintes condicoes sao validas:
(bl) x4 € B, para todo t € [0, T].
(b2) Existe uma constante positiva H > 0 tal que || z(¢) ||< H || x; || para todo ¢ € [0, T].

(b3) [ @ || < K(t) supsepoq | 2(s) | +M(#) || zo ||, onde K(-), M(:) : [0,00) — [0,00) sao

funcoes respectivamente continua e localmente limitada.
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Como exemplo consideremos B = BU((—o0, 0]; R™). Mostraremos que B satisfaz as condigoes
(b1) — (b3). Para isto, seja y : (—oo,T] — R" T > 0 uma fungao tal que yo = ¢ €
BU((—o0,0];R™) e y|[0,T] € C([0,T]; R™). Assim temos que,

| e lls = sup |y(t+0)]
oe[—r,0]

< sup |y(s)|+ sup |@(s)]
s€[0,t] s$€(—00,0]

= sup [y(s)[+ || ¢ 5 -
s€[0,¢]

Usando que y(+)|[0,7] € C([0, T]; R™), (-)|(—o0, 0] € BU((—o0,0]; R™), os calculos ante-
riores mostram que y satisfaz a condi¢ao (b1) e que as fungoes K (-) e M(-) que aparecem em

(b3) sdo dadas respectivamente por
K({t)y=1eM(t)=1, (2.6)
para todo t € [0,T]. Segue de

[p(0)] < sup [p(0)] = ¢ |5,

fe(—o0,0

que a condicao (b2) é vélida e que neste caso H = 1.

Neste trabalho o seguinte conceito de solugao para o problema ({2.5)) serd usado.

Defini¢ao 2.17. Dizemos que y : (—o0o,T) — R", T > 0, € uma solu¢ao do problema

se as sequintes condigoes forem vdlidas:

(s1) y(t) € diferencidvel, y'(t) = f(t,y;) para quase todo t € (0,T), et # m(y(t)), k =
1

e, M
(s2) Set =1, (y(t)) para algum t € (0,T) e k =1,...,m, entao y(t*) = I;.(y(t)).
(s3) yo =1, v €B.
O resultado a seguir estabelece em que condigoes o problema possui uma solugao.
Teorema 2.18. Assuma que as sequintes condi¢oes sao validas:

(c1) 1(-) € CHR™,R), 0 < 7%(2) < Tpy1(x) < T para todo k=1,--- ,m, e x € R™.

27



(c2) Existem constantes positivas cg, tal que || I(z) ||< ¢, para todox € R* ek =1,...,m.

(c3) Eziste uma fungdo nao decrescente v : [0,00) — (0, 00) e uma fungao p € L'([0,T]; [0, 00))
tal que
1 £ @) [I< p®)v(ll ¢ lls),

para quase todo t € [0,T] e para todo ¢ € B. Mais ainda, a sequinte condi¢ao é vdlida

/°° ds ~
loll ¥(5)
(¢4) Para todo (t,x) € [0,T] x R™ e toda ¢ € PC, temos

<V7’k(l’),f(t, 80)> # 17 k= 1727' M
onde (-,-) denota o produto escalar em R™.
(¢5) Para todo x € R, 13,(I(x)) < p(2) < Tier1(Lx(2)), k=1,2...,m.

Demonstragao. Para ¢ € B fixa, analisaremos a existéncia de uma solugao y(-) q.t.p.

diferenciavel para o problema

y,<t) = f(tayt)7 tG[OaT]
y(t) = o(t), te (00,0

Considere o conjunto
Qp = {1 (~00,T] — B™ 29 = 6, 2(-)|[0,T] € C(0, T|;R")}
Sobre €14 considere o operador N:
o(t), t € (—00,0]
N(z)(t) = '
»(0) +/ f(s,z5)ds, te€0,T]
0

Se x € )y, entdo t — z; é¢ uma fun¢do mensuravel para todo t € [0, 7. Pelo Teorema

a composta t — f(t,z;) também é mensuravel. Considere a fungao p,(t) = sup || z(s) ||
s€[0,t]
+ || ¢ ||5- Usando a condigao (¢3) temos:

I f(Eze) [l < p(OU(] 2 l|8) < p(£)(pa(t)). (2.8)
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Como p(-), ¥(-) e u,(-) sdo fungdes continuas, decorre do calculo anterior que N estd bem

definido com valores em 2.

Sabemos da teoria de equacoes diferenciais que, encontrar uma solucao de é equiv-
alente a encontrar um ponto fixo para o operador N. Assim para encontrarmos um ponto
fixo para N usaremos o Teorema [[.18] Mostraremos que N é completamente continuo que
as solugoes da equacdo y = AN(y) sdo limitadas para todo A € (0,1). Comecaremos pela

continuidade de N.

Seja x,, x € Q4 com x, — x em 4. Da condi¢do (b3) dos axiomas de Espago de
fase, temos que (x,); — x; para quase todo t € [0,T]. Por outro lado, a condigao (c¢2) da
Definicao (22.8) implica que f(¢, (z,):) — f(t,z¢), para quase todo t € [0,T]. Por outro lado
da desigualdade e do Teorema da convergencia dominada de Lebesgue temos que

/0 (s, () )ds — /0 (s, m)ds,

quando n — co. Assim podemos concluir que N(z,) — N(x), o que prova a continuidade de

N.

No que segue mostraremos que N aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados de

Q4. Seja ¢ > 0 e considere B, :={y € Qy; || v [|< ¢} . Segue da condicao (¢3) que

INDO T < 1601+ [ 11 7005 |

< Vol + [ p)ulue s

< Nolla+ [ ooy (s
16l -+ola+ 116 1) [ pls)ds,

IN

para todo t € [0,T]. Assim,

I N W) o<l ¢ I8 +¢(g+ || ¢ IIB)/0 p(s)ds =1

Para mostrar que N é um operador completamente continuo resta provar que N leva

conjuntos limitados em conjuntos equicontinuos de 2.

Analisaremos a equicontinuidade de N apenas no caso onde t € [0,T]. Os demais casos

segue diretamente da continuidade uniforme de ¢ e da integrabilidade de f(¢, ¢). Assim para
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€ [0, T fixado considere o conjunto By(t) = {y(t);y(-) € B,(t)}, entdo para h > 0 temos

HN@®—NM@HM|=H/fS%@—/ F(s,90)ds |
- l[ £(s,y2)ds |
< [ ) 1 ds
/t‘ t+h
s¢w+www[ p(s)ds.

O caso onde h < 0 é tratado de forma similar. Isto mostra a equicontinuidade de N.
Pelo teorema de Arzela-Ascoli, logo N(B) é relativamente compacto, o que implica que N é

completamente continuo.

Nosso proximo passo sera mostrar que o conjunto

S(N) = {y € Q¢;y = )‘N(y)a A€ (07 1)}
¢é limitado.

Seja y € E(N). Entdao y = AN(y), para algumA € (0, 1). Usando novamente a condigao

(¢8) temos
t
In@® 1 < ol [ 7)1
t
< lol+ [ poulas. te .11
Usando o fato que 9(-) é uma fungao nao-decrescente temos que |[yr(t)|| < p,(t) =| ¢ ||

t
+/p@MMMM&mmm
0

() < ﬂWH+Ap@WW¢@M&t€Mﬂ- (2.9)

Considerando a funcgao

%NﬂzﬂWH+AP@WWw@WS

e usando (2.9) e juntamente com o fato que v (-) é uma funcao nao-decrescente, temos

Balt) < mwn+lp@w@wm@
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o que é equivalente a seguinte desigualdade diferencial

Bia(t) < p()Y (B (1)),

para todo ¢ € [0, 7). Integrando de 0 até t a expressdo anterior e usando a segunda parte da

/ﬁyw) ds /t (s) > ds
< p(s)ds < / —,
B0 ¥(s) 0 B0 V(5)

para todo t € [0, 7. Segue do Teorema 3.4.6 da referéncia [2] que o conjunto {ﬁyx (), A€ (0, 1)}

condigao (¢3) temos,

é limitado, o que implica que £(IN) é um conjunto limitado. Pelo Teorema temos que
N possui um ponto fixo y : (—oo,T] — R™ solugao de (2.7). Fazendo y;(t) = y(¢), t € [0,T]

e considerando a funcao
rea(t) = m(y(t)) —t, parat € (0,77,

segue da condigao (cI) que ri1(0) = 7%(y1(0)) = 7(y(0)) > 0, para todo k = 1,2,--- ,m.
Levando em consideracao que 7y 1(t) > r;1(t) para k > j et € [0,77], se r11(t) # 0 para todo
t€[0,7) ek =1,2,---,m, temos que y; : [0,7] — R" é uma solugao do problema (2.3),
pois t # T,(y1(t)), t € [0,T) e k =1,2,--- ,nfl]

Por outro lado, se 1 1(t) = 0 para algum t € [0,7], seja t; = inf {¢t € [0, T];r11(t) =0} .
Segue da condigao (c!) e da continuidade de 71 1(-) que ¢, € (0,7]. Vé-se facilmente que
r11(t1) = 0 e r11(t) > 0 para todo t € [0,4], ou seja 71 (y1(t)) > ¢, t € [0,t;]. Novamente
pela condicao (c1), m(yi(t)) > t, t € [0,t1], k = 1,2,...,m, isto é, ri1(t) > 0 para todo
t € 10,t].

Considere agora o seguinte problema

y,(t) = f(t>yt)’ te [tlaT]
y(t) = Ly(t)).

Novamente, usando o mesmo raciocinio do passo anterior, transformemos (2.10) em um

(2.10)

problema de ponto fixo. Para isto considere o operador N; : €, — €2, definido por:

Ni(z)(t) = Li(y1(t1)) —i—/t f(s,z5)ds, set e (t1,T].

1Basta observar que neste caso rq1(t) > 0, t € [0,T], pois caso contririo temos uma contradicao.
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De forma semelhante ao que foi feito na primeira parte da demonstracao, obtemos que

N é completamente continuo e que o conjunto
E(Ny) :={x € Qy,; v =AN;(z), para algum 0 < A\ < 1}

é limitado uniformemente em A € (0, 1).
Como consequéncia do Teorema segue que N; tem um ponto fixo y que é solucao do

problema (2.10). Fazendo y(-) = y2(+), podemos definir a fungao
re2(t) = Ti(y2(t)) — ¢, parat € [t1,T], k=1,...,m.

Se r92(t) # 0, t € (t1,T], entao segue da condic@o (cl) que 742(t) # 0 para todo t € (¢4, T

e para todo k = 3,4, --- ,m, entao,

y1(t), set e (—oo,ty]
yg(t), set c (t17T]

y(t) =

¢ uma solucao do problema ([2.3)).

Considere o caso em que r55(t) = 0, pela condicdo (c5) temos que ¢ € (¢, T]P| pois

roa(tf) = T(we(ty)) —t
T(Li(yi(t1))) —ta
> ni(n(t)) -t
r11(t1) =0

Pela continuidade de 729 podemos definir ¢ty = inf {t € (t1,T]; r22(t) = 0} de tal forma
que ty € (t1,T], roa(t2) = 0 e ra2(f) > 0, para todo t € [t1,t2). Segue de (cl) que 72 # 0,
para todo t € [t1,t3),k=2,---  m.

Por outro lado, suponha que exista s € (t1, 1] tal que r12(s) = (] Por (c5) temos

rp(t) = m(w(t) -t
= ni(h(yi(t))) =t
< mi(yi(t)) — 4
= 7111(t1) =0.

2Observer que a condigao (c5) impede que 72 2(t1) = 0.
3Passos finitos para definir a solucdo ao longo do intervalo [0, 7).
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Assim, a fungdo 7 » atinge um méximo nao negativo em algum ponto s; € (¢;,7]. Como

yh(t) = f(t, (y2)i), segue da regra da cadeia que
ra(s1) = (V7i(y2(s1)), 92(s1)) = 1 = 0.

Portanto,

(VTi(y2(s1)), f(s15 (12)s,)) = 1,

contradizendo a hipdtese (c4).Logo, r12(s) # 0, para todo s € (t1, o).

Continuando com esse processo, encontraremos que ¥m41 = ¥ |[t,,,r] ¢ uma solugao para

o problema
y(t) = ym(t),t € [-00, 1]
y(t) = [ty atp. t € (tm,T]
y(tn) = In(Ym-1(tm))
Entao, a funcao definida por:

)
y1(t), se t € [—o0,t]

y2<t), sete (tl, tQ]

\ Yma1(t), set € (ty,,T]

é uma solugao para o problema ([2.3)). O

2.4 Aplicacao
Nesta se¢ao mostraremos de forma clara quais sdo as condigoes que o problema (2.3) dado

por:
.

n t
it = 3 [ asls—tuo)is 1€ 0.1,
j=1 /=0
t?’éwagjk(y](t)), izl,...,n, ]{?:1,2, ,m
j=1

yi(t) = bragi(t), t =Y byg(y;(1), k=1,2,---,m
j=1

Yoi = ¢i, ¢i € BU((—00,0;R), i=1,...,n;

\
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onde by, by, ¢ =1,...,n, k= 1,...,m sdo ndmeros reais; a;; : (—00,0] - R, ¢g; : R —
R, 7 = 1,...,n, sao fungoes apropriadas; ¢(-) é uniformemente continua e limitada em
(—00, 0], tem que satisfazer para podermos aplicar o teorema .

Nosso objetivo agora sera assumir o minino de condigoes possiveis para que o problema
acima satisfaca as hipdéteses do teorema . E portanto, mostraremos a existéncia de
solugao.

Assumiremos as seguintes condicoes:

1. A fungao a;; € L'((—00,0]) N LS, ((—o0, 0]).

loc

2. A fungao gjr € C'(R,R), k = 1,---,m, b;; sdo numeros reais nao todos nulos e
0< Zbijgjk(xj) < Zbijgj(kﬂ)(xj) <T,paratodor e R"ek=1,--- ,m—1.
j=1 j=1

3. Existem nuimeros reais b;; nao todos nulos tais que:
(a) Para todo (¢,z) € [0,T] x R™ e toda ¢ € PC, temos
<(bllgik<x1)7 U 7blng;1k(xn))a f(ta 90)> # 17 k= 17 27 T, MM,
noo.0
onde f(t,p) = Z/ a;;(s —t)p;(s)ds.
j=1 7=

(b) Paratodox e R" e k=1,2,--- ,m—1,

Z bijgik(brazy, -+, brpy) < Z bijgie(w1, -+, xp) < Z bijgj(k 4+ 1)(bgaxe, -+, brnxy).
=

Jj=1 J=1

Teorema 2.19. Assumindo os itens 1-8 acima, temos que o problema possui pelo

menos uma solucao.

Demonstracao: Usaremos a seguinte identificagao:

(i1) f(t, o) :Z/_ ai(s —t)p;(s)ds, i=1,...,n.

(ii2) m(z) = Zbijgjk(xj), i=1,...,n, k=1,...,m.
j=1

(iii3) Ix(z) = diag(bgi, ..., bgn)x, k=1,...,m, onde
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diag(bri, ..., bg) = | | ’

onde f:[0,7] x BU((—o0,0; R") — R", 7, : R" = R, I}, : R" — R". E mostraremos que o

problema em questao satisfaz as hipoteses do teorema ([2.18]).

Temos que a fungao f estd bem definida, pois o dominio da funcao a;;(s —t), s € (—o0, 0]
ete0,7],4,j5€{1,2,---,n} estd contido no intervalo (—oo,0] e a fungao ¢ € B, assim

0
/ a;;(s —t)p;(s)ds existe.

—00

Afirmagao: A fungao f : [0,7T] x BU((—o0,0]; R") — R" é tipo Carathéodory.

De fato, temos que:
e f(-,) é uma funcdo mensuravel para cada ¢ € B, segue da proposic¢ao 2.11 de [5].

e f(t,-) é uma fungao continua para quase todo t € [0,T], pois sejam @1, g € B, entao
€

I ai(s — t)]ds’

dado € > 0, existe § = tal que |1 — @ollp < 0 implica

< / lais(s = 8)lli2a(s) — ols)lds

—00

‘/_io aij(s = t)(p1(s) — wo(s)ds

0
< g1 — 300||B/ la;j(s —t)|ds < e, para quase todo t € [0, 7.

Segue dos itens 2 e 3 que as condigoes (cl), (c4) e (¢b) do teorema (2.18]) sdo satisfeitas.

A condigao (¢2) é satisfeita trivialmente, pois existem constantes positivas ¢ tais que

sup |[bg1z1, braza, -+, by || < cg.
[lz]|<1

Resta mostrar que a condigao (¢3) é valida.

Note que,
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0 —t
| s =oias = [ Ja(olas
= / la;;(— |ds—|—/ la;;(— |ds—/ la;j(—s)|ds
t

= / la;j(—s)|ds + |0LU s)|ds
0

< HainLl((oo,oer/ Ia@-j s)|ds

< SupHainLl ooO])+maX sSup t|a7,]( )|
ij i se[—t,0]

Assim, defina p : [0,7] — [0, c0) por:

p(t) = n(sup [lai;|| 1 (oo 0 + max sup tlai;(s)}).
ij o se[—t,0]

Dessa forma, temos que p € L*([0,T];[0,00)) e

I r<Z/ (s H%()Id8<!|90HBZ/ (s = lds < p(O)pls

Entao, tomando ¢ como sendo a funcao identidade, obtemos:

17t )| < p()e(llells),

o0

d
e além disso, / 0 ds = o0, para ||¢||p # 0.
Iells ¢(5)
Logo, a condigao (¢3) é valida.
Portanto, segue do teorema (2.18) que o problema (2.3) tem pelo menos uma solugao.

O
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais Impulsivas de

Ordem n com o Retardo Dependendo

do Estado

A teoria de equagoes diferenciais impulsivas com o tempo variando com o estado tem se de-
senvolvido de maneira bastante lenta nos tultimos anos devido as dificuldades criadas pela pre-
senga dos impulsos dependendo do estado. Uma das dificuldades enfrentadas é que solugoes
de equacgoes impulsivas podem tocar a mesma variedade de impulso varias e até mesmo infini-
tas vezes. As técnicas usadas neste trabalho nao sao eficientes na presenca de tais fenomenos.
Assim uma das nossas preocupacoes é garantir condi¢oes suficientes sobre a nao linearidade,
sobre as equacoes que definem as variedades de impulso para que, este tipo de fendmeno,
conhecido como beating phenomenon, nao ocorra.

Este problema foi resolvido com bastante eficiéncia no capitulo 2] Usaremos esta mesma
técnica para abordar uma outra classe de equacoes diferenciais impulsivas, a saber as equacoes
de ordem n. Entretanto a dificuldade do nosso modelo aumenta consideravelmente, uma vez
que, como no capitulo [2, o tempo de impulso estard dependendo do estado, assim como
também o retardo dependera do estado.

Na proxima secao faremos uma breve revisao sobre a teoria de equacgoes de ordem n,
bem como enunciaremos alguns resultados necessarios aos nossos objetivos ao longo deste

capitulo.
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3.1 Problema valor de contorno

Nesta secao mostraremos, de forma breve, um pouco da dificuldade de resolver equagoes
diferenciais de ordem n e como a solucao de um determinado problema pode ser modificada

de acordo com as condigoes que devem ser satisfeitas.

3.1.1 Alguns Exemplos

Problemas de valor de contorno (PVC) manifesta-se em quase todos os ramos da Ciéncias,
Engenharia e Tecnologia, por exemplo, no problema do movimento de uma particula de massa
~ =, = 7 . , ;o
m sob a agao de uma forga dada F'(¢, 7, r’), frequentimente é necessdrio para encontrar a
. . Coe , .o~ —
lei do movimento quando no tempo inicial t = ¢y a particula estava na posicao gy € no tempo

t = t; chegou a 1. O problema se reduz a equacio diferencial do movimento

H
mW:F(t,r,r’)

com condicdes de fronteira 7 (to) = 7o, 7 (t1) = 77.
No caso do PVC uma pequena mundanga na condicao de fronteira pode conduzir para
significantes mudancas no comportamento da solucao.

Vamos considerar o problema de valor inicial
" +x=0, 2(0) = ¢, 2/(0) =y, 2"(0) = cs.

Ele tem uma tnica solucao

1 1
l’(t) = §(01 — Cy + Cg)e_t + 5(261 + co — 03)(2% CcOS

para qualquer conjunto de valores ¢y, ¢y € c3.

No entanto, o PVC
" +2=0,

com as condigoes

onde by é a primeira raiz positiva da equagao

2 sin (?b—%) —i—e*% =0



nao tem solucao.

Esse mesmo problema com as seguintes condicoes de fronteira
z(0) =0, 2/(0) =0, z(b) = ¢,

onde 0 < b < b1, tem uma tunica solugao

B

ee2(t=0) (¢=5t 4 sin (—t - E))

. (3 - _3
2 sin (76— g) +e 3t

x(t) =

Ja se as condigoes de contorno forem
z(0) =0, 2/(0) =0, z(b;) = 0.

O problema tem um numero infinito de solugoes

t \/§ s
e "+ 2Ze2 sm( 5 6 ,

Este exemplo nos leva a varios questionamento sobre a existéncia e unicidade da solugao,

z(t) =k

onde k é uma constante arbitraria.

porém o nosso objetivo nesta secao nao é discutir a existéncia e unicidade de solugoes, mas

sim mostrar como a solucao do problema pode ser modificada de acordo com alteragoes nas

condigoes de contorno.

Exemplo 3.1. O PVC
" =X, 2(0)=2z(1)=0 (3.1)

surge nas aplicagoes envolvendo a difusao de calor. Por erxemplo, a = 1 surge na andlise
de perda de Joule em solidos condutores, com \ representando o quadrado da constante da
corrente e €* a temperatura resisténcia, ou no aquecimento por atrito com \ representando
o quadrado da constante de atrito e e* a temperatura instabilidade.

Se aX = 0, o problema (3.1) tem uma tunica solugao
1. se A =0, entao z(t) =0

2. se = 0, entdo x(t) = 3t(t — 1)
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Se aX < 0, o problema (3.1)) tem muitas solugdes iguais ao nimero de raizes da equagao

c . <
¢ = /2|a\| cosh 7 entao para cada um desses ¢; a solugao é

o) = =2 Jtog faost (5 (1= 1)) | = o eomn (5)]}.

c
Da equagao ¢ = /2|aA| cosh 1 Segue que se

<1,

laA| . cosh§
min =1
8 0 £ ’
> 1,

Se aA > 0, o problema ({3.1) tem solugoes iguais ao nimero de raizes da equagao ¢ =

c ) .
V2a cos T assim para cada c; a solucao ¢é

Assim, em particular, se A\ =1e a = —1 o PVC (3.1)) tem duas solugdes x1(t) e xa(t).

3.1.2 Problemas Lineares

Para equacoes diferenciais lineares de ordem n:
Lix) =2 + 3 " pi(0)a" = £ (1), (3.2)
i=1

onde p;(t), 1 <i <ne f(t) sdo continuas em [a, b], considerando a seguinte condigao inicial:

() =) cwa®(a;) = A;, 1<i<n, (3.3)

ondea<a <---<a, <b.
Em (3.3]) a coincidéncia de vérios a; significa que em um tnico ponto varias fungoes estao

definidas; que sao assumidas linearmente independentes.
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Como a interpolacdo polinomial (3.3)) é uma solucdo para a equacio diferencial 2™ = 0,
o PVC (3.2), (3.3) da possibilidades de interpolagao para a solugdo da equagao diferencial

B2).
Para discutir a existéncia e unicidade de solugoes para o PVC ({3.2))-(3.3) precisamos do

seguinte lema:
Lema 3.2. Considere o sistema de n equacdes lineares:
Az =, (3.4)

onde A € uma matrizn X n e x e b sao vetores n dimensionais. Entdo, se

(i) Posto de A =n,

o sistema possui uma unica solugao. Alternativamente, o sistema homogénio
Axr =0
possut somente a solucao trivial.

(ii) Posto de A=n—m (1 <m <n),

o0 sistema possut uma solucao se, e somente se
Ab=0 (3.5)

onde A € uma matriz m X n cujas linhas d, sao vetores linearmente independentes,
1 < a <m satisfazendo

d,A = 0.
No caso (3.5)) temos, qualquer solugao de (3.4) pode ser dada por

T = Zm:kaca—ier,

a=1
onde k,, 1 < a < m, sao constantes arbitrarias, c¢,, 1 < a < m, sao m vetores colunas

linearmente independentes satisfazendo

Ac, =0
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e S é uma matriz n X n independente de b tal que
ASp = p,
para qualquer p vetor coluna satisfazendo
Ap = 0.

Seja {z;(t)}, 1 <j < n qualquer sistema fundamental de solu¢oes da equacao diferencial
homogeénia

L(z) =0 (3.6)

e ¢(t) qualquer solucao de (3.2)). Entao, toda solugao de ({3.2)) pode ser escrita como
2(t) = aym(t) + ¢(t), (3.7)
j=1

onde ;, 1 < j < m sao constantes desconhecidas.

A solugao (3.7) satisfaz a condicao (3.3 se, e somente se
i=1 j=1
Pelo lema (3.2) o sistema ([3.8) tem uma tnica solucao se, e somente se
det(l;(x;)) #0, 1 <1i,j <n. (3.9)

Assim, a existéncia e unicidade da solugao de (3.2)), (3.3) é equivalente ao problema
homogénio correspondente ((3.6)) junto com

li(x)=0, 1<i<n (3.10)

tem solucao nao trivial.
Além disso, pelo lema notamos que se o posto da matriz (I;(z;)) én—m (1 <m <n),
entao , também tem muitas solugoes.
Entrentanto, esta solucao conterd m constantes arbitrarias, i.e., a unicidade é perdida.
Entao, vemos que a unicidade da solucao de , , implica a existéncia, enquanto
que a existéncia nao decide a unicidade. FEsta unicidade implica a existéncia para PVC

lineares, nao é imediato para PVC nao-lineares.
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3.1.3 Funcao de Green

A partir de agora, assumiremos que a condigao (3.9) ¢ satisfeita. Assim, a existéncia do

sistema fundamental das solugoes {x;(t)}, 1 <i <n de (3.6]) satisfazendo

é assegurado. Denotaremos por D;(t), 1 <i < n o cofator do elemento xgnfl

)(t) no wron-
skiano W (t). Por conveniéncia escreveremos a = ag,b = an41,%0(t) = Tpy1(t) = Do(t) =
D, 1(t) = 0. O quadrado a < t, s < b representaremos por K; qualquer quadrado com linhas
retas a partir de s = a; retiradas denotaremos por Ky; Ky com a diagonal ¢t = s retirada
representaremos por Kj.

Toda solugao de (3.2)) pode ser escrita como

n+1

— ;am / ") ZD s)ai(t) f(s)ds. (3.12)
De (3.8) e (3.11)), segue-se que
a; 1
o; = Az — /(;0 WDZ(S>f<S)d8, 1 S 7 S n.

Assim, encontramos

oft) = Zsz 93 / T Dm0 (s + /aowl(s)ngi<s>xi<t>f<s>ds

Z Azi(t Z /ak+1 i(8)xi(t) f(s)ds + / Wl(s) Z D;(s)z;(t)f(s)ds
3 Awi(t) + / Tt 8) f(s)ds
- (3.13)
onde
1
7 Z Dy(s)zi(t), t<s
g(t,s) = . J=h ap < s < ag41,0 <k <n. (3.14)
T ; Di(s)x;(t) t>s



A fungao g(t,s) é chamada funcdo de Green para o PVC (3.6), (3.10) e é unicamente

determinada no quadrado K.

As seguintes propriedades da fungao de Green g¢(t, s) sdo fundamentais:

dDg(t
1. %, 0 <14 <n-—2sao continuas em K,
d"Vg(t,s) | ) , o :
2. gl é continua em K e na diagonal, t = s, sofre uma descontinuidade igual a
d" Vgt +0,t) d" Vgt —0,t
unidade, i.e., 9t +0.t) 9 ) =1;t#a;, 1<i<n.

dtn—l dtn—l
3. g(t,s) como fungao em t satisfaz (3.6)), (3.10) em K.

Assim, o operador L para a condicao inicial tem um inverso completamente continuo.
Exemplo 3.3. A funcao de Green para o

™ =0 (3.15)

pode assumir formas diferentes de acordo com as condigoes que tal problema tem que satifazer.

1. A funcao de Green ¢;(t, s) para o problema (3.15)) com as seguintes condigoes de con-

torno
t@(a;) =0, 0<i<k—-1 (1<k<n-—1fixado)
@ (ay) =0, k<i<n-—1
é dada por
(k-1
— n—1 . -
(t—ay)(ag —s)" " s<t
=0 (4
(t,5) = — (3.16)
S = - .
(e | . -
- (t—ay)(a;—s)"" t<s
L 1=k [/
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e para a; <t < ao, a; < s < ap temos as seguintes desigualdades

(—1)"1g(t,5) 20, 0<i <k —1 (3.17)
(~1)"ig(t,5) >0, k<i<n-—1 (3.18)

; d®
onde ¢{”(t, s) denota a derivada o (t,s).

Dem.: A prova de (3.17) é dada em [15], e (3.18]) da seguinte representagao

@Ot = — L boooest (3.19)
! ’ (n—l—l)' _(t_s)nfifl, t<s '

obtida através da i — vezes diferenciagao de (3.16|) e da igualdade

i fn—1 . A . A
(t—s)n—l—z , (t—ay)(ag—s)" ! = , (t—ay)i(ag—s)" L,

i=k ? i—0 ?

. A funcdo de Green go(t, s) do problema ([3.15)) com as condigoes

t@(a;) =0, 0<i<n—2
(3.20)
x(p)(ag) =0, <p<n-1fixado
¢ dada por
/ _ n—p—1
(t—al)”_1<a2 S) —(t—s)"t s<t
1 a9 — a1
t,s) = 3.21
92( 78) (’I’L —_ 1)| ) ( )
as —s \
(t —a)"* ( ) : s>t
\ o — 1
e para a; <t < as, a; < s < ay temos a seguinte desigualdade
—gi(t,5) >0, 0<i<p (3.22)

Dem.: Temos a desigualdade (3.22)) se, e somente se

(t —a)" (ﬂ)n_p_l > (t — )i (3.23)

ag — a1
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para todo a; < s < t < as. Como (t —ay) > (t —s), (aa —a1) > (ag — s) e

(t —a1)(az —s) < (t — s)(az — ap), segue-se que

t—a n—i—1 a0 — a n—i—1 4o — a n—p—1
1 > 2 1 > 2 1
t—s as — 8 as — 8

que é o mesmo que (|3.23]).

. A funcdo de Green gs(t,s) para o problema (3.15), com as seguintes condigbes de

contorno
®(a))=0 (0<p<mn-—1fixad
z\P(a n xado
4 ) 0=ps (3.24)
1@(ay) =0 0<i<n—2
¢ dada por
( . n—p—1
(az—t)n_l<s al) , s<t
(-1 e
t,s) = ——— 3.25
( t)nfl ( S — al ) P ( t)nfl t <
a9 — — (s — , <s
\ ? Gz — ay
e para a; <t <as, a; <s < ap temos a seguinte desigualdade
(—1) g0 (t,5) >0, 0<i<p. (3.26)

Dem.: Temos a desigualdade (3.26)) se, e somente se
. S —a n—p—1 .
(ag —t)" ! (—1) —(s=t)""1t>0 (3.27)
az —ay
para todo a; < t < s < ag. Como (ax —t) > (s —t), (a2 —ay) > (s —a1) e

(ag —t)(s —ay) > (aa — a1)(s — t) é imediato a desigualdade ([3.27)).

Observacao 3.4. Neste exemplo que acabamos de trabalhar nao estamos preocupados em

mostrar como se acha uma solu¢ao, mas sim como a fungao de Green é modificada de acordo

com as condicoes que o problema deve satisfazer.

Exemplo 3.5. Um problema de equagoes diferenciais que apresenta funcao de Green na

solucao é o operador de Sturm-Liouville que ¢ definido por

(Az)(t) = [p(H)2' ()] + q(t)z(t),



isto é
Ax = (p2') + qx
onde x ¢ duas vezes continuamente diferenciavel, p ¢ uma fungao real e continuamente difer-

enciavel e ¢ é uma funcao real continua. O dominio das fungoes é o intervalo [a, b].

3.2 O Problema de Ordem n.

Nesta secao analisaremos a existéncia de solugoes para o problema de ordem n com o retardo

dependendo do estado dado por,

(

u(t) = gt Up ), t # TR(u(t))
J W) = Lafut) = ) s =1 .
u(0) = yj, y; R j=1,---,n—1
w = ¢, ¢ € L*(h,R").

No modelo (3.28)) as fungoes g : [0,0] x B—=R", 7, : R" = R, k=1,--- ;m, p:[0,b] X
L*(h,R") — R, e I;;, : R" — R" sao dadas, y;, j = 1,--- ,n sdo elementos fixos; o simbolo

&(t™) representa o lado direito do limite da fungao £ e é definido como &(t1) = limy, o+ £(t+h).
Como motivacao para a construcao do operador solucao, considere o problema:

™) =0, te]0,b

2@0) =i, i=1,...,m, (3.29)
z(0) = To,
onde xg, xo;, © = 1,...,n, sdo numeros reais fixados. A solucao fundamental de (3.29) é

dada por:

n—1 T tl
0;
x(t):xo+z G te(0.0].
=1
Assim, da secao anterior se considerarmos o problema nao homogéneo

e (t) = f(t,x), t €[0,0]
il'(z) (0) = To;,
z(0) = Ip,
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sua solucao sera dada pela seguinte equagao integral:

o(t) = w9+ ; x‘;,t +/0 U 3)(;__f1()8!’x<5)), teo,b]

O comentario anterior motiva a seguinte definigao.

Defini¢do 3.6. Uma funcio y : [0,0] x L*(h,R") — R", y(-) € PC[0,b] N AC" ', k =

0,...,m, € uma solugao do problema , se y satisfaz a equagao y™(t) = f(t, Ypty))s
para quase todo t € [0,0], t # 1(y(t)), k = 0,...,m, e as condigoes y'(t") = I;;(y(t)),t =
(y(®),k=0,....myi=1,....n—1y0)=y,i=1,--- ,n—1cey(d) =¢@), §<O0.

Na definicdo (3.6]), AC" ' é o espaco de Banach definido por
AC ! = {x :[0,8] — R™; 29[ty trya] € AC(tg, trrr) N PCltx, trra],

kzl,...,m,izl,...,n—l},

n—1
munido com a norma || x || gon-1= Z | 29 [ pejor -
i=0
Para resolver o problema (3.28), consideraremos uma fungao h : (—oo,b] — (0, 00),

positiva e mensuravel tal que

hO + &) < ~v(§N(0),
para quase todo 6,& em (—o0,b], onde v : (—o0,b] — [0,00) é uma fungdo mensurdvel com
v(.) € L>®((—00,b]) e consideraremos também que o espago B = L?*(h;R™) é formado por

fungdes mensurdveis ¢ : (—oo, 0] — R™ tais que

/ h(0)|6(0)[2d0 < oo.

—00

I¢lls = (/_OOO h(0)|¢(8)|2d6>% .

Seja u : (—o00,b] — R™ uma funcao tal que u(f) = ¢(#), 6§ < 0, para algum ¢ € B, e

Munimos B com a norma

ul[0,b] € PC([0,b];R™), entdo temos os seguintes resultados: A prova do Lemma a seguir
pode ser encontrada em [§]. Porém, visando a comodidade do leitor, daremos um esbogo da

prova.
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Lema 3.7. Se u: (—oo,b] — R"™ € como acima, entao para cada t € [0, b,

0 1 )
e ( / hw)de) sup [u(s)] +1(-0) ol (3.30)

Demonstracao: Segue da definicao da norma em B que

ully = [ n@)u(e+0)Pdo
:/ ()|u(t+9)|2d9+/ B0 u(t + 0)d

—t —

0 0
g/ h(0)d sup |u(s)|* +y(— / h(0)|p(0)|?d0, t € [0,T]
—t s€[0,t] oo
Isto completa a prova do lemaﬂ O

0

Observacao 3.8. Chamando K(t) = </

HO8) L 2(0) = (- € s = sup [ato),
-t
entdo a desigualdade torna-se

s€[0,t]
luellp < K (&)[ule + M(8)[| 9]l 5.

Observagao 3.9. As condigdes sobre a fungao h(-) nos permitem obter estimativas para
fungoes ¢ : (—00,0] — R™ que possuem as mesmas propriedades que a fungao u(-), do Lema

3. 30
Teorema 3.10. Assumira que as sequintes condi¢oes sao vdlidas:
(H1) A fungdo g :[0,b] x B — R™ satisfaz as sequintes condigoes:
(a) A fungao t — g(t, ) € mensurdvel para todo ¢ € B.
(b) A fungao u — g(t,u) € continua para quase todo t € [0, b].
(c) Eziste uma func¢ao L' — integrdvel q, : [0,b] — [0,00), tal que para cada r > 0,

l9(t, 9)| < ¢r(1),

para todo t € [0,b] e p € B com ||¢||p < .

! Justificar as passagens anteriores.
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(H2) A fungao p: [0,b] x B — R € continua, e além disso p(t,.) <,V t € 0,b].

(H3) Eriste uma funcao p € L'([0,b];RT) e uma fungdo continua ndao-crescente Q : R —
[0,00) tal que
l9(t, 0)] < p@)Q21)),

J. g =

n—1

onde C' = 7|¢| g+ Kp|p(0) |rn+ Ky Zbi|yi], com 7y = max{v,7,}, onde v, = Sl{l[?)]")/(—t)l/Q,
telo,

para q.t.pt €10,b] e p € B com

7, = sup 7(s) e Ky = sup K(t).
s€[0,b] t€[0,]
(H4) A funcao 7, € C*(R™,R), para k =1,--- ,m. Além disso
0<m(z) <mr) < - <1n(z) <D,

para todo x € R™.

(H5) Ezistem constantes ¢, ; >0, k=1,--- ,m, j=1,--- ,n—1 tais que

15 (@)| < cny,
para todo x € R™.

(H6) Para todo x € R,

T(Ik(7)) < 7(7) < Ty (In()),

para k=1,--- ,m.

(H7) Para todo (t,s) € [0,b] x [0,b], com s <t e toda y € PC[0,b] N AC""*, temos que
n—1 ; 5
N / (35—
), 3 S g )+ [ el i) £ 1

Entao o problema tem uma solucao.
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Demonstracao: Considere o espaco de fungoes
V={u:(-00,b] =R" ug=0¢ € B, u(0)=y;, j=1,---,n—1, ulpy € PC([0,b];R"}.
O espago V torna-se um espago de Banach se considerarmos com a norma

[ully = sup |u(s)|pn
s€[0,b]

para todo u € V.

Em V' definamos o operador
(1), t<0
(t —s)
)+ Z ,yz / (5, Up(s.un)ds, ¢ € [0,0].

n—1

Tu(t) = (3.31)

E claro que se u = I'u entao u é uma solucao do problema

u™(t) = g(t,upu), t€0,0]
u(j)(()) =y, j=1,--,n—-1
Ug = ¢
Dividiremos a prova em etapas.
Passo 1: I é continuo.
Seja x,,x € V tais que x,, — = quando n — oo. Pelo lema (3.7 temos

) — s < ( / 0 h<e>de)1/2 20 — s (3:32)

—t
Como 2,(0) = ¢(0) = z(0) e 2 (0) = 2 (0) = y;, j = 1,--- ,n—1. Entdo a desigualdade
(3-32)) nos permite concluir que (x,); — x; uniformemente para t € [0, b].
Como a funcdo p é continua, obtemos p(t, (z,):) — p(t, x;) quando n — oo uniforme-
mente para t € [0, b].

Agora, consideremos a desigualdade:

(@) ot @n)e) = Tottan) | < (@) ot @n)e) = Tott@n)) || + 1 Zpct@n)e) — Tpttan |- (3.33)

Usando o lema ((3.7), observamos que o primeiro termo do lado direito da desigualdade

(3.33) tende a zero quando n — oo.

o1



Por outro lado, para o segundo termo do lado direito de (3.33]) temos:

0
10t (en)e) = Lot I* = / h0)|x(0 + p(t, (zn)e)) — (0 + p(t, ) [Pd6. (3.34)

Consideremos dois casos.

Caso 1- p(t,z;) > 0.

Entao para n suficientemente grande podemos supor que p(t, (z,);) > 0.

Da desigualdade (3.34) temos

0
1% p(e.@are) = Totzo I = / h(O0)|(0 + p(t, (2n)0)) — (0 + p(t, 21))[*d0

;85,930
- /‘ B0 — plt, 20|28 + p(t. (22)s) — plt, 1)) — 2(6)|2d6

— o0

< /_ h(O — p(t, ))|x(0 + p(t, (xn):) — p(t, 1)) — 2(0)]d0
pltze)
+/0 h(0 — p(t, x)]x(0 + p(t, (x0):) — p(t, 2¢)) — 2(0)]d0

< /’v«wwm»mmmw+maum»—ma%»—amﬂw

—0o0

+/0 h(0 — p(t,2))|2(0 + p(t, (za)e) — p(t, 1)) — 2(0)[*db,

notando que x € L?(h, R") temos que
0
/ h(0)|x(0 + p(t, (z,):)) — (0 + p(t, 2,))[*dd — 0 quando n — oo.
Isto implica que ||Zpt,(zn)) — Tptz)|| — 0 quando n — oo.
Caso 2- p(t,z;) < 0.
Entao, como antes, para n suficientemente grande, também podemos supor que p(t, (x,);) <

0. Novamente, pela desigualdade ((3.34)), temos:

0
oo = el < [ BO0+ plt. ) = plt ) — w(0) P,
o que implica que ||Z,¢ (2,),) — Tp(t,ze)|| — 0 quando n — oo.

Passo 2: I' leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Seja u € V tal que ||u|| < r, para algum r > 0. Entao pelo lema (3.7)), temos

1ot || < Kor + (v +73) 0] 5- (3.35)
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A partir de (3.35]) e usando o terceiro item de (H1), temos:

n—1

ITu|| < o0 |+Zbl|y1\+bn 1/ qr(s)ds,

o que mostra que I' leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.
Passo 3: I' é compacto.
Por suposicoes feitas sobre a funcao g, é sabido que o conjunto
t n—1
o= [ gt s, e 04, ol < 1)
¢ um conjunto relativamente compacto em V. Em outras palavras, dado e > 0 e t € [0,0],
podemos escolher 0 < § < € tal que se t + ¢ € [0, b] entao

|ITx(t 4+ 0) — Ta(t)||

n—1

< DM+ 6) = Iyl +

i= 1

<Z| (t+9) —tZHyZIJr/ |t 46— )" = (t = 5)""Ylg(s, Tp(sa)

t+5 n—1 t n—1

t+6 — t—

/ ( + 3) g(S, (s rs))ds . / ( 5) g(S, s xs)ds
0 - 1 ’ 0 TL - 1 ’

ds+

t+5
/ [(t+6 = 5)""Hlg(s, Tp(sa) I ds,
t

o que implica a equicontinuidade do conjunto ¢,(t). Isto mostra a compacidade do operador
.

Passo 4: O conjunto das solugoes da equacgao x = Al'z é limitado uniformemente por
Ae(0,1).

Seja z(.) uma solugao para x = Al'z, entao pela hipétese (H3) e pela desigualdade (i3.35)),

temos:
L)l < |+Z Il + / o a5,
< 1O+ 3 ¥l + b / p(8) K|zl + (1 + T) 9]l 5)ds

=1

Fazendo yux(t) = Kilali + (v +7,) 6] 5 temos

n—1

pa(t) < Koo ()] + (v +To)Iollp + Ko Y 'l + Kb 1/0 p(s):pa(s))ds.  (3.36)

=1
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Denotando o lado direito de (3.36)) por B)(t), obtemos

n—1

Bx(t) < Kplp(0)] + (v + W) |l 5 + Z byl + banb/O p(s)Q2(Bx(s))ds. (3.37)

Calculando a derivada de B, (t) e usando (3.37)), temos

/Bx(t) ds . t ( )
< K"~ / p(s)ds,
c Q(s) ’ 0

n—1
onde C = K,|(0)] + (v + 7y |6]l 5 + > b'luil.
i=1
A desigualdade anterior nos permite concluir que o conjunto {By(t), t € [0,b], X € (0,1)}

¢ uniformemente limitado por A € (0, 1).

Entao, pelo teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, o problema tem solucao.

Chame esta solugao de y;. Considere a funcao r 1 (t) = m(y1(t)) — ¢, t > 0.
A condigao (H4) implica ry1(0) > 0, k = 1,--- ,m. Se r41(t) # 0 em [0,b], k =1,--- ,m,
entao y; é uma solucao para o problema .

Por outro lado, considere o caso em que ry(t) = 0, para algum t € [0, b].

Como 711(0) # 0 e r1; é continua, existe t; > 0 tal que, r11(t1) = 0eri1(t) # 0Vt €
[0,t1).

Assim, por (H4), temos

rea(t) # 0, paratodo t € [0,t)), k=1,--- ,m.

Considere agora o seguinte problema:

y"M () = gt upu)), tE (t1,0]
y(7) = Lx(n(t)) (3.38)
y(t) = wn(t), t <t
Prosseguindo como na primeira parte da prova, temos que o problema (3.38)) tem uma
solugao ys : (—o0, b — R™
Considere a funcao

rra(t) = Te(ys(t)) — ¢, t € [t1,0].
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Se 112(t) # 0 para todo t € (t1,b], entdo a funcao

yi(t), t<t

y(t) =
y2(t), t € (t1,0],

¢ uma solucao do problema ((3.28)).
Por (H6), temos

roa(t]) = m(y(t])) —t
= n(l20n(t) -t
> 7i(yi(t)) -t
= 7111(t1) =0.
Como rap 5 é continua, existe to > ¢y, tal que roo(t) # 0, para rodo t € (ty,t2).
Segue de (H4) que rp2 # 0, para todo t € (t1,t2).

No que segue, consideremos 1 5(t), entao para t = t; temos

r2(t]) = 1(ys(t)) —ts = (L1 (pa(t))) — t1 < 7y (th)) —ty = 0. (3.39)

Suponha que exista ty € (t1, ] tal que ras(ts) = 0.
Assuma que 71 5(3) = 0, para algum 5 € (t1,t2]. Pela desigualdade (3.39) a funcao rq ()
atinge um maximo néo negativo em algum ponto s; € (5, t5].

d
Isto implica que %rLg(sl) =0, que é:

(Vi(ya(s1)), va(s1)) = 1,

o que siginifica que
n—1 )71—2

(s —t (sy—s
(V1 (y2(s1) ,Z ) ]1 Y (th) +/ Wg@v(yﬂp(&(yg)s))ds) =

i= t1
Portanto é uma contradicao.
Continuando com este processo e tendo conta que ¥m41 = Y|, 4], onde Y, 41 satisfaz as

seguintes condicoes:

g0 = gt Ymi1)e), tE (tm,b]
yfnl_l(t;) - Im7jym(tm)a j: 17 ,7’L—1
Ymi1(t) = ym(t), t <t
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Entao uma soluc¢ao do problema (|3.28)) é dada por

n(t), t<t
ya(t), t e (t,ts]

L ym+1(t)a te (tmab]‘

Assim, consiguimos provar o nosso objetivo (que é mostrar a existéncia de solugoes).
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