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Aos meus pais, irmaos

e a minha neguinha.



RESUMO

Estudamos o comportamento assintotico da solucao positiva da equacao nao-linear do
calor u; — Au+ uP = 0, com dado inicial continuo, limitado e com decaimento polinomial. O
objetivo é mostrar que a solugao é assintoticamente autossimilar.

PALAVRAS-CHAVE: equacao do calor, comportamento assintotico, solucao autossimilar.



ABSTRACT

We study the asymptotic behavior of positive solution for the nonlinear heat equation
uy — Au + uP = 0, with bounded continuous and polynomial decay initial data. The goal is
to show that the solution is asymptotically self-similar.

KEYWORD: heat equation, asymptotic behavior, similarity solution.
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Introducao

Ao estudarmos uma equagao diferencial parcial (EDP), questoes como existéncia e uni-
cidade de soluc¢oes sao bastante naturais. No caso das equagoes que tem derivadas parciais
em relagao a uma variavel chamada de tempo, surge ainda outra questao importante: qual
o intervalo de tempo para o qual a solucao da EDP estudada esta definida? Quando esse
intervalo de tempo ¢ finito, ou seja, da forma [0, T« ), procura-se determinar explicitamente
quem é Ty, e qual a sua dependéncia em relacao ao dado inicial. Quando Ty, = 400, 0
objetivo passa a ser estudar o comportamento da solugao quando ¢t — +o0o, este é o estudo
do comportamento assintdtico da solugao.

No presente texto, nosso objetivo é estudar o comportamento assintotico da solucao po-

sitiva da equacgao nao-linear do calor

(+) u—Au = —uP em RN x(0,00)
S

uw(0) = ¢ em RV
em que o dado inicial tem as condigoes a seguir:

€ LR NCMRY), 0<p#0 e ‘ llim lz|%p(z) — A. (1)
T|—+00

Esse problema tem sido estudado por diversos autores, entre os quais citamos, por exem-
plo: [3], [9], [10], [14], [15], [16] e [17]. Em alguns desses artigos o problema (x) é estudado
trocando-se —u? por —|u[P"lu. O problema continua sendo o mesmo. O motivo dessa dife-
renca esta na hipotese do dado inicial ser nao-negativo no caso —u” e mudar de sinal no caso
—|u[P~'u. Dentre os artigos mencionados acima tomamos como referéncia principal [16].

Para o estudo desse problema a dissertacao foi organizada da seguinte forma.

No Capitulo 1 introduzimos algumas das notagoes usadas no texto, definimos os espa-

gos LP(Q), LP(I,X), D'(Q) e enunciamos alguns resultados e propriedades importantes de
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tais espacos. Na tultima secao enunciamos alguns resultados que serao tteis no decorrer do
trabalho.

No Capitulo 2, deduzimos o nticleo do calor e demonstramos algumas de suas propriedades,
como por exemplo, K(t +s) = K(t) * K(s), Vt,s > 0. Estudamos a equagdo do calor em
R nos casos linear homogéneo e ndo homogéneo encontrando explicitamente suas solucoes
em termos do nicleo e provamos algumas propriedades dessas solugoes. Enunciamos ainda o
principio do mdrimo em duas versoes. A primeira delas valida no RY e a segunda, bastante
geral, valida em dominios limitados. O capitulo 2 ¢ finalizado com a prova de um resultado
geral sobre existéncia e unicidade de solugao integral em um intervalo mazimal de tempo
para a equacao nao-linear do calor em R”,

O capitulo 3 é dedicado ao estudo do comportamento assintotico da solugao positiva do
problema (x). Inicialmente estudamos na Segao 3.1, o comportamento assintotico da solugao

positiva da seguinte equacao linear do calor

wy—Aw = 0 em RY x (0,+00)
(%)
w(z,0) = p(xr) em RN,

O resultado obtido é o seguinte:

Teorema 1. Sejam ¢ dado por (1), a < N e w a solu¢ao do problema (xx). Entdo,
2w, t) — W(a, )] = 0, (2)

uniformemente sobre E, = {(z,t) € RN x (0, +00); |x| < cv/t}, ¢ >0, em que W € a solugdo
do problema (xx) com dado inicial W (x,0) = A|x|~®.
Para o problema (**) obtemos, ainda, o seguinte resultado.

Teorema 2. Se ¢ € L'(RY) e a > N, entdio
£ |w(x,t) — MoK (z,8)] =% 0,

uniformemente sobre E., ¢ >0, onde Ao = [, ©(y)dy.
Na Se¢ao 3.2, estudamos o problema (x) e estamos interessados no efeito da absor¢ao de
um termo da forma —uP, sobre o comportamento da solu¢do do problema (*x), descrito no

Teorema 1. Nessa secao descrevemos o resultado principal desta dissertacao.



Teorema 3. Sejam 2/(p—1) < a < N e ¢ satisfazendo (Py) e (P,). Entao,
(e, 1) — Ul )] =22 0, 3)

uniformemente sobre E., ¢ > 0. Além disso, U € a tnica solugdo (cldssica) positiva do

problema
)
U —AU = —0U” em RN x(0,+00)
U(z,0) = Alz|™™ em RN,
onde )
; 0, se 2/(p—1)<a<N
|1 se 2/(p—1)=a <N,

As propriedades (P;) e (P,) sao provenientes de (1).

Do Teorema 3, observamos que o comportamento de w, descrito em (2), ndo é afetado
pela presenca do termo de absor¢ao —u?, quando 2/(p —1) < a < N.

Nas Secoes 3.3 e 3.4 damos uma descri¢ao informal da forma como o comportamento
assintotico, obtido no teorema anterior, pode ser estipulado, intuido. Além disso, descrevemos
em linhas gerais o método usado por [16] para estabelecer (3).

As Secoes 3.6 e 3.7 sao dedicadas as provas dos Teoremas 1 e 2. Na Se¢ao 3.8 provamos
o Teorema 3 e damos uma outra prova do Teorema 1. Na Secao 3.9 apresentamos uma
generalizagao do Teorema 3. Finalizamos nosso trabalho na Se¢ao 3.10, enunciando outros

resultados sobre o comportamento assintético.
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Capitulo 1

Fundamentos

1.1 Algumas notagoes usadas no texto

Nesta secao estabelecemos algumas das notagoes utilizadas nesta dissertacao.

Em todo o nosso texto RY ¢ o espaco euclidiano real N-dimensional formado por todas
as N-uplas (21,79, -+ ,2y), onde z; € R. O produto interno de x,y € RY ¢ dado por
< z,y >= Zfil zyy; e para © € RY sua norma ¢é dada por |z| =< x,2 >'2. Todos os

espagcos que forem definidos terao R como corpo de escalares.

L N
Aum a = (a, -+ ,ay) € NV chamamos multi-indice e denotamos |a] = > .0, @i, a® =
z® --- N, Analogamente, se D; = 0/0xz; para i = 1,...,N, entdo D* = D{"*--- DY

denota o operador diferencial de ordem |a| com D = 9% / 928 e DO f = f. Se a e 3
sao dois multi-indices definimos o < (3 se «; < f3;, para ¢ = 1,.., N. Neste caso [ — « ainda
¢ um multi-indice e | — a| + |a| = |F].

Em nosso trabalho estaremos assumindo que o leitor esteja familiarizado com os conceitos
de medida, conjuntos e fungoes mensuraveis, bem como os conceitos de conjuntos e funcoes
borelianas.

Seja € uma aberto de RY. Dizemos que uma propriedade P ¢é valida quase sempre
em Q (q.s. em (), ou ainda, para quase todo ponto em  (q.t.p = € 1) se o conjunto

Ep ={x € Q: P ¢ falsa} tem medida (de Lebesgue) nula, ou seja, u(E) = 0.
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1.2 Os espacos L7

1.2.1 Definicao e propriedades basicas

Definicao 1.1 Sejam Q um aberto RN, v : Q C RY — R uma funcgdo mensurdvel e 1 < p.

Dizemos que u € LP(QY) se as quantidades definidas abaizo sao finitas.

1/p
ol oy = ( / \u(sc)rpdx)

Para 1 <p < +o0,

Para p = 400,
||| o) = esssup |u(z)| = inf{C : |u(z)| < C ¢.s. em Q}.
€

Quando nao houver risco de confusao denotaremos LP(£2) simplesmente por L? e ||ul|z»(q)
por ||ul|z» ou ||u|l,. A notacdo, || - ||,, sugere que tal quantidade defina uma norma sobre LP,
o que de fato ocorre e sera provado adiante. Sendo 1 < p < +00, a funcdo |z|P é convexa,
portanto |z + y|? < (|z| + |y|)? < 2P71(|z|P + |y|P) e assim & facil ver que os espagos LP sdo

espacos vetoriais sobre R.
Lema 1.1 Se 0 <a,be ) €|0,1], entao
a*b' ™ < Aa+ (1 —\)b. (1.1)

Demonstracao. Se b = 0 ou A € {0,1} o resultado é evidente. Suponhamos b # 0 e
A € (0,1). Assim, a expressdo (1.1) é equivalente a t* < M+ (1—\), onde t = a/b. Definindo
f(t) =t* — Xt temos que f'(t) =0t =1e f’(1) <0, logo f(t) < f(1) = (1 = \),Vt > 0.
|

Observacao: Seja p’ definido pela relagao % + z% = 1. Se no Lema 1.1 substituirmos a, b e

A pora?, b el /p, respectivamente, obtemos a desigualdade

a?
ab§—+—,
p p

conhecida como Lema de Young.

13



Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p < 400 e p' definido pela relacao
% + z% = 1. Sejam, ainda, u € LP(Q) e v € LP (Q), entdo uwv € L'(Q) e

[wolly < ullpllvfl- (1.2)
Ou seja, a aplicagio W : LP x LP — L' definida por ¥(u,v)(x) = u(z)v(z)é continua.

Demonstragao. Se ||ul|, = 0 ou ||v||,, =0, entdo u = 0 ou v = 0 g.s. em €2, logo uv = 0
g.s. em Q e portanto ||uv||; = 0. Suponhamos, entdo, ||u||, # 0 e ||v||, # 0. A desigualdade
(1.2) segue do Lema 1.1 escolhendo a = |u?/||ul[p, b = |v\p'/||v||§:, A = 1/p e integrando em
Q. u

A desigualdade de Holder é evidente para p = 1 ou +oo. Além disso, ela pode ser
facilmente estendida para

luollr < lullpllvlq (1.3)

onde u € IP,v € L9e L =214+ 1 E portanto, a aplicacdo ¥ : L? x L — L", definida por
r T p g b

U(u,v)(z) = u(z)v(z) é bilinear continua. De fato, se u € LP e v € L9, entdo

1 1
lul" € L¥ Jo|" € LY e 1 = — + —
p/r  q/r
Usando a desigualdade de Hélder (1.2) obtemos
ril/r ryl/r ril/r
ol = o] 13" < Ml 2 ol 12 = lull o]l

Como consequéncia da desigualdade de Holder temos o seguinte resultado.
Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski) Se 1 <p < 400 e u,v € LP(Q), entao
[u+ vl < lullp + o]l (1.4)

Demonstragao. A prova para os casos p = 1 e p = +00 sao evidentes. Suponha 1 < p <
+o00. Sejam u,v € LP. Como LP é um espago vetorial sobre R temos que u + v € LP. Por

outro lado,

!\U+UI\Z§LIU(x)+U(w)\p1!U(flf)\dx+/QIU(x)+v(x)lp1!v(x)!d$- (1.5)

14



Como p/(p—1) = p segue que |u+v|P~! € L” e assim, aplicando a desigualdade de Hélder nas
duas integrais do lado direito de (1.5) obtemos [Ju+ v[|2 < [Ju+ v[[E~Hull, + [lu+v[2H||v]],.
Portanto, [|u+v||, < |lull, + ||v]p- u

Em virtude da desigualdade de Minkowski, || - ||, define uma norma no espago LP.

1.2.2 Outras propriedades importantes

Além de ser um espago vetorial normado LP tem as seguintes propriedades:

Teorema 1.3 (Completitude) (L?.||-||,) € completo e portanto um espago de Banach para

1 <p<+ooesep=2, entio (L* | -||2) € um espaco de Hilbert.
Teorema 1.4 (Separabilidade) L? ¢ separdvel para 1 < p < +00.

Teorema 1.5 (Reflexividade) L ¢ reflexivo para 1 < p < 400 € o seu dual € o espago

LY, onde p' é definido pela relacdo % + % =1.
Os resultados mencionados acima podem ser encontrados em |[5].

Definicao 1.2 Seja Q um aberto de RY. Dizemos que um subconjunto K ¢é fortemente

contido em 2, e denotamos K CC Q, se K C Q e K € compacto.

Definigao 1.3 Seja Q um aberto de RY e u : Q@ — R uma fun¢ao mensurdvel. Dizemos

que u € LV (), 1 <p < 400, seu € LP(K) para todo K CC Q.

loc

Além das propriedades ja mencionadas sobre os espacgos LP acrescentamos a seguinte:

Proposigao 1.1 Seja 2 C RY aberto. Para todo 1 < p < +o00 vale a inclusio LP(2) C
L .(Q).

loc

Demonstragago. Sejam u € LP(Q)) e K CC . Pela desigualdade de Hélder temos que
lull 2y < ((E) VP [Jull, = Cllull,- u

15



1.2.3 Resultados classicos para integrais
Convergéncia de integrais

Teorema 1.6 (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja Q C RY um conjunto men-
surdvel e (fr)k>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis nao-negativas tais que fr < fri1, Yk

e f(x) = kkrfm fr(x) (= s%p fx(x)) para cada x € Q. Entao, f € L'(Q) e

/Q fla)dz = lim / fi(w)da

Teorema 1.7 (Lema de Fatou) Sejam Q@ C RY um conjunto mensurdvel e (fi)i>1 uma

sequéncia qualquer de fung¢oes mensurdveis nao-negativas e integraveis. FEntao,

/hmmffk( d:c<hm1nf/fk
Q

k—+o00 k—+o00

Teorema 1.8 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (fi)r>1 uma sequéncia em

LY () tal que (a) fx — f q.s. em Q (b) Emiste g € L*(Q) tal que |fy| < g q.s. em Q, Vk.

Entao, f € L}(Q) e
/f dr = lim /fk
Q k—+o0

Integragao miiltipla
Teorema 1.9 (Tonelli) Suponhamos que

|F(z,y)|dy < 400, para quase todo x € Qy,
Qo

/ |F(z,y)|dydr < +o0.
o J0,

E?’Lt(iO, Fe L(Ql X Qg)
Teorema 1.10 (Fubini) Suponhamos que F € L*(Q xQy). Entao, para quase todo x € 0,

Pleo) e 1'@) ¢ [ Floydye ')
Qo
Igualmente temos

F(,y) € LY(Q) e /Q F(z,y)dz € L'(Sy).

/Q1 /92 Bz, y)dyde = /Q2 /91 F(z,y)dzdy. (1.6)

16
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Integracao em coordenadas polares

Seja SN! = {x € RY; |z| = 1} a esfera unitaria em RY. Para x € RY —{0} a coordenada
polar de = é o par (r,z’) onde r = |z| e 2’ = o € SN=1 A aplicagio ®(x) = (r,2’) ¢ uma
bijecdo continua de RY — {0} em (0, +00) x S¥~1 cuja inversa (continua) ¢ ®~1(r, 2') = ra’.
Denote por ji, a medida de Borel sobre S¥~! induzida por ® da medida de Lebesgue u sobre
RN, que ¢ p,(E) = u(®~1(E)). Mais ainda, definimos a medida p = py sobre (0, +00) por
p(E) = [yrV " dr.

O resultado principal é o seguinte.

Teorema 1.11 Eziste uma unica medida de Borel o = on_1 sobre SN~ tal que p, = p X 0.

Além disso, se f € uma funcio Borel mensurdvel sobre RN e f >0 (ou f € LY(Q)), entdo

[ Sy = /0 +°° /S Sy o (o ydr. (1.7)

Para uma prova veja o Teorema 2.49, pg. 78 em [4]. O resultado continua valido se f é

mensuravel no sentido de Lebesgue.

Coroléario 1.1 Se f é uma fungao mensurdvel sobre RY | nao-negativa (ou integrdvel), tal

que f(x) = g(|z|) para alguma fungao g sobre (0,+00), entao

/R fla)de = o(SV) /0 ™ (1.8)

Demonstracgao.

[ ptwe= [ sy anteyir = [ ante) [ gty

=o(SV) /OJroog(r)erdr.

Corolario 1.2 Sejam A\, C' constantes positivas e By = {x € RN : |z| < A\}. Suponha ainda

que f € uma funcao mensurdvel sobre RN . Entao,

(a) Se |f(z)] < Clz|=® sobre By para algum o < N, entio f € L*(By). Além disso, se
|f(x)| > Clz[ N, entao f & L'(By).
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(b) Se |f(z)| < Clz|~ sobre B para algum o > N, entio f € L'(B$). Além disso, se
(@) > Clal ™, entio | ¢ L(BS).

Demonstragao. Basta aplicar o corolédrio anterior com f(x) = |z[~*x5, e f(z) = |7|™*x 5.

Proposicao 1.2 Se a > 0, entdo

N/2
/ e~ gy — (E> .
RN a

Demonstragao. Denote por Iy a integral do lado esquerdo. Para N = 2, pelo Corolério

1.1 temos
oo 2 2 s
I, =27 re " dr = —.
~~ Jo a
o(S1)
Como e~ale* = Hf\;l e segue que Iy = (I,)V, em particular I; = (I;)"/? e portanto

Iy = (m/a)"?.

|
A constante o(SV~1) pode ser calculada em termos da fungao gama
+o0o
[(x) :/ t" e tdt,
0
como mostraremos na proposicao a seguir.
Proposicio 1.3 o(SY1) = 21
roposicao 1.3 o = .
one L(N/2)
Demonstracao. Pelo Corolério 1.1 a Proposicao 1.2 e a substituicao s = r?
2 +eo 2
N = / e 1Py = O'(SN_I)/ rNle T dr
RN 0
_ oSN /+Oo SN/2)-1 N/2 _ U(SN_l)F N
2 0 2 2 )
|

18



1.2.4 Convolucao de funcgoes

A convolugao é uma operagao bastante importante entre fungoes e sua definicao segue

juntamente com o seguinte teorema.

Teorema 1.12 (Convolugao de fungoes) Sejam f € L*(RY) e g € LP(RY) com 1 <p <

+00. Entao,

a) Para quase todo x € RN, a aplicacio y — f(x — € integrdvel. Portanto, faz
) q , a aplicagdo y )9y g ;

sentido definir
(fxg)(x) = » flx —y)g(y)dy = . f(y)g(z —y)dy. (1.9)

b) Além disso,
frge L'RY) el f gl < I f:llglly (1.10)

Consequentemente ® : L*(RY) x LP(RY) — L"(RY) dada por ®(u,v) = u*v é uma

aplicacao bilinear continua.

A expressao (1.9) é chamada a convolugiao de f e g no ponto x e (1.10) é conhecida
como a desigualdade de Young (para convolugao). A convolugao também pode ser definida
tomando-se f em LP(RY); Neste caso teremos f * g € L"(RY) com r definido pela relacio

1+7r'=p '+ ¢! e vale a seguinte desigualdade de Young (generalizada)

1 gllr < [1£ 1o llgla- (1.11)

Consequentemente ® : LP(RY) x LY(RY) — L"(RY) dada por ®(u,v) = u*v é uma aplicagao

bilinear continua.

N 1

Seja ¢ : RY — R uma funcao integravel qualquer e defina ¢.(x) = e Np(e71x), ¢ > 0.

Assim,

/R pula)dr = / ol

Proposicao 1.4 Sejam f € LP(RY), 1 < p < +o00 e ¢ € LY(RY) tal que [y p(2)dz = a.

Entao, . * f — af em LP(RY) quando € — 0, ou seja, hr% lpe —af]l, =0
E—
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Para uma demonstragao veja a Proposigao 8.14, pg. 243 em [4].
Definimos em seguida o suporte de uma func¢ao. Tal definicdo é motivada pela seguinte

proposicao.

Proposigao 1.5 (Suporte de uma fungao) Sejam Q um aberto de RN e u : Q — R.
Considere a familia de todos os abertos (w;)ier, wi C Q tais que u = 0 q.s. em w;. Defina

w=J;e;wi- Entao, u=0 q.s. em w.
Para a prova conferir Proposi¢ao IV.17, pg. 66 em [5].

Defini¢ao 1.4 Definimos o suporte de u, e denotamos por Supp(u), o conjunto Q\w.

Observagoes: (1) Se u ¢ uma fungao continua, Supp(u) = {z € Q : u(z) # 0}.
(2) Supp(u * v) C Supp(u) + Supp(v). Ver Proposigao IV.18 em [5].

Definicao 1.5 Sejam Q um aberto de RY e m um inteiro positivo. Definimos
C™M(Q) ={u:Q—=R; Due C(Q),|a| <m}

e também

CM Q) ={u e C™(Q); Supp(u) CC N}.

Escrevemos ainda

C(Q) = {u e () C™(Q); Supp(u) cC Q} (1.12)
m=0
O espago C'°(2) desempenha um papel importante e uma das razoes é a seguinte.
Teorema 1.13 O espago C°(§2) € denso em LP(§2) para 1 < p < 400.

Para uma prova conferir corolario IV.23, pg. 71 em [5].

1.3 O Espacgo LP(I,X)

As definigoes e resultados desta segdo podem ser encontrados em [6] ou [18], onde as
funcoes mensuraveis, integraveis e a integral de Bochner sao definidas a partir de fungoes

ditas simples.
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1.3.1 Funcoes mensuraveis

Seja X um espago de Banach e C.(I, X) o espaco de todas as fungoes f : I — X que

sao continuas e tem suporte compacto.

Defini¢ao 1.6 (Fungao mensuravel) Uma funcio f : I — X ¢é mensurdvel se eziste
uma sequéncia (fr) C C.(I,X) tal que klim Ife(t) — f(t)|lx =0 em X, Vt € I\N, onde
——+00

N C I € um conjunto de medida nula.

Segue da defini¢ao que se f é uma fun¢ao mensurével, entao || f||x é mensuravel, uma vez

que || feO = IF O < || fe(t) — f(#)]|. Outras propriedades decorrem da defini¢ao:

(i) Se f : I — X & mensuravel e se Y é um espa¢o de Banach tal que i : X — Y,

entdo io f : [ — Y é mensuravel. De fato, basta ver que ||i o fy(t) —io f(t)|ly =

[ fe(t) — f()llx;

(ii) Se (fx) ¢ uma sequéncia de fungdes mensuraveis I — X que converge quase sempre

(na topologia de X) para uma funcao f : I — X, ent@o f ¢ mensuravel. Isso segue

da desigualdade || fox(t) = f(D)llx < [1/x(t) = F(D)llx + [far(t) = fu(D)]x, onde (fur) €

uma sequéncia em C.(I, X) que converge quase sempre para fy.

(iii) Se f: I — X e ¢ : I — R sdo mensuraveis, entdo ¢f : I — X ¢é mensuravel.
Em particular, se f : I — X é mensuravel e J C I é um sub-intervalo aberto, entao
fls+J — X (x). De fato, sejam (¢r) C Ce(I,R) e (fp) C Ce(1,X) sequéncias tais
que @i (t) — (t), Vt € I\N; (em particular (¢x(t)) ¢ limitada para cada t € I\Ny) e
fr(t) — f(t), Vt € I\N,. Como frpr € C.(I,X) e

[F®e@) = frOee®llx < [LF ) = FOer®)llx + 17 @)ert) = felt)er(t)llx
= o) = eeOIIFOllx + ler@IIF () = fu(®)]lx

= Cle@) = ee@] + [1(t) = fe®)]x),

temos que @k (t) fe(t) — @(t) f(t), ¥t € I\N{]N1 U Nao}. Logo, ¢f ¢ mensuravel.
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Os resultados a seguir nos fornecem algumas caracterizagoes e/ou condigoes necessarias

para que fungoes f : I — X sejam mensuréveis.

Teorema 1.14 (Teorema de Pettis) Seja f : [ — X. Entao, f é mensurdvel se, e

somente se, f satisfaz as duas sequintes condigoes:

(i) f € fracamente mensurdvel (ou seja, para todo z* € X* (= o dual de X ), a fungao

<z* f(-) >: I — R € mensurdvel);

(i1) Eziste um subconjunto N C I de medida nula tal que f(I\N) € separdvel.

Corolario 1.3 Se f: I — X ¢ fracamente continua (ou seja, para todo x* € X, a fun¢ao

<ax* f(-) >: I — R € continua), entio f é mensurdvel.

1.3.2 Funcoes integraveis

Definicao 1.7 Uma fun¢ao mensurdvel f : I — X € dita integrdvel, se existe uma sequén-

cia (fx) C Co(I,X) tal que

lim /||fk (t)||xdt = 0. (1.13)

k—+o00

Lema 1.2 Se f: I — X € integrdvel, entao klim fr(t)dt eziste e é 0o mesmo para toda
——+00 I

sequéncia (fy) C Ce(I, X) verificando (1.13). Denotamos tal limite por 1(f).

Demonstragago. Mostremos primeiramente a existéncia do limite. Seja (fx) C C.(I, X)

uma sequéncia verificando (1.13). Entao temos

/I Fa(t)dt — /1 fult)de]

< / 1t = ) xdt

< / 1ult) = F(2) |t + / 1) — F(1)]|dt

Dai, / fr(t)dt é uma sequéncia de Cauchy em X e que, portanto, converge a um elemento
I

x € X. Mostremos que tal limite independe da sequéncia escolhida. Seja (gx) C C.(I, X)
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uma outra sequéncia verificando (1.13). Entéo temos

atar—z| < | [l - sopan)| +| [0 - onar| + | [ sy =]
oo = s+ [0 = st + | [ o -
I X
Portanto, /gk(t)dt converge para r € X quando n — —+00. [ |
I

Definigao 1.8 O elemento I(f) construido no lema anterior é chamado a integral (de Bo-

= [rwa= 1= 1

Além disso, para I = (a,b) escrevemos

b b
— [ swar= [
E conveniente definir também

va—lw‘et[fzm

chner) de f sobre I e escrevemos

seb<a.
O teorema a seguir caracteriza as funcoes mensurdveis que sao integraveis.

Teorema 1.15 (Teorema de Bochner) Se f: I — X wuma fun¢ao mensurdvel, entao f

¢ integravel se, e somente se, ||f||x € integravel. Além disso,

[ﬂwuxs[meM

para toda funcao integravel f : 1 — X.

Para uma demonstracdo veja [6] ou [18].
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1.3.3 O espago LF(I,X).

Definicao 1.9 Seja p € [1,+00]. Denotamos por LP(I,X) o conjunto de todas as (classes
de) fungoes mensurdveis f : I — X tais que a fun¢aot — ||f(t)||x pertence a LP(I). Para

feLr(1,X), definimos

1/p
Hmmmm:(/wﬂm&ﬁ) | se p< 4o,
I

| fllr(r,x) = ess su? IfD]lx, sep=—+oo
te

p

eI, X) o conjunto de todas as funcoes

Como no caso dos espagos LP, denotamos por L
mensuraveis f : I — X tais que f|; € LP(J, X) para todo sub-intervalo limitado V' de I. O
espago LP(I, X) herda a maioria das propriedades do espago LP(I) = LP(I,R), com provas
anéalogas ou aplicando-se os resultados classicos a fun¢ao F(t) = ||f(t)||x. Em particular,

obtem-se os seguintes resultados.

1. (Completitude) |- ||1»(7,x) € uma norma sobre o espago L”(I, X) e equipado com esta

norma é Banach.
2. (Densidade) Se p € [1,+00), entao C°(I, X) é denso em LP(I, X).

3. (Desigualdade de Hélder) Se f € LP(I,X) e p € LI(I) com ; +, = ; < I,

entdo of € L"(I,X) e |lefllerax) < el fllr,x)- Em particular, LP(I,X) C
P (I, X).

loc
4. (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (f;) C LP(I,X), g € LP(I) ep €

[1,400). Se ||fe(®)|lx < g(t) para quase todo t € I, Vk € N e klim fr(t) existe para
— 400
quase todo t € I, entao f(t) := klim frt) e LP(I,X) e klim || fi(t) = fF@)]l e z,x) = O.
——400 — 400

5. (Lema de Du Bois-Raymond) Se f € Li (I, X) ¢ tal que

loc

[ﬂwwmﬁ:av¢equy

Entao, f = 0 quase sempre em 1.

6. (Teorema Fundamental do Calculo) Seja g € L, (I,X), to € T e f € C(I,X)
t
definida por f(t) = / g(t)dt, para t € I. Entao, f é diferanciavel quase sempre e

to
' = g quase sempre.
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1.4 Distribuicoes ou fungoes generalizadas

Seja C°(€2) como definido em (1.12). Considere neste espago uma topologia localmente

convexa de modo a valer o seguinte teorema.

Teorema 1.16 Uma sequéncia (p;) converge para zero em C(S)) se, e somente se, existe
um subconjunto compacto K C Q tal que: (1) Vj =1,2,... Supp(p;) C K e (2) Va € NV ¢

sequéncia (D%p;) converge uniformemente para zero sobre K.

Os detalhes da construc¢ao de uma tal topologia podem ser encontrados em [7], capitulos

1e?2.

Definicao 1.10 (Fungoes teste) O espago C°(2) munido como essa topologia é chamado

o espago das fungoes testes e serd denotado por D(€2).

Definigao 1.11 (Distribuigao) Seja 0 um subconjunto aberto de RY. Uma distribuicdo
sobre Q0 € um funcional linear continuo sobre D(Q2). O espago de todas as distribuigoes serd

denotado por D'(1).

Alguns resultados sao bastante tteis para saber se um certo funcional linear é ou nao
uma distribuicao. Vejamos alguns deles. Antes disso introduzimos a seguinte notacao:

C (4 K) = {u € C(Q); Supp(u) C K}.

Teorema 1.17 Um funcional linear T' € uma distribuicao se, e somente se, para todo com-

pacto K C Q) existe C' > 0 e um inteiro m > 0 tais que

IT(p)| < C sup |D%(x)|, Yo € C(Q; K). (1.14)
€N
la]<m

Para a prova veja o Teorema 2.12. pg. 47 em [7].

Teorema 1.18 Um funcional linearT’ € uma distribuicao se, e somente se, para toda sequén-

cia (p;) convergindo a zero em D(§2) a sequéncia (T (p;)) converge para zero.

Para uma prova veja o Teorema 2.13. pg. 48 em [7].
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Proposigao 1.6 Se u € L, (), entio a aplicagio T, : C>*(2) — R dada por

loc

(u, @) :/Qu(a:)gp(x)dx (1.15)

define uma distribuicao.

Demonstragao. Suponha que u # 0 e observe inicialmente que T, esta bem definida, pois,

[ @s@lis = [ u@lie@lds < suplota)] [ futeldr < -+,
onde K = Supp(y). Obviamente T, é linear. Mostremos que T, é continua em D(2). Seja
() uma sequéncia que converge para zero em D((2), isto é, Ve > 0 3 jo € Ne K CC 2 tal
que Supp(p;) C K,Vj e

-1
sup |[D%;(z)| < e (/ |u(x)|dx> ,Vj>jo e Yae NV
K

rzeK
[a]<m

Dai |T,,(v;)| <&,V j > jo e oresultado segue pela Teorema 1.18. |
Note que na demonstracao anterior supomos u # 0, pois, se u = 0, entao T, = 0. A

pergunta natural é: se T,, = 0, entao u = 07 A resposta é dada a seguir.

Proposigao 1.7 (Lema de Du Bois-Raymond) Se u € L} (Q) € tal que

loc
T(¢) = (u.9) = [ ulwhpla)ds =0, Vi € C0),
entao u =0 q.s. em Q.
Para uma prova veja o Lema IV.2) pg. 61 em [5].
Definigao 1.12 (Convergéncia em D'(Q2)) Sejam (1))

10, uma sequéncia em D'(2). Di-

zemos que T; — 0 em D'(R2) se, e somente se, Tj(p) — 0, Yo € CX(Q). Além disso, dizemos
que T; — T em D'(Q2) se, e somente se, T; — T — 0 em D'(12).

Introduzimos, agora, o conceito de derivada fraca ou derivada no sentido de distribuicao.

Defini¢ao 1.13 (Derivada em D’'(Q2) ou derivada fraca) Seja Q um subconjunto aberto

de RN e T um elemento de D'()). A a-ésima derivada de T ¢ definida pela formula
(DT)(¢) = (—=1)IT (DY), Vo € CZ(Q) e ac NV, (1.16)
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Observagao: Note que da formula (1.16) que se T' € D'(Q2), entdo D*T € D'(2) e T tem
derivadas de todas as ordens. Também é facil verificar que
T T
8%8@- N 89018%

Defini¢ao 1.14 (Solugao fundamental) Seja
P=P(D)= )Y a,D
|| <m
um operador diferencial com coeficientes constantes. Dizemos que uma distribuicao E €
D'(RY) ¢ solugao fundamental do operador diferencial P se P(D)E = &y, onde &y € o delta

Dirac em zero.

Em relagao a definicao 1.14 existe um teorema famoso conhecido por Teorema de Mal-
grange provado em 1954 afirmando que todo operador diferencial com coeficientes constantes
tem solugao fundamental, o que motivara, mais adiante, a procura de uma solugao funda-

mental para a equacdo do calor em RY. Para detalhes veja o Teorema 7.3. pg. 205 em

7.

1.5 Outros resultados

1.5.1 A transformada de Fourier

Definigao da transformada de Fourier em L'(R"). Seja u € L'(RY). Definimos a

transformada de Fourier de u por

1 )
~ _ —i<x,E>
e sua transformada de Fourier inversa por
« 1 i<x,&>
(&) = CNE /RN e u(z)dx. (1.18)
As transformacoes acima estdo bem definidas pois, como |eF<%¢>| = 1 e u € L'(RY),

segue que |1(€)], [u(€)| < +oo para cada £ € RY.
As transformadas definidas acima podem ser estendidas a L?(R") fazendo uso do seguinte

teorema.
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Teorema 1.19 (Teorema de Plancherel) Seja v € LY(RY) N L2RY). Entao, 4,1 €
LAX(RY) e
]2 = [lall2 = [lull2. (1.19)

Para a prova conferir Teorema 1, pg. 183 em [8] ou Teorema 8.29, pag. 152 em [4].

Definicao da Transformada de Fourier em L2(RY). Seja u € L*RY) e (uz) C
LYRY) N L2(RY) uma sequéncia convergente (e portanto uma sequéncia de Cauchy) em
L*(RY), ou seja,

uy — u em L*(RY) quando k — +oo0.

—

Por 1.19 temos que ||dx — d||a = ||ug — urll2 = ||ug — ur||2, logo (@) é uma sequéncia de
Cauchy em L*(R") e portanto existe v € L?(R"Y) tal que 4, — v. Defina 4 = v. Para que
a0 esteja bem definida é preciso mostrar que a defini¢ao independe da sequéncia (uy). Seja,
entdo, (wy) C LY(RM) N L2(RY) uma outra sequéncia que converge para u. Como antes,

dy, — v' em L2(RY). Mostremos que @ = v = v’. De fato, basta notar que
[o = v'll2 < fJo = dill2 + [ = dxllz + [k — wll2 + Jwe = ull2-
Exatamente o mesmo argumento possibilita definir % em L*(RY).

Teorema 1.20 (propriedades da transformada de Fourier) Sejamu,v € L?(RY). En-
tao,
(i) u(z)v(x)dx = / u(z)v(x)de.
RN RN
(ii) Dou = (iy)*a para cada oo € NV tal que D*u € L2(RY).
(ii) Se u,v € LNRN) N LARN), entio (u * v) = (21)N/2a.

(iv) Além disso, w= (4)” = (4 ).

Para a prova conferir Teorema 2, pg. 184 em [8].
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1.5.2 Teorema do ponto fixo de Banach

Defini¢ao 1.15 (Contragao) Seja (X,d) um espago métrico. Uma aplica¢io F : X — X

¢ dita uma contragao em X, se existe a € [0,1) tal que
d(F(z), F(y)) < ad(z,y), Yo,y € X.

Defini¢ao 1.16 (Ponto fixo) Seja F' : X — X wuma aplicacao qualquer. Dizemos que um

elemento x € X € um ponto fixo de F, se F'(z) = .

Teorema 1.21 (Ponto fixo de Banach) Seja X = (X,d) # @ um espago métrico com-
pleto com respeito a sua métrica d. Se F' : X — X € uma contracao, entao F tem unico

ponto fixo em X.

Demonstragao. Existéncia. Seja xy € X e considere a sequéncia (x,) C X onde x, =
F"(zo) = F(F" '(x0)). Sendo F uma contragao é facil ver que d(z,,z,+1) < a"d(zg, 1)

para todo n € N. Dai, para n,p € N quaisquer

d(%"m $n+p) < d(xm xn—&-l) + d(xn-i-la xn+2) + .t d($n+p—1v wn-i—p)

< la"+ o™ + .+ " d(xg, 21)

=a"[l +a+ ...+ Hd(xg, z1) =

n

d(l’o, 1’1).

1l—« l—«

1—aP
= Oén< a >d(l’0,l’1> S a

Como 111}_1 a" =0, pois a € [0, 1), segue que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Dai

existe x € X tal que d(z,, ) "Z%2° 0. Para mostrar que z é ponto fixo de F' basta notar que

d(&l, F(SL’)) < d($7xn+1) + d(F<x)uxn+1> < d<x7xn+1> + ad(maxn) - 07 quando n — +00.
Logo, d(x, F(x)) = 0 e portanto F(z) = x, ou seja x & ponto fixo de F' em X.
Unicidade. Sejam x e 2’ dois pontos fixos de F' em X, ou seja, F'(z) =z e F(2') = 2'. Dali,

d(xz,2") = d(F(x), F(2')) < ad(z,2) e assim d(z,2’) = 0. Portanto, z = ' |
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1.5.3 Ascoli-Arzela

Teorema 1.22 Seja K C RY compacto. Toda sequéncia equicontinua e pontualmente limi-
tada de fungoes continuas f, : K — R, possui uma subsequéncia uniformemente conver-

gente.

1.5.4 Lema de Gronwall

Teorema 1.23 Sejam T > 0, A > 0 e f € LY(0,T) uma fung¢io ndao-negativa. Se ¢ €

C[(0,T)] € uma fun¢ao nao-negativa tal que

olt) < A+ / £(s)p(s)ds,

o(t) < Aexp ( / t f(s)ds) ,

para cada t € [0,T]. Em particular, se A =0, entao ¢ = 0.

para cada t € [0,T], entao,

Para uma prova conferir Teorema A.5.4. em [8].

1.5.5 Identidades de Green

Teorema 1.24 Suponhamos que Q2 seja um subconjunto aberto limitado de RN com fronteira

suave. Sejam u,v € C*(Q). Entdo, se v é a normal unitdria externa a Q e % € a derivada

direcional na direcao de v, temos

(i) /VvVudx—ir/uAvdx:/ @uds,
Q Q a0 OV

y v ou
(1) /Q(uAU — vAu)dx = /89 (u% - 05) dx.

Para uma prova veja Teorema A.C.3 em |[8].
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Capitulo 2

Equacao do calor em RN

2.1 Equacao do calor linear em RY

Nesta secao estudaremos a equacao do calor em RY e algumas propriedades importantes.

O nitcleo do calor
Considere inicialmente a seguinte equacao:
uy — Au =0 em RY x (0, +00). (2.1)
Aplicando a transformada de Fourier na variavel  em (2.1) e usando o Teorema 1.20 obtemos
i+ |EPa =0, t > 0. (2.2)

Resolvendo (2.2) em relacéo a ¢, determinamos uma familia de solucoes 4(€) = Ae " A €
zl2
R. Dali, aplicando a transformada de Fourier inversa obtemos u(z) = A(Zt)’%e’%. Pela

Proposicao 1.2 temos que
o2
/ A2t Fe it de = A2m)N2, (2.3)
RN
escolhendo A = (27)~"/2, temos que
|

K(z,t) = (4mt)"2e ir . (2.4)

A fungao K, definida acima, é chamada de nicleo do calor. Na figura 2.1 temos o nicleo do

calor em trés instantes de tempo diferentes.
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Fig. 2.1: K(x,y,t); (z,y) € [-10,10]> C R? e t; = 5,10, 15

Teorema 2.1 (Nicleo do calor) O nicleo do calor tem as segquintes propriedades:
(i) K(z,t) satisfaz a equagao (2.1);

(1) K(z,t)dx =1, ¥Vt > 0;

RN

w2

(iii) ||K(1)|» = (4rt)"2 O3 < (4rt)" 2 03) com 7 € [1, +o0);

(iv) tliin K(t,r) =0, Vo € RY;
() K(t+s) = K(t) # K(s), V.5 > 0

(vi) K(0) := %ir% K(t) = 6y (onde &y € o delta de Dirac) no sentido que dado f € LP(RY),
1 <p < +o0, temos que PI% |K(t)« f— fll, =0.

Demonstracao. Calculando diretamente obtemos

OK (z,t 2 \*> N algpe
%:K(m,t) [(%) _ﬂl :Za—:ﬁK(x,t):AK(x,t).

i=1
E portanto, (i) vale. O item (ii) segue de (2.3) e da escolha de A. Para a prova de (iii)

suponha primeiro r € [1, +00). Dal,
(1)2T
1K ()] = / () F = g — (et)-EO-D,
RN

E para r = +o00,
- 2

1K (#)ll o0 = (478) ™2 [l 5 || o0 = (drrt)~

N
2

O item (iv) é uma consequéncia imediata de (iii). A prova de (v) consiste em fazer primeiro

a mudanca y = (His)l/ 2 z, depois, completar quadrado em relacao a z e finalmente fazer a
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S

1/2
t+s) r — z, nesta ordem, e portanto

mudanca w = 2 (

vz

o—y|? o2
K@)« K(s) = (4mt)~ % (4ms) 3 / o o4 gy
RN

N N - 50—( ¥ )1/2z 2— |22
= (Anrt) " 24n(t+s)) 2 e " e ) dz
(
RN
22 s 2
N ~ G- 2(es) s dz

= (47rt)—2(47r(t+3))—’§/ NGO

= K(t+s)(47rt)—1§/ e dw = K(t + s).
RN

v

J/

1
Em (vi) basta aplicar a Proposicao 1.4 escrevendo K (t,z) = ¢.(x) com & = 2/, onde
N e
o(x) =1 2e I, [ |
O problema homogéneo com dado inicial.

Considere o seguinte problema

u—Au = 0 em RY x (0,+00)
u(z,0) = g(z) em RY.

Teorema 2.2 Seja g € LP(RY), p € [1,4+00) e defina u(t) = K(t) * g. Entao,
(i) u verifica a equa¢ao uy — Au = 0;

(11) w(0) := lim u(t) = g;

t—0t

1

(i) [u(t)]ly < (4rt)"2 G0 | gll,, q € [1,400];
(iv) u e C([0,400); LP(RN)) N LP(]RN x [0, 400));
(W) || [Vu()] [l, < CE2|g,.

Demonstragao. A prova do item (i) consiste em mostrar que u; — Au = (K; — AK)*g = 0.
O item (ii) segue do Teorema 2.1, item (vi). Em (iii) é s6 aplicar a desigualdade de Young

(para convolugoes) e o item (ii) do Teorema 2.1 para obtermos
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_N(1_ 1 1 1 1
)l < NE DIl < (@t) $GDlglonde 14+ =22,
Para a prova de (iv) note que [Ju(t)||, < |lg]l, e

lulz, t + h) —u(z, )], = [[K () * (K(h) * g = g)ll, < [[K(h)*g—gll, =0

quando h — 0.

Como

Vut)] < V2 (4re) N2 /

/2
_la—yf? |:ﬂ—y|21
[ (— 9(y)ldy

At

t2E(t) * g,

x 2 -
onde F(x,t) = (47Tt)_N/26%2‘L\/|2. E facil ver que E(z,t) € LY(RY), Vt > 0. Dai,

| IVa(®)] I, < U@ * gll, < 1B gl
provando o item (v). [ |
Teorema 2.3 Se g € L>®(RY) N C(RY) no problema (2.5), entdo u € C®°(RY x (0, +00)).
Para a demonstragao veja o Teorema 1, pg. 47 em |[8§].
Corolario 2.1 Se g € LP(RY), p € [1,+00), entio u € C®(RY x (0, +0c0)).

Demonstragcdao. Mostremos primeiramente que u(ty) € L*(RY) N C(RY), para cada tg
positivo fixado. De fato, dado ¢y > 0, segue do item (iii), Teorema 2.2 que ||u(t)|c <

(47rt0)7%Hng e portanto u(ty) € L*(RY). Seja y € RN com |y| =1 e e > 0. Dai,

_ lzo—zI? _legtety—2)?
lu(zo + ey, to) — u(zo, to)] < (47”50)_];/ e Moo —e o l9(2)|d>
RN
2e 1< ,T —z>4e2 = —Z|2
< (47Tt0)_]2v/ e T —1le” o lg(2)| dz.
RN

J/

()

Como a expressao em (x) converge pontualmente para 0 (zero), quando € — +o0, e é domi-
aco—z|2

_
nada por ¥(z) = 2= T |g(z)| € L*(RY), segue do Teorema da Convergéncia Dominada
que

|u(zo,to) — u(wo +e 'y, t0)] — 0, quando & — +oc.
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Portanto, u(ty) € C(RY) para cada ty > 0. Assim, definindo v(t) = K(t) * u(ty) segue
do teorema anterior que v € C®(RY x (0,4+00)). Por outro lado v(t) = K(t) * u(ty) =
K(t)* K(ty) g = K(t +ty) * g = u(t +ty). Portanto, u € C*(RY x (0, +00)). |

Proposigao 2.1 (Positividade de u(x,t)) Se p € [1,+o0], g € LP(RY) ¢ nao-negativa e
g # 0 em uma pequena bola, entdo u(t) = K(t)* g >0 em RN x (0,+00).

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor que a bola esta centrada na
origem e que existem €, > 0 tal que g(y) > € para quase todo y € Bs = {y € RV : |y| < §}.
Observando, ainda, que —|z — y|*> > —(|z| + |y[)* > —2(]z|* + |y|*) temos

_\:cfy|2 _|1'7y\2

u(z,t) = (47Tt)_]2v/ e g(y)dy > 5(47rt)_12v/ e & dy
RN Bs

||

N e _ N lal?
> e(dnt) " ze 2 e 2dy>Ct ze 20 > 0, Vt € (0,+00).
Bs

|
O problema nao-homogéneo com dado inicial nulo.
Consideremos, agora, o seguinte problema
w—Au =f em RN x (0,400
: f (0,45 00

u(z,0) =0 em RY.
Teorema 2.4 No problema (2.6) acima considere f € CL2(RY x [0, 4+00)) e defina
u(t) = /OtK(t —5) * f(s)ds.
Entao,
(i) uwe CYARY x (0,4+0));
(ii) u satisfaz a equagdo uy — Au = f em RN x (0, 400);
(1ii) u(0) == tli%fi u(z,t) =0, Vo € RY.

Demonstracdo. Para a prova dos itens (i) e (ii) veja o Teorema 2, pg. 50 em [8]. E para o

item (iii) basta notar que ||u(t)| oo @y) < t| f|| oo @Y x[0,400))-
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O problema nao-homogéneo com dado inicial nao-nulo.
Consideremos o seguinte problema

u— Au = f em RY x (0, +0c0)

2.7
u(z,0) =g(z) em RV, 27

Combinando o Corolario 2.1 e o Teorema 2.4 obtemos o seguinte resultado
Teorema 2.5 Sejam g € LP(RY), com p € [1,+00), e f € C*(RY x [0,+00)). Defina
u(t) = K(t) *g—i—/tK(t— s) * f(s)ds.
0
Entao,
(i) ue C*HRYN x (0,+00));

(i1) u satisfaz a equagio uy — Au = f em RY x (0, +00).

2.2 Principio do maximo
Teorema 2.6 (Principio do Maximo em R"™) Suponha que
u € C*H RN x (0,T)) N C(RY x [0,T])

seja solucao de
w—Au = 0 em RN x (0,7)
u(r,0) = g(x) em RY
e satisfaz a estiva

u(z,t) < A’ vz e RN ¢ 0<t<T. (2.8)

para constantes positivas A,a > 0. Entao,

sup u =supg. (2.9)
RN %[0, RN
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Para uma demonstracdo veja o Teorema 6, pg. 57 em [§].
Observagoes: 1) Como consequéncia do Teorema 2.6 obtemos a unicidade de solugoes para
os problemas (2.5), (2.6) e (2.7). Para ver isso, basta considerar duas solugbes u, v e fazer

wy = £(u —v). Assim, wy ¢ solugao de

(we) —A(we) = 0 em RY x (0,00)

wi(r,0) = 0 em RN

Como é facil ver que as solugoes u,v € L®(RY x (0,4+00)) em cada um dos problemas
mencionados anteriormente, segue que u, v verificam a estimativa (2.8) e portanto w também.
Podemos aplicar o Teorema 2.6 e obter wy < 0, logo u = v.

Embora este capitulo tenha sido dedicado a equacao do calor em R, vamos enunciar um
resultado vélido para equacoes parabodlicas mais gerais em dominios limitados.

Seja L o operador diferencial definido por

N 2 N
Lu(x,t) = — Z aij(x,t)%(x, t) + Z bi(z, t)u(z,t) + cu(x,t), (2.10)
ij=1 v

, i=1

onde os coeficientes a; j, b; e ¢ sao continuos. Sejam U C RY um aberto limitado e denote

Ur =U x (0,T) e 'y = Up — Up. Sejam ainda u* = max{0,u} e u~ = min{0, u}.

Teorema 2.7 (Principio do maximo fraco) Assuma que u € C*Y(Ur) N C(Ur). Para

c=0 em Ur temos que

(i) Se uy+Lu<0 em Ur, entao MAaX U = max .
UT T

(i) Se uy+ Lu>0 em Ur, entdo minu= n{;inu.
UT T

Para ¢ > 0 em Ur obtemos

(iii) Se u;+ Lu <0 em Up, entdo maxu < maxu’.

UT r T

(iv) Se uy+ Lu <0 em Ur, entdo maxu > —nrlinu’.
UT T

Para uma prova veja os Teoremas 8 e 9, paginas 368 e 369 em |[8|.
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2.3 Equacao do calor nao-linear em RY

Vamos considerar, agora, o seguinte problema

u—Au = g(u) em RN x(0,7)

2.11
u(r,0) = wup(x) em RV, 24

onde g : R — R ¢é localmente lipschitziana, ou seja, dado M > 0 existe Ly, > 0 tal que

lg(z) — g(v)| < Lz —y| se |z|,|y| < M. O resultado principal é o seguinte.

Teorema 2.8 Sejam p € [1,+00), ug € L*(RY)N LP(RY) e g localmente lipschitziana, com
g(0) = 0. Existe uma unica solugao integral u de (2.11) definida num intervalo mazximal

[0, Trnax), isto é, u € E = L®(RY x (0,7)) N L>=((0,T); LP(RY)) para todo T € (0, Tiax) €
u(t) = K(t) xug + /t K(t—s)*g(u(s))ds (2.12)
0
para todo t € [0, Thax). Além disso, vale uma das sequintes alternativas:
(i) Thax = +00;

(11) 0u Tiax < +00 € tTl%m |w(t)]| Lo (mvy = +00 (Blow up).

max
No primeiro caso dizemos que u € solugao global e, no sequndo, que u explode num

tempo finito.

Demonstracao. Unicidade: Sejam u e v duas solugoes integrais do problema (2.11). Es-
colhendo M = max{||ul|zec @~ x(0,7)): [l Lo ((0.7): 20 @™y s V]| oo @ x 0,795 10] oo ((0,1);L0 @) }
segue que t
o) = o0y < Lar [ ) = 0(5) s

Basta, agora, aplicar o Lema de Gronwall com () = ||u(t) — v(t)|| oo ).

Ezxisténcia: Considere inicialmente o caso em que g é globalmente lipschitziana, ou seja,
existe uma constante positiva L tal que |g(x) — g(y)| < L|z —y|, Vz,y € R. A demonstracao
consiste em introduzir um espago de Banach conveniente e usar o argumento do ponto fixo.

Considere, entao, o seguinte espago
X = {u : [0, +00) — L>® N LP . max {sup e u(t)]| Lo gy, sup e_7t||u(t)||Lp(RN)} < +oo} ,
0<t o<t
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onde v é uma constante positiva a ser determinada. E facil ver que a quantidade || - ||x

definida por
|ul|x = max {SUP e "Ju(t)]| L@y, sup 6_7t||u(t)||Lp(RN)}
0<t 0<t

¢ uma norma sobre X e que, com esta norma, X é um espaco de Banach.

Defina em X a aplicacao

O(u(t)) = K(t) * uop +/O K(t —s)* g(u(s))ds.

Como

_ L _
sup e | @ (w(®)) | poe vy < Juoll ooy + = sup el poe vy
0<t Y o<t

_ L _
sup € 7tHCID(U(t))HLP(JRN) < HUOHLP(RN) + —supe 7tHUHLP(IRzNw
0<t Y o<t

segue que ¢(X) C X. Além disso, dados u,v € X temos

_ L _
sup e [ D(u(t) — v(t))| ey < = sup e u(t) — v()| )

0<t Y o<t
e
—t L —t
supe [ @(u(t) — v(t))||pr@yy < —supe” "u(t) — v(t)|| Lorny.
0<t Y o<t
Portanto,
L

(20w =v)llx < Zlu=vllx.
Escolhendo v > L, & é uma contragao e portanto existe u € X tal que
t
u(t) = ®(u(t)) = K(t) xug + / K(t —s) % g(u(s))ds.
0
Para o caso em que g é localmente lipschitziana, seja M = max{||uo||} + 1 e defina

g(M) seu>M
gu) =4 g(u) se |ul < M
g(—M) seu< —M.

Note que g ¢ globalmente lipschitziana e assim existe u € L®(RY x (0,7)) N LP(RY x (0,T))
tal que

u(t) = K(t) x ug + /0 K(t—s)*g(u(s))ds.
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Como

t
[a(t) || oo mvy < [Jtio| oo ey +/ [g(w(s))|| e @ryds < [[uollpoemry + KnT
0

onde Ky = [|g||roc(—mnr)y = ||g|le(=a,ar). Dai, escolhendo T' tal que KT < 1 temos
|u(t)|| oo mvy < M para todo t € [0,7] e satisfaz (2.12) sobre [0,7]. Denotando u por u
temos que u € solugao de (2.12) em [0, 7.

Ezisténcia do intervalo maximal: Sejam u; e uy solugdes de (2.12) definidas sobre
[0,77) e [0,T3), respectivamente e suponha que 77 < Ty. Como usy ainda esta definida sobre
[0,T}) segue, por unicidade, que u; = uy sobre [0,77). Considere, agora, a familia (u;);c; de
todas as solugoes de (2.12) definidas sobre algum intervalo [0,7;). Escolha Th,ax = sup,c; T;
e note que podemos ter Ty, = +00. Defina a fungao v(t) = wu;(t),Vt € [0,T;) e i € 1.
Essa funcao esta bem definida pela propriedade de unicidade mencionada anteriormente e
v € solucao de (2.12) em [0, Thyax). A solugdo v definida dessa forma é chamada de solucao
mazimal de (2.12).

Blow up: Seja u a solu¢ao maximal de (2.12) e suponhamos que

Thax < +00 € %imTinf |(t)]| oo vy < +00.

Entao, existe uma sequéncia (t;) com ¢; T Tiax € |Ju(t;)| pe@yy < M. Da demonstragao da
existéncia pode-se observar que existe 7' > 0, dependendo somente de M, tal que v; ¢ solugao
de (2.12) e é definida em [0, T'] para cada dado inicial u(t;). Assim, u poderia ser estendida a
[0, T +t;] porém, para j suficientemente grande temos que Trax < T +1;, 0 que é impossivel
visto que u é a solugao maximal. [ |
Observagoes: 1) O resultado anterior continua vélido se uy € L*(RY) N C(RY). Esta
hipotese garante que K (0)  ug := 11_1)% K(t) % ug = ug.

2) Se g(0) # 0, precisamos supor que ug € LP(RY) com p € [1, N/(N —2)] e N > 3. Esta

restrigdo aparece no momento de verificar que ®(K) C K, ou mais precisamente que

sup e | @(u(t) — v(t)) Loy < +00.
0<t

Para N = 1 e 2 basta continuar tomando p € [1, +00).

3) A equacao integral (2.12) é equivalente a

u(t) =Kt —71)*u(T)+ / K(t—s)*g(u(s))ds, parat > 71 > 0. (2.13)
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A equivaléncia entre (2.12) e (2.13) pode ser encontrada em |[6].

2.4 Principrio de comparacao

Definigao 2.1 Seja u € L*(RY x (0,7)) N C*YRY x (0,7)) tal que lim |u(z,t)| = 0,

|z|—+o0
para cada t € (0,T). Dizemos que u é uma supersolucao de (2.11) se verifica
u—Au > g@ em RY x(0,7)

u(z,0) > wug(x) em RV,

(2.14)

Uma subsolugao u € definida de maneira andloga trocando > por < em (2.14).

Teorema 2.9 (Principio de Comparagao) Sew € supersolugao, u é subsolugao e g local-

mente lipchitz, entao u < .
Demonstracao. Segue da definicao de supersolucao e subsolucao que
(uw—w) — Alu—7) < g(u) — g(u). (2.15)

Seja M = max{||w|| oo @y x (0,1)), % oo @Y x (0, }- Multiplicando a desigualdade (2.15) por

* e integrando temos que

/Ot/RN(Q_ﬂ)t(H_ﬂ)"'_/:/RNA(Q—E)(Q_Q)-‘:-SLM/;/RN(Q_E)_FQ'

Do teorema fundamental do calculo e integracao por partes obtemos

1d ! !
s [wmme [ wa-wp <o [ w-n
l RN 0 JRN 0 JRN

ld (u_ﬂ)+2<LM/t/ (u— )2
2dt RN - - 0 RN -

Segue do Lema de Gronwall que
/ (w — )" = 0.
RN

Dai, (u —u)* = 0 e portanto u < 7. [ |

(u — )

Logo,
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Capitulo 3

Comportamento Assintotico

3.1 Comportamento assintético no caso LINEAR

Considere o seguinte problema

w—Aw = 0 em RY x(0,+00)

(1)
w(z,0) = ¢(z) em RY,

onde 0 < ¢ € L¥(RY) N C(RY), » # 0. Suponha, ainda, que ¢ satisfaz a seguinte condigao

lim |z|%(x) = A. (3.1)

jal—-+o0
A existéncia de uma solugao (classica) para o problema (I) é assegurada pelo Teorema

2.3 e ¢ dada explicitamente por

w(t) = K(t) * p. (3.2)

A unicidade de solucao segue do Teorema 2.6. Da Proposicao 2.1, segue que a solucao w de
(I) é positiva.
Nosso objetivo é mostrar que a solugao positiva w do problema (I), assintoticamente, tem

o mesmo comportamento da solu¢ao positiva W do problema

W,— AW = 0 em RY x (0,+00)

(L)
W(z,0) = Alz|™® em RM\{0},

em que 0 < o < N e A é uma constante positiva. A restri¢io o < N garante que W (-,0) €
Ll

N N . .. ~ " . . .~ .
e(R™Y) € a existéncia e unicidade de solugao classica é assegurada pela proposigao a seguir.
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Proposicao 3.1 Sea < N e 0 < A, entdo o problema (II) tem uma inica solu¢do positiva

W e que € dada explicitamente por
Wi(t) = K(t) = (A]-[79). (3-3)
Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1 Suponha que ¢ satisfaz (3.1). Sejam w e W as solugées de (I) e (II), respec-
tivamente. Entao,

ta/2|w(x,t) - W(J},t)l m 0, (34)

uniformemente sobre E. = {(z,t) € RY x (0,+00); |z| < cv/t}, ¢ > 0.

A solugao de (II) tem uma caracteristica importante que merece destaque em nossa dis-

cussao. Note que W é invariante pela transformacao autossimilar
Wi(x,t) = kW (kx, k*t),
ou seja, Wy também é solugao de (II). Segue da unicidade na Proposi¢ao 3.1 que
W(x,t) = k*W (kz, k*t), Vk > 0.

Dizemos neste caso que W é uma solugao autossimilar do problema (II). Assim, o Teorema
3.1 afirma que a solu¢ao w do problema (I) é assintoticamente autossimilar.

Como W é uma solugao radial de (IT), definindo k%t = 1, podemos escrever

W(z,t) =t 5W (% 1) =t 5 (%) . (3.5)

Dai, substituindo (3.5) no problema (II) e notando que W(z,0) verifica a condi¢ao (3.1),

temos que a funcao f é a solugao positiva do problema

N -1 «
() s g =0

(II1)
F0)=0 e lim n*f(n) = A,
n—-+00
onde ' = % e n= ‘% Dessa forma, o Teorema 3.1 pode ser reescrito como segue.
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Teorema 3.1’ Se ¢ satisfaz (3.1) e w € a solugdo positiva do problema (1), entao
t3w(e,t) — f(l2]/VE)] == 0,

uniformemente sobre E., ¢ > 0, onde f € a solugao positiva do problema (III).
Encerramos esta subsecao descrevendo o comportamento assintotico da solugao do problema
(I), com ¢ € L'(RY). Incluimos tal resultado para exemplificar o fato do comportamento

assintotico depender do espago em que se encontra a condi¢ao inicial.
Teorema 3.2 Se, no problema (1), ¢ € L*(RY), entio
£ |u(e, 1) = MoK (a,1)] =50, (3.6)

uniformemente sobre E., ¢ >0, onde \g = / o(y)dy.
RN
Observagao 3.1. Se ¢ € L>(RY) N C(RY) satisfaz (3.1) e @ > N, entdo ¢ € L'(RY). De

fato, escolhendo € = A na defini¢do do limite (3.1), existe R > 0 tal que
oly) < 24Jy|™*, selyl > R,

Assim,
[ letdy < 24 [ ey + B el
RN lyl=R

240 (SN-1 .
= 20 ) v b w(BR)llpllimry < oo

Em particular, o Teorema 3.2 descreve o comportamento assintotico da solugao do problema

(I), com o > N.

3.2 Comportamento assintético no caso NAO-LINEAR

No caso nao-linear, estamos interessados no efeito da absor¢ao de um termo da forma —u?,
sobre o comportamento descrito no Teorema 3.1. Estudaremos, assim, o comportamento

assintotico da solugao positiva do seguinte problema

u—Au = —u? em RY x (0,+00)

(V)
u(z,0) = p(r) em RN
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onde p € L®RY)NCRYN), 0 < ¢ # 0 e satisfaz (3.1). Supomos, ainda, que p, « e N

satisfazem a relagao

2/(p—1)<a<N. (3.7)

A hipotese (3.7) é bastante natural e a razao disso sera melhor esclarecida na segao 3.3,

onde descrevemos, de maneira informal, como se pode “intuir” o comportamento assintotico

para a solu¢ao do problema (IV).

Observagao 3.2. Note que se @ satisfaz (3.1) e a < N, temos os seguintes fatos:

a)

Existe B > 0 tal que

(P) 2l*p(z) < B, Va € RY.

De fato, supondo que ¢ satisfaz (3.1), por defini¢ao de limite, tomando € = A, existe
R > 0 tal que
0 < |z|%(z) < 24, se |z| > R.

Para |z| < R, temos que
|z|"p(z) < R*(|@|| Lo @n), se |z < R.
Escolhendo B = max{2A, R*||¢|| &)}, temos

lz|*p(z) < B, Vo € RY.

Como consequéncia de (3.1) e do item a), obtemos

(P2) [2*pr(r) > A em D'(RY),

ou seja,
klirf |kx|“p(kx)(z)de = A Y(z)dr, Vi € C(RM). (3.8)
—TO0 JRN RN

De fato, seja ¢ € C°(RY). De (3.1) temos que |kx|*¢o(kz)y(x) — A (z), para cada
r € RY, quando k — +oo. Por outro lado, ||kz|*¢(kz)y(z)] < Bl (z)| € LY(RY).

Obtemos (3.8) aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada.
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Observagao 3.3. Suponha p = 1 no problema (IV) e 0 < ¢ € L}(RY), (p # 0). Fazendo
a mudanga v(z,t) = e'u(x,t), temos que v é solugdo do problema (I), cuja solugdo é dada
explicitamente por v(t) = K (t) x ¢ e assim u(t) = e "K(t) x . O comportamento assintotico

para este caso é dado por

tliin etV 2y (2, t) = (47r)_12v/ o(y)dy. (3.9)
——+00 RN

uniformemente sobre E., ¢ > 0. De fato,

zny
N Il e
R

2 2
—y| t—-+oo lz—yl

Como e_lzTcp(y) —— ¢(y) pontualmente e e~ 1 p(y)| < e%|<,0(y)| e L'(RY) o
resultado segue do Teorema da Convergéncia Dominada.

Em vista da Observagao 3.1 com a > N, segue que (3.9) continua vélido para ¢ €
L= (RM)NC(RY) satisfazendo (3.1). O comportamento descrito em (3.9) pode ser encontrado
em [9], pg. 256.

No caso geral, em que p > 1, o resultado obtido (e o principal desta dissertagao) ¢ o

seguinte
Teorema 3.3 Sejam 2/(p —1) < a < N e ¢ satisfazendo (Py) e (P). Entao,
t5u(z, t) — Uz, )] = 0,

uniformemente sobre E., ¢ > 0. Além disso, U é a unica solug¢ao (cldssica) positiva do

problema

% U —AU = —0U” em RY x (0,+00)
U(z,0) = Alz|™™ em RV,

onde

0, se 2/(p—1)<a< N
0 — / ) (3.10)

1, se 2/(p—1)=a < N.

Podemos observar do Teorema 3.3 que, no caso 2/(p — 1) < a < N, o comportamento

assintdtico da solu¢ao do problema (I) nado é afetado pela presenga do termo de absorgao
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—uP. Jano caso 2/(p—1) = a < N, o comportamento sofre uma alteragao, porém, ele ainda
¢ assintoticamente autossimilar, em vista da autossimilaridade da solugdo do problema (V).
Procedendo de maneira analoga ao que fizemos nos Teoremas 3.1 e 3.1’ podemos reescrever

o Teorema 3.3 da seguinte forma.

Teorema 3.3’ Sejam 2/(p — 1) < o < N e ¢ satisfazendo (Py) e (Py). Entao,

t—+00

[t2u(z,t) — folx, )] 0,

uniformemente sobre conjuntos da forma E., onde fy € a solugao positiva do problema
N —1
n 2 2
(V1)
f(0)=0 e liELn n*f(n) = A,
1—-+00

onde 0 € dado por (3.10).

3.3 Descricao informal do comportamento assintético

Nesta secao, descreveremos informalmente como chegar a conclusao que o comportamento
assintotico esperado para a solugdo do problema (IV) seja dado pela solugao do problema
(V). Além disso, objetivamos dar uma justificativa razoavel para o fato de trabalharmos sob
a restrigao 2/(p—1) < a < N.

Seja u a solugdo (classica) positiva do problema (IV). A partir dela, defina a seguinte

familia de func¢oes por meio da transformacao autossimilar
ug(z,t) = k*u(kz, k*t), (3.11)

onde k£ é um numero real positivo. Como u é solugdo do problema (IV), entéo, substituindo

(3.11) em (IV), segue que as fungodes uy sao solugoes dos problemas

— —Au, = —k7Vu? em RY x (0,400
up(z,0) = ¢p(z) em RY,
onde v =a(p — 1) — 2 e pr(x) = k*p(kx). Consideremos os dois seguintes casos:
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1. Se 2/(p—1) < «, entdao v > 0;
2. Se 2/(p—1) = a, entdo v=0.

O que se espera no primeiro caso ¢ que, de alguma forma, tenhamos

Guk

—v k—-+o0
u, — U e ?—Auk:—k uy —— U — AU =0.
— 0
Jé& no segundo caso, a solugao da equagao U; — AU = —U?P é invariante pela transformagao

autossimilar (3.11). Segue desses dois casos que ¢é natural a suspeita de wuy convergir, de
alguma forma, para solugao da equacao U; — AU = —QUP, onde 0 é dado por (3.10).
A hipotese a < N esté relacionada ao fato da fungao x — |z|~* ser localmente integravel

em RY (ver Corolério 1.2) definindo uma distribuicao. Além disso, de (P,) temos que

or(x) hoboo, Alz|™® em D'(RY).

3.4 Descricao do método

O método consiste em estudar, primeiramente, o comportamento da familia (u;) de so-
lugoes dos problemas (IV}), quando k& — +o0o. Prova-se que essa familia, vista como uma

sequéncia, converge para a solu¢ao U do problema (V), ou seja,

k——+o0
—_—

ug(z,t) = k*u(kz, k*t) U(z,t).

Em particular,

we(z, 1) = ku(kz, k?) 222 U, 1).
Depois de estabelecido esse resultado, escrevemos

=t e xz=a/Vt,

e obtemos

t3u(a ) XX U V) = S|l |)VE) = EEU L E).

O método que acabamos de descrever ¢ o mesmo usado em [9], [14], [15] e [17].
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3.5 Demonstracao da Proposicao 3.1

Observamos inicialmente que fixando t, > 0 temos que W (x,ty) = K(ty) * Alx|~ esta

bem definida, ou seja, W (z,ty) < oco. De fato, dado R > 0

|2 _Jz—y|?

_lz—y
Weito) = (dmte) s / T |y edy + (4mt) Y / ey
lyI<R ly|I>R

le—y|?
< (4mte)¥ / |~y + R (dmto) S / Ty
l[y|I<R ly|>R
1 (47te) 2o (SN
< — —
S Ta ( N o RY +1 C(R,tg,a, N) < 00

Procedendo como na prova do Corolario 2.1 temos que W (x, t5) € L>®(RY)NC(RY) e por-
tanto W (z,t) € C(RY x (0, +00)). Além disso, W satisfaz a equaciao W;—AW = 0 e usando
o Teorema da Convergéncia Dominada podemos mostrar que W (z,0) := ?r% W(x,t), Vax €

RM\{0}. A unicidade segue do principio do méximo (Teorema 2.6). |

3.6 Demonstracao do Teorema 3.1

Notemos que

Pl t) - W t) < €7 [ e ply) - Alyl ey
R

N—o _lz—yl?

o= ([ ) - A [
ly|<R ly|=R

— Ot "2 (L1 + Ly) .

le=v® o e
ey w(y)—A\dy)

Para Lq, obtemos

Ly

IN

_lz—y)? _lz—y|? —a
e” 1 |o(y)|dy + e |yl %dy
ly|<R

lyI<R

IN

(BRIl ey + / lyl~*dy

lyI<R

R
< MBR)HWHLOO(RN)+0(SN_1)/ pN-a=1 .
0
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= M(BR)HSOHLOO(RN) +

= C’l,u(BR) + CQRN_Q.

(SN

RN—a

—

Para Lo, observe inicialmente que tomando R suficientemente grande,

y|%p(y) — Al <e,

visto que ¢ satisfaz (3.1). Logo,

el e i T 7
Ly < 5/ ey My < s/ exp(——+———— ly|~dy
yI>R lyI>R 4 Vvt o 4t
2] 1yl IyIQ) .
Ss/ exp(———— Y|~ dy
ly|l>R VE2V/t 4t ]
< £2NatN2a/ exp (MM - |z|2> |z|%dz
EEs. Vit
+o0
= 52NatN2aa(SN1)/ exp (mr—r2> rN=odr, sendo L} < ¢ temos
2 Vit ?
+oo
< 2V o(SN 1)/R exp (er —r?) PN dr
Vi
+o0o
< 2V e (SN 1)/ exp (er —r?) rN7 " dr
0
2 oo N—a-1
= e T e(sh et [ e ()
0
<:oo

N—-—«a

S ECgt 2.

Portanto,

—

2 w(z, t) — Wz, t)| <t 2" (Cyu(Bg) + CoRN~) + £Cs.
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Dai, quando t — +o00, temos

t*2\w(z, t) — W(x,t)| < eCs, Ve > 0.

3.7 Demonstracao do Teorema 3.2

O Teorema 3.2 pode ser demonstrado pelo o mesmo método usado em [15]. Porém,
faremos uma prova direta, o que, alias, foi sugerido como “exercicio” pelos préprios autores de
[15]. Observamos anteriormente a solugao (classica) u do problema (I) ¢ dada explicitamente
por

w(t) = K(t) * ¢,

onde K é o niucleo do calor e * é a convolucao. Assim, temos

_lz—yf? ||

2 Jw(z, t) — MK (z,t)] < (47r)-év/ e @ —e

RN

lo(y)|dy

_N 2(zy)—ly?
< (4m) / e —1’|90(y)|dy
RN

Note que, pontualmente, temos |e™ 4

—1||¢(y)] — 0, quando ¢ — +o00. Por outro
lado, como |z| < ev/t, ¢ > 0e p € LY(RY), entdo
2z.y) 1yl

X457 1] o()] < (e + 1)|o(y)| € L (RY),

Do Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

¥ [

2(z,y) —|y|?

e 4 — 1‘ lo(y)|dy — 0, quando t — +oo.

3.8 O resultado principal

3.8.1 Resultados auxiliares
Para demonstrar o Teorema 3.3 precisamos de alguns resultados preliminares.
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Sejam R* = (0, +00), S =RY x R*, e para cada T > 0 seja Sp = RY x (0,T]. Assuma
que p > (N +2)/N e que ¢ € L°(RN)NC(RY), >0 (£0).

Lema 3.1 Se ¢ satisfaz (Py), entao existe a > 0 tal que para todo k > 0

1
ug(x,t) < aW (m,t+ ﬁ) . (z,t) €S,

Demonstragdo. Observamos inicialmente que se ¢ € L®(RY) N C(RY) e satisfaz (P,),

entao existe uma constante a > 0 tal que
o(r) < af(jz]) = aW(x,1), z € RY, (3.12)
onde f é a solugao positiva do problema (III). Para t = 1, temos

lim |z|*f(Jx]) = A,

|| —+o0

ou seja, dado € > 0 (em particular ¢ < A), 35 > 0 tal que, se |z| > J, entao
(A—e)lz]™ < f(lz]) < (A+e)|x|™™
Portanto,

A

Para & € By, isto ¢, |2| <6, seja M = inf f(|z]). Como f ¢ continua e positiva,
z€Bj

o(x) < Blz|™* < (%) f(lz]), para |z| > 0. (3.13)

M = min f(|z|) > 0.

rE€Bg

Escolhendo C' > M™1{|¢]| 5 (gxy, obtemos
p(z) < llollpe@yy < CM < Cf(|z]), Vo € Bs. (3.14)

Tomando, finalmente, a = max {C, -2} de (3.13) ¢ (3.14) obtemos (3.12).
Segue de (3.12) que

or(x) = k% (kz) < ak®f(|kz|) = ak*W (kz,1), € RY. (3.15)

Definindo z(z,t) = ak®W (x, k*t + 1), temos que z é uma solugao da equagiao do calor
(2 = Az) e por (3.15)
2(x,0) = ak*W(kx,1) > p(x).
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Portanto, pelo Principio de Comparacao,

1 1
ug(x,t) < z(z,t) = ak*W (kx, k? <t + ﬁ>) =alW (az,t—i— p)

em S. [ |

Como consequéncia do lema anterior temos o seguinte
Corolario 3.1 Se ¢ satisfaz (Py), entao existe M > 0 tal que, para todo k > 0,
up(x,t) < Mr—e/?, reRY, t>7>0. (3.16)
Demonstragao. Pelo Lema 3.1 e a identidade (3.5)
1 —a/2 )
uk(z,t) <a (t + ﬁ) sup{f(n) : n >0} < M77°/% = Cy(r),
onde M = asup{f(n) :n >0} < +oo. |

Lema 3.2 Suponha que ¢ satisfaz (Py). Entao, para cada T > 0, a familia de fungoes

UL . > € unijormemente oLaer contitnua com exrpoentes em x € 5 em ara
{ur(z,t) : k > 0} € unif te Hold i poentes 1 ] t, p

cada compacto de S\ S;.
Demonstragdo. Vamor mostrar inicialmente que existe C] = C}(7) tal que
|Vug| < Ci(7), Vit > 27 (3.17)

Para isso, note primeiramente que, se uy, é solugao classica de (IVy), entéo uy é solucao

da seguinte equacgao integral
¢
up(t) = K(t — 1) *x ug (1) — k‘”/ K(t —s) *uj(s)ds.
Dai,
¢
Vup, = VEK(t—71)*u(r)— k_”/ VK (t — s) * uj(s)ds.
Assim, do Teorema 2.2 item (v) e o Corolario 3.1 temos que

t
[Vug(t)] - < Ml(t—T)1/2HU(T)Hoo+M2/f”/(t—S)1/2Huk(8)H€od8

t
< M(t— T)_1/2T_a/2 + MQT_QP/2/ (t — s)_1/2ds < Ci(7).
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Segue de (3.17) que
lug(z,t) — ug(y, t)| < Cy(7)|z —yl|, Vt > 27.
Pelo Teorema 1 em [2], existem Cy = Cy(7) e 6 = §(7) tais que
lug(z,t) — ug(x, s)| < Co(T)|t —s|V%, t>7, Vo eS,

desde que |t — s| < o(7). |
Observagao: A prova do Teorema 1 em [2]| é bastante técnica e a descreveremos em linhas
gerais a seguir. Defina

v, t) = {1+ 25p7*(L+ )}t — to) + sp% |2 — wol” + Ci(r)p £ {u(z, ) — u(wo, to)},
sobre B,(zg) X (to,t1], onde 0 < 7 <o, > |uP| e

s= sup |u(zo,t) — u(xo,to)l.

to<t<t1

Em seguida, usando o principio do maximo verificamos que v=(z,t) > 0. Dali,

5 < Ci(M)p+ il — to) + 5 {Ap (14 )1 — to)).

Escolha p > 0 de tal forma que 4up=2(1+ p)(t; —to) = 1. Assim, para |t; —to| < §(7), temos
que

S S M(tl - t0)1/2.

E portanto, |u(z,t;) — u(z,to)| < Co(7)|t1 — to|"/?, para |t; —to| < 0(7) e v € RV,

Notagao: Denotaremos por C(l’%)(Q), o conjunto de todas as func¢oes que sao Holder conti-

nuas de expoentes 1 na variavel z e 1/2 na variavel ¢.

Proposicao 3.2 Se ¢ satisfaz (P1), entao existe C; > 0, que ndo depende de k, tal que

/ / ug(z, t)dedt < Cy7, 7> 0.
0 Jm
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Demonstragdao. Mostremos primeiramente que se ¢ satisfaz (P;), entao

T T4e
/ / ug(z, t)dzdt < aa(SN_l)/ g(N=—a)/2 /
0 JB . 0

onde ¢ = 1/k? e s =t + £. A prova segue usando o Lema 3.1, a identidade (3.5), fazendo as

s—1/2

f(T)TN_ldT> ds, (3.18)

mudangas de variaveis ¢ = kiz e s =t + ¢ depois ¢ = s'/22 e finalmente coordenadas polares

T T 1
/ / updxdt < a/ / %74 (x,t—i— —2> dxdt
0 B1 0 B1 k
T —a/2
1 Ed
= a t—i——) f|———= | dzdt
/U /Bl ( k2 ((t_i_L)l/Q)

k.Q

= a/TH/ sy ﬂ dxds
o E By 51/2
T+€
= a/ S(N_a)/2/ f(|z])dzds
€ B __12

T+€ s—1/2
= aa(SNl)/ sN-2)/2 </ f(r)erdr> ds.
€ 0

. J
-~~~

(*)

Mostraremos, agora, que se f é solu¢do do problema (III), entao

obtemos

s—1/2

/ Fr)yrNtdr < C*seN2 550, (3.19)
0

para alguma constante positiva C*. De fato, sendo f solu¢do do problema (III), entao
ref(r) 17T A, ou seja, Ve > 0, I 1y > 0 tal que ref(r) — Al < e, se r € [rg, +00).
Assim,

(A—e)r < f(r)< (A4+e)r ®, ser € [ry,+00).
Para r € [0,7¢], seja M = max f(r) > 0. Como ry® < r~® em [0,r], escolha K > Mr§.

r€[0,ro]
Dai,

f(r) < M < krg® < rkr ® Vrel0,r.

Escolhendo, finalmente, C' = max{k, A + £} segue que
fr) < Cr=, vr>0. (3.20)
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Substituindo (3.20) em (*) obtemos

s—1/2 —1/2

/ f(r)’I“N—ldr < / 6’TN—a—1dr _ C*S(a;N) ‘
0 0

Portanto, substituindo (3.19) em (3.18) obtemos

/ / u(x, t)dzdt < CyT.
B1

A préxima proposicao nos dé outra estimativa importante e anéloga a anterior.

Proposicao 3.3 Se ¢ satisfaz (Py), entao existe Cy > 0, que nao depende de k, tal que

(

T se 7y > 2
. THT+ED? se y=2
/ / up(z,t)drdt < Cy (7 + k=2)1/2 se 0<y<2
v log(k*r + 1) se v=0

k=7 se v <0,

onde v =N —ap + 2.

Demonstragao. Procedendo como na prova de 3.18, obtemos

T T+ S
/ / ub (x, t)dxdt < apa(SN_l)/ s(N=ap)/2 (/
0 B1 € 0

[

—1/2

f”(r)rN_ldr> ds. (3.21)

e

(%)
Diferentemente de (*), na proposi¢ao anterior, em (#%) temos alguns casos a analisar.

PRIMEIRO CASO: N —ap > 0 (v > 2). De (3.20) temos fP(r) < Cr=? e assim

s—1/2 s—1/2

/ )N tdr < CP / rNmerldy = Csm(Nmen2, (3.22)

0 0

Substituindo (3.22) em (3.21) obtemos

//uk(:v,t)dxdthlT. (3.23)
o JB

SEGUNDO CASO: N —ap = 0. Seja qo € (0, Ag) onde

~1/2
Ao — (t+1) se k>1 )

172 se 0<k<1
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Podemos, entao, escrever

—1/2 ~-1/2

o= e s [ e 3.24
/0 Py / P T+/0f(7")r r (3.24)

Como f é continua em |0, qo], seja M = max f(r) > 0. Logo, de (3.20) e (3.24) obtemos

r€[0,90]
3—1/2 N 71/2 N N B
/ fp(r)'r’N’ldr < (4 log ( ) + Oy < Cys 24 0. (3.25)
0 4o
Substituindo (3.25) em (3.21) concluimos que
/ / (2, ) dadt < My(r + (r + k~2)12) (3.26)
o JB

TERCEIRO CASO: N — ap < 0. De (3.24) e (3.20) segue que

s—1/2

/ fPmyn™ "ty < 0 < 400 (3.27)
0
Assim, substituindo (3.27) em (3.21) obtemos

T T+e
/ / uh (x, t)dxdt < Mg/ sN=ap)/2
0 B1 €

Temos agora, mais trés casos a considerar: (i) 2> N —ap+2 >0, (i) N—ap+2=0c¢

(iii) N — ap + 2 < 0. Para estes, obtemos, respectivamente,

/ / ul (z,t)dzdt < Mylog(k*t + 1)
o JB

/ / ub (x,t)dedt < Ms(T + k=2)/? (3.28)
o JB

//ui(:zc,t)dxdtgMﬁl{:_7
o JB

Finalmente, escolha Cy = max{M;; i =1, ...,6}. [ |

3.8.2 Demonstracao do Teorema 3.3

Na demonstracao do Teorema 3.3 faremos uso da seguinte nocao de solugao fraca para o

problema (IV).
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Defini¢ao 3.1 (Solugao fraca) Uma solu¢do u do problema (IV) sobre [0,T] € uma funcao
nao-negativa u € L>(Sp) N C(Sr) que satisfaz a identidade

// (¢ + AQ)u — CuP]dxdt + / ((z,0)p(z)dx =0
Sr R
para toda ¢ € C*Y(Sy) que se anula para |z| grande et = T.

A existéncia e unicidade de tal solucdo foi bem estabelecida em [12] e por regularidade
parabolica (veja [1]) pode-se mostrar que u € C%!(Sr).

Antes de iniciarmos a demonstragao enunciamos novamente o teorema.

Teorema: Sejam 2/(p — 1) < a < N e ¢ satisfazendo (Py) e (P,). Entao,
£ lu(z, t) — Uz, t)] == 0,

uniformemente sobre E., ¢ > 0. Além disso, U € a tnica solugdo (cldssica) positiva do

problema

U —AU = —0U? em RN x (0,+00)
(V)

U(z,0) = Alz|™™ em RY,
onde

0, se 2/(p—1)<a<N

1, se 2/(p—1)=a < N.

A demonstragao é um pouco longa e bastante técnica por isso faremos em alguns passos:
Primeiro passo: Seja T > 0 e 7 € (0,7), defina os conjuntos ST = Sy \ S;, Br = {z €
RV :[z| < R} e Qr[l] = By x [1/1,T], 1 = 1,2,... Defina ainda u; = ugy, -

Pelo corolario do Lema 3.1 existe uma constante C (1) tal que u}’ (z,t) < Cy(l), V(z,t) €
Qr[l], isto &, {u} } & uniformemente limitada em Qr[l] e do Lema 3.2 temos uj’ € C@2)(Qr[l])
e assim {uy’} & uniformemente equicontinuo. Pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, para cada [ > 1,

existe uma subsequéncia, a qual continuaremos denotando por {ug)}, e que converge unifor-

memente para uma func¢ao U; definida em Qr[l].
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Observagdo: Notemos que U; € Ch2)(Qr[l]), VI = 1,2, .... De fato, observe inicialmente

que Ve > 0,3 k = k(e) tal que, se k > k, entao
luy) (z,t) — Uy, t)| < e/2, ¥(z,t) € Qrll].

Dai,

>

g

Uiz, t) = Uiy, 0)] < [Ulx,t) - uy (z, t)l—l—iug)(x, t) —uy (y, 1) + Ui, t) — up) (y, t)]
< C1(D)e—yl <2

~
< e/2

<Cilr—y|+e.

Como ¢ é arbitrario temos |U;(z,t) — U(y,t)| < C1(I)|x —y|. Analogamente, prova-se que
Ui, t) — Ui(w, 5)| < Co(D)t — s[>,
Tomando uma subsequéncia diagonal obtemos uma sequéncia ug e uma fun¢ao U € C'(Sr)

tal que
we 2 U, em C(K) (3.29)

para todo subconjunto compacto K C Sp:

Note que, pelo Lema 3.1, para todo o > 0,
sup{U(z,t) : (x,t) € Sp, t > 6} < +oo. (3.30)
Segundo passo: Mostremos que U é uma solugao cléassica de (V).
Lema 3.3 Se ¢ satisfaz (Py) e (Py), entao U € solugao classica de (V).

Demonstragcdao. Vamos provar inicialmente que U é solucao fraca de (V) no sentido da
Defini¢ao 3.1. Pela defini¢ao de ux e usando integragao por partes, para todo 7 € (0,7), e

toda fungao teste ¢ € C(RY),

(// +//;> (G4 AQus — K™ Cui dedt + | ((x, 0)p(x)dz = 0. (3.31)

Seja € > 0. Segue das Proposicoes 3.2 e 3.3 que existem 7 > 0 e ky > 0 tais que, para

todo k£ > kg temos

//S (G4 A) up — K7V Cul] dadt < %6, (3.32)
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e, como U < alV pelo Lema 3.1 e as Proposicoes 3.2 e 3.3,
1
/ [(Ct +AQ) U — k*”CUp} dxdt < 55 (3.33)
S,

Por (3.29) temos,

// K + AC) g — k‘”CUi} dodt += // Kgﬁ + AC) U - egUp] dudt (3.34)

Por (P1) e (3.8),

lim C(z,0)p(x)dx = C(z,0)Alz|“dx. (3.35)
RN

k—+o00 RN

Das equagoes (3.31)-(3.35) obtemos

‘/ (G +AQU —6CU”] da:dt+/ C(x,0)Alz|dx| < e
St RN

Como ¢ pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, segue que

/ (¢ + AQ) U — 0¢CU”] dxdt+/ ((x,0)Alz|“dx =0,
Sr RN

e assim, como ( foi uma funcdo teste arbitréaria, U é uma solugao fraca do problema (V) no
sentido da defini¢do 3.1, com a tnica diferenga que U(z,0) € L}, (RY).

Em vista do Lema 3.2, e a convergéncia (localmente) uniforme de wy para U, quando
k' — 400 em Sy, U € CU L3)(K )(K), para todo subconjunto compacto K C Sp. Assim, por
regularidade paraboélica, como em [1], U € C*1(S7), e portanto satisfaz a equagao no sentido
classico. [ |
Terceiro passo: Iremos mostrar, agora, que a sequéncia inteira u, converge para U. Isso

seguira da unicidade de U, e que sera estabelecida no Lema a seguir.

Lema 3.4 (Unicidade) Sejam Uy e Uy solugdes do problema (V), em que o < N, e satis-
fazem (3.30) para algum § > 0, entao Uy = Uy em Sr.

Demonstracao. Para § = 0, o Lema 3.4 é bem conhecido. Considere, entao, o caso 6 = 1.
Sejam R > 0 e ¢ € C*(Bg x (0,7]) uma fungao que se anula em ¢t = T e sobre
0Bpr x (0,T]. Entao, multiplicando a equagao U; — AU = —U? por ( e usando as identidades

de Green, temos que U; e U, satisfazem a equagao integral

T B T ac
A —CUP L0)Alx|%d = > .
/O /BR (G + AQ) U — CUP) dxdt + BRc(x 0)Alz|~“dx /0 /aBR aVUdet
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Dai, V = U; — U, satisfaz a identidade

/ (¢t + AC — Q) Vdxdt = / / Vdet
Br OBgr v

ur—-ub
U, —U,’

em que

Se U1 7é U2

prfl, se U; = Us,.
Note que ¢ é uma fungao positiva suave e limitada em St \ S; para cada 7 € (0,7).

Seja F' € C'°(St), e escolha ¢ como solugao do problema

G+A(—c( = F em Bgx(0,T]
C((z,t) = 0 em OBgx(0,T] (3.36)
((x,T) = 0 em Bg.

Como c e F' sao fungoes suaves, a existéncia e unicidade de ¢ é assegurada. Para ver isso

tome ((z,t) = {(x, T —t) onde ( & tinica solucdo do problema

G—AC+e( = —F em Bgx(0,T]
((z,t) = 0  em OBgx (0,7] (3.37)
((x,0) = 0 em Bg.

A existéncia e unicidade de solugao para (3.37) segue do Teorema 7, pg. 367 em |[§].

/ / FVdzdt = / / Vdet (3.38)
Bgr 8BR

Mostremos que o lado direito de (3.38) é nulo. Para isso, seja & a solu¢ao do seguinte

Temos assim que

problema
S&+HAE = —|F| em Brpx(0,T)
(x,t) = 0 em OBgrx (0,7T) (3.39)
&z, T) = 0 em Bp.

A existéncia e unicidade de solugao para (3.39) é obtida de maneira anéloga a (3.36).

Como ¢ > 0, segue facilmente do Principio do Maximo (Teorema 2.7) que £ > 0 e

(] < € em Bg x [0,T),
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e consequentemente

ac| _|oe

vl |ov
Como RN_1|8§/8V| — 0, quando R — 400, e |V] é limitado temos que

Vdet‘ lim / /
oBg O R—oo OBR

// FVdxdt = 0.
St

Como F foi uma funcao arbitraria em C2°(Sr) e V' é continua em St, conluimos do Lema

, sobre 0Bg x [0,T].

lim
R—+4o00

|V|det = 0.

E portanto,

de Du Bois-Raimond que V =U; — Uy =0 em Sr. [ |
Fim da prova do teorema: Tendo determinado o limite da sequéncia (uy) quando k —
400, e caracterizada a funcao limite U, passemos agora a descricao do comportamento as-
sintotico da solugao u do problema (IV), quando k& — +oo.

Suponha, primeiro, que o = 2/(p — 1), logo se U(z,t) ¢ uma solugdo do problema (V) em
S, com @ = 0, entdo assim ¢ a funciao k¥ P~VU (kx, k*t), para todo k > 0. Sendo U limitada

para |z| grande e t > 0, segue da unicidade provada no Lema 3.4 que
Uz, t) = k¥®~VU (kx, k*t), para todo k > 0, em S.
Portanto, U pode ser escrita na forma
U, t) =t~/ fi(J2|/V1).
Suponha, agora, que 2/(p — 1) < a < N. Temos provado que
we(@', ) = K Pu(ka! K2) 222 Ul ),

uniformente sobre subconjuntos compactos de RY. Dai, se escrevermos t' = 1, k' = x ¢

k? = t, obtemos
t2u(, t) 0 U VL) = fol|el/VE) = 972U (2, 1),

uniformente sobre E., ¢ > 0. [ |
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3.8.3 Outra prova do Teorema 3.1

Defina a fungao wy(z,t) = k®w(kz, k*t) e 2, = up — wy. Entdo, para todo T > 0, 2,

satisfaz a identidade integral

/ /S (G + AC) 2 — k¥ Cul] dadt = 0.

Segue das proriedades de uy e wy que existe uma subsequéncia {zy} e uma fungao Z €
C(St) tal que zp — Z, quando k' — +oo, uniformemente sobre qualquer subconjunto

compacto de Sr. Da mesma forma que Lema 3.3 obtemos

/ /S (¢ + AC) Zdzdt = 0.

Como Z satisfaz (3.30) segue do Lema 3.4 que Z(z,t) = 0, para todo (z,t) € Sy. Dai, a
sequéncia inteira z; converge para Z = (.
Portanto, se 2/(p — 1) < a < N, o comportamento assintotico da solugdo u da equagao

nao-linear (IV) ¢ o mesmo da equagao linear (I).

3.9 Uma Generalizacao.

Na generalizagdo que faremos, iremos supor que o limite de |z|*p(z), quando |z| — +o0,
nao ¢ necessariamente o mesmo ao longo de todo raio, como estava implicito na condigao de
decaimento (3.1). O que iremos assumir, agora, é que esse limite possa variar com a dire¢ao

que se tome. Considere, entao, a seguinte.
Definigao 3.2 Dizemos que ¢ tem a Propriedade (Py)*, se para cada w € RY, com |w| =1,

(P el pllel) = ().
em que A(w) >0 (A(w) # 0).

Procedendo como na prova do Teorema 3.3, obtemos.

Teorema 3.4 Sejam 2/(p—1) < a < N eu a solugao positiva do problema (IV), em que ¢
tem a propriedade (Py) e (P2)*. Entao,

t%u(x,t) — h(z/Vt)| — 0, quando t — +oo0, (3.40)
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uniformemente sobre conjuntos E., ¢ > 0, onde h(§) € a solugio positiva do problema

Ah+%§~Vh+%h—9hp:0, £ c RN
(VII)
lim [§]7A(|¢|w) = A(w),
jel—-+o0

onde

. 0, se 2/(p—1)<a<N

1, se 2/(p—1)=a < N.
A existéncia e unicidade de uma solugao positiva do problema (VII) é assegurada pela
prova do Teorema 3.4.

Exemplo. Sejam, N =1, p=5ea = % (2/(p—1)). Assim temos o seguinte problema

ou  Pu
u(z,0) =p(x) zekR

Suponha também que

1 0, se xt — —0o0
|z|>p(z) —
1, se z — +o0.

Pelo Teorema 3.4 temos que
t%u(x,t) - h(x/t%) — 0 quando t — 400,
onde h é a solucao positiva do problema

( 1 1
h,/+§€h/+zh—h5:(), SGR

i Jeihe) = ST

[€l=+o0 1, se £ — —o0.

\

Note que a func¢ao h(§) ndo é simétrica.
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MY

Fig. 3.9: A func¢édo h do exemplo anterior.

3.10 Outros resultados sobre comportamento assintético

Os resultados que vamos descrever nessa segao sao referentes aos casos em que (p, @)
pertencem as regides indicadas na figura 3.10, veja [17, pg. 130]. Por exemplo, os teoremas
que estudamos até entdo sao referentes aos casos (p, ) € Il e (p,«) € 111, ouseja, 2/(p—1) =
ae2/(p—1) <a < N, respectivamente.

Na descri¢ao que faremos, informamos: a) a referéncia do artigo em que o resultado pode
ser encontrado; b) o comportamento assintotico; ¢) o conjunto sobre o qual a convergéncia é

uniforme e d) as hipdteses sobre o dado inicial.

el

VI

Fig. 3.10: Regioes que descrevem os diversos casos para p e a.
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o (p,a) €1, ]9

tp%lu(x’t) —(1/(p— 1));7%1 — 0, quando t — 400,

uniformemente sobre E,, ¢ > 0, em que 0 < ug € L®(RY) N C(RY) ou ug € LI(RY),

(1 < g < +00), e ug satisfaz a condi¢ao

lim |x|%u0(x) = +00.

|| —+-00
e (p,a) €11, [16]:
t2|u(z,t) — Uz, t)] — 0, quando t — o0,
uniformemente sobre E., ¢ > 0, em que w ¢é a solu¢ao do problema
U — AU = =U? em RY x (0,+00)
U(z,0) = Alz|™ em RM\{0},
e 0 <wuy € L®(RY) N C(RY) satisfaz a condicdo
\z|li>riloo |z|%ug(z) = A > 0.

(p,a) € 111, [16]:

t2|u(zx,t) — w(z,t)] — 0, quando t — 400,
uniformemente sobre E., ¢ > 0, em que w é a solu¢ao do problema

wy—Aw = 0 em RN x (0,+00)

w(z,0) = wug(r) em RN\{0},

e 0 < wup e L°(RY) N C(RY) satisfaz a condigio

lim |z|%ug(x) = A > 0.

|z|—+o0
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e (p,a) eV, 9
t%\u(x,t) —coK(z,t)] — 0, quando t — o0,

uniformemente sobre E,, ¢ > 0, em que K é o niicleo do calor, uy € L*(RY) e

C(]:/ ug(x)dq:—/ / lu(z,t)|P u(z, t)dedt = constante.
RN 0o JrN
o (p,a) € VI, [9]:

t%\u(x, t)] — 0, quando t — o0,

uniformemente sobre E., ¢ > 0, em que ug € L'(RY).
e (n,) € VIL, [3]
|tv%1u(m,t) —w(x,t)] — 0, quando t — +o0,

—alz|?

uniformemente sobre RY, em que uy € LY(RY) e u(x,ty) < Ae para algum t >

0, A>0, a>0,ecw(z,t)= tfp%lf(x/\/f), com f € CT(RY) satisfazendo

r 1 1
~Af—-2-Vf+fl———f=0
2 p—1

/ IV £ (z) 2™/ 4dz < 400
RN

L 0< f(z) < C’e_a("z‘z, para algum C' > 0e 0 < ag < 1/4.
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