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Resumo

Neste trabalho estudamos uma teoria assintotica para um sistema homogéneo de
equacoes em diferencas funcionais. O enfoque é na existéncia de solugoes convergentes,
comportamento assintotico e propriedades desta classe de solucoes para perturbacoes nao
lineares do sistema homogéneo. O problema é abordado via teoria das dicotomias. Especi-
ficamente estudamos o caso no qual a equacao homogénea, possui um determinado tipo
de dicotomia. Alguns dos resultados usados para demonstrar os teoremas de convergén-
cia sao os teoremas de Krasnoselky e o critério de compacidade. Também analisaremos

informagoes com respeito ao conjunto das solugoes convergentes.

Palavras-chave: Equacoes em diferenca com retardo infinito; Comportamento Assin-

totico; Propriedades de compacidade; Equagoes em diferenca do tipo Volterra.



Abstract

In this work we study an asymptotic theory of a homogeneous system of Functional
Difference Equations. The main point is to analyze the existence of convergent solutions,
the asymptotic behavior and proprieties of this class of solutions for this systems, but
with nonlinear perturbations. The problem is attacked via Dichotomy Theory. More
specifically, we study the case for which the homogeneous equation has an specific kind
of dichotomy. Some of the results we use to prove the convergence theorems involve the
Krasnoselky’s Theorem and The Compacity Criterion. We also present some information

about the set of the convergent solutions.



Introducao

O estudo de equagoes em diferencas funcionais sobre um espaco de fase tem grande
importancia em aplicagoes nos sistemas do tipo Volterra, que por sua vez aparecem de
maneira natural em diversos modelos Biologicos, Economicos, Quimicos e Fisicos. Os
espagos de fase abstratos foram introduzidos por Hale e Kato [8] afim de estudar a teo-
ria qualitativa de equacgoes em diferencas funcionais com retardo infinito. A teoria da
convergéncia tem um papel importante no estudo de diversos problemas em equagoes em
diferenga. Nesta dissertacao nos concentraremos no sistema linear homogéneo de equagoes

em diferencas funcionais
x(n+1)=L(n, z,), n>mng >0, (1)
e o correspondente sistema perturbado
z(n+1) = L(n, z,) + fi(n, z,) + fa(n, z.), (2)

onde L : N(ng) x B — C" é uma aplicagao limitada com respeito a segunda variavel, a
qual pertence ao espaco de fase B.

Os resultados que apresentaremos foram obtidos por Del Campo em sua tese de doutorado
(ver [5]). Tais resultados abordam a existéncia, comportamento assintético e propriedades
de compacidade de solugoes convergentes para uma equagao em diferenca funcional em
um espaco de fase submetido a pertubacoes nao lineares, f; e fo, com a hipotese que a

equagao (1) tenha uma dicotomia p-somavel ou uma (ky, k2)-dicotomia. A dificuldade
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desse tipo de abordagem, consiste em construir projecoes convenientes afim de decidir

quando um sistema tem uma determinada dicotomia.

A relevancia dos resultados aqui apresentados reside no fato que existem impor-
tantes aplicacoes devido a generalidade da equagao tratada. Como modelo concreto desta

classe de equacoes nos estudamos sistemas em diferencas do tipo Volterra.

A dissertacao esta dividida em quatro capitulos. O primeiro, focado em definicoes
e resultados preliminares, podendo destacar o lema de compacidade e o teorema de Kras-
noselky, que serao usados na demonstracao dos principais resultados. Nos capitulos dois e
trés, podemos destacar dois teoremas que tratam o comportamento assintotico de solucoes
do sistema (2), assumindo que o sistema (1) possui uma (k;, k2)-dicotomia e dicotomia
p-soméavel. E no quarto capitulo generalizamos os resultados até entao obtidos e apresen-

tamos aplicacoes em equagoes em diferenca do tipo Volterra.



Sumario

1 Notacoes e resultados preliminares 9

2 Resultados de convergéncia para sistemas com (ki, k;)-dicotomia com-

pensada 23

3 Resultados de convergéncia para sistemas com dicotomia p-somavel em

peso 45
4 Aplicagoes 62
4.1 Generalizacoes . . . . . . . . L 62
4.2 Sistemas em diferenca do tipo Volterra . . . . . . . .. ... ..., 67



Capitulo 1

Notacoes e resultados preliminares

Vamos inicialmente apresentar os espagos que iremos trabalhar ao longo da disser-

tacao.

Denotaremos por §(Z~, C"), a familia de todas as func¢oes de Z~ em C”, onde Z~
é o conjunto dos inteiros nao positivos e C" é o espaco Euclidiano complexo de dimensao
r com norma |- |. Para uma fungao x : Z — C" e n € Z, denotamos por x,, um elemento
de F(Z~, C") definido por z,(s) = z(n + s).
Definimos o espago de fase B (C F(Z~,C")), como sendo um espago de Banach com norma

| - [|» e que satisfaz os seguintes axiomas:

(A) Existe uma constante positiva J e fungoes nao negativas N(-) e M (-) definidas em
77", onde Z* é o conjunto dos inteiros nao-negativos, com a propriedade que se

x : Z — C" é uma funcao tal que zg € B, entao para todo n € Z*:

(i) z, € B,
(if) Jlz(n)] < flznlls < N(n) sup |z(s)] + M(n)[|zo]|
(B) A aplicagao inclusao i : (B(Z7,C"), || - |l«) — (B, || - ||») é continua, ou seja,

existe K > 0 tal que ||¢|ls < K||¢|/, para todo ¢ € B(Z~,C"), onde B(Z~,C")

representa o espaco das fun¢oes limitadas de Z~ em C".

Exemplo 1.1. Considere o : ZT — R" uma sequéncia positiva crescente. Definamos o
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conjunto ‘B, por

B, = {¢ 47 — C" : sup [$(=n)] < +oo},
neZ+ a(n)

|o(=n)]

que é um espago de Banach com norma ||¢||s, = sup T, ¢ € B,. Tomando J =
nez+ QN
K =a(0)™! e M(n) = 1, vejamos que B, satisfaz as condigoes (A) e (B).

Se x:7Z — C7, & tal que xy € B,, entao paran € Z* :

ool gy 122, g L2l ]

[2n [, = sup

sup , sup
mezZt @(m)

0<m<n a(m) m>n « m)
E como temos que

an(=m)| _ lwo(n—m)| - |zo(=(m —n)]
men a(m) m>117>1 a(m) = m}; a(m —n)

pois « é crescente. Logo o item (i) da condi¢do (A) é satisfeita.

) fe—m)]  fe(n=0)
lenll, = sup = oy TS Ty 2 a@)

Assim,
a(0) " z(n)| < [lzal|s.
Por outro lado,

H$ H% = sup |xn(—m)\ = sup ‘x(n_m)l
“ mez+  a(m) mez+  a(m)

= max Ssu
Lmﬁn a(m) em a(m)

[Zo(n —m))|

n>m  a(m)

IA
w
i
T

IN
w0
Vv =
o

= lzolls. < llwolls, +a(0)™" sup |(s)].

0<s<n
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Mostrando assim que o item (ii) da condi¢ao (A) é valido.

Como

lols, = sup LT
meZ+ a(m)

()] ()]
ey s R N (0

= a(0)"sup |p(t)] = @(0) ¢l oo,

teZ—

segue que a inclusdo dada na condi¢do (B) é continua. Mostrando assim que B, é um

espaco de fase.

Nesta dissertacao sempre que escrevermos ‘B, estaremos nos referindo a um espago
de fase. Suponhamos que {k(n)},cz+ seja uma sequéncia positiva arbitraria. Denotaremos
por X}, o espago de Banach de todas as fungoes 7 : N(ng) — B que sao k-limitadas, ou
limitadas com peso k, munido da norma:

Inlle = sup [In(n)[|sk(n) =" < +oo,

n>ng

onde N(ng) = {n € N;n > ng}, com ng € Z". Neste espago consideramos o subespago
X,k das fungoes £ € X, que sao k-convergentes, ou convergentes em peso k, ou seja, para
os quais existe o limite lim &(n)k(n)™' (que denotaremos por Z% (¢) = lim &(n)k(n)™h),
munido com a norma Hn_)ﬁz Denotaremos por Xoox[A], para A > 0, bgﬂ;xi]f]\k < A em
Xoo,k

O objetivo é estudar o seguinte sistema linear homogéneo de equacoes em diferengas
funcionais:
x(n+1)= L(n,z,), n >ne >0, (1.1)

e seu sistema perturbado
x(” + ]') = L(n’ ‘/I/'TL) + fl(n’ xn) + f?(n7 x.)a (12)

onde L : N(ng) x 8 — C" é uma aplicac¢ao limitada com respeito a segunda variavel, e no
que se segue L sempre denotara um operador com essa propriedade; fi : N(ng) x B — C”
e fo : N(ng) x X — C" sio fungoes sob certas condigdes que especificaremos mais adiante

e, To : N(ng) — B ¢ a fun¢io definida por z.(n) = x,,.
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Para qualquer n > 7, definimos o operador T'(n,7) : 8 — B por
T(na T)QO = xn(W T, 90)7 P e %7

onde z(-, 7, p) denota a solu¢ao do sistema linear homogéneo (1.1) que passa por (7, ),

ou seja, (-, T, p) = .

Afirmacgao 1. O operador T'(n,T), chamado de operador solugao do sistema linear ho-

mogéneo (1.1) € linear limitado, isto €, T'(n,7) € £(°B).
Afirmacgao 2. O operador T'(n, T) tem as sequintes propriedades de semigrupo:
T(n,s)T'(s,7)=T(n,7), T(r,7) =1 n>s>r.

Aqui T denota a identidade de £(B).

De fato, T'(n, )¢ = x,(-, 7, ¢) = T(7, T)p = z.(-, T, ¢) = . Logo
T(r,7)=1L
Note que T'(n, s)T'(s, T)¢ = xu(+, s, zs(+, 7, ¢)), fazendo y(t) = z(t, s, zs(-, T, ©)),
dai temos que y(t) é solugao de
y(t + 1) = L<t7 yt)a t 2 T,
Yr = ©.
Logo ©, =y, = T'(n, 7). Assim T'(n, s)T'(s, 7)p = T(n, T)p.
Definicao 1.1. Sejam ki e ky duas sequéncias positivas.
(a) Dizemos que o sistema linear homogéneo de equagoes em diferencas funcionais (1.1)
tem uma (ky, ko)-dicotomia, se o operador solu¢ao T'(n, T) satisfaz as sequintes

propriedades: Eziste uma constante positiva M e um operador proje¢ao P(T) : B —
B, (P(1)?>=P(7)), 7 € Z", tal que se Q(7) =1 — P(1), entao

(a.1) T'(n,7)P(1) = P(n)T(n,7), n>T.

(a.2) A restricao T(n,7) |w@ey), n = T, € um isomorfismo de R(Q(T)) sobre
R(Q(n)), onde R(Q(-)) denota a imagem de Q(-), e denotaremos por T'(T,n)

a aplicacao inversa.
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(a.3) | T(n,7)P(7)|| < Mki(n)kr ()", n > 7.

(a.4) | T(n,7)Q(7)| < Mky(n)kao(T)™t, 7> n.

(b) Dizemos que a (kyi, ko)-dicotomia é compensada se existe uma constante positiva C' >
1, tal que:
k1(n)ki(m)™t < Chy(n)ke(m)™, n > m.

Definicao 1.2. Seja p > 1, e sejam ay e ay duas sequéncias positivas. Dizemos que
o sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somdvel em peso (ai,az) se o operador solugao
T(n, 7) satisfaz as condigoes (a.1) e (a.2) da defini¢cao anterior e, além disso, existe

uma constante positiva K tal que:

1/p
1) IT(n, ) |agyp == (Z IT(n, s)||Pas( )) < Kay(n), paran > ng, onde T'(n, s) denota

s=ng
a funcao:

T(n,s+1)P(s+1), sen—12>s,
L(n, s) =
—T(n,s+1)Q(s+1) sen—1<s,
chamada a Fungao de Green associada a equagao (1.1).

Exemplo 1.2. Consideremos o espacgo de fase

B, = {¢ 17~ — C*: sup [¢(=n)] < —1—00},

neZt Oé(n)

onde a(n) = 2". Sejam ki(n) = ky(n) = 27". Nestas condi¢oes, consideremos o seguinte
sistema em diferencas
y(n+1) = Ay(n), n > 0, (1.3)

onde A =

O NI
[\
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Denotemos por T'(n) como sendo T'(n,0). Afirmamos que T'(n) é um operador

limitado no espaco B,

T(n)(b = yn('a 0, ¢)
T(n)¢(0) = yu(9,0,¢), 0 <0
= y(n+46,0,¢),0<0.

Da equagao (1.3), temos que

y(n+0) = A"y(0)

B 2-(40) 61(0)
N ( 0 ontf ) (92(0) )
2-(n+0)91(0)
( 2n+092(0) )

No caso n + 6 < 0, temos T'(n)¢(0) = ¢(n + ), onde ¢(-) = (¢*(-), ¢*(-)) € B..

Dai vemos que T'(n) é definido por

y(n+90,0,¢) = (27"¢!(0), 20"7¢%(0)), —n <0 <0,

T(n)e(0) = {
o(n+0), 0 < —n.

Definamos as seguintes projecoes, P(n) : B, — B, e Q(n) : B, — B,, com
Q(n) =1 — P(n), definidas por :

(¢1(0) —277¢1(0), *(0) — 2°6°(0)), —n <0 <0,

P)o(0) = { 00 .
(2_0¢1(0)’ 29¢2(0))7 —n <0< 0,

Q(n)e(d) =
(6'(6), ¢*(0)) 0 <—n.
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Mostremos que P(n) é uma projegao:

O caso # < —n é imediato e no caso —n < 6 < 0, temos :

P(n)(P(n)¢)(0) = P(n)i(0)
= (') -
= (¢'(0) -

¢*(0) — 2%2() 2°(¢°(0) — 2°¢%(0)))
= (0'(0) —277¢'(0), ¢*(0) — 2°¢*(0))
= P(n)o(0).

‘9@/} (0), ¥*(8) — 2"4*(0))
¢'(0) — 27%(¢'(0) — 2°6'(0)),

Mostremos que Q(n) é projecao:
Q(n)? = (I-P(n))> =1-P(n)—P(n)+P(n)> =1—-P(n)—P(n)+P(n) = I—P(n).
Dai, Q(n)* = Q(n).

¥1(6) ¥2(0)
Qpe) = { (2776'(0), 2°6*(0)), —n <0 <0,
(6'(9), ¢°(0)) 0 < —n,
T(n—1)o(6) = { (27 061(0), 2 H4062(0)), —(n — 1) <0 <0,
o(n—t+0) 0<—(n—1t).

Para o célculo de T'(n — t)Q(t)¢(0), temos alguns casos a considerar:

(i) 0 < —(n—t)en—t+6 < —t. Nesse caso temos n —t+6 < 0 e 6 < —n, entao
T(n—t)Y(0) =1(n—t+0) = d(n—t+0). Logo temos que

T(n=1)Q(t)p(0) = ¢p(n —t +6).

(ii) 0 < —(n—t)e —t<n—t+0 <0. Nesse caso temos n —t+6 <0e —n < 6 < 0.
Entao

T(n—t)y(0) = (2" 961(0), 206%(0)).
No caso em que —(n —t) < 6 <0, temos n —t + 6 > 0.

T(n—t)p(0) = (2-"0y1(0), 20 42(0)).



Temos os seguintes casos a considerar:

(17i) 0 < —t =t < 0, nesse caso nao faz sentido T'(n — t)Q(t).

(iv) t<0=>t>0en—t+0>0=>n+0>t>0=-n<0<0.

T(n—t)y(0) = (2= ¢ (0), 2 +¢*(0)).

Portanto, paran > t, T'(n —t) : Q(t)B, — Q(n)B, é dado por:

TW@Q@M@){

(2—(n—t+9)¢1(0)’ 2n—t+0¢2<0))’ n< 0 S 07
(@' (n—t+0), *(n—t+0), 0<-—n

Analisando da mesma forma a obter T'(n — t)Q(t), obtemos que para n > t,

T(n—t)Q(1)
T(n — t)P(t)

= Q(n)T(n—1),
= P(n)T(n—t).

16

Afirmamos que T'(n — t), para n > t definido acima é um isomorfismo de Q(t)%B, sobre

Q(n)B,. E sua aplicac¢ao inversa é dada por:

T(n—1)Q()e(0) = {

Temos que

T(n—1)P)Q(0) = {

(27191(0), 27" N¢2(0)),  —t <6 <0,
(O'(t —n+0), P2t —n+0)), 0<—t

(0,0), —n+t<6<0,

Yin—t+0), 0<-n+t

Quando 6 < —n + t, temos 2 casos a considerar:

(i) —t<n—t<0

(ii) n—t+0<—t

No caso (ii) temos ¥(n —t + 6) = (0, 0). No primeiro caso temos

[Y(n—t+0)] (d(n —t+0) —27"+191(0), 6°(n — t +0) — 2 "9¢%(0))|
-6 o -6
pln—t+0)| | 2]o(0)
— 92—0 92—0
< 2t—n |¢(n —t+ 0)| + 2n7t+20‘¢(0)‘

2—(n—t+0)
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Logo,
IT(n —t)P(t)¢ll < 2.2 "]l = |T(n —t)P(t)]| < 2.2

Analogamente, obtemos

IT(n - )P < 227070, n>t,
17— DQ)| < 227070, ¢ > .

IN

Assim, o sistema (1.3) tem uma (27",27")-dicotomia, que de fato é compensada,

onde a constante da definicao é C' = 1.

Exemplo 1.3. Consideremos o espago de fase

B, = {QS:Z_ — C: sup [$(=n)] < +oo},

neZ* a(n)

onde a(n) = 2" Sejam a;(n) = (1/v2)", az(n) = (1/4)"*! e a > 1. Entdo consideremos

a equacao em diferenca homogénea:
z(n+1)=a"z(n), n >ny > 0. (1.4)
A solugao da equacao (1.4) é z(-, m, ¢) tal que x,,(-, m, ) = . Temos que

z(n) = a"tz(n—1)=a"ta"%. . a"x(m)

_ \/a(n+m71)(nfm)$(m) _ \/a(n+m71)(nfm) QO(O) .

Logo temos que o operador solugao para este problema ¢é definido da seguinte forma:

\/a(n+9+m*1)(n+97m)(p(0)7 m—n<60<0,

o(n+60—m), n+60 <m.

T(n,m)e(0) =

Como T'(n,7) é o operador solugao do sistema (1.4), entao satisfaz as propriedades de
semigrupo:
T(n,s)T(s,m)=T(n,m),n>s>meT(n,n)=1

As proje¢oes tomadas neste exemplo sao definidas por P(n) : 8, — B,,

p(0) — 0(0)y/a® "0 _p<p <o,

0, 0 < —n,

P(n)p(0) =
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e Qn)=01-P(n): B, — B, definida por:

©(0), 0 < —n.

Q(n)p(0) =

Para n > 7, temos:

Para n > 7, temos que T'(n, 7) : Q(7)B, — Q(n)B, é dado por:

@(O)\/E(T+€_n)(n+9+7_1), —TLSQSO,

o(t—n+0), 0 < —n,

T(n,7)Q(7)p(0) =

e obtemos que:

IT(n, s)P(s)plls, < 2(1/2)"[[¢llmar n = s,
IT(n, 5)Q(s)ellB,

IA

25711“()0”%&7 s 2 n,

o que implica que:
||F(TL, ')||a2,1 < 2(11(”)7 n = ng.

Dai, temos que (1.4) tem uma dicotomia 1-soméavel.

Definigao 1.3. O espago (> := (>°(N(ng), R™) é definido como sendo o espago de Banach

das sequéncias limitadas.

Defini¢ao 1.4. Um conjunto S de sequéncias x : N(ng) — R™ ¢é dito equiconvergente em
0o se toda sequéncia de S € convergente mo ponto co e para todo € > 0, existe um N € N
tal que |x(n) — ZL (z)] <€, Yn > N,Vz € S.

Lema 1.1. (Critério de Compacidade em X ;) Seja S um subconjunto de X .

Suponhamos que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(C1) O conjunto HE(S) := {£(n)k(n)~t : € € S} € relativamente compacto em B para
todo n € N(ny),
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(Cy) S € equiconvergente em peso k em oo; isto €, para qualquer € > 0, existe N € N tal
que
1€()k(n)™" — ZE (€)|lw < €, para todo n > N, para todo & € S.

Entao, S € relativamente compacto em X .

Demonstragao. Seja {&,}m uma sequéncia em S. Como (Cy) nos diz que HF(S) ¢
relativamente compacto em B, temos que existe uma subsequéncia {&m; bm, de {&m}m tal
que o limite a(n) = lim &, (n)k(n)™" eziste para cada n € N(ny).
j—o0
Afirmagao: O conjunto Z5 (S) = {Zk (&) : € € S}, € relativamente compacto em B.
Temos de (Cy) e (Cy) que ZE (S) é limite uniforme dos conjuntos relativamente

compactos HF(S), e assim ele € relativamente compacto em B. Vemos que {Z% (&)} €

uma sequéncia de Cauchy em B. De fato,
1€, )k (1) ™" = &, (R)E(0) "l = [[6m, (n)E(0) ™" — a(n) + a(n) — &n, (n)k(n) ™ [l

<& k()™ = a(n)||w + [la(n) — &n, (n)k(n) ™ |s
Mostremos agora que {&y},, € uma sequéncia de Cauchy em Xoo . Seja N dado pela
condi¢ao (Cy), seng <n < N :

1€m; (1) = Em (M) | () ™! < (|€m, (0)A(0) ™" = a(n)]|ss + [la(n) — &, (n)k(0) |-
Para n > N, temos
1€m, (1) = Em, (W) |k ()™ < [[6n; ()E(R) ™! = Z2, (&) l8 + 1Em, (R)E(n) ™" = ZE, ()
+ 125 Em,) = Z5(Em,) |-

Entao de fato {&n,}; € uma sequéncia de Cauchy em X i, portanto o conjunto S ¢é

relativamente compacto em X .

Observagao 1.1. A condigao (Cy) pode ser substituida pela sequinte condicdo equivalente:

(Co)* S € uniformemente de Cauchy em peso k; isto é, dado € > 0, existe Ny € N tal que
1€(m)k(m) ™" — &(n)k(n) " |s <e,

para todo m > n > Ny, para todo £ € S.

B
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(Cs) = (C3): Temos que ||E(n)k(n)~t — Z* (&)]|s < €, para todo n > N e para todo
¢ € S. Entao, paran,m > N,

lg(m)k(m) =" = E(m)k(n) " [ls = 1§(m)k(m) ™" = ZL(€) + Z5,(§) — E(m)k(n) " [l
< [[€(m)k(m)™ = ZEL ()l + 1 25.(€) — Em)k(n) ™ [|s.

Logo temos que S é uniformemente de Cauchy.

C3) = (Cy): Temos que {&(n)k(n)~'}, ¢ uma sequéncia de Cauchy em 9B, para cada
2
£ € S Como & € S temos que o limite Zfo(f) = lim §(n)k(n)_1 existe.

Seja n > Ny, n fixo. Entao temos:

1€(m)k(m) ™" — &(n)k(n) " s <€,
para todom > n, para todo& € S. Portanto,

a = sup sup [|§(m)k(m) ™" — §(n)k(n) s <€,

£esS m>n

para todom > n, para todo& € S.
Dai temos que ||Z% (&) — &(n)k(n) s < a < ¢, para n > N, para todo £ € S.

Mostrando assim a equivaléncia entre as condicoes.

Consideremos a fungio com valores nas matrizes r x 7, E°(t), para t € Z~, definida
por:
0 I (matriz identidader x r), t =0,
E°(t) = e
0 (matriz nula), t <O0.

E°(0)(t) == E°(H)(v), t € Z~, v € C".

Lema 1.2. Assumamos que a fung¢ao z : [T, +00) — B satisfaz a rela¢ao

z(n) =T(n, 7)z(1) + iT(n, s+ 1)E%(s), n >, (1.5)

s=T

e definamos a funcao y : Z — C" por:

y(n) = (1.6)
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Entao, y satisfaz a equagao

yn+1) = L(n, y,) + p(n), n >, (1.7)
e a rela¢ao y, = z(n), n > 1.
Demonstragao. Pelo Teorema de representagoes de solu¢oes de Murakami (ver Teorema

2.1 em [11]) para equagoes de diferenca funcionais em espagos de fase, temos que a solugao

x(+, 7, ¢, p) de (1.7) passando por (7, ¢) satisfaz a relacdo:

n—1
(s, 7, ¢, p) =T(n, 7)o + ZT(n, s+ 1)E°(p(s)), n>T. (1.8)
Assim, de (1.5) e (1.8) temos que:
z(n) =z, (-, 7, 2(7), p). (1.9)
Portanto,
z(n)(s) =x(n+s, 7, 2(7),p), s<0en>r. (1.10)
Logo,

2(n)(0) = z(n, 7, 2(7), ).
De (1.6), (1.9) e (1.10) temos:

z(n + s)(0), s>T1—n, x(n+s, 1, 2(1),p), $>T—n,
yn+s) = =
2(r)(n+s—71), s<T—n, x(n+s, T, 2(1),p), s<T-—n,
ou seja,
Yn(s) = xn(s, 7, 2(1), p), para s < 0.
Assim:

Yn = Tn(, 7, 2(7), D). (1.11)
De (1.9) e (1.11), tem-se que y, = z(n), para n > 7. E como z(n)(0) = y,(0) = y(n), de
(1.11) obtemos
y(n) = x(n, 7, 2(7), p) = x(n, 7,0, Y-, p), para n > 7.

Portanto y(n) é solu¢ao de (1.7) passando por (7, ¢). |
Os préximos resultados serao usados na demonstracao dos teoremas que estudam o com-

portamento assintotico do sistema (1.2).
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Lema 1.3. (Teorema de Krasnoselky) Se S é um conjunto convezo e completo de
um espaco normado E, T : S — S € uma aplicacao continua com imagem relativamente
compacta, B : S — E é uma contracao e Tx + By € S, para x, y € S, entao T + B tem

um ponto fixo.

Definicao 1.5. Sejam 2 C R"™, um aberto, u : 2 C R® — R uma fung¢ao mensurdvel e

1 < p. Dizemos que u € LP se

1/p
paral <p < 400 : |jull, = </ ]u(x)|pdx> < 00,
Q
parap = 400 : ||u]lw = esssup |u(z)| = inf{C; |u(z)| < Cq.t.p. em Q} < 0.
€N

Lema 1.4. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p < +00 e q definido pela relagao
%%— % =1. Seue LP() ev e LYQ), entdo uv € L*(N) e

[wolly < flull, o]l

Lema 1.5. (Desigualdade de Gronwall discreta)Sejam z(n) e h(n) duas sequéncias

de niimeros reais, n > ng > 0. Se

z(n) <M [z(no) + i h(j)z(j)] , para algum M > 0,

entao
z(n) < z(no) H [(1+ Mh(5))], n=0,

n—1

z(n) < z(ng)exp LZ Mh(j)] . n > n.

i=ng



Capitulo 2

Resultados de convergéncia para
sistemas com (kq, ko)-dicotomia

compensada

Para o que segue, vamos requerer que a equagao linear homogénea (1.1), tenha
uma (k1, ko)— dicotomia compensada, e a equagao em diferenga quase linear (1.2) seja

submetida a duas perturbacgoes nao lineares.

Introduzimos a seguinte notacao, para ¢ € ‘B :

Zy(n) :=T(n, ng)P(ng)e.

Para os resultados seguintes, vamos precisar da seguinte hipotese:

(D) As seguintes condi¢oes valem:

(d-1) A funcao fi(n, @) é localmente Lipschitz em ¢ € B; isto é, para cada ntimero

positivo R e para todo ¢, ¢ € B, com ||¢||s, ||¢¥|ls < R, verifica-se que:

| fi(n, @) = fi(n, ) | < k()™ Fa(n, R)lo — ¥,

onde Fy : N(ng) x Rt — R* & uma fung¢ao continua nao decrescente com respeito a

segunda variavel, fi(n, 0) =0 e Fi(n, 0) = 0, para n > ny.

23
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(d-2) Existem constantes positivas py;, j = 1,2 tais que

i F1 (S, ,uljkj (S)) ]{31 (S + ].)_1 < +00.

s=ng

(d-3) Existem constantes positivas \;, e fungoes Fy; : N (ng) x R — R* nio decrescentes
com respeito a segunda variavel, com j = 1,2, tais que para cada (n,§) € N(ng) x

X}, com ||§||1<;J < )\, verifica-se que:
f2 ()] < Fay (. €l )

(d-4) Existem constantes positivas p;, j = 1,2 tais que

Bu; = sup M < 1,
v€Op]
onde
5 () =T By (s, ) b (s + 1)
com o

Ty := KMCmax {1,Cki (no) ks (no) '},

K & a constante do axioma (B) e M, C sao as constantes da defini¢ao de (ki, k2)-

Dicotomia Compensada.

No teorema seguinte vamos estudar convergéncia das solugoes de (1.2) sob certas
condigoes acerca do sistema linear homogéneo (1.1). Devido a tecnicalidade da demons-
tragao, vamos descrever seu esquema: iremos aplicar o Teorema de Krasnoselky para
operadores adequados B? e T7, definidos sobre o espaco onde estardo as solucoes con-
vergentes, X , de modo que a equagao que o ponto fixo obtido satisfaz corresponda a
equagao do Lema (1.2). O ponto fixo estard em X g, e serd a solugdo procurada. As
hipoteses que assumiremos sao: (A) e (B) dos axiomas de espago de fase, (a) e (b) dos
axiomas de dicotomia compensada, (D) que sdo condigoes sobre as perturbagoes (f1) e
(f2) e a tese & dado ¥ € B, com P(ng)Y de norma suficientemente pequena, existe uma
solucao de (1.2) passando por (ng, ¢) que converge em peso kj, j = 1, 2. As etapas da
demonstracao sao: Definir B’ : Xoo,k;[7j] — Xoo,k;» operador sobre elementos de norma
< v, suficientemente pequena. Mostraremos que B’ esta bem definido e que ¢ uma con-

tracio. Em seguida definiremos 77 : X 1, [v;] — Xoo,x,[7;] operador sobre elementos
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de norma < ;, mostraremos que 77 esta bem definido e que se &, u € Xoo 1,[7;], entao
TIE+ B € Xoo i, 5], ou seja, que T7 + B é fechado sobre X 1, [7;]. Em seguida vamos
demonstrar que o operador 77 é continuo e que I'm(T7) é relativamente compacta usando
o critério de compacidade (Lema 1.1) . Com isso estaremos prontos pra usar o Teorema
de Krasnoselky (Lema 1.3) e mostrar que a equacao satisfeita pelo ponto fixo define uma

solucao.

Teorema 2.1. Assumamos que a condi¢io (D) vale. Suponhamos também que as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

(D) O sistema (1.1) tem uma (ky, k2)-dicotomia compensada tal que

lim &y (m)™" T (m,n) P (n) =0,

m—00

para qualquer n € N (ng).
(D2) Para qualquer n > ng e j = 1,2 as fungoes

gj (nv ) = F2j (nuu'j>_1 f2 (TL, ) )

sao continuas.
(D3) Os limites w (€) == ZX, (g; (9,€)), j = 1,2 existem uniformemente em & € Xoo s, [Aj].

Entao, existem constantes positivas 7, ]/_\\4-;'; para j = 1,2 tais que para cada

p € P(no)®B com gl < (B, — 0 (1)) M, emiste uma solugio y = y (p) =
v (n,no, ), j = 1,2 com P(ng)Y = ¢, da equagao (1.2) tal que lim k; (n)~! Y =

Além disso, temos a sequinte formula assintotica:
v, (p) = o(k; (n)) , quando n — oc. (2.1)
Demonstracao. Seja

Clpg) = Y Fils, pyki(s)) ka(s +1)7" < oo,

s=ng
Como Fy € continua e Fi(s, 0) = 0, temos que C(-) se anula em 0, logo podemos escolher
0 <, < pi; de modo que C(u15) seja suficientemente pequeno. Se tomarmos v; < fi;,

temos (3,, < 1. Entdo tomemos 0 < y; < min{\;, p;, p1;}, com j =1, 2, tal que

Tj = ﬁﬂj +KMC (Z Fl(S, Nljkj(s>> kl(S + 1)_1> <1,

s=ng
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onde 3, ¢ dado por (d —4).

Consideremos o operador B’ : Xoo, & [vj] — Koo, k5 definido por:

[e.e]

Bu(n) =Y T(n, s) E° (fils, u(s))).

s=ng

Entio Z8(Bip) = 0 ou seja, lim Blpu(n) k;(n)™ = 0.

Com efeito, para cada s € N(ng) temos

[p(s) |l ki ()™ <y < pag = lp(s) |l < pajiks(s).

1B () llshy ()" < Y IT(n, )| IE(Fals, ()]s hy() ™!

s=ng

K Y 0, ) 1fis, p(5)) oo ks (n) 7!

s=no

IN

K ) IT(n, )| k()™ Fi(s, pugks(s)(s) s k()™

<
s=nyg
(4)
, 1 N
< KDY |T(n, s+ 1)P(s+ 1)|| Fi(s, pjk;(s))ka(s)  k(n) ™" [lu(s) ]|
s=ng
(B)
4 n—1
+ KDY |T(n, s+ 1)P(s+ 1)|| Fi(s, pjk;(s)ka(s) " k()" [l e(s) |
©)

A

~

+ KY T (s, s+ 1Q(s + DI Fi(s, pungks(s)ka(s) ™ ()™ ()]s

Estimemos (A), (B) e (C) separadamente.
Como
T(n,s+1)P(s+1) = T(n, n)T(ny, s+ 1)P*(s+1)
= T(n,n1)P(n1)T(ny, s+ 1)P(s+1).
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Entao,
1T, s+ VP + 1) < |T(n, na)P(n)]||T(n1, s+ 1)P(s + 1)
< T (n, ny) P(ny)|| M ky(na)ka(s +1) 7"
Logo,
(A) <% K M||T(n, n1) P(na)| k(1) 2 k(5 + 1)k (5) 71k () ey (8) P (s, ks (s)).

Analisemos a sequinte expressio:
k(s + 1)k (s) 7 k() " hy(s) = ki (n) " Ra(n)ka (s 4+ 1) k() () Ty (s) = (%),
Temos 2 casos a considerar:
(G=1) (*) = k(s + 1)1 ()kr(n) ki (5) = k() k(s + 1)1 < Cha(n) k(s + 1)1,

(1=2) () = ki(n)7! (ki()ki(s + 1) 7 ki (s) " ha(n) " ha(s)) < Cha(n) hi(s +1)7"

Portanto,
ny—1
(A) S ’)/JKMC kl(nl)HT(n, nl) ni || kl Z Fl S /1'1] kl(s + 1)
S=nNo
Como antes,
n—1
(B) < v, KM Z ky(n)ky (s + 1) ey () 72k (n) 72k () Fu (s, ks (s))
n—1
<y KMCY Fas, pjki(s)ka(s +1)7
s=n1

() < %KMZ/’CQ Vha(s + 1)k (s) ™ h; () 7 h; () (s, paghi(s))

sS=n

< G KMCY  Fi(s, pjk;(s)ka(s + 1)

S=n
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Portanto temos que
187 pu(n) |k (n) ™!

n1—1
< ’}/]KMC kl(nl)HT(n, nl) n1 H kl Z F1 S /-1/1] )kl(s + 1)

s=ng

+’Y]KMC Z F1(57 /Lljk'j(S))kl(S + 1)71

s=ni

De (d — 2) temos que Z Fi(s, pjki(s))ki(s +1)7" < co. Tomando ny suficientemente

s=ng
grande temos que Z Fi(s, pijki(s))ki(s+1)7" <, e de (Dy) seque que para n suficien-

s=n1
temente grande

k1 (na)[|T(n, ny)P(na)|[ky(n) ™" — 0,

logo temos que

1B () | Ky ()~ — 0,

para n e ny tomados acima, com n > ny. Além disso, tomando p, § € Xeo 1, [7;], temos

[fi(s, u(s)) = fils, €(s))] < ku(s) 7 Fuls, wks(s))lln(s) — &(s)lls.

Logo pela propriedade (b) da dicotomia,
1B u(n) — BPE(n)]|s kj(n) ™"

n—1

S KM Y ki(n)ki(s + 1) ki (s) 7 Fi(s, vk () lals) = €() s by ()™

s=ng

+KMZ/<2 Vha(s + 1) ki (s) " Fils, vik;(9)) uls) — &)l ey (n)

S=n

Tomando o supremo temos que:

187 p(n) — BPE(n)l|s kj(n) ™" < KMC (Z Fi(s, vik;(s))Ra (s + 1)1) e = &l

s=ng
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mostrando assim que o operador B’ é uma contracao.
Denotemos por M; := MCI~ k;(ng)~" e seja ¢ € P(no)B tal que:

lells < (7584, — 6(75)) Mj*l, para j =1, 2.

Definamos o operador T sobre o conjunto Xoo,k; 175, 7 =1, 2, por:

T¢(n) = Z,(n) + Z I(n, s)E° f2(s, €),

s=ng

para § € Xoo k,[v;] € n > ng. Mostremos que T76 € Xoo 1, [7] -

(D)

I77€ )|y ()" < 1 Zo(n)s ks (m)

(1)

la ™~

+ K ST, s) L fals, )Nk (n) "

s=ng

Temos que Zy(n) = T(n, ng)P(no)p, entdo

[T(n, no)P(no)ells < [|T(n, no)P(nol| [l
< Mky(n)ky(no) ™" ol
< Mki(n)ki(no) ™" (B, — 6;(v;)) M;

= Mki(n)ki(no) ™" (38, — 8;(7;)) M~H(CT™) " k(o).
Analisando o caso j = 1, 2, vemos que:

(D) < 7By, — 0;(;),
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Fagamos agora a estimativa de (E):

(B) = K [T, s+ 1)P(s + Dl|Fy(s. )y (n)

s=ng

+ KDY T, s+ 1)Q(s + 1) Fay (s, v)ky(n)~!

IA

Z KMEy(n)ki(s + )71/@(%)71}7‘2]’(57 ’Vj)

s=ng
+ Z KM]CQ k’g S -+ ].) lkj(n)_ngj(s, ’}/j)
Da definicao de I'y e das propriedades de dicotomia temos que:

(B) <T1) | Fyls, y)ka(s +1)7"

s=ng
Portanto
IT7¢(n) |l ki (n) ™! < 758, <5

Mostremos agora que 75 (T7€) = 0 uniformemente em & € Xoo 1, [7;] :

177 () llsk;(n) =" < [IT(n, no)P(no)|l llellss k()™

(F)

— <
+ > T, $)E  fa(s, )llmki(n) ™
s=no
©)
30 P 9B Ll € by ()
FEstimemos inicialmente (F) :
(F) < KMky(ny)|[T(n, nq)P(ny)|[k;(n) =" + ni_:l Fyj(s, puj)ka(s + 1)
s=no

Como antes,

IT(n, s + 1)P(s + )|l < [IT(n, na) P(na) [ My (na) k(s + 1) 7,
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e da condigao de (k1, ks)-dicotomia temos que:

ki(n)ki(ng) ™' < GV kj(n)k;(ng) ! = Ki(n) ™t < CT kj(ng) "ty (n) " e (no).

Portanto:
n1—1
> 00, $)E° fals, &)l kj(n) ™
- ni—1
j—1 —1 1 —1
< KMC7kj(n0) " ka (no) [T (n, na) P(na) ki (n) ™" Y Faj(s, pi)ka(s +1)7"

Com o mesmo argumento mostramos que

(G) < KMC T ky(no)k;(no) ™" D Fals, pj)ka(s + 17",

e dessa forma temos que:
IT7€(n)ll sk (n) "
< T (n, no) P(no)l[k;(n) Il
ni—1
+ K MCT "k (ng)kj(no) M| T(n, m) P(ma) [k (n) ™" ) Fojs, py)ka(s +1)7"
s=ng

+ KMCj_lkl(no)kj(no)_l Z FQj(S, /Lj)lﬁ(S + ].)_17

s=n1

e das condig¢oes (d — 1) e (Dy) temos que para ny e n suficientemente grande temos que
|T7€]|s kj(n)~" — 0 uniformemente. Assim temos que T7¢ € Xoo 1, [75]-
Se &, 1 € Xoo,[v;], mostremos que T7E + Bl € Xog 1, [7;5].

IT7¢ + Blulls ky(n) ™" < ([T7€(n) [l kj(n) ™" + 1B p(n) | Ky (n) ™

<y KMC Y Fi(s, yiki(s) k(s + 1)l

s=no

< (T = Bu)vs = T < e
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Usando a condi¢ao (Do) vamos provar que o operador T7 € continuo. Para isso, consid-

eremos uma sequéncia {&m fm tal que &n — & em Xoo 1, [v5]. Seja ny > ng suficientemente

grande,
(H)
n1—1 A
177 (&m(n) = T7€(n) [l s ()™ < IIZ (n, $)E° [fa(s, &m) = fa(s, E)] s kj(n) ™
()

£ Y T ) [fals. 60) — fals, )] [lnky(n)

s=n1

(/)

A\

~

+ 1T, $)E [fas, &) — fols, )] 1w kj(n) L.

Estimemos (H) :

ni—1
(H) < KY |T(n, s+ 1)P(s+1)[| | fa(s, &n) = fols, )] k;(n) !
ni—1
< KM Z ki(n “Hai(s, &m) = (s, )| Foy(s, pj)ka(s +1)7"
ni—1
< KM max gi(s, &n 3] Z Fu(n)k;(n) ™ Fay (s, k(s + 1)~

nyp—1

< KMC' max gi(s,6m) = g5(5, &) ki (n0) ks (n0) D Fols, k(s +1) 7

no<s<ni—1
s=no

FEstimemos (I) :

K (700, s+ 1)Pls + Dl als. €0) — fols. €)[ky(n)

s=n1

(1)

IN

< KMZkl Vri(s + 1) [ fals, &n) = fals, €) k;(n) ™

s=n1

< KMCT Ky (no)k Z|f2 k(s +1)7

s=ni
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Estimemos (J) :

(J) < KY T, s+1)Qs + )| Fyyls, my)195(s. &m) = 95(s, €)Iks(n) ™"

< KMZk2 Vka(s + 1) fals, &m) — fa(s, )|k (n) ™"
< KMCY ki(n)k;(n) " |fals, &m) = fals, E)lka(s +1)7"
S KMCJkl ’rLo Z |f2 fQ(S, 6)“61(3 + 1)71

< Lidjluy) | max  gi(s, &m) = gi(s, €)1+ 2L, > Fyi(s, pka(s+1)7",
- s=ni

onde L; = = T WM C7ky (no)kj(no) ™! e d;(p;) € dada por (d —4). Assim obtemos que :

[T9€6m — Tk, < Ljo;(p;) max |g;(s, &n) — g5(s, E)

no<s<ni—1

+ 2L Y Fyyls, py)ka(s +1)7",

S=nN1

mostrando assim que o operador T7 é continuo.
Mostremos agora que a imagem de T7 ¢ relativamente compacta em B para todo n > ny.

Para isso provaremos que o conjunto

Hp (T X oo 1, [13]) = {T7E()k; (n) ™5 € € Xoo,r, 3]}

€ relativamente compacto em B para todo n > ng. Consideremos uma sequéncia arbitrdria
{&mtm em Xeo i, [v5] - Entao {gj(e, &n)}m € relativamente compacto em £2°. Com efeito,
temos de (d — 3):

19;(1, &n)| < Faj(n, i)~ Foj(n, |€mlle,) <1

e (D3) garante a equiconvergéncia. Mostrando a afirmag¢ao acima. Assim, existe uma

subsequéncia {g;(®, &m,) i uniformemente convergente para algum 1; € (. Fazendo

pi(n) = Fyi(n, pi)v;(n),



34

mostremos que a sequéncia T, (n)k;(n)~ converge para

Zo )k (n) ™ + 3 T, ) ;(s)ky(n) ™.

s=ng

De fato,

oo

776, () = Zp(n) = Y T(n, s)E%;(s)|ls k;(n) ™" <

s=ng

<KDY T (n, 9)[1Fo(s, 1) 19(s, &m,) — ()] By (n) ™"

s=ng

< Kl|g;(®, &m,) = Yillee Y T (0, 8| Foj(s, pj)ki(n) "

s=ng

< L0 (1)l g5(®; Eme) = Yjlloo-

A equiconvergéncia em peso em oo da imagem de T7 é uma consequéncia imediata do fato
que kj- limite de T7€ € zero uniformemente em & € Xoo i, [75] -

Construimos operadores B? e TV em Xook; [V5], tais que B € uma contracao, T7 € con-
tinua com imagem relativamente compacta e T7¢ + Bipy € Xoo,k; V5], para quaisquer
£ 1€ Xoo i, [75]- Aplicando o teorema de Krasnoselky, temos que T7 + B? tem um ponto
fizo & € Xoo i, [v;] ou seja, temos £(n) = T7E(n) + BIE(n), para n > ng, ou seja

En) = Zo(n)+ Y T(n, s)E° (fils, &(5)) + fals, €)), n > no,

s=ng

em particular, quando n = ng, temos:

E(no) = P(no)p — > Tlno, s+ 1)Q(s + D E® (fi(s, £(s)) + fals, €)),

s=ng
ou seja,

P(no)p = &(no) + 3 Tno, s + 1)Qs + 1) E°A(s, €),

s=no

onde A(s, €) = fils, &(s)) + fals, €). Logo

Zo(n) =T(n, no) [E(no) + > T(n, s+ 1)Q(s + 1) E°A(s, §) | .

s=ng
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Portanto

&(n) = T(n, no) (5(710) + Z T(n, s +1)Q(s + 1)EA(s, §)>

s=ng

+ ”i T(n, s+1)P(s + 1)E°A(s, &)

s=ng

— Y " T(n, s+ 1)Q(s + 1) E°A(s, €)

n—1

= T(n, no)é(no) + »_ T(n, s+ 1)E°A(s, £).

s=ng
Portanto & satisfaz as condi¢oes do Lema 1.2 com perturbacao A(s, &) = fi(s, &(s)) +
fa(s, &). Assim, definindo y por:

5(71)(0), n Z Ny,

§(no)(n —mng), n < ng,

y(n) =

temos que y € uma solugcao da equag¢ao (1.2) e y, = &(n), n > ng. O que conclui a

demonstracao do teorema.

Observacao 2.1. Com as hipoteses que temos no Teorema 2.1 nao garantimos a con-
tinuidade da aplica¢ao ¢ — ye(p), mas a mesma € garantida se substituirmos a condi¢ao

(Dy) pela sequinte condi¢ao :

(D4) Existem constantes positivas pa;, j = 1,2 e fungoes G; : N(ng) x Rt x RT nao-
decrescentes com respeito a segunda e a terceira varidveis, tal que G; (n,0,0) = 0,

para n > ng, além de

> Foj (s, 15) G (8, g, praj) ki (s + 1)_1 < 400,

s=ng

195 (1) = g5 (n,m)| < Gy (. €1, Il ) 1€ =l
para todo &,n € Xy,.
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Para provar a continuidade de tal aplicacao, comegamos escolhendo 7; do Teorema

2.1 com 0 < 7; <min{\;, p;, w1, p2;} tal que

7= B+ KMC Y Fi(s, vk (s)) ki (s +1)7

s=ng
+ Ti ) By (so) Gy (s ) k(s +1) 7 < 1
s=ng

Além disso, temos as seguintes estimativas responsaveis pela continuidade das apli-

cagoes precedentes:

Z T (n,s)E° (f2 (87 I (90)) = /2 (8, Y] (%00))) k; (”)_1
s=ng B
<10 >0 G (s [ @), s (2ol ) 192 () = w2 (ol P (s, 15) b (5 + 1)

<Ii Z Foj (5, 115) Gy (8,75,7) k1 (s + 1)

s=ng

va () = i (o), -
Vemos que:

D T (n,8) E° (fi (s.42 (0) = fi (5.0 (90) || Ky ()7

s=no
B

S KMC | Y Fy(s,75k5 () b (s + 1)

s=ng

va () = wd (o) |, -

Por outro lado,

192 (2) — 42 (20) || ki (n) ™" < MC7 'k (no) ™ [l — @oll o

va () — 1l (o),

+I (Z Fyj (s, 115) Gj (5,75, 75) k(s + 1)_1>

s=ng

va (0) = vl (o),

+KMC <i F1 (S,’}/jk'j (S)) kl (8 —+ 1)_1>

s=ng
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Assim,
(1= 75+ Bu,) [ (0) = v (o), < M;lle — ol -
ou seja, -
J — < J —
‘ Ye (90) Ye (900)”/% = (1 — + ﬁluj) ||S0 @0”%7

onde ]\A/f] ¢ a constante dada na prova do Teorema 2.1

Usando o mesmo tipo de argumento temos a seguinte desigualdade:

|

v (9) = 42 (o),

v (9) = vl (wo)lly, <126 = Zeolly, + (73 = Bay) |

onde

Notamos que [V =77 + B ¢ uma 7j-contragdo. De fato,

IT7€ (n) = T (n) | Ky (n) "

<Ii ( S Fiy (5. 415) G (5,757 b (s + 1)_1> 1€ = nlly,

s=ng

4 KMC ( S Fy (5,95k (5)) b (s + 1>‘1) 1€ = 7ll,

s=ng

Mostremos agora que para qualquer n > ng, se as fungdes ¢ — g; (n, 43 (p)), j = 1,2 sao

continuas, entao as fungoes ¢ — yI (¢), 7 = 1,2 também sdo continuas. De fato, para

cada & € Xoo g, [75], temos:

(1 =75+ Bu,) 1 (0) = 92 (o) |, < Myl = pollos 65 (115)
max |g; (5,2 (¢)) = 95 (s, (20))]

+ 2F1 Z kl (S + 1)71 FQJ' (S,[Lj) .

s=ni

A tltima condi¢do nido garante a continuidade de Z, — yJ () .
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Observagao 2.2. Se eliminamos a hipdtese f1 (n,0) =0, em (d-1), o Teorema 2.1 nao é

alterado de maneira essencial, pois € possivel obter um resultado andlogo para o sistema

z(n+1)=L(n,x,) + fi (n,z,) + fo(n,ze) — f1 (n,0) (2.2)

Antes do proximo resultado, observamos que pelo fato de k; e ko satisfazer a

propriedade de compensacao, temos que

ki (n
0 < inf 1(n) < ¢y
n>no ko (n)
Seja w = igf EEZ; Se w # 0, as sequéncias ki e ko sdo equivalentes, e entdo tem-se
n>ng

que L? = wL!', como pode-se verificar por um calculo direto. Caso contrario, w = 0, as
sequéncias nao sao equivalentes e tem-se que L? = 0. Vamos adotar w® = 1 para qualquer

w real nao negativo.

Teorema 2.2. Assumamos as hipdteses do Teorema 2.1, exceto (Dy), a qual é substituida

pela sequinte condi¢ao:

(D5) O sistema (1.1) tem uma (kq, k2)-dicotomia a qual é compensada e tal que

lim k; (m)~" T (m,n) P (n) =1L (n),

m—00

com j = 1,2 para todo n > ny.

Entao, existem constantes positivas 7;, ]\Z tais que para cada ¢ € P (ng)B com

el < (%8s, — 05 (3)) My, existe uma solugio y/ = 3’ () = ¥ (n,no,¥), com
P (ng)v = ¢, da equagao (1.2) tal que o k;-limites de y existe e HyZHk] < 7j, para
J=1,2. Além disso, temos a seguinte féormula assintotica:

n—1

un (0) = Zy (n) + 2. I'(n,s) E° (fi (592 (9) + fa (s:92 (9)) + ok (n)),  (2.3)
quando n — co. O kj-limite de yJ ¢ dado por:

75 (ya () = w7 L (no) o + 23 (Zl T (e,5) E° (fi (5,91 () + f2 (5.9 (w)))) :

s=ng
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Por outro lado, se b; := sup ||[L' (n)|| k; (n) < +o0, entao

n>ng

75 (i (@) = 'L (m) @+ S L (s + 1) B (i (5.8 (9)) + o (5.5 (9)))

s=no

(2.5)

Demonstracao. Usando a notacao do Teorema 2.1, destacamos alguns argumentos da
prova. Inicialmente notamos que os limites
lim A (m, &) k; (m)™" = 2 (A(s,9)),

J = 1,2 existem uniformemente em § € X x, [7;], onde 7; é suficientemente pequeno e

m—1

A(m, &)= Y. T (m,s) E'f,(s,¢).

s=ng

De fato, é suficiente provar que para todo € > 0, existe um naumero My € N, tal que:
HA (m, &) k; (m)f1 — A, &) k; (n)*lHEB < e,

para qualquer m > n > M, para todo { € Xy, [7;]. O fato que A (m,§) verifica a
ultima afirmacao é consequéncia das seguintes duas estimativas: Seja n; suficientemente
grande, e fixemos My > ny. Para cada m e n, satisfazendo m > n > M, temos:

ni—1

> [T (n,s) ks ()™ =T (m,s) k; (m) '] E°fa (5,€)

s=nyg B

ni—1 .

<KX Foy(s,) | max [T (m,s) ks () — w1 (s 1)
s=no no<s<ni—
, -1 j-lig1
+n0gr£127§71HF(m’5> kj (m) w L (3+1)H} :
Nossa segunda estimativa é:

n—1
Z (P (’I’L, S) kj (n)_l —T (’ITL, S) kj (m)_l) E0f2 <S7 5)
s=n1 B

+

mZ1F (mv S) kj (m)il Eof2 (Sv 5)

B

<30, Py (s,95) ka (s +1) 71,

s=ni
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onde I'y é dada por (d-4). Assim, temos provada nossa afirmagao.

n—1

Se B(n,n) = >.T(n,s)E°fi (s,n(s)), entdo os limites 7% (B(e,m)), j = 1,2 existem
s=ng

para cada 7 € Xoy, [7;]. O argumento para provar isto é analogo ao anterior. Sejam

m,n, M,;n; como antes. Entao temos as seguintes estimativas:

ni1—1

> (T (n,s)k; (n)™" =T (m,s)k; (m)™") E°fi (s, (s))

s=ng

»
< ¢y (1) max [|T(n,s)k;(n)"" —w/ 1L (s + 1)

no<s<ni

+ max [|T(m,s)k;(m)™" —w/ 'L (s + 1)

no<s<nj

Y

onde ¢y (ny) é uma constante que depende de ny, para n; suficientemente grande. A
segunda estimativa, é:

n—1

> (D) kj ()" =T (m,s) ks (m) ") E°f (s, (s))

s=ni

B

+

mzr (m, ) by (m) ™ E°F, (5,1 (5))

B

<3y KMC Y Fy (s,75k; () ka (s + 1)

s=n1
Assim os k;-limites de B7 sdo explicitamente calculaveis, e de fato temos que 75 (Bin) =
7% (B (e,n)). A equiconvergéncia em oo da imagem de 77 é consequéncia imediata do
fato que Z&3 (T9€) = w31 L (ng) ¢ + Z22 (A (e,€)), uniformemente em & € Kooy [V5]-
Assumamos que b; := sup ||L' (n)|| k; (n) < oo, e denotemos por A; (s) := fi (s,y7)+

' n>ng
fa (s,yl). Provaremos que:

n—1 . oo
lim k; (n)_1 > T'(n,s) EOAj (s) = w1 > ! (s+1) EOAj (s).

Notamos que a tltima série esta bem definida, pois de fato temos:

WS L (s 4+ 1) E°A, (s)

s=ng

B
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< Kb 5 (I (5) 7 Fi (s, 35k5 () Il + P (5. Dl ) ) B s+ )7

s=ng

< Kb O Iyl S Fi (s, ks () b (s + 1)

s=ng

+ Kbjw 1 CI 7 ky (no) kj (n0) ™ 32 Foj (s,%) kj (s + 1)

s=ng

S ijwj_le_lfyj Z (F1 (S,ijj (S)) k’l (S + ]_>_1

s=ng

+ F—llejwj_le_lh (no) k; (n0)_1 0j (%‘) :

oo
Ou seja, a série > L7 (s + 1) E°A; (s) é dominada pelas séries convergentes
s=nyg

S F (s, 75k (5) B s+ 1) e 5 (7).

s=ng

Para provar o kj-limite, temos a seguinte estimativa: Escolhamos n; suficiente-

mente grande e seja n > n; arbitrario. Entao:

k()" ST (n,8) BOAy (5) — 3 w9 1LY (s 4 1) EOA; (s)
<c(m) max [k ()T (n,8) — w2 s+ 1)
+ KMC:Z; (i Fy (5,955 (5)) + K (no) kj (n0) ™ Fyy (s,75)) ka (s + 1)
+ ijwj—l(]si (% Fr (5,95k5 () + 1 (no) Ky (no) ™" Faj (s,75)) ka (s +1) 7
<c(m), max_ |k ()T (n,s) =/~ L (s + 1)
£ Y (B (5,55 () + Foy (5,3) by (s 4+ 1) (2.6)

s=ni

onde notamos que ¢ (ny) é uma constante que depende de n; e d é uma constante inde-

pendente de n. [ ]

Observacao 2.3. O Teorema 2.2 nos fornece a sequinte estimativa para os kj-limites das

solugoes y{, ‘Zfé’ ()

- < 7;. Tal estimativa pode ser melhorada usando a desigualdade
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de Gronwall discreta, para isso vamos tomar 7;, definido na demostragao do Teorema 2.1

tal que a; = 7; e a; <1, entao:
ki(n) " Hlydlls < 7B, — 0(y)

n—1

+ KMC Y Fi(s, vik;(s)ka(s + 1) 7|y [l ka(s) ™"

s=no

+ KMC ”Z/Z”lcj Z Fi(s, vik;(s)) k(s + n!

sS=n

—+ Fl Z FQj(S, vj)k’l(s + 1)_1

s=ng

IN

Vjﬁp«j

+ KMCy; Y Fi(s, viki(s)ki(s + 1)

n—1
+ Y KMCF(s, vik;(s))ka(s + 1) [yl ka(s) ™"
s=ng

Assim, definindo as sequintes funcoes hj(s) := KMC Fy(s, v;ik;(s))ki(s +1)71, u;(s) =

ki(s) 7 lydlls e pi(s) = %8, + KMCy; > Fi(s, vik;(s))ku(s +1)7", temos que:

S=n

n) < pj(n —i—Zh

s=ng

ou
n—1

ui(n) < ymi+ > hy(s)uy(s),

s=ng
e pela desigualdade de Gronwall discreta, temos que:

n—1

ui(n) <ym [ (14 hy(7),

T=ng

onde

n—1
uj(n) < ;7; exp (Z hj(8)> < yyrjexp (75— By,) < ;7
T=ng
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e assim HZoé (y2) ‘% < a;7;, 0 que melhora a estimativa anterior.

A proxima observagao é acerca do conjunto das soluges convergentes de (1.2).

Observacdo 2.4. Denotemos por R; = (7;8,, — 0;(7;)) M~" e seja P(ng)B[R;] a bola
llells < R; em P(ng)B. Sob as condigoes do Teorema 2.2 deduzimos que o conjunto €
de todas as solugoes convergentes yi(¢) da equacao (1.2) com ¢ € P(ng)B[R;] € equicon-
vergente em peso em 00 no espago Xoo k;. Isso seque de (2.6) combinado com o fato de
lim k;(n) 'o(k;(n)) = 0 uniformemente em Q, onde o(k;(n)) é dado por (2.3).

%O; podemos garantir que () seja relativamente compacto em Xeo, k;- Porém, se tomarmos
Q, como sendo o conjunto dos yi(p) — Z,(), com ¢ € P(ng)B[R;] e introduzimos uma

condi¢ao similar o (D3) do Teorema 2.1, dada por:
(Dg) Os limites 7(§) == ZL(g;(-, €)), para j = 1, 2 existem uniformemente em

56 XOO,kj[)\j]7 onde

9;(n, &) = ki(n)k;(n) " Fi(n, puk;(n)) ™" fi(n, £(n)).
Entao, usando o critério de compacidade, podemos provar que Q ¢ relativamente compacto
em Xoo ;- Com efeito, consideremos o conjunto

Hy () = {ya(@)ki(n) ™ = Zy(n)k;(n) ™"+ ¢ € P(no) B[R]} .

n

Considere sequéncia {©m}m em P(ng)B[R;]. Usando o mesmo argumento que o da de-
monstra¢ao do Teorema 2.1, concluimos que eriste uma subsequéncia {@m,}: tal que

{9;(-, Y2 (om,)) }i € uniformemente convergente para algum 1p; € . Além disso temos

Assim, a sequéncia {;(-, yi(om,;))}i € limitada, e de (Dg) € equiconvergente. Portanto,
existe uma subsequéncia desta, uniformemente convergente para algum 7,/~1j € (. Defi-

namos

pi(n) = Fyj(n, )b (n) + ki(n) ™ ki (n) Fi(n, paik;(n));(n).
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Entao, temos as sequintes estimativas:

o0

V(@) = Zp,(n) = Y Tln, 5)E%p;(s)

s=ng

kj(n)~!
B

9iC, yl(em)) — ¥

S KMC Z F1<S, Mljk‘j<8))k2(8 -+ 1)_1

s=ng

o0

Isso mostra que (Y, (¢m,) — Z,, (n))k;(n)~" € convergente e converge para

e}

> T(n, $)E%p;(s)k;j(n) ™"

s=ng

quando 1 — Q.

A equiconvergéncia de ) seque dos resultados anteriores. Assim, pelo critério de com-

pacidade temos que € relativamente compacto .



Capitulo 3

Resultados de convergéncia para
sistemas com dicotomia p-somavel em

peso

Neste capitulo analisaremos o problema de convergéncia considerando dicotomias
p-somaveis em peso. A partir de agora consideraremos p e ¢ expoentes conjugados, isto é,
§+% = 1, e nao consideraremos o caso p = 1. Para provarmos os resultados deste capitulo

vamos precisar da seguinte hipdtese:

(D)* As seguintes condi¢oes valem:

(d—1)* A funcao fi(n, ¢) é localmente Lipschitz em ¢ € B; isto é, para cada niimero

positivo R, para todo ¢, ¢ € B, com ||¢|5, |[¥|lz < R, tem-se:
fi(n, @) = fi(n, )| < as(n) VP Fy(n, RVl — ],

onde Fi : N(ng) x Rt — R* é uma fun¢ao continua e nao decrescente com respeito

a segunda variavel, fi(n, 0) = 0 e Fi(n, 0) = 0, para n > ny.

(d —2)* Existe uma constante positiva U tal que

Z Fi(s, pay(s))al(s) < oo.

s=ng

45
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(d — 3)* Existe uma constante positiva A e uma func¢dao Fy : N(ng) x Rt — R* nao

decrescente com respeito a segunda variavel tais que

p[Fy] = sup Fy(n, \) < oc.

n>ng

Também existe uma fungao [ € ¢7 tal que, para cada (n, ) € N(ng) x X,,, com
[1€llay < A

|f2(n, )] < v(n)Fa(n, [[Ellay),
onde v(n) = ay(n)/?l(n).

(d —4)* Existe uma constante positiva p tal que

o
B, == sup ﬂ <1,

veO.u] 7

onde §(7) == KK ||I]|4]| F2(-, 7)]loo- Onde K é a constante do axioma (B) da defini¢io

de espaco de fase e K a constante da Definicao 1.2 de dicotomia p-soméavel em peso.

O seguinte teorema fornece solugoes convergentes da equagao (1.2) supondo que o

sistema homogéneo (1.1) tem uma dicotomia p-somével em peso.

*

Teorema 3.1. Sejam p e q expoentes conjugados e assumamos que a condicao (D)* vale.

Suponhamos que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(D1)* O sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somdvel em peso (a1, a2) tal que

lim ay(m) " 'T(m,n)P(n) =0,

para cada n > ng.
(Dy)* Para qualquer n > ng, a fun¢do g(n, -) = v(n)~' fo(n, -) € continua.
(D3)* O limite w(&) = Z%(g(-, &)) existe uniformemente em & € Xoo o, [A].

Entao existem constantes positivas 7, M, tais que, para cada o € P(ng)B, com ||¢|lz <

(38, — 6(3))M ™1, eziste uma solucio y = y(p) = y(n, no, ¥), com P(no)y = ¢, da
equacio (1.2) tal que lim ay(n) 'y, = 0. Além disso temos a formula assintdtica:

Yn(p) = o(ar(n)), (3.1)

quando n — o0.
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Demonstragao. Temos por (d — 2)* que existe uma constante positiva U tal que
(e}
Z Fi(s, pay(s))ai(s)? < oo.
s=ng

Seja 0 < 4 < min{\, u, U}, uma constante apropriada. Como F| é continua e nao

decrescente, entao
Z Fi(s, yai(s))ai(s)? < €, para todo € > 0.
s=ng
Como temos que 3, <1 e K, K sdo constantes positivas, seque que
0:= 0, + Kf((z Fi(s, Fai(s))ay(s))Y < 1.
s=ng

Tomemos o operador B : Xoo, o, [7] = Xoo.a, definido por:

(e o]

Bun) == > T, $)Efu(s. u(s))
Mostremos que B estd bem definido:
1Bu(n)lsar(n)™ = || D T(n, $)E° fi(s, p(s))llsar(n) ™

s=ng

DT, )IIE® fils, p(s))llsar(n) ™!

<

f;E;HNmSWKUﬂ&M$Nmm)1

_ KE;MWuﬁwﬁ@u@D—ﬁ@ﬂwmm4

< K;;Mﬁaﬂwﬂ@WE@wM$%”WM$MmmY1
<

00 /p / 1/q
Ky (ZIIF(H, 8)||”a2(8)) (Z Fi(s, %1(8)%) ar(n)™!

s=ng s=ng
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0o 1/q
Kif(al(n) (Z Fi(s, &al(s)q)) ay(n)™

<

v 1/q
< JKK <Z Fi(s, 7a1(s))a1(s)q>
< 500 = Bu)-

Por outro lado, devemos provar que o ai-limite de By existe, com p € Xoo, o, [7]-

Seja € > 0 e ny suficientemente grande, entao para n > ny, temos:

(4)
7 1 Y
1Bu(n)llsar(n) ™ < K > [T(n, s)las(s)/PFi(s, ai(s)7)"%as(s)Far (n) "
s=ng
()
bR S I, $)as(s) PFy (5, aa(s)3) " an(s)iar (n) "
s=n1
A seguir calculemos estimativas para (A) e (B):
ny—1
(A) = K [T s+ 1P(s + 1) asls) PRi(s, ax()5) /0 ar ()51 (n)
s=ng
ni—1
= K Z |T(n, n)T(ny, s+ 1)P(s 4+ 1)||az(s)YPFi(s, a1(s)7)Y9 ay(s)7as(n) L.
s=ng
Temos que
|T(n, n))T(ny, s + DHP(s+1)|]| = ||T(n, n1)T(ny, s+ 1)P(s+ 1)

= ||IT(n, n1)P(n1)T(n1, s+ 1)P(s+ 1)
= [[T(n, n))P(na)| T (na, s)|,



entao:

ny—1

K| T(n, na)P(n)l| Y IT(na, 5)llaz(s)PFi(s, a1(s)7) " 4ar (s)Far (n) "

s=ng

ni—1 Up  fpi—1 1/q
KT (n, na)P(n)]l (Z IT(n1, 5)][” a2(8)> (Z Fi(s, al(S)ﬁ))

s=ng s=ng

=
A

IN

ay(s)yay(n) ™!

ni—1

< K|T(n, nl)P(nl)Hf(al(nl) Z Fi(s, a1(s)3)9ar(s)Far(n) ™!

s=ng

= | T(n, m)P(n)]| (6 = Bu)Far (m)as (n) ™!

Como temos que lim a;(n) *T(n, n1)P(ny) = 0, entdo

(A) < 5

Do I

Com um argumento similar temos que

1/q
B) <qK (ZFls F(ai(s ()) <

s=ni

N

Entao:
| Bpu(n)||sai(n)~" <.

Logo, Z% (Byu) = 0. Mostremos agora que o operador B é uma (6 — Bu)-contragao:

00 1/p
|Bu(n) — BE(n)|lsar(n)™ < Kl —&la, (Z 1T (n, S)\I”@(S))

s=ng

> 1/q
(Z Fis 7a1<8>>a1<s>"> a1 (n)~!

s=ng

IN

0o 1/q
e = Ellay KK (Z Fis, '?al(S))al(S)q>

s=ng
< (5 - ﬁu)H/‘ - €||a1'
Como temos que lim a;(n) T (n, ng)P(ny) = 0, definamos

M := sup ay(n) Y| T(n, ne)P(no)],

n>ng



e seja ¢l < (38, — 8(3)) M1, (€ possivel tomar tal ¢, pois temos 3, = sup

()

B > v—=, para todo v € (0, pu] = 3,5 — 0(§) = 0). Introduzimos o operador
Y
T: Xeo a,[7] = Xoo,a:[7]s definido por

v€(0, 1]

TE(n) = Zo(n)+ Y T(n, 5)E°fa(s, €),

s=ng

onde Z,(n) := T (n, ng)P(no)p. Temos que

(@)
ITE() |sar(n)™ < T (n, no)P(no)pllsar(n) "
(D)
+ ST, s IE fals, ©)llsai(n) ™"

s=ng

Fagamos as estimativas de (C) e (D) separadamente:

(€) < IT(n, no)P(no)-llells ar(n)™"

IN

Mlglls < M(AB, — 6(7))M ™" = (38, — 8(7)),
(D) < KI|E°fy(s, )l

= Ksup [|[E%t) fals, &)

teZ—

IN

K| f2(s, §)I.
Logo:
ITEM) |5 ar(n) ™ <8, = 6(3) + K Y T, 5)l[ [ fa(s, &) ar(n) .

s=ng

E pela hipdtese (d — 3)*, temos que

5()

f)/

ITE(M) |5 ar(n) ™" <38, = 6(3) + K Y [T(n, 5)llas(s)/71(s) Fa(s, [€]laJar(n) "

s=ng

20

=
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Como temos que Fy(s, ) < sup Fa(t, 7) = || F2(+, 9)||c, entao

t>ng

1/p
ITEm) s ar(n)™ < 4B, — 8(3) + K||Fa(-, (ann s)|Pas(s )
o 0o 1/q
(Zus)q) ar(n)™*

s=no

IA

1/q
3B, —6(7) + K| Fa(-, 7) | Kar (n (Zl ) ar(n)~!

= B =0(3) +0(7) = 7Bu < 7.

Além disso, temos

(E)

A

ITem)llsar ()™ < NI T(n, no) P(no)plls as(n) ™"
(F)

+ I )N IE fols, Ol ar(n)™

s=ngo
Fagamos as estimativas de (F) :
(Iil) (F2)
;1—1 [ee) a o
= > IT (@, s)IHIE fals, Ollsar(m)™ + Y T (n, s)I[ |1 fals, )l ar(n)”!
s=ng s=n1
Calculemos inicialmente (FY) :
ny—1
(F) < Y IT(n, s+ 1)P(s + 1| K |fals, §)lar(n)”!
s=ng
ni—1
< K ) |IT(n, n)T(ny, s+ 1)P?(s +1)las(s)' 7 1(s) Fals, [[€]lar) ar(n) ™
s=ng
ni—1
< K Y T n) P [T, s+ 1)P(s + 1) as(s)' 77 I(s) Fa(s, 7) ar(n) ™"

s=ng
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IN

IA

<
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ni—1

K || T(n, na)P(na)l| Y IIT(ny, 8)]l-a2(s)"7 1(s) [ Fa(-, 7)) @z (n) ™"
K ||T(n, na) P(n) || | F2(-, 3) Z IT(n1, s)[laz(s) 7 1(s) ar(n) ™!
ni—1 U /pi—1 1/q
KT (n, ni)P(n)[[ || F2(-, 9] <Z [T (n1, s |pa2> <Z l(S)q> a(n)™!

ni—1 1/q
K||T(n, na)P(ny)|| | Fa(-, )| K ax(ny) <Zl ) ay(n)™

s=ng

1T (n, n) P(n1)]|ar(n1)d(F)ar (n) "

Entao temos que

ITE()llsar(n)™ < (1T (n, no)P(no)l| as(n) ™" (76, — 6(3))M !

+ a1(n1) 0(9) ax(n) "' [T (n, ny) P(na)|

1/q
+ KK|Fyf, ||<Zz ) .

s=n1

Tomando ny suficientemente grande e n > ny, temos que

IT¢(n)llsar(n) ™" <,

ou seja, converge uniformemente em &. Notamos que se &, p € Xoo o, [Y], entao temos que

ITE(n) + Bu(n)llsai(n) ™" <56 <7,

ou seja, T, + B € Xoo o, [7]. Vamos mostrar agora que o operador T' é continuo.



Seja {&n tm uma sequéncia em X o,[] tal que &, — &, onde § € Xoo 4, |

1T&m(n) — T¢(n)ll5 ar(n) ™"

<Y T(n, )E (fals, &n) = fals, €)) s ar(n) ™!

s=ng

< D I, )HIE (fals, &m) = fols, €) Iz ar(n) ™!

ny—1
< Kann) ™ 300 )1l ) = £ €)

+K ai(n Z IT(n, 8)||.[f2(5, &m) — fals, &)

ni—1

< Kai(n)™ ) IT(n, 9)|-lg(s, &m) — g(s, §)] as(s)"/71(s)
s=ng

+K ar(n Z IT(n, s)[las(s)/? 1(s) | Fa(s, [1€mllay) = Fa(s, |

< Ka(n)™ | max_lo(t, &) ~ (1, © (Z IT(n, 5) Pas(s
: <Z I(s

s=ng

s=ng

s 1/ /pi—1 1/q
FK ay(n)”! (Z IT(n, s>||pa2<s>> (Z Z<s>q> 20[F)

< Kai(n)™ max |g(t, &) — g(t, ) K ai(n) ||l

no<t<ni;—1

ni—1 1/q
+K Cll KCLl (Z l ) 2p[F2]

s=ng
ni—1

= KK ||lfl, max [g(s, &) — g(s, &) + 2K Kp[F] (Zl

no<s<ni—1
s=no

3], entao

[€llas)]

1/p
) -

1/q
')

)1/q

33
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Provando assim a continuidade de T. Precisamos provar que a imagem de T € relativa-

mente compacta em X, q,-

H' (T Xoo, 0, [3]) = {TE()ar(n) ™" ¢ € € Xoo,a,[F]} paran > ny.
Consideremos uma sequéncia arbitraria {&m }m em Xoo o, [7], temos g(n, -) = v(n)~* fa(n, -)
e |fa(n, &) < v(n)Fa(n, [|€lla,), entao

l9(n, O] < Fa(n, [|€lla,) < plF2].

Portanto {g(-, &m) b € uma sequéncia limitada em (> e w(§) = Z% (g(+, &n)) existe uni-
formemente em & € X o,[A\] € isso garante a equiconvergéncia.

Temos que {g(-, &m)}m € relativamente compacto, entao existe uma subsequéncia uni-

formemente convergente para algum iy € €°°. Se definirmos ¥(n) := v(n)yy(n), entao
temos que:

|Tém.(n) = Zo(n) = > T(n, s)E%%(s)s ar(n)~"

< 1Zp(n) + 30 T, SJEfo(s. €) — Zol) = 3 D, ) E(s) s )

< ai(n)™ ) (0, )IHIE(fa(s, &mi) — ()]

S=ng

<ar(n)™ Y T, )| K| fals, m) —9(s) |

s=no

= Kay(n)™ ) T, 9)[[v(s)g(s: &m) = r(s)] = ().

s=ng

Temos que | g(s, &n,) = v1(s) | < sup [ g(t, &m) = ¥a(t) [ = llg(s &m.) = Pillec, logo:

() < Kai(n) Mgl &m) = talloe D IT(n, 8)] as(s)' 7 U(s)

00 1/ / oo 1/q
< Kai(n)™g(, &n) — ¥rlle (ZHF(M s) Hpaz(8)> (Zl(é’)q>
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-1

Assim, provamos que T&y,, (n)ai(n)~" € convergente e de fato converge para

o

Z,(n)ay(n)™" +ay(n)™! Z ['(n, s)E%(s).

s=ng

Agora a equiconvergéncia em peso em oo, da imagem de T seque, pois TE € ai-convergente
Y )

para zero uniformemente em & € X a,[Y]. Portanto pelo critério da compacidade, temos

que a imagem de T é relativamente compacta em X 4,. Aplicando o teorema de Kras-

noselky a T'+ B, obtemos que existe um ponto fizo em X, q,- ]

Observagao 3.1. Sob as condi¢ées do teorema anterior, temos que Yo(p) — Z, € uma

aplicacao continua. De fato,

1Zo(n) = Zy ()| () !
< () = yn(eo)llg a1 () + (@) = (o)l (3= )

+KK I, max 19055 9e () = g(5, ye(00))]

no<s<ni—

+2K ) T(n, )| az(s)"/71(s) Fa(s, 7)ar(n) ™"

s=n1

< (145 8.) la(2) = (20 o

+KK||I]l, max Na(s, ye(9)) = 9(s, yal0))]

no<s<ni—

00 1/ / oo 1/q
2Kl (Z IT(n, s>r\pa2<s>) (Z Z<s>q> ar(n)™

s$=ngo s§=ng
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Logo,

12— Zooly < (15— 80) I5(0) = sa(0) s

+ KK|l|, max Na(s, ye(9)) = 9(s, yal0))]

no<s<ni—

0 1/q
+ 2Kp[F)] (me) .

s=ng

Agora para obter a continuidade da aplicacao ¢ — ye(v) e a bicontinuidade da corre-

spondéncia ye(p) — Z,, € necessdrio substituir a condigao (D2)* do Teorema 3.1 pela

sequinte hipotese:

(D4)* Emiste uma constante positiva fi e uma fun¢ao G : N(ng) x RT x RT — R*, nao
decrescente com respeito a sequnda e terceira varidveis, com G(n, 0, 0) = 0 para
n > ng, tal que G(-, i1, p)l(-) € (7 e

l9(n, &) = g(n, )| < G (0, [[Ellars [0llar) [1€ = llas,

para &, 1, € X,,.

Como no Teorema 3.1 podemos escolher v suficientemente pequeno tal que

. 1/q
5% = B+ KK (Z Fi(s. %(s))al(s)q) +ERGC A A, < 1

s=no
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Com isso temos as sequintes estimativas:

19n(2) = yn(0) |8 ar (n) ™!

< M”SO — wollB

o 1/q
+EK||ya(2) = ya(20) [lax <Z Fi(s, Wl(@)al(s)q)

s=ng

00 1/q
FEK|ya () = ya(90)lay (Z l(s)G (s, 7, ﬁ)q)

s=no

< Mlle = @olls + (6% = B)lye(9) = ya(0)la -

Ou seja,

M
o(©) = Ye(0)lloy < 57—l — woll5.
lye(2) = yalo)lor < 755 _@Ilso volls
Mas,

1Zo(n) = Zgy(n)||g az(n) ™!
< lyn(©) = ynl@o) Iz a1 (n) ™" 4+ (0% = Bu)lye(©) — ye(20)lla,

< (1407 = B)llys () = yo(#0)llay -

Temos que para qualquer n > ng, a aplicagio ¢ — g(n, ys(p)) € continua, entio ¢ —

Ye(1p) também € uma aplicagdo continua, como mostra a sequinte estimativa:

(14 6% + B |ye(9) — Ya(0)llay < Ml — 0ll5

+EK||ll,  max | g(s, ya(0)) — g(s, a(i0)) |

no<s<ni—1

0 1/q
12K K p[F) (Z z(s)q> .

s=ni
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E essa ultima condi¢ao nao garante a continuidade de Z, — yo(p).

Teorema 3.2. Suponhamos que as condi¢oes do Teorema 3.1 sao satisfeitas, exceto (Dq)*

que € substituida por:

(Ds)* O sistema (1.1) tem uma dicotomia p-somdvel em peso (ay, as) com

lim a;(m) T (m, n)P(n) = L(n),

m—00

para todo n > nyg.

Entdo existem constantes 7, M positivas, tais que para cada ¢ € P(ng)B com ||¢|z <
(38, — 6(3)) M1, eziste uma solucio y = y(p) = y(n, no,v), com P(ng)y = ¢, da
equacao (1.2) tal que ai-limite de yo existe € ||Yolla, < 7. Além disso temos a sequinte

formula assintotica:

Yn(s) +Z n, $)E°(fi(s, ys(9) + fa(s, ya () + o(ar(n)), (3:2)

s=ng

quando n — oo. O ay-limite de y, existe e ||Yella, < 7. quando n — oco. O ay-limite de y,

€ dado por:

25 (ys(0)) = L(no)p + Z3 (Z_: (e, 5)E°(fi(s, ys(9)) + fals, y-(@)))) :

s=ng

00 l/p
Por outro lado, se b# := (Z | L(s + 1)Hp&2(s)> < 00, entao

s=ngo

Z3 (yo(9)) = L(no)p + Z (s + DE(f1(s, ys(9)) + fals, ya())).

s=ng

Demonstracao. Consideremos m > ng, & € Xoo o,[7], onde 7 é tomado suficientemente

pequeno, e seja A(m, &) definido por

A(m, &) = Z L(m, s)E° (s, €).
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Seja ny suficientemente grande e M > ny. Para cada m, n satisfazendo m > n > M,
temos

ny1—1

> (a(n)'T(n, s) = ar(m)"'T(m, $))E° fa(s, €)

s=ng

B
ni—1

<K max () 'T(n, s) = Lis + 1) Y | fals, €)]

no<s<ni—1

s=ng
ni—1
+ max |la;(m)'T'(m, s) — L(s+ 1 ||Z|f2
no<s<ni—1
s=ng

no<s<ni—1

<) (x| Ja(n) Tl )~ 205 + 1>u)

+ max |ai(m)'T(m, s) — L(s + 1)]|.

no<s<ni—1

Onde c¢1(ny1) € uma constante que depende de ny. Por outro lado, temos:

2 (a1 (n)"'T(n, s) — a1 (m)'T(m, s))E° fo(s, €)
s=nyg B
m—1 1/q
+ z:<a1(n)_1r(n7 S) — al(m)—lf(m, S))E0f2(s’ 5) < SKKp F2 (Z l ) .
s=nq B s=nq

E com isso concluimos que o ay-limite de A(e, §) existe uniformemente em & € X o, [7]-
A imagem de T € equiconvergente em peso em oo, pois de (Ds)* e do cdlculo anterior
obtemos que

Z3(T€) = Lino)p + ZL (Ao, €)),

uniformemente em & € Xoo o, 7).
Denotemos por A(s) := fi(s, ys(©)) + f2(s, ye()), € consideremos ny suficientemente
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grande. Para n > ny, temos as sequintes estimativas:

ay(n)~? i ['(n, s)E°A(s) — Z L(s +1)EA(s)

ni—1

<K max |la(n)'T'(n, s) — L(s+ 1) Z(|f1(57 Ys(0))| + [ fa(s, ye(#))])

no<s<ni—1
s=no

+K 2—: IT(n, $)llar(n) " (1f2(s, ys(@))] + 1 f2(s, ya())])

s=ni

n—1

Y (IL(s + Dllar(n) (| fils, go(@)] + L fals, ya(9))])

s=ni

K L(s + Dllan(n) " (1 fils, (@) + [fa(s, ya(2))])

S=n

<ey(ny)  max  |lay(n)"'0(n, s) — L(s + 1)

o] 0o 1/q
(Z Fi(s, ’?al(s))%(s)q) 1/q+ (Z l<3)q> ;

onde co(ny) € uma constante que depende de ny e d é uma constante independente de n

(isto € garantido se b¥ < o). Portanto, foi provado que

n—1 e
lim a;(n)~* Z I'(n, s)E°A(s) = Z L(s +1)E°A(s),

o que conclui a demonstracgao.

Observacao 3.2. Sob as hipdteses do resultado anterior, pode-se mostrar que

(i) Eziste uma constante o € (0, 1), tal que HZ‘”(y.)HB < af. Com efeito, é suficiente
escolher 6 no Teorema 3. 1, tal que o := = 951ae’s < 1. Assim, usando um argumento

envolvendo a desigualdade discreta de Gronwall obtemos nossa afirmacao.
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(ii) O conjunto Q2 de todas as solugoes convergentes yo(p) da equagao (1.2) com ¢ €

P(ng)B[R], onde R := (iﬁu—é(i))]\k’l, é equiconvergente em peso em 00 N0 Xeg 4, -

Se além das hipoteses do Teorema 3.1, supomos a sequinte condi¢ao:

(Dg)* Os limites Z1 (g(e, £)) existem uniformemente em & € Xoo o, [\, onde
g(n, &) := az(n)"YPay(n) " Fy(n, vay(n)) " fi(n, €),
entdo podemos provar que

(iii) O congunto de todas as ye(p) —Z,(®), com ¢ € P(ng)B[R], € relativamente compacto

em Xoo, a,-



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Generalizacoes

Nesta secao estamos interessados com o seguinte sistema nao homogéneo quase

linear de equacoes em diferencas funcionais
z(n+1) = L(n, z,) + fi(n, Tz,) + fa(n, Sz.), (4.1)

onde T :B — B e S: X, — X, sdo operadores sob condi¢oes convenientes.

A equacao (4.1) é uma versao generalizada da equagao (1.2). Vamos abordar diversos
tipos de operadores T e S. Uma expectativa natural é que a maioria das propriedades e
resultados discutidos anteriormente sejam validos para uma grande classe de operadores.
Para discutirmos estes aspectos em mais detalhes, introduziremos as seguintes notacoes,

para § € Xeo ;

Bi¢(n) = T(n, s)E°fi(s, TE(s)), (4.2)
T¢(n) == Zy(n) + Y T(n, 5)E° fo(s, SE), (4.3)
7j = Ve, + KMCryr Y Fi(s, yryiki(s))ka(s + 1), (4.4)

62
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o 1L .

o = min{—j, Hi @} (4.5)
Ys Vs T

onde as constantes que aparecem aqui sao obtidas como antes ou dadas a continuacao.

A seguir vamos introduzir as seguintes hipoteses sobre os operadores 1" e S:

(E) As seguintes condigoes sao verdadeiras:

(e —1) O operador T : B — B é ~yp-Lipschitz e T0 = 0.
(e —2) O operador S : X, — X}, € yg-Lipschitz e S0 = 0.

Teorema 4.1. Assumamos a condigao (E) e todas as hipdteses do Teorema 2.1, exceto

(d—4), a qual é substituida por:

(d —4)* Ezistem constantes positivas p;, para j = 1, 2 tais que B,, < min{l, 1/7ys},

onde (3, ¢ a constante definida em (d — 4).

Entao, existem constantes positivas ;, Mj, j =1, 2 tal que para cada p € P(ng)B, com
lells < (Y5738, —8;(vs73)) M, existe uma solucao y' = 7 (p) = 7 (n, no, ), j =1, 2
com P(no) = ¢ da equagio (4.4), tal que lim kj(n)'y? = 0 eyl € assintoticamente dado
por

yZL(SO) = O(kj(n)), quando n — o0.

Demonstragao. Sejam B’ e TV os operadores definidos por (4.2) e (4.3), respectivamente.
Podemos escolher v; € (0, ;) tal que 7; < 1. Tais operadores estao bem definidos, e isso

seque das sequintes estimativas:

IBZE(n)llw ks ()™ < 0 (n, $)IIIE(fuls, TE))ll ky(n) ™!

< K I, 9)[ka(s) ™ Fals, vy ki (9)) 1TE(s) | k() ™
< KDY T, s)[ku(s) ™ Fuls, vr s k() v l1€(s) s ey () ™!
<

K T (n, s)llki(s) " Fi(s, vr v ki(s) vy ki (n) ™"
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ni—1

IBIEm)lls ks (n)™" = K Y (T (0, s+ 1)P(s + D) Fu(s, vr 35 k() v ks (n) ™!

s=ng

n—1

+ K T(n, s+ 1)P(s + DIFi (s, vr 1, ki(8) vr v ki (n) ™!

s=n1

+ K> |IT(s, s+ 1D)Q(s + DIIFi(s, yr; ki) vz 5 k() ™

s=n

Analisando cada parcela, como feito na demonstracao do Teorema 2.1, concluimos que

IB&(n)l|s kj(n) ™" < KMCyr > Fi(s, yryki(s)) k(s + 1)

s=ng

Da equagao (4.9) temos que o operador B’ € uma (7; — vsf,,)-contragio. Por outro lado

IT7€(n) |8 oy ()~

= [1Z,(n) + Y T(n, $)E° fols, SE)l|m k;(n) ™"

s=ng

< 1Zp(m) s ks (n) ™

+k Y T, )| L fa(s, SO ky(n)

s=no

da demonstracao do teorema 2.1, temos que

1Zo(n)llss < M1 (n)ki(no) " [lepllos oy (n)

Analisemos separadamente cada caso:

j = 1 . Mk;l(n) kl(no)il kl(n)fl = Mk?l(n(])il.
j =2 : Mkl(n) kl(no)_l kg(?’L)_l
< M Chy(n) " ka(n) ky(ng) ™

= MCk'Q(TL())_l.
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Denotemos por M; = min { Mk;(ng)~", MCky(ne)~'}. Logo temos que

K Y IT(n, )| 1 fa(s, SE)I kj(n) ™"

s=ng

<K Y T, 8)] Fy(s, [1S€],) ki(n) ™"

s=ng
<K |T(n, s)| Fa(s, s €l ki(n) ™
s=ng

Procedendo como na demonstracao do Teorema 2.1 concluimos que:
ITZ(n) s ks (n) ™" < Ml + 0(vs7) < 5
Além disso,

IT7¢(n) || kj(n) ™" < Chka(no)k;(no)~ gl [T (n, no)P(no)llk;(n)~"!

+ KMC'kl(nl)kl(no)kj(ng)_l (Z_ ng(S, ,Ltj)k'l(S + 1)_1>

s=ng

1T (n, a) P(na) [ (n) ™

+ KMC?ki(no)k;(no) ™" Y Foj(s, pj)ka(s +1)7",
s=nq
mostrando assim que 75 (T7¢) = 0, uniformemente em & € Xoo,k,;[75]- Como no Teorema
2.1, para &, n € Xoo k,[75], temos que Ti¢ + Bin e Xoo,k;[75]-
A continuidade do operador T? seque da sequinte estimativa:

IT76m(n) = T€m)llmky(n) ™ < Lid(ny) max  |g;(s, S&m) — g5(s, SE)|

no<s<ni;—1

+ 2F1Lj Z FQj(S, ,uj)kl(s + 1)71.
s=n1
Para mostrar que a imagem de T7 é relativamente compacta, usa-se a mesma construcao

do Teorema 2.1, obtendo que {g;(®, S&n,)}, ~— converge uniformemente para algum v; €

m;
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0. Entao TV, (n)k;(n) ! converge para Z D(n, s)E%p;(s)k;(n)~", onde @;(s) := Faj(s, 1;)1;(s).
s=ng
Completando assim a prova do teorema.

Observacao 4.1. Com pequenas modificagoes no Teorema 4.1, podemos garantir que o

mesmo resultado € vdlido para um operador S : Xy, — Xy, j = 1,2 tal que [|Sn, <

Yslnllk;, para cada n € Xy,, substituindo a condigao (D3) do Teorema 2.1 por:
(A)* Para todon >ng e j =1, 2, a fungao

gi(n, S()) == Fyj(n, pi;)~" fa(n, S(-))

é continua.

Além disso, o Teorema 4.1 também € vdlido se considerarmos os operadores T e S satis-

fazendo:

[Tells < yrllels, paray e B
1Snllk, < slinll;. paran € Xy,
Neste caso, além de substituir a condigao (D) por (A)*, temos que substituir a condi¢ao

(d—1) por:

(B)* A funcio fi(n, T) é ki'Fi-localmente Lipschitz em ¢ € B, onde F| é como em
(d—1) e (d—2).

O proximo teorema é andlogo ao teorema anterior para dicotomias p-somaveis.

Teorema 4.2. Assumamos que a condigao (e—1) vale e que o operador S : X,y — Xy, €
vs-Lipschitz, com SO = 0. Assumamos todas as hipdteses do Teorema 3.1, exceto (d — 4)*

a qual € substituida por:

(d —5)* Emiste uma constante positiva p tal que (3, < min{l, 1/vs}, onde B, € a con-
stante definida em (d — 4)*.
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Entio existem constantes positivas 7, M tais que para cada ¢ € P(ng)B, com ||¢|ls <

(V57 B — 0(ys 7))M ™, existe uma solugdo y = y(p) = y(n, no, ¥), com P(no)iy = ¢, da

-1

equagao (4.1), tal que lim ai1(n) " y(n) =0 ey, € assintoticamente dado por (3.1).

Demonstragao. Para provar o teorema € suficiente escolher, usando (d—2)*, a constante

; 5 ind A & v
apropriada 0 < 4 < min {75’ ot VT} tal que

s 1/q
o= sl + K K (2 Fis, wws))al(s)q) 1

s=nyg
Neste caso o operador B € uma (5 — vsB,)-contragao. O restante da demonstragao é

exatamente andloga a do Teorema 3.1.

Observacgao 4.2. O teorema anterior é verdadeiro para operadores T e S tais que ||T¢||s <
vrllells, para ¢ € B, e |Sn|lay < Vsl0llay, para n € Xo,. Porém é necessdrio substituir
as condigoes (Da)* e (d — 1)* por condigoes convenientes de forma similar a obervagao

4.1, mas nao requer nenhuma idéia diferente das abordadas anteriormente.

4.2 Sistemas em diferenca do tipo Volterra

Anteriormente foram apresentados varios resultados acerca da convergéncia de
solugoes do sistema (1.2), assumindo diversas hipoteses, nesse capitulo, vamos apresen-
tar aplicacoes desses resultados considerando como um modelo concreto desta classe de

equagoes os sistemas em diferenca do tipo Volterra com retardo infinito.

Sejam A(n), K(s), B(n), D(n, m)e G(m) matrizes r x r definidas paran € N, s €
7T, meZ ,esejaa:Z" — R uma sequéncia arbitraria crescente tal que:

o0

> (IG(=n)| + | K(n))a(n) < +oo. (4.6)
n=0
Consideremos também o seguinte sistema em diferencas de Volterra com retardo

infinito:

x(n+1)= Z A(n) K(n — s) z(s), (4.7)

S=—00
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para n > ng > 0, e seu sistema perturbado:

yn+1) =Y {A)K(n —s)+ Bn)G(n = s)ly(0)| +vD(n, s)ly(s)|}y(s).  (4.8)

As equagoes (4.2) e (4.3) sao equagdes em diferenca funcionais no espago de fase

B, onde B, é o espaco dado por:

_ p(=n)]
B, = 77 — C": su < 4o}, 4.9
{90 nEZIi Oé(”) } ( )
com a norma:
lp(=n)]

”90”%@ = Sup , P E %a- (410)

nezt a(n)

De fato, os sistema (4.3) pode ser escrito como uma equagao em diferenga funcionais
da forma (4.2). Com efeito, consideremos & : N(ng) — B, e ¢ € B,. Associamos a notagao

usada nos capitulos anteriores da seguinte forma,

L(n, ¢) = Z A(n)K(j)e(—7),

filn, @) = Bm)le(=n)| Y G(s)e(s),

B &) = 3 vD(n, DEmo)r — no)lEmo)(r — no)

n

+ 3" uD(n, 7)[E(7)(0)[€(r)(0).

T=ng
Para o que segue, introduzimos a seguinte notagao, para j =1, 2 :

k;ja(0), T > nyg,

kj(no)a(ng — 7), T < ny,

Li(n) =) InD(n, 7)|(@(r)*

T=—00

Teorema 4.3. Suponhamos que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
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(E1) O sistema (2.2) tem uma (kyi, ko)-dicotomia compensada e tal que

lim ky(m)~'T(m, n)P(n) = 0.

m—00

(Ey) Thlvlp; <1, onde I'y e v sao as constantes de (d —4) e (4.3), respectivamente, e

Zl ) k(s +1)7" < 4o0.
(Es) Z a(s)|sB(s)| k3 (s) ki(s +1)7! < +o0.

Entao, existem constantes positivas y;, a;, Mj, J =1, 2 tais que para cada ¢ € P(ng)Ba[R;],
onde R; = TI'1|v|p;(v;a; — 7]2»)]\2]-_1, existe uma solugao v = y/(p), j = 1, 2 da equagado
(4.3) tal que o kj-limite de yl € zero. Por outro lado, temos a relagio assintdtica vl (@) =
Zy(n)+o(k;j(n)), quando n — oo. A correspondéncia yi(p) «— Z, € bicontinua e a apli-
cacio o — yl(p) € continua. Além disso o conjunto Q, de todas as solugoes convergentes
yi(p) da equagio (4.3) com ¢ € P(no)Ba[R;] € equiconvergente em peso em 00 no Xug i,

e o conjunto Q. ¢ relativamente compacto em Xoo, i;, Onde Q6o congunto formado por
Yi(p) = Zy(e), com ¢ € P(ng)B,[R;].

Demonstracao. Consideremos p = Z|G s)|a(s). Temos
s=0

[f1(n, @) = fi(n, )| < |B(n IZIG )He(s)le(=n)l = ¢ (s)|w(=n)]

S=—00

Observemos que

[o(s)lp(=n)| = P(s)lp(=n)[ + P (s)lp(=n)| = P (s)|¥(=n)]|

< le(s) = ()l [e(=n)| + [&(s)] [[o(=n)| = & (=n)]

< lp(s) = ()l [o(=n)| + [(s)] [p(=n) = ¢ (=n)]

< [l = ¥lls. a(=9)llells, a(n) + [¢lls. a(=5)ll¢ = Vlls, a(n)

= (lellma + [1¥ll.) llp = Dllm, a(=s)a(n).
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Logo,

|f1(n7 @) - fl(n7 ¢)|

0

< |B(m)|a(n) ([¢]ls. + lels.) lo = ¢ls. Y [G(s)|a(—s)

= p|B(n)a(n) (lells, + [¥]s.) le — ¥ls,-
Assim, se

Fi(n, R) =2pR|nB(n)|a(n)ki(n), n > ng,

temos que

[fi(n, @) = filn, ¥) < ki(n) 7' Filn, B)|lo = |,

Claramente Fy € uma funcao continua e decrescente com respeito a sequnda varidvel e

como temos que

Z Fi(s, pajki(s))ki(s+ 1)~ Z 2ppaiki(s) [sB(s)| a(s)ki(s).

s$=no S$=no
Seque que a condi¢ao (E3) implica (d — 2). Por outro lado,

no—1

[fo(n, O < Y WD (n, 7)]€(no)(r — no)

T=—00

+ D WD, ) &),

T=ng

e como temos que

§(t)(s)
a(—s)

, para s € Z7,

1€E) |8 >

entao

€@ ()] < (1€ (1)
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E com isso concluimos que

no—1

|f2(n, §)| < Z 11D (n, 7] [1€(n0) 15, kj(no)*e(ng — 7)°k;(n0) >

+ Z 1D (n, 7 1€(T) 5, ki (7)*x(0)hs ()~

T=No

1
< —|v|l P
< i) lIEll,
Fazendo Fyj(n, t) = |v|l;(n)t*, temos que

| fa(n, )| < Fay (1, I€llx,) -

Observemos que
By, = Talvlp; < 1.

Portanto a condigao (D) do Teorema 2.1 € satisfeita, e para |||, < A;, se satisfaz
a condi¢iao (D3) desse teorema e a condi¢ao (D) € consequéncia imediata da sequinte

estimativa:

o, €) = )| < ol () 1€ =l (1.11)

Com isso temos as hipdteses do Teorema 2.1. Além disso, se definimos G;(n, r, t) =

%,uj_Q(r + 1), usando (Es) obtemos a condigcio (Dy) da Observagao 2.1, pois:

2 -1,-1
Ajp :ulj‘

350, O < 2

E com isso concluimos a prova do teorema.

Para o que segue, consideremos a seguinte perturbacao de (4.2) :

y(n+1) Z {A()K(n —s) + B(n)G(s —n) |y(0)|}y(s)

S§=—00

n Z (n, 5, y(0)). (4.12)

S=—00
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Teorema 4.4. Assuma que as condigoes (E) e (Es) do Teorema 4.1 valem. Suponhamos

também que se satisfazem as sequintes condigoes:

(Ey) H:N(ng) x Z= x C" — C" é continua com respeito a terceira varidvel.

Es) Existe uma funcao positiva g : Rt — R, continua, nao-decrescente com
Y )

lim sup M

=0,
7—0 ve(0,8] Y

e uma fungao 5 : N(ng) X Z~— — R tal que

[H(n, 7, 2)| < anfB(n, 7)g(]2)),

para todo n > ng, T € 4, com a, >0, a, — 0 e

X = i ( i B(n, 7')) Ei(s+ 1) < +o0.

s=np \T=—00

Entao, ezistem constantes v;, 9, Mj positivas, j = 1,2 tais que para cada @ €

P(no)B,[Rj], onde R; = (v;85 — Iy ||a||oog(’yj))Mj_1, existe uma solucio yl, j =
1, 2 da equacdo (2.7) tal que o kj-limite de yJ é zero e o conjunto Q de todas as
solugoes convergentes de (4.7), € equiconvergente em peso e o conjunto Q ¢ relati-

vamente compacto.

Demonstragao. A equagao (4.7) tem a forma (1.2), definindo

L(n, ¢) = ZA(n)K(j)so(—j),

j=0

filn, 9) = B(n)lp(=n)| Y G(s)e(s),

fa(n, &) = Z_: H(n, s, £(no)(s = no)) + Y H(n, s, £(s)(0)).

Dai concluimos que as hipdteses do Teorema 2.1 sao satisfeitas. Concluindo assim a

demonstracao do teorema. |
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Consideremos a seguinte notacao:

B(0)[y(0)|G(0)y(0), n=s=0,
B(n, s,y) — SBO)[y(0)|G(s)y(s +1), n=0,5<0,
- +=B(n)y(1)|G(s)y(n+s+1), n>0,s<0,
\ L B(n)|y(1)|G(0)y(n), n>0,s=0.
fitn s,y = { ooy e<h

H(n, s, y(s)), s>0.
Vamos agora mostrar uma aplicacao dos resultados da secao 4.1.

Observagao 4.3. Se as hipdteses (E;), i = 1, 3, 4, 5 sao satisfeitas, usando o Teorema
4.1 e a observagao 4.1 vemos que podemos obter o mesmo tipo de resultado (Teorema 4.2)

para o sequinte sistema em diferenca de Volterra nao-autéonomo com retardo infinito:

n

y(n+1) = Z {A(n)K(n —5)y(s) + B(n, s —n, y) + H(n, s, y)} : (4.13)

para n > 0. Observamos que neste caso, para ¢ € B, e & € Xy, o operador T de (e1)

(dado na se¢ao 4.1) é definido por
T(0) = ¢(0), Tols) = (s +1), ses <0,
e o operador S € definido por
[SEM)I(7) = £(n)(0), n =0, T € Z™.

Observemos que o operador T € 1-Lipschitz e ||S¢|[x, < [[][r;. Além disso, neste caso

temos que:

Ling) = D AMKG)e(=i),

hiln, ) = Bn)lp(=n)| Y G(s—n)p(s —n),

§=—00
-1

fo(n, &) = Y H(n, s, £0)(s) + ) H(n, s, &(s)(0)).

S§=—00

E assim obtemos o que queriamos.
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Vamos agora apresentar uma aplicagao do Teorema 3.1 e das observacoes 3.1 e 3.2.

Sejam a;(n), i = 1, 2 duas sequéncias positivas, e a(n), k(s), b(n), d(n, m) e g(m) sequén-

cias de ntimeros complexos definidas para n > ng, s € Z*, m € Z~, e seja a : ZT — R*

uma sequéncia positiva crescente arbitraria tal que:

o0

> (lg(=s)] + [k(s)])ax(s) < +o0.

s=0
Consideremos a seguinte equacao em diferenca de Volterra:

x(n+1) = Z a(n)k(n — s)x(s), n >mng >0,

S§=—00

e sua equacao perturbada:

Z {a(n)k(n — 5) + az(n)"Pb(n)g(s — n)y(0) } y(s)

S§=—00

Fu S a) R, 5)(y(s)"

S§=—00

n>ng>0,compuecZ,vekR.
Introduzimos a seguinte notacao:
ai(n)a(0), T =mng,

al(’/') =
aj(ng)a(ng — 1), T < ng.

W(s) = > lsd(s, 7)|(@(m)".

T=—00

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Teorema 4.5. Sejam p e q expoentes conjugados. Suponhamos que as sequintes condicoes

sao satisfeitas:

(F1) A equagao (4.14) satisfaz a condi¢ao (Dq)* do Teorema 3.1.

(Fy) Seja b : N(ng) — C uma sequéncia compleza tal que b € E(lﬁa(N(no)), onde b(n) =

nb(n).

(F3) W € l9(N(ng)), onde W € a fungao definida em (4.17).
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(Fy) A constante v da equagio (4.20) € tal que KK ||[W| Jv|* < 1.

Entdo, existem constantes positivas 7, M, tais que para cada ¢ € P(ng)Ba, com ||¢|s, <
(Al = FYMY, onde vy = KK||W || |v|*, eziste uma solucio y = y(¢) da equagio
(4.15) tal que o ay-limite de y € zero. Além disso, temos a formula assintdtica (3.1) e a
correspondéncia y(p) — Z, € bicontinua e a aplicagdo ¢ — y(y) € continua. O conjunto
Q de todas as solugoes convergentes de (4.15) é equiconvergente em peso e o conjunto Q

é relativamente compacto em Xoo,a1~

Demonstragao. Neste caso temos :

L(n, ¢) = Z a(n)k(j)e(—=7),

fn @) = bn)e(mam? 3 a(s)e(s),
fan &) = varm)V? 3 din, $)(E(no)(s — m)"
£ a3 dln, 5)(E(s)(0)",

e com 1sso fica provado o teorema.

|
O proximo exemplo é uma aplicacao do Teorema 4.5.
Exemplo 4.1. Seja a(n) uma sequéncia positiva crescente em Z tal que o(n)a(m) =
a(n+m). Sejam a;(n) e az(n) duas sequéncias tais que
n—1 1
p; = il;;o) _max S_lgrg [%] < 400, =1, 2. (4.18)

Consideremos o sequinte sistema em diferenc¢a nao auténomo

z(n+1) = A(n)x(n), (4.19)
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onde A(n) = diag(ai(n), az(n)).
Vamos analisar as propriedades da dicotomia. Lembrando que T(n, T),n > 7, é um

operador limitado no espaco de fase B, definido por

T(n, )e(0)
n+6+1 n+6—1
_ (( 11 al(S)) ©'(0), ( 11 a2(8)) 902(0)) , —(n—7)<0<0,
on—1+80), < —(n—r).
Temos que
T(n, s)T(s,m) = T(n,m), n>s>m,e
T(n,n) = L

Como antes, necessitamos definir projecoes apropriadas neste problema. Consideremos
entao, P(n): B, — B, e Q(n) : B, — B, definidas por:

L), ©*(9) — n_lags’1 20)], —n<6<0,
P(n)p(6) - (w() - (H ;. )90())
L (©1(0), ¥*(9)), 0 < —n,
0, 7 as(s)~! 20)], —n<6<0,
Qm)e(6) = ( (H ;. ) . ))
| (©1(0), ¢*(0)) 0 < —n.
Procedendo como no Exemplo 1.1, temos que o operador T'(n, 7) : Q(7)B, — Q(n)B, €
dado por:
r n+6—1
(0, ( 11 a2(3)1> ¢2(0)> , —T<60<0,
T, T)Q()e(0) = (o, ( I a2<s)‘1> so2<0)> L <8< —(n—n)
s=n-+6
(0, 0), 0 < —n.

\
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Com argumento semelhante ao referido exemplo vemos que para n > T :

Temos que T'(n, 7), n > 7, € um isomorfismo de Q(7)B, sobre Q(n)B,. E sua aplicagao

(0, ( ﬁ ag(s)_1> 902(0)) , —7<6<0,
s=7+6

[ (0,0), 0 < —r.

inversa T'(T, n) € dada por:

T(r, n)Q(n)p(0) =

No que seque, vamos precisar das sequintes hipdteses: Sejam 6; : ZT — (0, +o00), i =1, 2

duas sequéncias se seja o uma constante positiva tal que

1)H|a1 |<UH51 ), para 0 < 1 < t.

(ii) H|a2 )| 1<0H52

]al s
. > .
(iii) TLIL%H ) =0, paraT >0

t
(iv) Eziste uma constante C' > 1 tal que H[51(s)52(s)] <C, parat>T1>0.

S=T

Um exemplo concreto de funcgoes ay e as satisfazendo as suposicoes anteriores, € con-
siderando a,(n) = 1, ag(n) := 2, e assim pt = p5 = 1. E fdcil ver que as condigées
(1), (i7), (ii7) e (iv) sao satisfeitas com §1(n) := 3/2, do(n) == 1/2 e 0 = C = 1; Tam-
bém poderiamos ter considerado 61(n) = 01, d2(n) := 0o, com 1 < § < 2, 1/2 <
dy < 1 el1/2 < 6162 < 1. Um outro exemplo é considerando ay(n) e az(n) tal que
1 < |ai(n)| < Alaz(n)|, para todo n > 0, onde A\ € (0, 1). Nesse caso, podemos escol-
her 61(n) := |ai(n)|, d2(n) :=|az(n)|™ eoc=C = 1.
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Para este exemplo assumimos que ay e ay sdo fungoes satisfazendo (i) — (iv) com pj <

+o0, j =1, 2. De (i), (ii) e (iv), temos que:

H|a2 (s)| ' < Co! H|a1 . (4.20)

Dessa estimativa, podemos concluir que:

IT(n, 7)P(7)] < 6C pi(o” +1) (1:[ Ial(S)!> : (4.21)

Com efeito,
[T (n, 7)P(7)|
n+9—1 7—1 —1
SR | BCICINP  C]

>~ Oé(—‘g) —n<0<—(n— T)S:7‘L+9 oz(—&)

—(n—7)<0<0 e
T las)™
1
H|a1 ] nrnTz)a,}<<9<0 H a(—0)

s=n+6

n—1 T—1
2 Jax(s)| "
+300% (] Ial(s)!] x| I1 a(=0)
§=T s=n+6
n—1
<6Cpi(0* + 1) [ an(s)
Também podemos verificar que
IT(n, 7)Q(T)| < p5 ] las(s) (4.22)

Das estimativas (4.21) e (4.22) vemos que o sistema (4.19) admite uma (kq, ko)-dicotomia

compensada e satisfaz
lim ki (n) " *T(n, m)P(m) = 0,

n—oo

n—1
onde ki(n H 91 (s (n) == H Sa(s)™t e M :=6C (p + p3)(0? + 1)o.

Para o que segue conszderemos a sequinte perturbagao do sistema (4.19) :

n

y(n+1) = A(n)y(n) + D(n)R(n) [y(0)| y(n) +v Y D(n)R(s) [y(s)|y(0),  (4.23)

S=—0Q
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onde D(n) e R(n) sao duas matrizes 2 X 2 tais que

X1 = Z ’R < +00,
X2 = Z |R(7)| k2 (1)? < +o00,

0
X3 = Z I7D(7)| a(—7)* < +o0,

e v € um numero real suficientemente pequeno.

Se v satifaz
a(1) C(p1 + p3) (0 + D1 + x2)xs v < 1

entao as condigoes do Teorema 4.1 sao satisfeitas considerando o sistema (4.19) e (4.23).
O prozimo teorema € um exemplo pra ilustrar a utilidade do Teorema 2.1. Seja a um

nimero positivo. Seja (), uma sequéncia tal que 5, > 1 e B, — 1. Temos que |||l > 1,

onde || - ||o € a norma do supremo para a sequéncia (3,)n, em ZT. Assumamos que ‘é—n
n

é decrescente e seja a(n) uma sequéncia positiva crescente em Z*' tal que a(n)a(m) =
a(m+n) e
a’
lim sup —— =0.
=00 j<n (—j)
Um exemplo concreto satisfazendo tais condigoes é o sequinte: Tomemos a € (0, 1/||3]c0)

e a(n) =a".

Exemplo 4.2. Consideremos a sequinte equacao em diferenca linear homogénea:
z(n+1)=axz(n), n>ng>0. (4.24)
O operador solug¢ao T'(n, m), n > m no espago B é definido por:

a®*m=mp(0), m—n <60 <0,
T(n, m)p(0) =
en+60—-m), O<m-—n.

Como antes temos que

T(n,s)T(s,7)=T(n,7),n>s>717eT(n,n)=1n>0.
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E tomando P(n) = 1, temos que a equagao (4.24) tem uma (a™/Bn, 1)-dicotomia, e as

constantes M e C da Definicao 1.2 sao dadas por:

M = [|a*[|@, [l € C = 1.

6—m

Denotemos por L(m)p(0) = a”"p(0). E com isso temos que

lim &y (n) ™' T'(n, m) = L(m).

n—oo

De fato isso € consequéncia da sequinte estimativa:

I (m) (. m) — L(m)| < a(m) (wn ~ 1l + 208l sup ﬂ) .

Consideremos agora a sequinte perturbacao de (4.24):
y(n+1) = ay(n) + b(n)y(0)y(n) + ve(n) ly(n)| y(n), (4.25)

para n > ng > 0, onde b(n) e c(n) sao sequéncias de nimeros complexos definidas para
n > ng, tais que:

[e.e]

po= 3 sbla(2s) <+,
s=ng

pe = Z s, c(s)|a(2s) < 4o0.
s=ng

A condig¢ao p, < +oo implica que (d — 2) da suposi¢ao (D) vale. Seja v um nimero real
tal que
(Il la®[I5s,, 18115pe) /a < 1.

E com essa condigao temos garantido (d — 4). Por outro lado, para a equagao (1.11),
podemos consequir uma estimativa com em 4.21, e assim a condigao (D) € satisfeita.
Portanto pelo Teorema 3.2, existe uma constante positiva R suficientemente pequena tal
que para cada ¢ € P(ng)B,[R)], existe uma solu¢ao y = y(¢) da equagao (1.11) tal que o

ki-limite de yo(p) existe e satisfaz a sequinte formula assintdtica:

Yn(p) = Zp(n) + i: L(n, $)E"(f1(s, ys(0)) + fa(s, ya(9))) + o(kr).

s=ng
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Notamos que by < ||a®||ss,, onde by € definida como no Teorema 3.2. Assim,o k;-limite de

Yo € dado por:

25 () = @ 00(0) + 3 0 (il 0(0)) + fuls. ()
s=ng
Por outro lado, o conjunto Q de todas as solugoes convergentes yo(¢) da equagao (1.11)
com ¢ € P(ng)B,|R], é equiconvergente em oo em Xo k,. Além disso, temos que a
condi¢ao (Dy) e a condigao (D) sao satisfeitas. Portanto a correspondéncia y(p) «— Z,
é bicontinua, a aplica¢ao ¢ — ye(p) € continua e o conjunto Q ¢ relativamente compacto

em Xoo -
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